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1. GIRIS Nazan AKDOGAN

1. GIRIS

Serbest Lie cebirlerinin carpimlart Lie cebirlerinde 6nemli bir yere sahiptir.
U, V cebirlerin iki sinift olsun. UV carpimi su sekilde tanimlanir: bir G cebirinin UV
de olmasi icin gerek ve yeter kosul 1 € U ve G/I € V olacak sekilde G nin bir |
idealine sahip olmasidir. Eger U ve V cebirlerin bir sinifi ise UV de bir simiftir. UV
carpim sinifi bir U cebirinin bir V cebir yoluyla genislemesi olarak da disunulebilir.

Cebirsel yapilarin farkl: tipteki carpimlar: ile ilgili yeterli Turkce kaynak
olmayis1 bu ¢alismanin yapilmasinda 6nemli bir rol oynamistir. Tezin bir kisminda
Bahturin (1987) ve Kukin ve Bokut (1994) den alinan temel sonuglar ve tanmimlar
derlenmistir.

Halkalarin ¢arpimu ile ilgili temel bilgiler Hungerford (1974) den alinmis olup
Lie cebirlerinin cesitli ¢carpimlari i¢in Bahturin (1987); Kukin (1972); Kukin ve
Bokut (1994); Sullivan (1985) ve Golovin (1950) den yararlanilmstir. Ayrica wreath
carpimin literatiirde ¢ok az rastlanan sunum cinsinden tanimi yapilarak bu tanim
orneklerle zenginlestirilmistir.

Lie cebirlerinin sahip oldugu birgok ozelligin rezidulu-P ve X-by-Y Lie
cebirlerine tasinabilir olmasi nedeniyle bu siniflardaki Lie cebirleri de ele alinarak
incelenmis ve bazilari i¢in drnekler verilmistir.

Bu tezin amaclarindan biri, Lie cebirlerinin farkl: tipteki ¢carpimlari, reziduli-
P Lie cebirleri ve X-by-Y Lie cebirleri ile ilgili Tlrkce kaynak boslugunu doldurmak
ve okuyuculara bu konular ile ilgili temel bilgileri vermektir.

Calismamiz yedi ayr1 bolimden olusmaktadir. Her bir bélimde asagidaki
calismalar yapilmustir.

ikinci boliimde c¢alismamizda kullanilan temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.

Uclincti boliimde halkalarin direkt carpimi incelenip orneklerle genisletilmis
ve problemler ¢ozulmustdir.

Dordincu bolimde cesitli carpim siniflart verilip 6rneklerle genisletilmistir.
Ayrica Shirshov’un serbest Lie cebirlerinin serbest carpimi i¢in buldugu baz ve

Shmel’kin tarafindan calisilan wreath ¢arpim incelenmistir. Bunlarin disinda Sullivan
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(1985) da Lie cebirlerinin wreath carpimini sunum cinsinden incelemistir. Buna
dayanarak bu konu genisletilmis ornekler verilmis ve serbest Lie cebirlerine
orneklerle genisletilmistir.

Besinci bolumde Lie cebirlerinin M-carpimlari incelenmistir. Golovin (1950)
nin gruplarin minimal nilpotent ¢arpimu igin yaptigi ¢alisma temel alinarak minimal
nilpotent ¢arpimin tanimi Lie cebirleri i¢in uyarlanarak benzer sonuclar Lie cebirleri
icin elde edilmeye ¢alisiimistir.

Altinci boélumde rezidulG-P Lie cebirleri ele alinmis olup bu bélimde farkli P
Ozellikleri icin reziduli-P Lie cebirlerinin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Yedinci bolimde X-by-Y gruplart ve Lie cebirleri incelenmistir. X ve Y
yerine farkl farkli siniflar verilerek konu genisletilmistir. Bu boliimde Oger (1991);
Trabelsi (2000); Lennox (1978); Ridley (1970); Bryant ve Groves (1970) un

makaleleri incelenmistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu bolumde Lie cebirleri ile ilgili temel tanim ve teoremleri verecegiz.
Burada s6z konusu olan bitin Lie cebirleri karekteristigi sifir olan bir K cismi
uzerinde dustnulecektir. K nin karakteristigini KarF ile g0sterecegiz.
2.1. Lie Cebirleri
Tanmm 2.1.1: L, K cismi tzerinde bir vektor uzayi olsun. L Uzerinde her x,y € L igin
(x,y) ikilisine [x,y] elemanint karsilik getiren ve asagidaki kosullari saglayan bir
[.,.]:L X L = L iglemi tanimli ise L ye K cismi izerinde bir Lie cebiri denir.
L1) Her x € L igin
[x,x] =0
L2) Her x,y,z € Lvea,b € K i¢gin
[ax + by, z] = a[x, z] + by, z]
[x,ay + bz] = a[x,y] + b[x,z] =0 (bilineerlik 6zelligi)
L3) Her x,y,z € L igin
[[x, y],z] + [[y, z],x] + [[Z, x],y] =0 (Jacobi 6zdesligi)
[, ] carpimina komitator carpim ya da braket carpim veya Lie ¢arpimi denir.
Lie cebirleri Jacobi 6zdesliginden dolay: asosyatif degildir.

L1) kosulundan

[x+y,x+y]=0
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Lo, x]+ [x,y]1+ [y.x] + [y, y] = [xy] + [y,x] =0

olup, buradan

[x,y] = —[y,x] ..L1)’

elde edilir. Fakat genelde L1)" kosulu L1) kosulunu gerektirmez.

Bunu gorelim. [x,y] = —[y, x] olsun ve 6zel olarak x = y alalim.

[x,x] = —[x, x]

2[x,x] =0

olur. Eger KarK = 2 ise [x,x] # 0 dur.
O halde L1) kosulu bir Lie cebirinin antikomdtatif oldugunu gosterir.
Lie cebirlerinin antikomatatif olmalarindan dolay: her x,y € L igin eger [x,y] =0

ise L abelyendir.
Tamm 2.1.2: V, K cismi Uzerinde bir vektor uzay: olsun. V — ¥ ye olan tim lineer
dondsumlerin kiimesi bileske islemiyle bir vektor uzayidir. Bu vektér uzayi tizerinde
[x,y] = xoy — yox carpimu ile bir Lie cebiridir. Bu Lie cebiri gl(V) ile gosterilir.
Bu cebire genel lineer Lie cebiri denir.
Tamm 2.1.3: L Lie cebirinin merkezi

Z(L) ={x € L: her y € L igin [x,y] = 0}
seklinde tanimhdr.
Tamm 2.1.4: L, bir Lie cebiri ve A da L nin bir alt uzay: olsun. Eger A, L deki Lie

carpimi altinda kapali ise (yani her x,y € A icin [x,y] € A ise) A ya L nin bir Lie alt

cebiri denir ve A < L ile gosterilir.
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Tamm 2.1.5: L bir Lie cebiri ve | da L nin bir alt cebiri olsun. Eger her x € I ve

y € Ligin [x,y] € I ise | ya L nin bir ideali denir ve I<L ile gosterilir.

Tamm 2.1.6: L,ve L,, K Gzerinde iki Lie cebiri ve ¢:L; = L, bir donistim olsun.
Eger

i) @ lineer ise yani her x,y € Lve a,b € F igin

@p(ax + by) = ap(x) + bo(y),

)] her x,y € L icin

olx,y] =[ox), ()]

ise ¢ ye bir Lie cebir homomorfizmi denir.

Bir ¢ homomorfizminin gekirdegini Cek(¢) ve goriuntusinu Im(ep) ile
gOsterecegiz.

Eger ¢ birebir ve Orten bir donlsum ise ¢ ye bir izomorfizm denir. Bu
durumda L, ile L, izomorf cebirlerdir. Bunu L; = L, seklinde gosterecegiz. L bir Lie

cebiri ve @: L — L bir izomorfizm ise ¢ ye bir otomorfizm denir.

Ornek 2.1.6: ad:L — gl(L)

x — adx

her x,y € L igin (adx)(y) = [x,y] olarak tanimlanan homomorfizm adjoint
homomorfizmidir. ad dénistimi lineerdir ve Lie ¢arpimint korur. Cek(ad) = Z(L)
dir.

Tanim 2.1.7: A, K cismi Uzerinde bir Lie cebiri olsun. D: A — A lineer donlsumi her

a,b € Aicin
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D([a,b]) = [a,D(b)] + [D(a), ]

kosulunu sagliyorsa D ye A nin bir tlrevi denir ve A nin tim tdrevlerinin kiimesi

DerA ile gosterilir.
Tamm 2.1.8: L, bir Lie cebiri ve I, L nin bir ideali olsun. L/I kiimesini
L/l ={x+1:x €L} olarak tammlayahm. L/I uUzerindeki toplama ve carpma

islemlerini

x+M)y+y+M)=x+y)+M
[x+M,y+M]=[xy]+M

seklinde tanimlarsak L /I bu islemlerle birlikte bir Lie cebiridir. Bu cebire L nin I ile

bolum cebiri denir.
2.2. izomorfizm teoremleri
Teorem 2.2.1 (I. izomorfizm teoremi): L, ve L, iki Lie cebiri ve ¢:L; — L, bir

homomorfizm olsun. O zaman Cek(¢), L1 in bir ideali; Im(¢), L, nin bir alt cebiri

ve
Ly ~
/Cek(<p) = Im(p)

dir.
Teorem 2.2.2 (11. izomorfizm teoremi): | ve J bir Lie cebirinin idealleri ise

I+], .
]/]=I/m]
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dir.

Teorem 2.2.3 (111. izomorfizm teoremi): | ve J bir L Lie cebirinin I €] olacak

sekilde idealleri ise ]/I, L/I nin bir ideali ve

L
=

dir.
2.3. Seriler
L bir Lie cebiri olsun.

Tamm 2.3.1: n=1,2,.. icin y,(L) terimleri tumevarimla asagidaki sekilde

tanimlanir;

Vi) = L yn+1 (L) = [1n(L), L]
Boylece L nin ideallerinin azalan bir serisi elde edilir.
L=yi(L) 2y2(L) 2+ 2¥n(L) 2 Vnea(L) 2 -
Bu seriye L nin alt merkezi serisi denir.
L niny,(L) = L' = [L, L] alt cebirine turetilmis (komatator) alt cebir denir.

Eger y,_1(L) # {0} ve y,(L) = {0} olacak sekilde bir k pozitif tam sayisi
varsa L ye k-inc1 siniftan nilpotent Lie cebiri denir.
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Eger L, 2—inci siniftan nilpotent yani [L, L] = 0 ise L ye abelyen denir.

Tamm 2.3.2: n=0,1,... igin 8™(L) terimleri tumevarimla asagidaki sekilde

tanimlanir:
6°(L) = L, 6™ (L) = [6™(L), 6™(L)]
Boylece L nin ideallerinin azalan bir serisi elde edilir.
L=6°L)26*'(L) 2 28M(L) 26™H (L) 2+
Bu seriye L nin tUretilmis serisi denir.

Eger 6% 1(L) # {0} ve 6%(L) = {0} olacak sekilde bir k tam sayis1 varsa L

ye k—1nct siniftan ¢ozulebilir Lie cebiri denir.

Tamm 2.3.3: i =1,2,...,k, ... igcin n; =1 olmak Uzere pozitif tam sayilarin bir

{ny,n,, ..., ny, ... p dizisi igin L nin polisentral serisi asagidaki sekilde tanimlanir:

¥Yn, (L); L nin alt merkezi serisinin n;-inci terimi

Yn, (yn2 (L)); ¥Yn, (L) in alt merkezi serisinin np-inci terimi

Yn, (ynz ( (Vni (Vni+1(l'))> )) Yn, (ynz ( (ynl.(L)) )) nin alt merkezi

serisinin n; ., -inci terimi

olsun. Boylece elde edilen
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L2 Vn, (L) = Yn, (ynz (L)) 2 2 Yn, (ynz ( (yni(L)) ))

> s (1 (- (1 (e ) ) ) 2 -

serisine L nin polisentral serisi denir.

Eger v, (yn2 (...(yni (ynHl(L))) )) = {0} ve n; lerin hic biri bu esitlik

saglanacak sekilde daha Kkiglk pozitif sayilarla degistirilemiyor ise L ye

{ny,n,, ..., n, } dizisine gore polinilpotent Lie cebiri denir.
Egern, =n, =2vey, (yZ(L)) = {0} ise L ye metabelyen Lie cebiri denir.
2.4. Serbest Lie Cebirleri

Tanm 2.4.1: X bostan farkli bir kiime; F, K cismi Uzerinde bir Lie cebirive i: X - F
bir donusim olsun. Eger her B Lie cebiri ve her a: X — B donusimi icin a = i
olacak sekilde bir tek §:F — B Lie cebiri homomorfizmi varsa F ye X kiimesi
tarafindan Gretilen serbest Lie cebiri ve X kiimesine F nin serbest Urete¢c kiimesi
denir. Bunu asagidaki diyagramla ifade ederiz:

i
X ———>F

o bir tek

X Uzerindeki serbest Lie cebiri asagidaki sekilde insa edilir.

Her pozitif n tam sayis1 igin X,, kiimesi asagidaki gibi tanimlanir:

X1:X
X, =X xX
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n—-1
X, = U(X,, X X_p)
p=1

Buradaki “x” islemi kiimelerdeki kartezyen carpimdir.
M(X) = Up=; X, olsun.

Her a,b € M(X) icin a € X,,, b € X, ve (a,b) € X,, X X, olacak sekilde p,q € Z*
vardir.
n =p+q olsun. Bu durumda (a,b) € X, X X, olup (a,b) nin X, X X;_, = X,

olan kanonik injeksiyon altindaki goriinttsuni [a, b] ile gosterelim. Yani,

Xp X Xpp = Xy
(a,b) = [a,b]

olsun. Boylece a,b € M(X) icin [a, b] carpimini tammlamis olduk. a € X,, olacak
sekildeki p tam sayisina a nin uzunlugu denir ve I(a) ile gosterilir. Uzunlugu 1 olan
elemanlar, X in elemanlaridir. Uzunlugu =2 olan elemanlar igin I(a) < I(c) ve
[(b) < I(c) olmak Uzere ¢ = [a, b] yazilir. I(c) = l([a, b]) = l(a) + (D) dur.

K herhangi bir cisim olsun. K Uzerinde baz1 M (X) kimesi olan vektor uzayim
g6zoniune alalim. Yani M (X) in elemanlarinin K-lineer kombinasyonlarini alip M (X)
deki ¢arpimi tim vektor uzayina genisletelim. Boylece K cismi tGzerinde birlesmeli
olmayan ve sonlu boyutlu olmayan bir serbest Lie cebiri elde ederiz. Bu cebire N (X)
diyelim.

A, N(X) in asagidaki formdaki bitun elemanlar: tarafindan uretilen bir ideali

olsun.

Q(a) = [a,a]
J(a,b,c) = [[a, b],c] + [[b, c],a] + [[c, a],b]

10
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O zaman F(X) = N(X)/A, X Uzerinde serbest Lie cebiridir. X e F(X) icin bir serbest

urete¢ kumesi denir. F(X)in insa edildigi kiime belli ise F(X) yerine kisaca F

yazariz.

Teorem 2.4.1: n: N(X) — F(X) kanonik donusiim ve ¢, n nin X e kisitlanisi olsun. L
herhangi bir Lie cebiri olsun. Her f: X — L dontsim igin f = g¢ olacak sekilde bir

tek g: F(X) — L Lie homomorfizmi vardir.

Tamm 2.4.2: L bir Lie cebiri ve A = {a;: iel}, L nin elemanlarinin bir ailesi olsun. 1
uzerinde kurulan serbest Lie cebirine F(I) diyelim. g, o:i — a; olacak sekilde F(I)
dan L nin i¢ine olan bir Lie homomorfizmi olsun. o Orten ise A ya L icin bir (rete¢
kiimesi denir. Eger o bijektif ise L serbest Lie cebiridir ve A, L nin serbest Ureteg
kiimesidir. Eger A sonlu bir kiime ise L ye sonlu Uretilmis Lie cebiri denir.

Bu tamima g0re serbest Lie cebirinin iki (rete¢ kimesinin kardinalitesi

aymdir. F nin bir serbest rete¢ kiimesinin kardinalitesine F nin ranki denir.
2.5. Serbest Lie Cebirinin Hall Baz1

Daha 6nce tanimladigimiz M (X) kiimesi, K (zerinde bir vektor uzay: olarak
dustnilen asosyatif olmayan N (X) serbest cebiri icin bir bazdir. M (X), N(X) iginde
lineer bagimsiz olmasina ragmen, F(X) icinde lineer bagimsiz degildir. Ornegin
a,b € M(X) icin [a,b] ve [b,a] formundaki elemanlar N(X) de lineer bagimsiz
olmasina ragmen F(X) de [a,b] = —[b, a] oldugundan dolay: lineer bagimlidirlar.
Bu nedenle M (X), F(X) in bir bazi1 olamaz.

Bu bolimde F(X) i bir vektor uzay: olarak distndigiimizde F(X) serbest
Lie cebiri igin bir baz kimesi kuracagz.

M™(X) ile M(X) de uzunlugu n olan elemanlar1 gésterelim. Acikca gorullr ki
M'(X) = X dir.

Tamm 2.5.1: X # @ olsun. Bir H € M (X) Hall kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nazan AKDOGAN

) X € H ve X e bir tam siralama verilmis olsun.

i) H N M?(X) kimesi x,y € X iken x >y olmak Uzere [x,y] formundaki
elemanlardan meydana gelir.

i) HnNnM™(X), m=1,23,...,n—1 i¢in tanimlanmis ve uzunlugu koruyan
bir siralama verilmis olsun. Yani u,v € M(X) ve l(u) < Il(v) iseu<v
yazalim ve ayni uzunluktaki elemanlar: keyfi olarak siralayalim. O zaman
n = 3igin

HnM"(X) = {[[a, b],c]: a,b,c,[a,b] € URZI(H n M*(X)),a > b < c,[a,b] > c}
dir.

H=| |HnMX)

olsun.
H,=HnM"(X)

dersek

H= UHn
n=1

klimesi F(X) in bir bazidir ve buna Hall bazi denir. Hy, H,, ..., H, ... kimelerine Hall
kiimeleri denir ve H,, ile H de uzunlugu n olan elemanlarin kiimesi gosterilir. Verilen
bir X kiimesi tizerinde farkli Hall kiimeleri tanimlanabilir.

Kisaca X # @ olmak lzere Hall baz1 asagidaki sekilde insa edilir.

H; = X, X e tam siralama verilmis olsun.

H, ={[x,y]:x,y € X,x > y},

12
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H, = {[[x,y],z]:x,y,z, [x,y] e U1 H ,x >y < Z,l([[x,y],z]) =n}.

Simdi H = U, -, H, diyelim. H, F(X) in bir baz1 olup bu baza Hall bazi denir.
Bundan sonra H Hall bazindaki siralama asagidaki gibi olacaktir.

i) X keyfi olarak siralanmis olsun.
i) u,v € Hveu = (uq,uy), v = (vq,v,) seklinde iki eleman olsun.
Eger l(w) < l(v) ise u < v dir.
Eger l(w) = l(v) ise
u<v & u <v,veyau, = v, ikenu, < v,
dir.

Ornek 2.5.1: X = {a, b, c} kiimesi tizerindeki Hall bazin: yazalim. a > b > c olsun.

H =X,

H, = {[a, b],[a,c], [b,c]},

Hs = {[[a,b].c],[[a, ], b] [la c].a]. [la,c]. b]. [[a ], ], [[b, ], a], [[b, €, b],
(bl ],

H, = {|[[a.b].a].a|,|[[a, 5], b].a]. [ ab],b],b],[[[a,c],a],a],[[[a,c],b],a],

[[a.c),b].b]. [[[a.c).c].a].[[[a.cl.c]. ] [[la cl.c].c| [[b.cl. a]. ],

[[b,cl.b].al, [[[b, c).b], b, |[[b.c). cl a]. [[Ib, cl.c]. b, |[[b.cl ] ]

[[a, b1[a, c]], [[a, b[b, c1], [[a, c]lb, c]]3,

Tanim 2.5.1: L bir X kiimesi tarafindan dretilen bir serbest Lie cebiri olsun.

a) EgerlL = F/yn(F) olacak sekilde X tarafindan Gretilen serbest bir F Lie cebiri

varsa L ye n-inci siniftan serbest nilpotent Lie cebiri denir. Eger

L= F/y2 (F) ise L ye serbest abelyen Lie cebiri denir.

13
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b) Eger L = F/(S"(F) olacak sekilde X tarafindan dretilen serbest bir F Lie

cebiri varsa L ye n—inci simftan serbest ¢oztlebilir Lie cebiri denir.

c) Eger L = F/ ) olacak sekilde X tarafindan Gretilen

Yn, (Ynz ( (ynk(F)) )

serbest bir F Lie cebiri varsa L ye {ny,n,,...,ny, ...} dizisine gore serbest

olinilpotent Lie cebiri denir. Eger LEF/ ise L ye serbest
P P g Yz(Yz(F)) y

metabelyen Lie cebiri denir.

Dikkat edilecek olursa y, ()/z(--- (yZ(F)),...)) = §¥(F) olup {2,2, ...,2}

Kk tane
dizisine gore serbest polinilpotent bir Lie cebiri, k—inc1 siniftan serbest ¢ozilebilir

Lie cebiridir.

2.6. Bir Serbest Lie Cebirinin Alt Merkezi Serisinin Terimleri Icin Serbest

Uretecler

m = 2 i¢in K Uzerindeki bir serbest Lie cebirinin y,, (F) alt merkezi serisinin
terimleri F nin bir alt cebiri gibi sonlu uretilmis degildir. Tek istisna durum serbest
abelyen olan ve tek bir eleman tarafindan Uretilen serbest Lie cebirleridir. F bir
serbest Lie cebiri olmak Uzere y,,(F) icin serbest Urete¢ kiimeleri Shmel’kin (1963)
tarafindan verilmistir.

F, K cismi tzerinde bir X serbest Urete¢ kiimesi tarafindan Uretilen serbest bir
Lie cebiri olsun. H, F serbest Lie cebirinin X kiimesi tUzerindeki Hall bazin1 ve H,, de

H de uzunlugu n olan elemanlarin kiimesini gostersin.

Teorem 2.6.1 (Shmel’kin, 1963): C,,, kiimesini asagidaki gibi tanimlayalim.

Cm = {x=[aj,a;]:a;,a, € H,I(x) 2 m,x € H,(a;) <m}

14
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Cm» Ym (F) icin bir serbest Urete¢ kiimesidir.
H nin tanimi kullanilarak C,,, klimesi asagidaki gibi daha acik bir sekilde ifade

edilebilir.

m—1
Cpp =9x = [[ [[al,az],a3] ...],ar] l(x) =2m,a; EH = H*,a; > a, < a3
k=1

<--<a,r=2egera, =[b,by]isea,_; < bl}

C,, serbest Uretec kumesi Uzerinde y,,(F) icgin bir H®m Hall bazim
tanimlayalim. Eger h, C,, formundaki elemanlarin ¢arpimlarinin bir kelimesi ise
Cpp —L(h) ve X —I(h)ile sirastyla C,, ve X den kullanilan harflerin sayisin
gosterelim. C,,, H nin bir alt kiimesi oldugundan C,,, ye H deki ile ayn1 olan siralama

verilebilir.

Ho™ = Cp,

c
H,™ = {x = [ay,a,]: a1, a, € Cy,a; > ay}.

Simdi HZC’“ ye asagidaki gibi bir siralama verelim:

h,g € Hy™, h = [hy, hy] Ve g = [g1, 921, hy, hay g1, 92 € Gy Olsun. Eger X — [(h) <
X —1(g) ise h < g yazalim. h ve g nin aym uzunlukta oldugunu kabul edelim. O
zaman h < g & h; < g, veya h, = g, iken h, < g, dir.

Hfm, e H,f’_"l tanimlanmas ve siralanmis olsun.

Hrfm =\ = [[‘11;@2].‘13]: Cm —l(x) =n,a; > a, < as, [ay,a;]

n—-1
Cm
> as,aq,0a,,d3,[a,a,] € H ™t
i=1

15
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Burada esitsizligin yoni U HiCm deki siralamaya gore belirlenir. H,f’” nin HZC’”

nin siralamasina benzer bir siralamasi vardir.

Cm — Cm
H*m = U H;
j=1

kiimesi y,,, (F) nin bir bazidir.

Bu siralamayr H°m ye genisletebiliriz. HS» nin siralamas: H nin siralamas: ile
uyumlu olmak zorunda degildir. HZC’” de Hf’":Cm nin bir elemanindan X-uzunlugu

daha kucuk olan elemanlar vardir.

Teorem 2.6.2: L = F/y

n

(F) bir serbest nilpotent Lie cebiri ve H, F nin bir Hall bazi

olsun. H; UH, U ...U H,_; kiimesi L = F/y (F) serbest nilpotent Lie cebiri igin bir
n

baz kimesidir. Yani, H de uzunlugu n den kiglik elemanlar L nin bir bazim

olusturur.

2.7. Bir Serbest Lie Cebirinin Polisentral Serilerinin Terimleri icin Bazlar ve

Serbest Uretecler

F, X Uzerinde bir serbest Lie cebiri ve H de F nin X Uzerindeki Hall bazi
olsun. Bir {ny, n,, ..., n;} tamsayi dizisine gore y,, (Ynz (---(Vnk(F)) )) teriminin
serbest Uretec kiimesi ve Hall bazini olusturalim.

Daha 6nce y,, (F) igin C,,, serbest Urete kiimesi

Cn, = {x =[ay,a;]: x € H,l[(x) = ny,l(az) <ny}
seklinde tanimlamustik. y,,, icin Hall bazi, H% idi.

Yn, (Vnz (F)) icin C,, », serbest Urete¢ kiimesini tammlayalim.
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Crymy = {2 = [a1,a]: X € Hm, Gy, = 1(x) 2 g, Gy, — U(ag) < o)
Cn, n, asagidaki sekilde siralanr.

g =191, 921, h = [hy, hy] € Cp 5, Olsun.
Eger Cp,, — 1(g9) < Cy, — l(h) ise g < h dir.
Eger C,, —1(g9) = Gy, — l(h) ve X — I(g) < X — I(h) ise g < h dir.
Eger C,, —1(g9) = G, — (W) ve X — I(g) <X —I(h) ise
g<h e g, <h;veyag, = h; ikeng, <h,
dir.

Yn, (ynz (F)) icin H “n1m2 Hall bazini tanimlayalim.

H.™™ =

1 niny?

C
Hznl,nz — {X - [ali az]: al' a2 € Cn1,n2' al > az}.

Bu kiimeye 6nceki bolimde tanimladigimiz gibi bir siralama verelim.

C C
H,™", ..., H "™ tammlanmis ve siralanmis olsun.
C‘l’l n
H, "7 ={x = [[al,az],a3]: Cnyn, — LX) =m,a; > a; < az,[ay,a,]
m-—1
C
> as, aq,dy, 4z, [aq,a,] € U H, ”1"21.

i=1

O zaman

(o]
HCnan — HCnan
m
m=1

17
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kimesi y;,, (Vnz (F)) nin bir Hall bazidur.

Y P ¥, (Y, (F)),- vy Yy (Vnz (---(Vnk_l(F)) )) icin Uretec kiimeleri ve

bazi tanimlanmis ve siralanmis olsun.

Bu kiume asagidaki Oncelik sirasina gore siralanmis uzunluklar géz Onlnde

bulundurularak siralanir.

Eger hepsi esit ise g = [g1,92], h = [hq, h,] 0lmasi durumunda yapilan siralamay1

dusunelim.

C
H "tk H ™ tammmlanmas ve siralanmis olsun. O zaman

18
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chl ----- Nk _
m )7 LT Aot PN

m-1
Cn1 ..... TLk
> as,a;,ay,as, [a;,a,] € H, .
i=1

olur. Buna gore

(o]
C.
Cn ..... n — Ny, nk
H™n1-mg | |Hm
m=1

kimesi vy, (Vnz ( (Ynk(F)) )) nin bir Hall bazidur.

2.8. Serbest Polinilpotent Lie Cebirleri icin Bazlar

Tanim28.1:L=F

/ s (s (- (1) )

polinilpotent Lie cebiri olsun. B; kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

) {ny,n,, ...,n,} dizisine gore serbest

Bl = Hl U H2 U..uU Hnl—l’

c c C
B, =H™UH,”*U..UH ™

le—l’

k
B=UBl

i=1

kiimesi L = cebirinin bir bazidur.

).
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2.9. Serbest Cozulebilir Lie Cebirleri icin Bazlar

Tamm 2.9.1: L = F/5k(F) serbest ¢cozllebilir Lie cebiri olsun.

Bl = X,
Bz == Cz,
B; = C2,2a
Bk == CE ''''' 2
k-1 tane
olmak Uzere

k
B:UBl

i=1

kiimesi L = F/S"(F) cebirinin bir bazidur.

2.10. Evrensel Enveloping Cebiri

Tamm 2.10.1: L bir Lie cebiri olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda

birim elemanli ve birlesmeli U (L) cebirine L nin evrensel enveloping cebiri denir.

1) L den [U(L)] ye kanonik homomorfizm denilen bir &:L — [U(L)]

homomorfizmi vardur.
2) K cismi tzerindeki birim elemanli her B birlesmeli cebiri ve her ¢: L — [B]

homomorfizmi igcin e =¢ olacak sekilde bir tek y:[U(L)] = B

homomorfizmi vardir.
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L———>[B]

[UL)]

Tammdan gorultyor ki [U(L)] tektir. [U(L)] nin varhig1 asagidaki sekilde
gosterilebilir:

F, X Uzerinde bir serbest Lie cebiri ve R de F nin bir ideali olmak Uzere
L = F /R olarak ifade edilebilir. Serbest Lie cebirleri ve serbest birlesmeli cebirlerin
evrensel 6zelliginden, X tarafindan tretilen serbest birlesmeli A cebiri F nin evrensel
enveloping cebiri olup i: F — A kanonik donusimi X Gzerindeki birim donlsimin
bir genislemesi olan bir homomorfizmdir. S, A da i(R) yi igeren en kicik ideal olsun.

O zaman A/S, L nin evrensel enveloping cebiridir.

Teorem 2.10.1 (Poincare-Birkhoff-Witt): L, K cismi Uzerinde bir Lie cebiri ve
U(L), L nin evrensel enveloping cebiri olsun. Eger L bir serbest F-modul ve E, L nin
Iyi sirali bir bazi ise 0 zaman &: L — U(L) kanonik dontsumi injektif olup U(L), 1

ve

€16y ...y, €1 =e,==e,,n=1
formundaki monomialler tarafindan uretilen bir serbest F-moduldur.

L bir Lie cebiri ve F(X), X kimesi tarafindan uretilen serbest Lie cebiri olsun.
Tamm 2.10.2: V, F(X) in bir alt kimesi olsun. m: F(X) — L herhangi bir
homomorfizm olmak uzere V(L) ile v € V igin m(v) formundaki tum elemanlar
tarafindan dretilen en kiguk ideali gosterelim. V(L) ye L nin V kiimesi tarafindan
uretilen verbal ideali denir. Eger V = @ ise V(L) = {0} oldugu aciktir. Ayrica eger L

serbest Lie cebiri ise L nin bir verbal ideali L nin bir alt kiimesi tarafindan Uretilen en

kicuk idealdir.
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Tamm 2.10.3: V, Lie cebirlerin birimli degismeli k halkas: Gzerindeki bir sinifi ve V
asosyatif olmayan polinomlarin bir kimesi olmak Uzere 0zdesliklerin bir
A ={v = 0:v € V} kiimesi varsa asagidaki 0zelligin saglanmas: halinde V sinifina
bir varyete denir:

“Bir G Lie cebirinin V simifinda olmasi icin gerek ve yeter kosul G nin A
kiimesindeki bitun 6zdeslikleri saglamasidir.”

Burada V kiimesi bir F(X) serbest Lie cebirinin verilmis bir alt kiimesi olarak

dusunulebilir.

Tanmm 2.10.4: U, V bir k halkas1 Uzerindeki cebirlerin iki sinifi olsun. U ile V nin UV
carpimi asagidaki sekilde tanimlanir:
Bir G Lie cebirinin UV sinifinda olmas: igin gerek ve yeter kosul G de,

G/H € V olacak sekilde bir H € U idealinin olmasidur.

Eger U ve V birer varyete ise UV de bir varyetedir.
Tamm 2.10.5: R bir halka olsun. Sifirdan farkl bir x € R icin xy = 0 olacak sekilde

sifirdan farkli y € R bulunabiliyorsa x elemanina sifir bolen denir. Sifir béleni

olmayan halkalara sifir bélensiz halka denir.
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3. HALKALARIN DIREKT CARPIMI

Bu kisimda temel bilgiler Hungerford (1974) den alinmistur.

Teorem 3.1: {R;: i € I} halkalarin bos kiimeden farkli bir ailesi olsun ve [[;¢; R;, R;

toplamsal abelyen gruplarinin direkt ¢arpimi olsun.

i) {ai}ier{bi}ier = {aibi}ie; carpimiyla [];; R; bir halkadir.

i) Her i € I icin R; nin birim eleman: varsa [[;¢; R;nin de birim eleman:
vardir.

i) Her k €1 icin {a;} = a; olarak tanimh m,: [[;e; R; = R, kanonik
projeksiyonu halka epimorfizmidir.

Iv) Her k € I igin a; — {a;} (i # k a; = 0) olarak tanimli i;.: R, = [/ R;

kanonik injeksiyonu halka monomorfizmidir.

Burada {a;};e; = (a4, ay, ...) dir.

Ispat: i) [];e; R;, toplamsal abelyen gruplarin direkt carpimi oldugundan [];e; R;

abelyen gruptur. [[;¢; R; nin halka oldugunu gosterelim.

{a;},{bi}.{c;} € [lie;R; Olsun.

({a; X{b;P{c;} = {a;b;Hei} = {(aib)ci} = {a;(bic)} = {a; }{b;c;}

= {a;}{bi}H{c:})
{a;}({bi} + {c;}) = {a}({b; + ¢;}) = {a;b; + a;c;} = {a;b;} + {a;c;}
= {a;X{bi} + {a;}ci}
(fai} + {biHlc} = ({ai + bip{ci} = {aic; + bici} = {aici} + {bici}
= {a;Hc:i} + {bi}ci}

Boylece [];¢; R; bir halkadir.
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i) Her i € I igin 15, R; nin birim elemant olsun.

{1g,} € [lie; R; olmak Uzere her {r;} € [1; R; icin

{1g Hri} = {1gri} = {1}
{1z} = (g} = (n}

olur. Buradan {1g,}, [1;e; R; nin birim elemanidr.

i) my: [lier R — Ry
{a;} - ay

;. in halka homomorfizmi oldugunu gosterelim.
{a;}, {b;} € [1ie; R; Olsun.

me({a;} + {b:}) = me({a; + bi}) = a + b = me({a;}) + me({b;})
me({a;}{b;}) = m({a;bi}) = axby = m({a; Dy ({b;})

Boylece m; halka homomorfizmidir.

1, mn oOrten oldugunu gosterelim.

Her a;, € Ry igin m, ({a;}) = a, olacak sekilde {a;} € [];¢; R;vardir.
Boylece m;, Ortendir.

Boylece m; halka epimorfizmidir.

V) ig: R = [lies Ri
a, — {a;} (i#ka =0)

i, nin halka homomorfizmi oldugunu gosterelim.

ik(ak+bk)={al-+bi} (l?‘:kal+bl20)
= {a;} + {bi} = i (ar) + i (by)
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ix(arby) = {a;b;} (i # kab; =0)
= {a;}{b;} = ix(ar)ix (by)

Boylece i;, halka homomorfizmidir.

i, nin birebir oldugunu gosterelim.

ik(ak) = lk(bk) olsun.
{a;} ={b}

ay = by

Boylece i, birebirdir.

Boylece i; halka monomorfizmidir.

Tanmim 3.1: [[;¢; R; halkasina {R;:i € I} halka ailesinin dis direkt ¢carpimi denir.

Indeks kiimesi sonlu ise yani I = {1,...,n} ise [[;¢; R; Yerine R, X...X R,, yazanz.

Eger {R;:i € I} halka ailesi ve her i €I i¢in A;, R; nin ideali ise [];¢; 4;,
[Lie; R; nin idealidir. Eger butiin i # k icin A; = 0 ise [[;¢; 4; ideali i} (A;) dir. Eger
I sonlu ise ve her R; nin birim eleman: varsa [[;¢; R; nin her ideali; A;, R; nin ideali
olmak Gzere [];¢; A; formundadir.

Ornek 3.1: R; = R[x] ve R, = R halkalar: olmak tizere [T~ R; halkasini bulalim.

2 R =R, ®R,={(a,b):a€R[x],bER}
= {(ap + a1 x+...+a,x",b):a; E R,b € R}

Bunu asagidaki sekilde de yazabiliriz
R, ®R, ={ay+ax+...+a,x" + b:a; € R, b € R}

={c+ ax+...+a,x™: c,a; € R}

25



3. HALKALARIN DIREKT CARPIMI Nazan AKDOGAN

Teorem 3.2: {R;:i € I} halkalarin bostan kiimeden farkli bir ailesi, S bir halka ve
{@;:S = R;:i € I}halka homomorfizmlerinin bir ailesi olsun. O zaman her i € I igin

;¢ = @; olacak sekilde bir tek ¢: S — [];¢; R; halka homomorfizmi vardir.

Ispat: Her i€l igin m¢p = ¢; olacak sekilde bir tek ¢:S — [lie;R; grup
homomorfizmi vardir.

S ——>Ilia R

Qi
R;

@ nin halka homomorfizmi oldugunu gosterelim.

@
S ——>IliaR:

i

Pi Q= i;p;

a,b € S olsun.

p(ab) = ii(p;(ab)) = i(@:;(@)¢;i (b)) = {p:;(@)¢i(b)} (@ # k ¢;(a)p;(b) = 0)
={pi(@)}e:(D)}
= i;(pi(a))i(p:i(b))

p(a)p(b)

Buradan ¢ halka homomorfizmidir.

Boylece [];; R; halkalar kategorisinde bir carpimdir.
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Teorem 3.3: R bir halka ve 4,, ..., A,; R halkasinda idealler olsun.

|) A1++An = R,
i) Herk (1 <k <n)icin 4y N (A1+...+A4p_1 + Agy1+...+4,) =0

ise R = A; X...x A, dir.

Ispat: @: 4; X...x 4,, > R

(ag,...,ap) = a;+...+a,

Toplamsal abelyen grup izomorfizmidir.

[ #jVvea; €A;, aj € Ajolsun.

aiaj € Ai! al-aj € A]

olup

aa €A;NA; =0
dir. O halde

a;a; =0
elde edilir.

@ nin halka homomorfizmi oldugunu gdstermeliyiz.

(ag,...,a,),(by,...,by) € A; X...X A, olsun.
o((ay,...,an)(by,...,by)) = ¢((arby, ..., anby)) = a1by+...+a,by,

o((ay,...,an)@((by, ..., by)) = (a1 +...+ap) (by+... +by)
= a1b1+. . +a1bn + azbl + a2b2+. e azbn+. . +anb1+. . +anbn
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[ # jicin a;a; = 0 oldugundan

(p((al,...,an))q)((bl,...,bn)) = a,b; + a,b,+...+a, b,

elde edilir. Buradan

(p((al, e, @y)(bq,..., bn)) = go((al, cee) an))<p((b1, o) bn))

olup ¢ halka homomorfizmidir.
Boylece R = A; X...Xx A,, elde edilir.

Yukardaki teoremin hipotezlerinin saglanmas: durumunda R ye A44,...,4,
ideallerinin ig direkt ¢arpimi denir.

R; A4,...,Ayideallerinin i¢ direkt carpimi ise R, A; X...x A4, dis direkt
carpimina izomorftur ve her A4;, R tarafindan icerilen bir idealdir. Ama A, X...X 4,
dis direkt carpimi A; yi icermez fakat sadece izomorf kopyalarin: (yani i;(A4;)) icerir.

R nin A4,...,A, ideallerinin i¢ direkt carpimi oldugunu gostermek icin

R =][A; veyaR = A, X...X A,, yazanz.

Simdi halkalarin direkt carpmu ile ilgili asagidaki problemleri inceleyelim. Bu

problemler Hungerford (1974) den alinmastr.

Problem 3.1: R4, ..., R, birimli halka ve I, Ry X...X R, nin bir ideali ise her A4;, R;

nin ideali olmak lzere I = A; X...X A, dir.

COzum: my: Ry X...X R, = R} kanonik epimorfizmidir.

0 # I< Ry X...X R, olsun.

I € Ry X...X R, olup 4;, R; nin alt halkasi olmak Uzere I = A; X...x A, dir.
. (1) = A, dir.

A, min ideal oldugunu gosterelim.

(1) Emp (D), i = (iy,..., 1) €1, iy € Ay, 1 € R}, 0lmak lizere
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1 (D) = (ry, .o )T (g, -

olup

T (1) € 1y (1)

ve dolayisiyla

dur.

Ty (i)Tk = Ty (il, ey in)T[k(T'l, e

olup

T (D13 € i (1)

ve dolayisiyla

ika € Ak

dir. Boylece Ay, R, nin idealidir.

o in) = M (g, ...

o) = (g7, ..

’ Tnin) = Tylg

ylnTn) = kT

R; ler birim elemanli degilse I = A; X...X A,, ideali icin sonu¢ dogru degildir.

Tanmim 3.2: Bir R halkasindaki bir e eleman: e? = e oluyorsa e ye idempotent ve R

halkasinin merkezindeki bir elemana merkezi eleman denir. Eger e birimli bir

halkada merkezi idempotent ise eR idealdir.

Problem 3.2: Bir R halkasindaki e, ..., e,, idempotent elemanlari i # j igin e;e; = 0

oluyorsa ey,...,e, elemanlarina ortogonal denir. R,R;,.

asagidakiler birbirine denktir.

29
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a) R =Ry X...X Ry,

b) R, e;+...+e, =1 ve her i igin e;R = R; olacak sekildeki ey,...,e,
ortogonal merkezi idempotent kiimesini igerir,

c) A; = R; olacak sekildeki her A;, R nin ideali olmak (zere R,

R = Ry X...X R, i¢ direkt carpimidir.

Cozim: (a)=>(b): R = R, X...X R, olsun.
Heriicine; = (0,...,1g,...,0) olsun.
e; nin idempotent oldugunu gosterelim.

Her i icin

ef = (0,0 1y ,0)(0,- ) Tpy-,0) = (0, 1, T
=(0,...,1g,...,0) = ¢

eer0)

e? = e, dir. Yani e; idempotenttir.
e; nin merkezi oldugunu gosterelim.

Herive herr = (ry,...,1,) igin

er = (O,...,1Ri,...,0)(r1,...,rn) = (0r1,...,1Riri,...,Orn) = (0,...,13,...,0)
re; = (rl,...,rn)(O,...,1Ri,...,0) = (r10,...,rl-1Ri,...,rn0) = (0,...,1;,...,0)

e;r = re; dir. Yani e; merkezidir.

e; nin ortogonal oldugunu gosterelim.
i#jicinyai <jyadai> jolur.

i < jolsun.

eiej = (0., 1g;--,0,...,0) (0,...,0,..., 1g ,...,0)
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olur.
i > jolsun.
eiej = (0,....0,..., 1g,-..,0) (0,00, 1gp...,0,...,0)
=(0,....01z,,..., 1¢,0,...,0)
=(0,...,0) =0
olur.

Buradan i # j igin e;e; = 0 dir. Yani e; ortogonaldir.
e;+...+e, = 15 oldugunu gosterelim.
e; = (0,...,1g,...,0) olmak tzere
ert...+e, = (1g,...,0)+...+(0,..., 1 ) = (1, ..., 1z, ) = 1z olur.

e;R = R; oldugunu gosterelim.

Q: eiR g Ri

e;r -

r = (ry,...,1,) olarak tamimlanan ¢ bir izomorfizmdir.
(b)=(c): R, e;+...+e, = 15 ve her i igin e;R = R; olacak sekildeki {e;,...,e,}
ortogonal merkezi idempotent kiimesini igersin.
Yukaridaki tanimdan e; R, R nin idealidir.
R = e, R X...X e, R oldugunu gosterelim.
Bunun icin o6nce e;RN (e;R+...+e;_1R +¢€;;1R+...+e,R) =0 oldugunu
gosterelim.
r € e,RnN (eqR+...+¢;_1R + e;.1R+...+e,R) olsun.
Ozamanr € e,Rver € e;,R+...+e;_1R + e;;1R+... +e,R dir.
r €E e;Riser = emdir.

re(e;R+...+e,R)iser = eymy+...+e;_ym;_1 + € yM;y1+... +e,m, dir.
eiml’ == €1m1 +... +ei_1mi_1 + ei+1mi+1+. .. +€nmn
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0=emq+...+e;_ym;_; —egm; + ;M1 +... +te,my

Bunu e; ile carpalim.

e;0 = e;eymy+... +eje;_ym;_1 — e;egm; + ejej . mip1t+... tee,my

e; ortogonal oldugundan yani e;e; = 0 oldugundan

0= e;em;

m; =

elde edilir.
Her e; icin m; = 0 dir yani r = 0 dir.

Buradan

e;R N (e;R+...+e;_1R+e;;1R+...+e,R) =0

elde edilir.
R = e;R+...+e,R oldugunu gosterelim.

r € R alalim.

r=1xr = (e1+...+e, )r = (eyr+... +e,7)
r € e;R+...+e,R

R C e;R+...+e,R dir.
eiR+...+e,R € R oldugu agiktir.
R = e;R+...+e,R dir.
Boylece R = e;R X...X e, R olur.
e;R idealini A; olarak alirsak A; = ¢,R = R; ve R = A; X...X A,, olur.

(c)=(@): R =A; X...x A, veA; = R;oldugundan R = R; X...X R,, .
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4. CEBIRLERIN CARPIM SINIFLARI

Bu kisimda cebirlerinin farkli tipteki garpimlarini inceleyip bu ¢arpimlarin
yapisin arastiracagiz.

Bu kisimda temel bilgiler Bahturin (1987) den alinmistir.

4.1. Kartezyen Carpim

Tanim 4.1.1: (R,)qe; k halkas: Uizerindeki cebirlerin bos kiimeden farkli bir ailesi
olsun. Kartezyen carpim; elemanlari, f(a) € R, olacak sekildeki, f:1 = Uger R,
fonksiyonlar: olan cebire denir ve R = @ R, ile gosterilir.

k-cebiryapisiA € k, f,g € R, a € I olmak Uzere

(Af) (@) = Af («)
(f +9)(@) = f(a) + g(@)
(fg)(a) = f(a)g(a)

islemleriyle bellidir.

k-cebirin biitiin aksiyomlar: saglanir. Yani bu islemlerle R bir cebirdir.

Onerme 4.1.1: k tzerindeki Lie cebirlerinin kartezyen carpimi k Gzerinde bir Lie
cebiridir.

Ispat: (R,)e; k halkas: Gizerindeki Lie cebirlerinin bos olmayan bir ailesi olsun.
L =@Q R, diyelim.
L =® R, nin elemanlar1 f(a) € R, olacak sekide f:1 = U,¢; R, fonksiyonlaridir.

Simdi L nin bir Lie cebiri oldugunu gosterelim.

i) f,9,h € ® R, ve 44,1, € k olsun.
[ALf + A9, h] = A [f, h] + A,[g, h] oldugunu gosterelim.
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[Af + 229, h](@) = [(Aif + 229)(), h(@)] = [A:f (@) + A2g(a), h(a)]
= Alf (@), h(a)] + Az[g(a), h(a)]
= Alf, hl(a) + A2[g, h](@)

i) f € ® R, olsun.
[, f] = 0 oldugunu gosterelim.

[f, f1(@) = [f (@), f(@)] = 0

i) f,g,h € ® R, olsun.
[[f, g1, k] + [[g, k], f] + [[h f], g] = 0 oldugunu gosterelim.

([If. g1. =] + [Lg. A1, £] + [[h, f1. g]) (@) =
= [If. gl(@), h(&)] + [[g, hl(@), f (@)] + [[h, f1(e), g (@)]
= [[f (@), g(@)] h(®)] + [[9(a), h(@)], f (@] + [[h(a), f ()], g (a)]
=0

Boylece L, k tizerinde bir Lie cebirdir.

Tanim 4.1.2: (R,).¢; k halkas: lzerindeki cebirlerin bos kiimeden farkl: bir ailesi,
R=Q®R, ve fER olsun. a€l, m,(f) = f(a) olacak sekilde m,:R — R,
homomorfizmi R den R, cebirine bir projeksiyondur. S, R kartezyen g¢arpiminin alt
cebiri olsun. Her a € I i¢in ,(S) = R ise S alt cebirine R nin alt kartezyen ¢arpim

denir.
4.2. Direkt Carpim
Tanim 4.2.1: (R,)qe; k-cebirlerinin bir ailesi ve R =@ R, kartezyen ¢arpim olsun.

f € R icin f fonksiyonunun suppf destegi, f(a) # 0 olacak sekilde bitin «a €1

indislerinin kimesidir. (R,),¢; ailesinin R kartezyen carpiminin, elemanlari sonlu
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destege sahip fonksiyonlar olan S alt kiimesi, R nin bir alt cebiridir. Bu alt cebire
yukaridaki ailenin direkt carpimi denir ve S=[],¢; R, ile gosterilir.

| sonlu ise yani I ={1,...,n} ise kartezyen carpim ve direkt carpim
cakisiktir. R = [[;¢; R; = Ry X...X R,, seklinde yazarz.

R nin elemanlari, r; €R; i = 1,...,n olmak lzere (ry,...,7,) formundaki n
bilesenli vektorlerden olusur. Batiin islemler bilesen bilesen tanimhidir. Alt direkt

carpim kavrami, alt kartezyen carpim kavramina benzer sekilde tanimlanir.

4.3. Direkt Toplam

Tamm 4.3.1: S bir cebir ve S5, ..., S, de S nin idealleri olsun. S nin her x elemaninin,

x; €S;i=1,...,nolmak Gzere

X =x+...+x, 4.1.)
formunda tek bir yazilis1 varsa S ye sifirdan farkli S;,...,S,, ideallerinin direkt
toplami denirve S = S; @...@ S,, ile gosterilir.
y, S deki baska bir eleman ve y = y;+... +y, ise xy elemanin

Xy = X1V1+. . X0 4.2)
ve A € k olmak lzere 1x elemanin

Ax = Axy+...+Ax, 4.3)
seklinde gosteririz.
(4.2.) deki esitligin dogrulugunu gosterelim.

[ # jise x;y; €5; ve x;y; € §; dir. (4.1.) esitligindeki formun tekliginden S; N S; =

{0} dir. Dolaysiyla i # j igin x;y; = 0 dur.
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xy = (x1+...+x,) 1+ ) = x 1+ Xy, + inyi

i#j

== x1y1+. . +xnyn

x;y; € S; oldugundan (4.2.) esitligi xy icin istenilen yazilistir.

(4.2) ve (4.3) ten s; €S; olmak Uzere x = s;+...+s, formundaki elemanla
(S1,---,Sp) € §; X...x S, elemanint iliskilendirerek direkt ¢arpim ve direkt toplam
arasinda bir izomorfizm elde ederiz.

O halde §; X...x S, =5, &...6 S, dir.

4.4. Lie Cebirlerinin Yandirekt Carpimi

L ve M, k halkas: Uzerinde Lie cebirleri olsun. L den M nin Der M
tirevlerinin cebirine bir ¢ homomorfizmi verildigini varsayalim. x;,x, € L,

Y1,Y2 E M ve A € kigin

(X1, Y1) + (%2, ¥2) = (X1 + X2, Y1 + ¥2),
A(x,y) = (Ax, Ay),
[Cer, y1), (22, ¥2)] = ([x1, %21, 9 (x) (72) — @ (x2) (1) + [y1, ¥21)

islemlerini tamimlayalim. O zaman x € L, y € M olmak Uzere bltin (x,y)
ikililerinin kiimesi bir cebir olur.

Yukaridaki ikililerinin kiimesini N ile gosterelim. N bir k-moduldir ve N deki
carpma degismeli degildir. N nin bir Lie cebiri oldugunu gostermek igin Jacobi
ozelliginin dogrulugunu gostermek yeterlidir. (x,y) € N icin (x,y) = (x,0) + (0,y)
olarak yazilabilir. Dolayisiyla J(u,v,w) = 0 esitligi asagidaki dort durum igin

ispatlanmalidir.
Du=(x,0) v=_(x3,0) w= (x3,0),
iu=(0,y),v=_(x,0),w = (x;,0),

“l) u= (Ofyl)'v = (O'yZ)'u = (x' 0)!
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iV) u= (0,)/1),17 = (O'YZ)»W = (O'y3)

) J(u,v,w) = [[u, v],w] + [[v, W],u] + [[w, u],v]
= [[(x1,0), (x2,0)], (x5, 0)] + [[(x2, 0), (x3, 0)], (x4, 0)]
+[[(x3,0), (1, 0], (x2, 0)]
= [[(x1,0), Gz, 0], (s, 0] + [z, 0), (x5, 0], (s, 0]
+[[(x3, 0), (Gx1, 0], Gz, 0]
= [([x1, x2], 0), (x3, 0)] + [([x2, x3], 0), (1, 0)] + [([x3,x1], 0), (x2, 0)]
= ([[xl,xz],xg], 0) + ([[xz,x3],x1],0) + ([[xg,xl],xz], 0)
= ([[xl,xz],xg] + [[xz,x3],x1] + [[x3,x1],x2],0) =(0,00=0

iv) (i) ye benzer sekilde gosterilir

i) J(u,v,w) = [[u, v],w] + [[v, W],u] + [[W, u],v]
= [[(0,), (x1, 0)], (x2, 0)] + [[(x1, 0), (2, 0)], (0, )] + [[(x3, 0), (1, 0)], (2, 0)]
= [(0, =@ (x1) ), (x2, 0)] + [([x1, %21, 0), (0,)] + [(0, 9 (x2) (), (1, 0)]
= (0, p(x2)@(x1)(¥)) + (0, p([x1, x2D () + (0, —p(x1) @ (x2) (¥))
= (0,p(x2)p(x) (V) + p([x1, D) — p(x)p (x2) (V)
= (0, ([9 (), @] + 9([x1,%,1)) )
= (0, (~lo(x1), 9 ()] + 9([x1, x21)) )
= (0, =@ ([x1, x2]) + 9 ([x1, x;,1)) )
= (0,0) =0

i) J(u,v,w) = [[u, v],w] + [[v, W],u] + [[W, u],v]
= [[(0, y1), (0, )], (x, 0] + [[(0, 32, (x, 0)], (0, y1)] + [[(x, 0), (0, )], (0, ¥2)]
= [(0, y1, y2D), (x, 0)] + [(0, = @ (x) (2)), (0, y1)] + [(0, @ (x) (¥1)), (0, y>)]
= (0, =) ([y1, ¥2D) + (0, [=0 () (¥2), y1]) + (0, [0 () (1), ¥2])
= (0,—p () ([y1, ¥2D) = [o)2), y1] + [ () (¥1), y21)
= (0, = [0 1), y2] = [y, @) 2] + [y, e ) (v2)] + [@ () (v1), ¥21)

37



4. CEBIRLERIN CARPIM SINIFLARI Nazan AKDOGAN

= (0,00 =0

N nin Jacobi 6zelligi disindaki kosullari sagladigi basit hesaplarla kolayca
elde edilir. Boylece N, L nin M ile ¢ ye gore k Uzerindeki yaridirekt carpimi olan bir
Lie cebiridir. Bu cebiri L <, M ile gOsterecegiz. Eger ¢ nin ne oldugu belli ise

L « M yazacagiz. ¢ sifir donustim ise M ile L nin direkt carpimini elde ederiz.

4.5. Cebirlerin Ayrik Genislemesi

Tanmm 4.5.1: Bir R k-cebiri R/S’' = T olacak sekilde S" = S idealine sahipse R k-
cebirine, S k-cebirinin T bdlim cebiriyle bir genislemesi denir. Eger R, T' N S’ = {0}
ve R=T'+S" (k-modil toplami) olacak sekilde T’ alt cebirine sahipse bu
genislemeye ayrik denir. Bu durumda T =T’ dir. Izomorfizm teoremlerini

kullanarak bunu gosterelim.

T=R/S=T+S/S'=T/T'nS'=T/{0}=T

dir.

Onerme 4.5.1: Eger R Lie cebiri, S nin T ile ayrik genislemesi ise uygun bir
@:T — DerS homomorfizmiicin R = T <, S dir.

Bu izomofizmin dogrulugunu gosterelim.

Yukaridaki izomorfizmle S ve S', T ve T’ ideallerini belirleyebiliriz. O zaman
R=T&@S dir. Her x € T igin ¢(x), adx turevinin S ye kisitlamas: olsun. ad
homomorfizm oldugu igin ayni sey ¢ ic¢in de dogrudur. Simdi R nin herhangi iki

ikilisinin ¢carpimini hesaplayabiliriz.
[x1 + y1, %2 + ¥2] = [x1, x2] + [x1, 721 + [y1, %2] + [y1, ¥2]

= [xq, x2] + [x1,¥2] = [x2, ¥1] + 1, ¥2]
= [x1, x2] + ad(x1)y, — ad(x2)y; + [y1, 2]
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= [x1, %] + @ (x) (72) — p(x2) (1) + [y1, ¥2]
= ([x1, 221, (x1) (¥2) — @ (x2) 1) + V1, ¥2])

(x,y) = x +y olacak sekilde 6:T <, S — R doénisimi iki cebirdeki ¢arpma ile
uyumludur. Diger islemler de korunur ve 6 bijektiftir. Dolayisiyla istenilen

izomorfizm elde edilmis olur.
4.6. Serbest Carpim
4.6.1. Cebirlerin Urete¢ ve Tammlayici Bagintilar Cinsinden Sunumu

X bos kiimeden farkli bir kiime; L = L(X), X tarafindan Uretilen bir serbest
Lie cebiri ve R, L(X) in bir alt kiimesi olsun. L nin R yi iceren en kuguk idealine
S =id;(R) diyelim. L nin S ile b6lum cebiri olan G = L/S bolum cebirini (X: R) ile
gosterelim. X ={x{,x,,...} ve R={r,n,...} ise (X:R) yerine
(x1,%5,...:11 = 0,1, = 0,...) yazabiliriz. Her iki durumda da G, X Urete¢ kiimesi ve
{r = 0: reR} tammlayic1 baginti kimesiyle bir Lie cebiridir. (X:R) ye G nin bir

sunumu denir.

Ornek 4.6.1.1: a,B € k olmak (izere (g g) formundaki bltun matrislerin Lie

cebirini G ile gosterelim.

X, = (al 301) X, = (062 '[g) olmak tizere [x;, x,] carpimin hesaplayalim.
(6 5) (5 =05 )& £)-(¢ )G )
=("0" ) (5" pp) =0

O halde G Lie cebirini (xq,x5: [x1,x2] = 0) seklinde gosterebiliriz. Eger G Lie

cebirinin |X| < oo olacak sekilde bir (X: R) sunumu varsa G ye sonlu dretilmistir

39



4. CEBIRLERIN CARPIM SINIFLARI Nazan AKDOGAN

denir. Eger |X| < oo ve |R| < oo ise G ye sonlu sunuma sahiptir denir. Serbest Lie

cebirleri L(X) = (X: @) seklinde sunuma sahiptir.

Lemma 4.6.1.1: G =(X:R) ve H, k {zerinde bir Lie cebiri olsun. Her

r=r(xg,...,%,) €ER i¢in r(p(x1),...,9(xy)) =0 olacak sekildeki ¢:X - H
dénistmand  ddstnelim. O zaman @ (W(xy, ..., %) +S) = w(@(xy), .., 9 (%))

seklindeki donusim her x € X igin <; (x+S) = p(x) olacak sekilde bir tek

@ : G = H homomorfizmini tanimlar.
4.6.2. Lie Cebirlerinin Serbest Carpimi

Tamm 4.6.2.1: (Gg)gerr @ # B icin X, N Xp = @ olmak lzere (X,: R, ) sunumu ile k
Uzerinde Lie cebirlerinin bir ailesi ve X = U, X, ve R = U, R, olsun. O zaman
G = (X:R), (G)4e; ailesinin serbest carpimidir ve G = [[,¢; G, ile gosterilir.

| sonlu yani, I ={1,...,n} ise G = G, *...x G, dir. Herhangi bir ¢ € I igin

X, nin birim donustimunt X e genisleten i,: G, — G homomorfizmi vardir.

Onerme 4.6.2.1: G =[[Le G, H bir Lie cebiri ve (@g)gers PuiGy = H
homomorfizmlerinin bir ailesi olsun. O zaman @i, = ¢, olacak sekilde bir tek

@: G —» H homomorfizmi vardir.

Ispat: £,:L(X,) — G, dogal homomorfizm olsun. O zaman R, c Gek(@,&,) dir.
Her a €1 icin Y(x,) = @q&, ile Y:L(X,) - H dondsimind tanimlayalim. Bu
dontisim, herhangi bir a €1 icin R, c Cek(i) olacak sekilde :L(X) - H
homomorfizmine genisler. Béylece R, < Cek(y) ve S, L(X) in R yi iceren en kiigik
ideali olmak lzere S c Cek(y)dir. Yukaridaki lemmay: uygulayarak e:L(X) - G
dogal homomorfizmi olmak tizere v yi ¢ = e seklinde gosteririz. Simdi istenilen ¢

yi elde ettik. G, i, (G,) alt cebiriyle Gretildiginden ¢ tektir.
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Sonug 4.6.2.1: Herhangi bir o icin i, donisimi injektiftir. Yani i, (G,), G, € G nin

izomorf kopyasidir.

Ispat: Yukaridaki 6nermede H = G, ve B # a igin wg =0, @q =15, ahnarak
sonug elde edilir.

Serbest carpimin alternatif tanimi asagidaki gibi de verilebilir.

Eger G = [1,¢; G, izomorfizme gore her « € I icin G, alt cebirini igeren tek
Lie cebiri ise ve ¢,:G, » H homomorfizmlerinin herhangi bir (@,)q.e; ailesi
¢/G, = ¢, olacak sekildeki ¢:G, - H homomorfizmine tek bir sekilde

genisgliyorsa G = [[},¢; Ga» (Gg) o ilesinin serbest carpimidir.
4.6.3. Serbest Carpimin Bazlan

(Gg)qer cebirlerin bir ailesi olsun. a €1 i¢in bitin G, cebirlerinin
E, = {eqp: B € I} bazina sahip serbest k-modul oldugunu ve a € I igin bitin I,
kiimelerinin ve | nmin iyi sirali oldugunu varsayalim. E = U,¢; E, olsun. E deki
siralamayr a > a’ ise veya a=a' iken B> p ise e,z > eqp seklinde
tanimlayalim. Simdi Shirshov bazini tanimlayalim:

X iyi siral bir kime, W (X) de alfabetik olarak sirali kelimelerin yari grubu
olsun. Eger x;_, < x;_, olacak sekilde p yoksa Ve xs_p41 = X;_piq,..., X5 = Xy iSE
X1Xg. .. Xg > X{X5... X, yazahm.

Ornegin; x; < x, < x3 iS€ XpX3 > X1 X3x3 > XX, x3 dir
W (X) in bir a eleman: a # a;,a, olmak zere a = a,a, seklinde bir parcalanisa
sahip oldugunda a > a,a, oluyorsa a ya baz kelimesi denir. I'(X), X kiumesi

Uzerinde asosyatif olmayan tum monomiallerin kiimesi olmak Uzere her w € I'(X)

monomialine W daki parantezlerin kaldiriimasiyla elde edilen w € W (X)
monomialini karsilik getirelim.
R asagidaki kosullar: saglayan ve asosyatif olmayan monomiallerin kiimesi

olsun:
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)X cR

2) w = u * v € R olmast icin gerek ve yeter kosul
Du,ve R
iu<v

iv=v,*xv,iseu =27,

R nin I'(X) - L(X) dogal homomorfizmi altindaki gériintiisii L(X) in serbest k-
modul olarak bazidir. Bu baza Shirshov bazi denir.

Simdi R kiimesini E tizerinde distinelim.

R = R (E), E deki Shirshov bazi olsun. R nin bir w monomialine karsilik gelen w
kelimesinin i < j igin ey;e,; seklinde alt kelimesi yoksa w ye 6zel monomial denir.

Rs, G =[] G min bitin 6zel monomiallerinin goruntilerinin kiimesi olsun.

Teorem 4.6.3.1 (A.l. Shirshov): Ry, G = []5¢; G, serbest carpiminin bir bazidir.

Ispat: U = U(G) nin bir baz1 1 ve

€q,i - €a,jCays = Capr  Camn o, t = L, @ €L T 2. 2], s 2...2In=...=2m,

a; * dit1, i= 1,...,t (44)

seklindeki butin carpimlardan olusur. €: G = U dogal homomorfizm olsun. w € Ry
elemanint segelim ve g(w) elemanini U nun (4.4.) deki elemanlarinin lineer
kombinasyonu seklinde yazalim. w, alfabetik siralamaya gore bu kombinasyonun bas
terimidir. w alternatif bir yoldan da bulunabilir. Yani; A(E), birimli ve E serbest
Urete¢ kiimesine sahip serbest asosyatif cebir olmak lzere w elemanint A(E)
cebirinin bir elemani olarak dustinip asosyatif polinom olarak yazabiliriz. Alfabetik
olarak en buyuk kelime, w zerindeki parantezlerin kaldirilmasiyla elde edilen w
kelimesidir. A(E) den U ya olan dogal doniisim altinda w, w elemanina gider.

CUnkd w elemamnin i < j igin eq;e,; seklinde alt kelimesi yoktur. Farkli w € R igin
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w elemaninin lineer bagimsizligindan w kelimesinin lineer bagimsizhigini elde
ederiz. Boylece R; yi olusturan 6zel monomiallerin lineer bagimsizligin: elde ederiz.
Simdi 6zel monomiallerin G yi gerdigini gosterelim. £(R) nin 6zel monomialler
kiimesinin lineer gereninin icinde oldugunu gostermek yeterlidir. w € R olsun. w
elemamnin i <j icgin ey e,; seklinde alt kelimesi oldugunu varsayahim. Alfabetik
siralamaya gore verilen derece Uzerinde timevarim uygulayalim. Yukaridaki gibi w
da wy 2...2 w, 2wy <eg olmak Gzere (wy...wwieq;)e,; seklinde bir carpan
vardir. w', w dan elde edilen wy...w,w;eqe,; kelimesi olmak izere e(w), e(w')
kelimesinin lineer kombinasyonudur. CUnkl wy...w,wiege,; nin gorintisinde
eai€aj, G deKi eqieq; = Xpclieap, XpCii€ap € k carpimiyla yer degistirebilir.

Tumevarim hipotezini uyguladigimizda sonug elde edilir.

Simdi iki Lie cebirinin serbest ¢carpiminin bir bazini yukaridaki teoreme gore

nasil bulunacagin: érneklerle gosterelim.

Ornek 4.6.3.1: G, ve G, iki Lie cebirleri ve G, in bir baz1 E;={x;, x,}, G, nin bir
bazi E,={xs3, x4, x5} olsun. {x;, x,, x3, x4, xs} kUmesi (Uzerindeki siralamanin
X <Xy, <x3 <x4 <xs seklinde oldugunu varsayalm. G = G, * G, serbest

carpiminin birkag baz elemanini yazalim.

X1, X3, X4, [X4,X3], [XS!xl]' [[xtl-!xz]!xl]r [[x5,x3],x2], [[[X5,X4],X3],x2],

[[x4, 251, [x2, %1, -
Ornek 4.6.3.2: G, ve G, iki Lie cebirleri ve G, in bir bazi B; = {a, b}, G, nin bir

bazi B, = {c,d} olsun. {a,b,c,d} kiUmesi Uzerindeki siralama a >b >c>d

seklinde olsun. G = G, * G, serbest carpiminin birka¢ baz elemanini yazalim.

b,d,c,d],[a,d]. [[acl.d].|[la,b]. c].d],[[a,c], [b,d]], ..
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Bu kisimdaki tanimlar Kukin’in (1972) On The Cartesian of a Free Lie Sum
of Lie Algebras adli makalesinden alinmistir ve 6rneklerle genisletilmistir.

Tamm 4.6.3.1: Bir E Lie cebirinin, {E,: @ € I} Lie cebirlerinin serbest Lie ¢arpimi
olmasi icin gerek ve yeter kosul a € I icin ¢,: E, = E monomorfizm olmak Uzere
herhangi bir L Lie cebiri ve herhangi bir y,: E, = L homomorfizmi i¢in ¥, = y¢,
olacak sekilde bir tek y: E — L homomorfizminin olmasidr.

[Ioer Eq serbest Lie carpimindan @E, direkt toplamina olan y kanonik
epimorfizmi vardir. Bu, {E,: « € I} cebirlerinden kendi tzerine olan birim donusim

vasitasiyla tanimlanir.

Tanim 4.6.3.2: y:[[he Ea 2P E,  xe =e(e €Eg,a €1)
seklindeki y epimorfizminin gekirdegine {E,: @ € I} Lie cebirlerinin [ E, serbest

Lie carpiminin kartezyen alt cebiri denir.

Ornek 4.6.3.3: X = {x,x,}, Y = {x3} olmak Uizere E; = (x;,x,), E, = (x3) serbest
Lie cebirleri olsun. X ve Y klmeleri Gzerindeki siralamay: da x; > x, > x5 olarak
alalim.

E; * E, serbest carpiminin birkag elemanini yazalim.

E; * E, cebiri {x;, x5, x5} kimesi tarafindan Uretilen bir serbest Lie cebiri olup Hall

bazi asagidaki sekildedir.

H,=XUuUY
Hy = {[x1, x2], [x1, %3], [x2, x3]}
H3 = {[[x1; xZ]'xZ]' [[xlle]i xl]i [[Xl,X3],X3], [[xl'x3]'x2]' [[xl; .X'3], xl]'

[[xz,x3],x3], [[x2; x3],x2], [[xz,x3],xl]}

H=H,U..UH, ..
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Heru € E; *x E, icinu = Y, a;h; , a; € k, h; € H olarak tek bir sekilde yazilabilir.
Eger h; € H elemanlar1 X ve Y kiumelerinden elemanlar iceriyorsa kartezyen alt

cebirin elemanlar: olup u da kartezyen alt cebirin elemanidir. Ornegin,

[x1, 3], [x2, 3], [[x1»x3]' x3], [[xl,x3],x2], [[xl,x3],x1], [[Xer3]'x3]' [[xz'x3],x2],

[[x2, %3], %1], -
elemanlar: kartezyen alt cebirine aittir.
4.7. Genisletilmis Serbest Carpim

Bu kisimda temel tanim ve teoremler Kukin ve Bokut (1994) den alinmistir.

R, K cismi lzerindeki cebirlerin bir varyetesi olsun.

Tamm 4.7.1: a € I, A, ve C, R varyetesindeki cebirler; ¢,: C - A, izomorfizmler
olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa A € R cebirine, A, larin C alt cebiri ile

genisletilmis bir serbest ¢arpimi denir.

i) Hera € Iicin A, A, laraizomorf A, lar tarafinda tretilir.

i) Birbirinden farkl: her a, § indisi igin A, ve Ag alt cebirlerinin kesisimi C ye
izomorf C alt cebiridir.

i) R deki herhangi bir G cebiri ve 6,¢, mn gorintisi a« € I dan bagimsiz
olacak sekildeki 6,: A, = G homomorfizimleri igin 8, homomorfizmlerinin

genislemesi olan bir tek 8: A - G homomorfizmi vardir.

Bu serbest carpimi A =x5 (A,; Cla € I) seklinde gosteririz. Eger R ve | indis
kiimesi belli ise A =+ (4,; C) yazanz.

Bu tanimu farkl bir sekilde s6ylemek gerekirse,
A =x (A4 C), R varyetesinde (i) ve (ii) kosullarini saglayan bir cebirdir ve

Pa: Ay = G homomorfizmleri igin
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degismeli diyagramini saglayan bir 8: A — G homomorfizmi vardir. Burada
ig:A, > A, A, > A, © A gdmmesini gosterir.

A, € R cebirlerinin serbest carpim, sifir ile genisletilmis serbest carpimdir.
Yani, A =+ (Agla € 1) =[] Ay dir.

Ornek 4.7.1: K cismi lizerindeki A, A, ve C asosyatif cebirleri

A; = (x,c,e|lxc =0,xe = ex = x,ce = ec =c,e? =e)
A, = (y,c,elyc =cy =e,ye = ey = y,ce = ec = c,e? = e)

C =(celce =ec=ce?=c¢e)

olarak tanimlansin. C ile genisletilmis A =* (A4, A,; C) serbest carpiminin var
oldugunu kabul edelim. x # 0 igin (xc)y = 0 ve x(cy) = x oldugundan dolay: ya

birlesme 6zelligi saglanmaz ya da A; — A donistimi gémme degildir.

Ornek 4.7.2: A, ={(a,b,c), A, ={(d,b,c) ve C = (b,c) serbest Lie cebirleri
verilmis olsun. A, ile A, nin C ile genisletilmis serbest carpiminin birkag baz
elemanint bulalim. {a, b, c,d} kiimesi Uzerindeki siralamaa > b > ¢ > d seklinde

olsun.

C nin baz elemanlar b, ¢, [b, c],[[b, c], b], ...

Ay in baz elemanlan a, b, [a, b], [[b, c], a], [[a, b], b], ...

A, nin baz elemanlar1 b, ¢, [b, c], [[d, c], b], [[d, b, c], ...

olup A =x (44,4,; C)nin baz elemanlarindan birka¢ tanesi asagidaki sekildedir.

[a,b],[[b, ], [a b]],[a, [b,c]], ..
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4.7.1. Lie Cebirlerinin Genisletilmis Serbest Carpimlarimin insasi

a € I olmak Uzere A, lar, K cismi Uzerinde bir ve ayn1 C alt cebirini iceren
Lie cebirleri olsun. C nin bir {v,: k € J} bazint her ¢ € I igin {v,,:ax €1,k € ]}
klimesiyle 6zdeslestirelim. Ayrica « € I olmak Uzere {v,: k € J,} kimesi A, Lie
cebirlerinin bazi olsun dyleki J, tam sirali olsun ve baslangic kiimesi olarak J
kimesini icersin. A, nin tanimlayict  bagintilart k> 1 olmak (zere
[Vator Vai]l = Xom YakiVam s€klinde olsun.

k €] olmak Uzere bitin vy, = v, bagintilarinin birlesimi olan V, A, Lie
cebirlerinin C ile genigletilmis * (4,; C) serbest ¢arpiminin tammlayict bagintilar

kiimesini olusturur.

Tanm 4.7.1.1: X ={x,:a €I} lineer sirali bir kime olsun. Bir g€ X
monomialindeki parantezlerin kaldiriimasiyla elde edilen monomiale asosyatif

kelime denir ve q ile gosterilir.

Tamm 4.7.1.2: Her x, € X elemanin1 Lindon-Shirshov kelimesi olarak kabul
edelim. I(q) = 2 olmak Uzere bir g € X monomialinin Lindon-Shirshov kelimesi

olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidaki kosullar: saglamasidir.

i) ¢ = q1q, ise q; ve q, Lindon-Shirshov kelimesidir ve q; > q, dir,

i) g = (q'q")qy ise ¢ < T, dir.

Tamm 4.7.1.3: | kimesinin lineer olarak sirali oldugunu varsayalim. Yani;
Vg > Vg Olmast icin gerek ve yeter kosul a >  veya a = f iken k > [ olmasidir.
{Var: k € Jo, a € I} kiumesindeki elemanlar cinsinden yazilmis bir s Lindon-
Shirshov kelimesi, kelimedeki parantezlerin kaldiriimasiyla elde edilen s kelimesi

k > [ olmak lizere v, v,; formunda alt kelimeler icermiyorsa s ye 6zel kelime denir.
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Tamm 4.7.1.4: L bir Lie cebiri ve a; € K; s;, bir Lindon-Shirshov kelimesi olmak
Uzere f = ), a;s; olsun. Uzunlugu en biylk ve a; # 0 olacak sekildeki s; kelimesini

s ile gosterelim. s ye f nin bas terimi denir ve s = £ ile gosterilir.

Lemma 4.7.1.1 (Kompozisyon Lemma): L(X) serbest Lie cebiri ve I, L(X) in bir S
tam kimesi tarafindan Uretilen bir ideal olsun. f # 0 olmak Uzere f € L(X)

elemamnin f bas terimi herhangi bir s € S icin 5 alt kelimesini iceriyorsa f, |

idealinin elemanidir.

Teorem 4.7.1.1: « € I olmak (izere K cismi uzerindeki herhangi A, Lie cebirleri ve
herhangi bir C < A, alt cebiri i¢in bir A =+ (A,; C) genisletilmis serbest ¢arpimi
vardir. {v,;} kimesindeki elemanlardan olusturulan buttn 6zel kelimelerin kiimesi A

nin bir bazini olusturur.

Ispat: {v,.} kiimesindeki elemanlardan olusturulan bitin 6zel kelimelerin
kiimesinin A nin bazi1 oldugunu gosterelim. {vg,:a € I,k € J,} Urete¢ kiimesiyle
verilen A Lie cebirini ve A, cebirlerinin tanimlayici bagintilarinin birlesimi olan V
tanimlayict bagintilarint dustinelim. V tam oldugundan kompozisyon lemmay1
uygulayabiliriz. Boylece {v,,} kimesindeki elemanlardan olusturulan butin o6zel
kelimelerin kiimesi, A nin bazi olacak sekildeki buttin kosullar: saglar. Dolayisiyla
{vqr} kimesi A nin bazidir.

A nin genisletilmis serbest ¢carpim oldugunu gosterelim. Sirasiyla {vg,: k € J,} ve
{v,} bazlarina sahip A, ve C alt cebirleri A, ve C alt cebirlerine izomorftur. « #
icin A, nAg =C dir. A cebiri A, alt cebirleri tarafindan dretilir. Boylece
genisletilmis serbest carpimin (i) ve (ii) kosullar: saglanir. (iii) de kolaylikla saglanir.

Boylece A genisletilmis serbest carpimdir.
4.8. Wreath Carpim (Celenk Carpim)

Bu kisimda temel tanim ve teoremler Bahturin (1987) den alinmistir.
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Tamm 4.8.1: V, birimli ve degismeli bir k halkasi zerindeki Lie cebirlerinin bir
varyetesi; A, V deki bir Lie cebiri ve G, k tzerindeki herhangi bir Lie cebiri olsun.
Asagidaki kosullar saglanirsa bir W Lie cebirine A ve G cebirlerinin V-wreath

carpimi denir.

i) W=alg(4,06)

i) K =idy (A), W cebirinin A tarafindan tretilen ideali olsun. O zaman K € V
dir.

iii) C = alg(p(A),Y(G)) ve S =id:(p(A)) €V olacak sekildeki ¢:4 - C
Y: G — € homomorfizmlerini dustinelim. O zaman y/A = @ ve x/G =

olacak sekilde bir tek y: W — C homomorfizmi vardir

Burada alg (4, G) ile A ve G tarafindan Uretilen cebiri gosteriyoruz.

A nin G ile V-wreath ¢arpimini Awry, G seklinde gosteririz.

Wreath ¢arpiminin agik formunu vermek i¢in P = A * G serbest ¢arpimi ile
baslayalim. Q, A tarafindan retilen bir ideal; J, P nin VV(Q) verbal idealini iceren en
kiguk ideal olsun. O zaman W = P/] dir. Wreath carpimin tanimindaki kosullar

serbest carpimin evrenselliginden ve verbal alt cebirin tanimindan saglanir.

Tamm 4.8.2: Vbir varyete olsun. v = )., v,, v nin coklu homojen parcalanisi olacak
sekildeki IVdeki v = 0 6zdesligi verilmis olsun. Her « icin v, = 0, V' nin 0zdesligi

oluyorsa F'varyetesine coklu homojen varyete denir.

Onerme 4.8.1: W = Awry,G olsun. O zaman W, G alt cebirinin J = id,,(A4) idealiyle
yaridirekt ¢arpimidir. V, ¢coklu homojen varyete; G, serbest k-modiil ve A, V-serbest

cebir ise K da V-serbest cebirdir.

Ispat: Yukarida verilen wreath carpim yapisinda P = A G olmak Uzere T,
Q = idp(A) idealinin goruntusudur. Dolayisiyla Q, P den G ye olan dogal
homomorfizmin gekirdegidir. Yani, Q N G = {0} dir. V, ¢oklu homojen varyete ve

A = L(X,V) V-serbest cebir ise L, A ile ayn1 Urete¢ kiimesine sahip serbest Lie cebiri
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olmak lzere W = Awry,G y1 A = L(X) = L ile baglayarak insa edebiliriz. F = L * G
ve | = idr(L) olsun. Homojenlikten V = V(J), F nin bir idealidir. W = F/ V olsun.
A=L/V(L) nin ¢ =1e olacak sekildeki herhangi bir homomorfizmi L nin 3
homomorfizmi tarafindan belirlendiginden ve L den bir V sinifinda bir cebire olan bir
1 homomorfizmi A =L/V (L) ile belirlenen bir parcalanisa sahip oldugundan
W = Awry,G wreath carpiminin tanimindaki (i)-(iii) ozelliklerini gostermek W icin
problem olmayacaktir. Burada &, L den A Gzerine olan dogal homomorfizmdir.
K =idy(A) = A =]/V(]) dir. T, V-serbest cebirdir ve T icin serbest Urete¢ kiimesi;
E, G nin iyi sirali baz1 olmak Uzere e;e, ..e;, e, = e, >...> eg, €; EE, x € X,

s = 0 formunda secilebilir.

Lemma 4.8.1: A, k halkas: Uzerinde bir B Lie cebirinin abelyen bir ideali ve
G = B/A k-serbest olsun. O zaman B, C abelyen bir Lie cebiri ve C N B = A olmak
Uzere S = G < C yandirekt carpiminin bir alt cebirine izomorftur.

Bu lemmanin ispati1 Bahturin (1987) de bulunabilir.

Teorem 4.8.1: M, k Uzerindeki L = L({x;:i € I}) serbest Lie cebirinin bir ideali ve
A, {a;:i €I} tarafindan dretilen serbest abelyen cebir olsun. g € L/M nin
goruntusini g ile gosterelim. L/M k-serbest cebir ise i € I icin ¢(x;) =X, + q;
dontstimi @: L/M? - Awry, (L/M) izomorf gdmmesini gerektirir.

Bu teoremin ispati Bahturin (1987) de bulunabilir.

Sonug 4.8.1: k herhangi bir halka ve M = L({x;:i € I}, A?), k lizerinde serbest Urete¢
kiimesi {x;: i € I} olan bitiin metabelyen Lie cebirlerinin varyetesinde bir serbest
cebir olsun. A ile {y;:i€l} bazina sahip serbest abelyen cebirlerini,
R = k[y;:i € I]ile bilinmeyenleri {y;:i € I} olan polinom halkasin1 ve P ile
{z;: i € I} bazina sahip bir serbest R-modultunt gosterelim. O zaman x; = y; + z;

dondsimi M den S = A < P yandirekt carpimina olan bir monomorfizmine genisler.
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Teorem 4.8.2 (A.L. Shmel’kin): V, k cismi Uzerindeki Lie cebirlerinin coklu
homojen bir varyete; L = L({x;:i € I}), k cismi Uzerindeki {x;: i € I} serbest Urete¢
kiimesine sahip bir serbest Lie cebiri; M, L nin bir ideali ve A = L({x;:i € I},V)
olsun. g ile g € L nin L/M deki gorintusind gosterelim. O zaman i € I olmak uzere
x; = X, + y; donusimi L/V (M) - Awr(L/M) monomorfizmine genisler.

Bu teoremin ispati1 Bahturin (1987) de bulunabilir.

Sonug 4.8.2: U ve V, k cismi Uzerindeki Lie cebirlerinin iki varyetesi ve U ¢oklu
homojen olsun. O zaman carpim smnifinin L({x;:i € [},UV) serbest cebiri,
L{y;:i eI}, U)ywryL({z;:i € I}, V) formundaki U-wreath carpiminin  y; + z;

elemanlariyla Uretilmis alt cebirine izomorftur.

4.9. Wreath Carpimin Sunumu

Bu kisimda Sullivan’nin (1985) Wreath Products of Lie Algebras isimli

makalesinin bir derlemesi yapilmastir.

A, K cismi Uzerinde bir Lie cebiri olsun. X, A Lie cebirinin bir alt kiimesi ise
L(X), A nin X tarafindan Gretilen Lie alt cebiridir.

Tamm 4.9.1:

) L Lie cebirinin L = C @ D olacak sekilde sifirdan farkli C ve D alt cebirleri
varsa L ye direkt olarak parcalanabilir denir.

i) L Lie cebirinin L = C * D olacak sekilde sifirdan farkli C ve D alt cebirleri
varsa L ye serbest olarak parcalanabilir denir.
Bundan sonraki kisimlarda asagidaki teoreme ihtiyacimiz olacaktur.

Teorem 4.9.1 (von Dyck): A ve B nin A = (X:R) ve B = (Y:R US) sunumlarina
sahip Lie cebirleri oldugunu varsayalim. O zaman A nin X Urete¢ kiumesinin
elemanint B nin X (rete¢ kiimesinin elemanina génderen donlsim, A dan B ye bir

homomorfizm tanimlar.
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Simdi Lie cebirleri i¢in sunum cinsinden wreath ¢arpim tanimin: yapalim.
A= (X:R) ve T =(Y:S) olmak lizere A ve T Lie cebirleri ise A ve T nin wreath

carpimi

AwrT = (X UY:RU S U {[[w(x),v(3)], W’ (x), v’ (M]]}
U {[w(), [w' (), v'MIH

seklindedir. Burada w(x) ve w'(x), X kimesindeki elemanlarin bir kelimesi; v(y) ve

v'(y), Y kiimesindeki elemanlarin bir kelimesidir.
Ornek 4.9.1: F, {x;,x,,x3} Ve L, {y1,¥5,¥3,V4} kiimesi tarafindan iretilen serbest

Lie cebiri olsun. F ile L nin wreath carpimina ait bir ka¢ kelime yazalim.

FwrlL cebirinde asagidaki sekilde olan elemanlar sifirdir:

[[xl' yl]' [x2' yZ]]' [[[xl'xZ]' y3]r [[[xZ' X3],X3], [yZ' y3]” i [[Xl,X3], [x3' [ylr yZ]]] [

FwrlL cebirinde sifirdan farkli birkac eleman yazalim:

[[}’1'751]0’2]' [[x1»x3]'3’3]’ [[}’1'752], [[)’1»3’2]’372]] y o
4.9.1. Abelyen Bir Lie Cebiri ile Herhangi Bir Lie CebirininWreath Carpim
Teorem 4.9.1.1: A abelyen bir Lie cebiri ve T herhangi bir Lie cebiri ise W = AwrT
nin A tarafindan uUretilen en kiiglk B = idy, (A) ideali de abelyendir. B, bir sag
U = U(T) —modul olarak dustnulirse B, A vektdr uzayinin secilen herhangi bir bazi

tarafindan Uretilen serbest U-moduldir.

Teorem 4.9.1.2: A asikar olmayan abelyen bir Lie cebiri ve T asikar olmayan

herhangi bir Lie cebiri ise W = AwrT nin merkezi asikardir.
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Ispat: N:{(Z 8):ueU(T),bEB} kimesini dusunelim. Bu kime bilinen

matris carpimiyla bir asosyatif cebirdir. N Uzerinde s,t € N i¢in [s,t] = st —ts

carpimini tamimlayalim. N bu carpimla bir Lie cebirdir. Bu cebiri N™ ile gosterelim.

Simdi M = {(; 8

oldugu aciktir. Bir ¢: W — M vektor uzay: donlsimunu

):t eET,b e B} kiimesini dustinelim. M nin N de bir alt cebir

¢:t+b—>(£ g)

olarak tanimlayalim. ¢ bir Lie cebiri izomorfizmi olup W = M dir.
M nin merkezinin sifir oldugunu gosterelim.

Z (M) den herhangi bir elemen alalim.

to O
( 0 ) € Z(M), b # 0 olmak iizere (O € M olsun.

by 0 b 0

o oG Dl=( oG -G 26 o

G 0)=(ep o)~ (e 0)=(5 0

b # 0 oldugundan t, = 0 dir.

t 0

to O "
( ) € Z(M), t # 0 olmak tizere (0 0

b, 0 ) € M olsun.

o oG Dl=( oG -G 0 o)

(e 0)= (6 D =(e5, 0)=( 0

t # 0 oldugundan b, = 0 dur.
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Teorem 4.9.1.3: Asikar olmayan abelyen bir A Lie cebirinin asikar olmayan bir T

Lie cebiriyle wreath carpim: direkt olarak parcalanamaz.

Teorem 4.9.1.4: W = AwrT, asikar olmayan abelyen bir A Lie cebiriyle herhangi

bir T Lie cebirinin wreath ¢arpimi ise W serbest olarak parcalanamaz.
4.9.2. Serbest Abelyen Lie Cebirlerinin Wreath Carpim

Bu kisimda serbest abelyen iki Lie cebirinin wreath carpimi icin baz kiimesi

insa edecegiz.

Ornek 4.9.2.1: X = {x}, Y = {y} olmak Uizere A = (X), B = (Y serbest abelyen Lie
cebirleri olsun. X ve Y kimelerinin elemanlar1 arasinda y < x siralamasin

dusunelim.

AwrB = (x,y: [w (), w1, [wi (), wi )], [w (), [wy (x), w)]])
carpiminin baz kiimesi asagidaki sekilde insa edilir:

H =XUY,

H, = {[x,y1},

Hs = {[[x,y]¥]},

H, = {[[lx.y1y] ]},

He = {[[x,y"],xm]: 1+k+m=5k> 3},

n=6 icin

H, = {u={[a bl,c]:a,b,c,[a,b] €EH, U ..UH,_y,a>b,b<c[ab]>c
l(u) = n}.
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Ornek 4.9.2.2: X = {x}, Y = {y,,y,} olmak lizere A = (X), B = (Y) serbest abelyen
Lie cebirleri olsun. X ve Y kiimelerinin elemanlar: arasinda y; < y, < x siralamasin

distinelim.

AwrB = (x,y1,y2: [[w(x), w(3)], [wy (6, wy O)]], [w ), [wy G, w)]], [z, y11)
carpiminin baz kiimesi asagidaki sekilde insa edilir:

H =XUY,
HZ = {[x'yi]:x € X'yi € Y'x > yi}!

H; = {:[x,yil],yiz] X €X Yy, €YV, x>y, <y, k= 1,2},

H,

{_[[x,yil],yiz] ,yiS] X €Xy, €Y, x>y, <y, <Yy k= 1,2,3},

Hs {:...[[x,yil],yiz] ...yik],xt]:l +k+t=5k=3x€X,y, €Y, x>y <

W<y, <xk=1,.,4U {[[[x,yl],yz], [x,yl]]},
H, = {[ [[x,yil],yl-z] ...yik] ,xt] 1+k+t=6k=23,x€Xy, €Y, x>y <
<Yy <xk=1,..5U {:[[[x, yilyil v, [x,yl]], :[[[x, yilyil v, [x,yz]],

([ i1 92 2] byl | [ a0 ] ) B | [ [ 3 92 3] B

([t a1. 2] v2] ey [[[ 3232 2] B [[[ 20320 92 321

:[[X, yl]' yZ]r [[X, yl]r yl]] ) [[[X, yZ]' yZ]' [[X, yl]' yl]] ) [[[X, yZ]' yZ]' [[X, yl]' yZ]]}i

H, = {[...[[x,yil],yiz] ...yik],xt] 1+k+t=7k=23,x€X,y, €Y, x>y <

e < Vi <x,k=1,..6}U{

[[[[X' 3’1]'3’1]'3’1] '}’1] %, }’1]1,
“[[[x, SABARA ,yl] [x, }’2]l : “[[[x, SABABA ,yz] % yl]l,

“[[[Xr SABABA .yz] [x, Y2]l : “[[[X, SABABA ,X] [x, yl]l,
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[[x, yil, Y1]' V1

[[EEAREA:S
[EZABAEA
[ESAEAEA
::[[X. SARARA

[[X: il yz]’ J’z:

[[x, y21, yz]' J’z:

[[X, yl]' yl]r yZ
::[[X'Jﬁ]’)ﬁ]'}’z: 'X] ) [%}’2]] ) l

[[X' Y1]'YZ]»3’2:

[[X, yil, J’2]’ J’Z:

:'x]'[x;YZ]l’l:

’J’z] ) [X'}’ﬂl; |

: i[[x’ Y2l J’Z]» J’2:

[[[X; }’2]»3’2]’372] 'X] % yz]l )

] by,
[, yl],yz]: :
[[x, yl],yl]: :
% }’2]»3’2]: :

% yl],yz]: ,

4 [[X, yl]r }’1] ’

')’2] , [x, 3’2]] ) [[[X' Jﬁ]d’z]»}’z] ,X:

I —]
1

: :[[X; yil, }’2]: V2

: :[[X; yil, }’2]: Y2
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J’z] [x, J’Z]l ) “[[[X' J’Z]'J’Z]J’z] ,X:

i :[[X' yl]' yl]r yl

: :[[Xr yl]' yl]' yZ

:[[X:y1]»y1]:Y2]’J’2:; )
[[[X'}ﬁ]r}ﬁ]'}’z]»x:; )

:[[X’ J’1]»J’2]'}’2] ')’2: ,

| [x, yll,yl]:,

[ESAEARANEEARA

[[[[x, J’z]'YZ]’J’z: ) [[x, J’z]'yz]]}.

. [x, YZ]’J’z]:,

'[X'yl] ’

) [X'yl] )

:[[[X, }’1]»}’2], [X, J’1]] L [%, Y1]];

:[[X' 3’1],3’1]'3’1] ) [[X' Y1]'Y1]],

’ [[X! yZ]! yZ]:;

) [[X' }’1]’}’2]:,
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5. LIE CEBIRLERININ M-CARPIMI

Bu bolimde M, Lie cebirlerinin bir varyetesi olmak Uzere Lie cebirlerinin

M-carpimi tanimlanmis ve bu carpimla ilgili farkl: 6rnekler incelenmistir.

Tamm 5.1: Lie cebirlerinin herhangi bir M varyetesi igin i = 1, ..., m olmak Uzere L;
Lie cebirlerinin M-garpimi M [, L; seklinde gosterilir. D, L; Lie cebirlerinin
[Teer Li serbest carpiminin kartezyen alt cebiri ise yani [, L; den @ L; direkt

toplamina olan kanonik homomorfizmin c¢ekirdegi ise ve V, M varyetesine gore

[I5er Li nin verbal alt cebiri olmak tzere L; cebirlerinin M-carpimi

m
i=1

olarak tanimlanur.

Simdi M-garpimin farkl: tiplerini inceleyecegiz.
5.1. Abelyen Carpim

Tamm 5.1.1: L, ve L, iki serbest Lie cebiri olsun. L; ve L, nin abelyen carpimini

Lq *4p L, ile gOsterelim. Buna gore

Li*L
Ly *ap L =™ Z/Dﬂ(L1*L2)

dir.

Eger L, ve L, serbest abelyen Lie cebirleri ise
D N (Ll * Lz) = D

olup
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L, *L .
Ly *qp Ly =1 2/D=L169L2

olur.
5.2. Metabelyen Carpim

Tamm 5.2.1: L, ve L, iki serbest Lie cebiri olsun. L; ve L, nin metabelyen

carpimint Ly *,,.¢ L, ile gosterelim. O zaman

Ly L
Litmee bz =" %/p y s2(1, 5 1)

dur.

Eger L, ve L, serbest metabelyen Lie cebirleri ise
D N &2 (Ly * Ly) = 6%(Ly * L)

olup
Li*L
Lismec L2 =" /5201, « 1,)

olur ve metabelyen ¢arpim bir metabelyen Lie cebiridir.

Ornek 52.1: X = {xl,XZ,X3}, Y = {y} Olmak Uzere L1 = (xl,xz,X3), Lz = (y)
serbest Lie cebirleri olsun. X wve Y Kkimeleri (zerindeki siralamay:r da
X1 > X, > x5 >y olarak alalim. L; #,,.; L, metabelyen c¢arpiminin baz kumesi

asagidaki sekilde insa edilir:

H =XUY,
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H, ={u=[a,bl:a,b € XUY,a>b,l(u) =2},
H; ={u =[[a,b],c]:a,b,c,[a,b] € HLUHy;,a > b <c,[a,b] >cl(u) =3}
H, = {u = [[a, b],c]: [a,b] € H3,c € Hy, l(u) = 4} U {[[xl,xz], [xl,x3]],

[[xpxz], [x2, x3]]’ [[xp x3], [xz,x3]]},

H = H1 U H2 s
Her u € Ly 0 Ly iGIN u =Y a;h; , a; €k, h; € H olarak tek bir sekilde

yazilabilir.

Ornek 5.2.2: X = {x1,x,,x3}, Y = {y} olmak Uzere L; = (x;,x5,%3), L, = (y)
serbest metabelyen Lie cebirleri olsun. X ve Y kiimeleri uzerindeki siralamay: da
X; > x, > x5 >y olarak alalim. L, *,,.; L, metabelyen carpimimin baz kiimesi

asagidaki sekilde insa edilir:
H =XUY,
H, ={u=[a,bl:a,b € XUY,a>b,l(u) =2},

H; = {u = [[a,b],c]:a,b,c,[a,b] € HHUH,,a > b <c,ab]>cl(u) =3}
H, = {u = [[a, b],c]: [a,b] € H3,c € Hy, l(u) = 4},

H=H1UH2...

Her u € Ly %0 Ly iGIN u =Y, a;h; , a; €k, h; € H olarak tek bir sekilde

yazilabilir.
5.3. Cozulebilir Carpim

Tamm 5.3.1: L, ve L, iki serbest Lie cebiri olsun. L; ve L, nin n-inci ¢ozulebilir

arpimini Ly g, Lo ile gosterelim. O zaman
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Li*L
Ly *g('jz L,="1 2/D NS8™(Ly * Ly)

dir.

Eger L, ve L, n-inci siniftan serbest ¢ozilebilir Lie cebirleri ise
DNé&"™(Ly *Ly) =6"(Ly * L)
olup

Li*L
Li*ghe Lo =1 /sn(r, w 1,)

olur ve n-inci ¢ozulebilir carpim bir ¢cézllebilir Lie cebiridir.
5.4. Nilpotent Carpim

Tamm 5.4.1: L, ve L, iki serbest Lie cebiri olsun. L; ve L, nin n-inci nilpotent

carpimini Ly *);, L, ile gosterelim. O zaman
n _ (Ly*Ly)
b bz = D 0 YLy % L)

dir.

L, ve L, serbest abelyen ve n-inci siniftan serbest nilpotent Lie cebiri ise

D N yp(Ly *Ly) = yp(Ly * Ly)

olup
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Ll*LZ/

n —
bt bz = Vn(Ly * L2)

nil

dur.
5.5. Minimal Nilpotent Carpim

Bu kisimda Golovin’in  (1950) Nilpotent Product of Groups isimli

makalesindeki sonugclar Lie cebirleri igin elde edilmistir.
Tamm 5.5.1: G bir Lie cebiri ve A da G nin bir alt cebiri olmak Uizere terimleri

A=A
lA = (G, l—1A)’l > O

seklinde tanimli olan diziye G nin A ya gdére minimal merkezi serisi denir. Minimal

merkezi serisi G nin ideallerinin azalan bir dizisinden olusur.

Tamm 5.5.2: L, ve L, iki serbest Lie cebiri olsun. L, ve L, nin serbest carpimini F
ile gosterelim. [L;,L,] nin F deki k-inci minimal merkezi terimi miny[L,, L]
olmak (zere L; ve L, nin [L{,L,] alt cebirine gore k-inci minimal nilpotent

carpimini
[L1.L7] _ (Ll * LZ)
Ly L2 = ming[Ly, Ly]r

seklinde tanimlayalim.

Ll*%’LZ] L cebirinde [L4, L,] komtat6rind ele alalim.

k = 0 |gin mino[Ll, LZ]F = [Ll' Lz]

olup [L4, L,] O-inc1t minimal nilpotent ¢arpim iginde sifirdir.
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k > 0icin ming[L,,L,]r = [F, [F' ... [F, [Ly, L] ]”
L
k defa

olup k-inci minimal nilpotent ¢arpim iginde ming[L4, L] = 0 olup
[L,, L,] k-inci nilpotent komiitator alt cebirdir ve bunu [L,, L,]%) ile gosteririz.
0-inc1 minimal nilpotent carpim L, @ L, direkt toplamina izomorftur.

Gergekten de,

nil

L wlL1lzl L, = Ly * LZ/[L1 L,] = Ly* LZ/D =L, DL,

dir.
[Lq,L,] = F ahindiginda

F _Li+L,
Lol =y )

oldugu goéralir.

[L L ](k) — [L1;L2]F/ . — [LliLZ]F/ .
bz ming[Ly, L,]F [L1, Lo]p N ming[Lq, L,]F

_ (L1, Lp]F + mink[LliLZ]F/ )
ming([Ly, Ly ]r

dir.

Tanim 5.5.3: L = L, *Efi}’LZ] L, nin [Ly, L,]% k-inci nilpotent komiitator alt cebirine

gore minimal merkezi serisinin i-inci terimine (k,i) —inci nilpotent komutator alt

cebir denir ve min;[L,, L,]%®) ile gosterilir.

O halde
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min;[Lq, L, Mh» ] ]”

i tane

seklindedir.

< leiginmin[Ly, L]0 = Ml ble L i

Boylece minimal merkezi serinin terimleri en fazla k adimdan sonra sifir olur. Yani
ming[Ly, Lo]® = ([Ly, L]%)iq 2 ming[Ly, Lp]® 2 - 2 ming[Ly, L,]® = 0
dur.

Not 5.5.1: Bu konu icinde (A);, ile A tarafindan retilen ideali ve A¢ ile AS G

oldugunu gosterecegiz.

Lemma5.5.1: Eger G = A Bl pise | > k-1 icin

nil

min, [(A)ld’ (B)ld]G = min, [(A>§4d' <B>in]G
dir.

ispat: (A); € (4%, + [4, B]

ve N, G nin ideali iken
[A+N,B+N]CS[A4,B]+ N

oldugundan

(A, (BYle € [ (BYE], < [y + [4, B], (BY, + [4,B]]
C [{A)y (B)ig] + miny[A, B
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olur.
(4, B) = A+ B
esitliginden

min [(A)iy, (B)fyle S min[(A)f, <B>iGd]G < min[(A)fy, (B)yl + ming,1[A, Blg

elde edilir.
ming[A, B]% =0
oldugundan
min [(A), (BY] . = min[(A)y, (Bl
olur.

Not 5.5.2: G nin A, B alt cebirleri verilmis olsun. i > 0 ve [l > 0 i¢in
[YL(G)’ l[A'B]] c l+i[A'B]
dir.

Lemma55.2:G = A *Eﬁ’lB] B ise

[vx(G),[A,B]] =0

dir.
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Lemma 553: G =A+“P1B ve y,(4) 21,(4) 2~ 21,(A) 2 A nin alt

merkezi serisi ise
[Vn+1(A)'B] c n[ArB]
dir.

Sonug551: G =4 *%'ZB] Bvey;(A) 2v,(4) 2 - 2 ¥,(A4) 2 --- A min alt merkezi

serisi ise
[B,yx(A)] =0

dur.
Yani, A veya B den herhangi birinin her elemani, digerinin alt merkezi serisinin k-

inci teriminin her elemant ile degismelidir.

Lemmab554:G =4 *EﬁiB] B nin A tarafindan icerilen bir N ideali verilmis ise

[4,B]
A x> B [A/ B]
(40 )/ = A/ "B

dir.

ispat: A * B/ B _ ~ (A/N *B)
<N>id + ming [Lli LZ]F mink [A/N , B](A/N*B)

oOzelligini kullanarak
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AxB
( )/mink [4, B]F/

N

IR

(<" B) /
e

Ax*xB
( )/mink[A,B]F + N

. /B _ Ay el p
- min [A/ B] - N "nil
kL /N P/ +B)

elde edilir.
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6. REZIDULU-P LiE CEBIRLERI

Tamm 6.1: P, Lie cebirlerinin izomorfizmler altinda invaryant kalan bir ozelligi
olsun ve G bir Lie cebiri olsun. Eger her 0 # x € G i¢in x € N ve G/N cebiri P

Ozelligine sahip olacak sekilde bir N ideali varsa G ye rezidilu-P denir.

Buna denk olarak su tanimi da verebiliriz.
G nin reziduli-P olmasi icin gerek ve yeter kosul N, G nin G/N P ozelligine sahip

olacak sekildeki bir ideali olmak Uzere

ﬂNz{O}

olmasidir.
P 0zelligine sahip bir Lie cebirinin her alt cebiri de P 6zelligine sahipse bu
cebirin reziduli-P olmas: icin gerek ve yeter kosul P Lie cebirlerinin direkt

toplamina gémdalebilir olmasidir.

Ornek 6.1: P oOzelligine sahip Lie cebirleri olarak c¢ozilebilir Lie cebirlerini

dustinelim. Bir G Lie cebirinin rezidul ¢6zulebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul

ﬁ 6™(6) = {0}

olmasidr.
Benzer sekilde P 6zelligini nilpotent olma 6zelligi olarak alirsak bir G Lie

cebirinin rezidili nilpotent olmasi igin gerek ve yeter kosul

ﬁyn ©) = (0}
n=1
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olmasidir.

Buna denk olarak su tanimi da verebiliriz.
G bir Lie cebiri ve N bir nilpotent Lie cebiri olsun. Her 0 # g € G icin ¢(g) # 0
olacak sekilde bir ¢: G -» N homomorfizmi varsa G ye rezidili nilpotent Lie cebiri
denir.

Bu iki tanimin birbirine denk oldugunu gosterelim.

Ni=1Vn (G) = {0} olsun.
0+ g €Gicing € y,(G) olacak sekilde bir n bulabiliriz.
. G < T G S
&G - /Vn(G) dogal dénisimil altinda e(g) # 0 dir ve /Vn(G) bir nilpotent
cebirdir.
Simdi G rezidull nilpotent Lie cebiri olsun.

g € Np=1¥n (G) olsun ve 0 # g oldugunu kabul edelim.

O zaman N, c+1-inci siniftan nilpotent Lie cebiri olmak Uzere bir ¢:G — N icin

o(g) #= 0 dr.
g € Ny=1¥n (G) oldugundan g € y.,,(G) dir.
O halde

(@) € P(¥e+1(6)) = Ver1(0(6)) = yee1 (N) = {0}

olur.
Bu da G nin reziduli nilpotent Lie cebiri olmasiyla gelisir.

O zaman

ﬁyn ©) = (0}
n=1

dir.

68



6. REZIDULU-P LIE CEBIRLERI Nazan AKDOGAN

6.1. Rezidilli Sonlu Lie Cebirleri

Tamm 6.1.1: G bir Lie cebiri ve F sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun. Sifirdan farkl
her g € G icin ¢(g) # 0 olacak sekilde bir ¢: G - F homomorfizmi varsa G ye
reziddli sonlu Lie cebiri denir.

Her abelyen Lie cebiri rezidili sonludur. Reziduli sonlu olmayan 3-Uncu

stniftan nilpotent bir Lie cebiri 6rnegi verelim.

Ornek 6.1.1: H, baz1 {x;,y;,z:i € Z} olan ve [x;,y;] =z disindaki komiitator
carpimlart sifir olan bir Lie cebiri ve F sonlu boyutlu bir cebir olmak Uzere bir

@: H — F homomorfizmi verilmis olsun.
/11<p(xi1) + -+ )lr(p(xl-r) =0

olacak sekilde bazilari sifirdan farkli A, ..., A, sayilar1 vardir.

A1 # 0 ise

0=[Ao(x,)+ -+ Ao(x,) o(y:,)]
= (p([/llxi1 + -+ Arxir,yil])
= o([Axi,, 1))
= ¢(412)
= p(2)

A1 # 0 oldugundan ¢(z) = 0 dur.
O halde H rezidilu sonlu degildir.

Teorem 6.1.1: S, K cismi Uzerinde sonlu dretilmis bir Lie cebiri ve A da S nin
abelyen bir ideali olsun. K nin karakteristigi sifir olmak lzere G = S/A bolum cebiri

sonlu boyutlu abelyen Lie cebiri olsun. O zaman S reziduli sonlu bir Lie cebiridir.
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iki tane sonlu dretilmis Lie cebiri 6rnegi verelim. Bu Lie cebirleri
metabelyenlige cok yakin olup metabelyen Lie cebirlerinin aksine reziduli sonlu
degildir.

Ornek 6.1.2: KarK = 0, G boyutu 2 veya 3 olan bir Lie cebiri ve M = k[t] sonsuz
boyutlu basit G-modul olmak lzere L = G < M olsun. L den sonsuz boyutlu M Lie
cebiri (Uzerine asikar olarak tanimlanan homomorfizm L nin reziduli sonlu

olmadigini gosterir.

Ornek 6.1.3: Herhangi bir cisim Gzerinde rezidiili sonlu olmayan sonlu uretilmis bir
Lie cebiri insa edebiliriz. Bunun igin bazi {x;,y;, z: i € Z} olan ve carpim tablosu
[xi, vi] = z olmasi disinda baz elemanlarinin ¢arpimi sifir olacak sekildeki bir H Lie

cebirini alahm. i € Z igin

d(x;) = xi-1 — Xi31, A1) = ¥io1 — Yit1, d(2) = 0

ile verilen d: H — H tirevini dustinelim. O zaman L = kd < H yandirekt garpimini
dustnelim. L; d, xo, x1, Yo, y, tarafindan Uretilebilir. Ayn1 zamanda H, L nin bir alt
cebiridir. L Lie cebiri, H yi asagidaki 6zellige sahip olacak sekilde igerir. H den sonlu
boyutlu bir Lie cebirine giden her homomorfizm z € H yi sifira goturur. Dolayisiyla
L den sonlu boyutlu bir Lie cebirine olan bir homomorfizmin H ye kisitlanmisi z yi
sifira gotardr. O halde L reziddli sonlu degildir.
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7. X-BY-Y GRUPLARI VE LIiE CEBIRLERI

7.1. X-by-Y Gruplan

Tamm 7.1.1: X ve Y iki grup sinifit olsun. Eger bir G grubu H € X ve G/H EY
olacak sekilde bir H normal alt grubuna sahip ise G ye X-by-Y grup denir.

7.1.1. Sonlu-by-Nilpotent Grup

Bu kisimda Oger’in (1991) Cancellation And Elementary Equivalence of
Finitely Generated Finite-by-Nilpotent Groups isimli makalesindeki sonuclarin bir

derlemesi yapilmstir.

Tamm 7.1.1.1: Bir G grubu H sonlu ve G/H nilpotent olacak sekilde bir H normal

alt grubuna sahip ise G ye sonlu-by-nilpotent grup denir.

Tamm 7.1.1.2: M bir grup ve S, M nin bir alt grubu olsun. Her x € M ven > 1 igin
x™ € S ise S nin M de izole olmasi igin gerek ve yeter kosul x € S olmasidir. S yi
iceren M nin en kuguk izole alt grubuna S € M nin izolatéru denir ve I,,(S) veya
1(S) ile gosterilir.

Bu bélimde i > 1 icin 4;(M) = I(y;(M)) dirve i = 2 igin 4,(M) = A(M)

olarak alacagiz.
Onerme 7.1.1.1: Sonlu Uretilmis G ve H sonlu-by-nilpotent gruplar: denk ise m > 2
icin |[H/f(G)| ile m aralarinda asal ve f(4(G)) = A(H) olacak sekilde bir f:G - H

injektif homomorfizmi vardir.

Onerme 7.1.1.2: G sonlu uretilmis bir sonlu-by-nilpotent grup ve H, A(H) = A(G)
olacak sekilde G nin bir alt grubu olsun. G ve H izomorf ise G = (H,Z(G)) dir.
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Onerme 7.1.1.3: G sonlu Uretilmis bir sonlu-by-nilpotent grup ve H, A(H) = A(G)
ve G =(H,Z(G)) olacak sekilde G nin bir alt grubu olsun. |G/H| nin
[I((Z(G),A(G)))/{Z(G),A(G))]| ile aralarinda asal oldugunu varsayalim. O zaman
G XZ=HXTZ dir.

Teorem 7.1.1.1: Gve H, G X Z = H X Z olacak sekildeki gruplar ise G = H dir.
Yukaridaki teorem ve lemmalar kullanilarak su teorem elde edilir.

Teorem 7.1.1.2: Sonlu Uretilmis G ve H sonlu-by-nilpotent gruplarinin izomorf

olmasi icin gerek ve yeter kosul G X Z = H X Z olmasidir.
7.1.2. Nilpotent-by-Sonlu Grup

Bu kisimda Trabelsi’nin (2000) Characterisation of Nilpotent-by-Finite

Groups isimli makalesindeki sonuclarin bir derlemesi yapilmstir.
Burada y™ ile y nin bir kuwvetini [x,y]ile |[..[[x.y]7.]..]¥]
\—%)

seklindeki carpimi tanimlayacagiz. N tane

Tamm 7.1.2.1: Bir G grubu H nilpotent ve G/H sonlu olacak sekilde bir H normal

alt grubuna sahip ise G ye nilpotent-by-sonlu grup denir.

Teorem 7.1.2.2: G sonlu dretilmis ¢ozilebilir bir grup olsun. O zaman asagidakiler

birbirine denktir.
i) G nilpotent-by-sonlu gruptur.

i) G nin sonsuz alt kiimelerinden her X, Y ¢ifti igin [x, ,y™] = 1 olacak sekilde

x € X,y € Y ve iki pozitif m = m(x,y), n = (x,y) tamsayilar vardir.
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Sonug 7.1.2.1: Sonlu Uretilmis bir ¢ozilebilir G grubunun nilpotent-by-sonlu olmasi
icin gerek ve yeter kosul G nin sonsuz alt kiimelerinden her X,Y cifti icin bir
nilpotent-by-sonlu grubunu lreten x € X ve y € Y vardir.

7.1.3. Cozulebilir-by-Sonlu Grup

Bu kisimda Lennox’un (1978) Lower Central Depth in Finitely Generated

Soluble-by-Finite Groups isimli makalesindeki sonuglarin bir derlemesi yapilmistir.

Tamm 7.1.3.1: Bir G grubu H ¢6zulebilir ve G/H sonlu olacak sekilde bir H normal

alt grubuna sahip ise G ye ¢ozulebilir-by-sonlu grup denir.

Tanim 7.1.3.2: G nin alt merkezi serisi sonlu bir adimdan sonra birbirine esit olursa

G nin sonlu alt merkezi derinligi vardir denir.

X,y € G icin x¥ = yxy~! olsun.
Teorem 7.1.3.1: G nin sonlu Uretilmis cozllebilir-by-sonlu grup oldugunu ve
x,y € G olmak tzere G nin (x,x?Y) formundaki her alt grubunun sonlu alt merkezi
derinligi oldugunu varsayalim. O zaman G sonlu-by-nilpotenttir.

Burada (x, x?) ile x ve x¥ tarafindan Uretilen alt grup gosterilmistir.

7.1.4. Merkezi-by-Metabelyen Grup

Bu kisimda Ridley’in (1970) The Free Centre-by-Metabelian Group of Rank

Two isimli makalesindeki sonuglarin bir derlemesi yapilmastir.

Tamm 7.1.4.1: G bir grup olmak tzere [G,5%(G)] =0 ise G ye merkezi-by-

metabelyen denir.

Bu tanimi serbest gruplar igin de yapalim.
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Tamm 7.1.4.2: F ranki iki olan serbest grup olmak tizere F/[§2(F), F] bolim grubu
serbest merkezi-by-metabelyendir.

Bu kisimda F ile ranki iki olan bir serbest grubu gosterecegiz.

F/[6%(F),F] bolim grubunun merkezi §%(F)/[6%(F),F] sayilabilir ranka
sahip bir serbest abelyen gruptur.

Simdi §2(F)/[6%(F), F] nin Uretecini bulalim.
Tamm 7.1.4.3: x ve y, F nin serbest Uretecleri ise sifirdan farkli bitiin r ve s
tamsayilar: icin bitin [x",y5] komutatorlerinin kiimesi, F' tiretilmis grubunun

serbest Ureteclerinin bir kiimesidir.

Tamm 7.1.4.4: F bir serbest grup olmak (zere F', her r ve s tamsayilar: igin
[x,y]*'>° komiitatorleri tarafindan serbest olarak tretilir. ¢ = [x,y] olmak Uzere

[x, y]*" ¥’ komitatdriini cox”y* ile gosterelim.

Onerme 7.1.4.1: (a = 0,b = 1) [cox®y®,c] ve (a = 1,b = 0) [cox?, coy?]

komditatorlerinin B, kiimesi 62(F)/[62(F), F] nin bir serbest trete¢ kiimesidir.

Sonu¢ 7.141: (a=0b=1) [[xa“,yb“], [x, y]] ve (a=1,b=0)

[[xa+1’ J/], [x’ yb+1]]

komditatorlerinin B, kiimesi §2(F)/[62(F), F] nin serbest trete¢ kiimesidir ve

(@2 0,62 1) [[[Le ], ax], ], 71| ve (@ 2 1,5 2 0) [[1x, v, 2], B0, 3]

komditatorlerinin B; kiimesi §2(F)/[82(F), F] nin serbest Urete¢ kiimesidir.
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7.2. Merkezi-by-Metabelyen Lie Cebirleri

X-by-Y Lie cebirleri gruplarda oldugu gibi tanimlanir. Bu kisimda merkezi-

by-metabelyen Lie cebirlerinin yapisina kisaca g6z atacagiz.

Tamm 7.2.1: Bir G Lie cebiri H merkezi ve G/H metabelyen olacak sekilde bir H

idealine sahip ise G ye merkezi-by-metabelyen Lie cebiri denir.

Bu kisimda Bryant ve Groves’un (1970) Finitely Presented Centre-by-

Metabelian Lie Algebras isimli makalesindeki sonuglarin bir derlemesi yapilmastir.
Tamm 7.2.2: L sonlu sunuma sahip K Uzerinde bir Lie cebiri ve Aille B, BS A
olacak sekilde L nin idealleri olsun. R = U(L/A) ve M = A/B diyelim. O zaman M,
herae Avel € L igin
(a+B)(l+A)=][al]l+B

ile bir sag R-modiil olur.

M (zerindeki R-modul vyapisi, M @ M tensor carpim (zerindeki
R ® R-modil zerine tasinabilir. Boylece bir M @ M, R-moddil olur. R nin M @ M
uzerine etkisine diagonal etki denir. Bu da her m,n € M ve x € L/A igin

(mAn)x = (mx)/An + mA(nx)

ile verilen R nin MAM {zerinde etkisine yol acar.

L nin kendisi Gzerindeki etkisi, her b € B, [l € L igin
(b +[B,AD(+A) = [b,1] +[B,A]

ile R nin B/[B, A] lzerindeki etkisine tasinabilir.
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y:MAM — B/[B,A] lineer dontsuminid (aq + B)A(a, + B) = [a4,a,] + [B, A]

seklinde tanimlayalim. y bir R-moduil homomorfizmidir.

Lemma 7.2.1: L sonlu sunuma sahip bir Lie cebiri ve A, L nin ideali olmak Uzere

L/A sonlu boyutlu olsun. O zaman Cek(y) sonlu tretilmis bir R-moduldir.

Onerme 7.2.1: L sonlu sunuma sahip K (zerinde bir Lie cebiri; A ve B, BS A
olacak sekilde L nin idealleri olsun. L/A abelyen, A/B de merkezi olsun ve
M = A/B diyelim. O zaman MAM, U(L/A) —modil olarak sonlu Gretilmistir. Sonug
olarak L/B sonlu sunuma sahiptir (B = §2(L) ahmrsa L/§%(L) sonlu sunuma
sahiptir).

Yukaridakiler kullanilarak su teorem elde edilir.

Teorem 7.2.1: Sonlu sunuma sahip merkezi-by metabelyen Lie cebirleri abelyen-by-

sonludur.

Abelyen-by-sonlu Lie cebiri tanimini da benzer sekilde verebiliriz.

Tamm 7.2.3: Bir G Lie cebiri H abelyen ve G/H sonlu olacak sekilde bir H idealine

sahip ise G ye abelyen-by-sonlu denir.
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