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OZET

LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN
LEGENDRE SIRALAMA YONTEMI

AYSUN GUNER ALTUNTAS

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde Legendre polinomlarinin
nerede kullanildigindan bahsedilmis, teze giris yapilmistir. Ayrica Legendre
polinomlari ile ilgili ¢alismalardan bahsedilmistir. ikinci béliimde, tez icin gerekli
bazi temel kavramlar verilmistir. Bu ¢alismanin orijinal kismai iigiincii ve dordiincii
béliimde yer almaktadir. Ugiincii boliimde, Legendre polinomlar: ile ilgili matris
bagintilar1 elde edilmis; bu bagintilarin ve Legendre siralama noktalarinin
yardimiyla lineer olmayan diferansiyel denklemlerin karigik kosullari altinda
yaklasik ¢6ziimii i¢in yeni bir Lengendre siralama yontemi sunulmustur. Dordiincii
boliimde sunulan bu ydntem yardimiyla bahsedilen tip denklemler i¢in Ornekler
¢Oziilmiis, bu 6rneklerin hata analizleri yapilmis ve grafikleri ¢izilmistir. Ek olarak
orneklerin hata analizlerinin incelenmesiyle yontemin iyi calistigi, kullanilabilir

oldugu sonucuna varilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Legendre Diferansiyel Denklemi, Legendre

Polinomlari, Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler, Legendre Siralama Metodu
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ABSTRACT

LEGENDRE COLLOCATION METHOD FOR SOLVING
NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

AYSUN GUNER ALTUNTAS

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, it is mentioned about the using
areas of the polinomials and there is an introduction to the thesis. Furthermore, it is
discussed about the first study of the Legendre polynomial. In the second chapter, main
definitions and concepts used in the thesis are given. Original results are contained in
the thirth and fourth section. In the thirth part, the matrix relations associated with
the Legendre polynomials are obtained and by means of the these relations and
Legendre collocations points, a new Legendre collocation method for the
approximate solution of the some first order nonlinear ordinary differantial equations
with variable cofficients under the mixed conditions is proposed. In the fourth
section, examples of these kinds of equations were solved by using this new method,
error analysis was done and graphics were drawn. In addition, we conclude that this

new method works well and it can be suitable by examining error analysis of examples.

KEYWORDS: Legendre polynomials, Nonlinear ordinary differential equations,
Legendre differential equation, Legendre collocation method.



1. GIRIS

1.1. Tarihi Gelisim

Legendre polinomlart en sik kullanilan ortogonal polinomlardan birisidir.
Ortoganal polinomlarin alan1 ise matematiksel fizik, miihendislik ve bilgisayar
bilimindeki uygulamalarda oldugu kadar matematikte de aktif bir arastirma alanidir. Bu
alanlardaki fiziksel problemlerin matematiksel modelleri karsimiza bir diferansiyel,
integral veya integro-diferansiyel denklem olarak ¢ikmaktadir. Bu tip denklemlerin
bazilar1 elemanter metodlarla ¢oziilebilir; fakat cogunun tam (analitik) ¢ézliimiiniin
bulunmasi ya ¢ok zor ya da miimkiin degildir. O zaman seri ¢oziimlerine bagvurulur;
bunlardan birisi Legendre diferansiyel denkleminin ¢o6ziimleri olan Legendre
polinomlarina dayal: serilerdir.

Legendre polinomlarinin ortaya ¢ikigini saglayan Andrien-Marie Legendre’nin
(1752-1833), ozellikle gengligi hakkinda fazla bilgi yoktur. Paris’de yasamig zengin bir
aileden gelmektedir. Mazarin Kolejinde matematik ve fizik alaninda oldukga yiiksek
kalitede egitim aldi ve 18 yaslarinda yogun arastirmalarda bulundu. 1775-1780
yillarinda Laplace ile birlikte Ecole Askeriye Okulunda calisti. 1782°de Berlin
Akademisinde makalesi 6diil kazand1 ve Langrange’nin dikkatini ¢ekti; bu akademide
boliim bagkani oldu. Daha sonra bugiin Legendre polinomlar1 olarak bilinen
polinomlara dayali elipsoidler, gok mekanigi, sayilar teorisi ve eliptik fonksiyonlar
teorisi lizerine makaleler yayinladi.

Legendre 1787°de “Londra Royal Society” ye se¢ilmis ve kiiresel iiggenler ile
ilgili Legendre teoremini i¢eren énemli bir makale yayimladi. 1791°de “Academie des
Sciences” in bir iiyesi oldu ve 1792°de metrik sistem ile ilgili logaritmik ve
trigonometrik tablolar {izerine ¢aligmalar yapti; 1801°de tamamladi. 1806°da Legendre,
kuyruklu yildizlarin yoriingelerini tanimlayan bir kitap yayimladi. Burada verilerin

kullanighligr i¢in egri uydurma ile ilgili en kii¢lik kareler metodunu verdi.



1.2. lgili Cahsmalar

Legendre polinom ve serilerinin uygulamalarina iliskin ¢aligmalar bilgisayarin
cikist ile hizla artmistir. Ozellikle, yiiksek mertebeden degisken katsayili diferansiyel,
integral, integro-diferansiyel ve integro-diferansiyel-fark denklemlerinin yaklasik
¢Oziimlerini bulmak i¢in kullanilmislardir. Bu tip denklemler fizik, miihendislik,
biyoloji, tip ve eczacilik, ekonomi, akiskanlar dinamigi vb. alanlardaki problemlerin
matematik modelleri olarak ortaya cikarlar. Legendre polinomlarina dayali ¢oziim
yontemleri de aragtirmacilar tarafindan sik¢a kullanilmaya baglanmistir. Legendre
polinomlarina dayali yontemler lineer ve lineer olmayan diferansiyel, Fredholm-
Volterra integral ve integro-diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in oldukga uygun olabilir
(EI-Mikkawy vd., 2005; Yousefi vd., 2005; Maleknejad vd., 2003; Elbarbary, 2002;
Streltsov, 2000).

1.3. Problemin Tanitilmasi

Bu galismada, birinci mertebeden lineer olmayan
NOI(Y' () +Q0)Y()Y () +RMY'(¥) + SV +T)(Y(9))* =G(x), ~1<x<1  (1.1)
tipindeki diferansiyel denklemin,

ay(@)+ py(b) =1 (1.2)

karisik kosuluna gore
N
y(x) => a,P,(x), -1<x<1 (1.3)
n=0

bigiminde yaklasik ¢6zliimii Legendre polinomlar: cinsinden kesilmis bir Legendre

serisi formunda bulunacaktir.



Burada a,, (n=012,...,N) katsayilar1 tayin edilecek Legendre katsayilari;

N(x), Q(x), R(x), S(x), T(x) ve G(x) fonksiyonlar1 —1<x <1 araliginda tanimli

bilinen fonksiyonlar; o, g ve A sabitleri uygun sabitlerdir. Buradaki P, (X)

fonksiyonlar1 Legendre polinomlaridir ve

H )
(-1){”}(% Zk]x“k, N=012,.

1
P,(X)=—
2 (%) 7 2 o

, nhcift

n
HSk
2 n-1 n tek

seklinde tanimlanmistir.
2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Legendre Diferansiyel Denklemi

Legendre diferansiyel denklemi ad1 verilen

2
)Y ¥ iy =0 2.1)
dx dx
denkleminin ¢oziimiinden Legendre polinomlar1 elde edilir. n=0123,... olmasi
durumunda (2.1)’in genel ¢6ziimii,
(2.2)

y=d,P,(x)+d,Q,(x)
seklindedir. (2.2)’deki P, (X), birinci tip Legendre polinomlart ve Q,(X) ikinci tip

Legendre polinomlari ve Q,(X) X=+1’de smirlandirilmistir. ( Spiegel, 1994 )
(2.1) denkleminde n bir sabittir. (2.1) denklemi tekrar yazilirsa

2X , n(n+1)
- + =0
1-x? 1-x? Y

"

y



elde edilir. Burada da goriildiigii gibi x = F1 noktalar1 diizgiin tekil noktalardir. Ayrica

t= 1 doniistimii yapilirsa, (2.1) denklemi
X

2
dy 2 2 dy+n(n+1) _0

dt2 +=- 2 1= 242 -
t t tt°-D dt t°(t°-1

sekline doniisiir. Elde edilen diferansiyel denklem sonsuzda da bir diizgiin tekillige

sahiptir. Bu noktalar disinda,

2X n(n+1)
Pl(X):_l_Xg Ve Pz(x): 1— 2

fonksiyonlar1 analitik fonksiyonlardir ve X=0 noktas1 komsulugunda |X| <1

araliginda (2.1) denkleminin

y:idkxk

k=0

seklinde bir seri ¢ozlimii elde edilir. Burada x’e gore sirasiyla tiirevler alinirsa;

kd, x“*

||‘
[Ms

k=1

y"=> k(k—-1)d,x*?
k=2
elde edilir. y(x), y'(xX)vey"(x) degerleri (2.1) denkleminde yerlerine konursa,
@-x*)> k(k-1)d x“?=2x> kd X" +n(n+1)> d,x* =0
k=2 k=1 k=0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

> k(k-1)d x“?=> k(k-1d x* => 2kd,x* +> n(n+1)d,x“ =0
k=2 k=2 k=1 k=0



olur. Burada indislerle ilgili diizenlemeler de yapilirsa,
> k(k-1)d x“?=> k(k-1d x* => 2kd,x* +> n(n+1)d,x“ =0
k=2 k=2 k=1 k=0

veya
2d, +n(n+1d, +[3-2d, +(n+2)(n—-1)d,]x

+i{(k +2)(k +1)d, +2[n(n+1) -k (k +1)]d, }x* =0

elde edilir. Burada
(i) 2d, +n(n+1)d, =0
(i) 3-2d, +(n+2)(n-1d, =0
@iii) (k+2)(k+Dd,,, +(n+k+1)(n—k)d, =0, k>0

yazilir. d # 0oldugu gibi goz Oniine alinarak, (i) ve (ii) bagntilarindan

d, = -n(n+1) d,

i ve da:wd1

3

elde edilir. (iii)’den de;

__(n=k)(n+k+1) (>0
k2 (k+2)(k+1) ¢ N

rekiirans formiilii elde edilir. Geri kalan katsayilar bu formiil yardimi ile d, ve d,
cinsinden yani

k=2i¢in d,= —Wdz _ (=12 [(n=2)n][(n+2)(n + 3)] d

1.2.3-4 0

K=3icin d, = =IO, e [0-3)0 =D+ 2)n+4)]
4-5 1.2-3-4-5

k=4 icin d, =_wd4 _(1)° [(n—4)(n-2)n][(n +1)(n+3)(n+5)]OIO
56 1.-2.3-4.5.6

k=5 igin d, =—Wd5 _ (=1)° [(n=5)(n=3)(n=D]I[(n+2)(n + 4)(n +6)] 0
6-7 1-2-3-4.5.6-7



seklinde elde edilirler. Elde edilen katsayilar

o0

y=>dx =dy+dx+d,x* +d, X+ 4+ d X<+
k=0

denkleminde yerine yerlestirilirse boylece |x|<1 araliginda Legendre denkleminin

genel ¢oziimii

y- d{l— n(n2:r1) 1 (n—2)n(r;;r1)(n +3) o (n —4)(n—2)n(n6:r1)(n+3)(n+5) +}
+d1{x— (n +2;l(n—1) N (n —3)(n—1)g1+2)(n+4)] . _}

olarak elde edilir. Kisaca —1< X <1 araligindaki iki lineer bagimsiz ¢6ziim

« [(n—2k+2)---(n=2)n][(n+D(n+3)---(n+ 2k —-1)] 2

i (X) =1+ é(—l) (2K)!

ve

[(n=2k+1)---(n=3)(n-DJ[(n +2)(n+4)---(n + 2K)] , 2612
(2K +1)!

V200 =x+ 3 (D

seklinde bulunur.

Eger n cift ise y,(X) igin sonsuz seri smirlandirilir ve n. dereceden bir
polinom elde edilir. Eger n tek ise y,(x) swmrlandirtlir ve yine n. dereceden bir
polinom elde edilir. d, ve d, keyfi sabitler oldugundan her bir n i¢in onlarin

degerlerini secebiliriz. Boylece Legendre denkleminin genel ¢6ziimii;
y(x) = dOyl (x) +d,y,(x)

seklinde yazilabilir. y,(x) ve y,(X) lineer bagimsiz ¢oziimleri de |X|<1 araliginda

yakinsak ve |X| >1 araliginda raksaktir. Coziim X =1 de 1 degerine sahiptir. Bu sekilde

elde edilen ¢6ziim Legendre polinomu olarak adlandirilir.



Asagida ilk dort Legendre polinomu verilmistir. Bunlar,

n=0; d, =1 ve vy, ¢oziimi
P () =1 (2.4)
n=1, d =1 ve y, ¢Ozliimii
P.(X)=x (2.5)
n=2; d, = -5 ve Y, ¢cOziimi
(a2
P, (X) =§(3x ~1) (2.6)
n=3; dlz_E ve Y, ¢ozlimil
1,3
P, (X) =§(5x ~3x) 2.7)
seklindedir.

Genel olarak, n=2,4,6,..., igin

dy =(~1)2 {—1 35 4(”;1)} 2.8)

ve n=135,..., i¢cin

(1l 13..n
d, =(-1) 2 {m} (2.9)

(2.8) ve (2.9)’daki d, ve d, degerleri y,(x) ve y,(x) formillerinde yerine yazilirsa

cesitli Legendre polinomlar elde edilir.

Ornegin; n =4 icin

d, :(_1)2[%} :S bulunur ve y, (X) ¢oziimii



P,(x) = %(35x4 ~30x° +3)

olarak bulunur. Genel olarak P, (x)
(L—x*)y"=2xy’+n(n+1Dy =0
denkleminin 6zel ¢ozliimiidiir.

n. dereceden Legendre polinomunun toplam formiilii

& =DR@n-2K)! |
Pn(X)—;{k!(n_zk)!(n—k)!}x

(n-1)

dir. Burada eger n ¢iftise N =g ,eger n tekise N = ——= dir.

2.2. Legendre Polinomlar:

Legendre polinomunun dogurucu fonksiyonu

-1

-1 N
A-2xt+t*)2 => P (x)t"
n=0

seklindedir. Legendre polinomunun seri sekli bu bagintidan yararlanilarak elde edilir.
(@),, =[a@@+2) .. (@+2n-2) J[(a+1) (a+3).. (a+2n-1) | (2.10)

{317

seklinde ifade edilir. Bu 6zdeslikte a =1 alinmasiyla
a1
2nl=2 (5] ni (2.11)

elde edilir.

(@), degeriise



_[a@+D)..(@a+n-k-1 J[@a+n-k) .. (@a+n-1) ]

a =
@rs [(@+n—-k) .. (@a+n-1) ]
(D @-a—n),
seklinde hesaplanabilir. (2.12)’de a =1 alinmasiyla
(k=" (213)
n—K)l=——— .
D" (=n),
elde edilir. (1-t)™® ifadesi binom agilimi yardimiyla
n=0 n

seklinde yazilabilir. Serilerin 6zelliklerinden de bilindigi gibi ¢ift indisli ve A(k,n)

genel terimli bir seri

S AR =3 AKn—K) (2.15)
iiA(k,nFiiA(k,n—Zk) (2.16)

bagintilarini saglar.
n n . n - -
Burada {E] 3 ’ye esit olan ya da 2 ’den kiiclik olan en biiyiik tam sayiy1

gostermektedir.

(2.15) ve (2.16)’nin bir sonucu olarak ve A(k,n—k) = C(k,n) konularak

00

>SS ckn =33 ckn-k 2.17)

n=0 k=0 n=0 k=0

yazilabilir. Bu ifadeler



10

(1—2xt +t° )21 —ZP ()"

n=0

bagmtisiyla verilen P (x) Legendre polinomunun serisel ifadesinin elde edilmesinde

kullanilabilir. Ifadenin sol tarafi

(1—2xt +t2)_?l =(1—(2Xt—t2))_71 :igj (2xt —t?)

n-0 n!

seklinde yazilabilir. Binom ag¢ilim1 kullanilarak,

8
(L2t 417)2 = _yAz ”(ZXt)[ tj

n=0

-3 %o T e L

-n -1
esitligi elde edilir. (2.17) esitliginin ve 0 = T ifadesinin kullanilmasiyla

L @nk@x)“k(—l)k

1-2xt+t2)2 =3
( ) nzz;‘k:o (n—2k)k!

yazilabilir.
(1} ~ (2n-2k)!
2)0 27 (n—K)!
oldugundan
1L H (2n 2k)(2x) "2 (- 1)"
(1-2xt +t%)2 z t" (2.18)

& (n—2k)1k 1222 (n —k)!
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yazilir.

-1

(1-2xt +t2)2 = ZN:Pn(x)t“

n=0

ifadesi ile (2.18) karsilastirilir ve t"” in katsayilar1 esitlenirse

3] .
P (x) = ZinZ(—N @(2”” ijx“‘” , N=012,.

elde edilir. Buradan

seklindedir.

2.3. Rodrigues Formiilii

Rordigues formiilii, Legendre polinomlarini iiretmek i¢in kullanilir.

(2.19)

P (0 = 2"1n! (?xn" [(X2 _1)n]

seklindedir. Bu formiille hesaplanan ilk alt1 Legendre polinomu

Po (X) =1

R (X) =x

P, (x) = %(3x2 -1)
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P,(X) = %(5X3 —3x)
P,(X) = %(35x4 ~30x° +3)
P,(X) = %(GSXS - 70x° +15x)

P,(x) = %(231%3 —~315x* +105x* —5)

seklindedir.

X ’in kuvvetleri
x° = o (X)
x' = P(x)
, 1
X* = é[Po(X) + 2P, (X)]
3 l
X" = §[3P1(X) + 2P (X)]
1

x4 = %UPO(X) +20P, (x) +8P, (x)]

X° = é[Z? P, (X) + 28P, (x) + 8P, (x)]

X = %1[33% (X) +110P, (X) + 72P, (X) +10P, (X)]

seklinde elde edilir. Buradan genel olarak

ooy @1 +Dn! P (%)

n—I

1=n.n-20=4,... 2(%) (;(n - I)) I(1+n+1)!

bi¢iminde yazilir.
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TPy Psin) Py(x)

-1
Grafik 2.1 Legendre Polinomlarinin Grafigi
P (X) ’in diger formiillerini elde etmek i¢in (2.19) denklemi kullanilabilir
2.4. Legendre Polinomlarmin Ozellikleri

2.4.1. Dogurucu Fonksiyonlar

Kiiresel fonksiyonlar, matematiksel fizik problemlerinin ¢dziimiinde 6nemli rol
oynarlar. Legendre polinomlar1 ise R Laplace denkleminin temel ¢6ziimii ile ilgilidir.

Burada R, M ve M, noktalar: arasindaki mesafedir. Ayrica r ve r,, M ve M,

noktalarinin yarigap vektorleri, y ise onlarin arasindaki a¢1 olsun. Bu durumda

1 1 ..
S — r<r, icin

1_ 1 _JTov1-2xt +t° o

R Jr?—orrcosp+r? |1 1 r>r.  icin

\/O ’ Fy1-2xt+t? o

r .

yazilabilir. Burada Xx=cos¢ (-1<x<1)vet=—<1veyat=-2<1 dir
r0
1

w(t,X) = ——, O<t<l, 0<x<1).
\1—2xt +t2 ( )
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fonksiyonuna Legendre polinomlariin dogurucu fonksiyonu denir.

2.4.2. Diferansiyel indirgeme Bagntisi

(D) = (L 2xt +17) 2 =3P, (0t" (2.20)

n=0

ifadesinde her iki tarafin t’ ye gore tiirevinin alinmasiyla,

-3 o
_71(1—2xt +1%) 2 (-=2x+2t) = > nP, ()"

n=0

elde edilir. Her iki taraf (1—2xt +t*) ile ¢arpilirsa,

XL _@-2xt+%)3 np, ()t

V1-2xt +t2 n=0

elde edilir. Bu son esitlik de (2.20) yardimiyla
(x-1)> P, (1" = (1—2xt +2)3 0P, ()t 2.21)
n=0 n=0
seklinde yazilabilir. (2.21) ifadesi,
xi P.()t" — i P,()t" = i nP, (x)t"* — ZXi nP, (x)t" + i nP, (x)t"*
n=0 n-0 n-0 n-0 n-0
veya bu ifadenin diizenlenmesiyle,

> [-k+DPR,; +(2k +D) x P (X) —kR_, (x)]t* =0
k=2
seklinde yazilabilir. t ’nin ayn1 kuvvetlerinin katsayilarinin karsilastiriimasiyla
[(N+DP,,(x)—@n+)xP,(X) +nP,(x) +nP,_,(x)]=0 n=123.. (222
elde edilir.

Benzer indirgeme bagmtilar1 Legendre polinomlarinin tiirevleri arasinda da

bulunmaktadir. Bu bagintilar1 bulmak i¢in 6nce (2.21)’in X’ e gore tiirevi alinirsa

-3

_?1(1— 2xt+1°) 2 2x = P/ (x)t"
n=0
bulunur. Esitligin her iki tarafi (1—2xt +t?) ile carpilirsa
L -2+t P (2.23)

V1-2xt +t2 n=0

veya
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£3P, (0" = (L 2xt +2) P ()t (2.24)
n=0 n-0

elde edilir. t” nin ayn1 derecelerdeki katsayilarinin karsilastirilmasiyla bu kez

P.(X) =P, (X)+ P, (X)—2xP.(x) (2.25)
bagntisina ulagilir.
(2.22) ifadesinin bir kez tiirevi alinirsa,

(n+HP.,(X)—(2n+DP,;(x)+nP, ,(x)=0
elde edilir. Son denklemden P/, (x)’ in degeri (2.25)’da yerine yazilirsa

NP, (x) = xP, (x) — P, ,(X) (2.26)
elde edilir. (2.25) ve (2.26)’den XP,(X)’ in yok edilmesiyle

@n+DH)P, (X)) =P, ., (X)— P, ,(X) (2.27)
bulunur. Simdi

P.(x)=0

aliir ve (2.27) formiiliinde n=0,123,...,n yazilarak elde edilen baglantilar toplanirsa,

Zn:(Zk +DP, (x) =P..,(X)+P.(x) (2.28)

seklindeki indirgeme bagintisi elde edilir.
(2.25) ve (2.27) denklemleri bagimsiz indirgeme bagintilaridir. Boylece bu iki
denklemden cesitli bagintilar elde edilebilir. (2.25) ve (2.27)’in birlestirilmesiyle

XPL(x) = Py () — (1 + DP, (%)

bulunur.

2.4.3. indirgeme Bagmtilar1 Yardimiyla Legendre Diferansiyel Denkleminin Elde
Edilmesi

Legendre diferansiyel denklemi indirgeme bagintilar: kullanilarak
XP/(X) =nP,(x) + P, ,(x) (2.29)
XB(¥) =Pl () —(n+ 1R, (x) (2.30)

bagintilar1 elde edilmisti.
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Simdi sadece P,(x) ve onun tiirevlerini igeren bir bagint1 bulmak i¢in (2.30)
denkleminde n yerinen—1 yazilirsa
XP/, (X) =P, (x)—nP,_,(X) (2.31)
elde edilir.
(2.31)’de tiirev alinirsa
XP" () =P/(X)—(n+1)P,, (X) (2.32)
bulunur.
(2.29) denkleminden,
P (X) = xR (X) —nP, (x)
yazilir ve tiirev alinirsa
P’ (X) = P/(X)+ xP.(x) —nP, (x)
bulunur.
Bu ifadeler (2.32) denkleminde yerine yazilirsa,
X[P;(x) + XP/(x) — nP, (x)] = P/(x) — (n + [P, (x) — nP, (x)]
elde edilir.
Terimlerin yeniden diizenlenmesiyle P,(x) i¢in
(L—x?*)P"(x) —2xP!(x) +n(n+1)P, (x) =0

Legendre diferansiyel denklemi elde edilir.
2.4.4. Legendre Polinomlarinin Ortogonalligi

P (x) ve P, (x) polinomlar1 Legendre denkleminin birer ¢6ziimleri
olduklarindan m=#n

(L—x*)P/(x)—2xP!(x) +n(n+1)P, (x) =0 (2.33)

(L—x?*)P!(X)—2xP! (X) + m(m+1)P, (x) =0 (2.34)
bagintilarin1 saglamaktadirlar. Bu bagintilar,

[(1—x2)Pn'(x)]' +n(n+1)P, (x) =0 (2.35)

[a-x*)p; (x)]' +m(m+1)P, (x) =0 (2.36)
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seklinde yazilabilir. (2.35) P, (x) ile ve (2.36)’de P,(x) ile garpilir taraf tarafa

cikarilirsa,

P (X) [(1— XZ)P,{(X)], +n(n+1)P,(X)P.(x) =0
P,(0[-x*)P, (X)I +m(m+1)P, (X)P,(x) =0

P. (0 [L— )P (0] = P, 0L x2)P: (9] +[n(n+1) - m(m + P, (X)P, (x) = 0
elde edilir.
=3P, (0P + P, (0 [a— )P, (0] —@-x*)P, (P ()~ B, (ola-x*)P;(0] (2:37)
oldugundan (2.37) denklemi
(n—m)(n+m-1P, (XP, (x) = [1-x*){P; (Y P, () — P, ()P, (x)}] (2.38)

olarak yazilabilir.

(2.38) denkleminde integralin herhangi sonlu araligi igin,
b
(n—m)(n+m-D)[ P, ()P, (), =[L-x*)P;(x)P, ()~ P, P,  (2:39)

elde edilir.

x=1 ve x=-1icin (1-x*)=0 oldugundan,
1
(n-m)(n+m-1) [ P,(x)P,(x)d, =0
-1

yazilabilir.

m ve n negatif olmayan tam sayilar olsun. Bu durumda (n+m+1) = 0 dir. Ayrica

n=m n—m=0 ise

1
[P.()P,(0d, =0, m=n (2.40)
=
elde edilir. Eger m=n ise
1 , 2
P(X|d, = 241
JR0oFd. =5 (2.41)

olarak bulunur.
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(2.40) ifadesi -1< x <1 araligi iizerinde P,(X) polinomlar kiimesinin dik oldugunu
ifade eder. Boylece Legendre polinomlar1 ortogonal polinomlarin sagladigi 6zelliklere

sahiptir denilebilir.
2.4.5. Legendre Polinomlarimin integral Gosterimi

Legendre polinomlarinin integral gosterimi
aoo:ija+4xﬁ4ﬁm¢wd¢ (2.42)
4 0

bicimindedir. Bu formiilii gerceklemek i¢in dnce integral altindaki ifadeyi binom serisi

seklinde yazalim. Buradan

—I(x+\/x ~1cos¢)" d¢_1]£Z[ Jx"k (xz—l)g cos* gd ¢
Ty

n

:Z[ X" (x? 1)2 Icos gdg

k=0
elde edilir.

_(2m)!

—Iw5¢w— 27" (mi)?
0 k=2m+1

k=2m

oldugundan

[

NS

(2.43)

} anZk 1)
2% (n _ 2k)1(K!)?

1'7|£(x+\/x2 —~1cosg)"dg =
7[0

elde edilir. Sag taraftaki ifadenin Legendre polinomu oldugunu kanitlamak i¢in
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1

L =(L-2xt+t%) 2

V1-2xt +t2

F(x,t) =

dogurucu fonksiyonunu diizenleyelim. Bunun i¢in

-0zt (

seklinde yazalim. (2.44)’{in sag tarafindaki ilk ifade
1 = s
=Y )
1-xt s=0

seklinde yazilabilir. (2.44)’lin sag tarafindaki ikinci ¢arpan ise
-1

Gt -D]e & (~12) 1 (¢ )
{1_ (1—xt)2} -2 1)( K } a-x)”

seklinde seriye acilabilir.

1 o (=2k)
=TI

n=0

oldugundan (2.47) serisi (2.46) yardimiyla

_tz(xz_l) %1_ AN — qyn+k -1/2) (- 2k nry2 _ ayky2k+n
g (27 2w

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

seklinde yazilir. Son ifade n— n—2k aliarak t’ nin kuvvetlerine gore diizenlenirse
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veya

elde edilir. Burada

k n—2k

k=0

An _ n/2](_1)nik (—1/ 2][ -2k jxnzk (X2 _1)k

dir.
(2.45) ve (2.50) (2.44)’de yerine yazilirsa

E(x.t) = i(xt)siAnt" =33 A X

n=0 n=0 s=0

elde edilir. n — n—s alarak son ifade t’ nin kuvvetlerine gore diizenlenirse

F(x,t):i{iAnsxS}t"

n=0|_s=0

veya
F(x) =Y P t"

elde edilmis olur. Burada

F(0t) = (L 2xt +17) 2 = SR, ("

n=0

acilimi uyarinca P, (X) ’ler Legendre polinomlaridir. Devam edilecek olunursa

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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P (x) = {Z AMXS}

veya (2.51) g6z oniinde bulundurulursa

n—s | [n-s/2] -1/2 —2k
Pn (X) — Z|: Z (_1)nsk( k j{n . 2kJXnSZk (X2 _1)k:|xs

k=

k=0 s=0

n/2 _1/2 n-2k — 2k
:Z{(_l)-k( ) JZ(—l)“*(n_s_Zk]x"-Zk(xz—1)k} (2.549)

oldugu goriiliir. Son bagintiyr sadelestirmek i¢in

[ —2k ) (n-s-1
=D (n—s—ZkJ_(Zk—lj

nZkn—s—1 n n!
Zi 2k -1 j B (ij ~ (2K)(n - 2K)!

ifadesinden yararlanilirsa (2.54) ifadesi

ve

n/2 (12 n! -2k (2 k
Pn(X)=kZ(;{(—1) ( K me o=
V2 (2k)! n!

- kZ; 22 (k1)? (2K)I(n — 2K)! =)

n/2 n!

- ;2% (KN)Z(2K)!(n —2k)!xn_ =1

seklinde yeniden yazilabilir. Bu ifade (2.43) ile karsilastirilarak (2.42) ifadesi de elde

edilir.
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2.4.6. Birinci Tip Legendre Polinomlari

(2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimlerinden biri

olan birinci tip Legendre polinomlari

P () (2n-1)(2n —3)...1{)(n =1 oz N-D(N-2)(N-3) . _} (255)
(n)! 2(2n-1) 24(2n-1)(2n-3)
seklinde ifade edilir.

P (x) n. dereceden bir polinomdur. ilk birkag Legendre polinomlari asagidaki gibidir:

Po(x) =1
P(X¥) = X

P,(x) = %(3X2 —1)
P,(x) = %(5x3 ~3x)

_ 1 4 2
P =3 (35x‘ ~30¢° +3) (EL.Mikkawy vd., 2005)

Ayrica bu polinomlari, X’ in kuvvetleri seklinde ifade edebiliriz.

X’ = I:)o (x)

X =R(x)

K =2 1R (0 + 2P, (¥)]
K =2 (3R + 2P, ()]

a1
X" = % [7PR, (x) + 20P, (x) + 8P, (x)]

Biitiin durumlarda P, (1) =1, P,(~1) = (-1)" dir.



23

2.4.7. Birinci Tip Legendre Polinomlarinin Ardisik integrali (Elbarbari)

Teorem 2.1. P,(x) Legendre polinomlari ile tiirevleri arasindaki tam baginti

(_l)menmk[k)
K Kl m .

Pn (X) = Z_: ' n+k-2m (X) (256)

Wn,m,k

ile verilir. Buradaki w, . ve e, .,
k

Wi = | [(2n+2k —2m—2i +1)

i=0,t=m

. B 0, n<2m-k
"KL n>2m—k

olarak tanimlanir.

Teorem 2.2. Birinci tip Legendre polinomlarinin ardisik integrali Legendre polinomlari

cinsinden

Xt LY

PO =] [ [ [[Pt)dtydt,...dt, ,dt, ,

-1-1 -1 -1-1

K (_1)m en,m,k (:,(nj
-3

m=0 W,

é:k,m,n (X)

n,m,k

k-1 )
gk,m,n (X) = Pn+k*2m (X) - 277. I:)n(+l)k—2m (_1)
i=0

i i
Uizz X

i JI(i =)
seklinde ifade edilir.
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2.4.8. Birinci Tip Legendre Polinomlarinin Ortogonalligi

Legendre polinomlar1 —1< X <1 araliginda

j‘Pm(x)Pn(x)dx:O, m=n ise
1 , ~ 2
£MWHW—§;1

olmas1 durumunda ortogonaldir. (Gillis vd., 1988)

2.4.9. Birinci Tip Legendre Polinomlarinin Serileri

f(x) ve f'(x) parcali siirekli ise —1<x <1 araliginda f(X)’in her siireklilik
noktasinda

2n+1§
A, = Z[Hnmmw
olmak tizere
(0 = AP, 00+ AR+ AP, 00+ = 3 AP () 257)

formuna sahip bir Legendre seri acilimi vardir. Herhangi bir siireksizlik noktasinda

(2.57) formiili,

%[f (x+0)+ f(x-0)]
ifadesine yakinsar. (Spiegel, 1994)
2.4.10. ikinci Tip Legendre Polinomlari

(2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimlerinden biri olan

ikinci tip Legendre polinomlart | X |<1 ise sirasiyla n’in tek ya da ¢ift olmasi durumuna

gore sirast ile
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Q.(9) = (=D"22"[(n/ 2)']? {X— (n=-D(n+2) N (n=D(n=3)(n+2)(n+4) N _}
n! 3 5!
Qn (X) _ (_1)(n+1)/2 2n—l[((n _1)/2)|]2 {1_ n (n +l) X2 + n (n - 2)(n +1)(n +3) X4 _}
1-3-5.---.n 2! 4

seklinde ifade edilir. n >1 icin bagtaki katsayilar alinmistir, bu yiizden P, (x) ’e ait olan

rekiirans bagmtilar1 ayn1 zamanda Q, (X) i¢in de saglanir. (Spiegel, 1994)

2.4.11. Birlestirilmis Legendre Polinomlari

R*(x) ve P™(x) es Legendre polinomlar: birlestirilmis Legendre
denkleminin ¢6ziimleridir. Burada | pozitif bir tamsay1 ve m=0,,...,] dir. P[I,m, X]

olarak gosterilirler. m pozitif tam sayisi i¢in

m
m/2 d

P™(x) = (-D)"(@1-x?) —hR(x) (2.58)

— (;:le (1_X2)m/2 d :—J:] (X _1) (259)

ile verilirler.
Burada PR (x) birlestirilmis olmayan Legendre polinomudur. Birlestirilmis

Legendre polinomu negatif m sayisi i¢in

. W (-m
P00 = ()" RN (2.60)

ile tanimlanir.

Birlestirilmis polinomlar Ferrers fonksiyonu olarak adlandirtlir. m=0 ise
birlestirilmis olmayan polinom olarak yazilirlar. Birlestirilmis Legendre fonksiyonlar

kiiresel kordinatlarda Laplace denkleminin ¢6ziimii olan kiiresel harmoniklerin bir

parcasidir.
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Bunlar [—1,1] araliginda w=1 ve w= agirhik fonksiyonlar i¢in diktirler. Bu

1—x?

nedenle

2 (+m)!
2041 (1—-m)t "

[P (0P () = (2.61)

(+m)
Cm(l—m)t ™

JRm R 00— 262)

yazilabilirler.

Birlestirilmis Legendre polinomlari
(I=mPR"(x) =x2 -DPRL(X) - (1 +m-1)RT,(x)
indirgeme bagintisini saglarlar.

X =c0s ¢ alinmasiyla (genellikle y ile gosterilir.)

dR™ _ 4P (1) — (L +m)PT (u)

do - u?

(2.63)

ve

21+ D4R () = (1 + P (1) + (| + M-DRT (1) (2.64)

elde edilir. Ayrica

P'() = (D' (2 -1)11-x*)"* (2.65)

R, (¥) =x(2 +1)R' (x) (2.66)

seklindedir.

(-1 ™ ’yi igeren ilk bes birlestirilmis Legendre polinomu

PY(x) =1

PO(9) = x
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Pll(x) — _(1_ X2)l/2
PY(¥ = (3¢ -1

Py (x) = —3x(1— x*)"?
P (x) =3(1—x*)

P (x) = % X(5x* —3)

P(x) = g(l—SxZ)a— x2)H2

P/ (x) =15x(1— x?)
P} (x) = —15(1— x*)*'?

P)(x) = %(35X4 —30x* +3)

P, (X) :gx(s’— 7x3)(1—x*)"?

P7(x) = %(7x2 ~1)(1-x?%)

P} (X) = —105x(1— x?)*'?
P, (x) = —105(1— x*)?

P (x) = % X(63x* —70x* +15)

olarak bulunur.

X =C0S @ olarak alindiginda ise

P’(cosd) =1
P’ (cos &) = cos @

P'(cos ) = —sin &
P’ (cos ) = %(3COSZ 0-1)

P, (cos @) = —3cos dsin 6
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P/ (cos @) = 3sin* @

P’ (cos ) = % cos O(5¢cos 6 —3)

P; (cos6) = 2(1—50032 0)sin o

P/ (cos @) =15cos dsin® @

P} (cos @) = —15sin° @

olarak elde edilir.

Orijindeki tiirev

1+l o 1 1 1
|:dPV”(X):| ) 2 sm{zﬂ(y+v)}r(2v+ 2,u+1j

d, 7T EV—EIU-FE
2 2 2

seklindedir. Logaritmik tiirev ise

1 1
p —(u+ /I)H (- ﬂ)}!
{—d In P (Z)} =2 tan{1 m(p+ /1)} {2 i
d; 2=0 2 {;(,u+/1—1)}!{2(/1—/1—1)}!

bi¢iminde olur.

2.4.12. P, (x)’in Ozellikleri ( EI-Mikkawy vd., 2005)

P (x) Legendre polinomlart; lineer, ikinci dereceden,
L—x*)y"(X) —2xy'(X) +n(n+2)y(x) =0

homojen diferansiyel denklemi saglar.

—-1<x<1lve nx0 igin P,(X) Legendre polinomlar: asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1 d°

= (x> -n" n=0.12,..
2" (n!) dx"

P, (X)

. Pn(x):zini(—l)k(m L= A+x™ , n=012,.
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. Pn(x)zzinzn:@ (x+D (x-p"* | n=012,..
. Pn(X)=Zn)2‘k(E _nk_l](l—x)k , nN=012,.
. pn(x)zi[—%j :][r”kJ(l—) . n=012..

n i
E_E , N ¢ift
2] |n-1

— ,ntek
2

n tek ise P, (x) tek fonksiyon, n cift ise P,(x) cift fonksiyondur.

ePM=1 n=012,..
e P.(-X)=(-)"P,(x), n=0123,..

@-2xt+t?) 2 =>"P ()t", |t|<1

1 0 ,Mm=n
o [ROOP,()dx=1 2
4 m=n
2n+1
n |
. d Pn(x)zﬂ ~012,...

2"(n!)

dx"
. j.f(x)P(x)dx_ . j(l—xz)”[if(X)]dx
’ 2"(n!) <, dx"

0o , n tek
"
e P,(0)= (—1)2(n/2J
————=, ngift
2
.Ip(x) 22  n=012,..
2n+1
P (X) 22
. n dx=(-1)"—— , n=012,...
J;«/]_-px 1) 2n+1

. J XP, (x) dx —ZI XP, (X)
N, N

dx (a herhangi bir reel say1)
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2.4.13. Rekiirans (Tekrarlama) Bagintilar1 (Spiegel, 1994)

Ureten fonksiyon, Legendre polinomlarmin tekrarlama bagintilarini tiiretmede
yararlidir. Bu bagmtilar X cinsinden 6zdesliklerdir ve trigonometrik 6zdeslikler gibi
isimizi kolaylastirmasi ispatlarda, tiirevlerde yardimci olmasi i¢in kullanilir. Bazi
tekrarlama bagintilar1 sunlardir:

e NP(X)=(2n-)xP,_,(xX)—(n-1)P,_,(x)

e XB/(X)—PFL(X)=nR,(x)

* R(X¥)-xR(x)=nP_(x)

e (L—x?)P/(X)=nP,_ (X)—nxP,(X)

e (2n+DHP,(x)=nP. ,(x)—P ,(x)

e P..(X)=(+DP,(x)+xP,;(x)

o (L-x )R (x)=(M+1)xP,(x) ~(N+1)R,,(x)
e P -2xP ,+P ,=P,

Nty b (x) - P

n
« P.(X)= o
nea (X) n+1 n+

2.4.14. Legendre Polinomlarinin Sifirlar

Legendre polinomlarinin sifirlar1 Gaussian quadrature olarak bilinen belirli

integral yaklagimlari i¢in kullanilan niimerik metotlarda kismi olarak faydalidir.

b
j f(x)d, integrali yaklasik olarak uygun

a

Zn:aa f(x) (2.67)

toplam1 yardimiyla hesaplanir.

Legendre polinomunun sifirlar1 X; ve @; lerin hesaplanmasi i¢in kullanilir.
(2.67) formiilii f(x) polinomu 2n-1 ya da daha kiigiik dereceden polinom oldugunda
tam sonug verir. Metodun uygulanabilmesi i¢in P,(x)’in sifirlarinin reel oldugunun

bilinmesine ihtiya¢ vardir.
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3. LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK
CcOZUMU

Lineer olmayan diferansiyel denklemler kimyasal reaksiyonlarda, kiitle
transfer problemlerinde, sinyal yayilimlar1 gibi bir¢ok fiziksel olayin matematiksel

modellemesinde ortaya ¢ikmaktadir. (Corliss, 1995; Bulut vd, 2002)

Bu tip problemler son yillarda ekonomi ve ekolojide de cok etkin rol
oynarlar. Bu denklemlerin ¢6ziim yontemleri bir¢ok bilim dalinda ve
mithendislikte biliylilk Oneme sahiptir. Bununla birlikte birgok diferansiyel
denklemlerin analitik veya yaklasik ¢6ziimii bulunabilmesine karsin ¢ok sayida
denklemlerin ¢6zimi bulunmamaktadir (Bulut vd, 2002; Adomian, 1994).
Belirtilen yontemin 6nemli ve ilging bir 6zelligi ise denklemin analitik ¢6ziimii N veya
daha diisiik mertebeli bir polinom ise ¢oziimii tam olarak vermesidir.

Bilindigi iizere Lineer olmayan adi diferansiyel denklemleri, 6zel olarak basit
goriinmesine karsin birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemleri, analitik
olarak ¢6zmek genellikle kolay degildir. Bunlarin genel ¢6ziimii igin bilinen genel bir
yontem yoktur. Bununla birlikte bu tip denkleminin 6zel durumlarinin yaklasik ve tam
¢ozlimlerinin bulunmasinda birtakim bilinen yontemler mevcuttur. Fakat birinci
mertebeden bir kisim diferansiyel denklemlerin bilinen yontemlerle ¢6ziilemedigi
durumlarda bu ¢aligmada sunulan Legendre siralama yontemi kullanilarak yeteri kadar

dogrulukta yaklasik ¢éziimleri ve varsa polinom seklinde tam ¢ozlimleri bulunabilir.

3.1. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Céziimii i¢cin Legendre Siralama

(Collocation)Yéntemi

Birinci mertebeden lineer olmayan

NOO(Y' ()" +QU)Y(x)Y' () +REIY'(x) +S(R)Y(x) + TONY(X)) =G(x), ~1<x<1  (3.1)

tipindeki diferansiyel denklemin,

ay(@)+ py(b) =1 (3.2)
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karisik kosulu altindaki yaklasik ¢6ziimii Legendre polinomlar: cinsinden bir kesilmis
Legendre serisi formunda bulunacaktir. Burada N(X), Q(X), R(x), S(x), T(x)ve
G(x) fonksiyonlar1 —1< x <1 araliginda tanimli, siirekli fonksiyonlar; «,f ve 4

sabitleri degismez sabitlerdir. Bu amag i¢in diferansiyel, integral ve integro-
diferansiyel denklemlerin polinom ¢o6ziimleri, verilen Taylor (matris ve collocation)
metotlar1 (Sezer, 1994; Sezer, 1996; Nas vd., 2000; Yalginbas vd., 2002; Karamete vd.,
2002; Sezer vd., 2006; Giilsu vd., 2005) ve Chebyshev (matris ve collocation) metotlari
(Sezer vd., 1996; Akyiiz vd., 1999) gelistirilerek “Legendre Siralama (Collocation)”

adl1 yeni bir yontem sunulacak ve (3.2) kosullu (3.1) denklemine uygulanacaktir.

3.2. Materyal ve Metot
Bu ¢alismadaki amacimiz, (3.1) denkleminin (3.2) kosullar1 altinda verilen

y(x):ZN:anPn(x) , —1<x<1 (3.3)

formunda ifade edilebilen bir ¢oziimiinii bulmaktir. Boylece Legendre katsayilari

a,, (n=012,...,N) ler belirlenir. Buradaki P, (x) fonksiyonlari

[n/2] n\ 2n-2k
Pn(x)=i D (D" x"? . n=012,..,N (3.4)
2" = k n
n .
F}_ 5 , N ¢ift
2] |n-1 ,n tek
2

formiilii ile tanimlanan Legendre polinomlaridir.

3.3. Temel Matris Bagintilari

Bu boliimde, (3.1) ile verilen lineer olmayan diferansiyel denkleminin her
teriminin matris formlar: elde edilir. Bunun i¢in 6nce (3.3) ile verilen Legendre

polinom yaklasimi matris formunda
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y(x) =P(x)A (3.5)
seklinde matris formunda yazilir. Burada P(x) ve A matrisleri

P(X) =[P, (x) P.(X) Py(X) ... Py(x)]

A=[a, a a, .. a,[
seklinde tanimlanir. Daha sonra y(x)y'(x), y'(x) ve (y’(x))2 ¢oziimlerini de matris

formu seklinde yazmamiz gerekir. Bunun i¢in ilk olarak (3.5) ifadesinin X ’gore tiirevi
alinirsa;
'(X) =P'(x)A
y'(x) =P'(x) \ (3.6)
=PI A
elde edilir.

Burada n ¢ift ise

-k Ok O
-0 w o o
-0 0o o o
-0 O o o
-0 O o o
- O O o o

o o o o

2N -3 0 0
050 - 0 2N -1 0]

o
~

n tek ise

O Kk O
O W O O
- 01 ©O O O
- O O O O
- O O O o

o O O o

o O o o

2N -3 0
307 - 0 2N-1 0

L JNxN

o [ o

seklindedir. Diger yandan (y(x))2 ifadesi de
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Px) 0 -+ 0 |aA
(y(x))zz[l X %(3x2—1) } O P(:X) ale
0 0 - P(X)|ayA
kisaca
y* (9 = P()P" () A"
seklinde yazilabilir.
Burada P*(x) ve A’
Px) 0 .- O a A
P*(x) = 0 P(:x) | A = al.A
0 0 - P(x ayA
seklindedir.

(3.5), (3.6), (3.7) ifadelerini kullanarak
y()y'(x) = PP (x)(IT")" A’

ifadesini elde ederiz.

(3.7) bagintisina benzer bir yol izlenerek ve (3.5) bagintis1 kullanilarak
(y'00)* = P)IT" PTO(IT7)" A"
elde edilir. Burada ([1")"

[ o - 0
- O M
0 0 - I
seklindedir.

3.4. Siralama (Collocation) Noktalarina Dayal Matris Bagintilar:

Bu calismada kullanilacak siralama noktalari

x —a+2=2i i=012,..N
N

ile tanimlanir. Bu siralama noktalari (3.1) ile verilen denklem de yerine konulursa,

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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N(x )(y'(xi))2 + QM) Y)Y (%) + R(x)y' (%) + S(Xi)y(xi)+T(Xi)(y(Xi))2 =G(X); (3.11)
i=012.,N; -1<x<1

sistemi elde edilir. Bu sistem (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) matris bagintilarinda

(3.10) siralama noktalar1 kullanilarak

(NP(IT P (IT" ) +QPP*(IT" )* + TPP*)A* +(RPIT" +SP)A=G (3.12)

seklindeki temel matris denklemine doniistiiriiliir.

Burada;
N(x,) O 0 Qx,) 0 - 0
e S
{ N(XN) 0 0 Q)
R(x,) O 0 S(x,) 0 - 0
R(x) ; S o 5(.)(1) :
{ R(>.<N)_ I 6 6 S(>.<N)
T(x%) O 0 | 1 9(%o)
TOO) G| 90|
{ T(>.<N)_ _9(;<N)
POG) | [ Ro(%)  RilX)  Py(X) - Py(X)
o_| PO |_| R R Px) o Rula)
F’(>.<N) Po(;<N) F’l(;<N) Pz(;<N) PN(.XN)

olarak tanimlanir.
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(3.2) kosullarina kars1 gelen matris denklemi (3.5) bagintis1 kullanilarak

P(a) = [1 a %(3a2 -1) }

P(b):{lb%(sz _1) }

olmak tizere
{aP(@)+BP(b)A=2 (3.13)

bi¢giminde elde edilir.

Lineer olmayan (3.1) denkleminin siralama noktalarina dayali (3.12) temel matris
denklemi, a,,a;,a,,...,a, bilinmeyen Legendre katsayilar1(N +1) lineer olmayan
cebirsel denklemden olusan bir sisteme kars1 gelir.

(3.12) denklemi kisaca;

WA" +VA =G (3.14)
veya arttirilmig matris olarak

W;V :G] (3.15)
bi¢ciminde yazilabilir. Burada,

W =[w, ]= NPTT" P*(IT" )" +QPP*(IT" )’ +TPP*;  p.g=012,..N

V =|v,,]=RPII" +SP
seklindedir.
(3.2) karisik kosullarina karsilik gelen (3.13) temel matris denklemi, kisaca

ZA=[7]
veya arttirtlmis matris olarak

[Z;0; 4] (3.16)
bigiminde yazilabilir. Burada 0 ve Z matrisleri

0=[000...0] .,

ve
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Z=|z, 2, 2, .. 2, ]= aP(a) + pP(b)

Z= [zj]{l a %(3312 1) ...}[1 b %(3b2 1) }

olarak tanimlanmustir.

(3.1) denkleminin (3.2) kosuluna gore Legendre polinomu cinsinden ¢oziimiini elde

etmek i¢in (3.15) arttirilmis matrisinin son satirt silinerek, yerine kosulla ilgili (3.16)

satir matrisinin konulmasiyla elde edilen yeni arttirilmis matris

WV :G|=

WOO WOl
WlO Wll
WN—l,O WN—l,l
0 o0

veya karsilik gelen matris denklemi

WA* +VA=G

seklinde olur; burada

Woo Woy
Wio Wiy
W = : :
Wyao Whag
0 0
G(x,)
& | G
A

bigiminde tanimlanirlar.

<

(3.17)
G(%,) |
G(x,)

G(Xy1)

(3.18) matris denklemine kars1 gelen lineer olmayan cebirsel sisteminden, bilinmeyen

a,, (a,,a,,a,,...,a,) Legendre katsayilar1 belirlenebilir. Sonu¢ olarak (3.18) matris

denklemi yardimiyla (3.3) kesilmis seri formunda yaklasik ¢6ziim elde edilir.
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3.5. Coziimiin Dogrulugu

Coziimiin dogrulugunu kontrol etmek i¢in asagidaki yol izlenebilir. (Glgli,

I., 2009)
(3.3) Legendre polinomu (3.1) denkleminin bir yaklagik ¢6ziimii oldugu igin
y(X)ve tirevi (3.1) de yerine konuldugunda sonug¢ denklem yaklasik olarak

saglanmalidir; yani

x = x, €[a,b] i¢in

E(x) = ‘N(Xi)ylz(xi)+Q(Xi)y(xi)y’(xi) +ROG) Y (%) +S(%) y(%;) +T(Xi)y2(xi)_G(Xi )‘ =0

veya

E(x) <10 (k, eZ%).

Eger max10® (keZ*) (10)=10% (keZ") belirlenmis ise, N kesme
sinir1 E(X) farkli her bir noktada belirlenen 10* degerden daha kiiciik kalincaya

kadar arttirilir. Diger yandan hata

Ey () =N (y3 (0)° +Q(X) Yy (%) Y3 00 +R) Y () + S Yy () +T(X)y,,* (X) - G(x)

fonksiyonu ile tanimlanabilir. Eger N yeterince biiyiik oldugunda E(x) —> 0 ise

0 zaman hata azalir.
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4. LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEMLER IiLE IiLGILI
NUMERIK UYGULAMALAR

Bu boliimde ¢alismada sunulan “Legendre Siralama (Collocation) Ydntemi” nin
kullanilabilirligini agiklamak i¢in asagidaki birinci mertebeden degisken ve sabit

katsayil1 lineer olmayan diferansiyel denklem 6rnekleri incelenmistir.

ORNEK 4.1. Birinci mertebeden lineer olmayan

(Y(X))* =x’y(x)=1-x*> -1<x<1 (4.1)
diferansiyel denklemini ve

y(=D+2y@) =1

kosulunu g6z 6niine alalim ve bu denklemin Yy (X) ¢oziimiine

y(x) = ZanPn (%),

sonlu Legendre serisiyle yaklagalim.
N(x)=1 Q(x) =0, R(x) =0, S(x) =—x*, T(x) =0, G(x) =1-X°
olup N =2 i¢in

X; =—1+£i :—1+Ei ; 1=012,
N 2

{%=-1 % =0, x, =1}

olarak bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q ,R,S, T, Ave G matrisleri,
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100 000 000 ~1 0
N—{Olo, Q=/0 0 0], R=[0 0 0, S=/0 0
001 000 000 00
000 a,
T=[0 0 0f, A=la |, G=

000 a,

1 -1 1 1 -1100 0 O0O0O 0
P=1 0 -1/2|, P"={0 0 0O 1 0 -1/2 0 0 O} [1=|1
11 1 0 0 000 O 111 0

* T
A :[aoao a8, aa, aa, aa aqa, aa, aaq azaz]

olarak bulunur. Verilen denklem ve kosul i¢cin matris denklemleri

NPIT" P*(IT" )'A* +SPA=G
ve
{P(-)+2P@)}A =[]

olarak elde edilir. Istenilen arttirilmis matris,

0o0o0o00100-3-9,; -11 -1
0ooo00100O0O O ,; O O0UPHO
ooo0oo0oo0o00 0 O ,; 3 1 3

seklindedir; ve buna karsilik gelen matris denklemi

w O o

o O O
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WA +VA|=[G]

yani agik olarak;

aOaO
aOal
a0a2
-3 -9 a3, -1

o O O
o O o
o O O
o O O
o - =
o O O
o O O

a,8,
aa

a,da,

1

~1Ta,

0 |aa [+|0 0 O |
0 || aa, 3 1 3|a,

bi¢iminde bulunur. Elde edilen sistemden {ao, a, az} katsayilar

{a,=0,a =1 a,=0}
olarak bulunur. Bu katsayilar,

Y(x) = 8,P, (x) + &P, (x) + 8,P, (X)
ifadesinde yerine yazilirsa

y(x) =X

formundaki tam ¢6ziimii elde edilir.

ORNEK 4.2. Birinci mertebeden lineer olmayan
X(Y'(0)* +yy' —xy* =e*, 0<x<1

diferansiyel denklemini ve
y(0) =1
baslangi¢ kosulunu g6z 6niine alalim ve y(X) ¢dziimiine

y(X) = Zanpn (X)’

sonlu Legendre serisiyle N =2 alarak yaklasalim.

(4.2)
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N(X) =X, S(X)=R(X) =0, T(X)=—-x, Q(X) =1, G(x) =e* olup N =2 i¢in
X; :0+1i:0+£i :1=012,
N 2

{X, =0, x,=1/2, x, =1}
bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q,R,S, T, Ave G matrisleri,

0 0 0 100 0 0 0
N=[0 1/2 0], Q—OlO], T=0 -1/2 0|,
0 0 1 001 0o 0 -1
000 000 a, 1
S=(0 0 0}, R{o 0 0|, A=|a | G=|e"
000 000 a, ¢!

ve (3.7) de tanimlanan P, P*, A" matrisleri ile (3.6) da tanimlanan [] matrisi de

1 0 -1/2 10 -1/2 0 0 0 000
P=|1 1/2 -1/8|, P*=|0 0O 0 1 1/2 -1/8 0 0 0],
1 1 1 00 0O 0 O 0 111
0 0O
[I=|1 0 0],
0 30

* T
A = [a'O a‘O a0 a'l a'O a2 alaO a’lal a1a2 a2 aO a2 al a'2 aZ ]

olarak bulunur. Boylece verilen denklem ve kosul i¢in matris denklemleri

(NPTT" P*(IT7 )" +QPP*(IT" )" +TPP" A" =G
ve
[PO]A=[]

olarak elde edilir. Istenilen arttirilmis matris,
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0 1 0 0 0 0 0O -1/2 -3/2 ;: 00 0 : 1
-1/2 1 1/4 -1/4 7/8 49/32 1/16 11/16 31/16 : 0 0 0 : eY?
0 0 O 0 0 0 0 0 0O : 1 0 -1/2 : 1

seklinde elde edilir; ve buna karsilik gelen matris denklemi

WA +VA|=[G]
yani agik olarak,

aOaO
aOal
aOaZ
0 10 0 0 0 0 -1/2 -32]aa| 00 0 Tal 1
12 1 14 -1/4 7/8 25/32 1/16 11/16 31/16|aa, [+]0 0 0 |a, |=|e?
0 0 O 0 0 0 0 0 0 Jlaa, 1 0 -1/2|a, 1
a,a,
a,a
328, |

bi¢ciminde bulunur. Elde edilen sistemden a,, a, ve a, Legendre katsayilari

olarak bulunur. Bu katsayilar ,
y(x) = a,R, (X) + 3, P () + a,P, (X)
ifadesinde yerine yazilirsa

y(x)=1+x+%x2

Legendre polinom ¢6ziimii elde edilir. Bu elde edilen ¢6ziim e*’in Taylor agiliminin ilk

ti¢ terimidir. Boylece N ’in farkli degerleri i¢in bulunan ¢oziimlerle denklemin tam
¢oziimii olan y =¢*’in [0,1] arahigindaki karsilastirilmas1 asagidaki Tablo 4.1, Grafik

4.1 ve Grafik 4.2’de verilmistir.
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Tablo 4.1. Ornek 4.2’nin N =2, N =5 ve N =8 i¢in Niimerik Sonuglari

Tam ¢6ziim Legendre Collocation

X; y(x) =¢e* y(x;),N=2 E(x;,),N=2 y(x;),N=5 | E(x;),N=5 y(x;),N=8 | E(x,),N=8

0 1 1 0 1 0 1 0
0.1 1.10517091807 | 1.10500000000 | 1.7091807E-04 | 1.1051709166 | 1.4089809E-09 | 1.1051709180 | 2.7835418E-015
0.2 1.22140275816 | 1.22000000000 | 1.4027581E-03 | 1.2214026666 | 9.1493503E-08 | 1.2214027581 | 1.4396751E-012
0.3 1.34985880757 | 1.34500000000 | 4.8588075E-03 | 1.34985775 1.0575760E-06 | 1.3498588075 | 5.5913818E-011
0.4 1.49182469764 | 1.48000000000 | 1.1824697E-02 | 1.4918186666 | 6.0309746E-06 | 1.4918246968 | 7.5238142E-010
0.5 1.64872127070 | 1.62500000000 | 2.237213E-002 | 1.6486979166 | 2.3354033E-05 | 1.6487212650 | 5.6641658E-09
0.6 1.82211880039 | 1.78000000000 | 4.2118803E-02 | 1.8222048 7.0800390E-05 | 1.8221187708 | 2.95333608E-08
0.7 2.01375270747 | 1.94500000000 | 6.8752707E-02 | 2.0135714166 | 1.8129080E-04 | 2.0137525879 | 1.19513879E-07
0.8 2.2255409284 | 2.12000000000 | 1.0554098E-01 | 2.2251306666 | 4.1026182E-04 | 2.2255405367 | 4.01762308E-07
0.9 2.45960311115 | 2.30500000000 | 1.5460311E-01 | 2.45875825 | 8.4486115E-04 | 2.4596019389 | 1.17220828E-06
1 2.71828182845 | 2.50000000000 | 2.1828183E-01 | 2.7166666666 | 1.6151617E-03 | 2.718278769 | 3.05861775E-06
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ORNEK 4.3. Birinci mertebeden lineer olmayan
i 2 ' 3 2
W(@)+3W(@—yW)=—§x : -1<x<1

diferansiyel denklemini ve
y(0) =1

baslangi¢ kosulunu g6z 6niine alalim ve y(X) ¢dziimiine

V00 = 3, ().
sonlu Legendre serisiyle N =2 alarak yaklasalim.

N(x) =1 Q(X) =0, R(X) =3x, S(X)=-1, T(x) =0, G(x) = _73 x?
olup N =2 igin

X; :—1+%i :—1+§i :1=012,

{X=-1 % =0, x, =1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q,R,S, T, Ave G matrisleri,

100 000 300
N={0 L 0, Q=[0 00|, R=[0 00|

00 1 0 0 0] 0 0 3

-1 0 0 0 0 0] a, -3/2
S=[0 -1 0|, T=|0 0 0|, A=|a| G=| 0

0 0 -1 0 0 0] a, ~3/2

ve (3.7) de tanimlanan P, P*, A" matrisleri (3.6) da tammlanan [] matrisi de

1 -1 1 1 -1100 0 O0O0OTO 0
P=1 0 -1/2|, P'=0 0 0 1 0 -1/2 0 0 Of [I=|1
11 1 0O 0o 000 O 111 0

w O o

(4.3)

o O O
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* T
A = [aO aO aO a'l aO aZ alaO alal a1a2 a2 aO a2a1 a'2 a2 ]
olarak bulunur. Boylece verilen denklem ve kosul i¢in matris denklemleri

NPIT" P*(IT" ) A" +(RPII" +SP)A=G
ve

[PO]A=[]

olarak elde edilir. Istenilen arttirilmis matris,

cooo0oo0100-3-9; -1-2 8 : -3/2
coooo100450 O0 ;-1 0 112 : 0
cooooo0oo0o0 o0 O ;1 0 -12: 1

seklinde elde edilir. Buna karsilik gelen matris denklemi

WA +VA|=[G]

yani acik olarak,

aOaO
aOal
aOaZ
-3 -9)aa, | [-1 -2 8 Ja,| [-3/2
0O (aa |[+|-1 0 1/2 |a |=| O
0 || aa, 1 0 -1/2|a, 1
aZaO
aZal
a2a2_

o O O
o O O
o O O
o O O
o -
o O O
o O o

olarak elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden
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a,, 8, ve a, Legendre katsayilar

5 -1
a, =5 a =1 a, =3

olarak bulunur. Bu katsayilar ,
y(x) =a,R, (X) +a,P, (X) + 8, P, ()
ifadesinde yerine yazilirsa

y(X) :—%x2 +Xx+1

formundaki tam ¢6ziim elde edilir.

ORNEK 4.4. Birinci mertebeden lineer olmayan (Riccati diferansiyel denklem)
xy'(X) —xy(x) +y*(x) =e* , -1<x<1 (4.4)

diferansiyel denkleminin
y(0)=1

baslangi¢ kosuluna gore Legendre polinom cinsinden ¢éziimiinii arastiralim.

Onceki 6rneklerde yapilan islemler tekrarlandiginda verilen denklemin farkli N

degerleri (N =3,4,5) igin bulunan yaklasik ¢oziimler ile denklemin tam ¢6ziimii olan
y(x) =e*’in [-1,1] arahigindaki karsilastirlmasi1 Tablo 4.2, Grafik 4.3, Grafik 4.4’te

verilmistir.
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Tablo 4.2. Ornek 4.4’in N =3, N =4 ve N =5 i¢in Niimerik Sonuclari

Tam ¢6ziim Legendre Collocation

X; y(x) =e* y(x;),N=3 E(x,),N=3 y(x,),N=4 | E(x),N=4 y(x),N=5 | E(Xx;),N=5
-1 0.367879 0.334323 3.355627E-02 | 0.375008 7.129406E-03 | 0.366674 1.205123E-03
-0.8 0.449329 0.435370 1.39587E-02 0.451714 2.385336E-03 | 0.449005 3.234411E-04
-0.6 0.548811 0.544421 4.390231E-03 | 0.549368 5.565309E-04 | 0.548751 5.977526E-05
-0.4 0.67032 0.669516 8.033632E-04 | 0.670368 4.796019E-05 | 0.670313 6.920744E-06
-0.2 0.818730 0.818696 3.456772E-05 | 0.818712 1.854363E-05 | 0.818729 1.547447E-06
0.0 1.00000 1.000000 0.0 1.000000 0.0 1.000000 0.0

0.2 1.221403 1.221468 6.545648E-05 1.221431 2.867506E-05 | 1.221406 2.751472E-02
0.4 1.491825 1.491141 6.837805E-04 1.491807 1.730121E-05 | 1.491826 1.205291E-06
0.6 1.822119 1.817058 5.060605E-03 | 1.82153 5.891915E-04 | 1.822062 5.722084E-05
0.8 2.225541 2.20726 1.828079E-02 2.222601 2.940306E-03 | 2.225153 3.87694E-04

1 2.718282 2.669787 4.8495E-02 2.708624 9.658009E-03 | 2.716702 1.579906E-03
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—#— Tam Cézim
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Grafik 4.4. Ornek 4.4’iin N =3, N =4 ve N =5 icin hata analiz grafigi
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ORNEK 4.5. Birinci mertebeden lineer olmayan

(Y'(0)* = xy(x)y' () = x*y(x) + y* (x) =1-x° —1<x<1 (4.5)
diferansiyel denklemini ve

y(=D+2y@ =1,

kosulunu goz oniine alalim ve y(Xx) ¢6ziimiine

y(x) = ZanPn (%),

sonlu Legendre serisi ile N =2 alarak yaklasalim.

N(x) =1 Q(X) =—x, R(X) =0, S(x) =—x*, T(X) =1, G(x) =1—x> olup N =2
i¢in
X; :—1+£i :—1+zi :1=012,
N 2

{X,=-1 % =0, x, =1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q,R,S, T, Ave G matrisleri,

100 10 0 0 0O -10
N=|0 1 0}, Q=/0 0 0|, R=/0 0 0|, S={0 0 0],
0 01 0 0 -1 0 0O 0 0 -1
100 a, 2
T=|/0 1 0|, A=|a/| GC=
0 01 a,

ve (3.7) de tanimlanan P, P*, A" matrisleri ile (3.6) da tanimlanan [] matrisi de
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1 -1 1 1 -1100 0 0O00DO
P=|1 0 -1/2| P*=|0 0 01 0 -1/2 0 0 0]
1 1 1 0O 0 000 O 111
0 0O
[I=|1 0 0],
0 30

A = [aoao Py Qa, a, aa aa, a8, 88 a, ]T
seklinde elde edilir. Verilen denklem ve kosul i¢in matris denklemleri;
(NPIT" P*(IT" )" +QPP*(IT" )* +TPP*)A" + SPA=G

ve
{P(-1)+2P@}A=[]

olarak elde edilir. Istenilen arttirilmis matris,

WV :G|=
1 0 -2 -1 012 1 -1 -5 ; -1 1 -1
1 -1 1 01 O -1/2 -1/2 -1/2 ; 0 0O O
0O 0 0 0 0 O 0 0 o ; 3 1 3

seklindedir; ve buna karsilik gelen matris denklemi
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WA +VA|=[G]

yani agik olarak,

8,8,
apdy
8o,
8,8,
4,
a,8,
a,8,
aa
a,8,

1 0 -2 -1 0 1/2 1 -1 -5
-1 1 0 1 0 -1/2 -1/2 -1/2
0 0 0 0 0 O 0 0 0

bi¢iminde bulunur. Bu sistemin ¢6ziimiinden a,, a, ve a, Legendre katsayilari

{a,=0, a=1a,=0}
bulunur. Elde edilen katsayilar,

y(x) =a,R () + &, R (X) +a,P,(x)
ifadesinde yerine yazilirsa

y(x) =X

formundaki tam ¢6ziim elde edilir.

ORNEK 4.6. Birinci mertebeden lineer olmayan

V) =xX°y(X) +xy*(X) =—x>+x+1 , —-1<x<1

diferansiyel denklemini ve
y(0)=-1
baslangi¢ kosulunu g6z 6niine alalim ve y(X) ¢oziimiine

ﬂ@zZ%ﬂW)

sonlu Legendre serisiyle N =2 alarak yaklasalim.

-1 1 -1]a,

+/0 0 0fa

3 1 3|a,

(4.6)
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N(x) =Q(X) =0, R(x) =1, S(X) =—x?, T(X) =X, G(X) = —x° + x+1 olup
N =2 icin
X; :—1+£i :—1+gi :1=012,
N 2

X, =—1, %, =0, x, =1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q ,R,S, T, Ave G matrisleri,

000 [0 00 100
N=|0 0 0}, Q—OOO], R=(0 1 0f,
000 0 0 0 0 01
-1 0 0 -1 00 a, 1
S=|0 0 0|, T=/0 0 0|, A=l|a/|, G=|1
0 0 -1 0 01 a, 1

1 -1 1 1 -1100 0 0O0DO
P= 0 -1/2| P*=|0 0 01 0 -1/2 0 0 0]
1 1 0O 0 000 O 111
0 0
[T=|1 0f,
0 0

* T
A = [ao a Qd Qad aa, a aa, aa, {a a, az]
seklinde elde edilir. Boylece verilen denklem ve kosul i¢in matris denklemleri

TPP*A" +(RPII" +SP)A=G
ve

[PO]A=[-1]
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olarak elde edilir. Istenilen arttirilmis matris,

WV :G|=

-11-110 -1/2 -1 -1 -1,; -12 -4
0O 0 0 00 O o o o ; 0 1 0 :
0 0 0 00 O o 0 o0 ; 1 0 -1/2 : -1

ve karsilik gelen matris denklemi
WA +VA|=[G]

yani agik olarak,

aOa‘O_
aOal
a0a2
~11 -110 -1/2 -1 -1 -1]aa,| [-1 2 -4 Ta,
00000 O O O Ofaal|+/0 1 0 |a
0 0000 0O 0 0 Ojaa| |1 0 -1/2]a,
a,a,
a,a,

[ 3,8, |
bi¢ciminde bulunur. Elde edilen sistemden a,, a, ve a, Legendre katsayilari
{ao =-1 a =1 a, :0}
olarak bulunur. Boylece katsayilar
y(x) =R () + &, R (X) +a,P,(x)
ifadesinde yerine yazilirsa,
y(x)=x-1

formundaki tam ¢6ziim elde edilir.
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ORNEK 4.7.
(Y'(X))* +2xy'(x) —4y(x) =4x* —2x-3 , —-1<x<1 4.7)

diferansiyel denklemini ve
y(0) =1
baslangi¢ kosulunu g6z 6niine alalim ve y(X) ¢dziimiine

y(x) = ZanPn (%),

sonlu Legendre serisiyle N =2 alarak yaklasalim.

N(x) =1, Q(x) =0, R(X) = 2x, S(X) =4, T(xX) =0, G(x) = 4x* —2x—3 olup
N =2 icin
X; :—1+£i :—1+gi :1=012,
N 2

X, =—1, % =0, x, =1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q,R,S, T, Ave G matrisleri,

100 000 —2 00

N={0 1 0/, Q=/0 00/, R=/0 0 0,
001 000 0 0 2
4 0 0 000 . 3

S=[0 -4 0|, T=/0 0 0|, A=|a| G=|-3
0 0 -4 000 a, -1

ve (3.7) de tanimlanan P, P*, A" matrisleri ile (3.6) da tanimlanan [] matrisi de
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1 -1 1 1 -1100 0 0O00DO
P=|1 0 -1/2| P*=|0 0 01 0 -1/2 0 0 0]
1 1 1 0O 0 000 O 111
0 0
[T={1 0 0,
0 30

A = [aoao ad, a, a, a aa, a8, 838 a3, ]T
seklinde elde edilir. Boylece verilen denklem ve kosul i¢in matris denklemleri
NPIT"P*(IT" )'A" +(RPII" +SP)A=G

ve

[PO]A=[]

seklindedir. Istenilen arttirilmis matris,

WV :G|=

cooo00100-3-9,; -42 2 : 3
coooo0o1o000 O ,;-40 2 : -3
coooo0oo0oo0o0 o0 O ;1 0-122:1

ve bunakarsilik gelen matris denklemi;
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WA" +VA|=[G]

yani agik olarak

aOaO
aOa'l
aOaZ
0000100 -3 -9|aa, -4 2 2 |a, 3
0000100 O0O Ofaal+-40 2 |a|=|-3
0 00O0OOO O O0]faa, 1 0 -1/2]a, 1
a'2a'0
aZal
| 322, |
elde edilir. Elde edilen sistemden {a,, a,, a, | katsayilari
4 2
{ao =§, a=-1 a, 25}
olarak bulunur. Bu katsayilar,
y(x) =a,P, (X) + ;P (X) + 8, P, (X)
ifadesinde yerine yazilirsa
y(x) =x>—x+1
formundaki tam ¢6ziim elde edilir.
ORNEK 4.8. Birinci mertebeden lineer olmayan
(Y'(X))* + y(X)y'(x) —2xy(x) =8x* +30x+20 , -1<x<1 (4.8)

diferansiyel denklemini ve
y(0) =1
baslangi¢ kosulunu g6z 6niine alalim ve y(X) ¢dziimiine

y(X) = Zanpn (X)’

sonlu Legendre serisiyle N = 2 alarak yaklasalim.

N(x) =1 Q(x) =1, R(X)=T(x) =0, S(x) =—2x, G(X) =8x* +30x+20 olup



59

N =2 igin
X; =—1+£i =—1+gi ; 1=012,
N 2

X, =—1, % =0, x, =1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q ,R,S, T, Ave G matrisleri,

1 00 2 0 0 0 0O
N=Q=|0 1 0|, S=|0 0 0|, T=R=|0 0 0],
0 01 0 0 -2 0 0O
a, -2
A=la |, G=|20
a 58

1 -1 1 1 -1100 0 O0O0O
P=|1 0 -1/2| P*=(0 0 01 0 -1/2 0 0 0],
1 1 1 0O 0o 000 O 111
0 0O
[T=/1 0 0],
0 30

A = [aoao Q3 d, a; aa aa, ad, a4 a,a, ]T

seklinde elde edilir. Boylece verilen denklem ve kosul i¢in matris denklemleri
(NPT P*(IT" )" +QPP*(IT" ) )A" + SPA=G

ve

[PO]A=[]

olarak elde edilir. Istenilen arttirilmis matris
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WV :G|=

01 -30000 -2 -6 ; 2 -2 2
01 -30100 -1/2 -3/2 ; 0 O 0
00 0 00O0OO0C O o ;1 0 -1/2

veya karsilik gelen lineer olmayan cebirsel denklem sistemi,

a,a, —3a,a, —2a,a, —6a,” +2a, —2a, +2a, = —2

A8 3,2

2
a,a, —3a,a, +a, —
2 2

olarak elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden a,, @, ve a, Legendre katsayilari

4 2
{ a, :§’ a =4, a, 25}

bulunur. Elde edilen katsayilar,

y() =a,R () +a, R (x) +a,P,(x)
ifadesinde yerine yazilirsa

y(x) = x* +4x+1

formundaki tam ¢6ziim elde edilir.

ORNEK 4.9.

(Y'(9)? +4xy'(x) —2y(x) =-2x*

diferansiyel denklemini ve
y(0)=2

baslangi¢ kosulunu g6z 6niine alalim ve y(X) ¢dziimiine

-2
20

(4.9)
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2
y(x) = a,P,(x),
n=0
sonlu Legendre serisiyle N =2 alarak yaklasalim.
N(x) =1, Q(X) =T(x) =0, R(X)=4x, S(x) =2, G(x) =—2x* olup N =2 i¢gin
2

X, =—1+—Ii =—1+gi ; 1=012,
N 2

{X, =—1, %, =0, x, =1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q ,R,S, T, Ave G matrisleri,

100 000 4.0 0 -2 0 0
N=/0 1 0/, Q=0 0 0|, R=|/0 0 0| ,S=[{0 -2 0
00 1 000 0 0 4 0 0 -2
000 a, —2
T=(0 0 0|, A=|al| G=|0

000 a, ~2

ve (3.7) de tanimlanan P, P, A" matrisleri ile (3.6) da tamimlanan [] matrisi de

1 -1 1 1 -1100 0 00O
P= 0 -1/2| P*=|0 0 01 0 -1/2 0 0 0]
1 1 0o 0 000 O 111
0 0O
[I=|1 0 0],
0 30

A* = [a'O a‘O a'Oa'l a'O aZ alaO a’lal a1a2 a'2 a'O a2a1 a'2 a2 ]T
seklinde elde edilir. Boylece verilen denklem ve kosul i¢cin matris denklemleri

NPIT"P*(IT" )" A" +(RPIT" +SP)A=G



ve

[PO]A=[2]
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olarak elde edilir. Istenilen artirilmis matris,

0000100 -3 -9
00001100 O0 O
0 000O0OO0OTO0O O
ve buna karsilik gelen matris denklemi
WA +VA|=[G]
yani acik olarak,
0000100 -3 -9
0 000110O0 O0 O
0 000O0O0OO0OTO0O O

- 8,8, -
oy
8,8,
&8,
aa
&8,
a,d,
a,a,

| @,8,

seklindedir. Elde edilen sistemden a,, a, ve a, Legendre katsayilar

11 -1
a, =5 a =2 a, =3

olarak bulunur. Bulunan katsayilar ,

y(X) =2a,P, (X) +2,R (X) +a,P,(X)
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ifadesinde yerine yazilirsa
_ 1.,
y(x) = 2+2x—5x

formundaki tam ¢6ziim elde edilir.

ORNEK 4.10.
X(Y'(X)? = xy’(X)+y(x)=e* , 0<x<1 (4.10)

diferansiyel denklemini ve
y(0) =1
baslangi¢ kosulunu g6z oniine alalim ve y(X) ¢dziimiine

ww:Z%ﬂux

sonlu Legendre serisiyle N =2 alarak yaklasalim.
N(X)=% Q(X)=R(x)=0, T(X)=—%, S(X)=1, G(x)=e" olup N=2
i¢in
X; =0+li =0+1i ; 1=012,
N 2

{X, =0, x,=1/2, x, =1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q ,R,S, T, Ave G matrisleri,

0 0 0 000 000
N=|0 1/2 0|, Q=|0 0 0] R=(0 0 Of,
0 0 1 000 000
o 0 O 100 a, 1
T=|0 -1/2 0|, S=(0 1 0, A=|a, |, G=|e"?
o 0 -1 001 a, e

ve (3.7) de tanimlanan P, P", A" matrisleri ile (3.6) da tanimlanan [] matrisi de
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1 0 -1/2 10 -1/2 0 O
P=|1 1/2 -1/8|, P*=|0 0 0 1 1/2
1 1 1 o0 0 0 O
0 0O
[I=|1 0 0],
0 30

* T
A :[aoao a4, aa, aa, aa aa, aa, a,aq azaz]

seklindedir. Verilen denklem ve kosul i¢cin matris denklemi;

(NPIT" P*(IT" )" + TPP* )A" + SPA=G
ve

[POJA=[]

olarak elde edilir. Istenilen arttirilmis matris,

WiV :Gl=
0 0 O 0 0 0 0 0 0

-1/2 0 1/4 -1/4 3/8 25/32 1/16 13/16 37/16
0 0 O 0 0 0 0 0 0

ve buna karsilik gelen matris denklemi

WA +VA|=[G]

yani agik olarak,

1
1
1

0
-1/8
0

0
1/2
0

0 0
00
11

-1/2
-1/8
-1/2

0
0},
1

e

1

1/2

1
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a'Oa'O
a'Oal
aOa‘Z
0 0 O 0 0 0 0 0 0 | aa,
-1/2 0 1/4 -1/4 3/8 25/32 1/16 13/16 37/16| a,a,
0O 0 O 0 0 0 0 0 0 Jaa,
a2a0
aZal

8,8, |
1 0 -1/2]a, 1
+|1 1/2 -1/8| a, |=|e"?
1 0 -1/2|a, 1

bigiminde bulunur. Elde edilen sistemden a,, a, ve a, Legendre katsayilar

7 1
a0=g' a1=1| azzg

olarak bulunur. Bu katsayilar
y(x) =a,F (x) +a,R (X) +a,P, (x)
ifadesinde yerine yazilirsa
y(x):1+x+%x2
Legendre polinom ¢oziimii elde edilir Onceki &rneklerde yapilan islemler
tekrarlandiginda verilen denklemin N ’in farkli degerleri i¢in bulunan ¢o6ziimlerle

denklemin tam ¢6zimii olan y=e€"’in [0,1] arahigindaki karsilastirilmas1 asagidaki

Tablo 4.3, Grafik 4.5 ve Grafik 4.6’da verilmistir.
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Tablo 4.3. Ornek 4.10’'un N =2, N =5 ve N =8 i¢in Niimerik Sonuglar

Tam ¢6ziim Legendre Collocation

X; y(x) =¢e* y(x;),N =2 E(x;),N=2 y(x;),N=5 | E(X;),N=5 y(x;),N=8 | E(x),N=8

0 1 1 0 1 0 1 0
0.1 1.10517091807 | 1.10500000000 | 1.7091807E-04 | 1.1051709166 | 1.4089809E-09 | 1.1051709180 | 2.7835418E-015
0.2 1.22140275816 | 1.22000000000 | 1.4027581E-03 | 1.2214026666 | 9.1493503E-08 | 1.2214027581 | 1.4396751E-012
0.3 1.34985880757 | 1.34500000000 | 4.8588075E-03 | 1.34985775 1.0575760E-06 | 1.3498588075 | 5.5913818E-011
0.4 1.49182469764 | 1.48000000000 | 1.1824697E-02 | 1.4918186666 | 6.0309746E-06 | 1.4918246968 | 7.5218142E-010
0.5 1.64872127070 | 1.62500000000 | 2.237213E-002 | 1.6486979166 | 2.3354033E-05 | 1.6487212650 | 5.66416588E-09
0.6 1.82211880039 | 1.78000000000 | 4.2118803E-02 | 1.8222048 7.0800390E-05 | 1.8221187708 | 2.95333608E-08
0.7 2.01375270747 | 1.94500000000 | 6.8752707E-02 | 2.0135714166 | 1.8129080E-04 | 2.0137525879 | 1.19513879E-07
0.8 2.2255409284 | 2.12000000000 | 1.0554098E-01 | 2.2251306666 | 4.1026182E-04 | 2.2255405367 | 4.01762308E-07
0.9 2.45960311115 | 2.30500000000 | 1.5460311E-01 | 2.45875825 | 8.4486115E-04 | 2.4596019389 | 1.17220828E-06
1 2.71828182845 | 2.50000000000 | 2.1828183E-01 | 2.7166666666 | 1.6151617E-03 | 2.718278769 | 3.05861775E-06
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ORNEK 4.11. Birinci mertebeden lineer olmayan (Riccati diferansiyel denklemi)
X(Y'(X)? +xy*(X)+y(X) =x+sinx, O0<x<rx (4.11)
diferansiyel denkleminin
y(0)=0
baslangi¢ kosuluna gore Legendre polinom cinsinden ¢oziimiinii arastiralim.
Onceki drneklerde yapilan islemler tekrarlandiginda verilen denklemin farkli N

degerleri (N =3,5,7) i¢in bulunan yaklasik ¢6ziimler ile denklemin tam ¢6ziimii olan
y(X) =sinx’in [0,7] araligindaki karsilastirilmasi Tablo 4.4, Grafik 4.7 ve Grafik

4.8’de verilmistir.
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Tablo 4.4. Ornek 4.11’in N =3, N =5 ve N =7 i¢in Niimerik Sonuglar

Tam ¢6ziim Legendre Collocation
X; y(x) =¢e* y(x;),N=3 E(x),N=3 y(x),N=5 | E(x),N=5 y(x),N=7 E(x),N=7
0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
zl4 0.7071067811 | 0.70465184092 | 2.4549402E-03 | 0.7071423126 | 3.5531473E-05 | 0.707105686627 | 1.0945588E-06
wl2 1.0 0.92482574703 | 7.5174252E-02 | 1.0045207837 | 4.5207837E-03 | 0.999837391641 | 1.6260835E-04
3rl4 0.7071067811 | 0.17604378351 | 0.5310629 0.7812278858 | 7.4121104E-02 | 0.701222832870 | 5.8839483E-03
V4 0.0 -2.0261719845 | 2.026171844 0.5240687199 | 0.524068719 -0.075252785 7.5252785E-02
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Grafik 4.7. Omek 4.11’in N =3, N =5 ve N =7 icin yaklasik ¢dziim grafigi
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Grafik 4.8. Ornek 4.11’in N =3, N =5 ve N =7 icin hata analiz grafigi
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ORNEK 4.12. Birinci mertebeden lineer olmayan (Riccati diferansiyel denklemi)
y)+(y(x)?=1 , -1<x<1 (4.12)

diferansiyel denklemini ve
y(0) =0,
baslangi¢ kosulunu g6z 6niine alalim ve y(X) ¢6ziimiine

y(x) = ZanPn (%),

sonlu Legendre serisiyle N =3 alarak yaklasalim.

N(X)=Q(X)=S(x)=0, R(X)=T(x) =1, G(x)=1o0lup N =3 i¢gin siralama
noktalari

{xo =-1 X =3 X, =%, X3 :1}

bulunur. (3.12)’de tanimlanan N ,Q ,R,S, T, Ave G matrisleri,

0000 1000 1 a,
0000 0100 1 a
N=Q=S= , R=T= , G=||, A=
0000 0010 1 a,
0000 0001 1 a

w

ve (3.7) de tanimlanan P, P* ve A" matrisleri ile (3.6) da tamimlanan [] matrisi de

1-11-10 0 0 0 0 0 0 0 0000
oo (00000 1 -U3 -u3 127 0 0 O 0 0000
00000 0 0 0 1 1/3 -1/3 -11/27 0 0 0 0
00000 0 0 0 0 0 0 0 1111

1 -1 1 -1 0101

1 -1/3 -1/3 11/27 0030

1 w3 13 -—11/27) “lo o0 5

1 1 1 1 0000
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* T
A = [aO a'O a'0 al a‘O a2 aO a‘3 a1a0 a1a1 a'1 aZ al a3 aZ a‘O a2 al a2 a2 a2 a3 a3 aO a‘3 al a3 a2 a3 a3 ]

seklindedir. Verilen denklem ve kosul i¢in matris denklemleri

TPP*A" +(RPIIT )A=G
ve

[PO@]A=[0]

olarak elde edilir. Istenilen artirilmis matris,

WV :G|=

1 -11-1 -1 1/3 1/3
1 -11-1-1/3 1/9 1/9
1 -11-1 1/3
0 000 O 0 0

ve buna karsilik gelen matris denklemi,

-11/27
-11/81
-1/9 -1/9 11/81

0

1 13 -1/3 -11/27
-1/3 -1/9 1/9 11/81
-1/3 -1/9 1/9 11/81

0 0 0 0

-1
11/27

-11/27 -11/27 -11/27 -11/27

0

-1
11/27

0

-1
11/27

0

-1
11/27

0

_ O O O

o B B

-3
-1
1
-1/2

-213 :
-213 :

0



WA +VA|=[G]
yani agik olarak,

e N

= O O O

11 -1 -1 1/3
11 -1 -1/3 1/9
11 -1 1/3 -1/9
000 0 0
1 -3 6 |a
1 -1 -2/3|a
1 1 -2/3|a,|
0 -1/2 0 |a,

-1/9

1/3
1/9

0

—-11/27
-11/81
11/81
0

1
-1/3
-1/3

0
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-1/3
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-1/9 1/9
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-11/27
11/81
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0

-1
11/27
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0

-1
11/ 27
-11/27

0

-1
11/27
-11/27
0

-1
11/27
-11/27
0
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bi¢iminde bulunur. Elde edilen sistemden a,, a,, a,ve a, Legendre katsayilari

{aO:O, al:g, a,=0a,=—— }

olarak bulunur. Bu katsayilar ,
y(x) =a,R, (X) +a,P, (X) + 8, P, ()

ifadesinde yerine yazilirsa

X3
Y09 =x-
Legendre polinom ¢6zlimii elde edilir.
Onceki drneklerde yapilan islemler tekrarlandiginda verilen denklemin farkli N
degerleri (N =3, 5, 7) i¢in bulunan yaklasik ¢6ziimler ile denklemin tam ¢oziimii olan
eZX
eZX

y(x) = _;l_ ’in [-1,1] araligindaki karsilagtirillmasi Tablo 4.5, Grafik 4.9 ve Grafik
+

4.10°da verilmistir.
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Tablo 4.5. Ornek 4.12°nin N =3, N =5 ve N =7 i¢in Niimerik Sonuglar

Tam ¢6ziim Legendre Collocation

X; y(x)zgzjrl y(x;),N=3 E(x;),N=3 y(x;),N=5 | E(x;),N=5 y(x,),N=7 | E(X,),N=7

-1 -0.7615941559 | -0.6666666666 | -9.4927489E-02 | -0.800002000 | 3.8407844E-02 | -0.719224150 | -4.2370005E-02
-0.8 -0.6640367702 | -0.629333333 | -3.4703436E-02 | -0.673024655 | 8.9878851E-03 | -0.656084155 | -7.9526150E-03
-0.6 -0.5370495669 | -0.528 -9.0495669E-03 | -0.538368155 | 1.3185885E-03 | -0.536106826 | -9.4274063E-04
-0.4 -0.3799489622 | -0.3786666666 | -1.2822955E-03 | -0.380032020 | 8.3058225E-05 | -0.379899662 | -4.9299672E-05
-0.2 -0.1973753202 | -0.1973333333 | -4.1986891E-05 | -0.197376000 | 6.8041513E-01 | -0.197374966 | -3.5395097E-07
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.2 0.1973753202 | 0.1973333333 | 4.1986891E-05 | 0.197376000 | -6.8041513E-01 | 0.197374966 | 3.5395097E-07
0.4 0.3799489622 | 0.3786666666 | 1.2822955E-03 | 0.380032020 | -8.3058225E-05 | 0.379899662 | 4.9299672E-05
0.6 0.5370495669 | 0.528 9.0495669E-03 | 0.538368155 | -1.3185885E-03 | 0.536106826 | 9.4274063E-04
0.8 0.6640367702 | 0.629333333 | 3.4703436E-02 | 0.673024655 | -8.9878851E-03 | 0.656084155 | 7.9526150E-03

1 0.7615941559 | 0.6666666666 | 9.4927489E-02 | 0.800002000 | -3.8407844E-02 | 0.719224150 | 4.2370005E-02
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5. SONUC VE TARTISMA

Lineer olmayan diferansiyel denklemler kimyasal reaksiyonlarda, kiitle transfer
problemlerinde, sinyal yayilmalar1 gibi bir¢ok fiziksel olayn matematiksel
modellemesinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tip problemler son yillarda ekonomi ve
ekolojide de cok etkin rol oynarlar. Bu denklemlerin ¢6ziim yontemleri bir¢ok bilim
dalinda ve miihendislikte biiyiik 6dneme sahiptir. Bununla birlikte bir¢ok diferansiyel
denklemlerin analitik veya yaklasik ¢oziimii bulunabilmesine karsin ¢ok sayida

denklemlerin ¢éziimleri bulunamamaktadir.

Bu ¢alismada, lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in bir Legendre siralama
(collocation) yontemi gelistirilmistir. Gelistirilen Legendre siralama yontemi, Once
lineer olmayan diferansiyel denklemdeki bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin sonlu
Legendre seri agilimlari ve bilinen katsayr fonksiyonlarin siralama (collocation)
noktalarindaki degerlerine bagli matris formlarinin elde edilmesi; sonra bunlarin yerine
konulup sadelestirilerek denklemin Legendre katsayilli bir matris denklemine
doniistiiriilmesinden ibarettir. Boylece bilinmeyen Legendre katsayili lineer olmayan
cebirsel bir sisteme karsilik gelen sonu¢ matris denklemi ¢6ziilebilir ve katsayilar

yaklasik olarak bulunabilir.

Legendre — Matris yontemi giivenilir bir teknikle daha az calismayla ve hatasiz
yiiksek oranda sonuglar alinabilir. Bu yontemin 6nemli avantaji ¢6ziimdeki Legendre
katsayilarinin bilgisayar programlari kullanilarak kolaylikla bulunmasidir. Bu ¢alismada
verilen yontemler, analitik olarak ¢oziilemeyen, ¢6ziim yontemleri zor anlasilan ya da
anlatilmasinda giicliik ¢ekilen problemler, baz1 degisikliklerle amaca uygun bir sekilde
kullanilabilir. Ayrica verilen yontem daha yiikksek mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklemlere ve lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerine

genisletilebilir.
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