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OZET

Yiksek Lisans Tezi
CIFT DIZILERIN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI UZERINE

Ozlem OCAKLI
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Yrd. Doc. Dr. Yurdal SEVER

Bu caligma, dort ana bolimden olugmaktadir. Birinci boliim, girig kismi icin ay-
rilmigtir.  Ikinei boliimde, cahigma icin gerekli kavramlarin tammlart ve baz teo-
remler verilmistir. Bir kiimenin yogunlugu, tek dizilerde yakinsaklik ve istatistik-
sel yakinsaklik kavramlari tanimlanmig olup bu kavramlarin temel ozellikleri ver-
ilmigtir. Uclinetl boliimiin; birinei kismimda, ¢ift dizilerde yakinsaklik kavramlari
tamtilarak ozellikleri incelenmis ve 6rnekler verilmistir. Ikinci kisminda, cift ser-
iler hakkinda temel bilgilere deginilmistir. Cift serilerin yakinsakligi ve mutlak
yakinsakligi tanimlanmigtir. Bununla ilgili 6érneklendirme yapilarak incelenmistir.
Dordiincii boliimiin; ilk kisminda, ikinci boliimde verilen bilgiler 1s1ginda ¢ift dizil-
erde istatistiksel yakinsaklik tanimlanmig olup 6zellikleri incelenmis ve orneklendir-
meler yapilmigtir. Cift dizilerin Pringsheim anlaminda yakinsakligi ile istatistiksel
yakinsakligi arasinda iligkilendirmeler yapilmigtir. Son olarak, ikinci kisimda, c¢ift
dizilerde istatistiksel yakisaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiler

aragtirilmigtir.
2014, v+-60 sayfa

Anahtar Kelimeler : Cift diziler, istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli p-Cesaro top-
lanabilirlik, Pringsheim yakinsaklik



ABSTRACT

M. Sc. Thesis
ON STATISTICAL CONVERGENCE OF DOUBLE SEQUENCES

Ozlem OCAKLI
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Department of Mathematics

Supervisor : Assist. Prof. Dr. Yurdal SEVER

This thesis consists of three chapters. The first chapter is devoted to the intro-
duction. The second chapter includes definitions of necessary concepts and some
theorems. Density of a set, convergence in single sequences, statistical convergence
concepts are defined and their main properties are given. In the first part of the third
chapter, convergence concepts in double sequences are introduced, their properties
studied and examples about those are given. In the second part, basic information
about double series are discussed. Moreover, convergence of double series and their
absolute converge are defined. Examples related with those are solved. In the first
part of the fourth chapter, in the light of second chapter, statistical convergence
on double sequences is defined and it is studied with examples. Also, the relations
between Pringsheim convergence and statistical convergence of double sequences are
examined. Finally, in the second part, the connection between statistical conver-

gence and strong Cesaro convergence of double sequences.

2014, v+60 pages

Key Words : Double sequences, statistical convergence, strongly p- Cesaro summable,

Pringsheim convergence.
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SIMGELER DIZINI

Simgeler
N Pozitif tamsayilarin kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
loo Sinirh diziler uzayi
c Yakinsak diziler uzay1
r = (xy) Reel sayilarin bir dizisi
d2(A) A kiimesinin ¢ift dogal yogunlugu
Ch Cesaro operatorii
L, x = (xy) dizisinin limit noktalarimn kiimesi
. x = () dizisinin istatistiksel yigilma noktalarinin kiimesi
A, x = (xy) dizisinin istatistiksel limit noktalarimn kiimesi
St —limz x = (z,) dizisinin istatistiksel limiti
= (z;1) Reel sayilarin bir ¢ift dizisi

x = (z;)) ¢ift dizisinin istatistiksel limiti

Simirh ¢ift dizilerin uzay1

C iizerinde tanimh biitiin ¢ift dizilerin uzay1

Pringsheim yakinsak ¢ift dizilerin uzay:

Prigsheim yakinsak ve sinirh ¢ift dizilerin uzay1

Regiiler yakinsak ¢ift dizilerin uzay1

e yakinsak c¢ift dizilerin uzay1

X uzaymdan Y uzayina tanimli matrislerin sinifi

X uzayindan Y uzayina taniml regiiler matrislerin sinifi
Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilen cift dizilerin kiimesi

x = (zx) ¢ift dizisinin istatistiksel limit noktalarimin kiimesi

x = (zjx) ¢ift dizisinin Pringsheim limit noktalarmimn kiimesi




1 GIRIS

Istatistiksel yakmsaklik kavrami ilk olarak 1949 yilinda Steinhaus tarafindan Polon-
ya’da gerceklegtirilen bir konferansta tanmtilmig olup Fast (1951) tarafindan ve Stein-
haus (1951) tarafindan birbirlerinden bagimsiz bir sekilde ¢aligilmigtir. Daha sonra
1953 yilinda Buck ve 1959 yilinda Schoenberg tarafindan istatistiksel yakinsaklik
kavrami reel ve kompleks diziler i¢in verilmistir. Istatistiksel yakinsaklik fourier
analiz, ergodic teorisi ve sayilar teorisinde farkl isimler altinda tartigilmistir. Istatis-
tiksel yakinsaklik Zygmund tarafindan da ele alinmig olup ”hemen hemen yakinsaklik”
olarak ifade edilmistir. Istatistiksel yakinsaklik toplanabilme teorisinde ve fonksiy-
onel analizde 6nemli bir yer tutmaktadir. Toplanabilme teorisi ile ilk iligkilendirilmesi
Schoenberg tarafindan yapilmistir. Daha sonralar: bu 6zellikler 1980 yilinda Salit,
1985 yilinda Fridy, 1989 yilinda Connor, 1990 yilinda Fridy ve Miller, 1991 yilinda
Fridy ve Orhan tarafindan devam edilmigtir. 1993 yilinda Fridy tarafindan istatis-
tiksel limit noktalar: kavrami verilmis olup 1997 yilinda Fridy ve Orhan tarafindan
istatistiksel tist limit ve alt limit kavramlar1 tanimlanmistir. 1993 yilinda Fridy ve
Orhan tarafindan verilen lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami Demirci (2002)
tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavrami, A— istatistiksel yakinsaklik kavramina
genigletilmigtir. Istatistiksel yakinsakhk kavrami ve diger yakinsaklik kavramlari
daha sonralar c¢ift dizilerde incelenmeye baglanmistir. Cift dizilerde Prinsheim an-
laminda yakinsaklik Hardy tarafindan tanimlanmigtir. 2003 yilinda Murselen ve
Edely Istatistiksel yakmsakhk kavramimi cift dizilere genisletmistir. Mdéricz 2003
yilinda multiple dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavramim incelemistir. Istatistiksel
yakinsaklik reel degerli ¢ift indisli fonksiyon dizilerinde Goékhan ve Giingdr (2007)
tarafindan incelenmigtir. Son yillarda, istatistiksel yakinsaklik genellestirmeleri lo-
cally kapali uzaylar tizerinde sinirh stirekli fonksiyonlarin ideallerinin yapisi ve kuv-
vetli integral toplanabilirlik galigmalarinda goriilmektedir. Nuray (2000) istatistiksel

yakinsaklik genellestirmesi ¢aligmalarina katkida bulunmustur.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boluimde, caligmamiz igin gerekli olan temel kavramlar verilecek ve sonraki

boliimlerde ihtiyac duyulacak olan bazi yogunluk kavrami verilecektir.

2.1 Genel Tanimlar

Tanim 2.1.1 X bostan farkli bir ciimle ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun.
Her z,y,z € X icin

(M1) d(z,y) =0
(M2) d(z,y) = d(y,z)
(M3) d(z,2) <d(z,y)+d(y, 2)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde yar1 metrik fonksiyon ve (X, d) ik-

ilisine de yar metrik uzay denir. Eger (M1) d(x,y)=0 sart1 yerine
(M1)' d(z,y)=0&z=y

sartin1 alirsak d fonksiyonuna X metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir.

Tanim 2.1.2 Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzayimin bosg olmayan

her alt vektor uzayma dizi uzay: denir.

Tanim 2.1.3 X bos olamayan bir ciimle ve C kompleks sayilarin cismi olsun.
+: X xX—>X

ve

L Cx X=X

fonksiyonlar1 eger x,y,2z € X ve A\, u € C icin
L) z+y=y+uz

L2) (z+y)+z=2+ (y+ 2)



L3) 4+ 0=z olacak sekilde bir 0 € X
L4) z + (—z) = 0 olacak gekilde bir — 2 € X mevcut
L5) la=x
L6) Mz +y) =z + Ay
L7) (A4 p)z = Az + px
L8) A(uz) = (Au)x
sartlar1 saglanirsa, X ctimlesine C cismi tlizerinde bir lineer uzay denir.

X, C cismi iizerinde lineer uzay ve Y C X ise, Y climlesinin de X ciimlesi
iizerinde tanimlanan + ve - iglemleri altinda lineer uzay olmasi igin A ve y;,y, € Y

alindiginda Ay; + y» € Y saglanmasi yeterlidir.

Tanim 2.1.4 X bir lineer uzay ve g : X — R fonksiyonu, Vz,y € X ve her A\, € C

icin;

P1) 9(6) = 0

P3) g(z +y) < g(z) +g(y)
P4) A\, — A\ ve x, = xy olmast g(A,z, — Aoxo) — 0 olmasimi gerektirir

sartlarii sagliyorsa, g fonksiyonuna X {izerinde bir paranorm ve (X, g) ikilisine de

paranormlu uzay denir.

Tamim 2.1.5 X lineer uzay ve || - || : X — R olsun. Eger her z,y € X ve her A

skaleri igin;
YN1) [fz] > 0
YN2) ||0]] =0

YN3) [|Az]] = |A] - [|=]



YN4) |z +yll < lzfl + [yl

sartlar saglaniyorsa || - || fonksiyonuna X tizerinde bir yari-norm ve (X, || -||) ikilisine
de bir yari-normalu uzay denir. Eger ||z|| = 0 & x = 0 sart1 saglaniyorsa || - ||
fonksiyonuna bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de normlu uzay denir.

Tanim 2.1.6 Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir.
Tamim 2.1.7 z: N — R, z = (z,,) dizisi verilsin.
k:N—=N, k(n) ==k,
dizisi(fonksiyonu) bir artan dizi olmak tizere
rok:N—=R
bilegke fonksiyonuna z dizisinin bir alt dizi denir ve
(2 0 k)(n) = 2(k(n)) = 2(ke) = o,
seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.8 ¢ >0vea € Rolsun. K ={z: |z —al|<e, z € R} kiimesine a

sayisinan € komsulugu denir.

Tanim 2.1.9 (x,) bir reel say1 dizisi olsun. Eger verilen her ¢ > 0 sayisina kargilik

dng € Nvar ve z € R, Vn > ng igin
|z, —z| <e
oluyorsa (z,,) dizisi © € R noktasina yakinsaktir denir.
limz, =z veya (x,) — x

ile gosterilir. Buradan (x,,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ diger biitiin ter-

imleri bir z € R sayisinin £ komgulugunda bulundugu anlasilmaktadir.

Tamim 2.1.10 Her n € N igin | 2 |< M olacak sekilde bir M pozitif reel sayisi

varsa (x,,) dizisine sinerly dizi denir.



Tamim 2.1.11 (x,,) bir reel terimli dizi olsun. Ve > 0 i¢in m, n > ny oldugunda

| T, — @, |< € olacak sekilde bir ny € N varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.12 Her ¢ > 0 i¢in {k : |zxy — 29| < e} yani z( sayisiun her ¢
komsulugunda (z},) dizisinin xy haricinde sonsuz tane elemani varsa zy € R sayisina
x = (xy) dizisinin yigrlma noktase denir. Burada xy dizinin terimi olmak zorunda

degildir.

Bu tamim sanki limit tanimina ¢ok benzemektedir. Fakat bu dogru degildir. Ciinki
xo bir (xy) dizisinin limiti ise her k& > ng ve her ¢ > 0 i¢in |z, — xy| < € olacak
sekilde bir ny € N sayisinin var olmasidir. Yani burada ny dan biiyiik olan her k
nin € > 0 komsulugunda kalmas: gerekmektedir. Fakat yigilma noktasinda ise belli
bir ny dan biiyiik olan sonsuz sayida k lar € > 0 komsulugunda kalirken yine ny dan
biiyiik olan sonsuz sayida k lar da bu € > 0 komgulugunun diginda kalabilir. Yani
yigilma noktasi ng dan biiyiik olan her k y1 ¢ > 0 komgulugunda bulundurmasini

garanti etmez.

Tanim 2.1.13 Herhangi bir A kiimenin kendisini ve tiim yigilma noktalarini iceren
kiimeye A kiimesinin kapanisy denir ve A ile gosterilir. Eger A € X ve A = X

oluyorsa A kiimesi X’de yogundur denir.

Tamim 2.1.14 (X, | - ||) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X

uzayia tam normlu uzay veya Banach uzay: denir.
Tanim 2.1.15 A C N olmak tizere A climlesinin karakteristik fonksiyonu y 4 olmak
uzere,

1, jeA
0, je(N\4)

xa(j) =
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.16 X ve Y, tiim diziler uzay: olan w’ nin iki alt climlesi ve A = (anx)
reel yada kompleks terimli bir sonsuz matris olmak iizere, x = (z5) € X ve her
n > 1 icin

e
Yn = Anx - E Ak
k=1

>



serisi yakinsak ise bu durumda y = (y,,) = (A,x) = Az dizisine « dizisinin A matrisi

ile elde edilen doniisim dizisi denir (Wilansky 1984, Maddox 1970, Boss 2000).

Eger her z € X i¢in y = (A,z) doniisim dizisi mevcut ve y = (A,x) € Y

ise A = (an;) matrisine X uzaymdan Y uzay: igine bir matris dondisimi denir.

dizisi, A-toplanabilirdir denir ve A-limx = L seklinde yazilir. X uzayindan Y
uzay1 igine tanimli tiim matrislerin simifi (X, Y') ile gosterilir. Eger A, X uzayimdan
Y wuzay1 igine bir matris doniigiimii ise A € (X,Y) yazlir. (X,Y;p) ifadesi ile
toplam yada limiti koruyan matrislerin sifi gosterilir. Ozel olarak X = Y =
¢ (yakmsak dizilerin uzay1) olmak iizere, A € (¢, ¢) ise A matrisine konservatif matris

ve A € (¢, ¢;p) ise bu durumda A matrisine regiler matris denir.
Tanim 2.1.17 [ ile tiim simirh dizilerin uzayimi gosterecegiz. Yani
lo={x=(z): |ay|< K, K€R}
dir. ¢ uzayi ile tiim yakinsak dizilerin uzayim gosteregiz. Yani
c={r=(xy): a2y — L, L eR}
dir. Buradan ¢ C [, oldugu aciktir. 0 sayisina yakinsak dizilerin uzayi
co ={x = (x) : &, — 0}

dir.

2.2 Yogunluk Kavrami

Bu kisimda yogunluk kavrami tamimlanacak olup yogunluk kavraminin ozellikleri

incelenecektir ve yogunluk yardimiyla istatistiksel yakinsaklik verilecektir.

Tanim 2.2.1 P(N) dogal sayilarin kuvvet ctimlesini gostermek tizere;

d: P(N)—[0,1]

icin,



D1) A~ B = §(A) =4(B)

D2) ANB=0 = §(A)+(B) <I(AUB)

D3) VA, B ic¢in §(A)+4d(B) <1+J§(ANB)

D4) é(N) =1

ozellikleri saglaniyorsa ¢ fonksiyonuna bir alt yogunluk fonksiyonu denir.

Buradaki A ~ B; A nin B ye asimptotik olarak esit olmasi1 demektir. Bunun igin A
ve B dogal sayilar kiimesinin herhangi iki alt kiimeleri olmak tizere AAB simetrik

fark: sonlu olmasi gerekir.

Tanim 2.2.2 §(A) = 1—6(N— A) seklinde tanimlanan ¢ yogunluguna birlestirilmis

st yogunluk adi verilir (Freedman and Sember 1981).

Teorem 2.2.3 Herhangi A, B dogal say1 kiimeleri i¢in;
i) ACB = 4§(A) <4(B)
ii) ACB = §(A) <4(B)
iii) VA,B icin 6(A)+6(B)>6(AUB)
iv) d(0)=0(0)=0

v) 3(N) =1

vi) A~ B=3(A)=25(B)

=g

(A) < 6(A) dir (Freedman and Sember 1981).

vii)

Tamim 2.2.4 K C Nve K,, = {k < n:k € K} climlelerini ele alahm. |K| =

cardK, K ctmlesinin kardinalitesi olmak tizere

K.
IK) = liminfM

n

ve

- K
d(K) = limsup ]
n

7



limitlerine sirastyla K ciimlesinin alt ve iist yogunluklar denir. Eger §(K) = 6(K) ise

(@) dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit 6(K) ile gosterilir ve K ciimlesinin

dogal yogunlugu denir.

K, 1
5(K):lim| |:1im—|{k:§n:kEK}|
n n
ile gosterilir.
Ornek 2.2.5 N ={1,2,3,...} dogal sayilar kiimesi i¢cin §(N) = 1 dir.

Ornek 2.2.6 A= {2,4,6,8, ...} cift dogal sayilar kiimesi olsun. (%) dizisi,

seklindedir. Buradan;

dir. Benzer sekilde,
B =1{1,3,5,7,...} tek dogal sayilar kiimesinin yogunlugu ise,

5(B) = 6N~ A)=1—6(4) =1 -7 =

olacaktr.

Ornek 2.2.7 P = {2,3,5,7,11,13, ...} kiimesi asal sayilarin kiimesi olsun. §(P) =0
dir.

Ornek 2.2.8 L = {1,4,9,...,n?% ...} kiimesi icin; (M) dizisi;

n

11122 23
1727374757 78797
seklindedir. Burada
Ly,
5(L):hm| |§lim@:()
n n

olur.

Ornek 2.2.9 A = {1,4,5,6,13,14, ....24, 49, 50, ...96, 193, 194, ...} kiimesi icin (AT‘)
dizisinin st limitini olugturan alt dizisi,

14 16 64

62006

2
3
8



ve alt limitini olugturan alt dizisi,

1 4 16 64 1
T, T, T, .« .. _> —
37127487192 3
seklindedir. O halde A kiimesinin alt ve iist yogunluklar: mevcut olmasina ragmen,

bu degerler birbirine esit olmadigindan yogunlugu mevcut degildir.

Uyar1 2.2.10 (zy) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve K = {z} : k € N} olmak {izere
d(K) mevcut ise,
k

I(K) = hinx—k

dir.

2.3 Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda yakinsaklik kavrami hatirlatilarak istatistiksel yakinsaklik kavrami ta-

nimlanacaktir ve aralarindaki iligki aciklanacaktir.

Tanim 2.3.1 Her € > 0 sayist i¢gin
S{k |z, —L| >€})=0

yani,

1
lim=|[{k <n:lz,— L >e}|=0
n

ise x dizisi L € R ye istatistiksel yakinsaktir denir ve St — limx = L ile gosterilir

(Salét and Tijdeman 1980).

Eger bir (zy) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak ise L noktasiin her € > 0
komgulugunun diginda kalan elemanlarinin yogunlugu sifirdir. Yakinsak olan her-
hangi bir (zy,) dizisi ayn1 zamanda istatistiksel yakisaktir. Ciinkii dizinin yakinsadigi
noktanin her ¢ > 0 komsulugunun diginda dizinin sonlu tane eleman kalacaktir.
Sonlu tane elemani olan kiimelerin yogunlugu sifirdir. O halde dizi istatistiksel
yakinsaktir diyebiliriz. Fakat bunun tersi dogru degildir. Yani, istatistiksel yakinsak

olan bir dizi ayn1 zamanda yakinsak bir dizi olmayabilir.



Ornek 2.3.2 = = (z;,) dizisini,

E , k=n? néeN ise
T —
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. % den kiiciik olacak gekilde herhangi bir € > 0 igin,
K =A{k:|zy—0] > €} ={1,4,9,...}

olur ve K kiimesinin dogal yogunlugu §(K) = 0 dir. O halde = = (z},) dizisi L =0
noktasina istatistiksel yakinsaktir. St—lim z; = 0 dir. Fakat bu dizinin € komsgulugu

diginda kalan elemanlar1 sonlu olmadigindan yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami bilinen anlamda adi yakisaklik kavramimi biraz
daha genisleterek dizinin yakinsak oldugu noktanin her € > 0 komgulugunun diginda
sonlu sayida degilde sonsuz sayida da dizinin elemaninin bulunabilecegini fakat bu el-
emanlarin sayisinin dizinin biitiin elemanlarinin sayisina gore daha az olmasini ifade
eder. Burada kastedilen dizinin hemen hemen biitiin elemanlar1 yakinsanan noktanin
¢ > 0 komgulugunda kalmasidir. Dizinin yakinsadigi noktanin ¢ > 0 komsulugunun
digindaki terimlerinin dizinin tiim terimlerine gore daha az olmasi, yakinsanan nok-
tanin € > 0 komsgulugunun diginda kalan elemanlarin dogal yogunlugunun sifir olmasi

ile ifade edilir.

Tanim 2.3.3 = = (x}) ve y = (y) dizisileri i¢in 6({k € N : z) # yx}) = 0 ise x ve

y dizileri hemen hemen her k i¢in esittir denir.
Ornek 2.3.4 z = (z;,) dizisi

2 , k asal say1 ise
T —
k ., diger durumlarda

seklinde tanmimlansin. x = (zy) dizisi istatistiksel yakinsak degildir. Gergektende,
herhangi bir € > 0 igin,

S{k:|zx—L| >€})=0
olacak gekilde bir L € R sayis1 bulunamaktadir. Burada dizinin 2 olan terimlerinin
indis kiimesinin yogunlugu sifirdir fakat dizinin 2 haricindeki terimleri herhangi bir
L € R sayisinin € > 0 komgulugu i¢inde kalmamaktadir. Bu yiizden x = (x) dizisi

ne yakinsaktir ne de istatistiksel yakinsaktir.
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Teorem 2.3.5 x = (x,) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter sart §({ny : k € N}) =1 ve limx,, = L olacak sekilde bir (nj) indis

dizisinin mevcut olmasidir.

Lemma 2.3.6 St — limy_,o xx = a ve St — lim_,,, yr = b ve ¢ bir reel say1 olsun.

Bu durumda;
(i) St —limg yoo(Tp +yx) =a+0b
(i) St —limy_o(cxy) = ca
olur.
Tanim 2.3.7 Herhangi bir J reel sayisi igin,
d{keN:x,>J}) =1
ise (zy) dizisi +o0 a istatistiksel wraksaktar,
J{keN:x, < J}) =1
ise (zy) dizisi —oo a istatistiksel wraksaktir denir (Tripathy 1998).

Tanim 2.3.8 = = (z}) reel say1 dizisinin St — limy_,o, x = 0 ise diziye istatistiksel

sifur dizist denir.

Teorem 2.3.9 x = (x;) ve y = (yx) dizileri istatistiksel sifir dizisi olsun. Bu

durumda dizilerin ¢arpimlar: da istatistiksel sifir dizisidir (Connor 1985).

Asagidaki tanmimda Cauchy yakinsaklik kriterinin bir benzeri olarak istatistiksel
Cauchy dizisi tanimlanacak ve bu kavramin istatistiksel yakinsakliga denk oldugu

belirtilecektir.

Tanim 2.3.10 z = (zy) bir dizi olsun. Verilen her £ > 0 sayist igin

1
lim —}{kﬁn: |z — x| ZE}’ =0

n—oo N

olacak sekilde veya h.h.k i¢in |z — x| < € olacak sekilde bir N = N(e) sayis1 varsa

x = (xy) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).
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Teorem 2.3.11 Istatistiksel yakinsak olan her © = (z) dizisi aym zamanda bir

istatistiksel Cauchy dizisidir (Fridy 1985).

Teorem 2.3.12 Asagidaki énermeler birbirine denktir.
(i) x = (xy) dizisi istatistiksel yakinsaktir.
(ii) o = (x) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(i) h.h.k i¢in x, = y, olacak sekilde yakimsak bir y = (y) dizisi vardwr (Fridy
1985).

Simdide; Ayrisitm Teoremi olarak bilinen teoremi ifade edelim.

Teorem 2.3.13 z = (x;) dizisi bir L noktasina istatistiksel yakinsak olsun. Bu
durumda x =y + 2z ve

n—oo 1

olacak sekilde L sayisina yakinsak olan bir y = (yi) dizisi ve z = (z;,) istatistiksel

sifir dizisi vardir. Ayrica x = (xy) dizisi smirh ise
2k]lo0 < [k [loc + | L]
olacak sekilde z = (z) dizisi de smirhdir (Connor 1988).

Sonuc 2.3.14 Bir = (x;) dizisi L noktasma istatistiksel yakinsak ise limy; = L

olacak sekilde bir y = (y;) alt dizisi vardir (Connor 1988).

Simdi reel terimli diziler i¢in, bir dizinin yigilma noktalar1 ve limit noktalar:
kavramlarinin benzerleri olan istatistiksel yigilma ve istatistiksel limit noktalarini
tanimlanip, bu noktalarin temel ozellikleri verilecektir ve bu noktalar ile dizinin adi
anlamda limit noktalar1 arasindaki bagmtilara yer verilecektir.

Bilindigi gibi, bir # = () dizisinin L sayisina yakinsayan bir alt dizisi var ise
L sayis1 z dizisinin bir adi limit noktasidir. Ornegin, (z;) = (—1)* dizisini ele
alirsak, bu dizinin terimlerinin olugturdugu kiime {—1, 1} kiimesinden ibarettir. Bu

kiimenin yigilma noktalarmin kiimesi () dir. Bu dizinin limit noktalarinim kiimesi
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—1 ve 1 sayilarima yakinsak olan alt diziler bulunabileceginden {—1,1} dir. Fakat
bu dizi yakinsak bir dizi degildir. Burada dizinin limiti ve limit noktas: ifadelerinin

farkli anlamlar tasidigi goriilmektedir.

Tamim 2.3.15 (xy,) dizisi (z) dizisinin bir alt dizisi olsun. K = {k; : i € N}
kiimesi (z,) alt dizisnin indis kiimesi olsun. Eger 0(K) = 0 ise (xy,) alt dizisine
seyrek alt dizi veya sifir yogunluklu alt dizi denir. Eger 6(K) > 0 veya K kiimesi
dogal yogunluga sahip degilse (zy,) alt dizisine seyrek olmayan alt dizi veya sifur

yogunluga sahip olmayan alt dizi denir (Fridy 1993).
Ornek 2.3.16 z = (z;,) = {1,2,3,4,5, ...} dizisini ele alalim;

A = {1,4,7,. ={1+3k:k=0,1,2,..}
B = {258, .} ={2+3k:k=0,1,2,..}
C = {3,6,9,.}={3+3k:k=0,1,2,..}

Burada 0(A) = §(B) = 6(C) = 5 > 0 oldugundan bu indeks kiimelerine gore
olugturulan alt diziler x = (x}) dizisinin seyrek olmayan alt dizileridir (Pehlivan

2001).

Verilen bir z = (zj) dizisinin bir L sayisima yakinsak bir alt dizisi varsa L sayist
dizinin adi anlamda limit noktasidir. Buradan hareketle Fridy (1993) tarafindan bir
x = (x) dizisi igin bir alt dizisinin yogunugu goz 6niine alinarak istatistiksel limit

noktasi asagidaki sekilde tamimlanmaigtir.

Tanim 2.3.17 Bir x = (x}) dizisinin A € R sayisina yakimsayan seyrek olmayan
bir alt dizisi varsa yani K = {k; < ko < ks < --- < k; < ---} ve 6(K) > 0 olmak
lizere © — 00 i¢in xy, — A ise A\, x = () dizisinin bir istatistiksel limit noktasy adi

verilir (Fridy 1993).

Herhangi bir x = (1) say1 dizisinin adi anlamda limit noktalarinin kiimesi L,

ile istatistiksel anlamda limit noktalarinin kiimesini ise A, ile gosterilmektedir.
Ornek 2.3.18 z = (z3) dizisini

1, k=n%, n=1,2,3,...
T =

0 , diger durumlarda
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seklinde tammlayalim. = = (xy) dizisi i¢in L, = {0,1} ve A, = {0} dur.

sayisina adi anlamda yakinsayacak seyrek olmayan bir alt dizisinin mevcut oldugunu
gosterir. Burada A sayisina yakinsak bir alt dizinin varligi ortaya ¢cikmaktadir ki
bu ifadenin sonucu olarak da A € L, oldugu acgikca goriilmektedir. Bu ifadenin
tersinin dogru olmadigi Ornek (2.3.18) de goriilmektedir. Herhangi bir saymin L,
kiimesinin elemani olmasinin sonucu olarak bu sayiya yakinsak olan bir alt dizinin
varligin1 garanti ederiz fakat bu alt dizinin indislerinin kiimesinin yogunlugunun

sifirdan farkl oldugunu yani seyrek olmayan bir alt dizi oldugunu garanti edemeyiz.

Tanim 2.3.19 Her € > 0 sayist i¢in
{keN: |z, —v| <e}

kiimesi sifir yogunluga sahip degilse v sayisina = dizisinin bir istatistiksel yigilma
noktasy denir. ', ifadesi, verilen bir x = (x}) dizisinin tiim istatistiksel limit nokta-

larinin kiimesini gosterir (Fridy 1993).

Herhangi bir x = (zy) dizisi i¢in I, € L, dir. Gergektende, A € I', olmas1 A
nin her € > 0 komgulugunun sifir yogunluga sahip olmamasi demektir. Bu da bu
komsguluklarda sonsuz tane elemanin bulundugunun gostergesidir. A sayisinin € > 0
komsuluklar: simirlh ve sonsuz tane elemana sahip oldugundan burada yakinsak bir
alt dizi bulunur. Bu ise A sayisinin L, kiimesinin elamani oldugunu gostermektedir.
Genelde adi limit noktalari ile ilgili bilgilerimiz bize A, ve I', kiimelerinin birbirine
denk olacagimi dugiindiriir. Fakat Fridy 1993 yilinda bunun boyle olmadigini ispat-
lamigtir. Herhangi bir x dizi i¢in A, C I', dir. Buradan hereketle St —lim z;, = X\ ise
A, =T, = {\} denilir. Fakat bu ifadenin tersinin dogru olmadig1 asagidaki érnek
ile Fridy tarafinda 1993 te gosterilmistir. Bu agiklamalar sonucunda bir x dizisi i¢in

A, C T, C L, gegerli oldugu goriliir (Fridy 1993).
Ornek 2.3.20 z = (z;) dizisi,

zr={(1+(-1)")k: keN}={0,4,0,8,0,12,0, 16,0, ...}
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seklinde tanimlansin. Bu dizinin iki tane alt dizisi
xor, = {4,8,12,16, ...}
ve
zor—1 =1{0,0,0,0,...}
dir. §({1,3,5,...}) = 6({2,4,6,...}) = % oldugundan, A, = ', = {0} dir. Fakat

St — lim z mevcut degildir.

Simdi istatistiksel tist limit ve istatistiksel alt limit kavramlarini ve aligilmig st
ve alt limit’in Ozelliklerinin bazi istatistiksel benzerlerini verecegiz. Herhangi bir

x = (xy) say1 dizisi igin

B, ={beR:5({k:xx >0b}) #0}
ve

A, ={aeR:({k:x <a})#0}

olsun. Burada §(K') # 0 ifadesi ile 6(K) > 0 veya K kiimesi yogunluga sahip degil

anlaminda ele alacagiz.

Tanmim 2.3.21 Bir z dizisinin istatistiksel st limiti

supB, , B, #0
—00 , B,=10

St —limsupzx =

ile verilir. Benze sekilde bir z dizisin istatistiksel alt limiti

infA, . A, A0
+oo , A, =10

St — liminf z =

seklindedir (Fridy and Orhan 1997).
Teorem 2.3.22 [ = St — limsup x sonlu ise her € > 0 i¢in
d{k:xp>p—¢c})#0 ve d({k:ax>p+e})=0 (2.1)

dir. Kargit olarak her e > 0 igin (2.1) ifadesi gergeklenirse 5 = St — limsup z dir
(Fridy and Orhan 1997).
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Teorem 2.3.23 « = St — liminf z sonlu ise ve her € > 0 i¢in
Sk zp<a+e})#0 ve S{k:zp<a—e})=0

dir. Karsit olarak her ¢ > 0 icin yukaridaki ifade gerceklenirse @ = St — liminf x

dir (Fridy and Orhan 1997).

Istatistiksel yigilma noktas: tanmmndan ve yukaridaki (2.3.22) ve (2.3.23) teo-
remlerinden St — limsup x, x dizisinin en biiyiik istatistiksel yigilma noktasidir;

St — liminf z , x dizisinin en kiiciik istatistiksel y1gilma noktasidir diyebiliriz.

Teorem 2.3.24 Herhangi bir z dizisi i¢in
St — liminf z < St — limsup x
dir (Fridy ve Orhan 1997).

Bu teoremin sonucu olarak herhangi bir z dizisi i¢in

liminfz < St — liminfz < St — limsupz < limsup x

liminf  degerlerinin sonlu olmasini gerektirir.

Teorem 2.3.25 Istatistiksel siirh bir  dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi icin
gerek ver yeter sart

St — liminf z = St — limsup x

olmasidir.

2.4 Istatistiksel Yakinsaklik ve Toplanabilme

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik ile aritmetik ortalama ve klasik toplanabilme
metotlar arasindaki iliski verilecektir. Istatistiksel yakinsakligin toplanabilme teorisi
ile ilk iligkisini Schoenberg (1959) belirtmisgtir. Daha sonra ise yine aym ozelliklerin
incelenmesine Fridy (1985), Fridy ve Miller (1990), Fridy ve Orhan (1991) tarafindan

devam edilmistir.
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Istatistiksel yakinsakhiga denk bir ifadeyi vermek icin 6ncelikle C; = (cnk) Cesaro

matrisini tamimlayacagiz. Bu matris

L 1<k<n
Cnk =
0, k>n
seklindedir. Bu durumda, K(e) = {k : |z — L| > €} ve xk(), K(¢) kiimesinin

karakteristik fonksiyonunu gostermek iizere,
1
St—li}gnxk:L & Ve >0, lim—’{kﬁn: |z — L 25}} =0
non

1 oo
¢>Vs>&hmg§:M%x@:O
k=1

& Ve > 0, hm(ClxK(e))n =0
oldugu goriilmektedir.

Teorem 2.4.1 x = () dizisi verilsin. St —limxzy = L, (L € R) ve her n € N igin
|z < K, (K € R)ise C; —limxy, = L dir. Yani istatistiksel yakinsak ve smirl her

dizinin aritmetik ortalamasida yakinsaktir (Schoenberg 1959).

Bu teoremin karsit: dogru degildir. Ornegin © = (1,0,1,0,...) seklinde tanimlanan
bir dizinin aritmetik ortalamasi % ye yakinsaktir. Fakat dizinin kendisi istatistiksel
yakinsak degildir.

Asagidaki teorem, istatistiksel yakinsaklik metodunun hi¢ bir matris metodu

tarafindan icerilmedigini gostermektedir. Bunun igin 6ncelikle bir lemma verecegiz.

Lemma 2.4.2 Sonsuz coklukta k’lar icin ¢, # 0 olacak sekilde bir dizi ¢ ise, h.h.k.

igin z = 0 ve Y77, gz = oo olacak sekilde bir (zy) dizisi vardir (Fridy 1985).

Teorem 2.4.3  Hichir toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik metodunu

icermez. Yani A € (S, ¢; p) olacak sekilde hig bir matris yoktur (Fridy 1985).

Istatistiksel yakinsakhk metodu {(—1)¥} gibi periyodik bir diziyi toplayamaz.
Yani {(—1)*} dizisi istatistiksel yakinsak degildir. Bu yiizden istatistiksel yakinsaklik
metodu, klasik toplanabilme metodlarindan cogunu icermez.

Burada son olarak istatistiksel yakinsaklik ve p-Cesaro toplanabilirlik arasindaki

iligkiyi Teorem (2.4.7) ile verecegiz. Istatistiksel yakinsaklik kavrami ve bir dizinin
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kuvvetli p-Cesaro toplanabilirligi aslinda birbirinden bagimsiz olarak geligmistir fakat
bu iki kavramin birbiri ile iligkili ve hatta sinirh diziler i¢in birbirine denk olduk-
lar1 Connor (1988) tarafindan gosterilmistir. Bu sonug Zygmund tarafindan da elde
edildi fakat Zygmund istatistikel yakinsakligi, hemen hemen yakinsaklik olarak ad-

landirmaktadir. Oncelikle p-Cesaro toplanabilirligi tammlayalim.

Tamim 2.4.4 z = (x;) kompleks veya reel terimli bir dizi olsun ve p pozitif bir reel

say1 olsun. Eger

1 n
lim—E |z, — LIP =0
non
k=1

olacak gekilde bir L sayis1 varsa x dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
denir.

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin ctimlesini wy, ile gosterilir. O halde, p > 0
icin

w :{x:(xk):EILE(C lzn:\xk—[,\p%() n—>oo}
p ) n ’
k=1

Sonuc 2.4.5 Smirh diziler iizerinde kuvvetli p-Cesaro toplanabilme ile istatistiksel

yakinsaklik denktir. Yani p > 0 i¢in w, Nl = S Nl dir.

Sonuc 2.4.6 Kompleks terimli bir = dizisi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplan-
abilir veya L sayisina istatistiksel yakinsak ise z, L sayisina yakinsayan bir alt diziye

sahiptir (Connor 1988).

Teorem 2.4.7 pe R ve 0 < p < 0o olsun.

i) Bir dizi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise bu dizi L sayisina istatis-

tiksel yakinsaktir.

ii) Smurh bir dizi L sayisina istatistiksel yakinsak ise bu dizi L sayisia kuvvetli

p-Cesaro toplanabilirdir (Connor 1988).

Buck (1953), bir = dizisi limsup x degerine C; toplanabilirse bu dizinin ayni
degere istatistiksel yakinsak olmasi gerektigini gosterdi. Asagidaki teorem bu sonu-

cun istatiksel benzeridir.
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Teorem 2.4.8 Ustten smurh bir 2 dizisi § = St — limsup z degerine C; toplan-

abilirse St — limx = 3 dir.
Benzer gekilde agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.4.9 Alttan sinirh bir x dizisi a = St—liminf x degerine C'; toplanabilirse

St — limx = adur.
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3 CIFT DIZILER

Bu boliimde ilk olarak ¢ift dizi tanitilarak ozellikleri verilecektir. Ayrica ¢ift dizilerde

yakinsaklik cesitleri ifade edilecektir.

3.1 C(ift Dizilerde Yakinsaklik

Bu kisimda cift dizileri tanimlayacak ve c¢ift dizilerdeki yakinsaklik cesitlerini ele
alacagiz. Cift dizilerde tek dizilerin aksine birden fazla yakinsaklik ¢esidi tanimlanmistir.
Ik olarak Pringsheim (1900) cift dizilerde yakinsakhk kavramni incelemistir ve tek
dizilerde adi yakinsaklik burada Pringsheim yakinsakliga denk gelmektedir. Fakat
adi yakinsak olan bir tek dizi hakkinda yapilan ¢ikarimlarin hepsi Pringsheim an-
laminda yakinsak olan ¢ift dizilerde gegerli olmayabilir. Bunun en biiyiik ornegi
yakinsak olan tek dizinin sinirhh olmasina ragmen Pringsheim anlaminda yakinsak
olan ¢ift dizinin simirli olmayabilecegi gercegidir. Cift dizilerde Pringsheim an-
laminda yakimsaklik haricinde regiiler yakinsaklik, c-, be-, ve e- yakinsaklik kavram-
lar1 ortaya atilmigtir. Bu yakinsaklik gesitlerini Altay (2002) tezinde tanimlamistir.

Daha sonra Altay ve Basar (2005) ¢ift dizi uzaylarini incelemiglerdir.

Tanim 3.1.1 X bos olmayan herhangi bir ciimle olmak tizere,
fPNxN-—=X

(mv n) — f(m> n) = Tmn

seklinde tamimlanan f fonksiyonuna bir ¢ift indisli dizi denir. Bundan sonraki

kisimlarda ¢ift indisli dizi yerine cift dizi veya sadece dizi ifadesi kullanilacaktir.

Herhangi bir x = (x,,,) ¢ift dizisinin x,,,, elemanlarima,

11 L1220 T13 ... Tin
X1 To2 T23 ... Ton
xr31 T3z T33 ... I3n
Tml Tm2 Tm3 Tmn
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seklinde bir tablo olarak diigtinebiliriz.
Q={z=(2m) VmneN i¢n z,, € C}

ctimlesi reel veya kompleks terimli biitiin ¢ift dizilerin ctimlesini gostermektedir. Bu

cimle Va € C ve Vz,y € Q igin
ar = (ATmn) Ve T+ Yy = (Ton + Ymn)
iglemleri altinda bir lineer uzaydir.
Tanim 3.1.2 x = (x,,,) ¢ift dizi olsun. Verilen her £ > 0 i¢in, m,n > N oldugunda,
|Tn — L| < €

olacak gekilde bir N dogal sayisi bulunabiliyorsa, x = (x,,,) dizisi L € C sayisina
Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir ve L sayist x = (x,,,) dizisinin Pringsheim
limiti denir. Pringsheim anlaminda yakinsak bir diziye kisaca P-yakinsak ¢ift dizi

denilir ve P — lim z = L seklinde gosterilir.
Pringsheim anlaminda yakinsak ¢ift dizilerin uzay1 C), seklinde gosterilmektedir.
Cp={z=(Tmn) €Q|ILEC,Ve>0,Fk e N,Vm,n >k 3 |, — L| <}

climlesi Pringsheim anlaminda yakinsak dizilerin ciimlesini gostermektedir. C,, ciimlesi
¢ift dizilerin koordinatsal toplama ve skalerle carpma iglemleri altinda lineer uzaydir
ve,

lelle = lim sup_ o]

m,n>

yarmormu ile bir tam uzay tegkil etmektedir (Moricz 1991).

Pringsheim anlaminda yakinsak olan bir dizi sinirli olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1.3 z = (Tymn) Gift dizisi agagidaki gibi tanimlansin.

n , m=1Iise
m , n=1Iise
Tmn = 1 .
— . n=1mise
mn
, diger durumlarda.
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Bu dizi sinirhh olmamasina ragmen 0 noktasina Pringsheim anlaminda yakinsaktir.

Oyleki, verilen herhangi € > 0 sayisina kargihk Vm,n > N oldugunda,
|Tpn — 0] < €

olacak sekilde N € N dogal sayis1 vardir.

Ornek 3.1.4 = = (2,) = (;:55) cift dizisi Pringsheim anlaminda yakimsak
degildir. Gergektende, verilen her € > 0 sayisi i¢in yeterince biiyitkk m,n (m =n) € N
sayilari ele alindunda

o — 2] <
Ty — =| < €
2

olacaktir. Fakat m = 2m olacak sekilde yeterince biiyiik m,n € N sayilarn ele
alindiginda ise

| 2|<
Tmn — =| < €
3

olur. O halde = = (z,,,) dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak degildir.
Tanim 3.1.5 = = (z,,,) ¢ift dizi olmak tizere
sup |xmn| <0

m,n>0

oluyorsa, x dizisine simiriidir denir. Biitiin sinirh ¢ift dizilerin ctimlesini M, ile

gosterilir.
M, ={x=(xpn) € Q:||2||oc = sup | Ty, |< 00}
m,neN
seklindedir. Bu uzay || - ||c normu altinda Banach uzayidir.

T = (Typ) cift dizisi bir L € C noktasina Pringsheim anlaminda yakinsak ve
sinirli ise bu diziye Pringsheim anlaminda sinirh yakinsak dizi denir. Bu sekildeki
dizilerin ctimlesini Cp, ile gosterirsek,

Cop = {2 = (Tmn) € Cp 1 ||2]|c = su;>)O | Ty |< 00} =Cp,N M,

seklindedir. Bu uzay || - || normu ile Banach uzayidir (Moricz 1991).

Teorem 3.1.6 = = (z,,,,) cift dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak ise Pringsheim

limiti tektir.
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Ispat Farzedelim ki [ ve [ sayllar1 x dizisinin Pringsheim limitleri olsun. O halde

verilen herhangi ¢ > 0 sayis1 i¢in Vm,n > N; oldugunda

olacak sekilde N; € N sayis1 vardir. Aym sekilde, Ym,n > N, igin,

€
| T — l,| < =

2
olacak sekilde Ny € N sayis1 vardir. max{N;, N} = N olsun. O halde Ym,n > N
icin,

€
2

Og\l—l/\:|l—xmn+xmn—l/|S\xmn—l|+|xmn—l/|§%+ —:

elde edilir. Buradan [ = [ oldugu goriilmektedir.

Pringsheim anlaminda [ noktasina yakinsak olan bir x = (z,,,) dizisi i¢in ilaveten
lim,,, Z,n(n € N) ve lim,, ,,,(m € N) limitleri var ise x dizisine [ noktasima regiler
yakinsaktir denir. Regiiler yakinsak bir x = (z,,,) dizisi i¢in lim,, lim, x,,, ve
lim,, lim,,, Z,,,, limitleri vardir ve bu limitler Pringsheim limitine esittir. Regiiler

yakinsak cift dizilerin ciimlesi C, ile gosterirsek,
Cr={x=(xmn) € Cp, | Ym € N: (Zpp);m € c Ve VN € N 3 (Zyp ) € ¢}
olarak tanmimlanir.

Ornek 3.1.7 z = (Tmn) = % +% dizisi tanimlansin. Bu dizi Pringsheim anlaminda
0 noktasina yakisar. Ayni zamanda her n € N i¢in lim,,, .0 Tyn = % ve m € N igin
lim,, o0 Timn = % oldugundan,

lim (lim z,,,) = lim ( lim x,,,) =0
m—0o0 nN—0o0 n—oo m—0oo

elde edilir. O halde, x = (z,,,,) dizisi 0 noktasina regiiler yakimsaktir. Boylece bu

dizi smirh bir dizidir.

Regiiler yakinsakligin Prinsheim anlaminda yakinsakliktan farki, bir ¢ift dizinin

yakinsakliginin dizisinin sinirhiligini gerektirmesidir.
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(ift dizilerin Prinsheim anlaminda yakinsakligindan daha zayif olan e-yakinsaklig

Boos, Leiger ve Zeller (1997) tarafindan,
Ve >0, dngeN, Yn>ng, ImyeN:m>my = |z, —L| <e

seklinde tanimlandi. e-yakinsak bir x dizisi her n € N i¢in sup,, |z, | degeri sonlu ve

lim,, x,,,,, mevcut ise x dizisine sirasila be-yakinsak ve c-yakinsak denir. c-yakinsak

e-yakinsak dizilerin ciimlesi,
C. ::{az:(wmn)EQ: JdL € C, Ve > 0 dng € N, Vn > ny,
dm, e N 3VYm >m, = |ru, — L] <€}
:{x = (Typn) €Q: AL € C: liinﬁmmmn —L| = O}.

seklindedir.
Simdi Pringsheim anlaminda yakinsak olmayan fakat e-yakinsak olan bir ¢ift dizi

ornegi verelim.

Ornek 3.1.8 2 = (z,,,) cift dizisini,

m, m=n,

Tmn = 1, m <n,
0, m>n
\

seklinde tanimlayalim. Bu dizi Pringsheim anlaminda yakinsak olmadigi halde e —

lim x,,,,, = 0 dir.

Genel olarak gozoniine alinan ¢ift dizi uzaylari,

» ((myn) = (i, 7))

0 , diger durumlarda

1
mn
ij

olarak tanimlanan €™ dizilerinin gerdigi ® uzayini kapsarlar.

Tanim 3.1.9 = = () ¢ift dizi olmak tizere verilen herhangi ¢ > 0 sayist igin,
m,n,p,q > N oldugunda

|Zn, — Xpg| < €
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kalacak gekilde bir N dogal sayisi varsa © = (y,,) dizisine Pringsheim anlaminda

Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.1.10 2 = (2 ¢ift dizi olsun. = = (z,,,) yakinsak olmasi i¢in gerek

ve yeter sart = (Z,,,) ¢ift dizisinin Cauchy dizisi olmasidir (Habil 2005).

Ispat (=) : © = (Zm) cift dizisi L noktasma yakinsak olsun. O halde verilen

herhangi ¢ > 0 sayisina karsihik NV € N sayisi1 vardir 6yleki; Vm,n > N i¢in

£
mn_L<_
v 2

dir. Boylece Vp > m > N ve Vg > n > N icin

|Tpg — Tonn| = }:L’pq — L+ L— :cmn‘
< }qu_L}Jr}xmn_L}
e €

< —4-=e
5 T57¢

olur. O halde z = (z,,) ¢ift dizisi Cauchy dizisidir.
(<) : & = (Typ) dizisi Cauchy dizisi olsun. O halde verilen herhangi ¢ > 0 says1
verilsin. m = n olarak ele alindiginda z,,, = b, olarak tammlayahm. = = (z,.,)

Cauchy dizisi oldugundan k£ € N sayis1 vardir oyleki; Vp > n > k icin
|b, — by| <€

dir. Tek dizilerdeki Cauchy kriteri geregi (b,) dizisi L saysina yakinsaktir. Boylece

N; € N olacak gekilde Nj sayist vardir ve Vn > N; igin
€
b, — L| < =
bu— L] < &

dir.
r = (Znm) Cauchy dizisi oldugundan N, € N olacak sekilde Ny sayis1 vardir
oyleki Vp,q > n > N,

€
|5qu —by| < B}

dir. N = maz{Ny, No} ve n > N olacak sekilde segtigimizde Vp,q > N igin
€

9~ ¢

£
|Tpg — L] < |pq — bu| + |bp — L] < §+
elde edilir. O halde (z,,,) ¢ift dizisi L noktasina yakinsar.
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Tanim 3.1.11

fi: NxN — X

(m,n) — f(m,n) = Tmn

cift dizisi verilsin.

k : N—=N
m — kp,
ve
r : N—=N
n—r,

artan fonksiyonlar(diziler) olmak {izere

h : NxN—-NxN
(m,n) = h(m,n) = (k(m),r(n))

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

foh : NxN—=R

(m,n) — foh(m,n)=xg, .
bilegke fonksiyonuna (z,,,) ¢ift dizisinin bir alt dizisi denir (Altay 2002).

N x N kiimesinin sonsuz ¢oklukta (k,,r,) dizisi bulunabileceginden, bir (z,,,) ¢ift
dizisinin sonsuz c¢oklukta alt dizisi vardir. Burada alt dizi, dizinin kendisinden satir
ve sutunlar atilarak elde edilir. Ayrica (xy, ) alt dizisinin her teriminin (z,,,)

dizisinin bir terimi oldugu agikca goriilmektedir.

Ornek 3.1.12 Her m, n € N icin z,,, = (—=1)™*™ ¢ift dizisinin alt dizileri y,,, = 1

ve Zmn = —1 dizileridir.

Tek dizilerde oldugu gibi ¢ift dizilerde de yakinsak bir dizinin her alt dizisi de

ayni saylya yakinsaktir. Burada bahsettigimiz Pringsheim anlaminda yakinsakliktir.

26



Teorem 3.1.13 2 = (z,,,) ¢ift dizisi L noktasima Pringsheim anlaminda yakinsak
olsun. O halde © = (2,,) ¢ift dizisinin herhangi bir alt dizisi de L noktasina

yakinsaktir (Habil 2005).

Ispat (g, ) dizisi () cift dizisinin alt dizisi olsun. (z,,) ¢ift dizisi L noktasina
Pringsheim anlaminda yakinsak oldugundan verilen her £ > 0 sayisina karsilik

N = N(¢) € N dogal sayis1 vardir 6yleki, Vm,n > N igin
|Tmn — L| < €

olur. ky < ky < k3 < - < kyp < rrver] < g <13 < e Ky < e e
oldugundan k,, > m, r, > n, Vm,n € N olacak sekilde k,,, r, sayilar1 bulunabilir.
Boyle oldugunda k,,, > m,r, > n olmak iizere Vm,n > N i¢in k,,,r, > N olur ve

|zk,r, — L| < € elde edilir. Yani
P-lim(xy, ., ) = L
dir.
Tanim 3.1.14 z = (2,,,,) reel sayilarin bir ¢ift dizisi ve

an(x) = sup Ty, ve Oy(x)= inf x,,
m,n>N m,n>
olsun. Bu durumda, en az bir N € N sayis1 i¢in

an(z) <oo ve fBy(z) > —o0

ise * = () cift dizisi Pringsheim anlaminda bir iist ve alt limite sahiptir denir.

Buna gore, bir x = (x,,,) ¢ift dizisinin Pringsheim alt limiti,
i) Eger her bir N € N i¢in fy(z) = —oc ise,

P — liminf x = —o0,

ii) Eger bazi N € N i¢in fy(z) > —oc ise,

P —liminfx = ]\}I_I&(mlrrllzf]v Tnn) = sgfp B ()
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ve Pringsheim tist limiti,
i) Eger her bir N € N i¢in ay(x) = +oo ise,

P — limsup x = 400,

ii) Eger bazi N € N i¢in ay(x) < 400 ise,

P —limsupz = lim ( sup ,,,) = inf ay(x)
N—oo mmn>N N

seklinde tammlanir (Patterson 1999).

Ornek 3.1.15 z = (2,,,) cift dizisi

(

m, n=1,
—-n, m =1,
Ton i=
(=)™ m=n>1
\O, diger durumlarda
seklinde tamimlansin. sup z,,, = +o0o ve inf z,,, = —oo oldugu halde N > 2 i¢in
an(z) =1 ve fy(z) = —1 bulundugu igin
P —liminfx =—-1 ve P—limsupz =1

olur.

Teorem 3.1.16 = = (Z,,,) ¢ift dizi olsun. Bu durumda dizinin P-liminf ve

P-limsup degerleri arasinda agagidaki iligkiler mevcuttur (Patterson 1999).
1) P-liminfz < P-limsupz,

2) P-limz =L < P-liminfz = P-limsupz = L

3) P-limsup(—z) = —P-liminfx

4) P-limsup(z +y) < P-limsupz + P-limsupy,

5) P-liminf(z +y) > P-liminfx + P-liminfy
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6) Eger z, x ¢ift dizisinin bir alt dizisi ise

P-liminf z < P-liminf z < P-limsup z < P-limsup z.

Tanim 3.1.17 m < m’ ve n < n’ oldugunda z,,, < z,, oluyorsa (x,,,) dizisine
monoton artan, m > m' ve n > n’ oldugunda z,,, < Z,, oluyorsa (x,,,) dizisine

monoton azalandyr denir.

Teorem 3.1.18 Artan bir cift dizi tistten siirh ise limiti supremumuna, azalan

bir ¢ift dizi alttan sinirh ise limiti infumumuna esittir.
Teorem 3.1.19 1z = (z,,,) reel sayilarda bir ¢ift dizi olsun. Bu durumda

liminf z,,, = «
m,n—00

dir ancak ve ancak

i) Verilen her ¢ > 0 sayisi igin, bir N € N sayis1 vardir 6yleki, her m,n > N igin

Tyn > o — € dir.

ii) Verilen her ¢ > 0 sayis1 ve N € N i¢in m,n > N olacak sekilde m, n sayilar

vardir 6yleki z,,,, < o + ¢ dir (Sever et al.).
ispat

lim inf z,,,, = sup ( inf SL’mn) =«
m,n— 00 N m,n>N

olsun. (ift dizilerde supremum tanimindan, verilen her € > 0 sayis1 icin

inf x,,>a—¢
m,n>N

olacak sekilde bir N € N sayis1 vardir ve her m,n > N igin z,,, > o — ¢ elde ederiz.
Bu ifade () ifadesinin ispatim gosterir.
Simdi ise (i7) ifadesini ispatlayalim. Farzedelim ki (4i) ifadesi gergeklesmesin.

O halde, her € > 0 sayis1 ve her m,n > N icin

inf 2z, >a+e
m,n>Np
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olacak sekilde Ny € N sayis1 vardir. Boylece,

liminf @, , = sup (inf 2p,) >a+e
mM,N—00 ’ N mn>N

olur. Bu ifade ise a > « + ¢ olur. Fakat bu dogru degildir. Celigki elde edilmig olur.

Tersine (i) ve (i) ifadeleri saglansin. Bu durumda verilen her € > 0 say1s1 ve her

m,n > Ny icin x,,, > a — € olacak sekilde Ny € N sayis1 vardir ve

inf z,,>a—¢
m,n>Ng

dir. Boylece,

liminf z,,,, = sup( inf x,,,) > a—¢
m,n—00 N mn>N

olur. (i) ifadesinden ise her N € N sayisi1 i¢in z,,, < a + ¢ olacak sekilde m,n

vardir. Bu durumda, her N € N i¢in

inf x,, <a+¢
m,n>

ve

lim 2, =sup( inf z,,) <a-+e
m,n— 00 N mmn>N

elde edilir. O halde liminf,, ;o0 Ty = a dir.

Benzer sekilde lim sup igin ifadeler agagidaki gibi verilebilir.

Teorem 3.1.20 z = (,,,) reel sayilarda bir cift dizi olsun. limsup,, ,, oo Tmn =

dir. Ancak ve ancak

i) Verilen her € > 0 saywisina karsilik, bir N € N vardir 6yleki, Vj, k > N igin,

Tmn < [+ € olur.

ii) Verilen her £ > 0 sayist ve N € N i¢in m,n > N olacak sekilde m, n sayilar

vardir oyleki x,,, > [ — ¢ olur.

3.2 (ift Seriler

Bu kisimda ¢ift seriler hakkinda temel bilgilere deginilmigtir. Cift serilerin yakinsakligi
ve mutlak yakinsakligi tanimlanmigtir. Bununla ilgili 6rneklendirme yapilarak ince-

lenmistir.
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Tanim 3.2.1 = = (x,,,) ¢ift dizisi verilmig olsun. Simdi,

Sm”:iixlj ; (m,neN)

i=1 j=1
seklinde tammlanan (s,,,) dizisini gozéniine alahm. Bu durumda, ((Zms), (Smn))
ikilisine bir ¢ift seri denir. m,, terimine serinin genel terimi, (s,,,) dizisine de
serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,,,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisia

v-yakinsak, yani

m n
v-1lim E E Tij =S
m,n
i=1 j=1

ise ((Tyn), (Smn)) serisi v-yakinsaktir ve serinin v-toplami s sayisidir.  Yakinsak
olmayan seriye iraksak seri denir. Burada v ¢ift dizilerde herhangi bir yakinsakligi

gostermektedir.

Genel terimi z,,, ve toplami s olan yakinsak seri,
o o
DD =
m=1 n=1
seklinde gosterilir. Seri ister yakinsak ister iraksak olsun, genel terimi x,,, olan seri
o o
2D
m=1 n=1
ile gosterilir. v-yakinsak ¢ift seri olugturan dizilerin uzayi CS,, ile gosterilmektedir.

Buna gore,
CS, = {x = (x;;) € Q| U—inj = U—limZlej mevcut}
ij BT j=1
seklindedir (Altay 2002).

Y D Tmn V€ o | > | Ty, serilerine sirall seriler denir. Siral seriler,

ayni toplama sahip olmak zorunda degildir. Gergekten = = (x,,,) ¢ift dizisi igin

1, m=n+1n=12,..
Tmn = -1 s m:n—l,nzl,Q,...
0 , diger durumlarda

> > T = —1 fakat > 07 >* 1w, =17 dir.
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Tanim 3.2.2 Eger » 7%, > 7% |x] serisi yakmsak ise, > 7%, > 7 x;; reel terimli

serisi mutlak yakinsaktir denir.

Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin ctimlesi £, ile gosterilir. Yani;

L, = {er:Hxlh = |ay] <oo}.

i,J
Teorem 3.2.3 (i) Mutlak yakisak bir ¢ift seri yakisaktir.
(ii) Pozitif reel terimli bir serinin yakimsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
serinin kismi toplamlar dizisinin sinirli olmasidir.
(iii) Reel terimli (a;;) ve (b;;) dizilerini gézoniine alalim.
Her 4, j € Niigin 0 < ay; < by ve D272, 277 by serisi yakinsak ise 77, 777 aj
serisi de yakinsaktir ve
0o oo o oo
2D ai <) D by
i=1 j=1 i=1 j=1

esitsizligi gecerlidir (Iyer 1985).

Yakinsak bir ¢ift indisli serinin kismi toplamlar1 sinirli olmak zorunda degildir.

Gergekten genel terimi

1, m=1
Tmn = —1 , m =2
0, m>3

olarak tamimlanan ) | 2, serisi yakinsak fakat kismi toplamlar dizisi sinirh degildir.
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4 CIFT DIZILERDE ISTATISTIKSEL YAKIN-
SAKLIK

Bu boliimde cift dizilerde istatistiksel yakinsakhk incelenecektir. Oncelikle, tek
diziler i¢in verilmig olan yogunluk kavrami ¢ift dizilerde tanimlanacak ve ¢ift indisli
kiimelerin yogunluklarina iliskin 6rnekler verilecektir. Daha sonra ise ¢ift dizilerde
istatistiksel yakinsaklik kavrami verilecek, ilgili tanim ve teoremlere deginilecek ve
orneklendirmeler yapilacaktir. En son kisimda ise ¢ift dizilerde istatistiksel yakinsaklik

ve kuvvetli Cesaro yakinsaklik arasindaki iligki incelenecektir.

4.1 Cift Dizilerde Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast (1951) tarafindan verilmistir. Cift dizilerde
istatistiksel yakinsaklik kavrami Murselen ve Edelly tarafindan tanitilmigtir. Bu

boliimde ¢ift dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavramini ele alacagiz.

K C NxNolsun. K(m,n), {(j,k): (j,k) € K, j<m, k <n} kiimesinin

eleman sayisini1 gostermek iizere ¢ift dizilerde yogunluk asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 4.1.1 K C N x N olmak iizere K kiimesinin alttan asimptotik yogunlugu

55(K) = lim inf 207"

- m,n mn

olur. (%) dizisinin Pringsheim anlaminda limiti varsa K kiimesinin c¢ift dogal
yogunlugu
J2(K) = lim K(m,n)
mn  mn
dir.

Ornek 4.1.2 {(j2, k) : g,k € N} kiimesinin dogal yogunlugu

Vmyn

85(K) = lim K(m,n)
mn

m,n mn

< lim =0

olur.
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Ornek 4.1.3 {(j,2k) : j,k € N} kiimesinin dogal yogunlugu

h(K) = limM :1

mmn  mn 2

olur.
Ornek 4.1.4 {(j,j) 1€ N} kiimesinin dogal yogunlugu

K
55(K) = lim 20y ™
m,n mn m,n Mn

bulunur.

Ornek 4.1.5 {(1,k): k € N} kiimesinin dogal yogunlugu

5y(K) = lim 20 P

m,n mn m,n 1M1

olur.

Tamim 4.1.6 z = (xj;) reel bir cift dizi olsun. Verilen herbir € > 0 say1st igin
{Gk):j <mk<n, |zj—L|>¢e}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise * = (xj;) ¢ift dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu durum Sty — limxj;, = L seklinde gosterilir.
Sto ile biitiin istatistiksel yakinsak ¢ift dizilerin uzayini gosterecegiz.

Uyar1 4.1.7

a) v = (xj;) Pringsheim anlaminda bir L sayisina yakimnsak bir ¢ift dizi ise aymi
zamanda x = (xj;) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir. Ciinkil sinirh veya
sinirsiz satir ve sutunlar igin sinirh birer say1 bulunabilir. Bu sayilar s; ve s, olarak

tanmimlanirsa,
K(m,n) < sym+ son

olur. Buradan esitsizlik % ile carpilir ise,

K(m,n)
mn

S1 S2
<= +2
n m
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elde edilecektir ve limit alindiginda

K
lim 7(m, n) < lim(ﬂ + ﬁ)
m,n mn mmn N m
= 0

olur. Boylece x = (x;) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.
b) x = (zjx) eger L noktasina istatistiksel yakinsak ise L tektir.

c) x = (xj;) istatistiksel yakinsak ise Pringsheim anlaminda yakinsak olmasina gerek
yoktur. Sinirli olmasina da gerek yoktur.

Simdi son ifadeye bir ornek verelim.
Ornek 4.1.8 = = (z;) dizisi

gk, j ve k lar tam kare ise
{L‘jk =
1 , diger durumlarda

olacak gekilde tammmlansin. x = (zj;) cift dizisi Pringsheim anlaminda yakinsak
degildir ve tstelik simirlhi da degildir. Fakat 1 noktasina istatistiksel yakinsaktir.
(Clnkii dizinin 1 haricindeki elemanlarin yogunlugu O dir. Yani verilen her ¢ > 0
say1sl i¢in;

dir. Burada her iki tarafin limiti alindiginda,

lim [{(j,k) : oy — 1] >} < i
im [{(j, k) : s — 1] Z e} < lim =

olur. Burada kiime parantezlerinin digarisinda bulunan dikey cizgiler ile bahsi gegen

kiimenin eleman sayisi belirtilmektedir.

Gilingor ve Gokhan (2007) reel degerli ¢ift fonksiyon dizilerininin istatistiksel yakin-
sakligini incelemislerdir ve agagidaki 6rnek bu yayinda verilen bir fonksiyon dizisinin

tanmim kiimesinden uygun bir deger alinarak ¢ift diziye indirgenmis halidir.
Ornek 4.1.9 = = (z;;) dizisi

(2)jk , JEBP,3 +p) ve ke [39,37+q), p,q=1,2,..
T =
’ 0 , diger durumlarda
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olarak tanimlansin. 7,k = 1,2,3, ... icin

1
lim —[{(J,k) : 7 < k< x — 0| >
nlml,l;zlmn’{<j7 ) J > m, =n, ‘x]k |_5H

< Palp+ (g + 1)
- 4_3p+q

dir. Sonug olarak,
Stz — hmx]k =0
olur. Fakat lim; x;;, mevcut degildir.

Simdi tek diziler i¢in Saldt tarafindan ispatlanmig olan Teorem (2.3.5) ifadesinin ¢ift

diziler i¢in ispatini yapacagiz.

Teorem 4.1.10 = = (xjx) ¢ift reel say1 dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter sart K = {(j,k) CNxN:jk=1,2,3,...}, 02(K) =1

ve

lim ik = L
Jk—o0, (j,k)EK

olacak gekilde K C N x N alt kiimesinin var olmasidir (Mursaleen and Edely 2003).

ispat x = () dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak olsun. r = 1,2, 3, ... i¢in,

1
K, = {(j,k:)ENxN:|xjk—L|2;}

1
M, = {(j7/f)€N><Ni|ijk—L|<;}

kiimelerini ele alahm. Bu durumda x = (x;;) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak

oldugundan 6,(K,) = 0 dir. M, = K, oldugundan
S(M,)=1, (r=1,2,3,4....)

dir. Burada
M; D My D Mz;>D...DM; DMy D... (4.1)

olacaktir. Simdi (j,k) € M, olan (j,k) elemanlar i¢in x = (x;;) ¢ift dizisinin L

noktasina Pringsheim anlaminda yakinsadigini gosterelim. Farzedelim ki z = (x;)
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¢ift dizisi L noktasina yakinsamasin. O halde her € > 0 verildiginde sonsuz ¢oklukta
degerler icin

[z — L] > €
olacaktir.
1
M, = {(j,/{;) cNxN: |:L’jk—L| <€} ve € > — (7’:172,3’._._)
r

seklinde ele alinirsa do(M.) = 0 olur. (4.1) ifadesinden M. D M, (r = 1,2,3,....)

oldugu i¢in d5(M,) = 0 elde edilir. Fakat bu durum d5(M,.) = 1 olmasi ile ¢eligir.
Tersine, lim; , x5 = L ve d2(K) = 1 olan K = {(j, k)} € NxN kiimesi var olsun.

O halde verilen her € > 0 sayisina karsilik n € N sayist bulunabilir ki Vj, & > n icin

|z, — L| < e dir.
KE - {(]7 k) : |xjk - L| Z 5} g N xN— {(jn—l—h kn+1)7 (jn+27 kn+2)7 }

oldugundan

5y(K.)<1—1=0.

O halde z = () cift dizisi L noktasina istatistiksel yakinsaktur.

Uyar1 4.1.11 St, — limazj, = L ise limy, = L ve 6({(j, k) : zjp = ypu}) = 1

olacak sekilde y = (y;x) cift dizisi vardir. Yani,
hemen hemen her j, k (kisaca h.h.h. j,k) icin xj, = yji
dir.

Teorem 4.1.12 St,NM, , M, normlu lineer uzayinin kapali bir lineer alt uzayidir

(Mursaleen and Edely 2003).

Ispat z("™ = (:Egzm)) € StaNn M, ve 2" — z € M, olsun. " € St, N M,

oldugundan
Sty —limay" = apm (n,m=1,2,3,...)

olacak sekilde a,,, reel sayilar1 vardir.
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™) — g oldugu icin verilen her € > 0 saysina karsilik,
|:L‘(pq) — x("m)| < %, her p>n>N, g>m> N igin, (4.2)

olacak sekilde N € N sayis1 vardir. Teorem (4.1.10) e gore do(K7) = d2(K3) =1 ve

1 I ") = G
( ) j7k—>oo,1r8‘,k)eK1 xjk Gy
(2) lim xﬁq) = Qpq,

j,k*)OO, (j,k)EKQ
olacak sekilde K; ve Ky kiimeleri vardir.
do( K1 N K3) = 1 oldugundan K; N K, kiimesi sonsuzdur. (ki, ky) € K7 N K5 olacak

sekilde segilirse, (1) ve (2) ifadelerinden,

9
[0 — el < 5 (4.3)
ve
nm €
2y — Gl < 3 (4.4)

olur. Béylece her bir p >n > N ve ¢ > m > N igin (4.2), (4.3), (4.4) ifadelerinden,

|apq - anM| < |apq - xi(jk2| + |x£(11k2 - me + |x££2 - anm|
19 4 g X 9 _ .
3 3 3 7

Boylece (apnm,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. O halde (ay,,) dizisi
yakinsaktir denilir ve,

lima,,, = a
n,m

seklinde yazilir.

Simdi = = (zjx) cift dizisinin a noktasina istatistiksel yakinsak oldugunu gos-
termeliyiz. ("™ dizisi 2’e yakinsak oldugundan verilen her £ > 0 sayisina karsilik
N (e) sayist vardir 6yle ki her j, k > N;(e) igin,

£
o™ — | < 3

Ayni zamanda a,,, — a oldugundan verilen her € > 0 sayisina kargilik Ny(e) saysi
vardir 6yle ki her 7,k > Ny(e) igin,

£
laj, —al < <.
3
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(™) dizisi a,,, ye istatistiksel yakisak oldugundan K = {(j,k)} C N x N olacak
sekilde K kiimesi vardir oyleki d5(K) = 1 ve her ¢ > 0 sayws1 verildiginde, her
J,k > Ns3(e) icin, (j,k) € K

€
25" — Q| < 5

3

olacak sekilde Nj(e) sayisi vardir.
max {N1(g), Na(e), N3(e)} = Nu(e) olsun. Béylece verilen her £ > 0 sayisina
kargilik her j, k > Ny(e) (j, k) € K i¢in

i —al < Jage— 2]+ el — gl + g — a
19 19 19
< g + g + g
= £.

O halde z, a noktasina istatistiksel yakinsaktir. Yani,
x € Stg N Mu
Boylece Sto N M,, M, un kapali lineer bir alt uzayidir.

Teorem 4.1.13 Sty N M,, M, da hicbiryerde yogun degildir (Mursaleen and
Edely 2003).

Ispat Keyfi bir lineer normlu S uzaymm S’den farklh her kapal lineer alt uzay1 S
kiimesinde higbiryerde yogun olmadigindan (Neubrum et al. 1968) sadece Sty N
M, # M, oldugunu gostermemiz gerekmektedir. Bunun i¢in istatistiksel yakinsak

olmayan fakat smirh olan bir dizi tammlamaliyiz. © = (z;;) ¢ift dizisini

1, jveklar cift ise

{L‘jk =
0 , diger durumlarda

seklinde tanmmlayalim. Goriildiigii gibi © = (xj;) cift dizisi istatistiksel yakinsak

degildir fakat sinirhdir. O halde St; N M, # M., dir.
Teorem 4.1.14 Sty —limaj, = Ly, Sty —limy,, = Ly ve c € R ise
1) Stg - hm(x]k -+ yjk) = L1 + L2 dir.
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ii) Sty — lim(czjx) = cLy dir.

ispat i) Sty —limxj, = Ly olsun. O halde A C N x N olmak iizere dy(A) = 0
oldugunda, ¢ > 0 verildiginde Vj, k > k; igin (j, k) € (N x N\ A) i¢in

E
[z — L1 < 5

olacak sekilde £y € N vardir.
Aymi gekilde Sty —limy;; = Ly olsun. O halde B C N x N olmak {izere d5(B) =0
oldugunda, ¢ > 0 verildiginde V j, k > ko ve (j, k) € (N x N\ B) igin

£
[y — Lo| < 5

olacak sekilde ko € N sayis1 vardir.
ko = max{ky, ko} olsun. ¥(j,k) € (N x N\ (AN B)) ve her j, k > ko igin

|(zjk +yjn) — (L1 + Lo)| <€

oldugunu gosterelim. Oncelikle sifir yogunluklu iki kiimenin arakesiti de sifir yogunluga
sahip oldugundan A N B kiimesinin de yogunlugu sifira esittir. O halde,
V(j, k) € (Nx N\ (AN B)) ve Vj, k> ko igin

|k — ysn) — (L1 + La)| < |zjp — La| + |yju — Lo

- 5+e
2 2
= ¢

oldugundan Ve > 0 icin
1 4 4
hm%\{(% k):j<m,k <n, |z +ype— L1+ La)| > e} =0

olup

olur.

ii) Eger ¢ = 0 ise cxj;, — 0 dir.

c# 0 ve Sty —limz;, = Ly olsun. O halde A C N x N i¢in d5(A4) = 0 oldugunda,
her € > 0 sayis1 verildiginde Vj, k > ko ve her (7,k) € (N x N\ A)

E
|z — L] <

]
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olacak sekilde kg € N vardir. Boylece V(j,k) € (N x N\ A) ve Vj, k > ky igin

€

lczjp = cla| = |ellzgn = Ln| < e[ = ¢

]

olur, Ve > 0 i¢in

1
lim — k) g < k< e — Lq| > =0
711{7111 nm’{(.]7 ) J=n, = m, |C'rjk 1| _8}’

elde edilir. Yani Sty — lim(cxj;) = cL; dir.

Fridy (1985), tek dizilerde istatistiksel Cauchy dizisi kavramini tanimladi. Daha
sonra Mursaleen ve Edely (2003) istatistiksel Cauchy dizisi kavramini ¢ift dizilere

tagidilar. Simdi ¢ift diziler icin istatistiksel Cauchy dizisinin tanimini verelim.

Tanim 4.1.15 z = (xj;) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. Verilen her € > 0 sayisina

karsilik ve her j,p > N, k,q > M igin,
52({<j7 k) .] < m7k < n, ‘xjk - xp(I| > 8}) =0

olacak gekilde N = N(g), M = M(e) sayilar varsa x = (x;;) dizisine istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.1.16 z = (x;) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. = = (z;;) ¢ift dizisinin is-
tatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart « = (z;;) ¢ift dizisinin istatistiksel

Cauchy dizisi olmasidir (Mursaleen and Edely 2003).

ispat x = (z;) ¢ift dizisi L € R sayisina istatistiksel yakinsak olsun. O halde

verilen Ve > 0 sayisina karsilik,
{Gk) G <m, k<n, |y — L > €}

kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. |z, ny — L| > € olacak sekilde M ve N sayilarimi
secelim.

A = {(j7k> cj<m, k<n, |z — xmN]| 28}

B. = {(jk):j<m, k<n, |zg—L| >¢}

C. = {(k):j=M<m, k=N <nigin |zyy — L| > ¢}

41



kiimeleri i¢in A, C (B. U C.) olacagindan,
(52(145) S (52(85) + 52(05) - 0

olur. O halde z = (x;;) istatistiksel Cauchy dizisidir.
Tersine, © = (z;;) istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Fakat istatistiksel yakinsak
olmasin. O halde A. kiimesinin dogal yogunlugu 0 olacak sekilde N ve M dogal

sayilar1 vardir. Bu durumda
IS {(j7k> cj<m, k<n, |z —run| < 6}

kiimesini ele alalim.

E. = (NxN)\ A

oldugundan

olacaktir. |z, — L| < § oldugunda
|xjk_xMN| :|l‘]k—l‘MN—L+L| §2|l‘]k—L| <e€ (45)

olur. z ¢ift dizisi istatistiksel yakinsak olmadigindan B. kiimesinin dogal yogunlugu
1 dir. Oyleyse
{(G,k):j<m, k<n, |z, —L| <&}

kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. (4.5) ifadesinden dolay1
{(j,k) cj<m, k<n, |z, —zun| < E}

kiimesinin dogal yogunlugu 0 dir. Bu ise A. dogal yogunlugunun 1 olmasi ile gelisir.

O halde x ¢ift dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

Fridy’nin 1985 yilinda tek diziler igin yaptigi ¢ikarimlarina benzer olarak, Mur-
saleen ve Edely 2003 yilinda Teorem (4.1.10) ve Teorem (4.1.16) ifadelerinden yarar-

lanarak cift diziler icin agagidaki teoremi vermiglerdir.

Teorem 4.1.17 Asgagidaki ifadeler birbirine denktir.
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a) x = (z;1) cift dizisi L noktasina istatistiksel yakisaktur.
b) x = (xj;) ¢ift dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.
c) x = (x;) ¢ift dizisinin bir y = (yj,.x, ) alt dizisi vardir 6yleki limy;, x, = L dir.
Simdi ¢ift dizilerde istatistiksel sinirliligin tanimi verecegiz.
Tanim 4.1.18
a) x = () dizisi reel degerli bir ¢ift dizi olsun.
02({(4, k) : wjr > M}) =0
olacak sekilde M € R sayis1 varsa x dizisine ustten istatistiksel sinirl, denir.
b) x = (xj;) dizisi reel degerli bir ¢ift dizi olsun.
62({(J, k) 12 < N}) =0

olacak gekilde N € R sayis1 varsa x dizisine alttan istatistiksel sinarly denir.
Eger bir = (1) cift dizisi hem iistten hem alttan Sto—smurh ise x = () cift

dizisine Sty—swnarl dizi denir (Cakan ve Altay 2006).

Uyar1 4.1.19 Herhangi sinirh ¢ift dizi ayni1 zamanda Sts— sinirhidir. Fakat tersi
dogru degildir.

Ornek 4.1.20 z = (z;;) cift dizisini

gk, jve k lar kare ise

1

{L‘jk =

, diger durumlarda

seklinde tammlayalim. d2({(j, k) : zjp > 1}) = 0 oldugundan x = (z;;) dizisi tistten
istatistiksel smirhdir. Aymi sekilde d2({(j, k) : z;p < 1}) = 0 oldugundan bu dizi
alttan istatistiksel simirhdir. Fakat x = () dizisi smirh bir dizi degildir. O halde

istatistiksel sinirli bir dizi sinirhh olmak zorunda degildir.

St ile tiim istatistiksel sinirh ¢ift dizilerin uzayin gosterecegiz.
Moricz (2003), Connor (1988) tarafindan verilen ayrigim teoremini bilinen (tek)

diziden cift diziye asagidaki teoremle genisletmistir.
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Teorem 4.1.21 Bir x = (x;) cift dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart

Tk ZUjk+Ujk, j,k = 0,1,2,... (46)
j}elgloo Ujp = L (4.7)
ve
1
lim —{j<m, k<n: vy #0} =0 (4.8)

m,n—00 MMN,
olacak gekilde (ujx) ve (vj) dizilerinin var olmasidir. Dahasi (z;;) smirh ise (ujx)

ve (v;i) da smirhdir (Moricz 2003).

Ispat (Gerek gart) (x;1) cift dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan
2N, < Npp1,p=1,2,3, .. (4.9)
ve
%H] <m,k<n:l|rjy—L|> 2_”}’ <27 (m,n > N,) (4.10)

olacak sekilde bir (N, : p = 1,2,3,...) pozitif tamsay1 dizisini segebiliriz. (u;i)
dizisini agagidaki sekilde tanimlayalim: Eger min(j, k) < N; ise o zaman uj, = xjj,

yazalim ve eger p ve ¢ pozitif tam say1 degerleri i¢in
NPSJ <Np+1 ve Nq §k<Nq+1

iken
x]k , |xjk; — L| S 27 min(p,q)

Ui = . (4.11)
L, |ujy—L| > 2 mnwa)

yazalim. Son olarak da, vj, = ;; — uji olarak belirtelim. Bu durumda (4.6) sart:
saglanir ve (4.7) sartinin ispati da agik olarak goriilmektedir. Gergektende, verilen
herhangi ¢ > 0 sayisina karsihk 2770 < ¢ saglanacak sekilde pg sayisini yeterince

biyiik secebiliriz. Yukaridaki uj;, tanimindan p > py icin

Ny < min(j, k) < Nyt
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olmak tizere (j,k) € N x N ise o zaman

|u L| B |~Tjk — L| <27P<e | |~Tjk — L| <27P
jk -
L-L] , feg— D] > 27

olur. Buradan, j, k > N, ise |uj; — L| < € oldugu elde edilir. Boylece, (u;)) dizisi L
sayisina Pringsheim anlaminda yakinsaktir. Son olarak, (4.8) nin ispatini yapalim.

v, = 0 oldugundan eger min(j, k) < Ny ise p,q > 1 icin,
N, <m < Ny ve Ny<n <Ny
oldugunu kabul edebiliriz. » = min(p, ¢) olsun. (4.11) daki ifadeden

{j <mvek<n:vy#0}

={N,<j<mve N, <k<n:|zj—LH >27"}
UU[{ngjgm ve Ny <k < Ngy:lozjy— L) >27°}
Us~{:]1\f5§j<Ns+1 ve Ny <k<n:|zj— L >2_8}}

elde edilir. (4.9) ve (4.1) kullanilarak » = min(p,¢) — oo veya buna denk olarak

m,n — oo iken,
1. .
—‘{jgm ve kgn:vjksé()}}

2r 8+1 28 N5+1 —2s
<2 +Z —t29- —=27%

—op _r ' —2s—(r—1-s
<274 [ 4 m} ;2

<97y ot 40

olur. Bu ise (4.8) ifadesini ispatlar.

(Yeter sart) (4.8) ifadesinden,

yazilabilir. Bu ifadeden ve (4.7) ifadesinden, istatistiksel yakinsaklik goriiliir. Boylece

teorem ispatlanmig olur.
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Burada eger (j, k) € S ise uj, = i, ve (j,k) ¢ S ise u;, = L iken
S = {(j,k) ENXNZUjkISL’jk}

seklinde tanimlanip teorem yeniden ifade edilecek olursa;
Bir (z;x) ¢ift dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart 05(S) = 1 olan ve
lim zj, =L

j,k—o0
(4:k)€S

olacak gekilde bir S C N x N kiimesinin var olmasidir.

Bu ifadenin ispati, Teorem 4.1.10 verildi.

Fridy ve Orhan 1997 yilinda tek diziler igin istatistiksel iist limit ve istatistiksel
alt limiti tanimlamigtir. Bu tanimi Altay ve Cakan (2006) ¢ift dizilere tagimiglardir.

Tamim 4.1.22 Herhangi bir M, N € R ve z = (xj;) cift dizisi icin K, ve L,
kiimeleri;

K, ={N:6:({(j, k) : zju < N}) =0}
ve

L, ={M:6:({(j. k) : zjx, > M}) =0}

seklinde tanmimlansin. O halde = dizisinin istatistiksel infimum (St; — inf) sup K,

dizisinin istatistiksel supremum (Sty — sup) inf L, seklinde belirtilmektedir.

Herhangi bir istatistiksel smirh ¢ift dizisi (Sty — inf) ve (Sty — sup) degerlerine
sahiptir.

Ornek 4.1.23 = = (z;;) dizisi

J o, J=k
Tjp=9q9 1, 7=1
0 , diger

seklinde tanimlansin. L, = (0, 00) ve K, = (—00,0) dir.
O halde Sty —supz = 0 = Sty — infx olur. Fakat x sinirh ve yakinsak bir dizi
degildir. Bu durumda M, C St5° oldugunu soyleyebiliriz.
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Herhangi bir x reel degerli ¢ift dizisi verildiginde istatistiksel iist limit ve istatis-

tiksel alt limit tanimlayabilmek icin
G, ={C eR:6({(j,k) : zju > C}) # 0}

ve

F,={DeR:6{(j.k): z;x <D}) #0}

kiimelerini olusturalim.

Uyar: 4.1.24 Herhangi bir F kiimesinin yogunlugunun 0 olmamasi demekle ya E

kiimesinin dogal yogunluga sahip olmadig1 ya da d3(E) > 0 oldugu anlasilmalidir.

Tanim 4.1.25 Herhangi bir = reel degerli ¢ift dizisi igin istatistiksel iist limit;

supG, , G, #0
Sty — limsupx = P 7
-0 , G,=1
Aymi gekilde z in istatistiksel alt limit;
infF, , F,#10
Sty — liminf x =
oo , F,=10

seklinde tanimlanir.

Ornek 4.1.23 deki & = (z;;) dizisi i¢in G, = (—o00,0) ve F, = (0,00) dir. O halde
Sty — limsupx = Sty — liminfz =0

dir.

Teorem 4.1.26

a) Sty —limsupx = 8 < Verilen herhangi € > 0 sayisina karsilik

o2 ({(j, k) s x> B —e}) #0

62({(j, k) s xj, > B+e}) =0

dir.
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b) Sty — liminf x = a < Verilen herhangi bir € > 0 sayisina kargihik

S ({(j, k) sz <a+e}) #0
ve
02 ({(j, F) rajp < v —e}) =0
dir.
Ispat
a) f— sonlu ise tamm geregi G, # 0 dir.

G, ={C eR:5({(j,k): zj > C}) #0}

olmak tizere § = sup G, dir. Bu durumda V b € G, icin b < [ ve Ve > 0 icin
b > 3 — e olacak sekilde b € GG, vardir.

{U, k) 2 >0} S{(, k) 20 > B — e}

oldugundan
S({(, k) = wj > b}) < 6({(j, k) : 25 > B — €})

elde edilir. Bu egitsizlikte sol taraf sifirdan farkli oldugundan sag taraf da sifirdan
farkhdir.
b<pPiseVe>0igin b+ e < [+ e oldugundan

{(j,k:):xjk>b+5}2{(j,k):xjk>ﬁ+€}

olur. Ayrica 8 =sup G, ve b € G, oldugundan V ¢ > 0 igin b+ € ¢ G, elde edilir.

52({(], k’) P T > b+€}) > 52({(], k’) Tk > 6 +€})

egitsizliginde sol taraf 0 a esit oldugundan sag tarafta sifira esit olur.

Tersine her € > 0 sayis1 igin

02({(i,§) > B—¢}) #0

ve

62({(i,4) : xji > B+¢}) =0
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olsun. Bu durumda § — ¢ € G, ve dolayisiyla G, # () dir. 5+ ¢ ¢ G, oldugundan
sup G = [ olur. Ciinkii her € > 0 sayist icin § —¢ € G, ve her b € G, i¢cin b < 3

gerceklenir.

b) « sonlu ise tamm geregi F, # () dir.
F,={D eR:6{(jk):z; <D})#0}

icin @ = inf F, olsun. Bu durumda Va € F, icin a > o ve Ve > 0 igcin a < a + ¢

olacak sekilde a € F, vardir. Ayrica
{G k) e <a} S{0, k) s <atef

oldugundan
({(, k) ze < a}) <0({(j, k) s xjp < a+e})

elde edilir. Bu esitsizlikte sol taraf sifirdan farkli oldugunda sag tarafta sifirdan
farkl olacaktir.

a > « ise her € > 0 igin @ — ¢ > a — ¢ oldugundan
{(G. k) cxje<a—e} 2{(j,k):xjp <a—¢e}

olur. Ayrica o = inf F, ve a € F, oldugundan Ve > 0 sayisi igin a — ¢ ¢ F, elde

edilir. Bu durumda

O({(G, k) e <a—e}) > 6({( k) zjn <a—c})

esitsizliginin sol tarafi sifir olacagindan sag tarafi da sifir olur.

Tersine her € > 0 sayisi igin,

52({(], ]{3) T < Oé+€}) 7& 0

6({(J.k):xjp <a—e}) =0

olsun. Bu durumda a + ¢ € F, olup F, # () dir. O halde inf F, = « olur. Ciinkii

Va € F, igin a > «a ve Ve > 0 igin a < o + ¢ olacak sekilde a € F, vardir.

49



Teorem 4.1.27 z = (xj;;) herhangi reel degerli ¢ift dizi olsun.
Sty — liminf x < Sty — limsup x
dir (Cakan ve Altay 2006).

ispat Ilk olarak, Sty — limsupz = —oo olsun. Bu durumda G, = @ olur. Yani

VC € R icin & ({(j, k) : zjx > C}) = 0 olur. O halde

dir. Boylece F, = R olur ve inf F, = —oo olacagindan Sty — liminfx = —oo dir.
Eger Sty —limsup x = oo ise Sty —liminf z < oo esitsizligi saglanir. Jimdi o, f € R
olmak tizere Sty —limsup x = 3 ve Sty —liminf x = « olsun. Verilen herhangi ¢ > 0

sayisina karsilik teorem geregi
. €
8o ({(4, k) : x> B+ 5}) =0

olur. Bu durumda
. €
(k) rap s B+ =1
oldugundan S+-¢ € F, dir. inf F, = o olmas1 a < +¢ demektir. ¢ keyfi oldugundan

a < B dir. O halde

Sty — liminf x < Sty — limsup x

dir. Ayrica,
P —liminfz < Sty — liminfx < Sty — limsupx < P — limsup
esitsizligi gecerlidir.

Teorem 4.1.28 x = (zj;) dizisi Sto— smurh bir ¢ift dizi olmak lizere z = (x;)
dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart St —liminf x = Sty —

lim sup « olmasidir.

Ispat St, — limz = L olsun. Her ¢ > 0 icin

62({(j, k) : |zj, — L] > ¢}) =0
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olur. O halde 6>({(j, k) : xjx > e+ L}) = 0 ve 62({(j, k) : ajp < —e + L}) =0
olacaktir. Bu ifadeler sirasiyla Sty — limsupx < L ve L < Sty — liminf 2 oldugunu
ispat eder. Teorem (4.1.27) geregi Sty — liminf x = Sty — lim sup = dir.

Tersine Sty — limsup x = Sty — liminf x = L olsun. Bu durumda teorem geregi

5o ({0, k)« > L+%}) = 0ve oy ({(j, k) s < L— %}) ~0

olur. Boylece Sty — limx = L oldugu goriliir.
Uyar: 4.1.29 z = (xj;,) dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel smirhdir.

Gergekten de, z = (x;) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak olsun. O halde
({( k) j<m, k<n, |zp—L|>¢e})=0
olacak sekilde L noktasi vardir.
{(j,k) cj<m, k<n, |rj—L| >€} = {(j,k) i<m, kE<n, z >L—|—€}
U{(j,k) j<m, k<n, xj <L—€}
olur. Buradan yogunluklara gegilirse,
52({(j,k) i<m, k<n, |z;—L|> E}) = 52({(j,k) j<m, k<n, x> L+5})

+0({(j. k) :j <m, k<n, xj <L—¢})
= 05(A)+6(B) =0
92(A) degeri [0,1] araliginda olacagindan pozitif degerli iki ifadenin sonucunun

0 ¢ikmasi icin d5(A) = 0 ve §2(B) = 0 olmahdir. O halde x = (x;) ¢ift dizisi hem

istten hem alttan istatistiksel sinirhh oldugundan St,—sinirhdir.

Teorem 4.1.30 = = (x;;) cift dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti
tektir.

Yani Sty — limaj, = Ly ve Sty — lima,, = Ly ise Ly = Ly dir.
Ispat @ = (xj) dizisi L; noktasma istatistiksel yakimsak olsun. 0 < ¢ < |25L2]

olacak gekildeki verilen her € > 0 sayis1 icin
{(G,k):j<m, k<n ve V(j,k) igin |zjs—Li|>c}=A
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ile ifade edersek
b{(. k) :j<m, k<n ve V(j,k) icin |z — Li| >¢}) =0
dir. O halde
O({(, k)1 <m, k<n ve V(j,k) icin |z — L] <e}) = ,(A) =1

olacaktir. Aymi sekilde © = (xj;) ¢ift dizisi L, noktasina istatistiksel yakinsak

oldugundan
B={(,k):j<m, k<n ve ¥(j,k) igin |z — Lo| > ¢}
ile ifade edilirse
02(B) =0 ({(4, k) 15 <m, k<n ve VY(j,k) i¢in |z; —Li| >¢}) =0

olur. Kiime bagmtisimdan A" C B elde edilir. Buradan kiimelerin yogunluklarima
gegig yapildiginda d3(A’) < o(B) dir. Bu ifade ise 1 < 0 oldugu sonucunu verir.
Fakat bu ifade dogru bir ifade degildir. L, # Lo alindiginda celigki elde edilmistir.
O halde L, = L, dir.

Teorem 4.1.31 Her (j,k) € K C N x N icin zj;, < y;r < 2, gerceklesiyor ve
02(K) =1, Sty —limxj, = Sty — lim 2z, = L olsun. O halde St; — limy;;, = L dir.

ispat Verilen herhangi bir € > 0 sayisina karsilik,
A={(j,k) e NxN: |z;, — L| <&}
B={(jk) eNxN: |y, —L|<e}
C={(,k) eNxN: |z, —L| <e}

kiimeleri ele alindiginda A N C'N K C B olur. Her iki tarafin tiimleyeni alinirsa

B C AU C"U K’ elde edilir. Buradan yogunluklara gegilirse
6o(B') < 02(A") 4+ 05(C") + 0(K")

esitsizligi gerceklesir. Burada (z;1) ve (z;;) cift dizileri istatistiksel yakinsak oldugundan

sag taraftaki yogunluklar 0 olacaktir. Yani,
0o ({(j,k) e Nx Nty — L| > €}) <0
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dir. Yogunluk hicbir zaman negatif deger alamayacagindan
52({(],k7) e NxN: ‘y]k — L‘ > 8}) =0
elde edilir. Bu ifade ise Sty — lim y,,,, = L oldugunu gosterir.

Simdi verilen bir ¢ift dizinin Pringsheim limit noktalar1 kiimesini ve istatistiksel limit

noktariin kiimesini tanimlayarak aralarindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Tanim 4.1.32 Eger z = (xj;) cift dizisinin a € R sayisina Pringsheim anlaminda
yakinsayan bir alt dizisi varsa o € R sayisina @ = () ¢ift dizisinin Pringsheim limit
noktasy denir. x = (xj;) cift dizisinin Pringsheim limit noktalariim olusturdugu

kiimeyi Lo(x) ile gosterecegiz. Yani,
Ly(z) ={a€R: «, x dizisinin Pringsheim limit noktasi}

Tanmim 4.1.33 kj, 7, € A ve A C N x N olmak iizere (v, ), ¥ = (z;1) ¢ift dizisinin
alt dizisi olsun. Eger d5(A) > 0 ve lim(zy,,,) = a olacak sekilde (zy,,,) alt dizisi
varsa « € R sayisina @ = (z;;,) dizisinin istatistiksel limit noktasi denir. Herhangi

bir x ¢ift dizisi icin
As(z) = {a € R : «, x dizisinin St; — limit noktasi}
(Das et al. 2009)

Ornek 4.1.34 = = (z;,) dizisi

1, j=n%vek=m?ise
xXr ik =
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Burada As(x) = {0} dir. Fakat Ly(z) = {0, 1} dir. Buradan
As(x) C Lo(x) oldugu agik bir sekilde goriiliir. Bu ifade herhangi bir ¢ift dizi igin de
gecerlidir. Yani herhangi bir x ¢ift dizisinin istatistiksel limit noktalar1 ayni1 zamanda

limit noktalaridir.
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Ornek 4.1.35 = = (z;) dizisi

rik , Jj=n*vek=m?ise

Tjp =
ik diger durumlarda
seklinde tanmimlansin. Burada (rj;) degerleri tiim rasyonel sayilar kiimesi olan bir
¢ift dizi olsun. As(x) = 0 olacaktir. Cunki karelerden olugan indisli terimlerin
yogunlugu sifirdir.  Yogunlugu sifir olmayan terimlerde ise dizi jk degerlerini alir
ve bu degerler i¢in Pringsheim anlaminda limit yoktur. Yani x = (x)) dizisinin
yogunlugu sifir olmayan ve Pringsheim anlaminda bir noktaya yakinsak olabilen bir
alt dizisi bulunamamaktadir. Bu ylizden Ag(x) = () dir. Fakat (r;;) dizisi rasyonel

sayilar kiimesinin hepsini temsil ettiginden ve rasyonel sayilar kiimesi de R de yogun

oldugundan Ly(z) = R dir.

Teorem 4.1.36 = = (zj;) ve y = (y;) herhangi cift diziler olsun. Eger

1
M,N—oco M.N | J Yi |
1<j<M
1<k<N

ise Ao(x) = Aso(y). (Das et al. 2009)

Ispat Verilen her £ > 0 sayis1 i¢in

02({(J, k) € N X N; [y — yju| > €}) =0

oldugunu iddia ediyoruz. Aksi taktirde eger

d({(j, k) e NXN; |zjp —yju| > c0}) =a >0, aeR
olacak sekilde bir ¢ varsa

. 1
lim sup YN Z |2k — yjK| > e >0
M,N—o00 . 1<j<M

1<k<N
olur. Bu ifade varsaydigimiz ifade ile ¢elismektedir. Boylece {|z;x — yji|};ren dizisi

0 sayisina istatistiksel yakinsaktir. O halde D C N x N, (D) =1 ve

lim |z ik — Yijk| — 0
J,k—o0 | J y] |
(J,k)eD
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olacak gekilde D kiimesi vardir. Simdi 5 € Ay(z) olsun. O halde A C N x N olacak

sekilde x dizisinin bir {z;;} e alt dizisi vardir oyleki, 09(A) > 0 ve

lim z;, =
7,k—o0 J 6

dir. Boylece 6(AN D) = §(A) >0 ve

lim y;), =
v = B
(4,k)eA

dir. Buradan € Ay(y) olur.

4.2 Cift Dizilerde Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro
Yakinsaklik Arasindaki ili§ki

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiyi verecegiz.

Asgagidaki tanim Méricz (1994) tarafindan, verilmistir.

Tanim 4.2.1 z = (z;;,) cift dizi olsun. Eger,

P—%%ZZMZZ

j=1 k=1

oluyorsa, z = (z,i) ¢ift dizisi [ sayisina Cesdaro toplanabilirdir denir.

(C,;1,1) ifadesi ile Cesaro toplanabilen tiim ¢ift dizilerin uzayini gostermekteyiz.
Tek dizilerdeki tanimina benzer sekilde kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik agagidaki

gibi yapilmaktadir.

Tanim 4.2.2 z = () cift dizi ve p sayis1 pozitif reel bir say1 olmak {izere, eger

P_E%%ZZMJ’C_HPZO

j=1 k=1

oluyorsa, © = (z;i) ¢ift dizisi [ sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir.

wf) ifadesi ile tiim kuvvetli p-Cesaro toplanabilen ¢ift dizilerin uzayini gosterecegiz.

Uyar1 4.2.3
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i) 0 <p < q < oo ise, holder esitsizliginden w; C w? dir ve

w2 N M, =wi N M, C(C,1,1)NM,.

ii) Eger x = (z;;) cift dizisi yakisnak fakat siirh degilse, bu durumda x = (i)
dizisi istatistiksel yakinsaktir. Fakat Cesaro yada kuvvetli Cesaro toplanabilir

olmak zorunda degildir.

ili) Eger x = (z;) cift dizisi simirh yakinsak ise x = (xx) ¢ift dizisi ayn1 zamanda

Cesaro ve kuvvetli p- Cesaro toplanabilir olup istatistiksel yakinsaktir.

Ornek 4.2.4 x = (z;;) cift dizisi,

k , 7 =1ve her k igin
Tjk =194 J , k=1veherjicin

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. O halde P — lim; 2, = 0 dir. Fakat

TR P lim X (2 4 n? _
E%nm;;x]k— 1n1,r11n1nm2(m +n’+m+n—2)

olacaktir. Burada sonlu bir limit bulunamayacagindan = = (x;;) Cesaro toplanabilir
degildir. Aymi zamanda, x = () cift dizisi kuvvetli p-Cesaro toplanabilir de

degildir. Fakat,

-1
P—hm—‘{j, \xjk—0|25}‘:P—limM:0
nmo nm

oldugundan x = (x;;) dizisi 0 sayisina istatistiksel yakinsaktur.

Teorem 4.2.5 x = (zj;) ¢ift dizi ve p pozitif reel bir say1 olsun. O halde,

i) x = (xj;) ¢ift dizisi [ sayisina kuvvetli p-Cesédro toplanabilir ise x = (xj;) ¢ift

dizisi [ sayisina istatistiksel yakinsaktir.
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Ispat a) K.(p) = {(,k) - j <n,k <m, |z, — 1P > e} kiimesini tammlayalm.

x = (z;1) ¢ift dizisi [ sayisina p-Cesdro toplanabilir oldugu i¢in,

0 « %ZZW‘””

j=1 k=1
_ Z 20 — I[P + Z |z — 1|7
nm J J
(4,k)eK<:(p) (4,k)EKe(p)

1
> —H{U,k):7<n, k< P > .
> —[{(Gh) g <y b <m fap = 1P > e}fe
Boylece © = (x;,) dizisi [ sayisina istatistiksel yakimsaktir.

b) I.(p) ={(.k) : 5 <n, E<m, |zj—1 > (%)%} seklinde tanmlayalim.
M = ||z||o + |I| olsun. = = (z;x) ¢ift dizisi sinirh istatistiksel yakinsak bir dizi
oldugu igin her n,m > N olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 segebiliriz dyleki,

€
2MP

1 €. 1
K i< < > (2
LRy < k< m -1 (1] <

dir. Simdi her n,m > N icin

DI DI LR SN N TS (D S R

j=1 k=1 (4,k)€1(p) (4:k)¢ 1 (p)
- 1 m € v nmg
nm 2MP 2
= £

elde edilir. O halde x = (xj;) cift dizisi [ sayisina kuvvetli p-Cesaro toplan-

abilirdir.

Uyari1 4.2.6 Eger siuirh bir = (z,;) ¢ift dizisi istatistiksel yakinsak ise x = (x;)

cift dizisi (C,1,1) toplanabilirdir. Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir.
Ornek 4.2.7 = = (z;) cift dizisi
her k igin, (zj;) = (—1)

seklinde tanimlansin. O halde

P—Liﬁrnl%Zijk:0

j=1 k=1

olur. Fakat x = (x;;) cift dizisi istatistiksel yakinsak bir ¢ift dizi degildir.
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