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ONUR SOzU
Doktora Tezi olarak sundugum “Bazi Ozel Kenmotsu Yapilarin Geometrisi Uzerine”
baslikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve gelencklere aykirt diisecek bir yardima basvurmaksizin
tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakcada

yontemine uygun bi¢imde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Alt1 boliimden olusan bu tezin birinci boliimii, tezin amaci1 ve kullanim alanlarini
belirtmek iizere giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremlere detay-
lariyla birlikte yer verilmistir.

Calismanin bundan sonraki herbir boliimii orjinal sonuglar icermektedir.

Uciincii boliim, o-Kenmotsu manifoldlarla ilgili elde edilen orjinal sonuglardan
olusmaktadir. Bu boliimiin birinci kisminda o-Kenmotsu manifoldlar iizerinde, bazi
simetri sartlar1 altinda egrilik problemleri incelenmistir. Ikinci kisminda ise bir M o-
Kenmotsu manifoldunun bir M altmanifoldu boyunca tamimh (M) de ki & karakteristik
vektor alani i¢in &-umbilik, total §-geodezik ve &-minimal altmanifoldlarla ilgili birtakim
sonuglara ulasildi.

Dordiincii boliim, nearly Kenmotsu manifoldlara ayrilmistir. Bu boliimiin bir-
inci kisminda nearly Kenmotsu manifoldlarin belli sartlar altinda egrilik problemleri
incelenmistir. Ikinci kisminda ise nearly Kenmotsu manifoldlarin hemi-slant altmani-
foldlar iizerinde tanimlanan distribiisyonlarin M de total geodeziklikleri arastirilmigtir.

Besinci boliimde para-Kenmotsu manifoldlarin bazi egrilik problemleri ve birtakim
altmanifoldlart incelenmistir. Altmanifoldlar kisminda, ele alinan altmanifoldlarinin
distriblisyonlarinin integrallenebilirligi ve bazi altmanifoldlarin varlig1 arastirilmistir.

Son boliimde ise bazi simetri sartlart altinda egrilik Ozellikleri kullanilarak
Lorentz Kenmotsu manifoldlarin bazi siniflandirmalart yapilmistir. Ayrica Lorentz Ken-
motsu manifoldlarin kontakt jenerik normal altmanifoldlariyla ilgili birtakim sonuglara
ulagilmugtir.
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The present thesis consists of six chapters. The first chapter of this thesis is devoted
to the introduction part which states the aim and usage areas of the thesis.

The second chapter contains some fundamental definitions and theorems which will
be used in other chapters in details.

From third chapter to the last chapter, each chapter of this thesis consist original
results.

The third chapter consists some original results about o-Kenmotsu manifolds. In
the first part of this chapter, we introduce some curvature problems with some symmetry
conditions. On the other hand, in the second part of this chapter, we give some results
about &-umbilical, totally &-goedesic and &-minimal submanifolds associated with an
M-vector field & on a submanifold M of an a-Kenmotsu manifold M.

The fourth chapter contains some curvature problems of nearly Kenmotsu manifold.
In addition to this, we study geometry of the leaves of distributions of hemi-slant
submanifolds.

In the fifth chapter we consider some curvature problems and some submanifolds
of para-Kenmotsu manifolds. In these submanifolds, we search the integrability of
distributions of submanifolds which were handled in the submanifolds part and the
existence of some submanifolds.

In the last part, some classifications of Lorentz Kenmotsu manifolds are given using

some curvature properties under some symmetry conditions. In addition to we give some
results about contact generic normal submanifolds of Lorentz Kenmotsu manifolds.
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1. GIRIS

Kontakt geometri, diferensiyel geometrinin 6nemli calisma alanlarindan biridir.
Kontakt geometrinin uygulamalarina optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda
da rastlanmaktadir. Kontakt geometrinin 6zel manifoldlarindan biri de 1972 tarihinde
Katsuel Kenmotsu’nun reel eksen ile kompleks uzayin warped carpiminin 6zelliklerini
incelerken ortaya cikmistir. Ortaya ¢ikan manifold tipi, sonralar1 ”Kenmotsu Mani-
fold” olarak adlandirilmistir. Kenmotsu manifoldlar ilk olarak kaynagin1 1969 da S.
Tanno’nun, otomorfizm gruplari maksimum boyuta sahip olan, baglantili, hemen hemen
kontakt metrik manifoldlarin bir siniflandirilmasindan almistir [1]. Tanno, sozii edilen
caligsmada c sabit @-kesitsel egriligini gostermek lizere:

e ¢ > 0 ise; Riemann manifoldunun sabit @-kesitsel egriligine sahip bir Sasakian mani-
foldu oldugu,

e ¢ = ( ise; Riemann manifoldunun sabit @-kesitsel egriligine sahip Kaehler manifoldu
ile bir cemberin ya da bir dogrunun ¢arpim manifoldu oldugu,

e ¢ < 0 ise; Riemann manifoldunun reel eksen ile kompleks diizlemin warped
carpimindan olustugunu gostermistir.

Kenmotsu, 1972 yilinda yaymlanmis makalesinde [2], bu smiflandirmanin
ticlinci kisminda yer alan manifold ¢esidini (Kenmotsu manifoldlar1) tiim geometrik
ozellikleriyle incelemis, tensorel denklemlerle de ifade ederek geometri diinyasina onemli
bir katkida bulunmustur.

M, (2n+ 1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold; ¢ : x(M) — (M), (1,1)

tensor alani, & vektor alani, 1 1-form ve g metrik tensor olmak iizere;

¢° = —I+n®g

noe = 0, ¢&=0

sartlarin1 saglayan (M,@,& 1, g) manifolduna hemen hemen kontakt metrik manifold



denir [2]. Eger bir (M, ¢,&,M, g) hemen hemen kontakt metrik manifoldu
(Vx@)Y = —g(X,0Y)E —n(Y)oX
sartin1 sagliyorsa M ye Kenmotsu manifoldu denir [2].
P(X,Y) =g(X,0Y)

ile tanéimlanan ® 2-formuna ise Kenmotsu manifoldunun temel 2-formu denir [2].
Kenmotsu manifoldlar1 ve bunlarin altmanifoldlart iizerindeki pekgok ozellik
incelenmis ve bu 6zelliklerin 6nemli bir kism1 Transilvania Universitesi’nden Prof.Dr.
Gheorghe Pitis tarafindan “Geometry of Kenmotsu Manifolds” kitabinda toplanmigtir
[3]. Kitabin son boliimiinde ”Some Special Kenmotsu Structures” baslifiyla bazi1 6zel
Kenmotsu yapilara yer verilmistir. Bu tez, bu yapilardan o.-Kenmotsu manifoldlar, nearly
Kenmotsu manifoldlar, para-Kenmotsu manifoldlar ve Lorentz Kenmotsu manifoldlar1 in-
celemek ve orjinal sonuglara ulagsmak amaciyla hazirlanmigtir. Alt1 boliimden olugan bu
tezin ilk boliimii konu hakkinda genel bir fikir verme ve konunun tarihi gelisimi ile ilgili
bilgi vermek iizere giris boliimiine ayrilmistir. ikinci boliimde konuyla ilgili temel tanim
ve teoremler, diger boliimlere taban olusturmak tizere sistematik bir sekilde verilmistir.
Tezin orjinal kisimlari ii¢iincii béliimden itibaren baglamaktadir. Uciincii boliim, o
Kenmotsu manifoldlarini konu almaktadir. o-Kenmotsu manifold kavrami D. Janssens
ve L. Vanhecke tarafindan 1981 yilinda tanimlanmigstir [4]. 1985°te J.A. Oubina da bu
manifoldlart (0,o)-tipinde Trans-Sasakian manifoldlar olarak adlandirmustir [5]. 1992
de ise J.C. Marrera bir Trans-Sasakian manifoldun ya a-Sasaki, ya a-Kenmotsu veya
kosimplektik manifold oldugunu bulmustur [6]. Ulkemizde bu konu ile ilgili Hakan
Oztiirk, Nesip Aktan ve Cengizhan Murathan’in calismalari olmustur [7]. Bu bgliimiin
ilk kisminda Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii ve bunlarin kovaryant tiirevleri
yardimiyla simetrik, ricci-simetrik, rekiirrent, @-rekiirrent gibi cesitli sartlar altinda egrilik
ozellikleri incelenerek birtakim sonuglar bulunmustur. Ikinci kisminda ise bir M -
Kenmotsu manifoldu ve bunun bir M altmanifoldu ele alinmis ve M boyunca tanimli

X (M) de tamiml bir vektdr alani i¢in altmanifoldlarin geometrisi incelenmistir. Kontakt



geometrinin karakteristik vektor alani &, bu vektor alani yerine secilerek &-umbilik, total
&-geodezik ve &-minimal altmanifoldlarla ilgili birtakim sonugclara ulagilmistir. M-vektor
alan1 kavramini1 1991 de N.S. Agashe ve M.R. Chafle, ”On special submanifolds of a Rie-
mannian manifold” isimli ¢calismada tamimlamustir [8]. E. Kilig, B. Sahin ve R. Giines M-
vektor alani kavramim bir Lorentz manifoldun bir Semi-Riemann hiperyiizeyi tizerinde
incelemiglerdir [9]. 2008 de Kirikkale Universitesi’'nde Do¢.Dr. Mehmet Yildirim
danigmanliginda Recai Atucuran bu konu ile ilgili ”Bir Riemann manifoldun baz1 6zel
altmanifoldlar1” baghkli yiiksek lisans ¢alismasi1 yapmustir [10]. Agashe ve Chafle, M nin
bir M altmanifoldu boyunca tanimli (M) de ki bir Z vektdr alani i¢in Z-umbilik, total
Z-geodezik, Z-minimal gibi kavramlar tamtilmigtir [8]. Bu boliimde de bu kavramlarin
bir o-Kenmotsu manifoldun bir altmanifoldu i¢in ve karakteristik vektor alani & segilerek
birtakim uygulamalarina ve sonuclarina yer verilmistir.

Dordiincii boliim; nearly Kenmotsu manifoldlart konu aliyor olup bu béliim, egrilik
ozellikleri ve altmanifoldlar1 olmak iizere iki kisimdan olugsmustur. Egrilik 6zellikleri
kisminda belli sartlar altinda nearly Kenmotsu manifoldunun egrilikleriyle ilgili birtakim
sonuglar bulunmustur. Ikinci kisminda ise bir nearly Kenmotsu manifoldunun bir hemi-
slant altmanifoldu iizerinde bulunan D' ve Dy distribiisyonlarinin M de total geodezik
olma sartlart incelenmistir. Nearly Kenmotsu manifoldlarinin egrilikleri ve altmanifold-
lartyla ilgili Siraj Uddin, V.A. Khan, Meraj Ali Khan, Mobin Ahmad, Behzad Najafi ve
Niloufar Hosseindur Kashani gibi yazarlarin ¢caligmalart da mevcuttur [11-14].

Besinci boliimde, para-kenmotsu manifoldlar: ele alinmigtir. 1995°te B.B. Sinha ve
K.L. Sai Prasad ”A class of almost para-contact metric manifold” isimli makalelerinde
para-kenmotsu manifold kavraminmi tanimlamig ve egrilik problemlerini incelemistir[15].
1996’da K.K. Dube ise ”Study of curvatures of para-kenmotsu manifold” isimli
makalesinde para-kenmotsu manifoldlarin egriliklerini ¢aligmistir[16]. Bu boliimiin ilk
kisminda egriliklerle ilgili birtakim sorulara cevaplar aranmuis, ikinci kismi ise altmani-
foldlara ayrilmistir. Calismanin altmanifoldlarla ilgili kisminda 6ncelikle para-kenmotsu
manifoldlarin hemi-slant altmanifoldlar1 ve bu kapsamda tanimlanan distribiisyonlarin in-

tegrallenebilirligi teker teker incelenmistir.



Son boliimde Lorentz Kenmotsu manifoldlar ele alinmistir. Lorentz Kenmotsu man-
ifoldlarin bazi simetri sartlar1 altinda egrilik 6zellikleri bu boliimiin birinci kisminda
incelenmis olup ikinci kisminda Lorentz Kenmotsu manifoldlarin kontakt jenerik nor-
mal altmanifoldlar1 ele alinmistir. 1991°de Minoru Kobayashi, Kenmotsu manifold-
larin kontakt normal altmanifoldlar1 ve kontakt jenerik altmanifoldlar: lizerine calismalar
yapmustir[17]. 2001°de de U.C. De ve A.K. Sengupta Lorentz para-Sasakian manifold-
larin jenerik altmanifoldlarini ¢aligmiglardir [18]. Lorentz Kenmotsu manifoldlar i¢in
€ € TM* olacak sekilde kontakt jenerik manifoldlarla ilgili baz1 sonuglara varilmustir.

Kenmotsu manifoldlarin egrilik calismalariyla ilgili 2008’de Kamil Akpiar’in[19],
altmanifoldlariyla da ilgili 2009’da Sibel Sular’in[20], 2010’da Nazan Nur
Ogiitlii’niin[21] ve yine 2010’da Umit Yildirim’in[22] tezleri mevcuttur. Bu tezde
de bazi1 6zel Kenmotsu yapilarin hem egrilik ¢calismalarini hem de altmanifoldlarini ele
alacak sekilde bir calisma hazirlanmistir.

Tezin hazirlanmasinda arsiv arastirmasi, kaynak taramasi, problem ¢6zme,
tiimevarim, tiimdengelim gibi yontem ve tekniklerden yararlanilmistir.

Bu tezin, konu ile ilgili calisacak olan arastirmacilara da faydali olabilecegi

diistiniilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.1.1. M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere, M iizerinde
8 X (M) x X (M) — C*(M,R)

seklinde tanimli pozitif tanimli, simetrik ve bilineer bir metrik tanimlanabiliyorsa M’ye g

ile birlikte Riemann manifoldu ad1 verilir ve (M, g) ile gosterilir [23].

Tanmm 2.1.2. M bir manifold olmak iizere her p € M noktasina T,M de bir tanjant
vektoriinii karsilik getiren dontisiime M lizerinde bir vektor alani denir.
M iizerinde bir vektor alanm

X M— pLEJMTpM

olarak tanimlanir [25].

Tamm 2.1.3. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p de M nin herhangi bir noktas1
olsun. p nin U ve U'(UNU’ # 0) komguluklar iizerindeki lokal koordinat sistemleri
{x'} ve {y'} olmak iizere y' = y(x',...,x"") olarak yazilir. Eger det[g%-] > 0 ise M ye

yonlendirilebilir manifold denir [24].

Tanim 2.1.4. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p de M nin herhangi bir noktasi
olsun. T, M tanjant uzayinin duali olan uzaya M nin p noktasindaki kotanjant uzay1 denir
ve Ty M ile gosterilir.

T,M = {wlw:T,M — R}

kotanjant uzayinin her bir elemanina p noktasindaki kotanjant vektor denir ve her bir

kotanjant vektore de M iizerinde bir 1-form denir [25].

(x] ,..,X"), p € M noktasindaki lokal koordinat sistemini gostermek iizere;
{a%\p, e %\p}, T,M igin bir baz, {dx!|,,...,dx"|,} ise T, M igin bir bazdir. Ayrica,
1

il(d.x])zﬁl]: , 1=
dx 0, i#j



dir. Birw € T;M 1-formu,

n
W= Zf,-dxl, fieC”(U,R)
i=1

seklinde yazilabilir. Eger f; ler diferensiyellenebilirse w 1-formuna diferensiyel-

lenebilirdir denir [25].

Tanim 2.1.5. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p de M iizerinde herhangi bir nokta
olsun. C*(U,R), p nin bir U komsulugunda tanimlanan diferensiyellenebilir fonksiyon-
larin kiimesini ve

T:la,b)] CR— M

diferensiyellenebilir bir egriyi gostermek iizere f € C*(U,R) i¢in

Xf= (W)fo

ile tanimlanan X e, t(fp) = p noktasinda bir tanjant vektorii denir. X f, r = fp noktasinda

t(t) egrisi dogrultusunda, f fonksiyonunun tiirevini ifade eder.

X asagidaki ozellikleri saglar:
1-) X : C*(U,R) — R lineer bir doniisiimdiir.
2-) X(fg) = (Xf)g(p) + f(p)(Xg); f.8€C(U,R)
Eger; X(f)(p) = X, f olmak iizere; X f : U — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
X e diferensiyellenebilirdir denir [25].

Tanmm 2.1.6. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

V:[(TM)xD(TM) — T(TM)

(X,Y) — VxY

doniigiimii;

1-) Vix oy Z = fVxZ +gVyZ

2-) VxfY = fVxY + X(f)Y

sartlarin1 sagliyorsa V ya bir afin konneksiyon(lineer konneksiyon), Vy e de X vektor

alanina gore kovaryant tiirev denir [26].



Bir f fonksiyonunun X e gore kovaryant tiirevi;

of

_ _vyh S
Vaf=Xf=X"5

ile tanimlanir. Burada X”, X in lokal bilesenleridir.

(0,s) veya (1,s) tipinde herhangi bir tensor alani S ile gosterildiginde S nin X e gore

kovaryant tiirevi VxS su sekilde tamimlanir: VX; € T'(TM) igin

n

(VxS) (X1, Xn) = Vx (S(X1, -, X)) — Y AS(X1, .., VXX, .., Xn) } (2.1.1)
i=1

dir. Eger VX € I'(TM) igin VxS = 0O ise S tensor alanina V konneksiyonuna gore paraleldir
denir [26].

Tanim 2.1.7. M bir diferensiyellenebilir manifold ve V da M iizerinde bir afin konnek-

siyon olmak iizere;
T:T(TM)xI'(TM) — T(TM)
(X,Y) — T(X,Y)=VxY—VyX —[X,Y] (2.1.2)

ile tanimlanan (1,2) tipindeki 7' tensoriine V konneksiyonunun torsiyon tensorii denir.

Burada [X,Y], X ile Y nin Lie parantez operatoriidiir ve Vf € C*(M,R) i¢in;

(X, Y](f) =X(Y[f)=Y(X[)

ile tamimlanir. Torsiyon tensori sifira esit olan konneksiyona torsiyonsuz veya simetrik

konneksiyon denir [26].

Teorem 2.1.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T =0 ve Vg = 0 olacak sekilde bir
tek afin konneksiyon vardir [27].

Tamm 2.1.8. Teorem 2.1.1 de verilen konneksiyona Levi-Civita konneksiyonu denir ve

asagidaki 6zdeslikle ifade edilir:

28(VxY,2) = X(g(Y,2)) - Y (8(Z,X)) - Z(g(X,Y))

+ g([X,Y],Z)—I—g([Z,X],Y)—g([Y,Z],X) (213)

VX,Y,Z € I'(TM) igin verilen bu 6zdeslige Kozsul 6zdesligi denir [27].



Tamim 2.1.9. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. x (M), M iizerinde taniml vektor

alanlarinin kiimesini, 3 (M)* da (M) nin dualini gostermek iizere;
T (M) x (M) x ... x X (M) x x(M)" x x(M)" x ... x x(M)"—C"(M,R)

~\~ ~~
r—tane s—tane

seklinde biitiin lineer doniisiimlerin kiimesi 7} ile gosterilirse; 7, nin bir K elemanina r.
dereceden kovaryant, s. dereceden kontravaryant tensor alani denir ve tensor alaninin tipi;
(r,s) seklinde gosterilir. 7j = T7, T = T, ve T{ = C*(M,R) dir. r. dereceden kovaryant

tensor alanina r-form denir [25].

Tanmm 2.1.10. M diferensiyellenebilir bir manifold, M iizerindeki r-formlarin uzayi

N (M) olsun.
d:N(M)— N (M)
operatorii eger;
1-) f € C™(M,R) igin df (X) = X(f)
2-)0 e N'(M)vewe N°'(M)ised(O0AwW) =dOAw+ (—1)"0Adw
3)d*=0

sartlarin1 sagliyorsa d doniisiimiine dis tiirev denir [27].

w bir r-form olsun. Bir r-formun dis tiirevi:

1 ¢ . .
dw(Xo,X1,...,.X,) = 1{Z(—l)’Xiw(Xo,Xl,...,Xi,...,X,)
r+15=
+ Y D)Mw(X XX X X X))
1<i<j<r

dir. Burada " ile isaretlenmis elemanlar, vektor dizisine dahil edilmeyen elemani

gostermektedir. Ozel olarak w 1-form ise
1
dW(X(),X1> = E{XOW(XI) —Xlw(X()) - W([XQ,X1]>} (2.1.4)
dir. w, 2-form ise

dW(Xo,Xl,Xz) = %{Xo(W(Xth))—Xl(w(Xo,Xz))+X2(W(XQ,X1))

— W([XO,XI],X2) +W([X0,X2],X1) — W([Xl,XQ],Xo)} (2.1.5)

dir [27].



Tamim 2.1.11. M bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde bir afin konneksiyon olsun.

VX,Y,Z € x(M) i¢in
R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ —Vix yiZ

ile tanimlanan R(X,Y) : x(M) — x(M) doniisiimiine M Riemann manifoldunun egrilik

tensorii denir [26]. VX,Y,Z,W € x(M) igin
R(X,Y,Z,W) =g(R(X,Y)Z,W)

ile tamimlanan doniisiime de Riemann egrilik tensor alani denir[26]. Riemann egrilik
tensor alani agagidaki ozellikleri saglar: VX,Y,U,V € x(M) igin
1-)R(X,Y,U,V)+R(Y,X,U,V)=0

2-)R(X,Y,U,V)+R(X,Y,V,U)=0

3)R(X,Y,U,V)=R(U,V,X,Y)

4-) R(X,Y,U,V)+R(Y,U,X,V)+R(U,X,Y,V) =0, (1. Bianchi Ozdesligi)

5-) (VxR)(Y,Z)V 4 (VyR)(Z,X)V + (VZR)(X,Y)V =0, (2. Bianchi Ozdesligi)

dir [26].

Tamm 2.1.12. M bir diferensiyellenebilir manifold ve Vp € M i¢in T,M de M nin p nok-

tasindaki tanjant uzay olsun. 7,M tanjant uzayinda {Xi, X} lineer bagimsiz vektorlerinin

gerdigi P diizlemi icin
g(R(X1,X2)X>,X1)

Kip) = 8(X1,X1)g(X2,X2) — g(X1,X2)?

ile tanimlanan K (p) ye P diizleminin kesit egriligi denir[25].

(2.1.6)

T,M tanjant uzayinda, her P diizlemi ve M manifoldunun her p noktasi igin, K(p)
sabit ise M manifolduna sabit egrilikli uzay denir. Bir sabit egrilikli Riemann manifolduna

da bir uzay form denir[25].

Teorem 2.1.2. Sabit egriligi ¢ olan bir uzay form M(c) ile gisterilsin. M(c) nin egrilik
tensorii; VX, Y, Z € x(M) i¢gin

RIX,Y)Z =c{g(Y,Z)X —g(X,Z)Y} 2.1.7)

ile verilir [28].



Tamm 2.1.13. M bir diferensiyellenebilir manifold ve 7,M de M nin p noktasindaki

tanjant uzay olsun. {e;}, 7,M nin ortonormal bazi olmak iizere;

S:x(M)xy(M) — C”(M,R)

D=

(X,Y) — S(X,Y)=) g(R(e;,X)Y,ei)

1

ile tanimlanan (0,2) tipli tensor alanina M nin Ricci egrilik tensorii denir [28].
S(X,Y) = g(QX,Y)
ile tanimlanan (1, 1) tipinde Q tensor alanina M nin Ricci operatorii ad1 verilir [28].

Tamm 2.1.14. (M, g), n > 2 boyutlu bir Riemann manifoldu ve S de M nin Ricci tensorii

olsun. Eger M iizerinde bir A : M — R fonksiyonu igin;
S(X,¥) = 2g(X,¥); VXY €x(M)
esitligi saglaniyorsa M ye bir Einstein manifoldu denir [26].

U, M iizerinde bir birim teget vektor alan1 olmak tizere eger;
A(X) =g(X,U)

olacak sekilde bir A 1-formu tanimlaniyorsa, U vektor alanina A 1-formunun iireteci denir.

VX,Y € (M) i¢in; M nin Ricci tensorii S;
S(X.Y) = ag(X.¥) + bAXA(Y), (a,be C (M,R))
sartin1 sagliyorsa M ye yari-Einstein manifold denir [29].

Tanmm 2.1.15. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve x(M) nin bir bazi

{e1,ea,...,e,} olsun.
n

r= ZS(ei,e,-)

i=1
fonksiyonuna M nin skaler egrilik fonksiyonu ad1 verilir [30].
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Tamm 2.1.16. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Vp € M noktasina 7,,M nin bir

D), alt uzayim kargilik getiren D doniisiimiine distriblisyon denir[26].

D:M — |JT,M

p — D,CT,M

Eger D, yi geren Xj,...,X, vektor alanlarn varsa D ye diferensiyellenebilir dis-
tribiisyon denir. Eger D, = T,M ise D ye integrallenebilir denir [26].
Eger VX,Y € I'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) ise D ye involutive denir [26].

Teorem 2.1.3. Her involiitive distribiisyon integrallenebilirdir [26].

Tamm 2.1.17. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun ve V da M {izerinde bir afin
konneksiyon olsun. Eger D distribiisyonu; VX € I'(TM) ve Y € I'(D) igin VxY € I'(D)

sartin1 sagliyorsa, D distribiisyonuna V ya gore paraleldir denir [26].

Tamim 2.1.18. M bir manifold ve X de M iizerinde bir vektor alan1 olsun. ®; 1-parametreli

doniisiim grubu olmak {iizere;
o1
(LxK)x = 112118 7 [Kx — (:K)x]
ifadesine K tensor alaninin X vektor alanina gore Lie tiirevi denir [31].

Lie tiirevi agsagidaki ozellikleri saglar [27]:
1)) Lxf=Xf, VfeCM,R), XeyxM)
2-)LxY = [X,Y], VX,Y ex(M)
3-) Lx (fY) = X (/)Y + fLxY
4-) Ly y) = [Lx,Ly] = LxLy — LyLx
5-) Lx(df) = d(X[f])
6-) (LxW)(Y) =X(W(Y)) =W([X,Y]), VXY ex(M), Wex(M)"
7-) (Lxg)(Y,2) = X(8(Y,2)) = 8([X, Y], Z) — g(¥,[X, Z]).

Tanmm 2.1.19. (M, g) bir Riemann manifoldu ve X € (M) olsun. Eger,

Lxg:()
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ise yani g, X in 1-parametreli doniisiim grubu altinda invaryant ise X e g nin bir Killing

vektor alani denir. Eger X bir Killing vektor alant ise VY, Z € x (M) i¢in
(Lxg)(Y,Z) = g(VyX,Z) +g(VzX,Y) =0
dir [25].

Tanm 2.1.20. (M, g) bir Riemann manifoldu ve X,Y € (M) olsun. R(X,Y)R = 0 sartin1

saglayan M manifolduna semi-simetrik manifold denir [32].

Burada R(X,Y) lineer endomorfizmleri R tensoriine kovaryant tiirev olarak etki eder,

yani, VX, Y. U,V,W € y(M) i¢in

(R(X,Y)R)(U,V,W) = R(X,Y)R(U,V)W —R(R(X,Y)U,V)W

— R(U,R(X,Y)V)W—R(U,V)RX, Y)W  (2.1.8)

olur. R(X,Y)R = 0 sartina Nomizu sart1 da denir.
Benzer sekilde S Ricci tensoriinii gostermek tizere R(X,Y)S = 0 sartin1 saglayan
manifolda da Ricci semi-simetrik manifold denir [32] (Benzer tanim Weyl konformal

egrilik tensorii C icin de yapilabilir).

Tamm 2.1.21. M bir Riemann manifoldu ve R de M nin egrilik tensorii olsun. Eger

VR = 0 ise M ye lokal simetriktir denir [25].

Tanim 2.1.22. M ve N Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M ve N nin kartezyen
carpimi olan M x N de bir Riemann manifoldudur ve asagidaki 6zellikler saglanir [33]:

a-)

T:MxN — M

l

(p,q)

veE

6.MxN — N

l

(p,q)
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izdiigsiimleri C* doniistimlerdir ve bu doniisiimler submersiyondur.
b-) Bir ¢ : P — M X N doniisiimiiniin C* olmas1 i¢in gerek ve yeter sart To ¢ ve 6o 0
nin C* olmasidir.

c) V(p,q) € M x N i¢in
Mxq = {(rq) e MxN;re M}
pxN = {(p,r) eMxXN;reN}

alt kiimeleri M x N nin altmanifoldlaridir.
d-) V(p,q) € M x N igin
Tt Mxg, M x g dan M ye diffeomorfizmdir.

G|pxn, p x N den N ye diffeomorfizmdir.

Tip oM = Tip ) (M x q) ve T, y)N = T(,, 5(p X N) uzaylan (p,q) da M x N nin

tanjant alt uzaylaridir.

Tanim 2.1.23. (B, gp) ve (F, gr) iki Riemann manifoldu ve f de B iizerinde pozitif taniml

bir C* fonksiyon olsun. Bu durumda

g=gp+fler

B x F manifoldu iizerinde bir Riemann metrigidir ve (B X F, g) ye warped ¢arpim mani-

foldu denir ve M = B X ¢ F ile gosterilir [34].

Tanim 2.1.24. /, R nin bir agik aralif1 olmak iizere
o:l— E"

diferensiyellenebilir fonksiyonuna egri denir [24].

Tanm 2.1.25. M, (2n+ 1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere;

VX.,Y,Z € x(M) igin
W(X,Y)Z=R(X,Y)Z— %[S(Y, Z)X - S(X,2)Y] (2.1.9)

ile tantmlanan tensor alanina M manifoldunun Weyl projektif egrilik tensor alani denir

[25].
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Tanm 2.1.26. M, (2n+ 1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere; VX,Y,Z € x(M)
icin
C(X,Y)Z = R(X.Y)Z+

2n(2n—1) [

o 1 SXY)Z =S¥, Z)X +5(X,Z)QY —5(Y, Z)OX]

g(X,2)Y —g(V,Z)X] (2.1.10)

ile taniml1 tensor alanina M manifoldunun Weyl konformal egrilik tensor alani denir [25].

C = 0 ise M manifolduna konformal flat denir [25].

Tanim 2.1.27. M, (2n+ 1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere; VX, Y, W € (M)
icin

Z(X, Y)W =R(X,Y)W — [g(Y, W)X — g(X,W)Y] (2.1.11)

2n(2n—1)

ile tamiml1 tensor alanina M nin Weyl koncircular egrilik tensor alani denir [25].

Tanm 2.1.28. M, (2n+ 1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere; VX,Y,Z € x(M)

icin bir W* tensor alani,
1
W*(X,Y)Z=R(X,Y)Z— 4—[S(Y,Z)X —S(X,Z2)Y +g(Y,2)0X — g(X,Z)QY](2.1.12)
n

veE

W*(X,Y,Z,U) = g(W*(X,Y)Z,U) = W*(Z,U,X,Y)
ile tanimlansin. W* tensor alanina m-projektif egrilik tensorii denir [35].

Teorem 2.1.4. Bir M Riemann manifoldu icin asagidaki sartlar denktir [35]:
i-) M bir Einstein manifolddur.

ii-) m-projektif ve Weyl projektif egrilik tensorleri lineer bagimlidur.

iii-) m-projektif ve concircular egrilik tensorleri lineer bagimlidur.

iv-) m-projektif ve konformal egrilik tensorleri lineer bagimlidir.

Tamm 2.1.29. Bir M" Riemann manifoldu i¢in

C(X,Y)Z = aR(X,Y)Z+b[S(Y,Z)X —S(X,Z)Y +g(Y,Z)0X —g(X,Z)QY]

-

nn-—

-+ 20][g(Y. Z)X — ¢(X,2)Y] (2.1.13)
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ile tanimlanan (1,3) tipindeki C egrilik tensoriine quasi-konformal egrilik tensorii denir

[44] (Burada a ve b sabitler, r skaler egrilik).

Tamm 2.1.30. Bir M Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii R; VX, Y, Z, W €
x(M) igin
(VXR)(Y.Z)W = W(X)R(Y.Z)W + B(X)[g(ZW)Y —g(Y.W)Z] (2.1.14)

sartin1 saglarsa M ye genellestirilmis rekiirrent Riemann manifold denir [45] (Burada y

ve B 1-formlar ve 3 # 0 dir.).

Tanim 2.1.31. Bir (M", g) Riemann manifoldunun Ricci tensorii S; VX, Y,Z € x(M) igin
(ViS)(¥,2) = W(X)S(¥,2) + (n— DB(X)g(Y,2) 2.1.15)

sartin1 saglayacak sekilde y ve B 1-formlar1 varsa M ye genellestirilmis Ricci rekiirrent

Riemann manifoldu denir [7] (B # 0).

Tanim 2.1.30 ve Tanim 2.1.31 de B = 0 alinirsa sirasiyla rekiirrent ve ricci-rekiirrent

manifoldlar elde edilir.

Tamim 2.1.32. Bir (M",g) Riemann manifoldu igin

P(X,Y)Z = aR(X,Y)Z+b{S(Y,Z)X —S(X,Z)Y}

-

n n—

S HD){8(V.2)X —g(X.Z)Y} (2.1.16)

ile verilen (1,3) tipindeki P egrilik tensdriine pseudo-projektif egrilik tensorii denir (a ve

b sifirdan farkli sabitler) [47].

Tanm 2.1.33. M bir diferensiyellenebilir manifold ve g, M iizerinde tanimli (0,2) tipinde
bir tensor alam olsun. Eger; g nin negatif tanimli oldugu en genis W C T,M nin boyutu

Vp € M i¢in ayniysa g ye sabit indeksli denir [50].

M iizerinde tanimlanan (0,2) tipinde, sabit indeksli, non-dejenere, simetrik bir g

metrigine pseudo-Riemann metrik denir [50].
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2.2 Altmanifoldlar

Tamm 2.2.1. (M, g) ve (M, g) birer Riemann manifoldu ve F; M den M ye bir doniisiim
olsun. Vp € M i¢in (F), birebir ise F ye M den M ye bir immersiyon denir. M mani-

folduna da immersed altmanifold veya kisaca altmanifold denir [30].
Eger F birebir ise F' ye imbedding denir [30].

Tanim 2.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M nin her bir p noktasina 7),M nin bir

lineer alt uzayini karsilik getiren bir D doniisiimiine distribiisyon denir [30].

Eger Vp € M i¢in X, € D), ise X € D dir [30].
Eger VX,Y € D i¢in [X,Y] € D ise D distribiisyonuna involutive denir [30].

Tamm 2.2.3. M, M nin bir imbedded altmanifoldu ve F de M den M ye imbedding
doniigiim olsun. Vp € M i¢in
F.(T,M) =D,

olacak sekilde bir D distriblisyonu varsa M ye D nin integral manifoldu denir [30].

Eger D nin M yi igeren bir integral manifoldu yoksa M ye D nin maksimal integral
altmanifoldu denir [30].
Vp € M icin D nin p yi iceren bir integral manifoldu varsa D ye integrallenebilirdir

denir [30].

Teorem 2.2.1. (Frobenius Teoremi) M iizerindeki bir involiitive distribiisyon integral-
lenebilirdir. Ustelik D nin Np € M den gecen bir tek maksimal integral altmanifoldu
vardir ve p yi iceren diger her integral altmanifoldu, bu maksimal integral altmanifoldun

bir acik alt kiimesidir [30].

Foliation (Yapraklanma) kavramindan ; M iizerindeki involiitive distribiisyonlar

anlagilacaktir[30].

Tamim 2.2.4. (M, g), (M,g) nin altmanifoldu olsun. Eger VX, € T,M i¢in

8lr(p)(Fi(Xp),Yp) =0
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ise Y vektoriine F(p) noktasinda M ye normaldir denir. Her bir F(p) noktasinda M ye

normal olan vektorlerin ciimlesine normal vektor alani denir.

M de M nin bir birim normal vektdr alanina M iizerinde normal kesit denir. M de M
nin tiim normal vektorlerinin vektor demetini 7-M ile gosterecegiz. Bu durumda M nin
tanjant demeti T M;

TM|y=TM)®T M

olarak yazilabilir [30].

Tamim 2.2.5. (M, g) ve (M, g) iki Riemann manifoldu ve (M, g), (M,g) nin altmanifoldu
olsun. M ve M iizerindeki konneksiyonlar sirastyla V ve V olmak iizere VX,Y € y(M)
icin
VxY = VxY +h(X,Y) (2.2.1)
dir. Bu gekilde tanimlanan V bir Riemann konneksiyonudur. Burada 4;
h: (M) x (M) — ¢ (M)

ile tanimli, normal demet degerli, simetrik, bilineer formdur. (2.2.1) ile verilen denkleme

Gauss formiilii, bu formiilde gecen 4 ya da M nin ikinci temel formu denir [30].

V', M lizerinde bir normal vektor alan1 ve X, M iizerinde bir vektor alan1 olsun. Bu

durumda ?XV,
VxV = —(AyX) + VxV (2.2.2)

olarak ayrnistirilabilir (Burada —AyX ve V)%V; VxV nin sirasiyla teget ve normal
bilesenleridir).
Ay lineer operatoriine normal kesite gore Weingarten operatorii, (2.2.2) denklemine

de Weingarten formiilii denir [30].
Onerme 2.2.1. VXY € x(M), V € x*(M) icin,
g(AvX.Y) =g(h(X,Y),V) (2.2.3)

dir [30].
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Tanim 2.2.6. Eger M altmanifoldunun ikinci temel formu sifirsa M ye total geodezik

denir [30].

Tamm 2.2.7. (M, g), (M,§) nin altmanifoldu olsun. V, M iizerinde bir normal kesit olmak

lizere; eger Ay, her yerde birim doniisiimle orantili ise yani;
A=pl (2.24)

sartin1 saglayan bir p fonksiyonu varsa V ye M lizerinde umbilik kesit denir veya M ye
V ye gore umbiliktir denir. Eger M, her lokal normal kesite gore umbilik ise M ye total

umbilik denir [30].

Tamm 2.2.8. (M",g) ve (M™,g) birer Riemann manifold ve (M,g), (M,g) nin altmani-
foldu olsun. Vi, ..., V,,_,; bir p € M noktasinda TPLM normal uzayinin bir ortonormal bazi

olsun. A’ = Ay, olmak iizere; (i = 1,2,...,m —n)
L
H = ~(izA)V; (2.2.5)
n

ile tanimlanan H, p noktasinda, ortonormal bazin seciminden bagimsiz bir normal

vektordiir. H ya p noktasinda ortalama egrilik vektorii denir [30].
H =0 ise M ye minimal altmanifold denir [30].

Tamm 2.2.9. (M, g) ve (M, g) birer Riemann nanifold ve (M, g), (M, g) nin altmanifoldu

olsun. Eger M iizerinde
g(h(X,Y),H)=Ag(X,Y) (2.2.6)
olacak sekilde bir A fonksiyonu varsa M ye pseudo-umbilik altmanifold denir.
Bir pseudo-umbilik altmanifoldta A = g(H,H) tir [30].

Tamm 2.2.10. (M, g) ve (M, g) birer Riemann nanifold ve (M, g), (M, g) nin altmanifoldu
olsun. M ve M iizerindeki konneksiyonlar sirasiyla V ve V, Riemann egrilik tensorleri de

sirastyla R ve R olmak iizere;

R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—Vixy/Z
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denkleminde (2.2.1) ve (2.2.2) esitlikleri kullanilirsa VX, Y, Z, W € ¢ (M) i¢in;
R(X.Y,Z,W) =R(X.Y,Z,W) +3(h(X,Z),h(Y,W)) — §(h(X,W),h(Y,Z)) (2.2.7)
elde edilir. Bu esitlige Gauss denklemi denir [30].

R(X,Y)Z nin normal bilegenleri dikkate alindiginda;

(R<X7Y>Z)N = [(VXhi)(YaZ) - (VYhi)(sz)]Vi +hi(Y’Z)V)%Vi

— H(X,Z)VyVi (2.2.8)
olur. Bu esitlige de Codazzi denklemi denir [30].

Tamm 2.2.11. (M, g) ve (M, §) birer Riemann nanifold ve (M, g), (M, g) nin altmanifoldu
olsun. TM* normal demeti iizerindeki V' normal konneksiyonuna gére egrilik tensorii

RY ile gosterilsin. VX,Y € x(M) ve U,V € x (M)~ igin
R(X,Y,U,V)= RN(X,Y,U,V) —g([Au,Av](X),Y) (2.2.9)
ile verilen denkleme Ricci denklemi denir [30].

Tamim 2.2.12. M bir diferensiyellenebilir manifold ve V, M iizerinde lineer konneksiyon
olsun. Eger M iizerinde tanimli D distribiisyonu i¢in, VX € I'(TM) ve Y € I'(D) igin
VxY € T'(D) sart1 saglaniyorsa D ye V ya gore paraleldir denir [50].

Tanim 2.2.13. (M", g) bir Riemann manifoldu ve k£ > 1 i¢in (0, k) tipinde bir tensor alani
T olsun. Eger T, VX, X1,Y1, ..., Xk, Yx € (M) igin;

(VI) (X1, X X)T (Y1, 0. Yi) = (VT) (Y1, oo Yes X)T (X1, ., Xe)
ise T ye rekiirrent tensor alani denir [S51].

Bu tanima denk olarak bir p € M nin bir U komsulugunda sifirdan farkli bir rekiirrent

T tensor alani, U iizerinde

VI =T®u (2.2.10)
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esitligi saglanir. Burada o 1-formu,
o = d(log||T})
bigiminde olup, || T||*> = g(T, T) dir [51].

Tanm 2.2.14. (M", g) bir Riemann manifoldu ve k > 1 i¢in (0, k) tipinde bir tensor alani
T olsun. Eger T, VX,Y, X1, Y1,..., Xk, Yk € x(M) i¢in;

(V2T) (Xt oees Xis X V)T (Yoo Ye) = (V2T) (V1o Y X V)T (X1, Xe)
ise T' ye 2-rekiirrent tensor alani denir [51].

Bu tanima denk olarak bir p € M nin bir U komsulugunda sifirdan farkli bir 2-

rekiirrent 7 tensor alanmi, U iizerinde
VT =Toy (2.2.11)

esitligi saglanir. Burada v, (0,2)-tipinde bir tensordiir [S1].
2.3 Hemen Hemen Carpim Yapilari

Tanim 2.3.1. M, m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde;
F*=1 (2.3.1)

sartin1 saglayan (1,1) tensor alanina hemen hemen ¢arpim yapisi, (M,F) ye de hemen

hemen ¢arpim manifoldu denir [36].

VX € x(M) igin,

oy - XHFX QX_X—FX
2 2
denilirse;
PP=P, PQ=0P=0, 0*=0 (2.3.2)
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elde edilir. Tersine eger (P,Q); (2.3.2) yi saglayan (1, 1) tipinde bir tensor alani ¢iftiyse
F=P-0Q
olup; F, M iizerinde bir hemen hemen ¢arpim yapidir.
P=ImP, Q=ImQ
denilirse P ve Q, M iizerinde kompleman distribiisyonlar olustururlar, yani; VX € M icin
I'M = Py & Qx

olur. Eger rankP = p ve rankQ = q ise P ve Q; M iizerinde sirasiyla p ve ¢ boyutlu
distribiisyonlardir ve p + g = m dir. Tersine eger P ve Q; M iizerinde iki kompleman
distribiisyonlar ise P ve Q sirasiyla P : T,M — P, ve Q, : T.M — Q, e karsilik gelen

projeksiyonlardir.

Tamm 2.3.2. VX € M igin {ey,...,ep}; Py in; {€py1,...,en} de O, in bir bazi olsun. Bu
durumda {ey,...,ep,€p41,...,€,} de T,M nin bir bazidir ve bu baza x noktasindaki adapte

edilmis baz denir [36].

Adapte edilmis baza gore P,Q ve F nin matrisel gosterimi ise sirasiyla;

I, 0 0 0 I, 0
Py= , Qo= , k=
00 0 I, 0 I,

seklindedir [36].

Tanim 2.3.3. B ={ M’nin tiim noktalarindaki adapte edilmis bazlar } olmak iizere eger

M nin her bir noktasindaki bir (U xl ...,X™) lokal koordinat komsulugu i¢in,

c:xelU—ox) = ((a%)x, s (axim)x)

ile tanimlanan o(x) de x noktasinda bir adapte edilmis baz ise F hemen hemen ¢arpim

yapisina integrallenebilir denir [36].

Onerme 2.3.1. F integrallenebilirdir gerek ve yeter sart P ve Q integrallenebilirdir [36].
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Onerme 2.3.2. Asagidaki sartlar denktir:

i-) F hemen hemen ¢carpum yapist integrallenebilirdir.

ii-) Np =0

iii-) Np =0

iv-) No =0 [36].

Onerme 2.3.3. Asagidaki sartlar denktir:

i-) VF =0

ii-) VP =0

iii-) VO =0 [36].

Tamm 2.3.4. M iizerinde VF = 0 sartin1 saglayan V lineer konneksiyonuna hemen hemen

carpim konneksiyonu denir [36].

Onerme 2.3.4. Her hemen hemen ¢carpim manifoldu iizerinde bir hemen hemen ¢arpum

konneksiyonu vardir [36].

Teorem 2.3.1. Eger M iizerinde bir simetrik hemen hemen carpim konneksiyonu varsa F

integrallenebilirdir, tersi de dogrudur [36].
2.4 Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Tamm 2.4.1. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerinde
Jr=—1 (2.4.1)

sartin1 saglayan lineer J (1, 1) tensor alanina M iizerindeki hemen hemen kompleks yapi;
J ile birlikte M ye bir hemen hemen kompleks manifold denir [36].

J, M iizerindeki hemen hemen kompleks yap1 olmak iizere Vx € M i¢in Jy, T,M nin

Ji=-1

X

sartin1 saglayan bir endomorfizmidir. Buradan 7,.M, kompleks sayilar yardimiyla bir kom-

pleks vektor uzayina doniistiiriilebilir. Yani; VX € x(M) ve Va,b € R i¢in

(a+ib)X =aX +b(JX)
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dir. Ustelik, 7,M nin reel boyutu ¢ift (2) olur. Yani; her hemen hemen kompleks mani-
fold ¢ift (2n) boyutludur. {Xj, ..., X, }, bir kompleks vektor uzay1 olarak 7,M nin bir bazi
ise, {X1,...,Xn,JX1,...,JX,} de bir reel vektor uzayi olarak 7, M nin bir bazidir [36].

Tanm 2.4.2. (M,J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Vx € M i¢in .M nin
{Xi,JX;} bazina x noktasindaki adapte edilmis baz (veya kompleks baz) denir [36].

Kompleks baza gore J nin matrissel gosterimi,

0 —I,

I, O
seklindedir. Burada I,,;; n x n birim matristir [36].

Jo=

Her kompleks manifold, lizerinde bir standart hemen hemen kompleks yap1 tasir.
Gercekten; (z17...,z”) M iizerindeki bir U komgulugu iizerinde bir kompleks koordinat
sistemi olsun.

Jo: TM — TM
endomorfizmi; 1 <i < nigin,

0 d d d

Jx(ﬁ) - ay” JX(a_y,-) - _(ﬁ)

ile tamtmlandiinda J, kompleks lokal koordinat sisteminin se¢ciminden bagimsizdir [36].

Tanmm 2.4.3. (M,J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M iizerinde J

yardimiyla, VX, Y € x(M) i¢in
Ny(X,Y) = [JX,JY] —J[JX,Y] - J[X,JY] - [X,Y] (2.4.2)
ile tanimlanan (1,2) tipindeki N; tensor alanina Nijenhius tensorii denir [36].
Teorem 2.4.1. J integrallenebilirdir gerek ve yeter sart Ny = 0 dir [36].
Tamm 2.4.4. (M*",J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M iizerinde,
VJi=0 (2.4.3)

sartin1 saglayan bir V lineer konneksiyonu varsa V ya hemen hemen kompleks konnek-

siyon denir [36].
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Lemma 2.4.1. V, M iizerinde bir simetrik lineer konneksiyon olsun. Bu durumda VX ,Y €

x(M) igin
Ny(X,Y) = (Vix)Y = (Viy )X +J((VyJ)X — (VxJ)Y) (2.4.4)
dir [36].

Onerme 2.4.1. (M, J) bir hemen hemen kompleks manifold ve V da M iizerinde bir hemen
hemen kompleks konneksiyon olsun. M nin torsiyon tensorii T, egrilik tensorii R olmak
lizere, asagidaki esitlikler saglanir [36]:

i-) TUX,JY)—-J(T(UX,Y))—J(T(X,JY))—T(X,Y)=—N;(X,Y),

ii-) R(X,Y)J =JR(X,Y).

Tamim 2.4.5. (M,J) bir hemen hemen kompleks manifold ve g de M iizerinde bir Rie-

mann metrik olmak iizere, eger g; VX,Y € x(M) igin
g(JX,JY)=g(X,Y) (2.4.5)
sartin1 sagliyorsa g ye Hermityen metrik denir [36].

(2.4.5) sartin1 saglayan (M, J, g) hemen hemen kompleks manifolduna hemen hemen
hermityen manifold; (2.4.5) sartim1 saglayan kompleks manifolda ise hermityen manifold

denir [36].

Onerme 2.4.2. Her hemen hemen kompleks manifold, bir hermityen metrik icerir [36].

Ispat. h, M iizerinde keyfi bir Riemann metrik olsun. VX,Y € x (M) icin
g(X,Y)=h(X,Y)+h(JX,JY)

olarak tanimlanirsa g bir hermityen metriktir. ]

Tanim 2.4.6. (M,J,g) bir hemen hemen hermityen yap1 olmak iizere; VX,Y € (M) i¢in
M iizerinde

QX,Y) =g(X,JY)

ile tanimlanan Q 2-formuna M nin temel 2-formu veya Kaehler form denir [36].
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Onerme 2.4.3. Q. J yi invaryant birakir yani;
QUX,JY)=Q(X,Y)
dir [36].
Onerme 2.4.4. VX,Y,Z € (M) icin
2¢((VxJ)Y,Z) =3dQ(X,JY,JZ) —3dQ(X,Y,Z)+ g(N;(Y,Z),JX) (2.4.6)
dir [36].

Tanim 2.4.7. Bir M hemen hemen hermityen manifold iizerindeki temel 2-form Q kapali
ise M ye hemen hemen Kaehler manifold, eger M hermityen ise M ye Kaehler manifold

denir [36].

Bu durumda bir hermityen manifold Kaehler manifolddur gerek ve yeter sart V bir

hemen hemen kompleks konneksiyondur[36].

Tamim 2.4.8. (M,J) hemen hemen hermityen manifoldu eger VX € y (M) i¢in
(VxJ)X =0
sartin1 veya buna denk olarak, VX,Y € (M) i¢in
(VxJ)Y + (VyJ)X =0

sartin1 sagliyorsa M ye nearly Kaehler manifold denir [50].
2.5 Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar

Tanmm 2.5.1. M, (2n+ 1) boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. @, (1,1)

tipinde bir tensor alani; & € y (M) ve 1 bir 1-form olmak iizere;

¢*=-I1+n®E nE) =1 (2.5.1)

sartin1 saglayan (@,&,m) yapisina hemen hemen kontakt yapi, (M, @,&,n) manifolduna

ise hemen hemen kontakt manifold denir [3].
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& ye M nin reeb vektor alani, karakteristik vektor alani veya temel vektor alani denir.
Tamim 2.5.2. (M, ¢,£,Mm) bir hemen hemen kontakt manifold olsun.
D:xeM—D,={XeT,M:n(X)=0}

ile tanimlanan dontigiim 7, M nin bir alt uzay1 olup (2n) boyutlu bir distribiisyon tanimlar.

Bu distriblisyona M nin kontakt distribiisyonu ve 1| ya M nin kontakt formu denir [3].

Onerme 2.5.1. (M*"*! @.E.,m) bir hemen hemen kontakt manifold olsun. (9,&,m) kon-
takt yapisi asagidaki sartlart saglar [25]:

o = 0 (2.5.2)
n(ex) = 0 (2.5.3)
¢ = —0 (2.5.4)
rank¢ = 2n (2.5.5)

Onerme 2.5.2. Her (M,©,&,m) hemen hemen kontakt manifoldu
nX) = g(X.8) (2.5.6)
goX, oY) = g(X,¥Y)-—nXmn(Y) (2.5.7)
olacak sekilde bir g metrik tensor alani icerir [25].

Tammm 2.5.3. (2.5.6) ve (2.5.7) sartlarin1 saglayan g metrik tensor alani ile birlikte
(M,,&,m) hemen hemen kontakt manifolduna hemen hemen kontakt metrik manifold

denir [25].

Onerme 2.5.3. (M?>"!,¢,& M) bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda;

M nin tanjant demetinin yapt grubu U (n) X 1 e indirgenebilir. Tersi de dogrudur [25].
Onerme 2.5.4. Her hemen hemen kontakt manifold, yonlendirilebilirdir [25].

Tamm 2.5.4. (M>**! ¢,& 1, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger

I-formu, M iizerinde heryerde,
nA(@dn)" #0

ise M ye kontakt manifold, 1 ya da kontakt form denir [25].
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Teorem 2.5.1. (M 0,&,m,g) bir kontakt manifold ise
g(X,0Y) =dn(X,Y) (2.5.8)
olacak sekilde bir (9,&,M,g) hemen hemen kontakt yapust vardur [25].

Tamim 2.5.5. Bir M manifoldu iizerinde tanimli (@,&,1,g) hemen hemen kontakt yapisi

icin,
d(X,Y)=g(X,9Y) (2.5.9)

seklinde tanimlanan @ 2-formuna , hemen hemen kontakt yapinin temel 2-formu denir

[25].

Tamm 2.5.6. (M>"*1 ¢,E, 1, g) bir hemen hemen kontakt manifold olsun. M x R ¢arpim
manifoldu gozoniinde bulunduruldugunda, M x R iizerinde bir vektor alans; (X, f(4))

seklindedir (Burada X € (M) ; ¢, R nin koordinati ve f, M X R iizerinde bir fonksiyon).
M X R nin tanjant uzayi lizerinde tanimli bir lineer J doniisiimii
d d

seklinde tanimlanirsa J> = —I olup J, M x R iizerinde bir hemen hemen kompleks yapidir.

J hemen hemen kompleks yapisi eger;
Ny(X,Y) =J*X, Y]+ [JX,JY] - J[JX,Y] - J[X,JY] (2.5.11)

ile tanimlanan Nijenhius tensorii sifira egitse integrallenebilirdir.
Eger M x R iizerindeki J hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise (¢,&,m)

hemen hemen kontakt yapisina normaldir denir [25].
No(X,Y) = @*[X, Y]+ [@X, 0Y] — @[¢X,Y] — 0[X, ¢Y] (25.12)

ile tanimlanan Ny, @ nin Nijenhius tensorii olmak tizere, normallik sarti, Ny yardimi ile

tanimlanmak istenirse, VX,Y € x(M) i¢cin N;((X,0),(Y,0)) ve N;((X,0), (0, %)) nin hesa-
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planmasi yeterlidir [25]. Buna gore; (2.5.10) yardimuyla;

NA((X,0),7,0)) = ~(IX,¥],0)+ ([oX, @V, (9Xn(¥) —o¥n(X)) )

~ (0loX, Y]+ (r(x)E (X ¥) %)
(0P, 9¥]+ (Xn(n)E (X, o)) )

= (No(X,¥) 4 200(X, )&, ((Loxn)Y — (Loyn)X) )

veE
NA((X,0),(0, ) = ((~[0X.8],(En00) )+ (0 8 nix.8) %)

= (L)X, (LX) D)

olur. Burada;

No(X,Y)+2dn(X,Y)& = NY(X,Y) (2.5.13)
(LexN)Y — (Leym)X = NP(X,Y) (2.5.14)
Lep)X = NY(x.Y) (2.5.15)

L)X = NW(x.Y) (2.5.16)

denilecek olursa (¢, &, 1) hemen hemen kontakt yapisi normaldir < N D =N? =NO) =
N® =01[25].

Lemma 2.5.1. N = 0 ise N?) = NO) = N®*) = 0 dur [25].
Bu durumda asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 2.5.5. (M,9,5,m) hemen hemen kontakt manifoldu normaldir gerek ve yeter

sart;
Np+2dn®E&=0 (2.5.17)

olmasidir [25].
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Onerme 2.5.6. (M,9,5,m) hemen hemen kontakt manifoldu normaldir gerek ve yeter

sart;
O(Vx9)Y — (Vex@)Y — (Vxn)(Y)E =0 (2.5.18)
olmasidir [37].
Lemma 2.5.2. Bir (M,9,&,n,g) hemen hemen kontakt metrik manifold i¢in,
28((Vx9)Y,Z) = 3d®(X,QY,0Z)—3dD(X,Y,Z)+g(NV(Y,Z),9X)

+ NO(¥,Zn(X)+2dn(9Y, X)n(2)

— 2dn(eZ,X)n(Y) (2.5.19)
esitligi gecerlidir [25].

Tamm 2.5.7. (M, @,&,m, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Vp € M igin
T,M de & ye ortogonal bir X birim vektorii alindiginda {X, X}, T,M deki bir diizlem

kesitinin bir ortonormal bazi oluyorsa, bu diizlem kesitine ¢-kesiti denir [25].

K(X,0X) = g(R(X,0X)9X,X) (2.5.20)
kesit egriligine ise @-kesit egriligi denir ve H(X) ile gosterilir [25].

Tanim 2.5.8. (M, @,&,m,g) bir hemen hemen kontakt Riemann manifold ve S de M nin

Ricci tensorii olsun. a ve b skalar fonksiyonlar olmak iizere; VX,Y € x(M) igin S;
S(X,Y)=a.g(X,Y)+bn(X)n(Y) (2.5.21)
sartin1 sagliyorsa M ye n-Einstein manifold denir [2].

Onerme 2.5.7. (M,,&,m,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olmak iizere; M

nin herbir noktast etrafindaki herbir lokal komsulugunda bir
{Xl ) "'7Xn7X1* = (PXI 7X2* = (PX27 7Xn* = (PXnag}
formunda ortonormal bir baz bulunabilir [3].

Tanmm 2.5.9. Onerme 2.5.7 de verilen {X;,Xj*,E}ic1....n bazina hemen hemen kontakt

.....

yapinin ¢-bazi denir [3].
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2.6 Kenmotsu Manifoldlar

Tamm 2.6.1. (M>"*! ¢,&,1,g) bir hemen hemen kontakt Riemann manifoldu eger;
dn=0; dP=2nAP (2.6.1)
sartin1 sagliyorsa bu manifolda hemen hemen Kenmotsu manifold denir [3].

Onerme 2.6.1. Herhangi bir hemen hemen Kenmotsu manifoldun kontakt distribiisyonu

D, daima integrallenebilirdir [3].

Tamim 2.6.2. Herhangi bir hemen hemen Kenmotsu manifold normalse, bu manifolda

Kenmotsu manifold denir [3].

Teorem 2.6.1. Bir (M,,&,mM,g) hemen hemen kontakt Riemann manifoldu Kenmotsu
manifolddur < VXY € x(M) i¢in

(Vx@)Y = —n(Y)oX — g(X,9Y)E (2.6.2)
olmasidir [4].

Ispat. =): M bir Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda VX,Y € (M) igin dn(X,Y) =
0 olup (2.1.14) den

XnY)-Yn(X)=nX,Y] (2.6.3)
olur. Ayrica; VX,Y,Z € (M) igin
dO(X,Y,Z) = 2n(X)D(Y,Z) — 2m(Y)D(X,Z) + 2 (Z)D(X,Y) (2.6.4)

oldugu ve M nin normalligi yani; N N =N@ =NO) =0 oldugu goz oniinde bulunduru-

lursa Lemma 2.5.2 den
elde edilir. Bu durumda (2.5.3) ve (2.6.4) denklemleri kullanilirsa;

2e((Vx9)Y,Z) = 2n(X)P(9Y,9Z) —2n(X)D(Y,Z)
+ MY)P(X,Z)-2m(2)P(X,Y) (2.6.5)
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olur. Temel 2-formun tanimi (2.6.5) te yerine yazilip (2.5.1), (2.5.3) ve (2.5.6) kul-
lanildiginda;

2((Vx@)Y,Z2) = —2n(Y)g(9X,Z) —2M(2)g(X,¢Y)

= —2n(Y)g(9X,Z) —2g(X,9Y)g(§,2) (2.6.6)
olur. VZ € (M) i¢in (2.6.6) gegerli oldugundan
(V@)Y = —n(Y)oX —g(X,9Y)§

elde edilir.
<): (2.6.2) saglansin. O halde; (2.6.1) de ki sartlarin saglandigin1 ve M nin normal
oldugunu gostermeliyiz. VX,Y € (M) igin

2an(X,Y) = Xn(Y)—Yn(X)-n([X,Y])
= Xg(¥,§)—Yg(X,§) —5([X,Y],)
= g(VxY,E) +g(Y,VxE) —g(VyX,§E) —g(X,VyE) —g([X,Y],§)
= g(¥, X —n(X)§) —g(X,Y —n(¥)E)
=0

olur. Boylelikle dn = 0 dir. VX,Y,Z € (M) i¢in;

X(¥,7) = Xg(¥07)

= 8(VxY,0Z)+3(Y,(Vx9)Z +¢VxZ)
olur. (2.6.2) den;
X®(Y,Z) =g(VxY,0Z) — g(X,0ZM(Y) —n(2)g(Y,0X) +g(Y,0VxZ)  (2.6.7)
elde edilir. Benzer sekilde

YCD(X,Z) = g(vaa(pZ) _n(X)g(Ya (PZ) —ﬂ(z)g(Xa(PY) +g(X7(pVYZ) (2.6.3)
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ve
Zo(X,Y) = 8(VzX,0Y) —n(X)g(Z,0Y) —n(Y)g(X, 0Z) +g(X,9VzY)  (2.69)
bulunur. (2.1.5) te bu ifadeler yerine yazildiginda;
3dP(X,Y,Z) =2n(X)®(Y,Z) +2n(Y)P(Z,X) +2n(Z2)D(X,Y)

oldugu goriiliir. Simdi de (2.6.2) sartin1 saglayan bir hemen hemen kontakt manifoldun

normal oldugunu gostermek icin Onerme 2.5.6 kullanilirsa;

O(VxQ)Y — (Vox@)Y — (Vxn)(Y)E=0

oldugunu gostermek yeterlidir. Buna gore;

O(Vx@)Y — (Vox @)Y — (Vxn)(Y)E = o(-n(Y)eX —g(X,0Y)E)
— (()P*X —g(9X,9Y)E) — (¢(X,¥) —n(X)n(Y))&
= ) (=X +n(X))E—gX, oY) +n(Y)(—X +n(X)S)
+ gX,Y)E—nXY)E—gX,Y)E+nX)M(Y)E
=0

dir. O halde M, Kenmotsu manifolddur. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]
Onerme 2.6.2. Bir M Kenmotsu manifoldu icin;

VxE=X—n(X)§ (2.6.10)
esitligi saglanir [3].

Ispat. £ birim vektor oldugundan,

8¢ =1
Xg(€8) = 0
2g(vX§7&) =0
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olur ki

8(Vx&,8) =0 (2.6.11)

elde edilir. (2.6.2) de Y = & almr ve (2.6.11) gozoniinde bulundurulursa ispat

tamamlanmis olur. O

Ornek 2.6.1. (x,y,7), R? teki standart koordinatlar olmak iizere 3-boyutlu

M = {(x,y,2) € R*: (x,y,2) # (0,0,0)}

manifoldu gozoniinde bulunduruldugunda;

9 9 ,__ 9
el—Zax, 82_Z8y7 €3 = Zaz

vektor alanlart M nin herbir noktasinda lineer bagimsizdir. Bir g Riemann metrigi,

dx? +dy* +dz?
g g

72

ve N 1-formu VZ € (M) igin
N(Z) =8(Z,e3)
ve @, (1,1) tensor alani ise
Ole1) = —e2, Glez) =e1, @e3) =0
olarak tanimlanip ¢ ve g nin lineerligi kullanilirsa, VZ,W € x(M) igin

N(es) =1, §’Z=-Z+n(Z)es, g(9Z,oW)=g(Z,W)—n(Z)n(W)

oldugu goriiliir. ez = § segilirse (@,&,1M,g), M iizerinde bir hemen hemen kontakt metrik
yap1 tanimlar.

V, g metrigine gore Levi-Civita konneksiyonu olsun. Bu durumda;

[61762] - 07 [61763] =e€q, [82763] = e
olur. Kozsul formiiliinden;

Vees=e; Vger =0 V,e1 =0
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Ve,e3 =€y Veer=0 Ve =0
Ve,e3=0 Veer =0 Ve =0
olup (M, ¢,&,m, ) bir Kenmotsu manifolddur [38].

Teorem 2.6.2. F bir Kaehler manifold ve c sifirdan farkli bir sabit olsun. f(t) = ce' bir
L dogrusu iizerinde bir fonksiyon olsun. Bu durumda M = L X ¢ F warped ¢carpim uzay!,

bir Kenmotsu yapiya sahiptir [2].
Tersine asagidaki yap1 teoremi verilebilir.

Teorem 2.6.3. M bir Kenmotsu manifold olsun. ¥p € M nin bazi U(p) komsuluklar:
(—¢,€) x ¢V warped ¢arpim uzaytyla tanimlanir oyle ki (—€,€) bir agik aralik, f(t) = ce'
ve V bir Kaehler manifold [2].

Tanim 2.6.3. (M, ¢,&,1,g) bir Kenmotsu manifold olsun. VX,Y,Z, W € x(M) i¢in
9*((VwR)(X,Y)Z) = A(W)R(X,Y)Z (2.6.12)
olacak sekilde sifirdan farkli bir A 1-formu bulunabiliyorsa M ye @-rekiirrenttir denir [41].
Eger X,Y,Z,W; & ye ortogonal ise M ye lokal @-rekiirrenttir denir [41].
Tanim 2.6.4. (M,¢,&,1,g) bir Kenmotsu manifold olsun. VX,Y,Z, W € x(M) i¢in
o> ((VwR)(X,Y)Z) =0 (2.6.13)
sart1 saglaniyorsa M ye @-simetrik denir [42].
Eger X,Y,Z,W; & ye ortogonal ise M ye lokal @-simetriktir denir [42].

Tanim 2.6.5. (M,,&, M, g) bir Kenmotsu manifold olsun. VX,Y € % (M) i¢in M nin Ricci

operatorii Q eger
P*(VxQ)Y =0 (2.6.14)

sart1 saglanirsa M ye @-Ricci simetriktir denir [43].
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Eger X ve Y, § ye ortogonal iseler M ye lokal @-simetriktir denir [43].

Tamim 2.6.6. (M,9,E,m,g) bir Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci tensorii S,
VX.,Y,Z € x(M) igin,

(VxS)(9Y,0Z) =0 (2.6.15)
sartin1 sagliyorsa M ye Ricci tensorii 1-paralel Kenmotsu manifold denir [46].

Tammm 2.6.7. (M?"!,¢,&,m,g) bir Kenmotsu manifold olsun. M nin Riemann egrilik

tensorii R; VX,Y,Z,W € (M) igin,

O*(YwR)(X,Y)Z) = A(W)¢*(R(X,Y)Z)+B(X)9*(R(W,Y)Z)
+ B(Y)9*(R(X,W)Z) +D(Z)¢*(R(X,Y )W)

+ g(R(X,Y)Z,W)e*(p) (2.6.16)

sartin1 sagliyorsa M ye weakly @-simetrik manifold denir (Burada A,B ve D; ayn1 anda

sifir olmayan 1-formlar ve D(Z) = g(Z,p) dir.) [48].

Tamm 2.6.8. (M>"*! ¢,&,m,g) bir Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci operatorii Q;
VX,Y € x(M) igin,

P’[(VxQ)(Y)] = AX)9*(Q(Y))+B(Y)9*(Q(X))
+ S(Y,X)9*(p) (2.6.17)

sartin1 saglarsa M ye weakly @-Ricci simetrik Kenmotsu manifold denir (Burada A ve B;

ayn1 anda sifir olmayan1-formlar ve D(Z) = g(Z,p) dir.) [48].
2.7 o-Kenmotsu Yapilar

Tanmm 2.7.1. (M,,£,m,g) bir hemen hemen kontakt Riemann manifold ve o sifirdan

farkl1 bir reel say1 olmak iizere
dn=0, dd=2o0nNP (2.7.1)

sartin1 saglayan M manifolduna hemen hemen o-Kenmotsu manifold denir [7].
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Bir normal hemen hemen o-Kenmotsu manifolda da o-Kenmotsu manifold denir

[7].

Teorem 2.7.1. Boyutu > 5 olan bir trans-Sasakian manifold; ya o-Sasaki ya o-Kenmotsu

va da cosimplektiktir [3].

Teorem 2.7.2. Bir (M,9,E,m,g) hemen hemen kontakt Riemann manifoldunun o-

Kenmotsu manifold olmast i¢in gerek ve yeter sart VXY € y (M) icin

(Vx@)Y = a[—g(X,0Y)S —n(Y)pX] (2.7.2)
olmasidir [3].
Ispat. Teorem 2.6.1 deki ile ayn1 yontemle yapilabilir. O]
Onerme 2.7.1. Bir (M,¢,&.1,g) a-Kenmotsu manifoldu icin

Vx& = afX —n(X)g] (2.7.3)

sartt saglanir [3].
Ispat. (2.7.2)deY = € alinarak (2.7.3) elde edilir. [l

Onerme 2.7.2. Bir (M,¢,£,1,g) o-Kenmotsu manifoldunun Riemann egrilik tensorii R

icin asagidaki esitlikler gecerlidir:

i-) RX,Y)E = o*{yn(X)-xn(Y)} (2.7.4)

ii-) REX)Y = o?{—g(X,Y)E+n(¥)X} (2.7.5)

dir [3].
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Ispat. i-) VX,Y,Z € x(M) icin

R(X,Y)§ = VxVy&—VyVxE—Vixy&
= Vx{a¥ —an(Y)g} — Vy{oX —am(X)&}
— alX,Y]+on[X,Y]§
= aVxY —aVx(n(Y))§ —on(Y)VxE
— aVyX+aVy(n(X))&+on(X)Vy§
— of Vx¥ = VyX} +om(VxY)§ —om(VyX)g
= aVxY —o{(Vxn)Y +n(VxY)}§ —an(¥){a(X —n(X)5)}
— aVyX +o{(Vyn)X +n(VrX)}5+om(X){a(y —n(¥)§)}
— aVxY +aVyX +on(VxY)E—an(VyX)E

= o’ {rn(X) —xn(Y)}

elde edilir.

ii-) Benzer hesaplamalarla goriilebilir. [

Onerme 2.7.3. Bir (M,0,£,m,g) a-Kenmotsu manifoldunda ¥X,Y € x(M) icin

(Vxn)Y = af{g(X,Y) —nX)n(Y)} (2.7.6)
dir [3].
ispat.
(Vxn)Y = Vx(m(Y)) —n(VxY)
= Vx(g(¥,§)) —g(VxY,§)
= g(VxY,E)+g(Y,VxE) —g(VxY,§)
= g(¥,aX —an(X)§)
= ofg(X,Y)—nX)n(Y)}
olur. [l
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Onerme 2.7.4. Bir (Mz”“,(p,?';,n,g) o-Kenmotsu manifoldunun Ricci tensorii S icin

asagidaki egitlikler gecerlidir [3]:

i) S(X,&) = —2non(X) (2.7.7)
ii-) S(PX,9Y) = S(X,Y)+2non(X)n(Y) (2.7.8)
Ispat. i-)
2n+1
S(X,&) = ;g(R(ei,X)é,ei)
172n+1
= o > g(Xn(e) —em(X),e;)
= o{n(X)—2n+1)n(X)}
= —2no’n(X)
olur.

ii-) VX,Y € x(M) igin

S(eX,9Y) = g(Q0X,qY)
= 8(p0X,qY)
= —g(0X,¢Y)
= —g(0X,-Y+n(Y)§)
= g(0X,Y) —n(Y)S(X,8)
= S(X,Y)+2na’n(X)I(Y)

elde edilir. n

Onerme 2.7.5. Bir (M,9,E.n,g) o-Kenmotsu manifoldu icin asagidaki esitlikler
gecerlidir [3]:

i-) MRX,Y)Z) = o’M(Y)g(X,Z2)—n(X)g(Y,Z)] (2.7.9)
ii-) (VZR)(X,Y)E = o[Xn(VzY)—YN(VzX)]

+ @) X)) -XnY)]-oR(X,Y)Z  (2.7.10)
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ispat. i-)

nR(X,Y

ii-) VX,Y,Z € (M) icin

(VZR)(X,Y)§

)Z)

= g(R(X,Y)Z,)
= —g(R(X,Y)E_,,Z)
= g(*(Xn(Y) —¥n(X)),Z)

= Otzm(Y)g(X7Z) _n(X>g(sz)]

VZR(X,Y)Z; —R(VZX, Y)& — R(X, VZY)Q
R(X, Y)VZE_,

o2VZ{Yn(X) - Xn(¥)}

o*{Yn(VzX) —n(Y)VzX}

o2 {M(X)V2Y —Xn(VzY)}

aR(X,Y)Z+o’n(Z){Yn(X) —Xn(Y)}

olur. Islemler devam ettirilip (2.7.6) ve lineerlik 6zellikleri kullanilirsa ispat tamamlanir.

]

Ornek 2.7.1. (x,y,z), R? te ki standart koordinatlar olmak iizere, 3-boyutlu bir

M ={(x,y,z) € R’}

manifoldunu gozoniine alalim. o # 0 bir sabit; ¢ ve ¢y, c% + c% # 0 sartin1 saglayan

sabitler olmak iizere, f| ve f>

fiR) =cr.e” ™, folz) =cr.e®

ile tanimlansin.

e

0 d
el :fl(Z)g +f2(1)3

d J
2= —f2)5. +f1(z)$
d

€3 = —

0z
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vektor alanlar1 M nin herbir noktasinda lineer bagimsizdir. g, Riemann metrigi;
gler,er) = glez,e2) = g(es,e3) =1

gler,ex) = g(er,e3) = g(ez,e3) =0

ve tensorel olarak da
g= (24 2) Y dx@dx+dy®dy) +dz®dz

ile tanimlansin. 1 1-formu VX € x (M) igin

ile @, (1,1) tensor alan1
¢e1) = ez, @(e2) =—e1, ¢ez) =0
ile tanimlansin. @ ve g nin lineerligi kullanildiginda, VX ,Y € ¢ (M) igin
¢°X = —X+n(X)es, n(e3) =1, g(oX,Y)=g(X,¥)-n(X)n(Y)

olur. V, g nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere,

le1,e3] = aey, [ex,e3] =aen, [er,e2] =0
elde edilir. Kozsul formiilii kullanildiginda,

Vel =—0e3 V,er=—e3 V,e3=0¢

V32€1 = —e3 Ve2€2 = —0e3 Ve2€3 = Qe
Ve,e1 =0 Ve,e0 =0 Ve,e3 =0

bulunur. Buradan (M, ,&,m, g) bir a-Kenmotsu manifold oldugu goriiliir [7].
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2.8 Nearly Kenmotsu Manifold

Tanim 2.8.1. (N,J,G) bir hemen hemen Hermityen manifold ve ¢ € (0, ) igin f(¢) = ¢
olsun. R x s N warped carpimu iizerindeki g metrigi X',Y' € x(N), X = (a4, X") ve Y =
(b4.Y") olmak tizere

g(X,Y)=ab+e*G(X',Y')

ile verilsin. Eger

d
(P(X) = (OvJX/>7 é: (Ea())v n=dt
denilirse (¢,&,M,g), R X s N manifoldu iizerinde bir hemen hemen kontakt Riemann yap1
olusturur. Bir N hemen hemen Hermityen manifoldu N iizerindeki Levi-Civita konnek-

siyonu V¥ ve temel 2-formu & ile, bunun yanisira R x N itizerindeki Levi-Civita kon-

neksiyonu V ve temel 2-formu da & ile gosterilirse
b — eZth)N
olur. Buradan
(Vx®@)(¥,2) = (V@) (Y. Z)+n(Z)@(X.Y)+n(Y)D(Z,X)
d®(X,Y,Z) = ddN (XY, Z)+MADPX,Y,Z) (2.8.1)
elde edilir.

Eger N hemen hemen Kaehler manifold ise (2.8.1) den R X ¢ N bir hemen hemen
Kenmotsu manifolddur. Bunun yanisira eger N bir nearly Kaehler manifold ise yani;
VX',Y" € x(N) i¢in

(VN (X', Y) =0
ise R X y N lizerinde
(VX®)(X,¥) =N(X)®(Y,X), dn=0 (282)

elde edilir. Tersi de dogrudur, yani; R X ¢ N lizerinde (2.8.2) saglanirsa N hemen hemen
hermityen manifoldu Nearly Kaehlerdir.
(2.8.2) sartim1 saglayan bir hemen hemen kontakt Riemann manifolda nearly Ken-

motsu manifold denir [3].
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Onerme 2.8.1. Bir (M,¢,&,1,g) hemen hemen kontakt Riemann manifoldu, bir nearly

Kenmotsu manifold olmas icin gerek ve yeter sart VX € x (M) igin
(Vx@)X = —nX)eX, dn=0 (2.8.3)
olmasidir [3].
Ispat. Temel 2-form & nin tanimindan
(Vx®)(X.Y) = g(X, (Vx@)Y) = —g((Vx@)X,Y)
olup (2.8.2) esitligi de géz oniinde bulundurulursa (2.8.3)’e ulasilir. ]
Onerme 2.8.2. Herhangi bir Kenmotsu manifold, nearly Kenmotsu manifolddur [3].

Onerme 2.8.3. Bir (M,,E,1m,8) hemen hemen kontakt Riemann manifoldu, bir nearly

Kenmotsu manifoldu olmast icin gerek ve yeter sart VX,Y € x(M) icin

(Vx@)Y + (Vy @)X = —n(Y)oX —n(X)oY (2.8.4)
olmasidir [14].
Ispat. (2.8.3) nolu esitlikte X yerine X + Y yazildiginda (2.8.4) elde edilir. ]
Teorem 2.8.1. (M,0,§,n,g) bir nearly Kenmotsu manifold ise

VxE =X -n(X)§ (2.8.5)

olur [14].
Teorem 2.8.2. Bir normal nearly Kenmotsu manifold, Kenmotsu manifolddur [39].

Onerme 2.8.4. (M,0,&,m,g) bir nearly Kenmotsu manifold olsun. M nin egrilik tensirii

R icin asagidaki esitlikler gecerlidir [14]:

i-) RX,Y)E = M(X)Y —n(Y)X (2.8.6)
i) REX)Y = —gX,Y)E+n(¥)X (2.8.7)
ii-) MRX,Y)Z) = gX,.Zm(Y)—g(¥,Z)n(X) (2.8.8)
iv-) (VwR)(X,Y)E = g(X,W)Y —g(Y,W)X —R(X,Y)W (2.8.9)
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Ispat. Basit hesaplamalarla goriilebilir. [
Onerme 2.8.5. (M>'t! @.E.,1,g) bir nearly Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci
tensorii S icin asagidaki egitlikler gecerlidir [14]:
i-)  S(X,§) = -2m(X) (2.8.10)
ii-) S(eX,9Y) = S(X,Y)+2m(X)n(Y) (2.8.11)

2.9 Parakenmotsu Yapilar

Tanim 2.9.1. M, m-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eger M iizerinde;

¢’ =1-n®E nE)=1, nop=0, ¢¢=0, ranko=m—1  (29.1)
sartin1 saglayan bir @ (1,1) tensor alani, & vektor alant ve 1 1-formu varsa M ye hemen

hemen parakontakt manifold denir [3].
Tanim 2.9.2. (M™ ¢,&,m) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. Eger VX,Y €
X(M) igin
8(0X,0Y) = ¢(X,Y) —m(X)n(Y) (2.9.2)
ise (¢,&,Mm,g) ye M iizerinde bir hemen hemen parakontakt metrik yap1 denir [3].
Tanim 2.9.3. Bir hemen hemen parakontakt Riemann manifoldu eger, VX,Y € (M) i¢in
(Vx@)Y = —g(X,0Y)E —n(Y)oX (2.9.3)
sartin1 saglarsa bu manifolda bir parakenmotsu manifold denir [3].

Onerme 2.9.1. (M,0,5,m,g) bir parakenmotsu manifold olsun. M icin asagidaki
esitlikler gecerlidir [3]:

i) (Vxn)Y = (Vyn)X (2.9.4)
ii-) ViE = X-—n(X)E (2.9.5)
ii-)  (Vxn)Y = g(X.,Y)-nXmn() (2.9.6)
iv-) (VxVym)Z = MEXN(Z) —g(X,Z)n(Y)

+ MEMME) —gX,Y)In(Z) (2.9.7)
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Ispat. Basit hesaplamalarla goriilebilir. [

Onerme 2.9.2. (M™,9,E,n,8) bir parakenmotsu manifold olsun. M nin egrilik tensorii
R icin asagidaki esitlikler gecerlidir [3]:

i) RX.Y)E = nX)Y-n)X (2.9.8)

i-) MRX.Y)Z) = gX.ZnY)—-gY,Z)n(X) (2.9.9)

ii-) (VwR)(X,Y)§ = g(X,W)Y —g(Y,W)X —R(X,Y)W (2.9.10)

Ispat. R, m ve kovaryant tiirevi tanim kullanilarak hesaplamalar yapilabilir. [

Onerme 2.9.3. (M™,¢,E,m,g) bir parakenmotsu manifold olsun. M nin Ricci tensorii S

icin asagidaki esitlikler gecerlidir [3]:

i) SX.E) = (1-mm(X) (2.9.11)
ii-) S(OX,QY) = S(X.¥)+(m—nx)n(y) (29.12)
Ispat. Tanim 2.1.13 teki esitlikler yardimiyla goriilebilir. [

2.10 Lorentz Kenmotsu Manifoldlar

Tanmm 2.10.1. M?"+1, g Pseudo-Riemann metrigi ile birlikte bir Lorentz manifold
olsun. V, g metrigiyle birlesen Levi-Civita konneksiyonunu gostersin. x(M) de
{e1,e2,...,e2,4+1} lokal baz olsun. Yani; g(e;,e;) = 8;j, 1 <i,j <2nve g(ext1,€m+1) =
—1 olsun. Bu durumda; ey, ..., e2, space-like vektor alanlari, § = e;,,1 1 ise time-like vektor
alanidir. {w',...,w?"*1} de {ey,es,...,e2,11} in dual catisin1 gostermek iizere n = w?'+!

denirse, asagidaki

@> = —I4+M®E Moe=0, ®X,Y)=g(X,0Y) (2.10.1)
(Vx@)Y = —n)o(X)+g(X,0Y)g (2.10.2)
VxE = —X+n(X)E (2.10.3)
dn = 0, dd=-2nAD (2.10.4)
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sartlarmni saglayan (M?"!,¢,&,m, g) manifolduna Lorentz Kenmotsu manifold denir[3].

M i¢in
8(9X,0Y) =g(X,Y) +n(X)n(Y) (2.10.5)
dir [40].

Onerme 2.10.1. (M>"+! @ & m,g) bir Lorentz Kenmotsu manifold olsun. M nin R egrilik
tensorii icin asagidaki asagidaki egitlikler gecerlidir [3]:

i) RX,Y)E = nX)Y-n¥)X (2.10.6)
ii-) N(RX,Y)Z) = nY)g(X,Z)-n(X)s(Y,Z) (2.10.7)
iii-) (VZR)(X,Y)E = Xg(Y,Z)—Yg(X,Z)+R(X,Y)Z (2.10.8)

Ispat. i-)

R(X,Y)§ = VxVy&—VyVxE—Vixy&

= Vx[-Y+n(Y)E] - Vy[-X +n(X)E] + [X,Y] —m[X,Y]§

olup lineerlik, 1-formun kovaryant tiirevi ve (2.10.3) kullanildiginda ispat tamamlanir.
ii-) N(R(X,Y)Z) = g(R(X,Y)Z,&) = —g(R(X,Y)E,Z) olup (2.10.6) kullanilirsa ispat
tamamlanir.

iii-) (VZR)(X,Y)E = VZR(X,Y)E — R(VzX,Y)E —R(X,V2zY)E — R(X,Y)VzE olur. Bu
ifade de (2.10.3), (2.10.6) nolu esitlikler ve bir 1-formun kovaryant tiirevi tanim1 kul-

lanilirsa ispat tamamlanir. ]

Onerme 2.10.2. (M>'*! @.&.1,g) bir Lorentz Kenmotsu manifold ve S de M nin Ricci

tensorii olsun. S icin asagidaki esitlikler gecerlidir [3]:

i-)  S(X,E) = —2m(X) (2.10.9)
ii-) S(oX,9Y) = S(X,Y)+2m(X)n(Y) (2.10.10)
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ispat. i-)
2n+1

S(X,E) = Zg(ei,ei)g(R(ei,X)ﬁ,ei)

= Zg (€)X —M(X)ei,e;) — g(R(E,X)E,E)

= —2nn(X)
ii-)
S(eX,0Y) = 2(Q9X,0Y)
= g(eQ0X,0Y)
= —8(0X,¢%Y)
= —g(0X,-Y+n(Y)E)
= SX,Y)+2mX)n(Y)
elde edilir ki ispat boylece tamamlanmis olur. ]

Onerme 2.10.3. (M>"! ¢,& n,g) bir Lorentz Kenmotsu manifold olsun. M icin,
(Vxn)Y = —g(X,Y)+nX)n(Y) (2.10.11)
dir [3].

Tanmm 2.10.2. (M, g) bir semi-Riemann manifold olsun. Vp € M igin 7,,M nin iki boyutlu
lineer alt uzayina diizlem kesiti denir. E bir diizlem kesiti olsun. Eger sifirdan farkli
VV € E i¢in g(V,U) # 0 olacak sekilde bir U € E varsa E ye non-dejeneredir denir. Bu
tanim g,|r nin nondejenere olmasiyla denktir. K(p,E), nondejenere E diizleminin kesit
egriligini gostermek lizere;

gRW,V)V,W)

K- E) = v v)gw.w) — g (V,w)?

(2.10.12)

dir.
Tiim nondejenere diizlemler icin aym kesit egriliine sahip pseudo-Riemann mani-
foldlara sabit egriliklidir denir. (M, g); c sabit egriligine sahip bir pseudo-Riemann mani-

fold ise

R(X,Y)Z =c{g(Y.Z)X —g(X,Z)Y} (2.10.13)
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dir [49].

2.11 Baz Ozel Altmanifold Cesitleri

Tamm 2.11.1. (M,9,&,m,g) bir hemen hemen kontakt manifold ve M de M nin bir alt-
manifoldu olsun. VX € T,:M i¢in @X ve T,M arasindaki ac1 6(X) ile gosterilsin. 8(X) e X
in Wirtinger agis1 denir. Eger 6, x € M ve X € T.M — {&,} in se¢ciminden bagimsiz ise M
ye slant altmanifold denir. Slant immersiyonun wirtinger agis1 0 ya slant immersiyonun
slant agis1 denir. Eger 6 = 0 ise M ye invaryant altmanifold, 8 = 7 ise M ye anti-invaryant
altmanifold denir. Eger bir M slant altmanifoldu ne invaryant ne de anti-invaryant ise bu

manifolda proper slant altmanifold denir [52].

Tanmm 2.11.2. (M, ¢,&,1,g) bir hemen hemen kontakt manifold ve M de M nin bir alt-
manifoldu olsun. Eger M iizerindeki iki ortogonal D ve Dy distribiisyonu i¢in

i-TM = D, & Dg® < & > olarak yazilabiliyor,

ii- D anti-invaryant yani; D, CTM L

iii- Dg ve @Dy arasindaki a¢1 8 olmak iizere 6 # 7 iken Dy slant distribiisyon,

sartlar1 saglaniyorsa M ye M nin hemi-slant altmanifoldu denir [57].

Tamm 2.11.3. (M,9,&,m,g) bir hemen hemen kontakt manifold ve M de M nin bir alt-

manifoldu olsun. Eger TM,
TM =Dy & DB < & >

seklinde yazilabiliyorsa M ye M nin semi-slant altmanifoldu denir. Burada D7 invaryant

distribiisyon yani; @(Dr) = Dy ve Dg slant (slant a¢1 6 # 0). Buradan,
TM* = FDg & u

seklinde yazilabilir. Burada, u, FDg nin ortogonal komplemani olup 7M~ in invaryant

altdemetidir [53].

Tamim 2.11.4. M bir Kenmotsu manifold ve M de M nin & € TM~ olacak sekilde bir

altmanifoldu olsun. D ve D TM deki distribiisyonlar1 gostermek iizere, eger;
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i-yTM =Da® Dt
ii-) (TM+) Cc TM
olacak sekilde bir D invaryant ve D anti-invaryant altmanifoldu varsa M ye M nin kon-

takt jenerik normal altmanifoldu denir [17].

Tamm 2.11.5. M, bir m-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve M de M nin bir n-
boyutlu altmanifoldu olsun. M iizerinde M boyunca taniml bir vektdr alan1 Z olmak

uzere
Z=Zr+2zN (2.11.1)
olarak yazilabilir. Burada Zr € x (M) ve ZVN € x (M) dir.
Bu durumda M deki her X tanjant vektor alani i¢in
VxZ = (VxZr —AnX)+ (V¥ ZN +h(X,Zr)) = tanVxZ+norVxZ  (2.11.2)
seklindedir. VX,Y € y(M) i¢in
(X,)Y) = g(VxZ,VyZ)
hz(X,Y) = g(V¥ZN +h(X,Zr),VyZ" +h(Y,Zr))
qz(X,Y) = g(VxZr —An~nX,VyZyr —AnY) (2.11.3)

seklinde taniml (0,2) tipinde simetrik tensor alanlari verilsin.

¢, M de bir egri ve ¢ nin tanjant vektor alam1 7' olmak {iizere,

o2

Ky, = I(T,T)

KX, = az(T.T)

K3, = hz(T,T) (2.11.4)

olsun. (2.11.4) teki K3, Kf\g,

egrilik ve Z-normal egrilik denir [8].

K?Z ifadelerine sirasiyla Z-mutlak egrilik, Z-geodezik
Z\n

Buna gore M deki bir ¢ egrisi i¢in asagidaki ifadeler sdylenebilir [8]:
c egrisi Z-mutlak geodeziktir < I?Zz\a =0,

c egrisi Z-geodeziktir < ¢ nin herhangi bir noktasinda Kzz\g =0 dir.
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Boylece, bir mutlak geodezik egride Iz(7T,T) = 0 ve Z-geodezik egride ise
qz(T,T) = 0 esitlikleri saglanir.

Eger tanVxZ, X ile aym yonlii ise M de bir X vektor alana, M de Z-quasi asli
egrilik vektor alanmi denir [8].

M de hz = 0 ise M ye M nin total Z-geodezik altmanifoldu denir. Total Z-geodezik

bir M altmanifoldu i¢in
VxZ =tanVxZ = VxZr — AnX (2.11.5)
yazilir. Bu nedenle, M total Z-geodezik altmanifoldundaki bir ¢ egrisi,
Z —mutlak geodeziktir < Z — geodeziktir

ozelligi ile karakterize edilir [8].

Total Z-geodezik bir altmanifold i¢in

(T, T) = g(V7Z,V1Z)=0
= |Vrz|?=0

= VrZ=0
olup Z, ¢ boyunca paraleldir. Benzer durum Z-geodeziklik i¢in de gecerlidir [10].

Teorem 2.11.1. M total geodezik altmanifoldu, total Z-geodeziktir < Z nin normal

bileseni, M nin normal demetinde paraleldir [§].

Tamm 2.11.6. Bir Z € (M, M) nin bir p € M noktasindaki Z-ortalama egriligi

g(VEZN + h(E;, Zr),VEZN +h(E Zr))  (2.11.6)

(ngE

1 & 1
Hy ==Y hz(EiE) = -
n= n=

seklinde tanimlanir.

Eger Z-ortalama egriligi M nin her noktasinda sifira 6zdes ise M altmanifolduna

Z-minimaldir denir [8].
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Teorem 2.11.2. M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda;
M total Z— geodeziktir < Z — minimaldir

onermesi dogrudur [8].

Sonug¢ 2.11.1. M Riemann manifoldu ve M de M nin total geodezik bir altmanifoldu

olsun. Buna gore, M, Z-minimaldir < Z nin normal bileseni, normal demette paraleldir

8].

Tanmm 2.11.7. M bir Riemann manifold ve M de M nin bir altmanifoldu olsun. Bu du-

rumda,
1 n
Qz=" Y az(Ei.E;)
i=1
ile tanimlanan Q7 ye M nin Z-ortalama geodezik egriligi denir.
1 n
Lz=~ Y IZ(EiE)
i=1
ile tanimlanan Lz ye M nin ortalama mutlak egriligi denir [8].

Teorem 2.11.3. M Riemann manifoldunun altmanifoldu M olsun. M, Z-minimaldir gerek

ve yeter sart M nin Z-ortalama mutlak egriligi, Z-ortalama geodezik egriligine esittir [8].

Teorem 2.11.4. M Riemann manifoldu ve M de M nin total umbilik altmanifoldu olsun.
ZexyM M ) nin normal bilegeni normal demette paralel olsun. Bu durumda, M, Z-

minimaldir < M minimaldir [8].

Tanim 2.11.8. M bir Riemann manifoldu ve M de M nin n-boyutlu bir altmanifoldu olsun.

M iizerinde M boyunca taniml bir vektor alani Z igin
tanVxZ = AX

olacak sekilde sifirdan farkli bir A reel sayis1 bulunabiliyorsa M ye Z-umbilik altmanifold
denir [8].
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3. «-KENMOTSU MANIFOLDLAR
3.1 o-Kenmotsu Manifoldlar Uzerinde Baz1 Egrilik Ozellikleri

Bu kisimda o-Kenmotsu manifoldlarin bazi sartlar altinda egrilik ozellikleri

incelenmis ve birtakim simiflandirmalara ulasilmigtir.

Lemma 3.1.1. M, n-Einstein bir o-Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci tensorii S;

VX,Y € x(M) igin
S(X,Y)=ag(X,Y)+bM(XM(Y) (3.1.1)
sartim saglasin. Bu durumda a ve b sabit fonksiyonlardir. Ayrica a +b = —2no? dir.
Ispat. (3.1.1) de Y yerine & alinirsa;
§(X,8) = an(X) +bn(X)
olur. (2.7.7) nolu denklem kullanildiginda;
200 (X) = (a+b)n(X)

olup
a+b=—2no?

elde edilir. Simdi, a ve b nin sabit fonksiyonlar oldugunu gosterelim.
M nin bir p noktasinin bir U komgulugundaki ortonormal baz {e;};—1,. _2,+1 olsun.

(3.1.1) de X =Y =¢; alip, 1 <i<2n+ 1 igin toplam alindiinda;
r=a.2n+1)+b (3.1.2)
olur. Benzer sekilde (3.1.1) de X =Y = & alinirsa
SEE) =a+h
elde edilir. (2.7.7) nolu denklem kullanilirsa

—2nol=a+b (3.1.3)
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bulunur. (3.1.2) ve (3.1.3) den
a=" 102 b=—-22ntl)— L (3.1.4)
- 2n ’ N 2n o

olur. Bu durumda bir n-Einstein o-Kenmotsu manifoldunun Ricci tensorii S; VX,Y €

x(M) igin;
S(X,Y) = {é + o2} g(X,Y) +{—02(2n+1)— é}n(X)n(Y) (3.1.5)

ile verilir. (3.1.5) in bir Z € y (M) boyunca kovaryant tiirevi alinir ve (2.7.6) esitligi kul-

lanilirsa
). v) = LBy vy~ v m) (e 4n(x) (V) (1))
was)xv) = DBy v) - T poix zn) -neom@m)
e Zme) - neOmn() 6.16)

bulunur. (3.1.6) da X =Y = ¢; alip, i lizerinden toplam alindiginda VZ € x (M) i¢in
dr(Z)=0 (3.1.7)

elde edilir. Oyleyse r sabittir. Bu durumda (3.1.4) ten a ve b nin de sabit oldugu goriilir.

]

Teorem 3.1.1. (M,9,&,n,g) bir Q-rekiirrent o-Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda

M, n-Einstein’drr.

Ispat. (M,¢,&,1,g) a-Kenmotsu manifoldu ¢-rekiirrent olsun. Yani; VX,Y,Z,W € y (M)
icin
O’[(VwR)(X,Y)Z] = A(W)R(X,Y)Z
olacak sekilde sifirdan farkli bir A 1-formu mevcut bulunsun. Bu durumda (2.5.1) den
—(VwR)(X,Y)Z+[(ViR)(X,Y)ZJE = A(W)R(X,Y)Z (3.18)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi, bir U € (M) ile metrik ¢arpima tabi tutulursa;

AW)(R(X,Y)Z,U) = —g((VwR)(X,Y)Z,U) +n((VwR)(X,Y)ZM(U) ~ (3.1.9)
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olur. M nin herbir p noktasindaki herhangi bir U komsulugundaki ortonormal baz

{ei}l,...,2n+1 olsun. (3.1.9)da X =U =¢; yazalir ve 1 <i < 2n+ 1 icin toplam alinirsa,
AW)S(Y,Z) = —=(VwS)(Y,Z) +n[(VwR)(&,Y)Z]

elde edilir. Bu son denklemde Z yerine  alinirsa;

AW)S(Y.8) = —(VwS)(¥,E) +n[(VwR)(E,Y)E]
—AW)a22m(Y) = —VwS(Y,E)+S(VwY,E) +S(Y,VyE)
+ N[VwR(EY)E—R(VwE,Y)E—R(S,Y)VwE
— R(E,VwY)E]

bulunur. (2.7.3), (2.7.4) ve (2.7.7) kullanilip iglemler siirdiiriiliirse VY, W € (M) i¢in

—2n0?AWM(Y) = (2n+1)lg(W,Y)+aS(Y,W)+a’n(VyY)

— a’n(WnY) (3.1.10)

olur. (3.1.10) da Y yerine @Y, W yerine @W alinirsa (2.5.3) ten

0= (2n+1)3g(oW,Y) + aS(eY, W) (3.1.11)
elde edilir. (2.5.7) ve (2.7.8), (3.1.11) de kullanilirsa

0 = (2n+ 1) [g(W,¥) =n(W)n(Y)] +a[S(Y, W) + 2ne’n (¥ M(W)]
bulunur. Buradan
S(Y,W) = —(2n+ 1)o*g(Y,W) 4+ a’n (Y ) (W)

olur. Bu da M nin n-Einstein olmasi demektir. [

Teorem 3.1.2. (M,9,&,1,g) bir a-Kenmotsu manifold olsun. Eger M, ©-Ricci simetrik

ise M bir Einstein manifolddur.

Ispat. (M,¢,&,1,g) bir a-Kenmotsu manifoldu, ¢-Ricci simetrik olsun. Yani; VX,Y €
x(M) i¢in
¢*[(VxQ)Y] =0
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olsun. Oyleyse;
—(VxQ)Y +n((VxQ)Y)E=0
olur. Bu durumda

—VxQY +QVxY +n(VxQY)E —n(QVxY)E=0
olacaktir. Bu son ifadenin her iki tarafi & € (M) ile metrik carpima tabi tutulursa
—8(VxQY,8) +8(0QVxY,§) +n(VxQY) —n(QVxY) =0
S(VxY,8) —n(QVxY) =0
—2n0’n(VxY) =n(QVxY)
g(—2n0’VxY,§) = g(QVxY.§)
olup, bu durumda Q = —2na? ve VX € x(M) igin,
OX = —2no’X
olur. Oyleyse, VX,Y € x(M) igin
SX,Y) = g(QX,Y)
= g(—2n0*X,Y)
= —2n0’g(X,Y)
elde edilir. Bu durumda M bir Einstein manifolddur. [

Lemma 3.1.2. (M,9,E,n,g) bir a-Kenmotsu manifold olsun. Eger M, lokal @-simetrik

ise M nin skaler egriligi sabittir.

Ispat. M lokal @-simetrik o-Kenmotsu manifold olsun.  Yani; & ye ortogonal
VX,Y,Z,W € x(M) igin
¢’ [(VwR)(X,Y)Z] =0

olsun. Bu durumda;

—(VwR)(X,Y)Z+n((VwR)(X,Y)Z)E=0 (3.1.12)
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olur. M nin bir p noktasindaki ortonormal baz {e;};—1 . 2,+1 olmak iizere, (3.1.12) de Y

yerine e; alip, her iki taraf e; ile metrik carpima tabi tutulursa;
—8((VwR)(X,ei)Z,e;) +((VwR)(X, e))Z)n(ei) = 0
olur. Bu son esitlikte 1 <i < 2n+ 1 icin toplam alindiginda,
(VwS)(X,Z) +n((VwR)(X,)Z) = 0
elde edilir. Bu durumda;
(VwS)(X,Z) +[VwR(X,E)Z— R(VwX,E)Z - R(X,VwE)Z - R(X,§)VwZ] =0
olur. (2.7.3) ve (2.7.5) kullanilirsa,

(VwS)(X.Z) + o2g(X,ZM(VwE) - a2n(ZN(ViX)+02g(VX,2)
— oPN2M(VwX) - on(R(X,W)Z) +om(R(X, W)Z) — cm (W)n(R(X,£)2)

— an(Wn(R(X,£)Z) —n(R(X,§)VwZ) =0
bulunur. Islemler siirdiiriiliirse

(VwS)(X,2) = —a’g(VwX,Z)+0’g(X,VwZ) +o’n(W)g(X,Z)

— X MWM(Z) — (XN (VwZ) (3.1.13)

elde edilir. M, lokal @-simetrik oldugundan

dir. O halde (3.1.13) ifadesi
(VwS)(X,Z) = —o’g(VwX,Z) + o’g(X,VwZ) (3.1.14)
haline doniisiir. (3.1.14) te X = Z = ¢; alip i lizerinden toplam alinirsa
dr(W)=0

bulunur. Oyleyse lokal @-simetrik bir o:-Kenmotsu manifoldun skaler egriligi sabittir. [
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Teorem 3.1.3. M lokal @-simetrik bir a-Kenmotsu manifold olsun. Eger M, quasi-

konformal flat ise M, Einstein manifolddur.

Ispat. M bir a-Kenmotsu manifold olsun. M nin (1,3) tipindeki quasi-konformal egrilik

tensorii; VX,Y,Z € x(M) i¢in a ve b sabitler olmak iizere,

C(X,Y)Z = aR(X,Y)Z+Db[S(Y,Z)X —S(X,Z)Y +g(Y,Z)0X — g(X,Z)QY]
2n+1 [2

oldugundan, M quasi-konformal flat ise C = 0 dur.
aR(X,Y)Z + b[S(Y, Z)X—S(X 2)Y+g(Y,2)0X — g(X,Z2)QY]
U5
2n+1

5, 28, 2)X —g(X,2)Y] =0 (3.1.15)

denkleminde X ve Z yerine § alir, her iki taraf W € (M) ile ¢arpilirsa

S(Y,w) = —{aoc + 2nbo t5 le(2 +2b)}g(Y,W)
2 r a

elde edilir. Eger M lokal @-simetrik ise Lemma 3.1.2 den r sabit ve M lokal @-simetrik
oldugundan X,Y,Z,W; § ye ortogonal olup n(Y) =n(W) = 0 olacagindan (3.1.16) den-
klemi

SY,W)=2Ag(Y, W) (A= {aoc + 2nba® + +2b)})

2n +1(2n

haline doniisiir. Bu durumda M Einstein manifolddur. 0

Teorem 3.1.4. M, lokal @-simetrik bir o-Kenmotsu manifold olsun. Eger M, concircular

flat ise M sabit egriliklidir ve egriligi 5 (— ile verilir.

1)

Ispat. Tanim 2.1.27 deki Z concircular egrilik tensorii sifira esit olacagindan VX ,Y,W €

x(M) igin

R(X,Y)W = {g(Y,\ W)X —g(X, W)Y}

r
2n(2n+1)
olur. Lemma 3.1.2 den r sabit oldugundan ve sabit egriliklerle ilgili (2.1.7) nolu esitlikten

ispat tamamlanmuis olur. [
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3.2 o-Kenmotsu Manifoldlarin Baz1 Altmanifoldlar:

M Riemann manifoldunun M altmanifoldu iizerinde, M nin normal ve teget uzaylari
gozOniine alinarak, genellestirilmis Gauss denklemi, sekil operatori, ikinci temel form,
asli egrilikler, umbilik altmanifold, total geodezik altmanifold gibi kavramlar tanimlanmis
ve bunlarla ilgili pek ¢ok calisma yapilmstir.

N.S. Agashe ve M.R. Chafle[8] ” M nin geometrisi olusturulurken normal vektor
alanlar1 yerine herhangi bir vektor alinip M icin bazi geometrik sonuglar elde edilebilir

2

mi? sorusuna cevap aramis ve M boyunca tamimli ¥ (M) de ki bir vektor alani
icin literatiirde bilinen altmanifold geometrisinin bir benzeri olarak bazi sonuglar elde
etmiglerdir. E. Kili¢, B. Sahin, R. Giineg[9] ise bir Lorentz manifoldun bir Semi-Riemann
hiperyiizeyi iizerinde bir M-vektor alamyla birlestirilmis egrileri ele alarak bazi ilging
sonuclara ulagmiglardir.

Biz bu béliimde sozii gecen makalelerdeki M-vektor alani yerine bir o-Kenmotsu
manifold iizerindeki -karakteristik vektor alanini ele alarak bazi sonuglar elde ettik.

Tezin bu kisminda M bir oi-Kenmotsu manifold, M de M nin bir altmanifoldu olarak

ele alinacaktir. p € M ve £, ye karsilik gelen egri de ¢ olsun. M(§) = 1 oldugundan &,

birim teget vektor alanidir ve
CI(P) = gp
dir. Bu durumda

E=8&r+&w (3.2.1)

olarak yazilabilir.

Herhangi bir X € x(M) i¢in (3.2.1) in X e gore kovaryant tiirevi alinirsa;

V_7X§ = V_7X§T+V_7X§N

= (Vx&r +h(X,&r)) + (—Ag, X + Vi &n) (3.2.2)
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olur. (2.7.3) nolu denklemden
Vx&r = o(X —n(X)E)
= (X —n(X)&r —n(X)En) (3.2.3)

olup (3.2.2) ve (3.2.3) nolu denklemler gozoniinde bulundurulup teget ve normal

bilesenlerine gore ayristirildiginda;
tanVx& = Vyx&r —Ag, X = (X —n(X)&r) (3.2.4)
norVx& = h(X,&r)+ VyEy = —an(X)Ey (3.2.5)

olur. Bu durumda (2.11.3) nolu denklemde tanimlanan (0,2) tipindeki /, & ve ¢ tensorleri

& ye gore hesaplanacak olursa,

EX,Y) = g(Vx& Vy&)

= o?{g(X,Y)—n(X)n¥)}

= o’g(eX, oY) (3.2.6)
he(X,Y) = g(—an(X)&,—an(Y)En)
= o’ n(X)n(Y)g(&w,En) (3.2.7)

qz(X,Y) = g(aX —on(X)Gr,af —om(Y)Sr)
= o {g(X,Y) —2n(X)M(Y) +nX)n(Y)g(Er.&r)} (3.2.8)

esitlikleri elde edilir. Bu boliimde oncelikle & tegette alinarak, sonrasinda da &
normalde alinarak (3.2.1)-(3.2.8) nolu esitlikler gdzoniinde bulundurulup birtakim ge-
ometrik sonuglara ulagilmistir.

Oncelikle & nin tegette olma durumunu inceleyelim.

Teorem 3.2.1. M bir o-Kenmotsu manifold olsun. Bu durumda M nin & € x(M) igin
E-umbilik bir M altmanifoldu yoktur.

Ispat. (3.2.4) nolu esitlik gozoniinde bulunduruldugunda,

an(X)&r #0

oldugundan M nin bir E-umbilik altmanifoldu yoktur. [
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Sonug 3.2.1. M bir o-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € (M) olacak sekilde bir

altmanifoldu ise M, total &-geodeziktir.

Ispat. (3.2.7) den VX,Y € x(M) igin he(X,Y) = 0 olur. Oyleyse M, M nin total &-

geodezik altmanifoldudur. []

Sonug 3.2.2. M bir a-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € 3 (M) olacak sekilde bir
altmanifoldu olsun. Bu durumda, M nin mutlak geodezik ve &-geodezik altmanifoldu

yoktur.

Ispat. M bir a-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € 3 (M) olacak sekilde bir altmani-

foldu olsun. Teorem 3.2.1’den M total &-geodeziktir. Bu durumda;

E(X,Y) = g(Vx& Vy&)
= g(tanVx& +norVx&,tanVy& + norVyt)
= g(tanVx&,tanVy&) + g(norVx&, norVy&)

= qe(X,Y)+he(X,Y)
olur. M total &-geodezik oldugundan
I(X,Y) = qe(X,Y)
olur. § € x(M) igin Iz # 0 oldugundan g¢ # 0 dir. Boylece ispat tamamlanmug olur. [

Teorem 3.2.2. M bir o-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € (M) olacak sekilde bir

altmanifoldu ise M, &-minimaldir.

Ispat. Bir p € M noktasinda bir M vektor alan1 Z nin ortalama egriligi,
l n
Hz = Y hz(Ei E;)
i=1

ile tanimlanir. Bu esitlik bir o-Kenmotsu manifold iizerinde & € (M) vektor alani igin,

1 2n+1
Hy = he(Ei, E;
& m T 1 Z_Z] E_,( iy l)
olup Teorem 3.2.1°den H = 0 olarak bulunur. O halde, M E-minimaldir. [l
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Sonug 3.2.3. M bir a-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € (M) olacak sekilde bir
altmanifoldu ise asagidaki sartlar denktir:
i-) M, total &-geodeziktir.

ii-) M, &-minimaldir.
Ispat. Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2’den agik¢a gériiliir O]

Teorem 3.2.3. M bir o.-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € (M) olacak sekilde total

umbilik altmanifoldu ise M minimaldir.

Ispat. Agashe ve Chafle [8] de n-boyutlu bir Riemann manifoldunun total umbilik bir

altmanifoldu i¢in
1o oy 2
Hz = ~|H|* ) ¢(Ei Zr) (3:2.9)
i=1

olarak yazilabilecegini gosterdiler. Buna gore; Y7, g(E;, Zr)? # 0 oldugundan “Hz = 0
dir gerek ve yeter sart H = 0 dir” denilebilir. O halde Teorem 3.2.2 den He = 0 oldugundan

M nin ortalama egriligi H = 0 olarak bulunur. ]

Sonug 3.2.4. M bir o-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € (M) olacak sekilde bir

altmanifoldu olsun. Bu durumda M total umbilik ise M total geodeziktir.

Ispat. ”Bir M total umbilik altmanifoldun total geodezik altmanifold olmas i¢in gerek ve
yeter sart M nin minimal olmasidir” teoremi ve Teorem 3.2.3 g6zoniinde bulundurulursa

bu sonuca ulagilir. O]
Simdi & € (M, M~) durumunu inceleyelim.

Teorem 3.2.4. M bir o-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € (M) olacak sekildeki

bir altmanifoldu ise M, M nin &-umbilik altmanifoldudur.

Ispat. (3.2.6) nolu denklem ve &7 = 0 oldugu gézoniinde bulundurulursa VX € x (M) igin
tanVx& = aX

elde edilir ki boylece ispat tamamlanmis olur. ]
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Teorem 3.2.5. M bir o-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € y(M)* olacak sekildeki

bir altmanifoldu ise M, total &-geodeziktir.

Ispat. VX,Y € x(M) icin (3.2.7) nolu denklem gézéniinde bulundurulursa he(X,Y) =0
elde edilir Buradan M, total &-geodeziktir. [

Teorem 3.2.6. M bir o-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € y(M)* olacak sekildeki

bir altmanifoldu ise M, §-minimaldir.

Ispat. M bir a-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € y (M) olacak sekildeki bir alt-

manifoldu i¢in

1 2n+1
Hy = he (Ei E;
S P ,Zi (B Ei)
olup Teorem 3.2.5’den Hy = 0 bulunur. O halde M, &-minimaldir. [

Teorem 3.2.7. M bir o-Kenmotsu manifold ve M de M nin & € x,(M)™* olacak sekilde total

umbilik altmanifoldu ise M minimaldir.

Ispat. Teorem 3.2.6 gozoniinde bulundurulursa Teorem 3.2.3 teki ile benzer sekilde ispat

edilebilir. ]

Sonug 3.2.5. M bir a-Kenmotsu manifold ve M de M nin § € g (M)~ olacak sekilde bir

altmanifoldu olsun. Bu durumda M total umbiliktir < M total geodeziktir.

ispat. =:) M total umbilik altmanifold olsun. Bu durumda;
hX,Y)=g(X,Y)H
ve Teorem 3.2.7 den H = 0 oldugundan VX,Y € x(M) igin
h(X,Y)=0

olur.

<:) Agiktr. O
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4. NEARLY KENMOTSU MANIFOLDLAR
4.1 Nearly Kenmotsu Manifoldlar Uzerinde Bazi Egrilik Ozellikleri

Bu kisimda nearly Kenmotsu manifoldlarin egrilik 6zellikleri bazi sartlar altinda
incelenmis ve birtakim siniflandirmalar yapilmistir.

Teorem 4.1.1. M bir nearly Kenmotsu manifold olsun. M genellestirilmis rekiirrent bir

nearly Kenmotsu manifold ise M sabit —1 egrilikli bir manifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki M nearly Kenmotsu manifoldu, genellestirilmis rekiirrent olsun.

Yani; y ve B sifirdan farkli 1-formlar olmak iizere VX, Y, Z,W € x(M) igin
(VXR)(Y,Z)W = y(X)R(Y,Z)W +B(X){g(Z,W)Y — (Y, W)Z} (4.1.1)
olsun. (4.1.1)de ¥ =W = £ ahmirsa
(VxR)(E,2)E = w(X)R(E,2)E +B(X){n(2)E — Z}

olur. (2.8.9) ve (2.8.6) yardimiyla

0 = wX){Z-n(2)5}+BX){n(2)& -7}
0 = [WwX)-BX){Z-n(2)}

bulunur. M, nearly Kenmotsu manifold oldugundan Z — 1 (Z)E # 0 dir. Dolayisiyla;
v(X)-BX)=0

olur. Buradan, VX € y(M) igin
y(X) = B(X) (4.1.2)

dir.
Simdi (4.1.1) de W yerine & alinip, (2.8.6), (2.8.9) ve (4.1.2) kullanilirsa;

(VxR)(Y,2)E =w(X)R(Y,Z2)§ + w(X){n(2)Y —n(Y)Z}
(Y, X)Z—g(Z,X)Y —R(Y,Z)X = y(X)N(Y)Z-n(2Z)Y]+w(XM(Z)Y —y(X)n(Y)Z
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olur. Buradan VX,Y,Z € x(M) i¢in
R(Y7Z)X = _{g(ZaX)Y - g(YaX)Z}
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]

Lemma 4.1.1. M, Ricci tensorii n-paralel olan bir nearly Kenmotsu manifold ise M nin

skaler egriligi sabittir.

Ispat. (M,@,E.,m,g), Ricci tensorii n-paralel olan bir nearly Kenmotsu manifold olsun.

Yani; M nearly Kenmotsu manifoldu iizerinde VX,Y,Z € y (M) igin,
(Vx$)(9Y,0Z) =0
sart1 saglansin. Bu durumda;
VxS(QY,0Z) — S(Vx@Y,0Z) — S(¢Y, Vx9Z) = 0
olup, (2.8.11) ve bir tensor alaninin kovaryant tiirev tanimindan;

VxS(Y,Z) +2nVx((Y)IN(Z) +2m(Y)(Vx(n(2)))
=S((VxQ)Y +9VxY,0Z) —S(¢Y,(Vx9)Z+ ¢VxZ) =0

dir. Islemler devam ettirildiginde

VxS(Y,Z) +2n{(Vxn)Y +n(VxY)IN(Z) + 2 (Y ){(Vxn)Z+n(VxZ)}

=S((VxQ)Y +@VxY,9Z) — S(¢Y, (Vx9)Z+ ¢VxZ) =0
elde edilir. Buradan;
VxS(Y,Z) +2ng(X, Y M(Z) — 2a0(XM(YIN(Z) + 20 (Vx ¥ )0(2)

+2m(Y)g(X,Z) —2m (Y )M(X)N(Z) +2m (Y )n(VxZ)
—S((Vx0)Y,0Z) —S(VxY,Z) —2nmm(VxY)n(Z)

—S(9Y,(Vx0)Z) —S(Y,VxZ) —2m(Y)M(VxZ) =0
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bulunur. M nin bir p noktasindaki ortonormal bazi {e;} olmak tizere Y = Z = ¢; yazilip

1,...,2n+ 1 icin toplam alinirsa VX € (M) igin
dr(X)=0 (4.1.3)
elde edilir ki bu da r nin sabit oldugunu gosterir. O]

Teorem 4.1.2. (M,¢,&,M,g), Ricci tensdrii n-paralel olan bir nearly Kenmotsu manifold
olsun. Eger M,
R(EX)P=0

sartint saglarsa M bir n-Einstein manifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki; (M, ,&,7,¢), Ricci tensorii n-paralel olan bir nearly Kenmotsu
manifold olsun ve M nin Riemann egrilik tensoérii R, pseudo-projektif egrilik tensorii P

olmak tizere
R(EX)P=0 (4.1.4)
sartin1 saglasin. VX, Y, U,V,W € x(M) i¢in
(R(X,Y)P)(U,V)W =0 (4.1.5)

1fadesinden

R(X,Y)P(U,V)W — P(R(X,Y)U,V)W—P(U,R(X,Y)V)W

—P(U,V)RX,Y)W = 0 (4.1.6)

elde edilir. (4.1.4) sartim saglatmak i¢in, (4.1.6) da X yerine & yazilirsa ve (2.8.7) den-

klemi kullanilirsa,
—g(Y,P(U,V)W)E—n(P(U,V)W)Y — P(—g(Y,U)§+n(U)Y,V)W

—P(U,—g(Y,V)E+n(V)Y)W —P(U,V)[—g(Y,W)E+n(W)Y] =0
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bulunur. (2.1.16) nolu denklemden P nin tanimi yerine yazildiginda;

(b, ><Y,U>&—2’;1<2 +b)g(U.W)g(Y. V)&

2n+1"2n
an(R(U.V)W)Y +S(V.Wn(U)Y —bS(U W (V)Y
5o G FOHEVWMU) — (U Wn(V))

+ g(LU)PEVIW —n(U)P(Y, W) +g(Y.V)P(UE)W

— N(V)PU,Y)W +g(Y,W)P(U,V)E-n(W)P(U,V)Y =0

olur. (2.8.5) - (2.8.11) denklemlerinden ve pseudo-projektif egrilik tensorii P nin

tanimindan yararlanilirsa ;

(5 bV, )(Y,ma—z;]( b)g(UW)g(¥.V)E

2n+1"2n
an(R(U,V)W)Y +bS(V,Wm(U)Y —bSU,Wn(V)Y
(o= ) {g(V,WIM(U) — (U, WN(V)} +ag (Y, U)R(E, V)W

2n+1"2n
+ bg(Y,U){S(V.W)E—-S(EW)V}— (2 +b){g(V,W)E—n(W)V3}g(Y,U)
)S

r
2n+

1
— @ UIREVIW = bn(U)S(V W)Y +En(U)SEWV + 52 (- 4 bU)(V. W)Y
5o G DR WIMUIY —ag(¥.V) (U W)E+n(W)U]
— bg(TV)S(UW)E+bg(Y.V)S(EW)U — 5L (54 b)(Y.V){g(UW)E ~n(W)U}

— an(Y)RWU,Y)W —bn(Y)S(Y, W)U +bn(Y)S(U,W)Y

a

(3, T2, W)In(V)U —m(U)V} —an(W)R(U,V)Y —bn(W)S(V.Y)U

+
2n+1°2
,
+ WIS = S bWV, + 2+ (W)g(U, )V
_ 0 4.1.7)

elde edilir. (4.1.7) de her iki taraf & € x(M) ile metrik ¢arpima tabi tutulur ve 1 < i <
2n+1i¢in U =Y = ¢; alinip i lizerinden toplama bakilirsa; YV, W € ¢ (M) i¢in
S(V,W) = —(Qn+1)g(V,W)

dnr

2n +1(2

+ é{2n+4n2b—|— +b)—2nb+am(VIM(W)  (4.1.8)

65



bulunur. Bu ifade Lemma 4.1.1 ile birlikte yorumlandiginda Ricci tensorii n-paralel olan

bir nearly Kenmotsu manifoldunun n-Einstein bir manifold oldugu goriiliir. O]

Teorem 4.1.3. M, Ricci tensorii N-paralel olan bir nearly Kenmotsu manifold olsun. M

concircular flat ise M sabit egrilikli olup egriligi m dir.

Ispat. Bir M>"*! Riemann manifoldunun concircular egrilik tensoriiniin VX ,Y,Z € x (M)
icin

Z(X,Y)Z=R(X,Y)Z— {g(Y,Z)X —g(X,Z)Y}

r
2n(2n+1)

ile verildigi ve M nin concircular flat oldugu géz 6niinde bulundurulursa Z = 0 olur. Yani;

R(X,Y)Z = {g(Y.2)X —g(X,Z)Y}

2n(2n+1)

olup M, Ricci tensorii m-paralel olan bir nearly Kenmotsu manifold oldugundan
Lemma 4.1.1 ve sabit egrilikli manifoldlarin egrilikleriyle ilgili (2.1.7) nolu esitlik

diistiniildiigiinde M nin sabit egrilikli ve egriliginin WZH) oldugu goriiliir. [

Teorem 4.1.4. M bir nearly Kenmotsu manifold olsun. Eger M nin weyl-projektif egrilik

tensorii irrotational ise M, projektif flattir.

Ispat. Bir M?**! Riemann manifoldunun weyl-projektif egrilik tensorii;
P(X,Y)Z=R(X,Y)Z— %{S(Y,Z)X -S(X,Z2)Y}

olup, VU, X,Y,Z € (M) i¢in

rotP = (VyP)(X,Y)Z+ (VxP)(U,Y)Z
+ (VWyP)(X,U)Z—(VzP)(X,Y)U (4.1.9)
ile verilir.
M bir nearly Kenmotsu manifold ve M nin weyl-projektif egrilik tensorii irrotational

olsun. Yani;

rotP =0
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olsun. 2. Bianchi 6zdesligi goz 6niinde bulunduruldugunda (4.1.9) nolu esitlik;

rotP = —(VzP)(X,Y)U

haline doniisecektir. rot P = 0 kabul edildiinden

olur. Oyleyse;

VP(X,Y)U — P(VzX,Y)U — P(X,VzY)U — P(X,Y)V,U =0

(VZP)(X,Y)U =0

olup P nin tanim1 goz 6niinde bulunduruldugunda;

VZR(X,Y)U
—R(VzX,Y)U
—R(X,VY)U

—R(X,Y)VzU

_|_

_|_

+

%{[VZS(Y, U)X —[VzS(X,U)]Y}
%{S(KU)VZX —S(VzX,U)Y}
%{S(VZY, U)X —S(X,U)VzY}

1
5 AS(.V2U)X = S(X,V2U)Y} =0

(4.1.10)

(4.1.11)

elde edilir. (4.1.11) da U yerine & yazilir ve (2.8.5)-(2.8.11) den ilgili denklemler kul-

lanilirsa

¢(X,2)Y — g(Y,Z)X—R(X,Y)Z—2—1’1{—2n[(Vzn)Y+n(VZY)]X

+2n[(VZT])X + n(VZX)]Y —2nm (Y)sz — ZHH(VZX)Y -+ 2I’ZT](V2Y)X

—2m(X)VzY + S(¥,Z)X +2m(Z)n(Y)X —S(X,Z2)Y +2m(Zn(X)Y} =0

olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

R(X,Y)Z

%{S(X,Z)Y —S(v,2)X}

bulunur. Bu ise M nin projektif-flat oldugunu gosterir.

(4.1.12)

]

Teorem 4.1.5. (M>'*! 9,E,n, ) genellestirilmis ricci-rekiirrent nearly Kenmotsu man-

ifold olsun. Yani M nearly Kenmotsu manifoldu ¥X,Y,Z € x(M) i¢cin ¢ ve B 1-formlar

olmak iizere

(VxS)(Y,Z) = w(X)S(Y,Z) +2nB(X)g(Y,Z)
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sartint saglasin. Bu durumda
i-) B = y ise M bir Einstein manifolddur.
ii-) N = B — y ise M bir n-Einstein manifolddur.

Ispat. M bir genellestirilmis ricci-rekiirrent nearly Kenmotsu manifold olsun. Yani; M
nearly Kenmotsu manifoldu igin (2.1.15) sart1 saglansin. Bu durumda; VX,Y,Z € x(M)
icin,
VxS(¥,Z) — S(Vx¥,Z) — S(Y,VxZ) = W(X)S(Y,Z) +2nB(X)g(¥, Z)
olur. Bu son esitlikte Z yerine § alinip igslemler siirdiiriildiigiinde;
—2nVx(n(Y)) +2m(VxY) =S¥, X) —2m(X)n(Y) = =2ny(X)n(Y) +2nB(X)M(Y)

elde edilir. Buradan

— 2n[(Vxn)Y +n(VxY)]+2m(VxY) = S(¥,X) —2m(X)n(Y)

= 2ny(X)n(Y) +2nBX)(Y)
bulunur. Dolayisiyla;
S(¥,X) = —2ng(X,Y) = 2m(Y)[B(X) — w(X)] (4.1.13)

dir.
i-) (4.1.13) denkleminde § = y i¢in M bir Einstein manifold olur.
ii-) B(X) —y(X) =n(X) olmasi durumunda ise (4.1.12) denklemi

S(X,¥) = ~2ng(X.¥) — 2m(X)n(¥)

haline doniigiir. Bu ise M nin bir 1-Einstein manifold oldugunu gosterir. [
4.2 Nearly Kenmotsu Manifoldlarin Bazi1 Altmanifoldlar:

Tezin bu kisminda bir nearly Kenmotsu manifoldunun bir hemi-slant altmanifoldu
iizerinde bulunan D' ve Dy distribiisyonlarimin integral altmanifoldlarimin M de total

geodezik olma sartlar1 incelenmistir.
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Teorem 4.2.1. M bir nearly Kenmotsu manifold ve M de M nin hemi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda, D integrallenebilirdir ve D in integral manifoldlart M de total

geodeziktir.
Ispat. VXY € D* icin (2.8.4) denklemi
(Vx@)Y + (Vyo)X =0
haline doniisiir. O halde;
Vx@Y —@VxY 4+ Vy@X —VyX =0

VxPY +VxFY —@VxY —h(X,Y) +VyPX + VyFX —@VyX —h(Y,X) =0

olur. Bu son denklemde Gauss ve Weingarten denklemleri kullanilir ve bu denklem teget

ve normal bilesenlerine gore ayristirilirsa
(VxP)Y + (VyP)X = ApyX + ApxY +2th(X,Y) 4.2.1)

olur.
=) : D* integrallenebilir ve D" in integral manifoldu M de total geodezik olsun. VX,Y €
D= i¢in PY = 0 ve VxY € D" oldugundan (4.2.1) nolu denklem

ApyX +ApxY +2th(X,Y) =0 (4.2.2)
haline doniisiir. Bunun yanisira D integrallenebilir oldugundan VX,Y € D™ icin
ApyX = ApxY (4.2.3)
dir [12]. Bu durumda D~ in integral manifoldu M de total geodezik ise
ApxY = —th(X,Y) (4.2.4)

elde edilir.
<) :VX,Y € D' igin ApxY = —th(X,Y) olsun.

ApxY = —lh(X,Y) = —lh(Y,X) =ApyX 4.2.5)
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oldugundan D integrallenebilirdir. Bunun yanisira (4.2.1) nolu denklemden VX,Y € D+

oldugundan
P(VxY +VyX)=0 (4.2.6)

elde edilir. O halde VxY + VyX € D tir. D' integrallenebilir oldugundan VxY — VyX €

D™ olup VX,Y € D' igin VxY € D™ tir. Boylece ispat tamamlanmus olur. ]

Teorem 4.2.2. M bir nearly Kenmotsu manifold ve M de M nin hemi-slant altmanifoldu ve
Dy integrallenebilir olsun. Bu durumda Dg nin integral manifoldu M de total geodeziktir

< —h(X,PY)—h(Y,PX)+2nh(X,Y) € FDg olmasudur.
Ispat. =) : Dg nin integral manifoldu M de total geodezik olsun. VX,Y € Dy icin

(§X(P)Y = vx(pY _(P§XY

(Vy@)X = Vy@X — oVyX 4.2.7)
olup bu iki esitlik taraf tarafa toplanir ve (2.8.4) kullanilirsa
VxFY —PVxY —FVxY —th(X,Y) —nh(X,Y)+VyPX + VyFX —@VyX —@h(Y,X) =0

elde edilir. Bu denklemde Gauss ve Weingarten denklemleri kullanilir ve denklem teget

ve normal bilesenlerine gore ayristirilirsa normal kismi
VxFY —FVxY +VyFX —FVyX = —h(X,PY)—h(Y,PX)+2nh(X,Y)

olur. Oyleyse —h(X,PY) —h(Y,PX)+2nh(X,Y) € FDy elde edilir.
<) —h(X,PY)—h(Y,PX)+2nh(X,Y) € FDg olsun. Bu durumda VxFY — FVxY +
VyFX — FVyX € FDg dir. Bu ise ancak Dg nin integral manifoldunun M de total

geodezik olmasi ile miimkiindiir. ]
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5. PARA-KENMOTSU MANIFOLDLAR
5.1 Para-Kenmotsu Manifoldlar Uzerinde Bazi Egrilik Ozellikleri

Bu kisimda para-kenmotsu manifoldlarin bazi sartlar altinda egrilik ozellikleri
incelenmis ve birtakim simiflandirmalara ulagilmigtir.

Teorem 5.1.1. (M™ ¢,&,m,g) bir para-kenmotsu manifold olsun. Eger M, N-Einstein ise

yani, (2.5.21) sarti saglaniyorsa a ve b sabittir ve
a+b=—-(m—1)
dir.
Ispat. (M™ ,£,m,¢) n-Einstein bir para-kenmotsu manifold olsun. Yani M igin:
S(X,Y) = ag(X,Y) +m(X)n(Y)

sartt saglansin. Burada X =Y = ¢; alinip 1 <i < m icin toplama bakilirsa,

m

Y. Stei.e) = Y- faslen ) + nfen(e)
olur. Buradan
r=am+b (5.1.1)
elde edilir. Diger yandan X =Y = £ alinirsa;
5(5,8) = ag(5,8) +m(En(S)
bulunur. Oyleyse;

—(m—1)=a+b (5.1.2)

olur. (5.1.1) ve (5.1.2) den
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elde edilir. O halde, n-Einstein bir para-kenmotsu manifoldun Ricci tensorii

S(X,Y) = (= + Dg(X,¥) + (=m — ——=m(X)n(¥) (5.13)

m— m—1
seklindedir. (5.1.3) iin bir Z € x(M) boyunca kovaryant tiirevi alinirsa;

D) o, 1) - By eyner)

+ AV XME) + (V)X H(=m = —)

= (~m——){g(X.ZM(¥) +g(r.ZMm(X) - 2m(XN(¥)n(2)}
dr(Z)
-1

(Vz8)(X,Y) =

r

+ {8(X,Y) —mX)n(¥)} (5.14)
olur. (5.1.4)te X =Y = ¢; almip 1 < i < m i¢gin toplama bakilirsa VZ € y (M) i¢in
dr(Z)=0

olur ki, bu da r nin sabit oldugunu gosterir. Oyleyse a ve b de sabittir. ]

Teorem 5.1.2. Ricci tensorii N-paralel olan bir para-kenmotsu manifold, bir N-Einstein

manifold olur.
Ispat. M, Ricci tensorii n-paralel olan bir para-kenmotsu manifold olsun. Bu durumda;
(VxS)(9Y,9Z) = VxS(¢Y,9Z) = S(Vx @Y, 9Z) — S(9Y, Vx¢Z)
oldugundan;
VxS(9Y,0Z) = S(Vx@Y,0Z) + S(¢Y,Vx¢Z) (5.1.5)
olacaktir. S(9Y,0Z) =S(Y,Z)+ (m—1)n(Y)n(Z) oldugundan

Vx{S(eY,02)} = VxS¥,Z)+ (m—1{(Vxn)¥n(Z)+(Vxn)Zn(Y)}
= VxS(¥,Z)+(m—1){g(X,¥Y)n(Z) + ¢(X,Z)n(Y)

- MX)n(¥)n(2)} (5.1.6)

+
+
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ve benzer sekilde;

S(VxeY,0Z) = —S(X,ZmY)+nEXMT¥)n(Z)+S(VxY,Z)
+ (m—1)M(Vx¥)M(2) (5.1.7)
veE
S(eY,Vx0zZ) = —=SX,Y)(Z)+nXMT)(Z) +S(VxZ,Y)
+ (m—1)M(VxZ)n(Y) (5.1.8)

bulunur. (5.1.6) ve (5.1.8) nolu denklemler, (5.1.5) e uygulandiginda VX ,Y,Z € (M) i¢in

(VxS)(¥,Z2) = —(Y)S(X,Z2) =n(Z)S(X,Y) — (m—1)(Vxn)(Y)n(Z)
+ (m=1In(VxY)M(Z) = (m = 1)(Vxn)(Z)n(Y)
+ (m=1n(VxZM(Y) +2n(X)n(Y)n(2) (5.1.9)
olur. (5.1.9) da Z yerine & alinip islem yapildiginda

I meon() - (" e v) + ("N Vrm)  (G.110)

S(X,Y) = (

bulunur. (5.1.10) da X yerine @X, Y yerine @Y yazilirsa;

S(eX,9Y) = —(mT)g(cp?f,(pY)

olur. (2.9.2) ve (2.9.12) kullanilirsa;

S(XY) +(m = OmEN() = ~(" g0 + (o mEn()
bulunur ki buradan;
$(,¥) = ("D v) ("D mxom() (5.1.11)
elde edilir. Bu da M nin bir n-Einstein manifold oldugunu gosterir. [

Teorem 5.1.3. Bir weakly @-simetrik para-kenmotsu manifold, n-Einstein manifolddur.
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Ispat. M bir weakly @-simetrik para-kenmotsu manifold olsun. Yani; M para-kenmotsu
manifoldu, VX,Y,Z,W € x(M) igin
C(VWRX.Y)Z = AW)Q(R(X,Y)Z) +B(X)¢*(R(W,Y)Z)
+ B(Y)9*(R(X,W)Z) + D(Z)¢*(R(X,Y)W)
+

g(R(X.Y)Z,W)¢*(p)

sartin1 saglasin. Burada p, D 1-formu ile birlestirilmis vektor alani, yani VZ € y (M) i¢in

D(Z) = g(Z,p) dur. Bu son ifadede (2.9.1) nolu denklem kullanilirsa;

(VwR)(X,Y)Z-n[(VwR)(X,Y)ZI§ = AW)[R(X,Y)Z-n(R(X,Y)Z)
)

+ o+ + o+

olur. (5.1.12) de Z yerine & yazilirsa ve (2.9.1) ve (2.9.12) nolu esitliklerden fay-

dalanilirsa;

gX W)Y — g, W)X —RX, Y)W —g(X,Wn(Y)§+g(Y,WM(X)E —n(R(X,Y)W)g
= AWMX)Y —AWmnE)X —AWmnmEXmME)E+AW )Y )n(X)E

(XIMW)Y —BX (Y)W +D(ER(X,Y)W —D(EM(Y)g(X,W)

EMX)e¥, W) +MX)g(¥, W) —n(¥)g(X, W)llp—n(p)g]

&

+
+

S

elde edilir. Oyleyse;

[1+DERX. Y)W = g(X, W)Y —g(¥Y,W)X —g(X, WM(Y)E+g(Y,W)n(X)E
— gX,Wn(Y)E+g(Y,Wn(X)§
= AW){INX)Y —n¥)X} - BX){n(W)Y —n(Y)W}
+ DEM(Y)g(X, W) —DEM(X)g(Y,W)
— NX)g¥,W)p+nX)n(p)g(Y,W)g
+ n¥)g(X,W)p—n(¥)n(p)g(X,W)g (5.1.13)
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bulunur. M nin bir p noktasindaki ortonormal baz {e;} olmak iizere; (5.1.13) te X = ¢;

alimip (5.1.13) iin her iki tarafi e; ile metrik carpima tabi tutulursa 1 <7 < m i¢in,

[1+DE)IS(Y,W) = n(Wmn(Y)—mg(¥,W)—2n(W)n(Y)
— 28(Y,W)—n(p)g(Y;W)+n¥ )n(p)n(W)
+ AW)(m—1m(Y) —BE{MWM(Y)—n¥ )W)}
+ nEMEIMW)E—n(p)g(Y,W)E+n ¥ )n(W)n(p)
- g(¥,W)n(p) (5.1.14)

olur. Bu denklemde Y yerine @Y, W yerine @W alinirsa ve
S(0Y, W) = S(Y, W) + (m— 1Y )n(W)

esitligi kullanilirsa, VY, W € y (M) i¢in

—(m+2) 3—D(E)(m—1)
1+D() 1+D(E)
oldugu goriiliir. Oyleyse M, bir n-Einstein manifolddur. O]

S(Y,W) =

nymw)

g(Y, W)+

Teorem 5.1.4. (M™,9,&,m,g) weakly @-Ricci simetrik para-Kenmotsu manifold olsun.
Bu durumda M bir n-Einstein manifolddur.

Ispat. M para-kenmotsu manifoldu igin

*[(VxQ)Y] = A(X)9*(Q(Y)) + B(Y)9*(Q(X)) +S(Y,X)¢*(p)

sart1 saglansin. Bu durumda,

(VxQ)Y —n[(VxQ)Y] = AX)[Q(Y)-n(Q(Y))S]
+ BM)[QX) —n(Q(X))g]
+ S,X)[p—n(p)g (5.1.15)
olur. (5.1.15) in her iki tarafi bir Z € y (M) ile metrik carpima tabi tutulursa;
g((VxQ)Y,Z) —n((VxQ)Y)(2) = AX)[S(Y,Z)—n(Q(Y))n(Z)]
+ B(V)[SX,Z) —n(Q(X)n(2)]
+ S.X)[D(Z) —n(p)n(Z)]

75



olur. Buradan;
¢(Vx0Y.Z) — g(QVxY,Z)-M((VxQ)Yn(Z)
= AX)[S(Y,Z) —n(Q(Y)M(Z)]+B(Y)[S(X,Z) —n(Q(X))M(Z)]
+ SXX)[D(Z) =n(p)n(Z)]
bulunur. Bu denklemde Y yerine & alinir, gerekli hesaplamalar yazilirsa;
(m—1)[g(X,Z) —nX)M(2)] — SX,Z)+(m—1nXIN(Z)+SX,EM(Z) —(X)SE,En(Z)
= —(m=1BEMX)+(m—-1)BEMX)M(Z) + (m—1)n(X)D(Z)
+ (m=1nXmn(p)n(2)
elde edilir. O halde;
SX,2) = (m—1)g(X,Z) = (2m =2 (X)N(Z) + (m — 1)BE)M(X)
— (m=1BEMXN(Z) - (m—1)nX)D(Z) — (m—1)nX)M(p)(2)
olur. Bu denklemde X yerine @X, Z yerine @Z alinirsa;
S(9X,0Z) = (m—1)g(9X,¢Z)
bulunur. (2.9.2) ve (2.9.12) kullanilirsa VX, Z € x(M) igin
5(X,Z) = (m—1)g(X,Z) — (2m =2)n(X)n(2)
elde edilir ki bu M nin bir n-Einstein manifold oldugunu gosterir. ]
Teorem 5.1.5. Lokal simetrik bir para-kenmotsu manifold, sabit negatif —1 egriliklidir.

Ispat. Para-kenmotsu manifoldlar icin elde edilen (2.9.10) nolu esitlikten VX,Y,W €
x(M) igin

olup, M para-kenmotsu manifoldu lokal simetrik ise VR = 0 dir. Bu durumda;

olur. Oyleyse M, sabit negatif —1 egriliklidir. [
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Teorem 5.1.6. (M™,¢,E.,m,g) bir para-kenmotsu manifold olsun. Eger M, m-projektif
flat ise M bir Einstein manifolddur.
Ispat. Bir M" Riemann manifoldunun m-projektif egrilik tensorii, VX,Y,Z € y (M) igin
W*(X,Y)Z=R(X,Y)Z— ﬁ[S(KZ)X —S(X,Z2)Y +g(Y,2)0X — g(X,Z)QY]
olup M, m-projektif flat ise yani; W* = 0 ise
R(X.,Y)Z = ﬁ[S(Y,Z)X —S(X,2)Y +g(Y,2)0X — g(X,Z)QY]

olur. Z =& alinirsa ve boliim (2.9) da hesaplanilan esitlikler kullanilirsa

XY (V)X = 5L [ — ()X + (n— (XY +1()QX ~n(X)QY]

bulunur. Bu son denklemde X = & alinip, her tarafi W € y (M) ile carpilirsa VY, W € x (M)
icin
S(Y7W> = _(m_ 1)g(Y7W)

elde edilir. Oyleyse M, Einstein manifolddur. ]
5.2 Para-Kenmotsu Manifoldlarin Baz1 Altmanifoldlar:

Tezin bu kisminda para-Kenmotsu manifoldlarin hemi-slant altmanifoldlar1 in-
celendi. Bu kapsamda hemi-slant altmanifoldu olusturan distriblisyonlarin integral-

lenebilirligi arastirildi.

Lemma 5.2.1. M bir para-Kenmotsu manifold ve M de M nin hemi-slant altmanifoldu

olsun. Bu durumda; ¥X,Y € D | icin
dir.

Ispat. Herhangi X,Y € D, i¢in D anti-invaryant oldugundan ¢¥ C T*M olur. Bu du-
rumda; VZ € TM igin

8(AgrX,Z) = g(h(X,Z),9Y) = g(ph(X,Z),Y) (5.2.1)
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olur. Oyleyse,

g(A(pYX7Z) = g(ph(X7Z)7Y)

= —s((Vz9)X,Y) — g(Vz9X,Y)
bulunur. Weingarten denkleminden,
8(AgrX,Z) = —g((V2Q)X.Y) — g(AgxZ,Y) +g(V7 X Y) (5.2.2)
elde edilir. 4 nin simetrikliginden,

g(h(X,Y),N) = g(/’l(Y,X),N)

g(ANX,Y) = g(AnY,X)
olup
8(AgxZ,Y) = g(ApxY,Z) (5.2.3)
oldugu goriiliir. Bu durumda (2.9.3) ve (5.2.3) kullanilirsa,

g(AerX,Z)+g(AgxZ,Y) = —g((Vz0)X,Y)
g(AerX,Z) +8(AgxY,Z) = —g(—8g(Z,9X)E—M(X)9Z,Y)
g(AerX +AexY,Z) = M(X)g(eZ,Y)=0
olur. Buradan

elde edilir. ]

Teorem 5.2.1. M bir para-Kenmotsu manifold ve M de M nin total geodezik hemi-slant

altmanifoldu olsun. Bu durumda D | integrallenebilirdir.
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Ispat. M bir para-Kenmotsu manifold ve M de M nin total geodezik hemi-slant altmani-

foldu olsun. VX,Y € x(M) igin

VxY = VxY+h(X,Y) (5.2.4)

VyX = VyX+h(Y,X) (5.2.5)
olup (5.2.4) ve (5.2.5) nolu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa # nin simetrikliginden,
VxY —VyX = VxY —VyX (5.2.6)

elde edilir. Py ve P,, sirastyla D | ve Dy lizerindeki dogal projeksiyonlar olmak iizere,
herhangi bir Z € x(M) igin
Z=PIZ+PZ+n(Z2)§

olarak yazilabilir. Buradan,

OZ =PI Z+oP,Z

elde edilir. Bu durumda VX,Y € D, ve Z € x(M) igin (5.2.6) ve (2.9.3) nolu esitlikler ile

Lemma 5.2.1 kullanilirsa,

g(o[X,Y],2) = g([X.,Y],9Z)
= g([X,Y],oP\Z+oP,Z)

= g(VxY —VyX, 0P\ Z + @P,Z)

= g(VxY,0PIZ) +g(VxY,0P,Z) — g(VyX, 0P Z)

— g(VyX,0oPZ)

= g(oVxY,P\Z)+g(¢VxY,P2Z) — g(oVyX,P\Z)

(VxQ)Y,P,Z) — g(VyoX,PiZ) +g((Vy9)X, P Z)
— g(VyoX,PZ) +g((Vy@)X,P,2Z)

= g(—AgrX + VxO0Y,PiZ) +g(~Agr X + Vx 0¥, PZ)

(
(
(
(
(V
(
— 8(pVyX,P27)
(Vx
(
(V
(
(

— g(—AgxY + V50X, P1Z) — g(—AgxY + V39X, P>Z)
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= _28(A(pYXa(PZ)

= —28(AgrX,PZ) = —2g(h(X,PZ),0Y) =0
olur. Bu durumda @[X,Y] € (M)~ olup [X,Y] € D, dir. O

Teorem 5.2.2. M bir para-Kenmotsu manifold ve M de M nin bir hemi-slant altmanifoldu

olsun. Bu durumda D | & Dy integrallenebilirdir.

Ispat. M bir para-Kenmotsu manifold ve M de M nin bir hemi-slant altmanifoldu olsun.

VX,Y € D, ® Dy igin
(Vxg)(Y,€) = Vxg(¥,&) —g(VxY,&) — g(¥, VxE)
olup buradan
8(VxY,§) = —g(Vx&,Y) (5.2.7)

elde edilir. Bunun yanisira VX,Y € D | & Dy icin

8([X,Y],8) = g(VxV,§) — g(VyX.E) (5.2.8)

olup (5.2.6), (5.2.7) ve (2.9.5) nolu esitlikler (5.2.8) nolu esitlikte kullanilirsa

g(X.¥].8) = —X,Y)+nXMY)+g¥,X)—nX)n(Y)
=0
elde edilir. o halde [X,Y] € D | & Dy dr. O

Teorem 5.2.3. M bir para-Kenmotsu manifold ve M de M nin bir total geodezik hemi-

slant altmanifoldu ise D & < & > integrallenebilirdir.

Ispat. P; ve P, sirasiyla D | ve Dy iizerindeki dogal projeksiyonlar olmak iizere, VX,Y €
D, & <&>igin
X =P X +n(X)&

Y =Py +n(Y)E
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olarak yazilabilir. Oyleyse
¢X =P X = FP X € y(M)*
oY = QP\Y = FPY € y(M)*
olur. VX, Y € D, & <& > ve Z € x(M) i¢in
g((p[X,Y],Z) = g((PVXY - (PVYX,Z)
elde edilir. (5.2.6) nolu esitlikten,
g(o[X,Y],Z) = g(oVxY,Z) —g(¢VyX,Z)
= g(VxoY — (Vx9)Y,Z) —g(VyoX — (Vy0)X,Z)  (5.2.9)

bulunur. (2.9.3) nolu denklem ve Weingarten denklemleri (5.2.9) nolu denklemde kul-

lanilirsa;

g(OX,Y],2) = —g(AgrX,Z)+g(Vx0Y,Z)+g(X,Y)M(Z)
+ n(Y)g(9X,2) +g(AgxY,Z) —8(Vy §X,Z)

— g(Y,9X)n(Z) —n(X)g(¢Y,Z)
= g(ApxY,Z) —g(AprX,Z)
(h

= g(h(Y,2),0X) —g(h(X,Z),9Y)

elde edilir. M total geodezik oldugundan @[X,Y] € x (M)~ ve dolayisiyla [X,Y] €D, & <
& > olur. O

Teorem 5.2.4. M bir para-Kenmotsu manifold ve M de M nin hemi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda Dy integrallenebilirdir <> V{FY +V§FX +h(X,PY) — h(Y,PX) €
u® FDg drr.
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Ispat. Oncelikle ¥X,Y € Dy icin

g([X,Y],&)

= g(VxY —VyX,£)

= g(VxY,E)—g(VyX,E)

= —g(Vx&,Y)+g(VyE, X)

= —g(X-X)E,Y)+g(Y —n(Y)§,X)
=0

dir. Bunun yanisira VX,Y € Dg ve U € D i¢in

g([X,Y],U) =

g(VxY,U) — g(VyX,U)
g(eVxY,@U) —g(9VyX,U)

g(VxoY — (Vx9)Y,qU)

(VyoX — (Vy9)X,@U)
g(VxPY,0U)+g(VxFY,0U) +n(Y)g(oX,oU)
(

8

g(VyPX,0U) +g(VyFX,0U) +n(X)g(¢Y,0U)

olur. N(X) =n(Y) = 0 olup Gauss ve Weingarten denklemlerinden,

g([X,YLU) = g(h(X,PY),U)+g(VxFY,QU)

olur. U € D olup TM* = FD | ® FDg @ u oldugundan [X,Y] € Dg olmast icin gerek ve

yeter sart Vi FY + Vi FX +h(X,PY) — h(Y,PX) € u® FDg olmasidir. O
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6. LORENTZ KENMOTSU MANIFOLDLAR

Bu boliim iki kisimdan olusmustur. ilk kisimda Lorentz Kenmotsu manifoldlarin
baz1 simetri sartlar1 altinda egrilik 6zellikleri incelenmistir. Ikinci kisminda ise Lorentz
Kenmotsu manifoldlarin & € y(M)* olacak sekilde kontakt jenerik altmanifoldlarinin ge-

ometrisi ¢alisilmig ve birtakim sonuglara ulagilmagtir.
6.1 Lorentz Kenmotsu Manifoldlar Uzerinde Bazi Egrilik Ozellikleri

Teorem 6.1.1. Bir @-simetrik Lorentz Kenmotsu manifold, sabit negatif —1 egriliklidir.

ispat. M bir @-simetrik Lorentz Kenmotsu manifold olsun. Yani; M Lorentz Kenmotsu

manifolduV W.X,Y,Z € x(M) i¢in
¢’ ((YwR)(X,Y)Z) =0
sartin1 saglasin. Bu durumda;
—(VwR)(X,Y)Z+n((VwR)(X,Y)Z2)E=0 (6.1.1)
olur. (2.10.8) nolu esitlikten
(VwR)(X,Y)E=Xg(Y,W)—Yg(X,W)+R(X,Y)W
ve

N(VwR)(X,Y)E)E = n(X)g(Y, W) —n(Y)g(X,W)E+n(R(X,Y)W)§
= NX)eY,W)E—n(¥)g(X,W)S+n(¥)g(X, W) —n(X)g(Y,W)§
=0 (6.1.2)

olup (6.1.1) nolu denklemde Z yerine 7y, yazilip bu son iki esitlik kullanilirsa, VX,Y,W €

x(M) i¢in
RX,Y)W = —{g(Y,W)X —g(X,W)Y}

olur ki bu da (2.10.13) nolu esitlikten M nin sabit —1 egrilikli oldugunu gosterir. ]
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Teorem 6.1.2. M bir @-rekiirrent Lorentz Kenmotsu manifold olsun. Yani; VXY, Z,W €

x(M) igin
O*((VwR)(X,Y)Z) = a(W)R(X,Y)Z

sartt saglansin(o sifirdan farkli 1-form). Eger a0 = m ise M bir n-Einstein manifolddur.
Ispat. M Lorentz Kenmotsu manifoldu VX,Y,Z, W € y(M) igin

O’ ((YwR)(X,Y)Z) = a(W)R(X,Y)Z
sartin1 saglasin. Bu durumda;

—(VwR)(X,Y)Z+n((VwR)(X,Y)Z)§ = (W)R(X,Y)Z
olup Z = § alindiginda
Xg(Y,W)—Yg(X,W)—R(X, Y)W =a(Wn(X)Y —a(W)n(¥)X
olur. Oyleyse,
RX, Y)W = [a(W)n(X) +g(X,W)]Y — [a(W)n(Y) +g(Y,W)]X (6.1.3)

elde edilir. M nin bir p noktasindaki bir komsuluktaki ortonormal baz {e;}i—1, . 2441
olmak iizere, (6.1.3) de X yerine e; alinip, esitligin her iki tarafi e; ile metrik carpima tabi

tutulur ve 1 <i<2n+ 1 igin toplam alimirsa VY, W € (M) i¢in

S, W) = Y (a(W)n(eg(¥,e;) —a(Wn(¥)g(eie;)

i

+ glei,W)g(Y,ei) —g(Y,W)g(ei,ei))
olur. o = n olarak alindiginda
S, W) = (=2n+1)g(Y, W)+ (=2n+ 1Y )n(W)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]
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Teorem 6.1.3. (M,9,E,m,g) bir Lorentz Kenmotsu manifold olsun.  Eger M,
genellestirilmis Ricci-rekiirrent ise yani M; VX ,Y,Z € y (M) i¢in

(Vx$)(¥,2) = w(X)S(Y,Z) + 2nB(X)g(Y,Z)

olacak sekilde y ve B 1-formlart varsa 2 durum séz konusudur:
i-) B =y ise M bir Lorentz Einstein manifolddur.

ii-) B — =1 ise M bir Lorentz N-Einstein manifolddur.

Ispat. M Lorentz Kenmotsu manifoldu genellestirilmis ricci-rekiirrent olsun. Yani;

(2.1.15) saglansin. (2.1.15) te Z yerine & alinirsa,

VxS(¥,8) —S(VxY,&) — S(Y,VxE) = w(X)S(Y,8§) +2nB(X)g(Y,E)
bulunur. Buradan

= 2n[(Vxn)Y +n(VxY)]+2m(VxY) +S(Y,X) +2m(X)n(Y)

= —2m(Y)y(X) +2nB(X)n(Y)
olur. Islemler siirdiiriildiigiinde VX ,Y € ¢ (M) igin;
S, X) = =2ng(X,Y) +2m(Y)[B(X) — w(X)] (6.1.4)

elde edilir. Bu durumda; (6.1.4) nolu denklemde
i-) B = y alinirsa S(Y,X) = —2ng(X,Y) olur ki bu, M nin Einstein manifold oldugunu
gosterir.

ii-) B(X) —y(X) =n(X) ise (6.1.4) nolu denklem,
S(Y,X) = —2ng(X,Y) +2m(X)n(Y)
haline doniisiir. Bu durumda M bir n-Einstein manifolddur. [

Teorem 6.1.4. M bir konformal-simetrik Lorentz Kenmotsu manifold ise M bir n-Einstein

manifolddur.
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Ispat. (2n 4 1)-boyutlu bir semi-Riemann manifoldunun konformal egrilik tensorii

VY, Z,W € x(M) igin

C(Y,Z,W) = R(Y,Z)W — znl—_l{S(z, W)Y —S(Y,W)Z+g(Z,W)QY —g(Y,W)QZ}

+ ZW)Y —g(Y,W)Z}

r
onian—T) &
ile verilirr M konformal simetrik bir Lorentz Kenmotsu manifold olsun. Yani;
VX.,Y,Z,W € x(M) i¢in

(VxC)(Y,Z)W =0

olsun. Buradan;

(VxC)(Y,Z)W = (VxR)(Y,Z)W — ﬁ{(VXS) (Z,W)Y — (VxS)(Y,W)Z
+ g(sz)VXQY - g(Yvw)VXQZ}
dr(X)
* 2n(2n—1)
0

{g(Z, W)Y —g(Y,W)Z}

elde edilir. Oyleyse;

(VR)V,ZW = 5L {(VxS)(ZW)Y — (VxS)(V,W)Z
+ g(Z7W)VXQY_g(Y7W)VXQZ}
dr(X)
2n(2n—1)

+ {¢(Z,W)Y —¢(Y,W)Z}

bulunur. Elde edilen bu esitligin her tarafi bir U € y(M) ile ¢arpilirsa;

SRRV, ZW,U) = 5 ((VxS)(ZW)g(Y,U) — (VaS)(¥, W)g(ZU)

olur. Bu son denklemde W = £ alinirsa;

4V, 2)8(X,U) ~ g(X,2)g(¥,U) + R(X,¥, Z,U) = 5~ {2ng(x,Z)g(¥U)
+S(Z’X)g(Y>U) - 2ng<X7Y>g(Z’U) - S(Y’X)g(ZaU) +ﬂ(Z)(VXS)(Y7U)

N (Y)(VxS)(Z.U)} + %{gm UM@Z)—g(Z,Umr)} (6.1.5)
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bulunur. M nin bir p noktasindaki ortonormal baz {e;} olmak iizere (6.1.5)te X = U =¢;

aliir ve 1 <i < 2n+ 1 i¢in toplam alinirsa,

2ng(Y,Z) —m(¥Y)m(Z2)+S(Y,Z2) = aniln(z)n(Y)ﬂLz"l_l
SN - 5

ZS(Z&)TI(Y)

Y S(¥.en(z)

() L (VS) ()

1

2n1_ ) Y (VeS)(Z,er)

1

S -n@n )

olur. Bu denklemde Y yerine @Y, Z yerine ¢Z alinir ve (1.10) nolu boliimdeki ilgili

denklemlere bagvurulursa
S(9Y,0Z) = —2ng(¢Y,9Z)
olup, buradan
$(Y,2) +2m(Y)M(2) = —2ng(¥,Z) —2m (Y )n(Z)
elde edilir ki, boylece
S(Y,Z) = —2ng(Y,Z) —4mm (Y )n(Z)

bulunur. Yani M, n-Einstein’dir. U
6.2 Lorentz Kenmotsu Manifoldlarim Baz1 Altmanifoldlar:

Lemma 6.2.1. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik normal

altmanifoldu olsun. Bu durumda ¥X,Y € D" icin

dir.
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Ispat. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin & € y (M) olacak sekilde kon-

takt jenerik altmanifoldu olsun. VX,Y € D ve Z € (M) igin,
g(A(pYX7Z) - g(h(X,Z),(pY) = —g((P]’L(X,Z),Y)
elde edilir. Bunun yanisira,

8(AgrX,Z) = —g(oh(X,2),Y) = —g(oh(Z,X).Y)
= —g(QVzX —QVzX,Y)
= —8(VzX,9Y) —g(¢VzX,Y)
—g(@VzX,Y)
= 8((Vz9)X,Y) —g(Vz9X,Y)
= 8(8(Z,0X)5+n(X)9Z,Y)
— 8(~AgZ.Y)—g(V79X.Y)
= g(AgxZ)Y)
bulunur ve ayrica,

8(AgxZ,Y) = g(h(Z,Y),0X) = g(h(Y,Z),9X)

= g(AxY.Z)

olur. (6.2.2) ve (6.2.3) ten
g(A(prvz> - g(A(PXYaZ)

elde edilir. Buradan,

bulunur.

(6.2.1)

(6.2.2)

(6.2.3)

O

Teorem 6.2.1. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik normal

altmanifoldu olsun. Bu durumda D™ integrallenebilirdir:

Ispat. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik normal altman-

ifoldu olsun. VX,Y € D" icin [X,Y] € D+ oldugu gosterilmelidir. VZ € D icin ¢Z € D
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olup
g([X,Y],9Z) = —g(oVxY,Z)+g(eVyX,Z)
= g((ﬁx(p)Y,Z) —g(?Xq)Y,Z) -|-g(?y(pX,Z) —g((?y(p)X,Z)
bulunur. (2.10.2) den
s([X,Y],9Z) = g(X,0¥)n(Z) —n(Y)g(9X,Z) +g(AgrX,Z)
— 8(Vx0Y,Z) — g(AgxY,Z) + (V¥ 0X, Z)
— g, 0X)n(§) +n(X)g(9Y,Z)
elde edilir. Lemma 6.2.1. den AgxY = AgyX ve & € x(M )+ oldugundan,
8([X,Y],02) =0
olup D" integrallenebilirdir. [

Teorem 6.2.2. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik normal

altmanifoldu olsun. Bu durumda
D — integrallenebilirdir < h(X,0Y) —h(Y,0X) = 2g(X,0Y)§
olmasidur.

Ispat. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik normal altman-

ifoldu olsun. (2.10.2) den VX,Y € TM icin
(Vx@)Y = -n(Y)oX +g(X,Y)§
olur. (Vx@)Y = Vx@Y — @VyY oldugundan;

Vx@Y —oVxY = —-n(Y)oX +g(X,0Y)E

VxPY +VxFY —@VxY —o@h(X,Y) = —mY)PX -Y)FX+g(X,9Y)46.2.4)

bulunur. (6.2.4) nolu denklemde Gauss ve Weingarten denklemleri kullanilir, elde edilen

ifadenin teget ve normal bilesenleri ayristirilirsa,

(VxP)Y = —n(Y)PX +ApyX +th(X,Y) (6.2.5)
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ve
(VxF)Y = —n(Y)FX + g(X,@Y)& — h(X,PY)+ fh(X,Y) (6.2.6)

olur. D nin integrallenebilirligini gosterebilmek icin VX,Y € D i¢in [X,Y] € D oldugunu
gosterilmelidir. Bu durumda F[X,Y] = 0 oldugu ispat edilirse [X,Y] € D oldugu da
gosterilmig olacaktir.

F[X,Y] = FVyxY — FVyX

ve

(VxF)Y = V5 FY —FVyxY

esitlikleri gozoniinde bulundurulursa, ¥ € D oldugundan FY = 0 ve § € x (M)~ igin
N(Y) = 0 olduguda diisiiniiliirse

FVxY = —(VxF)Y
= —g(X,0Y)E+h(X,PY)— fh(X,Y) (6.2.7)
elde edilir. Benzer sekilde
FVyX = —g(Y,0X)§+h(Y,PX) — fh(X,Y) (6.2.8)
bulunur. X,Y € D oldugundan PX = @X ve PY = @Y olup
FIX,Y] = —2g(X,0Y)E+h(X,9Y)—h(Y,0X)

bulunur. O halde, D nin integrallenebilir olmasi i¢in F[X,Y] = 0 olmasi gerek ve yeter

kosul oldugundan,
h(X,9Y) —h(Y,0X) = 2g(X,¢Y)§
kosulu saglanmalidir. O

Teorem 6.2.3. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik normal
altmanifoldu olsun. Bu durumda, D integrallenebilir ve D nin integral manifoldlart M de

total geodeziktir < VX ,Y € Dve Z € D icin
g(h(X,Y),FZ) =0

dir.
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Ispat. =: D integrallenebilir ve D nin integral manifoldlart M de total geodezik olsun.

VX,Y € D ve Z € D" igin (6.2.5) nolu esitlik kullanilirsa,
VxPZ—PVxZ =ArzX +th(X,Z) (6.2.9)
elde edilir. (6.2.9) nolu esitligin her iki taraf1 bir Y € D ile metrik ¢arpima tabi tutulursa
g(VxPZ,Y)—g(PVxZ,Y) = g(ApzX,Y) +g(th(X,Z),Y) (6.2.10)

olur. Z € D' i¢in PZ =0 ve VpD' C D' oldugundan VxZ € D+ olup PVxZ = 0 dur.

Bunun yanisira 1(TM*) C D+ oldugu gozoniinde bulundurulursa (6.2.10) dan
8(ArzX,Y) =0
sonucuna ulagilir. Bu durumda,
g(h(X,Y),FZ)=0

dir.
<: VX,Y € D ve Z € D+ igin g(h(X,Y),FZ) = 0 olsun. Z € D oldugundan FZ = ¢Z
olarak yazilabilir.
g(h(X,Y),0Z) = —g(Qh(X,Y),Z)=0
= —8(oVxY,Z) +g(Vx¥,Z) =0
elde edilir. g(@VxY,Z) = —g(VxY,9Z) ifadesinde VxY € x(M) ve @Z € x(M)*-
oldugundan g(@VxY,Z) = 0 dir. Bu durumda;
g(h(X,Y),0Z) = —g((vaY,Z) =0
= g((vx(p)Y,Z) —g(ﬁx(pY,Z) =0
elde edilir.  (2.10.2) ifadesi ve & € x(M)* oldugu gozoniinde bulundurulursa
2((Vx9)Y,Z) = 0 olur. Oyleyse,
g(h(X,Y),0Z) = —g(Vx¢¥,Z)=0

= &(VxoY,Z) +¢(h(X,9Y),Z) =0
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bulunur. A4(X,@Y) € x(M)* ve Z € y(M) oldugundan g(h(X,@Y),Z) = 0 olup sonugta
g<VX(PY7 Z) =0

elde edilir ki, buradan Vx@Y € D dir.

Bunun yanisira, kabuliimiizden,
g(h(9Y,0X),9Z) =0
olup buradan
g(Vor@X —VeroX,9Z) = 0
—g(OVer9X,Z) —g(Vor9X,0Z) = 0
olur. g(Vey®X,9Z) = 0 dir. Oyleyse
—g(oVer9X,Z) =0 (6.2.11)
elde edilir. Buradan
g((Vr®)(9X),2) — ¢(Vor (9°X),Z) = 0 (6.2.12)
bulunur. (2.10.2) nolu esitlik (6.2.12) de kullanilirsa
g((Vr9)(0X),Z) =0 (6.2.13)
elde edilir. (2.10.1) ve (2.10.11) nolu esitlikler (6.2.13) te kullanilirsa
g(VerX,Z) =0

bulunur. O halde VoyX € D dir. VX,@Y € D i¢in Vx@Y € D ve Vyoy X € D oldugundan
[X,0Y] € D olur. O halde, D integrallenebilirdir.
Simdi, VX,Y € D ve Z € D" i¢in

0=_g(h(X,9Y),FZ) = g(Vx@Y —Vx@Y,FZ)
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olur. Yani, g(FVxY,FZ) = 0 elde edilir. VyxY € D* olmasi durumunda bu esitlik
saglanamaz. Ancak VxY € D oldugunda FVxY = 0O olur ki boylece ispat tamamlanmis

olur. Yani, D nin herbir integral manifoldu M de total geodeziktir. ]

Sonug 6.2.1. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik altman-
ifoldu olsun. Bu durumda D integrallenebilir ve D nin integral manifoldlar1 M de total

geodezik ise M nin ortalama egrilik vektorii & dogrultusundadr.

Ispat. D integrallenebilir ve D nin integral manifoldlari M de total geodezik ise VX,Y € D
ve Z € D+ icin
8(M(X,Y),FZ) =0

oldugundan A(X,Y), & dogrultusundadir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. ]

Teorem 6.2.4. M bir Lorentz Kenmotsu manifold ve M de M nin kontakt jenerik normal
altmanifoldu olsun. Bu durumda D in integral manifoldlart M de total geodeziktir <
YU,V € D" ve X € D icin

g(h(U,X),FV)=0

drr.

Ispat. =) : D" in integral manifoldlar1 M de total geodezik olsun. Yani; YU,V € D icin
VyV € D' olsun. (6.2.5) nolu esitlikten,

VuPV — PVyV =ApyU +th(U,V) (6.2.14)
olur. V € D oldugundan PV = 0; ViV € D+ oldugundan PVyV = 0 olup buradan,
ApyU +th(U,V) =0 (6.2.15)

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi bir X € D ile ¢arpilir ve th(U,V) C D+ oldugu

godzoniinde bulundurulursa
g(Ava,X) =0 (6216)
olur ve buradan YU,V € D+ ve X € D icin

g(h(U,X),FV)=0
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elde edilir.
<): VU,V € D* ve X € Digin g(h(U,X),FV) = 0olsun. V € D* oldugundan FV = @V

dir. Buna gore;

= g(h(UvX)v(pV>

= _g((Ph(U7X)7V)

= —g((p?UX — (pVUX,V>

© o o o
|

= g(VuoX — (Vup)X,V) —g(¢VuX,V) (6.2.17)
elde edilir. (6.2.17) de (Vy@)X =0 ve g(9VyX,V) = 0 olup geriye
g(VyoX,Y) =0 (6.2.18)

esitligi kalir. Buda VU € D ve ¢X € D icin Vy@X € D olmasi demektir. Bu durumda M

nin integral manifoldlart D de geodeziktir. [
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