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OZET

SINGULER PERTURBE OZELLIKLi LINEER OLMAYAN BASLANGIC
SICRAMALI PROBLEMLER iCIN NUMERIK ALGORITMALAR

HATTABINOGLU, Hasret
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Hakki Duru
Agustos 2025, 45 sayfa

Bu calismada singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan baslangi¢c sigramali
problemler ele alinmaktadir. incelenen problemin kuazilinearizasyon metodu
kullanilarak lineerlestirme yapilarak lineerlestirilmis problem icin asimptotik
degerlendirmesi yapilmaktadir yani ¢6ziimiin baglangic verilerine bagli oldugu
gosterilmektedir. Daha sonra adaptif noktalardan olusan sebeke iizerinde, lineer baz
fonksiyonlar1 kullanilarak kalan terimi integral bigiminde olan kuadratiir kurallari
uygulanarak fark semalar1 kurulmaktadir. Fark semasmnin kararlilign ve hata
degerlendirmesi yapilmaktadir. Niimerik ¢6ziimiin siirekli problemin ¢6ziimiine
yakinsama orani tespit edilerek ornek problem iizerinde bilgisayar program kodlar
yazilmaktadir.

Anahtar kelimeler: Baglangig sigramali problem, Fark semasi, Singiiler pertiirbe






ABSTRACT

NUMERICAL ALGORITHMS FOR NON-LINEAR SINGULARLY
PERTURBED INITIAL JUMPED PROBLEMS

HATTABINOGLU, Hasret
M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Hakki DURU
August 2025, 45 pages

This study addresses singularly perturbed nonlinear initial-jump problems. The
examined problem is first linearized using the quasilinearization method, followed by
an asymptotic analysis of the linearized problem, demonstrating the solution's
dependence on initial data. Subsequently, difference schemes are constructed on adaptive
grids using linear basis functions, with quadrature rules applied to the residual term in
integral form. The stability analysis and error estimation of the difference scheme are
performed. The convergence rate of the numerical solution to the exact solution of the
continuous problem is determined, and computer codes are implemented for a sample
problem.

Keywords: Difference scheme, Initial jump problem, Singular perturbation
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1. GIRIS VE LITERATUR BILDIRISI

Bu ¢alismada lineer olmayan baslangi¢ sigramali singtiler pertiirbe 6zellikli

g2u" + ea(t)u’ = f(t,u),t € (0,T] (1.1)
u(0) =A4,t€[0,T] (1.2)
G @=2te0r] (1.3)

problem ele alinmaktadir. Burada 0 < € < 1 pertiirbasyon parametresi, a(t) = a > 0 ve

f fonksiyonlar yeterince diizgiin (smooth) fonksiyonlardir. Ayrica f(t,u) fonksiyonu

Lipshitz sartin1 saglar ve M sabit olmak tizere |¥| < M sart1 saglanir.

Bu tiir problemler bilimin birgok alanindaki arastirma nesnelerinin
modellenmesinde ortaya c¢ikar. Bir yaya baglh kiitlenin bir boyutlu hareketinin
modellemesiyle ilgili problemdir. Tekil pertiirbasyon problemler en yiiksek mertebeli
terimi pertiirbasyon parametresi iceren problemler olarak bilinmektedirler. Kiiglik bir
parametreye bagli olarak en yliksek mertebeli tiirevin katsayisinin kiigiilmesi, ¢oztimlerde
sinir katmanlarinda hizli degisimlere yol acan tekil pertiirbasyon davranigini tetikler. Sinir
katmanlarinda gozlemlenen bu ani degisimler nedeniyle klasik fark semalar, tiirevlerin
potansiyel olarak sinirsiz biiylimesi sonucunda kararsizlik gosterebilir. Bu yiizden, agirlik
fonksiyonu ve integral kalan terimi i¢eren interpolasyon kuadratiir kurallar1 kullanilarak
yeni fark semalan gelistirilmistir. Agirlik (baz) fonksiyonlari, yliksek mertebeli tiirevler
icin kalan terimleri sifira indirecek bi¢cimde secilir; bu, yontemin énemli bir avantajin
olusturur. Ilave olarak, kuadratiir kurallarmin integral kalan terim icermesi, integral
operatoriiniin dogal avantajlar1 dolayisiyla ¢6ziim fonksiyonu ve tiirevlerine gelen
kosullarin hafiflemesine yol agar. Yontemimizin bir diger gii¢lii yonii de budur.

Bu tip problemlerde ¢6ziimiin tanim alanmin bazi kesimlerinde oldukca hizli
degistigi goriiliir. Bu da demektir ki ¢6ziim, problemin karakterine uygun baslangic ya da
siir katmani denilen bdlgelere sahiptir ki bu bolgelerde ¢ok hizli degisir. Bu bolgeler
disinda ise yavas degismektedir. Sinir veya baslangi¢c katmanlarinda ¢6ziimiin tiirevleri
hizl1 biiylime egilimindedir. Klasik algoritmalar, ¢6ziimiin tiirevi bu katmanlarda hizli

biiyiidiigiinden kararli olmaz. Dolayisiyla, bu tip problemlerin niimerik ¢éztimleri i¢in



kararli algoritmalara ihtiya¢ duyulmaktadir (Roos vd., 2008; Nayfeh, 1993; Miller vd.,
1996; O'Malley, 1991).

Kopteva (2006), caligmasinda tekil pertiirbasyonlu yari-dogrusal reaksiyon-
difiizyon problemlerine yonelik sayisal yontemlerin, ¢6ziimde keskin katmanlar ortaya
ciktiginda hatali sonuglar iiretebilecegi konusunda uyarida bulunulmaktadir. Bdoyle
durumlarda dogru sayisal ¢oziimler elde etmenin etkili bir yolu, katmanlarin bulundugu
bolgelerde ¢ok ince ve katman-uyumlu aglarin kullanilmasidir.

Eger katman yerleri dnceden biliniyorsa, bu dogrultuda tasarlanmis bir ag 6nceden
olusturulabilir (Bakhvalov, 1969; Miller vd., 1996; Roos vd., 1996). Bu bilgi genellikle
mevcut olmadigindan, tercih edilen yaklasim adaptif bir algoritmadir: baslangigta basit
bir ag ile baslanir; ardindan ¢éziimde katmanlar algilanir ve sadece ara ¢oziimler ile
mevcut ag iizerinde c¢alisarak katmana uyarlanmis yeni bir ag olusturulur (Kopteva,
2006).

1905'teki makalesinde viskoz akiskanlarin kati yiizeylerle etkilesimini inceleyen
Ludwig Prandtl sinir tabaka teorisini (Grenzschichttheorie) bir akigkanlar dinamigi teorisi
olarak ortaya koymustur. Bu makalede ‘“Problemin en 6nemli sorusu, akigkanin kati
cisim duvarlarindaki davramigidir. Sinir tabakasindaki fiziksel siiregleri yeterince
tanimlamak i¢in, akigkanin duvarda yapiskan oldugunu (hizin sifir veya cisim hizina esit)
varsaymak gerekir. Siirtiinme ¢ok kii¢iikse ve akiskanin duvar boyunca kat ettigi mesafe
cok uzun degilse, duvara ¢ok yakin bolgelerde hiz normal degerine ulasir. Bu dar gegis
katmaninda, kiiciik siirtlinme katsayisina ragmen keskin hiz gradyanlar belirgin etkiler
yaratir.” diyerek ilk defa sinir tabakasi ifadesini kullanmistir (Friedrich ve Wasow, 1946).

Singiiler pertiirbasyon terimini Friedrich ve Wasow (1946), makalesinde “Bu
dogadaki problemlere Singiiler (tekil) pertlirbasyon problemleri adin1 veriyoruz.
Uygulama Ornekleri; mekanik sistemlerde esnek bagh kiitlelerin salimimlarinda,
kiitlelerden birinin digerlerine gore ¢ok kiiciik oldugu durumlarda, elektrik devrelerinde
bir devre goziiniin endiiktansinin veya kapasitesinin ¢ok kiiciik oldugu salinim
durumlarinda, tekil pertiirbasyon problemleri ortaya ¢ikmaktadir.” diyerek ortaya atti.

Ele alinan probleme yakin bazi ¢alismalardan birisi Schatz ve Wahlbin (1983),
yaymladigi makalesidir. Bu makalede ikinci mertebeden tekil pertiirbasyonlu reaksiyon-
difiizyon eliptik sinir deger problemleri, sifirinci mertebeden denklemlere dejenere

olabilen durumlar i¢in ele alinmistir. Problemin gercek anlamda ikinci mertebeden bir



denklemden tekil pertiirbasyonlu bir forma kadar degismesi siirecinde, tekil durumlarn
Ozel olarak ele almadan uygulanan standart Galerkin sonlu elemanlar y&nteminin
davranisini incelemislerdir (Schatz ve Wahlbin, 1983).

O’Malley (1988), makalesinde dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem
sistemleri i¢in tekil pertiirbasyonlu baslangic deger problemleri incelemis, sert (stiff)
diferansiyel denklem sistemlerinin ¢Oziimiine yonelik sayisal algoritmalarin
gelistirilmesinde kullanilan analiz yontemleriyle paralellik gosterdigini ifade etmistir.
Bu makalesinde, s6z konusu iki 6nemli arastirma alanmin birlestirilmesinin sagladigi
avantajlart vurgulamayr amaglamistir. Calismasinda, asimptotik ve sayisal analizler,
kararlilik ve kontrol teorisi ile uygulamali matematiksel modelleme alanlarina dagilmig
cesitli literatiirii iligskilendirmistir (O’Malley, 1988). Yine O’Malley, adi diferansiyel tekil
pertiirbasyon problemlerinin asimptotik olarak ¢éziimlerini vermis ve tekil pertiirbasyon
metodlar tizerinde calismistir (O’Malley, 1974; 1991).

Kopteva, diizglin (smooth) bir iki boyutlu bodlgede tanimli yar1 dogrusal
(semilinear) bir reaksiyon-difiizyon denklemine, drtiisen Schwarz bdlge ayrisim yontemi
uygulanmistir. Sinir katmani alt bolgesinde Bakhvalov ve Shishkin tipi kat uyumlu aglar
iizerinde sonlu fark yontemi, i¢ alt bolgede ise yarn diizgiin Delaunay iiggenlemesi
lizerinde y181k kiitleli (lumped-mass) lineer sonlu elemanlar kullanmistir. Iteratif yontem
i¢in, € € (0,1] araliginda maksimum norma gére hata tahminleri sunulmustur. Ozellikle,
e < C|lnh|™" kosulu saglandiginda, bir tek iterasyonun e¢'dan bagimsiz olarak
maksimum normda ikinci dereceden yakinsama sagladigini gostermistir (Kopteva ve
Pickett, 2012).

Miller vd. (2000), tekil pertiirbasyon smir deger problemleri i¢in {istel katsayili
sonlu fark metodlar 6nermisglerdir. Tekil pertiirbasyon igeren ¢esitli problemlere yonelik
basit 6rnekler sunmakta ve bu problemlerin sayisal ¢oziimlerine dair bazi temel konular
tartismaktadir. Bu problemlerin, ¢6ziimde keskin katmanlar olustugunda, standart sayisal
yontemlerle tamamen tatmin edici bir sekilde ¢oziilemeyecegi vurgulanmaktadir. Bu
durum, tekil pertiirbasyon parametresi ne olursa olsun, yontemlerin parametreye bagl
olmaksizin tutarli performans gosteren bir bigimde c¢aligmasi gerektigini ortaya
koymaktadir.

Amiraliyev ve Duru (1999), birinci ve ikinci tiirevde kii¢iik bir parametre igeren lineer

ikinci mertebeden bir adi diferansiyel denklem baglangi¢ degeri problemi ele alinmistir.



Baslangi¢ sigramali tekil pertiirbasyon problemini istel katsayili fark semasi kurarak
diizgilin ag tlizerinde incelemiglerdir. Bakhvalov (1969), tekil pertiirbasyon problemleri
icin siir katmani uyumlu diigiim noktalart iceren kat uyumlu ag tizerinde algoritmalar
sunmustur. Bakhvalov’'un bu calismasiyla, sinir katmani igeren tekil pertiirbasyon
problemlerinde kat-uyumlu ag (Bakhvalov mesh) kavramini literatiire kazandirmis ve bu
sayede e-parametresine bagimli olmayan, yiiksek dogruluklu sayisal ¢éziimler sunmanin
yolunu agmistir. Takip eden yillarda yapilan ¢ok sayida arastirma uygulamalar,
interpolasyon teknikleri, yiikksek mertebe fark semalari bu yontemi daha verimli, daha
dogru ve daha genis uygulamali hale getirmistir.

Boglaev kiiciik bir parametre nedeniyle tekil pertiirbasyon gosteren yari lineer
problem i¢cin Boglaev tip Bakhvalov ag iizerinde niimerik algoritma &nermistir. Kiiglik
bir parametrenin en yiiksek tiirevle carpildigi bir sinir deger problemi baglaminda,
yaklasik sayisal ¢oziim yontemleri sunar. Bu yoOntemler, yari lineer yapiya sahip
problemlerde pertiirbasyon parametresine bagimli olmayan hata davranisi gdstermeyi

amaclar (Boglaev, 1984).



2. MATERYAL VE YONTEM

Caligmada, baglangi¢ sigramali tekil pertiirbasyon problemi ele alinmaktadir.
Caligmanin temel amaci, bu tiir problemler i¢in sonlu fark algoritmasi sunmaktir. Siirekli
problemin asimptotik degerlendirmesi yapilarak kararliligi incelenmektedir. Ayrik
problemin hata degerlendirmesi ayrik normlara gore incelenmektedir.

Bu calisma sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci bolim Giris ve Literatiir
bildirisidir. Bu bdliimiinde problem tanitilmakta, ele alinan problem hakkinda literatiir
tanitilmaktadir.

ikinci béliim materyal ve yontem boliimii olup sonlu fark semasi olusturulurken
sonlu fark algoritmasi olusturma yontemi tamitilmaktadir. Sonlu fark algoritmasi
interpolasyon kuadratiir kurallar1 kullanilarak insa edilmektedir. Interpolasyon kuadratiir
kurallar1 kalan terimi integral bigiminde olup baz fonksiyonlari icermektedir. Baz
fonksiyonlar1 en yiliksek mertebeli tiirev igeren terimde metot hatasini sifirlayacak
bicimde secilir. Kalan terimin integral bigimde olmasi ¢oziimiin tiirevleri iizerine
(stireklilik gibi) agir sartlar1 hafifletmektedir. Sonlu fark algoritmasi kat uyumlu ag
tizerinde kurulmaktadir.

Ucgiincii boliim olan 6n bilgiler béliimii olup ¢alismada kullanilacak lemma ve
esitsizlikler verilmektedir. Lemma ve esitsizlikler ispatsiz olarak verilmektedir.

Dordiincti bolimde problemin baslangic verilerine bagli oldugu asimptotik
degerlendirmelerle ispatlanmaktadir.

Besinci boliimde adaptif noktalardan olusan ag iizerinde lineer baz fonksiyonlari
kullanilarak kalan terimi integral bigiminde olan kuadratiir formiilleri yardimryla sonlu
fark semas1 kurulmaktadir.

Altinct boliimde ayrik asimptotik degerlendirmelerle hatanin kalan terime bagl
oldugu gosterilmektedir. Hata oraninin O (N ~1) oldugu ispatlanmaktadir.

Sekizinci ve son boliim Tartisma ve Sonug¢ bolimiidiir. Ulasilan sonuglar bu

bolimde irdelenmektedir.






3. ON BILGILER

Bu boliimde problemimizin ¢éziimiinde kullanilacak kuadratiir formiilleri ve bazi

esitsizlikler verilmektedir.
3.1 Kuadratiir Formiilleri

Asagida verilmis olan kuadratiir formiilleri, fark semalarmin kurulmasinda ve

incelenmesinde kullanilacaktir.

Lemma 3.1 Buradaki p(x) fonksiyonu agirlik(baz) fonksiyonu ve f tiirevi

integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki esitlik dogrudur.

b b
j f£'0p()dx = fla, b] j p(x)dx
b b
4 j dxp’ (x) j FD @)K, (x, E)dE n = 0,1 3.1

Burada

b b
RY(F) = — j dxp'(x) j FED K, Cr, )l

Kn(x,8) =Tp(x —§) — (x —a)b —a™'T,(b = §)

T,, (1) kesme kuvvet fonksiyonu

/171

—_ >
Ty(A) = {n!' = 0}

0, A<0

olur (Amiraliyev ve Duru, 2002).



p Esitsizligi

1“

esitsizligi dogrudur (Amiraliyev ve Duru, 2002; Amirali ve Amirali, 2023).
Gronwall Integral Esitsizligi

u(t) azalmayan fonksiyon, p(s), q(s) siirekli fonksiyonlar;

t
u(t) < v, +f w(s)v(s) + q(s)]ds, w(t) =0
ise;

t t t
u(t) < vgexp <f w(n)d 11) + f q(s)exp (f w(n)dn)ds, w(t) = 0.
0 0 0

(Amiraliyev ve Duru, 2002).

Fark tiirevleri

v(x) fonksiyonu diizgiin olmayan sebeke iizerinde tanimli sebeke fonksiyonu

olmak tlizere

Tip1 +T;
- J J

j =4 touh =

olacak sekilde

2
Tj+1

> V" (t41) + 0(Tj+1%) (3.2)

U(tj + Tj+1) = U(tj) + Tj+1U’(tj) +



v(ty =) =v(t;) —5v'() + Tﬁ:”"(tj) + 0(5;%) (3.3)

(3.2)’den
Vina—V; , Tj "
Ve = ]:jl+1 L=v (tj) + ,2+1 v (tj+1) + O(Tj+12) (34)
ve (3.3)’den
r = ’U]'—_Vj_l = ! . —_ T—] " 7 0 2 3 5
v - v (t]) . v (t])-i- (T] ) (3.5)

elde ederiz. (3.4) ve (3.5) taraf tarafa toplayarak
vE+vE , Tjit1~Tj g
v =t ='(t) + L0 () +9(R)

t

diizgiin olmayan sebekede merkezi fark tiirevini elde ederiz. Tekrar (3.2) ve (3.3)’l taraf

tarafa cikararak
’ Tj+1” ;2 "
v(t + 7j41) — v(t — 1) = (G + V' ()HE- - D) V() + 0(R))
ve (Tj41 + 7;) terimine bolersek

v(ty +741) —v(t; — 7;)
(Tjp1 + 75)

Tj 1 — T 14
S () + 0()

=v'(y) +

yazilir. Buradan bir bagka merkezi fark tiirevi elde edilir:

Vig1 — Vj , Tiy1— T,
;=J+Tj]=v(tj)+%v (t;) + o(Rf).

Ayrica (3.4) ve (3.5)’1 taraf tarafa ¢ikararak diizgiin olmayan sebekede asagidaki ikinci

fark ttrevini buluruz:



Vg = vth;jvt =v"(;) + 0(R).

Bundan bagka

h?

acilimindan asagidaki fark tiirevi elde edilir:

v+1 - v 7 hz n
vgj = ]h—,] =v'(t)) +7jv (t;) + 0(hd)

(Samarskii,2001).
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4. ASIMPTOTIK DEGERLENDIRMELER

Once sag taraf fonksiyonunu

af (t, )
Ju

ftu) =f(t0) +

u

biciminde yazabiliriz, burada u =y olup 0 <y <1 olur. (1.1)«(1.3) problemini

asagidaki bigimde lineer pertiirbe 6zellikli baglangic sicramali problem olarak yazabiliriz:

Lu == &?u" + ea(t)u’ — b(t)u = F(¢t) (4.1)
u(0) =4 (4.2)
u'(0) ==. (4.3)

Burada
af (t,w)
b(t) = L2 F(6) = £(¢,0)
deriz. Asimptotik degerlendirme i¢in asagidaki Lemmay1 ifade ispat edelim.

Lemma 2.1. (1.1)-(1.3) probleminin u fonksiyonu ve tiirevleri i¢in asagidaki

degerlendirme dogrudur:
t
[u® ()| < ce™* {6* + gnaaglF(s)l +f |F’(s)|ds},0 <t<T k=012 (44
<s< 0 .

Burada
82 = |B%? + b(0)A%? — 2F(0)A|

olacaktir.



Ispat: (4.1) denkleminin 2u'(t) ile i¢ ¢arpim1

(Lu,2u' (1)) = (F(©), 2u' (1))
biciminde yazariz. Buradan

(e?u" + ea(t)u’ — b(t)u,2u' (1)) = 2(F(6), u' (1))
2¢2(u", v/ (1)) + 2e(a(®)u’, v’ (1)) — 2(b(Ou,u' (1)) = 2(F (1), u' (1))
2= (w'(6),0' () + 2e(a(u,u' (1) + = (b(Oww) +
2(b"(Hu,u)
= 2%(1?, w) — 2(F',w)

elde ederiz. I¢ carpimdaki integrasyon isleminden sonra

sz(u’(t))z + b(u*+2e(a(®u’, u' () — 2F(®u(t) + 2(b' (Ou, ).
= &2[u'(0)]? + b(0)u?(0) — 2F(0)u(0) — 2(F',u)

buluruz. Buradan ve a(t) = a > 0 ve b(t) = f > 0 ozelliklerinden

2¢|(a®u’,v' ()| = 2¢ea fot(u’(s))2 ds
210" (Ow,w)| < 2 max|b' ()] [y lu(s)|? ds
(F',w) < ufJIF' () ds + ﬁfoﬂu(s)ﬁ ds

F(Ou(t) < uF2(t) + ﬁuZ(t)
yazilir. Buradan

2w/ (O + Blul® — uF () = 1-u* ()

t t
< B? + b(0)A? — 2F(0)A + “f |F'(s)|?ds + 25af (u'(s))2 ds
0 0
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+ ﬁfotlu(s)lz ds +2 max|b' (®)| [y lu(s)I? ds
elde edilir. Burada u < B secilirse (u keyfi)
2lu' (®O? + |ul®> < ¢, {(p(t) + fot [s(u’(s))2+|u(s)|2] ds} (4.5)
diferansiyel esitsizligi bulunur. Burada

@(t) = B? + b(0)A? — 2F(0)A + F?(t) + [[|F'(s)|? ds

6(t) = e2[W (D1 + [ul?
denirse (4.5) ifadesinden
t
5(t) < C, {q)(t) + [, 8(s) ds}

esitsizligi yazilabilir. Gronwall esitsizliginden ve &2 = |B? + b(0)A% — 2F(0)A]|

esitliginden

5(t) < Cop(t) + C§ J; @()e® s < Comaxlp(s)]e®™

<C {63 + [IF'(s)]ds + max FZ(S)} (4.6)

bulunur. (4.6) ifadesinden (4.4) degerlendirmesi k = 0,1 i¢in ispatlanmis olur. k = 2

durumu igin (4.1) denkleminden (4.4) degerlendirmesinin dogrulugu ¢ikar.
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5. FARK SEMASI

Bu bolimde niimerik algoritma olarak fark semalari kullanilacaktir. Fark
semalarinin ingasinda interpolasyon kuadratiir kurallarindan faydalanilacaktir. Kullanilan
interpolasyon kuadratiir kurallarindaki baz fonksiyonlar1 lineer baz fonksiyonlaridir. Baz
fonksiyonlar1 en yiiksek mertebeden tiirevli terimin yaklasik tiirevindeki metot hatasini
sifirlayacak sekilde se¢ilmektedir. Burada kullanilacak sebeke Bakhvalov sebekedir. Fark
semalar1 bu iki sebeke {izerinde kurulmaktadir. Once [0, T] aralifinda ayrik noktalar

kiimesini yazalim. wy = wy U{tj: tj = O,T} olur. wy kiimesi {izerinde tanimli bir v

fonksiyonu igin v; = v(tj) olmak sartiyla

Vip1—Vj ViV Vi1~V
_ Yi+17Yj _Yi7Vj-1 _ _ Yi+t17Yj-1
Ve = , Vg = , Vi =
Tj+1 ‘[j Tj
— Lt J
vit = 3= (Ve = ve), Ve = ————

i ]

gosterimlerini sunabiliriz (Samarskii, 2001).

5.1 Fark Semasinin Kurulmasi

(4.1) denklemini bir h]-'lfpj(t) baz fonksiyonuyla carpip [tj_lth] araliginda

integre edersek

(w170, (©)) = (£ (6w, b7 0,0

esitligini elde ederiz. Bu esitligi daha acgik yazarsak

tit1 tj+1
= f e2u';(t)de +eht | a(tu’ g;(t)dt
t

Jj-1 tj-1
Liy1
=t f(t,w) @;(D)dt (5.1)

tj—1



yazariz. Burada (pj(t) fonksiyonu

—ti_
(o) = Tfl te[tj-1t)]
— —t
¢, {l PP = —; — tetjtj]
kor t e [ -1 ]+1]

biciminde olup asagidaki goj(.l) (t) ve (p}z) (t) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki

problemlerin ¢éziimiidiir.

e2lpP @] =0, te[ti_ty]
‘Pgl)(tj—l) =0, ‘P,@(tj) =1,

[ (2)(1:)] =0, te[t;_1t]
07(4) = 1,9/ (t21) =0,

(4.1) esitliginde soldaki birinci terim i¢in kismi integrasyon ve (3.1) interpolasyon

kuadratiir kuralin1 uygulayalim:

1 EAS 2 23-1 L1 1.2 e /

- n - ! - !

h; : e*u"p(t)dt = e*h~u <pj(1:)|tj_1 —h ¢ ft u' @;(t)dt
-1 j-1

1 Lis1 ,
=—hj ¢ f u' @;(t)dt
tj—1

t] ) tj+ )
= —h;'e? J u q)]( ) (t)dt +J u q)]( Y (t)dt
t

j-1 tj

ERREN, w7
:—hj_lezguf_jf (t)dt — J dt g; J u”" (MK, (t,n)dn

ti1 tj1

e [ o e — [T dep" [0 (n) Ky (e mdn ) d.
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(pj(t) fonksiyonunun 6zelliklerinden
) Liy1
eh; ft u” () (t)dt = e?ug (5.2)
j-1

yazabiliriz.

(4.1) esitliginin sol tarafindaki ikinci terim i¢in (3.1) kuadratiir formiiliinii uygulayarak

L L1 Lj+1
eh; a(t)u'p(t)dt = eh™'a; f u'@;(t)dt + Ry

tj—1 tj—1

~1 RReY @
= hj "eq; f uQ; dt+f uQ; dti+ Ry j
t.

tj-1 Jj

RANe)
= hi 'eq; 'U,ff ®; dt+utf
t

j-1 tj

ti+1

oPdt| + R + R,

e

— hj_lsaj [ut > f?

| +R® + R,

At
J 0
=5 &g [uj+1 —uj +u; — u]-_l] + R£ ) 4 Ry j

— (0
= sajuz +R;" + Ry (5.3)
yazabiliriz. Burada

- ti ,
Ra,j = ﬁ] 1 ft].]_+11[a(t) - a(tj)]u (p(t)dt (5.4)
n tj ! tj "
R = hileq, { [ at o' (0 RO ACGHEY

tj ! tj "
+ e o' (1) [ u (n)Kl(t,n)dn} (5.5)

Ayrica ft?— ) <P](-1)dt ve féjﬂ ‘P,('Z) dt integralleri

2
tj ot —t;_ t—t;_
oV dt=f £y, (E2G) |

T.
Jj-1 tj-r

)
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tjv1

. . 2
EALe Uit —t (tj41 — 1) Tj+1
@7 dt = dt = =
tj tj Tj+1 27'-j+1 t] 2
olur. Buradan
-1 tj+1 -1 Tj Tj+1
flj (pj(t)dt=flj (E-I-T) =1
tj—l
bulunur. Burada - = =201 — L1 i olup merkezi fark tiirevdir.
t  Liri—tja 2hj

(4.1) denklemin sag tarafindaki terim igin

tj+1 tj+1

tj—1 tj—1

= f(tjw) + Ry,

elde edilir. Burada

Ry = 17 (1 6w = £ (6w (de
+ ftt]-il[f(t' W) — f(tj:uj)](l)]’(t)dt}

(5.6)

(5.7)

(3.3) baglangig sart1 igin benzer bigimde (3.1) denklemini ¢ (t) baz fonksiyonuyla garpip

[to, t1] araliginda integral alirsak

J e2u"@o(D)dt + & [ a(®)po(t)dt = [ £ (&, W)y (t)dt

esitligi elde edilir. Burada ¢, (t) fonksiyonu

t; —t
2) 1
Py () =—, te[to, t1]
o) ={"° Ty o

0, t & [to t1]

18
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bigiminde tanimlanir ve

ZoP®
# =0, t€ (tyt1)

0P (te) = 1, P (t) = 0

probleminin ¢dziimiidiir. Yukardakilere benzer yolla, (5.8) ifadesinin sol taraftaki birinci

terimden

t ty
—ezf u"@o(t)dt = — ezu'q)o(t)li; + szf u'e' (t)dt
to tO
ty
=&2u'(0) + Szut,of @', (®)dt = eB — *u,

to

esitligi elde edilir. Soldaki ikinci terimden

t

tq 1
e f a(®Ou' ()P () dt = ea, J w' (D)lP (B)dt + 714,
t t

0 0

ty
= £agy Uy f (p((,z) (tdt + rl(l) + 740
t

0

€ fttol a(t)u’(t)@éz)(t) dt = Tz—lsaout,o + rl(o) + 740 (5.9)

ifadesi elde edilir. Burada

ts ts
rl(o) = saof dt ((péz)(t)) 'f u’(")K(t,r)) dn
t t

0 0

ty
a0 = €| [a(t) — a(te)lw' (e () dt,

to

t i, —t t; —t)?
f (p((,z)(t)dt=f 1 dt=—(1 )
t

. t, 1 274

ty

to

(5.8) ifadesinin sag tarafi igin
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t1 tq T
| Fewen@de= [ el ©dt = 2o uo) + 170
to to
sonucu bulunur. Burada
t1
o= | 1w - flwle @t
to

+ j [f (o) — £ (torue) 0@ (D) dt

0

Bu sonugclari birlestirirsek asagidaki problem ele edilir.

" h
€hu = eB — [82 —718(10] Ut o + r] = Tz_lf(tOin)

Burada

— (@
=1~ +Tg0—Tro-

(5.2), (5.3), (5.6) ve (5.10) ifadelerinden (3.1)-(3.3) problemini

— 2., e = £t 1. - —
Lou=c¢ uge + eajue ft,w)+R,j=12.,N-1
u(0) =4

fhu = €eB — [62 — %eao] Upo + 17 = Tz—lf(to,uo)
biciminde yazariz. Burada

0 0
R] = Rf,] - R§ ) — Ra’j,r]’ = T'f’() — Tl( ) — T'a’o.

(5.10)

(5.11)
(5.12)
(5.13)

(5.11)-(5.13) probleminde kalan terimleri atarak sonlu fark problemini elde ederiz:

20



Ly = %ym + £ajy. = f(t‘,yj),j =12,.,N—-1 (5.14)
Yo=4 (5.15)

thy = ¢€B — [52 - %Sao]yff,o = %f(to'%) (5.16)
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6. HATA DEGERLENDIRMESI

u ve y sirayla (5.11)-(5.12) ve (5.14)-(5.16) problemlerinin ¢oziimleri olsun. z =

y — u diyelim. Buradan taraf tarafa ¢ikarirsak

lhz = %z5 + ga;z: = f(.y)—f(tw)+R,j=12,..,N—1 (6.1)
z(0)=2z,=0 (6.2)
tyz = eB — |€* = Feao| 2,0 = Ff (to,¥0) = fto,u)] +7; (63)

problemini elde ederiz. Burada Z; = yu + (1 —y)y,0 <y < 1 olmak iizere ortalama

deger teoreminden

(’)f(tj,z])( y; — ) af( ZJ)

Ju

(&) - f(tw) =

ve
of (to, Zo) of (¢, Zo)
[f (to, ¥0) — f (to, uo)] = T(J’o —Up) = ~ou 07 0

yazabiliriz. b(tj) = —@ dersek (6.1)-(6.3) problemi

thu = e*zz + €ajz- + bjz; =R;,j=12,..,N -1 (6.4)

t
z(0) =2,=0 (6.5)
¢;z = ¢eB — [82 + Tz—lsao] Zeo = T (6.6)

lineer problemine doniigiir. Siirekli problem i¢in yapilan islemlerin benzerleri ayrik

bicimde yapmak suretiyle asagidaki lemma yazilabilir.



Lemma 6.1. z (6.4) ve (6.6) probleminin ¢dziimii olsun. Bu durumda

Bolzes| + |21 + 5 < € {Bolzeol + max [R] +7 ZIFIRe 1} (67)

esitsizligi j = 0,1,2, ..., N — 1 i¢in saglanir. Burada Ay= max(e, Tj) olur

(Amiraliyev ve Duru, 1999).

Ispat : (6.4) denklemini z- ile carpip, elde edilen esitlikte
t

L. 2 7 2 1 s 2 y* 2 1 )2
bzz; = gb((z +2)*)¢ _?b(zt)f = gb((Z+Z) ) —?b(zt)f —gbf((Z-FZ) )

bagintilan dikkate alinirsa, asagidaki 6zdeslikleri elde ederiz;
%62 (pz?); + caz-® + %b((z” +2)%); = %gzquz + %bf((z +2)2) +Rz:  (6.8)
t t

burada

2 .2
p=—-—-—bgq= —ﬁbg,z“ = z(tj41), 2 = z(tj_q).

(6.4) bagmntisin1 27; ile ¢arpip j = 1’den j = s’ye kadar toplamini alalim

S s—1
21 Z Rjztfj = Rs(Zs41 t+ 25) — R1(21 + 29) — 7 Z Rt,j(zjﬂ + Zj)
j:l _]=1

formiilina kullanirsak
S

2 2 2 1 2 2 2 1 2
£°pszi s + 26T ajztoj + Ebs(zsﬂ +z)° = e°pozio + Zbo(zl + zy)
=1
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N

1 2
—Ri1(z1 + zp) + Rs(2s41 + 25) + 7 Z {SZQjZEZ,j + be,j(zj + Zj—l) }

Jj=1
—T ¥ Rej(z41+2),s<N-1 (6.9)
elde edilir. Boylece,
0<csp=<clql<Cyr<e (6.10)
cotj? < €2p < c11;% €%q| < CorP 1y > € (6.11)

esitsizlikleri kolayca goriilebilir. Simdi (6.9) esitsizliginden, (6.10) ve (6.11) dikkate

alimmak kosuluyla asagidaki esitsizlige ulasilabilir:

8s < 8.+ 1, X5,{d;6j_1pj},s <N — 1. (6.12)
burada
5. = 2 2 1b 2
s =€zt g i (Zj+1 + Zj)
2
5, = Coby + CI@§§1|R,-| ,Co>1
lp;| < C|Rej||zj41 + 2|7 =12, .., s — 1
igin ve

ps=0,0< dj <c j=12,..,5s

icin (6.12) esitsizligine Gronwall esitsizligi fark benzerinin uygulanmasiyla

S

s = b.exp [Tj Z d;

=1

N

S
2
+TjZ|pi|exp T Z di| < C(A§z¢o + |24 |* + 1TI$§1|RJ| +
i=1 B

j=i+1
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s—1
© ) [Redl 17761 + )
i=1

esitsizligi elde edilir. Bu da (6.7) sonucunu verir (Amirali ve Duru, 2002).
Lemma 6.2 R ve r kesme terimleri i¢in

Aolzt'0| < CTl
IRl ¢y < CTj

7 Xj=1 | Re | < €
esitsizlikleri dogrudur.

Ispat. Bu lemmanin ispat1 R ve ’nin

_ (0)
Ry =Ry —Ri" — Ra,,
Ry; = bt fttj’:[a(t) —a(t)|w' () p®)dt

_ t; ! tj "
R = hteq {[ deefV' @ [ w"(nKi(tmdn

tj @ tj
+[ " ate © | w i man
tj]_

tj1
R = i ([ (6w) = £(6w)]o; (Ot
Lj+1
+f [f(tw) - f(tj'uj)]%(t)dt}
tj—1

= _ 0 _
i =Tro— TN Ta0

ty ty
rl(o) = gaof dt ((péz)(t)) 'f WMWK (t,n) dn
to to

Tao = € j a(®) — alto) ' ©e@ (0 dt,

21
o= | [f(tw) = f(tew]ed (t)dt
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+ j [f (o) — F(to ue) 0P (©)de

0

ifadelerinde (4.4)’deki u ve tiirevlerinin degerlendirmesi yerine konularak kolayca

goriiliir (Amirali ve Duru, 2002).

Teorem 6.1. Eger u (3.1) — (3.3) probleminin kesin ¢6ziimii ve y de (5.14)-(5.17)

probleminin yaklasik ¢oziimii ise,

1rgjgi)l(v|yj —u| <Ct (6.13)

seklindeki hata degerlendirmesi dogru olur.

. Ziy1+Z; TZ¢ i
Ispat: Zjp = (juatz;) 1+12 1) + _2'1

0zdesliginden

|2,41 + 7| N Aol

|Zf+1| = 2 2

esitsizligi elde edilir. Burada lemma (6.1) ve (6.2) sonuglar kullanilirsa (6.10) dogrulugu
hemen ¢ikar (Amirali ve Duru, 2002).

6.1 Bakhvalov Sebeke Noktalari

wy sebekesinin Bakhvalov sebeke noktalar1 Boglaev tarafindan oOnerildigi

bi¢imde belirlenmektedir. [0, T] araligin1 [0, T] = [0, o] U [ g, T] bigiminde iki araligin
birlesimi seklinde yazalim. Burada gecis noktasi 0 = min G,a'lelnlel) biciminde
j

belirlenir (Boglaev,1984). Buradan sebeke noktalar asagidaki bigimde yazilir:
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N T
—a11n<1—(1—£) )]—O 2,1,L]‘€[0,cr];cr<§ise

(
|

:4 —a el ( (1 M)Z(]_l)),]—o,l,...ﬁt-E[O,J],cr:gise
|
\

’2"’
N N 2(T— o
0+<]—<5)>h(1),j=5+ 1,..,Nt € [o,T], AV :¥

(Boglaev, 1984). Bakhvalov sebeke noktalarina adaptif sebeke noktalar1 da denir. Sebeke
noktalari, sinir kat1 doguran fonksiyonlardan logaritmik olarak elde edildigi i¢in sinir kati
fonksiyonunun davranisina uygun olarak belirlenir. Bunun i¢in adaptif noktali sebeke de

denir. Kurulan fark semasinin noktalar1 adaptif sebeke noktalaridir.
6.2 Bakhvalov Sebeke icin Hata Degerlendirmesi

[0, T] araligin1 [0, 0] ve [0, T] alt araliklara boleriz.

0, 0] araligilindaki t; noktalar: i¢in iki durum var: ¢ = I o< I . Tlk olarak t;€[0, o
g l 2 2 ]

.. T
igin 0 = - durumuna bakalim.

Tj:tj—tj—1:a_1€[ln1—(1—e 7)) A 1(1—(1—(3%))%’]

j’ye gore ortalama deger teoremini uygularsak

—ar\? —ar\?
4(1—928> N~2 4(1—928) N~2
-1 -1

Ti=a € a7 <a ¢ = -
(1—628>2]{/*—1 (1—6T)21{l*

<

—ar -ar
; 2(1 —e2¢ )N‘l < 2a‘1£<1—e 2e )N‘l
<2a N1 <(CN!

Simdi de 0 < g durumundaki her t;€[0, o] noktalari igin
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T =t -t = a‘le[lnl - (1—8)%—1“1— (1 —s))%]

yazalim. j’ye gore ortalama deger teoremini uygularsak

4(1—€)?>N~? 4(1 —€)?>N~2
1-e)F-1 1-o)F
-1
<—=e(1-&)N1<2aIN"1<(CN?

buluruz. Simdi de tje[o, T] igin

2(t—0). 2(t—o0) . _ _
W=t —t_, = sy — G-1)=2(t—-0)N"1<(CN?

bulunur.
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7. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde sabit katsayili lineer problem, degisken katsayili lineer problem ve

yar1 lineer problem olmak {izere li¢ 6rnek verilmektedir.

Ornek 7.1. Sabit katsayili lineer problem icin
1
e2u” + 4eu’ = —3u,u(0) = 1,u'(0) = -

t 3t
ornek problemi ele alalim. Probleminin ¢dziimii u(t) = 2e” — e = olup farkli e = 273

ve € = 27 degerleri i¢in grafigi asagidaki bicimdedir:

ult=2 expi-tie) - expl-(37t)e)

14 T T T T T T T
epsilon=0.125

1oL — epsilon=0.26 (|
ne 049 1

Sekil 7.1 Sabit katsayili problemin £ = 273 ve & = 27° degerleri igin grafigi

Ornek 7.2. Degisken katsayili lineer problem igin 6rnek problem

1
e2u" +2e(t +2)u' + (2 + 4t + 3 + &)u = f(¢),u(0) = 1,u'(0) = z



bigiminde olsun. Burada

f(t) = (1 —e)t* 4+ 4t3 + (34 5&)t2 + €8t + 2¢2

olur (Amiraliyev ve Duru, 1999).

Buna gore kovma yontemi katsayilar

olur ve buna gore baslangic sart1 i¢in

7:°f (to) — 27,€B A4 71°f (to) — 27,€B
£T a0 — 26° £T,a9 — 2€°

Y1 =Yo+

yazilir. Buradan da
Ajyj-1 = Gy; + Bjyj1 = —F, j=123,..

fark semasindan

B B;

E_ Gy A
B; Jj J

Vi+1 =
]

yazabiliriz. Lineer problem i¢in algoritma

Yo =4
1,2 (t,) — 21,€B

ET a0 — 262

y1:A+

Fj Cjyj + AjYj-1

Yi+1 = — 3.
J B; B B;

Jj=23,..

J

32



kurulur ve y;,j = 2,3, ... degerleri ardigik bigimde hesaplanir.

Cizelge 7.1 Degisken katsayili lineer problemin N = 1024 ve N = 2048 nokta sayilari
ve bazi € degerleri i¢in yakinsama oranlari

N =1024 N = 2048
To £ p To 51 p
0.0006089 0.0003036 1.004084 0.0003036 0.0001516 1.002039
0.0007194 0.0003585 1.004709 0.0003585 0.0001790 1.002350

2 2

2 3

27% 0.0007758 0.0003865 1.005009 0.0003865 0.0001929 1.002500
27> 0.0008043 0.0004007 1.005158 0.0004007 0.0002000 1.002573
2 6

2 7

2 8

0.0008186 0.0004078 1.005229 0.0004078 0.0002036 1.002609
0.0008258 0.0004114 1.005266 0.0004114 0.0002053 1.002627
0.0008294  0.0004132 1.005285 0.0004132 0.0002062 1.002636

1.2 T T T T T T T T T

0.1 02z 03 04 05 0B 07 08 09 1
zaman

Sekil 7.2 Lineer problemin farkli ¢ = 273,27%,275,27¢ degerleri i¢in grafigi
Ornek 7.3. Yari lineer problem igin 6rnek asagidaki bigimdedir:

e2u” + 2(t + 2)u' = f(t,u)
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u(0) =1, u'(0) ==

Burada
3t

t
fEuw)={>+4t+)u+u?+ (t>?—6+¢e)e =+ (> +10t +3 + &)e =,

(5.16) baslangig sartin1 agik bigimde yazarsak

— . 712 f (o, ¥o) — 271€B
Y11= g ET 0 — 2€2

elde ederiz. (5.15) sartinda y, = A oldugundan bu degeri yerine yazdigimizda y; degerini

2
71°f (to, ¥o) — 211€B
=A+
r1 ET A — 2&2

buluruz. (5.14) ifadesini agik bigimde

Ajyi1—Cyj+Bjyjs1=—F, j=123,.. (7.1)
yazalim. Burada
_ 1 (e* eaq
A =—(-_
J h] T]' 2
_ 1(€&* ea
BJ = — —7
fl] Tj+1 2
— 82 1 1 _
Cj B h_]'(TjH + T_]>’ F) B f(t"yj)
olur. Buradan (7.1) ifadesini
F Cy. Ay,
Vi+1 = —ﬁj—%+ JEJ !
j j J
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bigiminde yazariz. y;,j = 2,3, ... degerlerini

Yo =4

712f (to, yo) — 271€B

= A+
71 ET Ay — 2€2

] + % - %,j = 2,3, ... ardigik bicimde hesaplariz.
) )

yj+1 - _Ej

Cizelge 7.2 Yar lineer problemin N = 1024 ve N = 2048 nokta sayilar1 ve bazi &
degerleri i¢in yakinsama oranlari

N =1024 N = 2048

To 41 p To L& p
0.0001324 0.0000663 0.998088 0.0000663 0.0000332 0.999039
0.0001600 0.0000801 0.998292 0.0000801 0.0000401 0.999140
0.0001755 0.0000878 0.998545 0.0000878 0.0000439 0.999266
0.0001842  0.0000922 0.998762 0.0000922 0.0000461 0.999374
0.0001890 0.0000946 0.998930 0.0000946 0.0000473 0.999460
0.0001917 0.0000959 0.999054 0.0000959 0.0000480 0.999521
0.0001932  0.0000967 0.999145 0.0000967 0.0000484 0.999566
0.0002405 0.0000971 1.308616 0.0000971 0.0000486 0.999600

DNININININ|NDN|DN
|
O ©f N o v BHf W N

07 08 089 1

Sekil 7.3 Lineer olmayan problemin farkli e = 272,273,275,277, 279 degerleri icin grafigi
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8. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada matematiksel modeller bilimin bir¢ok alaninda arastirma
konularinin anlasilmasi igin temel ger¢eve olarak kullanilmakta olan singiiler pertiirbe
Ozellikli lineer olmayan baslangi¢ sicramali problemler ele alinmis ve bu problemlere
yonelik sayisal bir ¢dziim yontemi Onerilmistir. Onerilen yontem, adaptif diigiim
noktalarindan olusan sebeke iizerinde (Bakhvalov sebeke) kurulan sonlu fark semasidir.

Tekil pertiirbasyonlu dogrusal olmayan reaksiyon-difiizyon problemleri, en
yiiksek dereceli tiirev teriminin pozitif kiigiik bir parametre bulunduran problemler olarak
adlandirilir. Dolayistyla, bu sorunlara ait ¢oziimler tanim bolgesi i¢inde ¢esitli sekillerde
kendini gosterir. Kisaca tanim bolgesinin farkli kisimlarinda c¢esitli davraniglar
gosterebilir. Coziimiin, bu gecis katmanlarinda hizli(swift) degisimler gosterirken, 6teki
bolgelerde diizenli ve duragan degisimler sergiledigi agiktir. Bu nedenle, tekil
pertiirbasyonlu problemlerin ¢6ziimiinde 6nemli zorluklar ortaya ¢ikar. Bu 6zellikler,
sayisal ¢oziimlerde de kendini gosterir. Sonug olarak, sinir katmanlarindaki ¢oziimiin
siirsiz tiirevleri nedeniyle klasik sayisal yontemlerden tiiretilen algoritmalar kararsiz
hale gelir. Bu sorunlar baglaminda, yiiksek derecede dogruluk saglayan fark semalarinin
olusturulmasi, bu hatalarin degerlendirilmesi ve €'ya gore diizgiin yakinsak sayisal
yontemlerin uygulanmasi biiyiik 6nem tagimaktadir.

Lineer olmayan ve baslangi¢c sigramali tekil pertiirbasyon problemine iliskin
belirli asimptotik yaklagimlar gelistirilmis ve bu yaklagimlar, ¢oziimiin baslangig
kosullarina bagli oldugunu ortaya koymustur.

Tekil pertiirbasyon lineer olmayan baglangi¢ sigramali problemler i¢in adaptif
noktalardan olusan sebeke iizerinde, lineer baz fonksiyonlariyla kalan terimi integral
formda tanimlanan kuadratiir kurallarn uygulanmis ve bu sayede fark semalar
gelistirilmistir. Burada secilen baz fonksiyonlar1 metot hatasimi sifirlamaktadir. Kalan
terimlerin integral bi¢iminde olmas1 ¢6ziim {izerine daha hafif sartlarin gelmesini temin
eder, ¢ozlimiin ve tlirevlerinin siirekli olmasi yerine siirli olma sart1 gibi.

Lineer olmayan problemimiz kuazilinearizasyon metodu kullanilarak lineerlestirme
yapilmistir.

Sonug olarak tezin amaci diizglin olmayan sebekelerde fark semalar1 kurmak ve

niimerik bir ¢dziim sunmaktadir. Singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan baglangic



sigramali problemler i¢in kararl algoritmalar insa ederek bilimin aragtirma konularinin
matematik modeli olan bu tiir diferansiyel denklemlerin teknolojide kullanilir hale

gelmesini saglamaktadir.
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EKLER

EKk 1. Lineer problem i¢in bilgisayar programi

clc,clear all
a=@(t) 2*(t+2);
b=@(t) (t.”2+4*t+3+eps);
f=@(t) (l-eps*t.”4+4*t. "3+ (3+5%eps) .*t"2+eps*8*t+2*eps™2);
eps=2"-3;
M=512;
s0=0; sN=1;
A=1;
B=1;
alfa=1.25;
for 1=1:3
$Bakhvalov digim noktalarinin belirlenmesi
sigma=min ( (sN-s0) /2, abs ((eps*log(eps))/alfa));
hl=(sN-sigma)/ (M/2) ;
s(1)=s0;
s (M+1)=sN;
for k=2:M
if ((k<=M/2+1) && (sigma< (sN-s0)/2))
s (k)=-eps*log (l-(l-eps)*2* (k-1) /M) /alfa;
end
if (k<=M/2+1)&& (sigma==(sN-s0)/2);
s (k)=—-eps*log(l-(l-exp(-alfa*sN/ (2*eps)) ) *2* (k-
1)/M) /alfa;
end
if ((k>M/2+1) && (k<=M+1))
s (k)=sigma+ ((k-1)-M/2) *hl;
end
end
for k=2:M+1
h(k)=s (k) -s(k-1);

end
for k=2:M
h2 (k)=(h(k+1)+h(k))/2;
end
y(1)=A;
v(2)=y(1)+(h(2)."2.*f(s(1)) -
2*h (2) *eps*B) ./ (eps*h (2) *a (1) -2*eps”2);
for k=2:M

) .* (eps”2./h (k+1)+eps.*feval (a,s (k))/2);
=eps”™2./h2 (k) .*(1./h(k+1)+1./h(k))-

=-feval (£f,s (k));



y (k+1)=-(F1 (k) -Cl (k) .*y(k)+Al(k).*y(k-1))./Bl(k);
end
switch 1
case 1
wl=y;
case 2
W2=y;
end
M=2*M;
end
M=M/8;
t=s(l:1:4*M+1) ;
plot(t,y,'c")
% legend('epsilon=2"-6")
xlabel ('zaman')
hold on
y12=W2 (1:2:2*M+1) ;
eO=abs (wl(1l)-y12(1));
for k=2:M+1
e0=max (e0,abs (wl (k)-y12(k)));
end
y3=y (1:4:4*M+1);
el=abs (yl2(1)-y3(1));

for k=2:M
el=max (el, abs (y12 (k) -y3(k)));
end

r=log(e0/el)/log(2);
fprintf ('N=%4d r0=%10.8f r1=%10.8f p=%10.8f
\n',M,e0,el,r);

EKk 2. Lineer olmayan problem icin bilgisayar programi

clc,clear all

a=@(t) 2*(t+2);

fu=@(t,u) (t."2+4*t+eps)+2.*u;

f=@(t,u) (t.”"2+4*t+eps).*utu.”2+(t.”"2-6+eps) .*...
exp (-t/eps)+ (t."2+10*t+3+eps) . *exp (-3*t/eps) ;

% ft=@(t,u)

eps=2"-9;

M=2048;

s0=0; sN=1;

A=1;

B=1;

alfa=1.25;

for 1=1:3
$Bakhvalov digim noktalarinin belirlenmesi
sgm=min ( (sN-s0) /2, abs ((eps*log(eps))/alfa));
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hl=(sN-sgm)/ (M/2);
s(1)=s0;
s(M+1)=
for k=2:M
if ((k<=M/2+1) && (sgm< (sN-s0)/2))
s (k)=—-eps*log (1l-(l-eps)*2* (k-1) /M) /alfa;
end
if (k<=M/2+1) && (sgm==(sN-s0)/2) ;
s(k)=-eps*log(l-(l-exp(-alfa*sN/ (2*eps)))*2* (k-
1) /M) /alfa;
end
if ((k>M/2+1) && (k<=M+1))
s (k)=sgm+ ((k-1)-M/2) *hl;
end
end
% X
for k=2:M+1
h(k)=s(k)-s(k-1);

end
% h
for k=2:M
h2 (k)=(h(k+1)+h(k))/2;
end
y(1)=A;

y(2)=y(1)+(h(2).72*f(s(1),y(1l))+2*eps*B*h (1)) ./ (eps*h (2)
1)+2*eps."2);
for k=3:M
w(k)=0;
end
for j=1:3
for k=2:M
% wx=(w(i+1l)-w(i-1))
Al (k) =eps”2. /(h2
eps*feval (a,s(k)) ./ (2.*h2 (k)

/(X(l+l) x(1i-1));
(k) .*h(k))-

)i

*g (

Bl (k)=eps”™2./ (h2 (k) .*h(k+1))+eps*feval(a,s(k)) ./ (2.*h2(k));
Cl(k)=eps”2./h2(k).*(1./h(k+1)+1./h(k))-
feval (fu,s (k) ,w(k));
Fl(k)=-
feval (f,s(k),w(k))+feval (fu,s(k),w(k)) .*w(k);
(k+1)=-(F1(k)-Cl (k) .*y(k)+Al (k) .*y (k-
1))./Bl(k);
end
w(k)=y(k);
end
switch 1
case 1
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wl=y;

case 2
W2=Y;

end
plot(s,y,'c")
hold on
M=2*M;

end

M=M/8;

y12=w2 (1:2:2*M+1);
el=abs (wl(1)-y12(1));
for k=2:M+1
el=max (e0,abs (wl (k)-y12(k)));
end
y3=y(l:4:4*M+1);
el=abs (y12(1)-y3(1));
for k=2:M
el=max (el,abs (yl2(k)-y3(k))):
end
r=log(el/el) /log(
fprintf ('N=%4d e
\n',M,e0,el,r);

2);
0=%10.7f el=%10.7f
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