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Bu calismada, 6zel say1 dizileri kapsaminda yer alan Fibonacci, Lucas ve Gibonacci
dizileri teorik yonleriyle incelenmistir. Oncelikle ilgili dizilere ait tanimlar, temel 6zellikler
ve literatiirdeki 6nemli sonuclar sunularak konunun matematiksel temelleri olusturulmustur.
S6z konusu diziler arasinda yapisal iliskiler degerlendirilmis; ayrica bu dizilere ait Binet
formiilleri ve gesitli toplam formiilleri detayl bicimde ele alinmistir. Calismanin ana odagini
olusturan Gibonacci dizisi, klasik taniminin Otesine gegilerek, 6zel baslangic kosullar1
altinda genellestirilmis ve bu yeni yapi1 lizerinde analitik incelemeler gergeklestirilmistir.
Ayrica, dizilerin alternatif hesaplama yontemleri Onerilmis ve sayisal Orneklerle
desteklenmistir. Tiim bu kuramsal sonuglar Maple™ 17 bilgisayar yazilimi araciligiyla
dogrulanmis ve uygulamali olarak da gosterilmistir. Son olarak, yeni bir say1 dizisinin
alternatif olarak toplam sembolii kullanilarak nasil ifade edilebilecegi tizerine

degerlendirmelerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci say1 dizisi, Lucas say1 dizisi, Gibonacci say1 dizisi,

rekiirans bagmaitisi, Binet formiilii
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SEQUENCES
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In this study, special number sequences, namely the Fibonacci, Lucas, and Gibonacci
sequences, are examined from a theoretical perspective. Initially, definitions, fundamental
properties, and significant results from the literature related to these sequences are presented
to establish a solid mathematical foundation. Structural relationships among these sequences
are evaluated, and detailed discussions of their Binet formulas and various summation
identities are provided. The primary focus of the study is the Gibonacci sequence, which is
generalized beyond its classical definition under specific initial conditions. Analytical
investigations of this generalized structure are conducted. Additionally, alternative
computational methods for these sequences are proposed and supported with numerical
examples. All theoretical findings are validated and illustrated through the Maple™ 17
computer algebra system. Finally, an alternative expression of a new number sequence using

summation notation is explored and evaluated as a general approach.

Key Words: Fibonacci number sequence, Lucas number sequence, Gibonacci number

sequence, recurrence relation, Binet formula
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1. GENEL BiLGILER

Milattan 6nce say1 kavramii ifade etmek i¢in insanlar parmaklari, ¢ubuklari, digim
atilmig ipleri ve taslar1 kullanmiglardir. Zaman igerisinde sayr kavrami geliserek say1
dizilerini olusturmustur ve giiniimiize kadar gelmistir. Literatiirde bir¢ok say1 dizisi
mevcuttur. Bunlardan en bilineni aritmetik ve geometrik say1 dizileridir. Ancak bu ¢alismada
aritmetik ve geometrik say1 dizilerinden ziyade 6zel say1 dizileri ile ilgilenilecektir.

Fibonacci, Lucas ve Gibonacci say1 dizileri, siradan say1 dizilerinden farkli olup,
bir¢cok uygulamasi olan 6zel say1 dizileridir. Bu say1 dizilerinin en popiiler olan1 Fibonacci
say1 dizisidir. Italyan matematik¢i, Leonardo Pisano veya Pisali Leonard olarak bilinen
Leonardo Fibonacci, 1202 yilinda ilk ve en {inlii eseri Liber Abaci’yi yazmistir. Kitapta
tavsanlarm tireme problemi ilgi cekmektedir. Problem su sekildedir; bir erkek, bir disi yeni
dogan tavsanlar olsun. Bir yilda ka¢ tavsan ¢ifti olur? Burada dikkat edilecek hususlar
sunlardir: Tavsanlar 6liimsiiz, her ¢iftin olgunlasmasi 1 ay siiriiyor ve her ¢ift, ikinci aydan
baslayarak her ay karisik bir ¢ift iiretiyor. Bu ii¢ durum ele alinarak hesaplama yapilmasi
gerekir. Ornegin ocak aymda bir disi ve bir erkek tavsanin yeni dogdugu varsayilsm. Bu
tavsan ciftinin olgunlagmasi bir ay siirer. Bu nedenle subat ayinda tavsan ¢ifti sayis1 hala
aynidir. Yani 1 ¢ift tavsan vardir. Mart ayinda bu tavsan ¢ifti yeni bir ¢ift dogurur. Toplam
2 ¢ift tavsan olur. Nisan ayinda 3 ¢ift tavsan olur. Mayis ayimda 5 ¢ift tavsan olur. Bu sekilde

giderek artarlar. Aylara gore tavsanlar hakkindaki sayisal veriler Tablo 1 ile verilmistir.

Tablo 1. Tavsan Cifti Sayis1

S v + v c (%) c N [%) 3 E E ;_4
= 8 S g 3 7 £ E g2 = = 7 T
< ° & zZ 2 8 £ 5 0+ 2 <
I (] <
. [
Bireyler
Yetiskin 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89
Yavru 1 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Toplam 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144




Tablo 1.’i dikkatli incelendiginde ardisik iki aym verilerinin toplami hep bir sonraki
ayin verisini vermektedir. Ornegin temmuz ve agustos aymnm verilerinin toplami eyliil aymnin

verisini vermektedir.

1.1.  Ozel Say1 Dizileri

Bu boliimde en ¢ok bilinen sayi1 dizilerinin tanimlari ve 6zellikleri ele alinacaktir.bu
0zel say1 dizileri sunlardir: Fibonacci, Lucas ve Giboanacci. Hem teorik hem de pratik olarak

incelenecektir.

Tamm 1.1.1. (Thomas, 2018) F, = 1, F, = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere;

Fp=Fy 1+ F,2,n=3

rekiirans bagmtisi n. Fibonacci say1 dizisidir.

OEIS’te A000045 kodu ile yer almaktadir. Birka¢ n degeri i¢in inceleyelim.

n=3sF=F_,+F,=F+F=1+1=2
n=4 F=F,_,+F,_,=F,+F,=2+1=3
n=5=Fs=F_,+F_,=F,+F,=3+2=5
n=6 =>F=F,_,+F,_,=Fs+F,=5+3=8
n=7=F,=F_,+F,_,=Fs+F;,=8+5=13

seklinde devam eder.



Tablo 2. Fibonacci Sayilari

O 0 N O U1 B W N =3

p—
=]
Ul
o

Teorem 1.1.2 (Thomas, 2018) Fibonacci dizisine ait

x2—x—-1=0

karakteristik polinomun kokleri sirasi ile a ve S ise

an_’Bn
e

Fibonacci dizisi i¢in Binet formiilidiir.

Teorem 1.1.2°de bulunan

Altmn oran olarak bilinen deger a’dir. Buradan



o= (25) (55) = -tvears = (25 (59 =1

2 2 2 2

oldugu goézlemlenir.

Ardigik iki Fibonacci sayisinin orant; yani % “Altin Oran” olarak bilinmektedir ve

n

yaklasik olarak 1,618 sayisina esittir. Bu oranin nesneler iizerindeki etkisi daha estetik
oldugu yoniindedir. Ek olarak matematikte ve mimaride muhtesem sonuglar veren bu oran
dogada da sik¢a karsimiza ¢ikar. Mesela tiitiin bitkisinin yaprak diizeninde Fibonacci dizisi

mevcuttur, 15181 en verimli sekilde almak i¢in bu sekilde dizilir.
Tamm 1.1.3 (Thomas, 2018) L, = 1, L, = 3 baslangi¢ kosullar1 olmak {izere;
Ly=Lpq+Llppn=3

rekiirans bagintis1 n. Lucas say1 dizisidir.

OEIS’de A000032 kodu ile yer almaktadir. Birkag n degeri i¢in inceleyelim.

n=3 sL,=L,+L,=3+1=4
n=4 sL,=L,+L,=4+3=7
n=5=Ls=L,+L;=7+4=11
n=6 =Lg=Ls+L,=11+7=18
n=7 = L,=Ls+Ls=18+11 =29

seklinde devam eder. Lucas sayilar1 Tablo 3.’de verilmistir.



Tablo 3. Lucas Sayilar1

NS W e
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Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilii
L,=a™+ p"

seklindedir.
Teorem 1.1.4 (Thomas, 2018) Konjektor

n
DR =Fup—1

i=1

dir.

Ispat: n > 3 icin Fibonacci rekiirans bagmtisindan faydalanarak yerine yazilsm, o halde

n+1 n+1
z Fioy = z Fiyq — F;

i=2 i=2

=(F3—F)+ (F,—F3)+ (Fs — F) + -+ (Fpy1 — Fy) + (Fry2 — Fpy1)

= Fuy2 — F



= n+2_1

]
Ornek 1.1.5. n = 8 i¢in
8
ZF,: =F1+F2+F3+F4+F5+F6+F7+F8
i=1
=14+14+2+3+5+8+13+21
= 54
=Fo—1
sagladig1 goriiliir.
Teorem 1.1.6 (Thomas, 2018)
n
F2=FEF (Lucas,1
; i nin+1 876)

dir.

Mesela n = 7 ise

-

F? = F} + F} + F{ + F} + FZ + F¢ + F}

=1
=1%24+1%24+22+3%24+524+8%2+13%
= 273

:F7F8

saglandig1 kolaylikla goriiliir.
Fibonacci ve Lucas sayilari igin bazi 6zdeslikler mevcuttur. Bunlardan birkag1

sunlardir: (Thomas, 2018)

o Ly=Fy 1+ Fy



* Lyyy+Ly 1 =5F

o Fopn=FElLy

o Ly=FpatF

o Flu+E=Fupy

o Fiy—Fii=Fay

o F, F,. —E?=(—1)"n =1 (Cassini Formiilii)
* Fupp +Fyp =3F

o Ly —Li 1 =5F,

o Lhy1— L% =Lpalny,

o L, yLpy, —L2=5(-1)"
 Lpiy—Lny=5F

o Flu— B =FuaFnp

e FF,.1—F,_1F,_5 = F,,_; (Lucas,1876)
e [%2 —5F?=4(—1)" (Shub,1950)

Tamm 1.1.10 (Thomas, 2018) G, = a ve G, = b baslangi¢ kosullar1 olmak {izere
G, ={a,b,a+ b,a+ 2b,2a + 3b,3a + 5b,5a + 8b, - }
seklinde devam eden say1 dizisine Gibonacci say1 dizisi denir.
Literatiirde Genellestirilmis Fibonacci say1 dizisi olarak da bilinir. Fibonacci sayi dizisi ile

ayni rekiirans bagintisina sahiptir. Ancak Gibonacci say1 dizisinde baslangi¢ kosullari

farklidir. Genel ifadelerdir, bir bagka deyisle baslangi¢ kosullar1 keyfi degerlerdir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Baz Ozel Say1 Dizilerinin Polinomlari

Say1 dizilerinin polinomlart ile ilgili literatiirde pek ¢cok ¢alisma bulunmaktadir. Bir¢ok
yazar Fibonacci polinomlar1 ve Lucas polinomlarini incelemistir. Mesela E. Lucas 6nemli
bir¢cok sonuglar elde etmistir (Lucas, E., 1878). Zhang Wenpeng ve Yi Yuan F, (x) ile ilgili
bircok 6zdeslikler tanimlamislardir (Yuan, Y. & Zhang, W., 2002). Ilerleyen yillarda
Fibonacci ve Lucas sayilariin kuvvetlerinin toplamini, toplam sembolii altinda 6zdeslikler
ile ifade etmislerdir (Ozeki, K., 2008), (Prodinger, H., 2008).

Tanim 2.1.1 (Thomas, 2019) n > 2 ve baslangi¢ kosullar1 go(x) = 0 ve g, (x) = 1;

gn(x) = xgn—l(x) + gn-2(x)

seklinde olan rekiirans bagmntisma g, (x) = F, (x) Fibonacci Polinomu denir.
[1k birkag Fibonacci polinomlarini hesaplandiginda

n = 1i¢in

Fi(x) = xFo(x) + F_1(x)
=1

n = 2 igin ise F;(x) = 1 esitlinden yararlanarak

F,(x) = xF1(x) + Fo(x)

=X

elde edilir.

n = 3icin F;(x) = 1 ve F,(x) = x esitliklerinden yararlanarak

F3(x) = xF,(x) + F;(x)
=x?+1



elde edilir.

n = 4igin F3(x) = x%2 + 1 ve F,(x) = x esitliklerinden yararlanarak

Fy(x) = xF3(x) + F,(x)
=x(x?+1)+ x

=x3+2x

elde edilir. Tablo 4.’te ilk 10 Fibonacci polinomlar1 verilmistir, verilen rekiirans bagintisina

gore devam ettirilebilir.

Tablo 4. Fibonacci Polinomlar1

n Fy(x)

1 |1

2 |x

3 [x2+1

4 | x3+42x

5 [x*+3x%2+1

6 |x5+4x3+3x

7 |x®+5x*+6x2+1

8 | x7 +6x°+10x3+ 4x

9 | x®+7x%+15x*+10x2+1
10 | x4+ 8x7 + 21x5 + 20x3 + 5x

(Thomas, 2019)Fibonacci polinomlarini elde etmek i¢in alternatif formiil

=

n—i .
= (M)

i=0

seklinde verilir,
Ornek 2.1.2. n = 6 i¢in



10

= (o) ()=t + )+ ()

=1x®+5x*+6x%2+1

Burada ek olarak su soylenebilir: Elde edilen polinomun katsayilar1 toplami Fibonacci

sayisini verdigi goriilmektedir. Verilen 6rnege devam edildiginde aranan aslinda F,’dir. Elde

edilen [1]x® +[5]x* +[6]x2 +[1] bu polinomunun katsayilari toplamu

F, =[1]+[5]+[6]+[1] = 13

seklinde aranan F, Fibonacci sayismi verdigi goriiliir.
Sekil 1.’de de goriildiigii tizere Pascal tiggeninde sayilarin diyagonel toplamlar1 da (diagonel

sums) Fibonacci sayilarni verir. Ornek 2.1.2.” Sekil 2°de goriildiigii iizere F, = 13’tiir.

—
1
g 4
33— 8 4
i Sl S
Br— 55— 10— 0 & 1
13 4"'::Z:a"";:-f' "'_-___-____EH""-’J 5 6 1
14+ 21— 3 35 21 7
T _8— 28 56 70 5% 0 28 8 1
55 -'I'JI- 9 36 54 126 126 a4 a6 9 1

Sekil 1 Pascal Uggeni
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@-f"f 15 20 15 6 1
| 8 28 56 70 56 2% % ]

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Sekil 2 Pascal Ucgeninde F,

Teorem 2.1.3. (Azarian, 2012)

2l

=37

i=0

‘dir.

Mesela n = 5 i¢in F, = 8’dir. Teorem 2.1.3’¢ gore

YT
(=600 1)+

F¢ = 8 oldugu gortiliir. Bir bagka n degeri i¢in incelendiginde; 6rnegin n = 10 i¢in bilindigi

iizere F;; = 89. Teorem 2.1.3’e gore
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7l .
10 —i

F10+1=Z( i )

i=0
_ 10-0 10 -1 10— 2 10 -3 10 — 4 10—-5
=(To )+ )+ )+ ) )+
=14+9+28+35+15+1
= 89

Tamm 2.1.4 (Thomas, 2018) n = 2 ve baslangi¢ kosullar1 go(x) = 2 ve g, (x) = x;

gfn(x) = xgn—l(x) + gn-2(x)

seklinde olan rekiirans bagntisina g, (x) = L, (x) Lucas Polinomu denir.
IIk birka¢ Lucas polinomlarin1 hesaplanirsa; mesela n = 1 icin zaten baslangic kosulu
oldugu i¢in dogrudan L, (x) = x alinir.

n = 2 i¢in ise L;(x) = x esitlinden yararlanarak

Ly(x) = xLy(x) + Lo(x)
=x%+2

elde edilir.

n = 3ig¢in L;(x) = x ve L,(x) = x2 + 2 esitliklerinden yararlanarak

L3(x) = xL,(x) + L1 (x)

=x3 4 3x

elde edilir.

n = 4igin L,(x) = x? + 2 ve L3(x) = x3 + 3x esitliklerinden yararlanarak

Ly(x) = xL3(x) + Lp(x)
=x(x*+3x)+ x*+2
=x*+4x%+2
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elde edilir. Tablo 5’te ilk 10 Lucas polinomlar1 verilmistir, verilen rekiirans bagintisina gore

devam ettirilebilir.

Tablo 5 Lucas Polinomlari

n L, (x)

1 |x

2 | x*+2

3 | x3+3x

4 | x*+4x2+2

5 | x>+ 5x3+ 5x

6 | x°+6x*+9x%2+2

7 | x7 +7x5 + 14x3 + 7x

8 | x®+8x°+ 20x* + 16x% + 2
9 | x°+9x7 + 27x> + 30x3 + 9x
10 | x1° + 10x8 + 35x° + 50x* + 25x2 + 2

(Thomas, 2018) Lucas polinomlarini elde etmek i¢in alternatif formiil

2] .
L = Z n (Tl - l) xn—zi
"o Lan—i\ i
=0

seklinde verilir.

Mesela n = 6 i¢in

6 /6 6 /5 6 /4 6 /3
_2 64 2 4, 2 2,2 0
6(0)" +5(1>x +4(2)x +3<3)x

= 1x° 4 6x* +9x% + 2



14

elde edilir. Ly = 1x° + 6x* + 9x2 + 2 oldugu Tablo 5°de de goriilmektedir. Baska bir n

i¢in incelendiginde meselan = 9

9
9—1i

9
3l o
—1 ,
L":Z ( i )xHL
i=0

s+ 35 0)e 2 (07 +2(,)
“9\o/* Te\)* T7\2)¥ Te\3)* T5\4)”

=x°4+9x7 +27x°% + 30x3 + 9x

Burada da ek olarak su sOylenebilir: Elde edilen polinomun katsayilari toplami Lucas

sayisint verir. Verilen 6rnege devam edilecek olursa aranan aslinda Ly ’dir. Elde edilen

[1]x° +[9]x” +[27]x® +[30]x3 + [9]x bu polinomunun katsayilar1 toplami

Lo = [1]+[9]+[27] +[30] +[9] = 76

seklinde aranan L Lucas sayismi verdigi gézlemlenir. Sekil 3.’te de goriilmektedir.

194 7 20736725 11 2

291 827750 55 36 13 2

a7¥ 9735 77105 91 49 15 2
g1 10 44 112 182 196 140 64 17 2

Sekil 3 Lucas Sayilar1

2.2. Gibonacci Sayi Dizisi

Fibonacci say1 dizisinin rekiirans bagmntisini saglayan ancak keyfi baslangic kosullar1

olan say1 dizisi incelenecektir. Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin 6zellikleri ele alinacaktir.
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A. T. Benjamin ve J. J. Quinn tarafindan ortaya atilan, bilindigi iizere G, = a,G, = b

baslangi¢ kosullar1

Gn = Gn—l + Gn_z,n = 3 lg:ln

olan say1 dizisi Gibonacci {G,} say1 dizisidir. (Benjamin, A. T. & Quinn, J. J., 2003)

Gibonacci say1 dizisini karakterize eden teoremler ele alinacaktir. Oncelikle dizinin daha
onceki ¢alismalardan elde edilen temel ve en ¢ok bilinen 6zdesliklerinden bahsedilecektir.

Simdi Gibonacci say1 dizisinin birkag adimi su sekildedir:

Gs=G,+G,=b+a
G,=Gs+G,=2b+a
Gs=G,+Gs=3b+2a
Gy =Gs+G,=5b+3a
G, =Gy + Gs = 8b + 5a
Gs =G, +Gs=13b +8a
Gy = Gg+ G, =21b + 13a
Gyo = Go + Gg = 34b + 21a

dikkat edilirse a ve b’nin katsayilar1 ardisik olarak Fibonacci sayilar1 oldugu goriiliir.

Teorem 2.2 1. (Thomas, 2018) Gibonacci say1 dizi {G,,} ve n = 3 i¢in

Gp = aFy_ + bFy 1)

‘dir.

Ispat: n = 1 icin incelendiginde

Gl :aF1_2+bF1_1
:aF_1+bFO

=a
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burada negatif indisli Fibonacci sayilarmi F_,, = (—1)"*1E, 6zdesliginden faydalanilarak

F_;=(D"'F
=1

elde edilir. Dolayisiyla G; = a olarak elde edildi.

n = 2 i¢in bakildigina

GZ = an_z + bFZ—l
= aFO + bF1
=b

elde edilir ve sonuglar dogrudur. Her k > 3 igin

Gk = aFk_Z + ka—llk >3

ifadesi dogru olsun. Burada son incelenmesi gereken durum k + 1 i¢in dogru olup olmadigi

durumudur. Klasik tanimdan ilerlendiginde

Grer = G + Gy
= (aFy_, + bFy_1) + (aFy_3 + bFy_;)

=a (Fy_p + Fi—3) + b (Fy—1 + Fx_3)
Fr—1 Fy

= aFk_l + ka

0 halde tiimevarim ilkesine gére ispat tamamlanmus olur.

Teorem 2.2.2. Gibonacci sayi dizi {G,,} olmak tizere

n
Z Grts = Gniksz — Graz
s=1

‘dir.
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Ispat: n = 1 icin

1
§ Gres = Griks2 — Gisz
s=1

sag taraf

Gisk+z — Graz = Gy — Graz = (Graz + Grgr) — Grgo = Gy

elde edilir. Sag taraf ve sol tarafin esitligi kolaylikla goriilmektedir. n = m i¢in

m
Z Grss = Gmak+2 — Giaz
s=1

ifadesi dogru olsun. O halde n = m + 1 igin dogru olup olmadigi incelenmelidir. Sol taraf

m+1 m
z Gres = (Z Gk+s) + Grim+1
s=1 s=1

= (Gmyk+2 — Gk+2) + Grim+1
= (Gm+k+2 + Gk+m+1) - Gk+2

= (Gm+k+3) = Gr+2
‘dir. Dolayisiyla

m+1

Z Gres = (Gm+k+3) — Gyy2

s=1
‘dir. Bu da tam olarak:

m+1

z Gres = G(m+1)+k+2 — Gy

s=1
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esitti. Yani n =m+ 1 i¢in de dogrudur. Boylece tim n € N i¢in ispatlanis olur.

Tiimevarim ilkesine gore ispat tamamlanmistir.

2.3.  Ozel Gibonacci Iliskisi ve Genellestirilmesi

A. F. Horadam 1960'larda Fibonacci dizisinin genel halleri olan, yani ayni tiirde bir
lineer rekiirans iliskisi ile tanimlanan dizileri sistematik bi¢imde incelemis ve Onemli
katkilarda bulunmustur (Horadam, 1961). Onun ¢alismalar1 Horadam Dizileri olarak da
bilinir ve Gibonacci dizilerini kapsar. Bu boliimde Gibonacci say1 dizisinin daha ¢ok {izerine
durulacaktir. Fibonacci rekiiransinin genellestirilmesi sonucu olusan 6zgiin bir Gibonacci
say1 dizisi ¢alistilar (Deger, A. H. & Koroglu, T., 2021). Bu Gibonacci say1 dizisinde
baslangi¢ kosullarini 6zel olarak Fibonacci say1 dizisinin bazi terimleri kullanilarak 6zgiin
bazi1 sonuglar elde ettiler. Fibonacci say1 dizisinin ¢ift indisli terimlerini, Gibonacci rekiirans
bagmtisinda baslangi¢c kosullar1 olarak kullanilarak, Binet formiiliine benzer bir formiil
urettiler.

G, = F,, ve G, = F,, ., baslangi¢ kosullar1 olmak iizere

3V5 1 1 5 1++5)"
Gmn =\ \70 32/ Fn T |5~ 10 ) Fone >

V5 1\/ 1++5 1-v5\"
(E‘FE)(— > F2n+F2n+2>< > >

ve

3V5 1 1 5 1+v5\"
tm=\\T0 "2)t*\2710) e )\ T2

H (B 3) (- bt ) ) (55

10 " 2 2 2

seklindedir.
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Bu 6zdesliklere alternatifi olarak

G, = (FZn ; i2n+1 .3) am 4+ (F2n+1 a—Fpp

0zdesligi verilebilir.
Ispat: Gibonacci klasik rekiirans bagmtisinda ve (1) denklemi ile birleserek yerine
yazildiginda

Gn =Gm1+ Gz = aFy o+ bFpy 4

Burada bulunan a ve b degerleri sirasiyla G,,ve G,’dir, yani baslangi¢ kosullaridir. Yerine

yazildiginda;
G = FonFin—2 + Foni2Fin (2)
elde edilir. Bu rekiirans iliskisinin karakteristik denklemi ise
x2—x—-1=0

‘dir ve bu karakteristik denklemin kokleri ise

1445
T2
145
)
‘dir. Buradan genel ¢6ziim
Gn = Aa™ + Bp™ (3)

seklinde elde edilir. Sirastyla m = 1,m = 2 i¢in yerine yazildiginda 6zel olarak alman

baslangi¢ kosullar1 oldugu goriiliir:
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Glea+Bﬁ=F2n (4)
G, = Aa’® + Bf? = Fnyo (5)

yani G; = F,, Ve G, = Fyp45. (4) ve (5) denklemlerinden 4, B elde edilmelidir. Oncelikle

1445

@ 2

ve

ve

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla (5) denkleminde yerine yazildiginda

A(1+a)+B(1+ﬁ):F2n+2
A+Aa+B+Bﬁ:F2n+2

(4) denklemi ile toparlanacak olursa

A+B+Aa+Bﬁ:F2n+2
N

Fon
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A+B +F21’l == F2n+2

A+ B = Fpnyp — Fon (6)
elde edilen (6) denklemi i¢in klasik Fibonnaci rekiirans bagmntisi yerine olan
Fonsz2 — Fan = Faniq

ifade (6) denkleminde yerine yazildiginda

A+B=Fy,, (7

denklemine doniigiir. Buradan B = F,,,; — A elde edilir. Bu da (4) denkleminde yerine

yazildiginda;

Aa + (Fapy1 —A)B = Fop
Aa + Fyniqf — AB = Fap
Ala = B) = Fpp — Fonsaf

sekline getirilir. Bilindigi iizere &« — B = v/5°dir, yerine yazilirsa

A(a_,B):FZn_FZn+1.B

V5
_ FZn - F2n+1.8
A =2 2antil
V5
1-+5
FZn - F2n+1 <T>
A=
V5
elde edilir. (7) denkleminde yerine yazildiginda
1-+5
FZn - F2n+1 (T)
+ B = Fony

V5
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olur ve B gerekli tiim igslemler sonras1 yalniz birakildiginda

1++5
Fonst (T) — Fon

b= NG

olur. Son olarak A, B elde edildiginden (3) denkleminde yerine yazilirsa;

(59 [rea(259)-r)

S S

elde edilmis olur. Diizenlenecek olursa

Fon = Fonia B Fopnyr @ — Fap
o (s (i e

veya

FZn_F2n+1.B F2n+1a_F2n
oo (e (5

olarak genellestirilir.

(8)

(9)

Ornek 2.3.1: n = 2 i¢in ele alindiginda G, = F,, G, = F4 baslangic kosullar1 olmak iizere

G5 kagtir?

I. Yol: Bilindigi f{izere G;=G6G;+G,=F,+F;,=3+8=11 olarak dogrudan

gbzlemlenebilir.

Il. Yol: (2) denkleminde yerine yazildiginda

Gm = G1Fp_y + GoFp 4
Gm = FonFm—2 + FonyoFm_q
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buradan

63=F4F1+F6F2=3*1+8*1=11

elde edilir

I11. Yol: Verilen G, genellestirmesi m = 3 igin (8) denkleminde degerler yerine yazilsin, o
halde

_ 2 2 —

= NG (2 ++5) + NG V5)
1 5 -1 5

= ﬁ+§>(2+\/§)+(ﬁ§+§>(2_\/§)

1,1 o 5 1 5V5

B A RN - R

=11

Gergekten de (8) denkleminde verilen m = 3 ve n = 2 degerleri igin, yerine yazildiginda
G5 = 11 elde edilir.
Ornek 2.3.2: G, = F,,,, G, = F,,,, baslangic kosullar1 olmak iizere n = 7 i¢in G5 kactir?

Gm = G1Fp_y + GoFp 4
Gm = FonFm—2 + FonyoFm_q
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buradan
GS - F14F3 + F16F4 - 377 * 2 + 987 * 3 - 3715

elde edilir. (8) denkleminde verilen degerler yerine yazildiginda

Gs = (%) o5+ (%) gs

(f(f)) e, [ (f)) e
(
\

=(%305)(%%*(_?752”05)(%‘%

_792 a0, 3355 1525V5 792 + 180 4+ 3355 15255
245 2 2 25 2 2
= 3715

gercekten de (8) denkleminde verilen n = 7 ve m = 5 degerleri i¢in, yerine yazildiginda da
Gs = 3715 elde edilir.

Ornek 2.3.1 ve Ornek 2.3.2.’te bahsi gegen bulgular, Maple™ 17 ortamimda metodolojik bir
yaklasim ile hesaplama prosediirlerinin diizenli bir sekilde uygulanmasi sonucunda elde
edilebilir. Ozetlemek gerekirse Maple™ 17 programinda biitiin hesaplama adimlart titizlikle
uygulanarak algoritmalar araciligiyla ayni neticeye ulagilabilir. Burada ilk olarak yapilmasi
gereken is Fibonacci say1 dizisini tanimlanip, ardindan verilen G,, genellestirmesini
Maple™ 17 programinda tanimlamaktir. Son olarak Ornek 2.3.1 ve Ornek 2.3.2. igin
denenip, sonuglar1 karsilagtirmaktir. Maple™ 17 programindaki kod akisi su sekildedir:

> restart;
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> fibonacci:= proc(n)
local a, b, i, temp;
a:=0;

b:=1;

if n=0 then return a;
end if;

if n=1 then return b;
end if;

for i from 2 to n do
temp := a+b;

a:=b;

b:= temp;

end do;

return b;

end proc:

> F_2n:= proc(n)

return fibonacci (2*n) ;
end proc:

> F_2nl:= proc(n)

return fibonacci (2*n+l) ;
end proc:

> F _2n2:= proc(n)

return fibonacci (2*n+2) ;
end proc:

> alpha:= (l+sqrt(5))/2;
beta:= (l-sqrt(5))/2;

1

S Vs
1

S Vs
>G[m] :=(m,n) ->G[m]=((F_2n(n) -

(E_2n1(n))*beta)/sqrt(5))*(alpha)Am +(((F_2nl1 (n)) * (alpha) -
(F_2n(n)))/sqrt(5)) * (beta) *m;
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m

(F 2n(n) — F 2nl(n) B) o
J5
(F 2nl(n) o.—F 2n(n)) B

J5

G,=(mn)—>G, =

m

+

> G[m] (3,2) ;

_l(1. 5 1l sY (L
Gy =~ (2+2ﬁjﬁ(2+2ﬁ) +5( 5
5 11 3
P E (3 -5 )
> simplify(G[m] (3,2));
G3=11
> simplify(G[m] (5,7));
G =3715

Benzer sekilde Gibonacci sayi dizisinde baslangi¢ kosullarini 6zel olarak bu defa Lucas say1
dizisinin baz1 terimleri kullanilarak 6zgiin baz1 sonuglar elde edildi. Lucas say1 dizisinin ¢ift
indisli terimlerini, Gibonacci rekiirans bagintisinda baslangi¢ kosullar1 olarak kullanilarak,

Binet formiiliine benzer bir formiil de su sekildedir:
G, = Ly, Ve G, = Ly, baslangic kosullar1 olmak {izere;

Lyn = Lon+s ,3] am 4+ [L2n+1 a— Ly

n = [ V5

Je"

‘dir.

Ispat: Gibonacci klasik rekiirans bagntis1 ve (1) denklemi ile birleserek yerine yazildiginda

Gn = Gp1+Gm—z =aFy 3 +bFy (20)
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elde edilir. Burada bulunan a ve b degerleri sirasiyla G,,G,’dir. Yerine yazildiginda;

Gm = LonFrm—2 + LonioFinog

elde edilir. Bu rekiirans iliskisinin karakteristik denklemi ise

x2—x—1=0

‘dir ve bu karakteristik denklemin kokleri ise

_1+45

Y &
1-+/5

b=—

‘dir. Buradan genel ¢6ziim (3) denkleminde oldugu gibi

Gm = Ca™ + DB™ (11)

‘dir. Srrasiyla m = 1, m = 2 i¢in 6zel olarak alinan baslangi¢ kosullaridir, yani G; = L,,, ve

Gy = Lans

Gl = CO{ + Dﬁ = LG (12)
G, =Ca?+DB% =Ly, (13)

(12) ve (13) denklemlerinden C, D elde edilmelidir. Oncelikle

_1++5
2

a

ve
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. (1+V8) 3445 1++5

seklinde yazilabilecegi bilinmektedir. Benzer sekilde

ve

seklinde yazilabilecegi bilinmektedir. Dolayisiyla (13) denkleminde yerine yazildiginda

C(l +a)+D(1+ﬁ) = L2n+2
C+Ca+D+Dﬁ=L2n+2

(12) denkleminden hareketle toparlanacak olursa

C+D+Ca+Dﬁ:L2n+2

Lan

C4+D=Lyyy— Ly, (14)

elde edilir. Lucas rekiirans bagintis1 yerine yazilabilir. Yani

Lontz — Lap = Lopyq

(14) denkleminde yerine yazildiginda

C+D =Ly (15)
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denklemine doniisiir. Buradan D = L,,,, — C elde edilir. Bu da (12) denkleminde yerine

yazildiginda;

Ca+ (Lans1 —C)B = Loy
Ca+ Ly —CB =Lay
C(a — ,3) = Lap — Lopni1P

sekline getirildi. Bilindigi iizere @ — f = V/5 tir, yerine yazilirsa

C(a—=pB) =Ly, —Ly1f
V5

C\/§ = Lyp — L2n+1.3

LZn - L2n+1.8

‘ST

elde edilir. Son olarak diizenlenirse

1—+5
LZn - L2n+1 <T>

V5

C =

seklinde bulunur. (15) denkleminde yerine yazilirsa ve D yalniz birakilirsa

1-+5
LZn - L2n+1 <T>

V5

+D = Ljnsq

ve D gerekli tiim islemler sonra yalniz birakilirsa

1++/5
L2n+1 (T) - L2n

b= 75

elde edilmis olur. Nihayetinde C, D elde edildiginden (11) denkleminde yerine yazilirsa;
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elde edilmis olur. Diizenlenecek olursak

G, = (LG — Lon4s .3) am 4+ (L2n+1 a— Ly,

- - )gm (16)

olarak genellestirilir.

Ornek 2.3.3:G; = Ly, G, = L,,,, baslangi¢c kosullar1 olmak iizere ve n = 2 igin ele

alindiginda G5 kactir?

l.Yol:
G = G1Fpy_y + GyF,_4
Gm = LonFim-2 + Lons2Fm—1
buradan
Gy =L,Fy +LsF, =7+1+18%1=25
elde edilir.

(16) denklemi ele alinsin, o halde

G3=(L4_L5ﬁ>a3+(L5a_L4>ﬁ3

V5 V5
(r-ud <1+v§>3+ 11 A5 s <1-¢§>3
_ = : z ’
,_11-11V5 11+11V5
- —=2 2+V5) +| —2—— |2 - V5)
N NG
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11
(2\/_ )(2+\/_)+( )(2—\/3)
3 3 14 11V5 3 3 115
SETet Tt
=25

Gergekten de (16) denkleminde verilen n = 2 ve m = 3 degerleri i¢in G; = 25 elde edildigi

gozlemlenir.

Ornek 2.3.4: Baslangi¢ kosullar1 sirasiyla G; = L4y, G, = Ly, i¢in G kactr?

G37 = LapF35 + LasF3e

— (599074578)(9227465) + (1568397607)(14930352)
= 5527939700884770 + 23416728348467664

= 28944668049352434

elde edilir. Simdi bu sonug ile verilen 6zdesligin esitligi kiyaslanacaktir. (16) denkleminde

yazilacak olursa

N5 Vs
1-+5 \
) |/599074578 969323029( . > |<1+\/§>37
\ K S
969323029 (X +2\/§ 37

+

) — 599074578 <1 — \/§>

NG 2



/599074578 — 969323029

(1—\/§
= |

2 )\I (54018521 + 24157817\/§>

\ " 2
1++/5
969323029 (—%—) — 599074578 (54018521 - 24157817\/§>
+
NG 2
= 28944668049352434

elde edilir. Maple™ 17 programu araciligiyla gergeklestirilen hesaplamalar sonucunda elde
edilen veriler Sekil 4. Maple™ 17 Kodlari’nda sunulmustur. Sekil 4. incelendiginde, ayni

sonuca ulasildigi agik¢a gozlemlenmektedir.

:> restart;
> L:= procin)
Af n=0 then 2
elif n=1 then 1
else L(n-1) + L(n-2)
end Af;
end proc:
> L 2n:= procin)
return L(2%n):
> end proc:
> L 2al:= proc(n)
return L(2%n+l);
L. end proc:
[> L_2n2:= proc(n)
return L(2%n+2):
end proo:
> alpha:= (leagre(5))/2;

Q== 4+=yS m
> beta:= (l-sqgrt(5))/2:
Py )

L 2 2
> Gim)i=(m,n)~> Gim] =((L 2n(n)~(L 2nl(n))*beta) /eqrt(5))* (alpha)”n

+({(L_2n1(n))* (alpha) - (L _2n(n)))7sqrt(5))* (beta) *m
L 2nim) { :nl./l‘“)(l‘ (L nlinyax~L Jnin |H”

- — —
5 S
¥

(L))

G mn s
> simplify(Gim] (3,2));
G, =125 “

> simplify(Gim) (37,21));
G, = 2XM6680493524 34 5

Sekil 4 Maple™ 17 Kodlar1

A. H. Deger ve T. Kéroghu’nun Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin ¢ift indisli terimlerinden
elde ettikleri kapali formiil bu alandaki giincel ve 6nemli ¢caligmalardan birisidir. Literatiirde

Gibonacci sayi dizisi lizerine yapilan bir¢ok farkl kapali formiillerde mevcuttur.
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Onerme 2.3.5: (Deger, A. H. & Kéroglu, T., 2021) G, = F,,, ve G, = F,,,, baslangi¢

kosullar1 olmak tizere

3V5 1 1 5 -
Gn=\\70 ~3)Fnt\5 10 ) Fon+2 |
35 1 1 V5 -
~T0 "7t |5t 1) Fanez |B

‘dir.
Ispat:

G, = Aa + BB = Fy,
Gy = Aa® + BB?* = Fyn.y

oldugu bildiginden G, esitligini B2, G, esitligini de S ile carpilirsa

Aaf? + BBS* = F,,?
Aa’B + BB*B = Fyniof

elde edilir. Ardindan G, — %G, islemi uygulandiginda;

A(a?B — aB?) = Fani2f — F2nf8?
A= Fons2B — FZn.B2

~ (@*p—ap?)
_ F2n+2,8 - FZn(.B + 1)
= IB—a
_F2n+2,B_F2n,B_F2n
= IB—a

(1_2—\/§)F2n+2 - (1_2—\/§)F2n - FZn

5
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A5, - A 4 1R,
- 5
1-+5 3-45

CSD sz = C D Fon

—/5

duzenlenecek olursa;

‘dir. Yani;

_ 1[({1-+5 3—+5
BN (T) Fonia — <T> Fan
_(_1—\/§>F +<3—\/§>
- 2\/§ 2n+2 2\/§

3vV5 -5 V5-5

3v5 1 V5 1
= (T y 5) Fon — <E 3 5) Foniz

3v5 1 1
A=|—"—-Z|F,+|=-
10 2 2

olarak elde edilir. B ise

G, = Aa? + BB? = Fyp4p
Al +1)+B(B + 1) = Fypys
Aa+A+BB+B=F,.y
Aa+BB+A+B=F,,.,

Fon

V5
10

Fan

>F2n+2
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s (35 1), 1 V5) .
- 10 2 2n+ 2+10 2n+2

seklinde elde edilir. Son olarak G,, = Aa™ + Bf™’de yerine yazilirsa

3v5 1 1 +5
Gm =\ 70 ~3)Fn T |5~ 10 ) Fons2

3V5 1 1 V5 m
+ K—W - E) Faon + <§ + E) an+zl B

am

elde edilir.
Ornek 2.3.1 ve Ornek 2.3.2°de denendiginde ayn1 sonuglari verdigi goriiliir. Maple™ 17
programu {lizerinde incelendiginde de ayni sonuclar gézlemlenir. Maple™ 17 programi igin

kodlar1 su sekildedir:

> restart;

> fibonacci:= proc(n)

local a, b, i, temp;

a:=0;

b:=1;

if n=0 then return a; end if;
if n=1 then return b; end if;
for i from 2 to n do

temp := a+t+b;

a:=b;

b:= temp;

end do;

return b;

end proc:

> F _2n:= proc(n)

return fibonacci (2*n) ;

end proc:

> F_2nl:= proc(n)
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return fibonacci (2*n+1) ;
end proc:

> F_2n2:= proc(n)

return fibonacci (2*n+2) ;

end proc:

> G[m]:=(m,n)-> G[m] =(((3*sqrt(5)/10 -1/2)*F 2n(n)+(1/2
sqrt(5) /10) * (F_2n2(n)))) * (alpha) “m +(((-3*sqgrt(5)/10
1/2)*F 2n(n))+((1/2 + sqrt(5)/10)*F_2n2(n))) * (beta) “m;

G, (”%”)—*Gﬁ::([i%‘J__—-%r)IZQn(n)+—[%T
0 5 |2 " 4 (55 VF =) P2t
+[%~+faJ?)quun)W

11
a:—z + 2\f§
> beta:= (l-sqrt(5))/2;
11
B=g = V5
> simplify(G[m] (3,2));
G3 =11
> simplify(G[m] (5,7));
G5=3715

Onerme 2.3.6: G; = L,, Ve G, = L,,, baslangic kosullar1 olmak iizere
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. - 3vV5 1 . 1 \/EL m
m — 10 2 21’l+ 2 10 2n+2 ¢4

3v5 1 1 V5 .
~T0 "7 )L T\t g ) Lensz |B
‘dir.
Ispat: Onerme 2.3.5 ispatma benzer yontemlerle kolaylikla gergeklestirilebilir.

Onerme 2.3.7: G, = F,,,,, Ve G, = F,,,.5 baslangic kosullar1 olmak iizere

3v5 1 1 5 m
Gm =\ |70 3/ Foner T (5 =7 ) Fonss | @

3v5 1 1 5 m
~q0 3/ H 5t ) Fonses | B

‘dir.
Ispat: G,, = Ka™ + SB™ ifadesinden yola cikilarak

Gy =Ka+SB = Fappa
G, = Ka? + SB? = Fypys

oldugu bildiginden G, esitligini B2, G, esitligini de B ile garpilirsa

KaB? + SBB* = Fypieff?
Ka?B + SB*B = Fznysf

elde edilir. Ardindan G, — %G, islemi uygulandiginda;

K(a?B — aB?) = Fypi3ff — Foni1f?

K = FonyaB — F21‘L+1,[’)2
- (@B-ap?)
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— F2n+3,8 - F2n+1(:8 + 1)

p—a

_ F2n+3ﬁ - F2n+1.8 - FZn
_ o
A - A~ P
- -5

(1_T£)F2n+3 - (1—2_\/§ + DFoniq
- -5

A - A
- Vs

duzenlenecek olursa;

1[/1-+5 3—+5
\/—< 2 >F2n+3_< 2 >F2nl
3-+5
( > 2n+3 T <2—\/§> Fonta
V55
< 2n+1 <T> F2n+3

3v5 1 V5 1
<_0__> 2n+1 <10 2> F2n+3

‘dir. Yani;

3V5 1 1 5
=70 ~2/)Fer T (51 ) Fonss

olarak elde edilir. S ise

G, = Ka® + SB? = Fypy3
Kla+1)+S(B+1) =Fypys
Ka+K+Sﬁ+B :FZTL+3
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Ka+SB+K+S=Fyps

Fan+1

3v5 1 1 5
S= 0 "2 Fone1 +| 5+ Fonis

elde edilir. Son olarak G,, = Ka™ + SB™’de yerine yazilirsa

3v5 1 1 +/5
Gy = K_ - _> Fopyr + <_ & _> F2n+3l a™
10 2 2 10

3vV5 1 1 V5 .
+ K—W - E) Fonyr + <§ + E) F2n+3l B

elde edilir.
Dijital ortamda yani daha 6nce de kullanilan Maple™ 17 programu iizerinde Onerme 2.3.7

tamimlanip, birka¢ 6rnek ile incelendiginde de gergek sonuglar gézlemlenir. Kodlar1 su

sekildedir:

> restart;
> fibonacci:= proc(n)
local a, b, i, temp;
a:=0;
b:=1;
if n=0 then return a;
end if;
if n=1 then return b;
end if;
for i from 2 to n do
temp := a+b;
a:=b;

b:= temp;
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end do;
return b;
end proc:
> F_2nl:= proc(n)
return fibonacci (2*n+1) ;
end proc:
> F_2n3:= proc(n)
return fibonacci (2*n+3) ;
end proc:
> alpha:= (l+sqrt(5))/2;
beta:= (l1-sqrt(5))/2;

—

1

N|~ to|~
[\®]

[\

> G[m] :=(m,n)-> G[m] = ((3*sqrt(5)/10 -1/2)*F_2nl(n)+(1/2-
sgrt (5) /10) *F _2n3(n))* (alpha)“m +((-3*sqrt(5)/10 -
1/2)*F _2nl(n)+(1/2+ sqrt(5)/10)*F_2n3(n)) * (beta) *m;

> G[m] (3,5) ;

[\)
B
N—
W
VRS
I

_
m‘\,

+

~J

[\S]
N—
VRS

(57
_%5)3

> simplify (G[m] (3,5));
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G, =322

> simplify (G[m] (5,7));

G5 =6011

Maple™ 17 program dilinde yapilan o6rnekler igerisinde m = 3,n = 5 i¢in sonucun 322
oldugu gozlemlenmistir. Gergekten de G; = F,,5,1 = F11 =89, G, = Fy,5,3 = F;3 = 233
ve buradan G; = G; + G, = 89 + 233 = 322°dir. Benzer sekilde m =5n =7 i¢in
sonucun 6011 oldugu goézlemlenmistir. Baslangi¢c kosullar1 olarak G, = Fy,741 = Fi5 =
610 ve G, = F,,7,3 = F;; = 1597 sekilde alinmistir. Tablo 6 Maple™ 17 6rnegine gore de
5. Terim 6011 oldugu goriilmektedir.

Tablo 6 Maple™ 17 Ornegi

m G

1 610
2 1597
3 2207
4 3804
5 6011

Onerme2.3.8: G; = L,p,41 V€ Gy = Ly,.3 baslangi¢ kosullar1 olmak iizere

G, = <L2n+1 — Lynso ﬁ) o™+ (L2n+2 a@— Lynyq

7 o)

‘dir.
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Ornek 2.3.9: n = —5 i¢gin ele alindiginda G, = L_o, G, = L_, baslangi¢ kosullar1 olmak
lizere G kagtir?

Onerme 2.3.8."den faydalanmak gerekirse

6 = (2t B s 4 (B2 L) s

Tablo 7. Baz1 G,,, degerleri

m G

1 -76
2 -29
3 -105
4 -134
5 —-239

Sonu¢ 2.3.10: (Deger, A. H. & Koroglu, T., 2021) n > 1 i¢in

m
Z Gi = Gmaz — Fanyo

=1

‘dir.
Ispat:

m
Gi= ) Gz = Gia) = (63— G+ (Go = G) +++ Gz = Gynar)
i=1
Gm+2 - GZ

i
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= Gmyz2 — Fonsz

2.4. Yeni Bir Rekiirans Bagintisi

Bu boliimde, su ana kadar ele alinan genellestirmelerden tamamen bagimsiz, yeni bir
rekiirans bagmtisi tanitilacaktir. Bu bagmtinin ¢oziimii ve elde edilen sonuglar ayrintili
olarak sunulacaktir. Boylece, ilgili problemlere farkli, bir ¢6ziim perspektifi kazandirilmasi
hedeflenmektedir.

Ky = 1 baslangic kosulu olmak tizere
K = 9K;_1 + 65 (17)
yeni rekiirans bagintisidir. Bu rekiiransa gore say1 dizisinin ilk birka¢ adimi
s=1=>K,=9K;_1+6*x1=9K,+6 =15
s=2>K,=9K, 1 +6*2=9K, +12 = 147

s=3=Ks=9Ks_, +6%3=9K,+ 18 = 1341
s=4=K,=9K, , + 64 = 9K, + 24 = 12093

seklinde devam eder.
(17) denklemi lineer rekiirans bagmtisi oldugu i¢in genel ¢6ziimii kolaylikla elde edilir.
Burada genel ¢oziimiinii bulmak i¢in homojen kismimn ¢6ziimi ve 0zel ¢oziimden

faydalanilir. Bu iki ¢6ziimii toplayarak genel ¢oziim elde edilir. O halde (17) denkleminin
K& = A9s
homojen kisminin ¢ozlimiidiir.

kP =Bs+cC
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0zel ¢oziim olarak alinabilir. Buradan A, B ve C bas katsayilar1 bulunarak genel ¢oziim

yazilir. (17) denkleminde 6zel ¢6ziim yerine yazilirsa

K,=9K,_{+65s=>Bs+(C=9(B(s—1)+C) + 6s
Bs+ C =9Bs —9B +9C + 6s

burada s terimleri:

B=9B+6
B = 3
4
elde edilir. Sabit terimlerden de:
C =-9B+9C

3
C=-9(—-)+9C
-+
C=——
32

elde edilir. Genel ¢6ziim ise

K =KW + kP = 495 + Bs + C

seklini alir. Buradan A, baslangi¢ kosulu olan K, = 1 genel ¢oziimde yerine yazildiginda

elde edilir. O halde

27
1:14—5
59

4=3

‘dir. Genel ¢ozlim ise
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59 3 27
G _ s
KO =2Zgs _Zg_Z2°
s 7327 7145732

‘dir. (17) denkleminin genel ¢oziimiidiir. Bu sekilde de hesaplamalar yapilabilir ki yine ayn1
verilere sahip olunacaktir.

Sonug 2.4.1: (17) denklemi

S
Ky =9°+ 62 m9s~m

m=1
‘dir.
Ispat: s = 1 icin
0
K0=9°+6Zm95‘m=1

m=1

baslangi¢ dogrudur. s = n i¢in dogru olsun o zaman

n
Kp=9"+6 Z mon-m

m=1
‘dir. Varsayim bu sekilde. Son olarak s = n + 1 i¢in incelenecek olursa

n+1

Kn+1 — 9n+1 + 6 Z m9n+1—m

m=1

rekiirans bagintismi yani K,,; = 9K, + 6(n+ 1) kullanip, varsayim ile Dbirlikte

yazilacaktir. Yani;

n
Kppq =9 (9" +6 Z m9"—m) +6(n+1)

m=1
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n
—ontl 4 g z MmO 4 6(n + 1)
m=1

n

= gn+1 + 6( monti-m + (Tl + 1)9(n+1)—(n+1)>

m=1

n+1
— 9n+1 +6 (Z m9n+1—m)
m=1

olur. Diizenlenecek olursa

n+1
Kn+1 — 9n+1 +6 (z m9n+1—m>

m=1

dir. Tim s = 0 i¢in

N
K;=9°+6 Z m9s~m

m=1

dogrudur. Tiimevarim ilkesi geregi ispat tamamlanmustir.



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu ¢aligmada dncelikle Fibonacci, Lucas ve Gibonacci say1 dizilerine ait tanimlar ve
temel teoremler sunulmus; bu say1 dizileri lizerine literatiirde yapilmig cesitli ¢aligmalar
incelenmistir. Bu baglamda, s6z konusu dizilere iligkin 6nemli 6zellikler ve aralarindaki
iliskiler ortaya konmustur. Ozellikle, bu dizilere ait Binet formiilleri ve bazi toplama
formiilleri ayrmntili bicimde degerlendirilmistir.

Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin polinom temsilleri analiz edilerek yapisal
ozellikleri ortaya konmus, daha sonra ¢alismanin esas odak noktasi olan Gibonacci say1
dizisine gecilmistir. Gibonacci dizisi 6zel baslangi¢ kosullar1 altinda genellestirilmis ve bu
genellestirme {izerine yeni bir yaklasim gelistirilmistir. Ayrica, alternatif bir hesaplama
yontemi Onerilmis ve bu yontem ¢esitli 6rnekler iizerinde uygulanarak degerlendirilmistir.

Calismada elde edilen sonuglar, Maple™ 17 yazilim ortaminda test edilmis ve teorik
olarak elde edilen formiillerin dogrulugu bilgisayar destekli hesaplamalarla teyit edilmistir.
aziliminda test edilmis ve teorik hesaplamalar ile yazilim ¢iktilarmin uyumlu oldugu
gozlemlenmistir Ayrica Gibonacci dizisinin toplam sembolii kullanilarak nasil ifade
edilebilecegi gosterilmis ve bu yaklasimin sundugu avantajlar gosterilmistir. Bu bulgular,
Gibonacci sayr dizisinin hem teorik hem de uygulamali matematik acisindan tasidigi

potansiyeli ortaya koymaktadir.



1)

2)

3)

4)

5)

4. SONUCLAR

Benzer temellere dayanan ancak farkli bir yaklagimla Gibonacci dizisine iliskin

alternatif bir formiil ortaya koyulmustur.

Gibonacci say1 dizisinin baslangi¢ kosullarmi farkli sekillerde baslangic ele alarak

benzer yaklasimla alternatif bir formiil ortaya koyulmustur.

Verilen alternatif ¢éziimler 6rnekler {izerinde de incelenmistir.

Verilen genel ¢oziimlerin literatiirle iliskisi incelenmistir.

Teorem ve dnermelerin bazi 6rneklerle uygulamasi verilmistir.



5. ONERILER

Yiiksek tezi olarak sunulan bu ¢alismada, keyfi baslangi¢ kosullar1 secilerek say1
dizileri genellestirilmeye calisilmistir. Bu tez konusu ile ¢alisma yapmak isteyecek
aragtirmacilara ve uygulayicilara iletilmek istenen oneriler asagidaki gibi belirtilmistir:
e Bu caligmada elde edilen genellestirmelerin diger say1 diziler (Pell, Pell-Lucas,
Tribonacci, Jacobsthal vs.) i¢in gecerli olup olmadigi arastirilabilir.

e Ornekler i¢in daha bilyiik verilere ulasilmak istenildiginde matematik
programlarindan yararlanilabilir. Dijital ortamda istenilen verileri elde etmek i¢in
Python, Matlab gibi matematik programlarindan da, gerekli algoritmalar

aracilifiyla veriler daha hizli elde edilebilir.



6. KAYNAKLAR

Azarian, M. K. (2012). Fibonacci ldentities as Binomial Sums. Int. J. Contemp. Math.
Sciences, 7, s. 1871-1876.

Benjamin, A. T. & Quinn, J. J. (2003). Proofs that really count: the art of combinatorial
proof.

Deger, A. H. & Koroglu, T. (2021). Gibonacci Number Sequences Created with Fibonacci
and Lucas Sequences and Their Properties. 3. Uluslararast Tiirk Diinyast
Miihendislik ve Fen Bilimleri Kongresi, (S. 505-511). Turkey.

Horadam, A. F. (1961). A Generalized Fibonacci Sequence. The American Mathematical
Monthly, s. 455-459.

Lucas, E. (1878). Théorie des fonctions numériques simplement périodiques. American
Journal of Mathematics, s. 289-321.

Ozeki, K. (2008). On Melham’s Sum. The Fibonacci Quarterly, s. 107-110.

Prodinger, H. (2008). On a sum of Melham and its variants. The Fibonacci Quarterly, 46(3),
s. 207-215.

Thomas, K. (2018). Finonacci and Lucas Numbers with Applications (2 b., Cilt 1). Hoboken,
New Jersey, ABD: John Wiley & Sons, Inc.

Thomas, K. (2019). Fibonacci and Lucas Numbers with Applications (Cilt 2). Hoboken:
John Wiley & Sons, Inc.

Yuan, Y. & Zhang, W. (2002). Some identities involving the Fibonacci polynomials. The
Fibonacci Quarterly, 40(4), s. 314-318.



OZGECMIS

Kiibra SERT, Ilk, orta ve lise egitimini Gaziantep’te tamamladi. 2017 yilinda
Karadeniz Teknik Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik bdliimiinde lisans egitimine baslada.
2021 yilinda bu bélimden mezun oldu. Ayni yil Karadeniz Teknik Universitesi, Fen
Bilimleri Enstitlisi, Matematik Anabilim dalinda tezli yiiksek lisans programina basladi.
2024 yilindan itibaren Kiitahya Dumlupinar Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Bolimii Uygulamali Matematik anabilim dalinda arastirma gorevlisi olarak gorev

yapmaktadir. Iyi derece Ingilizce bilmektedir.



	411801_Kübra_sert 10606529
	Boş Sayfa
	Başlıksız

	20250723081142
	411801_Kübra_sert 10606529

	Anabilim dalı: MATEMATİK ANABİLİM DALI
	tezin adı: FİBONACCİ SAYI DİZİSİ BENZERİ SAYI DİZİLERİNİN ÖZELLİKLERİNİN GENELLEŞTİRİLMESİ
	Tez Programı: YÜKSEK LİSANS TEZİ
	Yazar Adı: Kübra SERT
	Savunma Ay, Yıl: TEMMUZ 2025
	anabilm dalı: MATEMATİK ANABİLİM DALI
	tez adı: FİBONACCİ SAYI DİZİSİ BENZERİ SAYI DİZİLERİNİN ÖZELLİKLERİNİN GENELLEŞTİRİLMESİ
	yazarın adı: Kübra SERT
	0004: 
	0005: 
	0006: 
	0007: 
	unvan program: YÜKSEK LİSANS (MATEMATİK)
	gün: 10
	ay: 06
	yıl: 2025
	gün1: 09
	ay1: 07
	yıl1: 2025
	danışman: Prof. Dr. Ali Hikmet DEĞER
	0000: 
	0001: 
	0002: 
	0003: 
	ikinci d: 
	nokta: 
	ikinci danışman: 
	il ve yıl: 2025


