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BiR BARIYERLI RASGELE YURUYUS SURECININ DURAGAN
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Bu ¢alisma, gamma miidahaleli bir yari-Markov rastgele ylirliyiis siirecinin (X (t))
ergodik dagilimina ait beklenen deger ve varyansin yaklasik ifadelerini elde etmek amaciyla
moment bazli bir yaklasim Onermektedir. Literatiirde benzer problemler genellikle
asimptotik yaklasimlar kullanilarak incelenmistir. Ancak, bu ¢alismada asimptotik
yontemler yerine Kambo’nun oOnerdigi moment bazli yaklasimlar tercih edilmistir.
Calismada elde edilen moment bazli yaklasik formiillerin kesinligi, Feller’in asimptotik
ifadeleriyle karsilastirilarak orneklerle degerlendirilmistir. Ozellikle Erlang dagiliml
yenileme fonksiyonu Ornegiyle, Kambo’ya dayali yaklasik formiillerin diisiik parametre
degerlerinde daha hassas sonuglar verdigi gosterilmistir. Bu baglamda, oncelikle X(t)
sirecinin sinir fonksiyoneli Sy, 'nin momentlerine iliskin yaklagik formiiller tiiretilmis,
ardindan bu sonuglar kullanilarak ergodik dagilimin beklenen deger ve varyansi i¢in yaklagik
ifadeler elde edilmistir. Ayrica, iki farkli dagilimli (Normal ve Diizgiin) 6rnekler tizerinde
yapilan Monte Carlo benzetim ¢alismalariyla elde edilen sonuglar, 6nerilen yontemlerin

pratikte uygulanabilirligini ortaya koymustur.

Anahtar Kelimeler: Rasgele Yiiriiyiis Stireci, Yari-Markov Siireg, Ergodik Dagilim
Fonksiyonu, Ergodik Dagilimim Momentleri, Sinir Fonksiyoneli,
Gamma Dagilimi, Moment Bazl1 Yaklagim, Monte Carlo
Simiilasyonu.
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This research proposes a moment-based approach to obtain approximate expressions
for the expected value and variance of the ergodic distribution of a semi-Markovian random
walk process (X (t)) with gamma distributed interference of chance. In the literature, similar
problems have generally been examined using asymptotic approaches. However, this study
employs moment-based approximations proposed by Kambo instead of asymptotic methods.
The accuracy of the moment-based approximation formulas obtained in this work is
evaluated through comparisons with Feller’s asymptotic expressions using illustrative
examples. In particular, it is shown that the approximation formulas based on Kambo’s
method yield more precise results for relatively small parameter values in the case of a
renewal function generated by the Erlang distribution. In this context, the study first derives

approximation formulas for the moments of the boundary functional Sy, of the process

X(t) and then uses these results to obtain approximations for the expected value and variance
of its ergodic distribution. Furthermore, Monte Carlo simulation studies performed on two
different distributions (Gaussian and Uniform) demonstrate the practical applicability of the
proposed method.

Key Words: Random Walk Process, Semi-Markovian Process, Ergodic Distribution
Function, Moments of the Ergodic Distribution, Boundary Functional,
Gamma Distribution, Moment-Based Approximation, Monte Carlo
Simulation
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

. X rasgele degiskenin beklenen degeri.

. X rasgele degiskenin n. dereceden momenti.

: X rasgele degiskenin varyansi.

. F ve G fonksiyonlarinin konviiliisyon ¢arpimu.

: F fonksiyonun n. konviiliisyon ¢arpimi.

F (x) fonksiyonu yaklasik olarak G (x)’ e esittir.

: A ve B birbirine denktir.

: Biiyitk Gamma fonksiyonu.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Stokastik siiregler, zaman i¢inde rasgele degisen sistemleri modelleyen matematiksel
yapilar olup, belirsizlik i¢ceren olaylarin analizinde 6nemli bir rol oynar. Bu stiregler, belirli
bir zaman indeksine gére tanimlanan rasgele degiskenler kiimesinden olusur ve Markov
stirecleri, Wiener siirecleri (Brown hareketi) ve Poisson stiregleri gibi farkl: tiirleri bulunur.
Miihendislikte sinyal isleme ve kontrol sistemlerinde, fizikte Brown hareketi ve pargacik
dinamiklerinde, biyolojide ise genetik mutasyonlar ve popiilasyon dinamiklerinde kullanilir.
Belirsizlik igeren sistemlerin daha iyi anlagilmasini ve yonetilmesini saglayarak bilimsel ve
teknolojik gelismelere 6nemli katkilar sunar.

Rasgelelik, dogadaki bir¢cok olayin ve karmasik sistemin temel bir 6zelligidir; bu
nedenle, belirsizligi anlamak ve yonetmek bilimsel arastirmalarin 6nemli bir parcasidir.
Stokastik siiregler, rasgele olaylarin matematiksel temellerini inceleyerek gelecekteki
durumlar1 tahmin etmeye, riskleri degerlendirmeye ve en iyi stratejileri gelistirmeye olanak
tanir. Bu alanda yapilan c¢alismalar, finansal piyasalarin dinamiklerini anlamaktan,
miihendislik sistemlerinin giivenilirligini artirmaya, epidemiyolojik modellerle hastalik
yayilimin1 analiz etmekten, yapay zeka algoritmalarini gelistirmeye kadar genis bir
yelpazeye yayilir. Rasgelelik iizerine yapilan arastirmalar, belirsizligin yalnizca bir zorluk
degil, ayn1 zamanda firsatlar sunan bir yap1 oldugunu gostererek daha saglam ve verimli
sistemlerin olusturulmasina katki saglar. Bu nedenle, stokastik siiregler ve rasgelelik iizerine
calismak hem teorik bilginin gelismesini hem de pratik uygulamalarda yenilik¢i ¢oztimler
tiretilmesini saglar.

Rasgeleligin modellenmesi ve analiziyle ilgilenen stokastik siire¢ler iginde 6zel bir
yere sahip olan yenileme stiregleri, sistemlerin belirli olaylar veya durumlar sonrasinda nasil
sifirlandigim ve tekrar basladigini inceleyen matematiksel yapilar sunar. Ornegin, bir
makinenin rasgele arizalanip tamir edildikten sonra tekrar caligmaya baglamasi ya da
miisterilerin bir hizmet noktasina belirli araliklarla gelip islemlerinin tamamlanmasi gibi
siirecler, yenileme teorisiyle modellenebilir. Bu siirecler, stokastik siirecler ¢ercevesinde
sistemlerin uzun vadeli davranislarini incelememizi saglarken, belirsizlik altinda karar alma

mekanizmalarini optimize etmek i¢in giiglii araglar sunar. Boylece, rasgele olaylarin zaman



icindeki etkilerini daha iyi anlayarak, sistemlerin performansini artirmaya ve kaynaklari
daha verimli kullanmaya yonelik stratejiler gelistirmek miimkiin olur.

Yenileme stireglerinin temel kavramlarindan biri olan yenileme fonksiyonu, bir
sistemin belirli bir zaman i¢inde ka¢ kez yenilendigini belirleyen matematiksel bir aragtir.
Yenileme fonksiyonu, genellikle deterministik veya stokastik dagilimlara bagli olarak
degisir ve sistemin gecmis verilerine dayanarak gelecekteki yenileme sayilarinin tahmin
edilmesine olanak tanir. Boylece, belirsizlik i¢eren sistemlerde karar verme siire¢lerini daha
saglam temellere oturtmak miimkiin hale gelir.

Yenileme fonksiyonlarinin incelenmesinde, analitik ¢oziimlerin genellikle miimkiin
olmadig1 durumlarda, farkli yaklagim yontemlerinin 6nemi biytktir. Feller (1971),
yenileme denklemlerine dayanan pek ¢ok durumu orneklerle agiklamigtir. Keyfitz (1968),
bu denklemlerin demografik alandaki uygulamalarini, Bartholomew (1973) sosyal
stireclerdeki kullanimini, Bartholomew & Forbes (1979) ise insan giicii yonetimindeki yerini
incelemistir. Ayrica, Sahin (1983) stok yonetimi alanindaki kullanimlarini ele almigtir.
Yenileme fonksiyonunun pratikteki biiylik 6onemi nedeniyle, bu fonksiyon icin farkli
yontemler gelistirilmistir (Smeitink & Dekker, 1990; Politis & Pitts, 1998; Xie, 1989; Xie
vd., 2003; Parsa & Jin, 2013; Mitov & Omey, 2014; Campbell, 2018; Jiang, 2020; 2022).

Rasgele yiiriiylis siiregleri ve yenileme stiregleri, stokastik siireglerin iki 6nemli dali
olup farkli yapilar ve uygulamalar igerir. Yenileme siirecleri, belirli olaylarin gergeklesip
sistemin sifirlandig1 ve tekrar bagladig siirecleri inceler. Yenileme siire¢lerinde temel unsur,
olaylarin zaman icinde belirli dagilimlara gore gerceklesmesi ve her yenileme sonrasi
sistemin baslangic durumuna dénmesidir. Ote yandan, rasgele yiiriiyiis siirecleri, bir sistemin
zaman i¢inde rasgele adimlar atarak nasil evrildigini modelleyerek finans, fizik ve biyoloji
gibi alanlarda kullanilir. Adimlar bagimsiz olabilir veya belirli bir olasilik dagilimina gore
degisebilir. Ozellikle Markov &zellikli rasgele vyiiriiyiislerde, sistemin gelecekteki durumu
yalnizca mevcut duruma baghdir.

Yari-Markov rasgele yiirtiylis stiregleri, rasgele yiiriiytislerin ve yari-Markov
stireclerinin birlesimiyle olusan daha karmasik bir stokastik modeldir. Bu siireglerde,
sistemin gelecekteki durumu sadece mevcut durumdan degil, ayn1 zamanda geg¢misteki
birka¢ duruma da baglidir. Yani, bir yari-Markov siireci, bir Markov siirecinin “hafizali” bir
versiyonudur; her adimda yalnizca mevcut konum degil, gegmis adimlar da dikkate alinarak
yon belirlenir. Bu tiir bir siireg, belirli bir hafiza uzunluguna sahip olup, sistemin tarihsel

dinamiklerini ve ge¢misteki Oonemli olaylar1 igeren gegisler iizerinden evrilir. Rasgele



yiiriiyiis siireclerinde oldugu gibi, bu tiir bir modelde de adimlar rasgeledir, ancak yari-
Markov 6zelligi sayesinde gegmisin etkisiyle daha karmasik ve realist bir hareket deseni
ortaya c¢ikar. Bu siireglerin analizi, ¢ok daha zengin bir veri yapis1 ve gecis dinamikleri
sundugundan, geleneksel Markov siireclerine kiyasla daha gergekci ve esnek modeller
olusturulmasina olanak tanir. Ge¢mis durumlarin gelecegi etkileyebilecegi sistemlerin
modellenmesi ve analizinde kullanilir.

Gihman ve Skorohod, bu siiregler i¢in genel ergodik teoremi ispatlamistir. Ancak,
pratikte tam formiillerin matematiksel yapisindaki karmasiklik nedeniyle asimptotik
yaklasimlar tercih edilmistir. Bu baglamda, rasgele yiirliyiis siiregleri igin ¢esitli yonlerde
arastirmalar yapilmis ve asimptotik agilimlar elde edilmistir. Ornegin, Lotov, Gauss rasgele
yiirliylis siirecinin basamak yiiksekliklerinin ilk iic momenti i¢in Hadamard acilimini
kullanarak asimptotik agilimlar elde etmistir. Chang ve Peres, Riemann-Zeta fonksiyonunu
kullanarak ilk dort moment i¢in agilimlar tiiretmistir. Nagaev, ilk bes moment i¢in agilimlar
elde ederek bu konudaki arastirmalart ilerletmistir. Ayrica, Janssen ve Leewardeen, sinir
fonksiyoneli ile iligkili kiimiilatif momentleri incelemistir.

Ancak, yukarida bahsedilen arastirmalarda elde edilen sonuglar asimptotik agilimlar
olup, genellikle ilk iki veya ii¢ terimin ardindan gelen kiiciikk oh (o) veya biiylik oh (0)
notasyonu ile ifade edilmektedir. Bu durum, bu terimlerin sifira yakinsama davraniginin tam
olarak anlasilmasini zorlagtirmaktadir.

Bu calismanin amaci, 6zellikle asimptotik genislemelerin 6nerildigi durumlarda ortaya
¢ikan bu boslugu doldurmaktir. Onerilen yaklasimlarin basitlik, uygulanabilirlik, agiklik
sunmasi Ve daha yiiksek kesinlige sahip olmasi1 beklenmektedir.

Bu ¢alismada onerilen moment bazli yaklasimlar, Kambo’nun yenileme siireci i¢in
gelistirdigi moment bazli yaklasimina dayanmaktadir. Kambo ve arkadaslarinin
calismasinda, moment esleme yontemi kullanilarak yenileme siireci i¢in moment bazli
yaklasimlar elde edilmistir. Benzer yontemler miithendislik uygulamalarinda kullanilan diger
stokastik modellerde de uygulanabilir. Ornegin, RIS destekli stokastik insansiz hava araci
(IHA) mmWave réle iletisim sisteminin performans analizlerinde de moment esleme tahmin
yonteminin kullanildigr goriilmektedir. (Li vd., 2024)

Bu tez iki ana kismindan olusmaktadir. Birinci ana kisim literatlir taramasi igin
ayrlmistir. Ikinci ana kisim ise ii¢ boliim halinde sdyle diizenlenmistir. 2.1 bdliimde,
Gamma miidahaleli yari-Markov rasgele yiirliyiis siireci ele alinmis, siirecinin ergodik

dagilimi ve ergodik dagiliminin n. merteben momentleri i¢in kesin ifadelere yer verilmistir.



2.2 boliimde, siirecinin ergodik dagiliminin n. merteben momentleri i¢in Kambo anlaminda
moment bazli yaklasimlar elde edilmistir. 2.3 boliimde ise, elde edilen moment bazli

yaklagimlar kullanilarak siirecin momentleri i¢in 6zel 6rneklere yer verilmistir.

1.2. Literatiir taramasi

1.2.1. Yar-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siirecleri

Yari-Markov rasgele yiiriiyiis siiregleri, genel anlamda yari-Markov siireglerinin 6zel
bir tiirlidiir. Yari-Markov stiregleri kavrami ilk kez 1950’11 yillarda bagimsiz ¢aligmalar
yiirliten Levy (1954), Smith (1955) ve Takacs (1954) gibi arastirmacilar tarafindan ortaya
atilmistir. Ancak, bu ilk calismalarin ortak noktasi, durum uzaylarinin sonlu olmast ve
sicrama anlarinin fiziksel olarak belirlenmis olmasiydi. Bu kisitlar1 asmak ve daha genel bir
cerceve sunmak amaciyla Cinlar (1968), Gikhman ve Skorokhod (1975), Serfoza (1971) ile
Ezhov ve Korolyuk (1967) gibi matematikgiler, genisletilmis durum uzayina sahip yari-
Markov siiregleri lizerine galismalar yaparak farkli tanimlar gelistirmistir. Nasirova (1984),
Gikhman ve Skorokhod’un yari-Markov siiregleri ile ilgili verdikleri tanimin 6zel bir
versiyonu olarak yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecinin tanimini yapmustir.

{(&,m):i = 1,2, ... } aymi olasilik uzay: tizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir dagilima
sahip rasgele degiskenler ¢iftleri dizisi olsun. Ayrica &; rasgele degiskenleri pozitif degerli

olsun. Bu durumda,
n+1

n n
X(t) = Zni.eéerTn = Zfi St< Zfi = Thy1 ise,
i=1 i=1 i=1

ile tanimlanan X (t) stokastik siirecine bir yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci ad1 verilir. Bu

stirecin goriiniislerinden biri agagidaki sekilde verildigi gibidir:
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Sekil 1. Yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecinin bir realizasyonu

Yari-Markov siiregleriyle ilgili pek ¢ok onemli problem, Borovkov (1965; 1975;
1976; 1984), Korolyuk ve Turbin (1976), Cinlar (1968; 1969; 1975), Takacs (1954; 1977),
Korolyuk ve Pirliev (1984), Tomko (1989), Smith (1955; 1958; 1959; 1965), Spitzer (1956;
1964), Feller (1964; 1971), Anisimov (1970; 1973; 1994), Gnedenko ve Kovalenko (1968),
Shurenkov (1981; 1984) gibi arastiricilarin ¢aligmalarinda detayli bir sekilde ele alinmustir.

Stokastik stireclerin temel sinir fonksiyonlarinin analizi olduk¢a 6nemli bir konudur.
Bu alandaki ilk 6nemli ¢alisma, Spitzer (1956) tarafindan yapilmustir. Spitzer’in bulgulari,
genellestirilmistir. Ardindan, Rogozin (1965) artimlar1 bagimsiz olan siiregler i¢in benzer
hesaplamalar yapmis ve daha genis ¢apta sonuglar elde etmistir. Gusak ve Korolyuk (1969)
ise bu siireclerin degerleri ile supremumlarinin ortak dagilimini sunmuslardir. Skorohod
(1967), sigramalarinin igareti ayni olan siiregler i¢in, bir seviyeye ilk kez ulagsma zamana ile
stireclerin Ozellikleri arasindaki iliskiyi incelemistir. Borovkov (1965), sigramalarinin isareti
ayn1 ve artimlar1 bagimsiz olan siireclerin bir seviyeye ilk kez ulasma aninin dagilimi ile
stirecin degerinin dagilimi arasindaki baglantiy1 ortaya koymustur. Ayrica, Levy (1954), bu

tiir stireclerin degerlerinin infimumu ile supremumlarinin ortak dagilimini incelemistir.



Yari-Markov stireclerinin  ergodiklik 6zellikleri ve bu siireglerin  ergodik
dagilimlarinin analizi, hem teorik hem de uygulamali anlamda biiylik bir 6neme sahiptir.
Yari-Markov siifindaki yenileme siirecleri i¢in temel ergodik teorem, 1975 yilinda Smith
tarafindan kanitlanmis olup, bu alandaki ilk 6énemli adimlardan birini atmistir. Bunun yan
sira, Ezhov ve Shurenkov (1977) da yari-Markov siiregleri igin ergodik teoremleri
sunmuglardir. Shurenkov (1984), bu siireglerin ergodik dagilimlarinin varligi igin gerekli ve
yeterli kosullar1 belirlemistir. Yari-Markov stireglerinin genel durumu ile ilgili limit
teoremleri, Anisimov (1970; 1973; 1994), Sil’vestrov (1975a; 1975b), Dzhafarov, Nasirova
ve Skorohod (1976) ile Korolyuk ve Svishchuk (1989) tarafindan kapsamli bir sekilde ele
alinmigtir. Ote yandan, rasgele yiiriiyiis siireclerine iliskin limit teoremleri, Skorohod ve
Slobodenyuk (1970), Nasirova (1979) ve Kharlamov (1977) tarafindan gelistirilmistir.

Yari-Markov siireglerinin incelenmesinin ardindan, uygulamali problemlerin
¢oOziilmesi i¢in dogrudan yari-Markov siiregleri degil, onun farkl tiirleri, 6zellikle bariyerli
tipleri ele alinmaya baslanmistir. Bu tiir stirecler genellikle bir bariyerli ya da iki bariyerli
olarak simiflandirilabilir. Bariyerler ise somut problemlere bagli olarak, yansitan, tutan,
yutan gibi farkli 6zellikler tagiyabilir. Nasirova (1979), sifir seviyesinde tutan bariyere sahip
bir bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis stireci modellemistir. Nasirova (1979; 1984), bu
slirecin dagilimini ve siirecin temel sinir fonksiyonallerinin dagilimini incelemistir. Ayrica,
Nasirova ve Skorohod (1978), bu siireg igin ergodik teoremi kanitlayarak, siirecin ergodik
dagilim fonksiyonunu elde etmislerdir. Nasirova (1979) ve Borovkov (1975) ise bu siireg
icin seriler bi¢iminde limit teoremleri ispatlamislardir.

Stok kontrolii, kuyruk teorisi ve glivenilirlik teorisi gibi 6nemli alanlardaki pek ¢ok
problem, iki bariyerli rasgele yiiriiylis siiregleri kullanilarak ele alimmaktadir. Bu tiir
stireclerde bariyerler farkli sekillerde tanimlanabilir. Hem teorik hem de pratik anlamda
biiyiik 6nem tasiyan iki bariyerli rasgele yiiriiylis siirecleri {izerine ¢ok sayida ilgi ¢ekici
bilimsel ¢alisma yapilmistir. Ancak bu ¢alismalarin ¢ogu, sonlu durum uzayina sahip rasgele
yiirliyiis stiregleri igin sinir-deger problemlerine odaklanmistir (Korolyuk & Borovskikh
1981; Lotov, 1991; 1992; Zhang 1992; EI-Shehawey 1992; Weesakul 1961; Kastenbaum
1966 vb.).

Sinir-deger problemlerinin 6nemi tartismasiz olmakla birlikte, ele alinan siireglerin
temel Ozelliklerinin incelenmesi de biiylik bir 6neme sahiptir. Bu nedenle, iki bariyerli
rasgele yiirliyiis siireclerinin kendi karakteristikleri tizerine yapilan bazi bilimsel ¢aligmalar

da mevcuttur (Feller, 1971; Spitzer 1964; Borovkov, 1975; Afanas’eva & Bulinskaya, 1980;



1981; 1984; Khaniev 1984; 1986; 1988; Zhang, 1992 vb.). Ornegin, Borovkov (1975), iki
bariyerli bir boyutlu rasgele yiiriiyiis i¢in ergodik teorem kanitlamis ve ergodik dagilim
fonksiyonuna dair bir formiil sunmustur. Feller (1971), her iki bariyerin de yansitan ya da
yutan oldugu bir boyutlu rasgele yiirliylis stirecleri kurmus ve bu siireglerin olasilik
karakteristiklerini hesaplamistir.

Literatiirde ayrica, iki bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiylis siiregleri iizerine
yapilan bazi ¢alismalar da bulunmaktadir. Khaniev (1986; 1988), iki tutan bariyerli yari-
Markov rasgele yiiriiyiis stirecini kurmus ve bu siirecin dagilimini, verilen bir seviyeye ilk
ulagsma aninin dagilimini, beklenen deger ve varyans gibi bazi olasilik karakteristiklerini
incelemis ve siirecin ergodik teoremini ispatlamistir. Ayrica, siirecin limit teoremleri ile
asimptotik davranisini da arastirmistir. Maden ve Shamilova (2016) ise yansitan ve tutan

bariyerlere sahip yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecini modelleyip incelemislerdir.

1.2.2. Yari-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siireclerinin Asimptotik Yontemlerle
Incelenmesi

Rasgele yiiriiyiis siiregleri ve genel ergodik teoremlerinin incelenmesi ile ilgili
calismalar devam etmektedir. Ancak, pratikte kesin formiillerin matematiksel yapisinin
karmasikligi nedeniyle asimptotik yaklasimlar kullanilmaktadir. Bu nedenle, rasgele
yuriiylis stirecleri igin daha sade asimptotik agilimlar bulmaya yonelik ¢esitli ¢alismalar
yapilmugtir.

Lotov (1996), Gaussian rasgele yiiriiylisiinin ilk {i¢ momentinin asimptotik
genislemelerini Hadamard genislemesi kullanarak elde etmistir. Chang ve Peres (1997),
Riemann zeta fonksiyonunu kullanarak ilk dort momentin asimptotik genislemelerini
tiretmistir. Nagaev (2010) ise, ilk bes moment i¢in asimptotik genislemeler tiireterek bu
konudaki aragtirmalar1 ilerletmistir. Ayrica, Janssen ve Leeuwaardeen (2007), sinir
fonksiyoneli ile iliskili kiimiilantlar1 incelemislerdir.

Son yillarda, farkli dagilimlara sahip miidahaleler i¢eren rasgele yiiriiyiis stiregleri
analiz edilmistir ve slirecin momentleri i¢in asimptotik genislemeler tiiretilmistir (Aliyev &
Khaniyev, 2014; 2017; Aliyev vd., 2016). Ornegin, Gokpinar vd. (2013) ve Hanalioglu vd.
(2015) ¢alismalarinda, sirasiyla Gaussian rasgele yiiriiytisiiniin maksimumunun dagilimi ve
genel rasgele yiiriiyiisiin dagilimi i¢in zayif yakinsama teoremleri incelenmistir. Aliyev vd.
(2010), Kesemen (2013) ve Kesemen vd. (2017) ¢alismalarinda, sirastyla gamma, Weibull

ve genellestirilmis beta dagilimli miidahaleye sahip yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci



analiz edilmistir. Khaniyev (2003) calismasinda ise 6zel bir bariyere sahip yari-Markov
rasgele yiiriiylis siireci incelenmis ve sonug olarak siirecin momentleri igin asimptotik
genislemeler elde edilmistir. Son dénemde rasgele yiiriiyiis siiregleri tizerine yapilan en
onemli arastirmalardan biri Hanalioglu vd. (2023) tarafindan gerceklestirilmistir. Bu
calismada, normal dagilimli miidahaleye sahip rasgele ylirliyiis siireci incelenmistir.
Yazarlar, sinir fonksiyoneli cinsinden kesin formiiller 6nermis ve siirecin ilk dért momenti
i¢cin asimptotik sonuglar elde etmislerdir.

Ancak, yukarida belirtilen arastirmalarda elde edilen sonuglar asimptotik acilimlara
dayandig i¢in, ilk iki veya ti¢ terimden sonraki kalan terimler genellikle kiigiik-oh (o) veya
biiyiik-oh (0O) notasyonlari ile ifade edilmektedir. Bu durum, bu terimlerin sifira yakinsama
davranisinin tam olarak anlasilmasini zorlastirmaktadir.

Bu c¢alisma; onceki arastirmalarda, oOzellikle asimptotik acilimlarin Onerildigi
durumlarda tespit edilen bu boslugu kapatmay: hedeflemektedir. Onerilen yaklasimlarin
yiiksek kesinlik, basitlik, uygulanabilirlik ve a¢iklik saglamasi arzu edilmektedir. Bu ¢calisma
rasgele yiiriiyiis siirecinin bazi 6nemli karakteristikleri igin yaklasik formiiller tiiretmek
amactyla yeni bir yaklasim Onermeye yonelik bir ilgiyle hazirlanmistir. Bu amag
dogrultusunda, Oncelikle sinir fonksiyonelinin momentleri i¢in Kambo yaklagimi ile
formiiller 6nerilmistir. Ayrica, rasgele yiiriiyiis siirecinin ergodik dagiliminin ilk ve ikinci

momentleri ile varyansi i¢in yaklasik formiiller tiiretilmistir. (Alakog vd., 2024)

1.2.3.  Yenileme Fonksiyonu I¢in Moment Bazh Yaklasim

Yenileme stiirecleri, belirli olaylarin zaman i¢inde tekrarlanmasini matematiksel olarak
modelleyen stokastik siireclerdir. Feller, bu siirecleri belirli bir zamanda yenileme 6zellikleri
gosteren ve birbirinden bagimsiz olaylarin meydana geldigi siirecler olarak tanimlamistir ve
matematiksel olarak yenileme siirecini su sekilde ifade etmistir. (Feller, 1971)

Tamm 1.2.3.1 (Yenileme Siireci)

(Q,F, P) bir olasilik uzay1 olsun. Ayrica {X,,,n = 1}, bu olasilik uzayinda tanimli,
bagimsiz, pozitif degerli ve ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu dizi

kullanilarak asagidaki rasgele degiskenler dizisi olusturulsun:

n
T, = in, Ty =0
i=1



X,,, (n — 1). ve n. varislar arasinda gegen siireyi gosteren rasgele degiskenler olmak {izere
T,,, n. varig zamani olarak ifade edilir. N(t), [0, t] araliginda meydana gelen yenilemelerin

sayisini veren rasgele degisken olmak {izere asagidaki gibi tanimlansin:
N(t)=minfn=>1:T,>t}; t>0; N(0)=1 (1D

Bu durumda, {N(t), t = 0} sayma siirecine yenileme siireci denir.

Yenileme siireglerinin incelenmesinde temel unsurlardan biri yenileme fonksiyonudur.
Yenileme fonksiyonu belirli bir zaman dilimi iginde gergeklesen yenileme sayisinin
beklenen degerini ifade eder. Bu fonksiyon siireglerinin tam anlamiyla karakterize
edilmesini saglar ve siirecin analizi agisindan biiyiik bir 6neme sahiptir. Yenileme
fonksiyonu, genellikle yenileme denklemi ad1 verilen bir integral denklemin ¢6ziimii olarak
tanimlanir.

Tamm 1.2.3.2 (Yenileme Fonksiyonu)

{N(t),t = 0} vyenileme siireci Tanim 1.2.3.1°deki gibi tanmimlansin. F(x),
X; (i=123..) rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu olsun. Siirecin yenileme

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlamur:

U@ = E(N©®) = ) F© 2)
n=0
Burada

0, t<o0

t
F(t) = j F*0-D(t —x)dF(x);n>2; FO=¢g(t) = {1 f>0

n=0

Bu alanda yapilan ¢alismalar, yenileme denklemlerinin birgok farkli disiplinle iliskili
oldugunu gostermektedir. Ornegin, Feller (1971) bu tiir denklemleri saglayan gesitli
durumlar ele almistir. Keyfitz (1968) demografide, Bartholomew (1973) sosyal siireclerde,
Bartholomew (1976) ve Bartholomew & Forbes (1979) insan giicii planlamasinda, Sahin

(1983) ise stok modellerinde yenileme denklemlerinin kullanimini incelemistir. Ancak, bu
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denklemlerin analitik ¢oziimleri ¢ogu durumda elde edilemez, bu da pratikte dogrudan
kullanimin1 zorlastirir. Yenileme fonksiyonunun kapali formda incelenebilmesi yalnizca
belirli 6zel durumlar igin miimkiin oldugundan, yenileme fonksiyonuna daha basit
yaklasimlar bulmak i¢in g¢ok ¢esitli ¢alismalar yapilmistir. Bunlara Laplace doniisim
yontemleri, asimptotik yaklagimlar, kuvvet serisi genislemeleri, Riemann-Stieltjes
entegrasyon yontemleri dahildir. Yenileme fonksiyonunun uygulamalardaki &nemine
binaen, ¢esitli tahmin ve yaklasim yontemleri gelistirilmistir (Smeitink & Dekker, 1990;
Politis & Pitts, 1998; Xie, 1989; Xie vd., 2003; Parsa & Jin, 2013; Mitov & Omey, 2014;
Campbell, 2018; Jiang, 2020; 2022).

Bu yontemler yenileme siirecinin dagilim fonksiyonu F(t)’nin bilindigi varsayimina
dayanmaktadir. Giivenilirlik, stok kontrol ve kuyruk teorisi gibi pratik uygulamalarda bu
varsayim gegerli olmayabilir. Dagilim fonksiyonunun kapali formda mevcut olmadiginda
bile dagilimin momentlerinin kolayca elde edilebildigi bir¢ok durum vardir. Alternatif
olarak gozlem verilerine dayanan tahmin ediciler ile momentleri hesaplamak da
miimkiindiir. Bu baglamda, Kambo vd. (2012) tarafindan 6nerilen moment bazli yaklagim,
yalnizca yenileme siirecini belirleyen rasgele degiskenlerin ilk iic momentinin var oldugu ve
bilindigi durumlarda uygulanabilir. Ayrica, bu yontem, ilgili degiskenlerin dagilim
fonksiyonlarmin kapali formda bilinmesini gerektirmemesi bakimindan da avantaj
saglamaktadir.

Teorem 1.2.3.1 (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi) (Feller, 1971)

{N(t),t = 0} vyenileme siireci Tanm 1.2.3.1°deki gibi tanmimlansin. F(x),
X; (i=1,23..) rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonu olmak {iizere sonlu u
ortalamasma ve sonlu o?varyansina sahip olsun. Bu taktirde t — oo igin asagidaki

yakinsama dogrudur:

t 2 402
os(U(t)——)—>“1 .
Hq 21

Bu teoremin en 6nemli sonuglarindan biri de agagidaki gibidir:

U =—+22 1o), toow 3)
U 2

1 25
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Goriilmektedir ki, (4) denklemi bir asimptotik sonugtur. Asimptotik sonuglardan farkli
olarak Kambo vd. (2012) calismasinda dagilim fonksiyonunun ilk {i¢ momentine dayanan
bir yaklagim Onermistir.

{X,,n = 1} bagimsiz, aym dagilima sahip ve negatif olmayan rasgele degiskenler
dizisi olsun. T, =0,T,, = X; + X, + -+ X,, olsun. {N(t),t = 0} yenileme siireci (2)

denkleminden farkli olarak

N(t) = sup{n:T, < t} 4)

gibi tanimlansin (Smith, 1959). Bu durumda Kambo’nun oOnerdigi yaklasim asagidaki
teorem ile verilir.

Teorem 1.2.3.2 (Kambo vd., 2012)

X; rasgele degiskeninin p, = E(X,);n = 1,2,3 momentlerinin mevcut ve sonlu
oldugu varsayilsin. T, =0,T, = X; + X, + -+ X, olsun. Bu durumda yenileme

fonksiyonu i¢in asagidaki yaklasim verilebilir:

t —2u?
M) = E(N(D) = — + M (1— eSot) (5)
ta 2p1
burada
—6 _ 2
5 = (1 u;) ©)
2pp3 — 33
dir.
Not 1.2.3.1

Yaklagimin uygulanabilirligi i¢in (7) denkleminde ifade edilen s,’in pozitif olmamasi
gerekmektedir.

Moment bazli yontem, Kamislik vd. nin (2024) ¢alismasinda klasik (s,S) tipli envanter
modeller i¢in uygulanarak literatiire katilmistir. Baghezze’nin doktora tez ¢alismasinda
Kambo’nun yontemi kullanilarak (s,S) tipli model i¢in yaklasik formiiller elde edilmistir.
Ancak ele alinan siire¢ rasgele yiirliyiis siireci veya onun bir modifikasyonu ise bu takdirde

Baghezze’nin ¢alismasinda alinan sonuglar kullanilamaz olmaktadir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu kisimda Gamma miidahaleli rasgele yiiriiylis siireci fiziksel model olarak insa
edilecek ve siirecin ergodikligi ifade edilecektir. Siirecin sinir fonksiyonelinin momentleri
elde edilecek, siirecin ergodik dagiliminin momentleri i¢in kesin ifadeler verilecektir. Daha
sonra stirecin sinir fonksiyonelinin ve ergodik dagiliminin momentleri i¢in moment bazli
yaklasimlar elde edilecektir. Bu yaklasimlar kullanilarak elde edilen siirecin momentleri i¢in

ozel ornekler verilecektir.

2.1. Fiziksel Model

Bu calismada ele alinacak olan rasgele yiiriiyiis siireci olusturulmadan 6nce hayatin
icinden baz1 gergek modeller ve bunlarin detayli agiklamalarina yer verelim.

Model 1. Cagri merkezine gelen miisteri aramalarinin yonetimi:

Miisteri hizmetleri ¢agr1 merkezlerinde miisteri aramalar1 rasgele zamanlarda gelir ve
her ¢agr1 belirli bir siire devam eder. Cagri merkezi temsilcileri ya bosta ya da mesgul
durumdadir ve gelen ¢agrilar rasgele araliklarla geldiginden, sistemin yiiku dalgalanir. Eger
tim temsilciler mesgulse, miisteriler beklemeye alinir veya ¢agriyi terk edebilir. Bu siireg,
rasgele yiirtiytis modeli ile modellenebilir; gelen aramalar ve goriisme siireleri ise farklt
dagilimla temsil edilebilir. Cagr1 merkezi performansi, mesguliyet orani, ortalama bekleme
stiresi ve terk orani gibi metriklerle analiz edilerek miisteri memnuniyetini artiracak ve
operasyonel verimliligi optimize edecek stratejiler gelistirilebilir. Bu model Sekil 2’de

grafiksel olarak gosterilmistir.
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Sekil 2. Cagr1 merkezi gelen ¢agri sayisinin zaman igindeki degisiminin bir
realizasyonu.

Model 2. Bir sarhosun yolda yiiriimesi (Drunkard’s Walk):

Rasgele yiiriiyiis siireglerinin en klasik 6rneklerinden biri olan sarhos yliriiylisii
modelinde, bir kisinin her adim1 tamamen rasgele bir yonde atilir. Bir boyutlu durumda kisi
her saniye ya ileri ya da geri giderken, iki boyutlu versiyonda dort farkli yone hareket
edebilir. Bu siireg, kisa vadede belirli bir diizen gostermese de uzun vadede belirli
istatistiksel ozelliklere sahiptir ve molekiiler diflizyondan hayvanlarin go¢ davraniglarina
kadar bircok fiziksel ve biyolojik siirecin modellenmesinde kullanilir. Bu model Sekil 3°de

grafiksel olarak gosterilmistir.
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Sekil 3. Sarhosun rasgele yiiriiyligiiniin bir realizasyonu.

Model 3. Hastanelerdeki yogun bakim iinitelerinin Kapasite yonetimi:

Yogun bakim iinitelerinde yatak kapasitesi, hastalarin rasgele giris, ve ¢ikislarina bagh
olarak degiskenlik gosterir. Yeni hasta basvurulari belirli bir diizen olmaksizin
gerceklesirken, mevcut hastalarin iyilesme siireleri de belirsizdir. Bu durum, yogun bakim
yataklarmim doluluk seviyelerinin bir rasgele yiiriiylis siireci olarak modellenmesini
miimkiin kilar. Hastaneler, yatak doluluk oranlarini optimize etmek, hasta bekleme stirelerini
azaltmak ve acil durumlarda kapasiteyi en iyi sekilde yonetmek i¢in bu modeli kullanarak

veriye dayali kararlar alinabilir. Bu model Sekil 4’de grafiksel olarak gosterilmistir.
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Sekil 4. Yogun bakim {initelerinin doluluk oraninin zamana bagl degisimin bir

realizasyonu.

Rasgele yiiriiylis siiregleri, birgok gergek diinya sisteminin dinamiklerini anlamamiza
yardimer olan gii¢lii bir modelleme yaklagimidir. Sarhosun yolu, rasgele hareket eden
varliklarin zaman igindeki konum degisimlerini simiile ederken; hastane kapasite
dalgalanmasi ve c¢agri merkezi trafik akisi gibi modeller, sistemin yogunluk ve talep
degisimlerini analiz etmek i¢in kullanilir. Bu siire¢ler finansal piyasalardan saglik
hizmetlerine, sehir planlamasindan haberlesme aglarina kadar genis bir yelpazede
uygulanabilir. Rasgele yiiriiylis modelleri sayesinde, belirsizlik iceren sistemlerin gelecekte
nasil davranabileceklerini 6ngérmek ve optimal kararlar almak miimkiin hale gelir.

Yukarida orneklenen ger¢ek diinya modellerini temsil edebilecek stokastik siirecin

matematiksel tanimi1 agagidaki baslikta verilecektir.
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2.2. Siirecin Matematiksel Kurulusu

Bu boliimde, incelenen siirecin matematiksel yapisini ortaya koyarak, temel tanimlari
ve iligkileri sistematik bir sekilde sunulacaktir. Siirecin modellenmesi i¢in belirli rasgele
degiskenler ve fonksiyonlar tanimlanarak siirecin davranisi net ¢ercevede incelenecektir.

Oncelikle, {&,}, {n,} ve {¢,,} olmak iizere, her biri n > 1 i¢in aym (Q, F, P) olasilik
uzayinda tanimlanan bagimsiz rasgele degiskenler dizileri ele alinsin. Bu degiskenlerden &,
ve , yalnizca pozitif degerler alabilirken, n,, hem pozitif hem negatif degerler alabilen bir
degisken olarak tanimlansin. Bu degiskenlerin dagilim fonksiyonlar1 ise su sekilde verilmis

olsun:
d(t) = P{&; <t} t=0;
F(x) =P{n <x}, x€(—00,);
n(z) = P{{; < z}, z> 0.

Buna ek olarak, siirecin temel yapi taglarindan biri olan yenileme dizisi {T, } asagidaki

gibi tanimlansin:

n
TO :0, T]_ :E:l, TZ :E:l"‘fz, ey Tn:ZSi ) n= 1,2,...
i—1

L

Bu, siiregteki belirli olaylarin meydana geldigi zaman noktalarini gostermektedir.

Benzer sekilde, rasgele yliriiyiis stirecini tanimlamak igin {S,,} dizisi su sekilde tanimlansin:

n
SO = O, Sl =14, SZ =M + N2, ey STl = an B n= 1,2,
i=1

l

Bu tanimlar, siirecin stokastik yapisini olusturmak i¢in kritik bir temel olusturur.
Bunun yani sira, siirecin belirli agamalarinda yapilan miidahaleleri tanimlamak i¢in tam say1

degerli rasgele degiskenler dizisi {N,,} asagidaki gibi olusturulsun:
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Ny =N@z)=inf{n>1:2z— 5, >0,k =1,(n— 1);Az— S, < 0};

n=>1:A0 — (Sy,4x— Sn,) >0,k =1,(n— 1);}.

N, = N,(1 )=inf{
2 = V244 241 — (Swam — Su.) < 0

n=>1:A0, — (Sp, 4k —S,,) >0k=1(n— 1);}

Npyq = Nm+1(/1(m) = inf{ b¥e (S S ) <0
m~ \PLp+tn =~ 9Ly) =

burada L,, = N; + N, + -+ + N,,, olup, inf(@) = 400 olarak kabul edilmistir.

Bu tanimlar kullanilarak, asagidaki pozitif rasgele degiskenler dizisi olusturulsun:
Tg = 0,

N(Az)

Tl =, Tl(/’{Z) =, TN(AZ) = z El' h
i=1

Lm
Tm=TLm =Zfl ; m=1,2,...
i=1

Bunlar siirecin sifira diigme zamanlarimi ifade etmektedir. Ayrica, ¢ anina kadar

gerceklesen sigramalarin sayist v(t) ile gosterilsin:
v(t) = max{n = 0: T, < t}, t=>0.
Buradaki v(t) degiskeni, {&,} rasgele degiskenler dizisinin olusturdugu yenileme
stireci olarak da adlandirilabilir.
Tim bu tanimlar bir araya getirildiginde, incelenen siirecin matematiksel ifadesi

asagidaki gibi yazilabilir:

X(@®) = Am-1— (Svey = S1,-1)s Ty St< T, m=12,..
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Burada, Sy(;, ) = Sy,,, {o = zVve A > 0kabul edilmistir. X (t) siirecine ait bir gdriiniim

Sekil 5°deki gibidir:

X(® Ay
. AR
| | X
- - s -
| 5 | RS |
Az 1P ; | i
-y | | e | P | i
— | i —> 3 E
] i T ‘Al 5
s i * 0 | % 5
' E ' ! : : ‘. (2
I~ A &4 EN,+1
= SRS CreiS | o - ——o ¢ ‘ >
Y T] Tz T3 ‘ TNJ. =T E Ty t
¥

Sekil 5. X(t) siirecinin bir realizasyonu

Bu ¢aligmanin ilerleyen boliimlerinde, {¢,},n = 1 rasgele degiskenler dizisi Gamma
dagilimina sahip segilecegi igin X (t) stokastik siireci “Gamma Miidahaleli Rasgele Yiiriiyiis

Siireci” olarak adlandirilacaktir.

2.3. Siirecinin Ergodikligi

Bu boliimde, siirecin ergodik ozellikleri incelenerek uzun vadeli davranisi analiz
edilecektir. Ergodiklik, stokastik siireglerin istatistiksel olarak zaman iginde belirli bir denge
durumuna ulasip ulagsmadigimi belirleyen temel bir kavramdir. Siirecin ergodik olup
olmadigimi anlamak i¢in oncelikle ergodiklik kavraminin ne anlama geldigi agiklanacak,
ardindan siirecin belirli kosullar altinda ergodik oldugunu gosterecek teorik cerceve
sunulacaktir.

Stokastik siire¢lerin incelenmesinde, bir siirecin uzun vadeli ortalamasinin, durumlarin
beklenen degerine yakinsayip yakinsamadigi 6nemli bir sorudur. Eger bir siire¢ ergodik ise,
siirecin zaman i¢indeki ortalamasi, durum ortalamasina esit olur. Matematiksel olarak, bir

stirecin ergodikligi icin gereken kosullar1 iceren teoremler literatiirde mevcuttur.
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Stokastik siirecin ergodik olmasi i¢in saglanmast gereken temel kosullar su sekilde
siralanabilir:
e Yenileme zamanlarinin sonlu beklenen degeri: Siirecin belirli araliklarla
kendini tekrar eden bir yapiya sahip olmas1 gerekir.
e Pozitif ortalama sicrama degeri: Siirecin genel egilim olarak sifirin {izerinde
bir degere yonelmesi beklenmelidir.
e Smirli varyans: Siirecin sigrama biiyiikliikleri asir1 degisken olmamalidir.
e Aritmetik olmayan sigcrama dagilimi: Siirecin belirli ayrik noktalarda degil,
stirekli bir dagilima sahip olmasi gereklidir.
e Miidahalelerin sonlu beklenen degeri: Siirecin sifira diistiigiinde aldig1 yeni
baslangi¢ degerlerinin beklenen degeri sonlu olmalidir.
Bu kosullar altinda siirecin ergodik olup olmadigi matematiksel olarak incelenebilir.
Teorem 2.3.1 (Gihman ve Skorohod, 1975)
Eger {&.},{n.} ve {¢,},n =1 rasgele degiskenler dizileri asagidaki kosullari
sagliyorsa, X (t) stireci ergodiktir.

) 0<E($) <oo;

i) E(my) > 0;

i) E(f) < oo;

IV) n; rasgele degiskeni aritmetik olmayan bir rasgele degisken;

V) E({y) < oo

Teorem 2.3.2 (Seving, 2020)
Teorem 2.3.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu durumda X(t) siirecinin ergodik

dagilim fonksiyonu Qy (x) asagidaki gibi ifade edilebilir:

_E(A(x,13))

0x(x) = lim PIX() < ) = s ™

Burada,
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E(N(1{)) = f E(N(12)) dr(2);
0

E(A(x,28y)) = f A(x, Az) dn(2) ;

[ee]

A(x, A2, = z a,(x, 12) ;

n=0

a,(x,A1z) =P{Az—5,>0,i=1,n1z—-S, <x};n=>1;x,z> 0.

Teorem 2.3.3 (Seving, 2020)
Teorem 2.3.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu durumda X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin karakteristik fonksiyonu ¢y (8) asagidaki gibi ifade edilebilir:

E(A*(8,20)))

x(6) = lim E(e"*®) = FNGL)

(8)

Burada,
E(A"(6,13) = f elf% g (E(A(x,/l(l))).
0

Teorem 2.3.4 (Khaniyev, 2023)
Teorem 2.3.1’in kosullar1 saglanmis olsun. Bu durumda X(t) siirecinin ergodik

dagilmimin karakteristik fonksiyonu, Sys,) sinir fonksiyonelinin karakteristik fonksiyonu

yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

;f 02z Psyn (—0) =1
E(N()'Zl)) 0 (;077(_9) -1

0x(0) = th_)rg E(e*®) = drn(z) . (9)
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Burada,

N(A41)

Snagy) = Z ni;
i=1

E(N(A3)) = f E(N(12)) dn(2) ;

@, (—0) = E(e”¥m);

(pSN(lQ)(_H) = E(eiesN(Ml)) ;

n(z) =P{(; <z}, z>0.

2.4. Siirecin Siir Fonksiyonelinin Momentleri I¢cin Kesin Ifadeler

Stokastik siireglerde simir fonksiyonelleri, siirecin onemli yapisal Ozelliklerini
belirlemede kullanilan temel araglardandir. Bu fonksiyoneller, siirecin belirli sinirlar1 gegme
olasiligl, asim siireleri ve maksimum degerler gibi karakteristikleri hesaplamak icin

kullanilir. Bu béliimde, Sy(,) sinir fonksiyonelinin moment c¢ikaran fonksiyonu ve
momentleri lizerinde durulacaktir.
Rasgele yiiriyiis stireci {S, },n = 0 igin birinci basamak ani (ilk pozitif ge¢is zamani)

v =min {n > 1:5, > 0}

ve birinci basamak yiiksekligi (ilk pozitif ge¢is zamaninda ulasilan yiikseklik)

vi
X;_ = Svf = Z Uk
i=1
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seklinde ifade edilir (Feller,1971). Dynkin prensibi uyarinca, N(z) Ve Sy, smir
fonksiyonelleri agsagidaki sekilde yazilabilir (Rogozin, 1964):
H(z)
N@ = ) Vi
i=1
H(z)

Snez) = Z xi -
i=1

Burada H (z) fonksiyonu, basamak yiiksekliklerinin irettigi yenileme siirecidir.

n
H(z) =min{n2 1:2:)(;r >z} ,z >0

=1

seklinde gosterilir.

"Sn
I'_‘ SN(Z)
)fz+ "I
Z
T I
x; -‘: : llllllll
.« e — ! i
A ;
el — |
1 2 3 ! : = ;
< ¥ + —- - + + ¥ - " —
0| | | ! Vi Nz "
Thi | i :
] : E
mi
! !

Sekil 6. Sy () sinir fonksiyonelinin bir realizasyonu
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Verilen tamimlar yardimiyla Sy(,) smir fonksiyonelinin moment ¢ikaran
fonksiyonunun Laplace doniisiimii Khaniyev (2005) calismasinda asagidaki gibi elde

edilmistir:

= w-z ks 4. _ LK) — oy + k)
lp(y'k)_zzfoe e ())dz_y(1—<p(y+k))'

Burada. ¢(k) Laplace Stieltjes doniisimic  ¢@(k) = E (e"’”fIr ) seklinde ifade
edilmektedir.
Teorem 2.4.1 (Seving, 2020)

Birinci basamak yiiksekliginin ilk altt momenti mevcut ve sonlu olsun. Yani
u6EE()(f6)<oo kosulu saglansm. Bu durumda, her sonlu z igin Sy, smir

fonksiyonelinin ilk alt1 momentinin Laplace doniistimleri asagidaki gibidir:

f e V’E(Snp)dz = i UL (1),
z=0
f e V?E(Shp)dz = 2u U, () Us(¥) Di(¥) + 11U, (1),
z=0

f e V7E(S30)dz = 630, (y) UP(Y) D) + 330, () U3 (r) D3 ()
z=0

+3u, U, (V) UL (V) Ds (V) + U, (v),

f e VE(Sy»)dz = 24, U, () U (y) D3(y) + 24,0, (¥) U (¥) D1 (¥) D3 (¥)
z=0

+4u, U, () Us (V) D3(v) + 1200, (y) Us*(y) D32 (y)
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+6u, U, (v) Ur () D3(y) + 4us U () Ui (¥) DI (V) + s U, (1),

f e V?E(Syp)dz = 120p, U, (¥) Us*(¥) Di*(v) + 180u, U, (¥) U (y) Di*(¥) D3 ()

zZ=

(=)

+40p, U, (v) U2 (¥) D1 (v) D3 () + 300, U, (v) U2 (y) D32 (¥)
+5u, U, (V) Us (¥) D3 () + 60p, U, (¥) U () D3 (¥)

+60u,U, () Us*(y) D () D3 (y) + 10p, U, () Ui (y) D3(¥)
+20u30, () U(y) Dy*(¥) + 10u30,.(y) UL (¥) D5 (¥)

+5u, U, (V) Us (V) Ds (V) + usU, (v),

f e V*E(Syp)dz = 720u, U, (y) U (y) Di°(y) + 1440, U, (y) Us*()D3 () D5 (¥)

z=0

+360u, U, (y) U (¥) Di*(¥) D3(v) + 540u, U, (v) U3 (y) D; (¥) D3%(¥)
+60u, 0, (v) Ui*(y) D; (¥) Ds(y) + 120, U, (v) Us*(y) D5 (¥) D3 (y)
+6u1U,.(y) UL (¥) Ds(v) + 360u, U, (¥) Us*(¥) Di*(¥)
+5401,0, (y) U (¥) Di2(y) D5 () + 120p, U, (¥) U2 (y) Di (¥) D5(¥)
+90u,U, () Ui(y) D3*(y) + 15,0, (¥) Ui (¥) Di(¥)
+120u30, (y) U3 (¥) D> (¥) + 120u3U, (v) U (y) D1 (¥) D5 (v)
+20u30, () UL (y) D3 () + 30u, U, (v) U2 (y) Di*(¥)

+15u,0, (¥) Ui (y) D5(y) + 65U, (¥) Ui (¥) DY (¥) + ue U, (¥) .
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Burada U,(y), U,.(z) yenileme fonksiyonunun y parametresine gore Laplace
dontisimi, U (y) ise U, (2) yenileme fonksiyonunun y parametresine gore Laplace Stieltjes

dontistimidir. Ayrica,

1 ~ +
Uk = (Ui m)", Ui @) =Ty Ui =700, o) = E(e™r¥),

o)’

EH@)=U.() = ) Fi(),  Fg@ =Pl <7,
n=0

* * k * —
an(]’) ~ (Dn()/)) 4 Dn()’) = E(Xil-ne VXI-)' .un = E(Xil-n) ) n= 15253545556'

Teorem 2.4.2 (Seving, 2020)
Teorem 2.4.1’in kosullar1 saglansin. Bu taktirde Sy(,) smir fonksiyonelinin ilk alti

momentinin kesin ifadeleri asagidaki gibidir:
E(Sn) = mUs(2),

E(S}) = 2mU2(2) * Dy(2) + ua Uy (2)
E(Snip) = 61U (2) * D2(2) + 3u,U32(2) * Dy(2)

+3l12U-T-2(Z) * Dy (2) + usU,(2),

E(Spz) = 24mUs*(2) = D3 (2) + 24u,U3 (2) * Dy (2) * Dy (2)
+4p, U2 (2) * D3(2) + 121,U33 (2) * Di%(2)

+6pU3%(2) * Dy(2) + 4usUi%(2) * D1 (2) + paUy (2),

E(Sney) = 120u1U3 (2) * Di*(2) + 180p,Us*(2) * Di*(2) * D, (2)
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+40u, U3 (2) * D, (2) * D3(2) + 30u,U3(2) * D;2(2)
+511U%(2) * Dy(2) + 60p,U*(2) * D1 (2)
+60u,U3(2) * D1(2) * D,(2) + 10u,U%(2) * D3(2)
+20p3U73 (2) * D*(2) + 10u3U3%(2) * D, (2)

+5u,U%(2) * D1(2) + usU,(2),

E(Syip) = 720u,U58(2) * D}°(2) + 1440, U5 (2) * D} (2) * D3 (2)
+360u,Ui*(2) * D1%(2) * D3(2) + 5400, Us*(2) * D; (2) * D37 (2)
+60u, Ui (2) * D (2) * D;(2) + 120u,U3*(2) * D;(2) * D3(2)
+6u,U3%(2) * D5 (2) + 360u,U3> (2) * Dy*(2)
+540u,U5*(2) * Di?(2) * D;(2) + 120u,U3 (2) * Dy (2) * D3(2)
+90u,U33(2) * D32 (2) + 15u,U*(2) * D;(2)
+120p3U3*(2) * D13 (2) + 120p3U33 (2) * D5 (2) * D;(2)
+20u3U3(2) * D3(2) + 30p,U33 (2) * D1%(2)

+15u,U3%(2) * D;(2) + 6psUi?*(2) * D1 (2) + e U+ (2) -

Burada,

E(HZ) = U, (2) = Z Fi2),
n=0

Z

De(2) = f smdE(s),

0
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Fuu(@=Pxi <7}, wm=Ex™, n=123456.

2.5. Siirecin Ergodik Dagihminin Momentleri I¢cin Kesin ifadeler

Onceki boliimlerde, siirecin karakteristik fonksiyonuna iliskin kesin ifadeler ve smir
fonksiyonellerinin momentleri elde edilmisti. Bu bilgiler 1s1ginda, X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin momentlerinin belirlenmesi hedeflenmistir.

Oncelikle, siirecin ilk n momentinin hesaplanmast icin, S N(z) sinir fonksiyonelinin ilk
n+ 1 momenti kullanilarak iliskilendirme yapilabilmesi ile ilgili literatiir kaynaklar
bulunmaktadir. Ozellikle, karakteristik fonksiyonun momentler iizerindeki Taylor agilimi
dikkate alinarak elde edilen ifadeler, birebir eslestirme yontemiyle yorumlanmis ve
sonuclandirilmistir.

Siirecin ergodik dagiliminin ilk iki momentinin hesaplanmasi, siirecin uzun vadeli
istatistiksel 6zelliklerini anlamak acisindan kritik Sneme sahiptir. [lk moment, yani beklenen
deger, sistemin denge durumunda ortalama hangi seviyede bulundugunu gosterirken, ikinci
moment veya varyans ise siirecin bu ortalama etrafinda nasil dalgalandigini belirler. Bu
bilgiler, siirecin kararliligin1 degerlendirmek, risk analizi yapmak ve sistemin gelecekteki
davranisim dngodrmek igin kullanilir. Ozellikle finans, sigorta, stok kontrolii ve giivenilirlik
teorisi gibi uygulamalarda, ergodik momentlerin kesin ifadeleri, optimal stratejilerin
belirlenmesine ve olasi risklerin yonetilmesine yardimci olur. Ayrica, modelin gegerliligini
test etmek ve benzer siireclerle kiyaslama yapmak i¢in de bu momentler 6nemli bir 6l¢iit
olarak kullanilir.

Bu boéliimde, X(t) siirecinin uzun vadeli istatistiksel 6zelliklerini belirleyen ergodik
dagilimimnin ilk iki momenti i¢in kesin ifadelere yer verilecektir. Bu boliimiin sonuglarini
verebilmek icin k = 1,2,3;x > 0 olmak iizere asagidaki notasyonlar1 c¢alismaya dahil

edelim;

my = E(’If)'

my
My =m )
1
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Mk(x) = E(SN(Z)) )

M (x)
M;(x)

My (x) =

Teorem 2.5.1 (Aliyev vd., 2010)

Teorem 2.3.1’in kosullarina ek olarak asagidaki kosullar da saglansin:

i) E(In:]%) < o,

i) E@() <o

Bu taktirde X (t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk iki momenti Sy(,) smir fonksiyonelinin

ilk i momenti yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

EX) = ){ (24 + my)My1(§)) — E(My(3))}, (10)

E(M,(5)

E(X?) = ———1E(M3 () — (lm A LA
E( 1({1)) 3(¢1 5 M2+ 61 | Ma(6

+E ((M +3ma1dy + 36%) M, (a))} . (1D

Bu ¢aligmanin ardindan 2020 yilinda Seving doktora tez ¢alismasinda siirecin ergodik
dagiliminin ilk 5 momentini, smir fonksiyonelinin ilk 6 momenti yardimiyla ifade eden
formiilii elde etmistir. Ayrica, ilk dort momente iligkin elde edilen kesin ifadeler araciligiyla
E(X™) i¢in genel bir formiil tiiretilmistir. Bu genel formiiliin gecerliligini sinamak amaciyla
besinci ergodik moment ayrica hesaplanmis ve elde edilen sonug, formiiliin dogrulugunu

bliyiik olciide desteklemistir.
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Teorem 2.5.2 (Seving, 2020)
Teorem 2.3.1’in kosullar1 saglansin. Ek olarak E (|n;|**1) < oo kosulu saglansin. Bu
durumda X (t) siirecinin ergodik dagiliminin n. momenti E(X™) mevcuttur ve Sy, sinir

fonksiyonelinin momentleri ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

n+1 m

= E(Mltlﬁ)) er C”::l‘m (n + f— m) Z(_l)kﬂ (7:) E((’lcl)m_kMk(/lﬁ))-

k=1

Burada,

Mk(AZ) = E(Sﬁ(lz)),r/flk = (kn:I;-)'-‘:nl veEmy = E(T]ic) ,k — 1,6

ve

E((A0)"M(A8,)) = [, (A2)"My(Az)dm(z) ,n =15k =15.

Ayrica,

: (s N
Cn = E E E E (DD (—1)sU+D) STkl GDEGDS myms,

C,=1, My=1 i#j ik+js=n

Bu calismanin sonraki boliimlerinde siirecin ergodik dagilimimin ilk 2 momentini
moment bazli yontemle hesaplamak i¢in Aliyev vd.’nin (2010) ¢alismasindaki formiil ve

notasyonlar kullanilacaktir.

2.6. Yar-Markov Rasgele Yiiriiyiis Siirecinin Momentleri i¢in
Moment Bazh Yaklasimlar

Yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireglerinde, beklenen gegis siireleri ve sistemin uzun

vadeli davranisi, slirecin ergodik dagilimina ait momentlerin belirlenmesiyle karakterize
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edilebilir. Literatiirde bu tiir siirecler i¢in genellikle asimptotik genislemeler kullanilarak
momentler yaklasik olarak ifade edilmektedir. Ancak, asimptotik genislemeler ¢ogu zaman
Ozellikle yiiksek mertebeden terimler igin kiigiik oh (o) veya biiyiik oh (O) notasyonlariyla
verildiginden, terimlerin yakinsama davranisi tam olarak goriilememektedir. Bu nedenle, bu
calismada moment bazli yaklagimlar tercih edilerek, dogrudan momentler i¢in yaklasik
ifadeler tiiretilecek ve siirecin daha hassas bir sekilde modellenmesi saglanacaktir.

Calismada kullanilacak ana yaklasimin daha iyi kavranabilmesi i¢in ilgili teorinin
altyapisinin incelenmesi ve temel kavramlarin agiklanmasi faydali olacaktir. Bu sayede,
sunulacak teoremler ve elde edilen sonuglar daha anlasilir hale gelecektir.

Not: Bundan sonra ve ¢aligma boyunca, G (z) herhangi bir fonksiyon olmak {izere,
G(y) ve G*(y) notasyonlari sirastyla G(z) fonksiyonunun Laplace doniisiimii ve Laplace
Stieltjes doniisiimiinii temsil edecektir. Ek olarak G(z) notasyonu G(z) fonksiyonunun
moment bazli yaklagimini temsil edecektir.

Yardimeci Teorem 2.6.1

Negatif olmayan {X,},n = 1,2,3,... rasgele degiskenleri bagimsiz aynmi F(x)
dagilimina sahip olsunlar. Bu rasgele degiskenlerin beklenen degeri mevcut ve sonlu oldugu
varsayllsin. Bu rasgele degiskenler yardimiyla Y, =X;+X, +--+ X, , n>1,Y, =0
rasgele degiskeni ve Nr(z) = min{n:Y,, > z} yenileme siireci tanimlansin. Bu durumda

yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki yaklagim verilebilir:

z
U,(z) = E(NF(Z)) ~ ,u_ + cp + ceSo?,
1

Burada,

_6uy(pp — 2u) 1y Hy — 2uf

. Gr=o>, ¢
2uspy — 3u3 " 2u 2u

So =

dir. Ayrica sy’ 1n pozitif olmamasi gerekmektedir.
Ispat:

Y, rasgele degiskenin dagilimi;

Fa(z) =PV, <z}, n=1
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ile ifade edilsin. Burada

0, z<0
FO(Z):{1 z>0"

)

Bu ifadeler kullanilarak bir yenileme siireci tanimlansin: N(z) = max{n: Y, < z}. Bu

yenileme siirecinin beklenen degeri M (z) ise yenileme fonksiyonu olarak adlandirilir.
M(z) = E(N(2))
Aciktir ki,
{N(z) =2n}={Y, <z}
Ayrica,
P,(z) =P{N(z) =n}=P{N(z) =2n}—P{N(z) =n+ 1}
=P{Y, <z} —P{Yy 4, <z}
= F(z) — F*tD(y),

Yenileme fonksiyonunun tanimindan;

M(z) =E(N(2)) = Z P{N(z) > n} = Z P{Y, <z} = Z F*'(2) =

=F(@2)+F?@2)+ -+ F"(z)+ -

=F@2)+[F(2)+F?%@)+ -+ F™z)+ - ]*F(2)

$ oy
n=1

=F(2) + * F(z)
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=F(z2) + M(2) x F(2).

Yani, M(z) = F(z) + M(z) * F(z) elde edilir. ifadenin her iki tarafina da Laplace

dontigiimii uygulanirsa;
L{M(s)} = LIF ()} + LIM(s)}. L{f ()} . (12)

Ifade kolaylig1 i¢in asagidaki notasyonlar ile (13) denklemi yeniden yazilsin:

f(s)

M(s) = ==+ (). f(5). (13)

(14) esitliginin her iki tarafi da s ile garpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
s.M(s) = f(s) +s.M(s).f(s) =

s.M(s).[1=F()] =f(s) =

_ S
() =L (14)
s(1-7®)
elde edilir. Bilinmektedir ki M(z) ve F(z) birbirleri cinsinden benzersiz sekilde tek tiirlii
yazilabilir.
M'(z) =m(z) olsun. Her iki tarafa Laplace doniisimii uygulanirsa,

Mm(s) = s M(s) — M(0) bulunur. M(0) = 0 oldugundan,
m(s) = s M(s) (15)

elde edilir. (16) numarali denklem (15)’de kullanilirsa asagidaki sonug elde edilir:

sy = SO

C1-f) ‘e
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Eger m(s), s = 0’da bir tekil noktaya sahip ise asagidaki yaklasim yazilabilir:

Buradan ters Laplace doniisiimii uygulanirsa;

m(z) = A + Be’?,

her iki tarafa integral uygulanirsa;

SoZ

M(z) =~ Az + +C

elde edilir. SE +C=0=C=- SE olarak secilsin. (20) denklemi diizenlenirse
0 0

B(1 — e®0%)

So

M(z) =~ Az —

sonucuna ulasilir. Amag, buradaki 4, B ve s, katsayilarinin belirlenmesidir.

(17)

(18)

(19)

(20)

Bilinmektedir ki, f(z) olasilik yogunluk fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin sifir

etrafinda kuvvet serisi su sekildedir:

3 o (—1)n 5"
f(s)=2% .
n=0

Burada u, = E (X{‘) < oo’dir. (22) denkleminden agikca goriiliir ki,

. s s? s3
f&)=1=qrpa+ iy =izt

(21)
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- s st s’ Sty | S%

1 Stz ( 1 s )
=—|1+—+ - s? + o(s?)
SH1 24 4uf  6u

2
. u u 3Ux—2uzu
d”.- D 22 3 2 3H1

—— olmak tizere asagidaki esitlik elde edilir:
Ui  6Uq 12pu1

1 1 SUs
—_— 1+—+D52+0(sz)]. (22)
1-f(s) s 24y

(22) ve (23) denklemlerinden yararlanarak goriiliir ki;

f(s)

=(1—-su +iu + 0(s?) L [1+ﬂ+Dsz+o(sz)]=
1-f(s) 2 sl 2

1
=—{1+ ﬂ—,ul]s+[&—&+D]sz+o(sz)}=
St

201 2 2

1 —2u?

=—1+u5+Dsz+o(sz)l:>

SHq 2p

F(s 1 —2u? D
L——+u+—s+o(s). (23)

1-£(s) Sy 2u3 M1
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(17), (18) ve (24) denklemlerinden asagidaki ifade elde edilir:

A B 1 —2u? D

— ~— M+—s+o(s). (24)

S S§—So St 2pug Hq

Katsayilarin esliginden A = #i oldugu goriilmektedir. Bundan sonraki adimda B
1

katsayisi elde edilmelidir. Diger yandan,

B
B sy B S
= S% =——|1+— + + o(sz)l l— — s+ o(s)l (25)
S—=So 1 - So So
0

esitligi ile (25) denklemindeki katsay1 esitlikleri g6z oniine alindiginda,

2u¢ D
I— —s+0(s)l T+Zs+o(s)

elde edilir. Buradan ulasilan

So 2u? 2u?
D B B1 u,—2u:1 Uy — 2u% 1
_—_=—— = ——_—— —_— S = —
H1 55 So So 2#% So ° 24 D

. . 2 3pz—2 e .
denklem sisteminde D = 4’% - 6”73 = % esitligi yerine yazilirsa,
1 1 1

6u1 (uy — 2u%) <.U2 - 2#%)
So = — B =—-s)|———

2pspy — 3.“% ’ ZIJ%

sonuclari elde edilir.

Boylece belirlenen tiim katsayilar (21) denkleminde yerine yazilirsa
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(uz — 2u) (1 — e%%) _ b (py — 2p)

z
M(z) ~—+ , Sp =
° 2pzty — 3U5

Ha 2.“%

(26)

elde edilir. Bu sonug Teorem 1.2.3.2’de Kambo’nun elde ettigi sonuca denktir.

Tiim bu sonuglar, yenileme siireci N(z) = max{n:Y,, < z} bi¢iminde tanimlandiginda
elde edilmistir. Ng(z) = min{n:Y,, > z} (Feller anlaminda yenileme siireci) ve
N(z) = max{n:Y, < z} (Smith anlaminda yenileme siireci) arasindaki iliski asagidaki gibi

verilir:
Np(z) = N(z) + 1.

Dolayistyla, Kambo vd.’nin 2012 yilinda yapmis oldugu ¢aligmada 6nerilen sonuglara

dayanarak U, (z) yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki yaklasik ifade yazilabilir:

U,(z) = E(Ng(2)) = E[N(2) + 1]
=E[N(2)]+1

=M(z)+1

Sonug olarak (27) denklemi yukaridaki esitlikte kullanilirsa,

z —2u?)(1 — eSo?
U, (2 NG ul)(2 ) 4
H1 2p1

2
oz uy o (U — 28 2502

W 2pf 2p3

ifadesi elde edilir. Boylece Kambo’nun moment bazli yaklasimmin Feller anlaminda

tanimlanmis yenileme siireglerine uygulanmis hali,

z
U,(z) = ﬂ_ + cp + ce’o? (27)
1
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gibi elde edilir. Burada,

6y (up — 2p9) 1y Hy — 2uf

) Cp =
2uspy — 3u3 " 2u z

50:

)

2p5

dir. Ispat tamamlanmistr.

Bu noktada, Kambo yaklagimina gore {iretilen yaklagik formiillerin, mevcut formiillere
(genellikle Feller yaklagimi olarak adlandirilir) kiyasla daha verimli oldugunu gdstermek
i¢in belirli bir 6rnek verilecektir.

Ornek 2.6.1
{n,n =123,..}, A > 0 parametreli, ticiincti dereceden Erlang dagilimina sahip
rasgele degiskenler dizisi olsun. Diger bir deyisle, n,, rasgele degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu f, (t) asagidaki gibi tanimlansin:

A3t?
fn(@®) = 5 e t, t>=0, A>0.

Bu durumda {n,,n = 1,2, ...} rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme siirecinin
beklenen degerinin (yani yenileme fonksiyonunun) sirasiyla kesin hali (U(t)), Feller’in
asimptotik yaklagimi (Up(t)) ve Kambo’nun moment bazli yaklasimi (Ug(t) = U, (t))
asagidaki gibidir:

a2 1 3, V3a 1 | [V3at
U(t)=?+§+§e2 cos + —sin ,

At 2
UF(t) = ? + § + 0(1),
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Bu 6zel 6rnegin incelenmesindeki temel amag, Kambo’nun moment bazli yaklasik
formiiliiniin Feller’in yaklasik formiiliine kiyasla kesin formiile daha yakin sonuglar

verdigini géstermektir. Bu yakinligin dlgiilebilmesi i¢in asagidaki notasyonlar tanimlansin:

Ap = U@ —Ue(®I,  Ag = U@ = Up(0)];

A A
8p = ——100%, Ok = ——

U(t) —U((b) 100%;

APF:100_6F; APK:100_6K

Burada, Ar ve Ag, sirasiyla Feller ve Kambo’nun yaklasik formiillerinin mutlak hatasini; 85
ve Jk, sirastyla Feller ve Kambo’nun yaklasik formiillerinin nispi hatasi; APr ve APy,
sirastyla Feller ve Kambo’nun yaklagik formiillerinin kesin ifadeye uyum yiizdesini ifade
etmektedir. Asagidaki tabloda At = 0.2,0.3,...,1.5 oldugunda bu parametrelerin aldigi

degerler verilmistir:
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Tablo 1. Onerilen yontemle elde edilen sonuglarin mevcut yontem ile karsilastirilmasi

At U@ Ug® U Ax  Ag 5k 5 AP, AP,
(%) (%) (%) (%)

0.2 1.001 0980 0.733 0.021 0.268 2.08 26.75 97.92 73.25
0.3 1.004 0979 0.767 0.024 0.237 243 23.61 9757 76.39
0.4 1.008 0983 0.800 0.025 0.208 2.48 20.63 97.52 79.37
0.5 1.014 0991 0833 0.024 0.181 233 1785 97.67 82.15
0.6 1.023 1.002 0.867 0.021 0.157 2.05 1530 9795 84.70
0.7 1.034 1.017 0900 0.018 0.134 1.70 1298 98.30 87.02
0.8 1.048 1.034 0933 0.014 0114 132 1091 98.68 89.09
0.9 1.063 1.053 0967 0.010 0.097 0.95 9.08 99.05 90.92
1.0 1.081 1.074 1.000 0.007 0.081 0.60 7.48 99.40 92.52
11 1.101 1.097 1033 0.008 0.067 0.29 6.10 99.71  93.90
1.2 1122 1122 1.067 0.000 0.055 0.02 4.93 99.98 95.07
1.3 1.145 1147 1100 0.002 0.045 0.20 3.94 99.80 96.06
14 1170 1174 1133 0.004 0.036 0.38 3.11 99.62 96.89
1.5 1196 1.202 1167 0.006 0.029 0.51 242 99.49 97.58

Tablo1.’den de goriilecegi iizere, At = 0.2 oldugunda Feller yaklagiminin dogruluk
yiizdesi %73.25; Kambo yaklasiminin dogruluk ytizdesi ise %97.92'dir. Ayrica, At = 0.3
oldugunda, bu yiizdeler sirasiyla Feller'e gore %76.39 ve Kambo'ya gore %97.57'dir. Diger
bir deyisle, nispeten kiigiik At degerlerinde, bu ¢alismada onerilen Kambo anlamindaki
moment bazli yaklagik formiil Feller'in yaklagik formiilinden daha etkindir. At degeri
biiyiidiikge her ikisinin de dogruluk orani birbirlerine yaklasmaktadir. Ozellikle At > 7
oldugunda dogruluk yiizdeleri birbirine yeterince yakin olacaktir. Sonug olarak, At 'nin
kiiciik degerlerinde Kambo yaklasimina gore tiiretilen yaklagik formiillerin kullanilmasinin
tercih edilecegi sonucuna varilabilir.

Moment bazli yaklasimlar ilk kez yenileme fonksiyonlari i¢in uygulanan bir yontem
olmakla birlikte bu calismada yontem rasgele yiirliylis slireclerine uygulanacaktir. Bu
amagla, bu calismada Dynkin prensibi kullanilarak, rasgele yiirliylis siirecinin sinir
fonksiyonelleri basamak yiiksekliklerinin olusturdugu bir yenileme fonksiyonu ile ifade

edilecektir. Daha sonra Kambo’nun yontemi bu yeni yenileme fonksiyonuna uygulanacak
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ve basamak yiiksekliklerinin olugturdugu yenileme fonksiyonu i¢in yaklasik formiil ortaya
konacaktir. Elde edilen formiilden yararlanarak ele alinan siirecin ergodik dagiliminin
beklenen deger ve varyansi i¢in yaklasik formiiller bulunacaktir. Boylece bu calisma
literatiirde mevcut olan yenileme siireglerinin yani sira rasgele yiiriiylis siiregleri i¢in de
yaklagik formiiller 6nermis olacaktir.

Bu calismada, Gamma miidahaleli yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecinin momentleri
icin moment bazli yaklasimlar incelenecektir. Siirecinin momentlerini elde etmek i¢in ilk

olarak siirecin Sy, smir fonksiyonelinin momentleri bu yontem ile elde edilmelidir.

2.7. Siirecin Simir Fonksiyonelinin Momentleri Icin Moment Bazh
Yaklasimlar

Sinir fonksiyonelinin momentlerini hesaplamak, siirecin uzun vadeli davranigini
anlamak ve performans olgiitlerini belirlemek agisindan kritik 6neme sahiptir. Ancak, bu tiir
stireglerde sinir fonksiyonelinin tiim momentlerini analitik olarak elde etmek ¢ogu zaman
zor ya da imkansizdir. Bu nedenle, yaklagik yontemlere bagvurmak kaginilmazdir.

Asimptotik genislemelere dayali klasik yontemler, smir fonksiyonelinin yiliksek
mertebeden momentleri i¢in genel ifadeler saglasa da bu yontemlerde terimlerin yakinsama
hizim1 net bir sekilde gormek miimkiin degildir. Bu durum, o6zellikle kiigiik 6rneklem
bliytikliiklerinde ya da diisiik parametre degerlerinde hata payinin artmasina yol agmaktadir.
Moment bazli yaklasimlar ise, simir fonksiyonelinin ilk birka¢c momentini dikkate alarak,
siirecin momentlerini daha dogrudan ve anlasilir bir bigimde yaklasik ifade eder. Bu
yaklagim, yalnizca yiiksek Kkesinlik saglamakla kalmaz, ayni zamanda sistem
parametrelerinin degisimine karsi duyarlilik analizine de imkan tanir.

Bu boliimde, yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecinin sinir fonksiyonelinin momentleri
icin moment bazli yaklasimlar detayli olarak incelenecektir. Kambo’nun moment bazli
yontemi temel alinarak, siirecin sinir fonksiyonelinin ilk ii¢c momentine yonelik yaklasik
ifadeler tiiretilecektir. Amag, klasik asimptotik yontemlere kiyasla daha kesin, hesaplamasi
kolay ve uygulama agisindan daha elverisli bir yontem sunmaktir. Bu sayede, s6z konusu
stokastik stirecler icin daha gercek¢i modellemeler ve giivenilir sonuglar elde etmek
miimkiin olacaktir.

Not: Elde edilecek sonuglardan o6nce Teorem 2.4.1°de  tanimlanan

U,(), UL(y), D;(y), D;(y) notasyonlarinm incelenmesi ifade kolayligi saglayacaktir.
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Ui =E ()(fi) < 00,i =1,2,...0lmak iizere U, (2) = E(H(Z)) yenileme fonksiyonuna

ait Kambo anlaminda moment bazli yaklagim

~ z
U,(2) —+cp + ce ¥ (28)
H1
bi¢iminde tanimlanir. Burada
W B 6y — 2u7)
CFr =177, c=1-—cp, K=-sy= >
2p7 2p3p — 35

dir. Ry(2) = ce™®? seklinde tanimlanir ve (29) denkleminin her iki tarafinin Laplace

doniisiimii alinirsa,

7.0 = — + L+ Ro)

+\Y 1,}/2 % oY

bulunur. Ayrica y — 0 iken,
o PRI PR A S P!
NTY K k(1+L) KL KT o) =g o)

elde edilir. Burada,

D

< _ (2/1% - Mz) <2u3u1 - 3#%) _ 303 — 23
K 2u3 611 (1t — u3) 1243

olarak tanimlanirsa Kambo’nun yaklasimi ile elde edilmis olan U,(z)’nin Laplace

doniisiimii su sekilde ifade edilir:

- 1 c
U,(y) =—=+—+D +o(1). (29)
my? vy
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Diger yandan,
Ui(y) =vU0,.(y), (30)
+ Y2 y?
Di(y) = E(xfe™ ") = py —yu, + > H —gu4+0(y3), (31)

2 3 4

o . y
D;(¥) = E(xi e ) = up —yus + S Ha = Hs + ks — 0(r") (32)

olarak elde edilir.

Yardimci Teorem 2.7.1

Birinci basamak yiiksekliginin ilk altt momenti mevcut ve sonlu olsun. Yani

Ue = E ()(f 6) < o kosulu saglansin. Bu durumda, her sonlu z i¢in Sy, smir

fonksiyonelinin ilk i momentinin Laplace doniisiimleri asagidaki gibidir:

- 1 a
My(y) = = +—+ D + o(1), (33)
Y: vy
() 2+h1+h2+h+ (1) (34)
= — [— —_ 0 ,
2 y y3 yz y 3
. 6 fi fo f3
M3(y):F+F+P+7+f4+f5}/+o(y)' (35)
Burada,
1z 3u3 — 2uzpiy
a=-—, D="P2——
214 1244
- s Tty 315 s
1= " 2_3_' 3_62_43_3 )
M M Hy Uy Ha
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6112 15 My 27ppu3 93
f1:18ﬂ1—’u_, f2:9<ﬂz 52/ fs=—+ T3

1 2.“% - H1 .U% 4.“% ,

PR +22u§ Hius  9u3
U2 32 4 aud

g He talt Busits  Supui  Suspa  Sups 1543
= _ _

+ .
8y 2uf  8uf o 3y 8y 4ud 1643

Ispat:

Teorem 2.4.1°de verilen ifadeler g6z oniine alinsin. Diger yandan, (30), (31), (32),

(33) denklemleri bu teoremde kullanilir ve cp = 2’% olmak tizere gerekli matematiksel
1

islemler yapilirsa,

~ 2 1 Cr 4
(U+(y)) = <u 7t D+ o(1)>

1

1 2¢ c2+2D 2czD
n F3 +ll1 F _ n F
Uy uy Uy

+ D? +0(1),

~ 3 1 Cr :
(U+(y)) = <u 7t D+ o(1)>

1

1 3¢ 3uc2 + 3D c3 +6czD 3u;ciD +3D? 3cpD?
=36+2F5 ﬂ11;4 +ll1F 3F+.u1F2 n F n ,
UiY®  uyy U1y 7594 7594 Y

2
2 3
N 2 Y Y
(Di(n)" = (#1 — YU + oM e + 0(Y3)>

Hala + 3l
= puf — 2pyppy + (U5 + papz)y? — f)f?’

3uf + 4oty ,  Mafa o HE .
+TV Ty +%)’ +O()’)
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oldugu goriilmektedir.

i) Ml(]/) = ﬂ1U+(V);

Uz
24,

,(y) < 1 +F 4D+ (1)) 1+ 1+ D +o(1)
= —_ 0 = 0 .
1Y 251 PRz V2 Y 251

1
Burada,

_r_
M 21

olmak lzere
_ 1 a4
M;(y) = 2 + B + D +0(1)

sonucu elde edilir.

i) L0 = 200, (DU D) + 1T () = 2y (T, 1)) Di ) + a0, ()

_ 1 2cp  uick+2D  2cpD y?
M,(y) = 2u,y + + + +D%?+o()||uy —yu, + =n
? Yledvt Ty wy? y SRS R

3

14 3
——Hsto(y)|+u [
6" “lugy?

c
+7F+D+0(1)]

1
=—3t 4#1CF -——+— _+ [2#1CF + 4 D — 4ppcp + Zg + MZCF];
1

[ Ha
+|4picpD — 2u1ppch — 4D + 2pzcp — 3 + HZD] +0(1)
! 1

3u3—2uz iy

Tt

Burada, ¢y = 2‘% veD = olmak {izere,
1
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20y Yo M2
hy =4 cp ——+— =>hy =—;
! vF 251 251 ! 251
U3 H3
hz = Zl,llcl: + 4M1D 4”2CF + _+ I’LZCF = hz ;
P 3p,

hs = 4ufcpD — 21 HpCh — 4Up D + 2pzcp — :74 +uD =
1

_ Ty 33
6u;  4ui 3w

= hj

bulunur ve
_ 2 hy h,
M,(y) =—+—+—+ hs +0(1)
2y y3 yz y 3

sonucu elde edilir.

i) Mz(y) = 6p,U,(y) Ui2(y) Di2(y) + 3, U, (¥) Us(y) D5 (y) +

Iy I

+3u, U0, (y) U (v) Dy (¥) + s U, () ;

I3 14

Sirastyla Iy, I,, I ve I, esitlikleri asagidaki gibi hesaplanir:

L = 6m 0, (1) U () D) = 6y (T, () (i)’

[ 122 | 1g ]1 6~
= — H — —
W Hy3s " Tyt
612 6 1
Iﬁ + 2Hs _ 36uycy + 18usc? + 18u1Dl )2

2u; 6 18u3c
+l_ Ha _ Mokt  18u3cr

1
> + 18uscp — 361 Uyc2 — 36u,D + 6u3cs + 36u?cyD |-
My My My 14
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3u3  2pals 18, u5cr 18u5D
S Gugcr — ——2 4 18p2¢2 + 18uy puscE +
+ zﬂf ,uf UaCF 0 Uz CF HU1H3CF 0

+18uzD — 12u2u,ci — 72u ppcpD + 18u3cED + 18u2D?

Hsps  OpSCp 6l HaCE 18u,u3D
— + + -6 ct—18 €2 — 6D — ————+ 6u,u3ck
+ llf 21, 0 H1H4CF H2[3CF Ha " H1lU2CF ¥

+6uiusci + 36u5cpD + 363 u3cpD — 3615 Uy ciD — 3631, D? + 187 cpD?

+o(y).

I, = 3w 0. (U D5 () = 3y (T, ()/))2 D;(¥)

3p2] 1 313 1
[ [__ + 64 F] [ — 6lusCp + 3 Uy Ch + 6H2D] -
H1 2l Y
[__ + 3u4Cp — 3l p3CE — 6uzD + 6H1H2CFD]
3ty paCF SH1H4CF
I— — psCp + ———+ 3uyD — 613D + 3, D? |y + 0(¥).

I = 34,0, (DU (D () = 3y (1) D3 )

3z 3 _ 6143 Cr
2#1 H1

31,7 1 3
[ﬁ +luz

1
— +3,u,ucz+6/4Dl—
w ly3 u? R %

+6 ]H[
U
ZFY

Hols | 3liaUsCR 615D
— + — 3ujct - + 61 piycpD
[ 202 0 H2CF 0 H1l2CF

g 3 cz  3u,usD
n l#z#s _ H2l4Cr n H2H3CF n Ha23

— 6u3ceD + 3u Dzly + o(y).
8l 2 Hy 2F 172

1
I, = w0, (y) = [,ug] + [pscr]l = Y + u3D + o(1).
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Bu sonuglar M3(y) =1, + 1, + I3 + I, denkleminde toplanir ve matematiksel

sadelestirmeler uygulanirsa asagidaki ifade elde edilir:

= 6 6uz] 1 W\ 1 [ua | 27upps  9u3|1
M(y)=—+[18u ———+[9<u S ) | (e i o o
; y* Yo ly3 2oyl w2 audly

l_ Us +22u§ u%us_‘)u%l
2y 3ui 4 4pd

lus L Haba _ Bialts Suaui  Sp3pa  SuSus 1543

Y +o(y).
8wy 2uf  8wf  3uf 8y 4wt 16#?]

Burada,

611 I My  27pau3 93
fi= 181 - =2, f=9<u -2), peeTRoE
! Yo 2 2 2ul T w48

PR 22p5 | pips M3

YU 2w 3 4wl 4wl
oo B | Haka Buats  SpaM5  Suips  Suduz 1543
- _ _

8y 2uf  8uf 3wy 8y 4uf 1643
olmak tizere

=~ 6 1 2
M;(y) =F+%+%+%+f4+fs)/+0()f)

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanur.

Sonug¢ 2.7.1

Yadimci1 Teorem 2.7.1°in kosullar saglansin. Teoremin sonuglari ve Tauber-Abel
Teoremi kullanilarak ters Laplace dontisiimleri alinirsa z — oo iken asagidaki sonuglar elde

edilir.
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M,(z) =z+a; +0(1), (36)
My(z) = z2+ hyz + h, + 0(1), (37)
M;(z) = 23 + %Zz + foz + f5 + o(1). (38)

Amacimiz, yukaridaki denklemlerde o(1) fonksiyonlarini Kambo’nun moment bazli
yontemine dayanan 6zel bir sekilde belirlemektir. (37), (38), (39) denklemlerindeki o(1)
fonksiyonlarmin yerine, Kambo’nun yaklasimina dayanarak sirasiyla asagidaki

fonksiyonlar1 6nerelim:

Ri(2) = bye®?, (39)
R,(z) = (c1z + c3)e™%, (40)
Rs(2) = (dy2% + dyz + ds)e 7. (41)

__6#1(#2—2#%)

== < 0 bi¢ciminde tanimlanmastir.
2uzpg—3u;

Bilinmelidir ki, ¢alismanin tamaminda s, =

Teorem 2.7.1
Ue = E()(f6) < oo ve sy < 0 olsun. Bu durumda, Sy, smir fonksiyonelinin ilk ii¢

momentinin Kambo anlaminda moment bazl yaklagik formiilii asagidaki gibidir:

M,(z) = z + a; + b,e%?, (42)
M,(z) = z% + hyz + hy, + (c1z + c,)e®%, (43)
M;(2) = 23 + %Zz + foz+ f3 + (d12% + dyz + d3)eso?. (44)
Burada,
1y 2u% — iz
a, =—, b1 )
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iy s Thatts 315 Ha
hy =—, hy = 3= 2 1,3 )
buy 4ui 3

H B 3ug

— 2 —
c1 = h3sg — hySo + 1250, C2 =HUy —hy,

6112 15 My 27ppu3 93
fi=18m ——=, f=9<u —o3), =TT
1 1 2 3 0, 02 443

o Hs | 22p5 | phps YU
fa= — 2 + 7t 3 4,4’
meo 3py 4py 4wy

Ho | Mslta _ 3Halis Suaki | SuiMa  Suius 1543

fs = :
> 8uy o 2u? 8u? 3 8 4wl 1645

s~ f: fs
d, = 32 3sg+f;}53_353; d2=2(,ll3_f3)50+3f455—f553, ds=pus — f.

ispat:

Bilindigi iizere,
. _ . _ + _
lim M, (2) = im E(Snz)) = EQi) =
ve (43) denklemi goz 6niine alindiginda
llm Ml(Z) = al + bl'
z—0

Bu nedenle a; + b; = u; olmalidir. a, katsayis1 Yardimci Teorem 2.7.1°de a; = 2“72 olarak
1

tanimlanmistir. Buradan

_2uf —
214
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elde edilir. Boylece M;(z) fonksiyonu, katsayilar1 belirlenmis olan M, (z) fonksiyonu ile

degistirilebilir. Oyleyse,
Ml(Z) =z+ aq + bleSOZ.

Diger katsayilar1 belirleyebilmek icin hem M;(y) fonksiyonlarmin asimptotik

acilimini hem de I\Z(y) fonksiyonlarinin asimptotik ac¢ilimlarini incelememiz gerekir;
burada i = 2,3.
Oncelikle asagidaki ifadeleri vermek kolaylik saglayacaktir:

Ly{esoz}zfe—)/z eSoZ dzzfe—z(y—so) dz = _1
Y — So
0 0
. “[1+ L+ 00 45)
= N 2 TR i 0.}/ ,
_r s [ s ]
50( 50) 0 0
0 1 ! -1 1 1
L ZeSoZ — __L eSoZ — _( ) = — = =
e} =g, e y=so/,  (r—so? @—s0)? (so—¥)?
! 1[1+y+ ()]2 1[1+2y+ ) (46)
- N2 g2 . ToWy)| =3 —+o(y)|,
52 (1_1)2 s§ So sg So
0 SO
Lz} = -2 {zeS°Z}=—(;) o2 Z
Y oy’ —s0?,  =s0® —s0)°
! 1[1+y+ ()]3 1[1+3y+ ()] (47)
=TT 3T "3 —+oy)| =—= —+o(y)].
3(1_1)3 sg So sé So
0 SO

(41) ve (44) denklemleri kullanilarak Iﬁz (y) i¢in ¥ — 0 iken asagidaki asimptotik

acilim elde edilir:
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= _ 2 hy hy
o) = £, (Mo(2) = 25+ 5+ 22+ £y (R}

Burada,
L{Ry(2)} = L,{(c1z + c3)e®0%} = ¢, L, {ze*°%} + ¢, L, {e®0%}

dir. (46) ve (47) denklemleri kullanilirsa,

L, {R;(2)} = z—é[l + ZSy—O+ o(y)] —2—2[1 +£+ o(y)]

c c c S
=5 ——+0(1) =——"+0(1)
S
0 0 0

boylece,
= _ —~ 2 h’l h Cl - CZSO
My() = £, (My(2)) =Gttt o (48)

elde edilir. (35) denklemindeki M, (y) ve (49) denklemindeki 1\72()/) asimptotik agilimlar

eslestirildiginde asagidaki denklem saglanmalidir:

C1 - Czso
h3 = 5—2 = 1 = h3sg + C8)
0

Ayrica bilindigi lizere,
. . 2
lim M,(z) = lim E(S,%,(Z)) = E()(Ir ) = U,
z—-0 z—0
ve (44) denklemi goz 6niine alindiginda

llm Mz(Z) = hz + C2.
z—-0
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Bu nedenle h, + ¢, = u, olmalidir. Buradan
C2 = U — hy,
dolayisiyla,
¢; = h3s§ — hyso + 1z 5o

elde edilir. Boylece M, (z) fonksiyonu, katsayilar1 belirlenmis olan M,(z) fonksiyonu ile

degistirilebilir. Oyleyse,
Mz(Z) = ZZ + h1Z + hz + (Clz + CZ)eSOZ.

Benzer sekilde (42) ve (45) denklemleri kullanilarak 1\73 (y) i¢in y — 0 iken asagidaki

asimptotik acilim elde edilir:

1‘73(}’) =L, (1‘713(2)) =z + %22 + oz + f3 + L,{R3(2)}.

Burada,
L{R3(2)} = L,{(d12* + dyz + d3)e*?} = d, L, {z*e*0"} + d, L, {ze*0%} + d3 L, {e*7}

dir. Burada (46), (47) ve (48) denklemleri kullanilir ise,

2d
LRy ()} = ——=2[143L

d, 14 ds 14
52 ;+o(y)]¥[1+2§+o(y)]—;[1+;+o(y)]

_ _2d1 + dZSO - dgsg _6d1 + Zdzso - d3sg

= + +o0 .
53 5 Yy +o(y)

boylece,



53

+

6 fi
V3

7 i —2d, + dysy — d35s2
M3(V)ELY(M3(Z))=F+V f_22 f3 1 2°0 350

Y2 v 3
+ _6d1 + Zdzso - dgsg

Z
So

Yy +o() (49)

elde edilir. (36) denklemindeki M, (y) ve (50) denklemindeki Iﬁ3(y) asimptotik agilimlari

eslestirildiginde asagidaki denklem sistemi saglanmalidir:

—2d1 + szo — d3$§
4 =

3
So

—6d, + 2dysg — d3s?
5 p—rt

2
So

Bu denklem sisteminin ¢6ziimii su sekildedir:

fssg
2

d.s?
4, = 2350

+ fasg —
d, = 2dsso + 3458 — fsSo
Ayrica bilindigi iizere,
lim M;(2) = im E(S3p) = E(xi”) = 3
ve (45) denklemi g6z oniine alindiginda
ii_r)ré M;(z) = f; + ds.

Bu nedenle f; + d; = u; olmalidir. Buradan
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d; = pus — f3,
dolayistyla,
Us — f3 fs
a =B+ st -2t

dy = 2(uz — f3)so + 3f15§ — fsS¢

elde edilir. Boylece M3(z) fonksiyonu, katsayilar1 belirlenmis olan M5 (z) fonksiyonu ile

degistirilebilir. Oyleyse,

r

M;(2) = z° + 5

z2 + foz+ f5 + (d,z? + dyz + dj3)eso?

dir.

2.8. Miidahalenin Gamma Dagilim Olmasi Durumunda, Siirecin
Ergodik Dagiliminin Momentleri I¢cin Moment Bazh Yaklasimlar

Bu béliimde, miidahalenin Gamma dagilimina sahip olmas1 durumunda olusan yari-
Markov rasgele yiiriiyiis siireci igin ergodik dagilimin momentlerine yonelik moment bazli
yaklasimlar detayli bicimde incelenecektir. Siirecin uzun vadeli davranigini karakterize eden
ergodik dagilim momentleri, 6zellikle duraganlik kosullarinin saglandigi durumlarda
sistemin yapisal 6zelliklerini anlamada 6nemli bir rol oynamaktadir. Kambo’nun moment
bazli yontemi temel alinarak, gecis dagilimlarinin ve bekleme siirelerinin etkisini de goz
onilinde bulunduran sekilde, ergodik dagilimin ilk lic momentine iligkin yaklasik ifadeler
tiiretilecektir. Amag, klasik ergodik teorilerin sundugu genel ¢erceveyi daha hesaplanabilir,
uygulamaya elverisli ve sayisal analiz agisindan avantajli bir hale getirmektir. Bu sayede,
yari-Markov siireclerin uzun donemli dinamikleri daha dogru ve giivenilir bicimde
modellenebilecek ve 6zellikle kapali formda ¢oziimlenemeyen sistemler icin pratik ¢6ziim

olanaklar1 saglanacaktir.
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Not 2.8.1.

Bolim 2.4°de X (t) stirecinin kurulusu verilmisti. Bu kismin temel amaci miidahalenin
a > 0,4 >0 parametreli Gamma dagilimi olmast durumunda X(t) siirecinin ergodik
dagilimini ilk iki momentini Sy, smir fonksiyonelinin ve 1, rasgele degiskeninin uygun
momentleri yardimiyla ifade etmektir. Bu amagla k = 1,2,3,4,5; x > 0 olmak {izere

asagidaki notasyonlar hatirlatilsin:

my Mk(x)
me=E(mt), M@ =E(Se)  ma=o, 0 Ma®)=ges

Diger yandan {; rasgele degiskeni (a, 1) parametreli Gamma dagilimina sahip kabul
edilecektir. Yani {;~Gamma(a,A)’dir. Bu durumda {; rasgele degiskeninin dagilim

fonksiyonu m(z) = P{{; < z} ve olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

A -1 -2
fi(x)=—=x*1e™, x>0,a>01>0.

I'(a)

Burada I'(a) = fomx“‘le‘xdx ’dir. Bu durumda {; rasgele degiskeninin momentleri

E((F) = ;EZ; :2 ,k = 1,2, ... biciminde hesaplanir ve ilk {i¢ momenti asagidaki gibi elde

edilir:

a ala+1)

1 2
EGy =5 B =502 et Dlet?)

13

E(T) =

Ayrica, ¢ rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu da

bilinmektedir:

a

o~ (2
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Yardimci Teorem 2.8.1
{¢,n =1,2,..} rasgele degiskenler dizisi a ve A parametreli Gamma dagilimina

sahip olsun. Ayrica asagidaki kosullar saglansin:

6 611 (U — 2u3)
e =E(xf") < o, K=-s5= é
2p3py — 345

> 0.

Bu durumda asagidaki moment bazli yaklasimlar elde edilir:

a 2u? — A \“
- Uz n 251 Hz( ) ' (50)
A 2y 2uq A+K

E (1\711({1)) =

_ala+ 1)  au,  aui —pp)A”

E (C1M1({1)) =" + 2 il 2+ K)ert (51

. _a(@+D)(@+2) ala+Dy,  ala+1)Quf— )"
E(¢H1,40) = = e TR eEy et €2
_ _ala+1l) au,  p al® A\
B (M) = 2 T ma 3 TGy e T (/1+_1<> ’ (53)
_ a(a+1)(a+2) a(a+Du, aus
E =
(6. T R v
a(a+1)A* a A*
T a e TGy e 54)
_ a(a+1) (a+2) a(a+1) a
E(M3(€1)) = /B +f Ve +fzz+f3
N a(a+1)l“+ a A% e d A\ .
LA+ K2 T TE (A + K)att 3(/1+K) ' (55)
Ispat:

Teorem 2.7.1°de ifade edilen denklem ve notasyonlar kullanilirsa;
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(00 [ee] 2
Ml((l = f 1(z2)dn(2) = f [Z + Z'HIZ + Mzﬂl Uz sozl dn(z)
0 0

fzdn(z)+—fd ) +° ul“z Ie‘“dn(z)

0

_,_/

~—_ ——
E({1) 1 E(e~K¢)=M¢(-K)

=g+uz+2uf—uz< A )“
A 2w 2u; \A+ K/

E ((1M1(Cl)) = j zM,(z) dn(z) = j [ZZ + 2.“2 z+ 2,11%2‘“— ac zeSOZl dn(z)

Uy 1
0 0

o)

= f z% dn(z) + ﬁf zdn(z) + Mf ze X%dn(z)
204 2
0 0 0
E(¢?) E({1)

_ 0

_ala+1)  au, N a(2uf — up)A”
2 2u3A  2p (A + K)at1’

i)

o)

HGANE f 22 W,(2) dn(z) = f Iz pd e 2 Zul“ 2 s%e l dn(2)
0

o)

= f z3dn(z) + ﬂf z% dn(z) + Mf z% e X2dn(z)
2 2
0 0 0
E(¢3) E(¢?)

- 3|~ oMo (-1

ala +1)(a+2) N ala+ Dy, ala+1)Q2u2 — uy)A
A3 204 A? 2u1 (A + K)e+2
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o)

E (1\772({1)) = f M,(2) dn(z) = f [z2 + hyz + hy, + (c1z + ¢y) e5°%] dm(2)
0

0

= J. z2dn(z) + hlf zdn(z) + hzf dr(z) + clf ze X2dn(z)
0 0 0 0
E(¢}) E(¢1) 1 ~ Mg (~k)

o)

+c2f e X2dn(z)
0

Mz(-K)
ala+1) « al® A \“
CE SN R +c2(—).
A? w3y (1 + K)att A+ K

[ee)

E(a,6)) = [ 27,) dn(a)

0

= f [z3 + hyz? + hyz + (c,2% + ¢,2) e50%] dr(z)
0

oo [o9] [o9] (e9)

f z3 dn(z) + hlf z% dn(z) + h, f zdn(z) + clf z? e X2dn(2)
0 0 0 0
E(33) E(¢7) E($1) 2 [_ E M((_K)]

+ CZJ ze K2dn(2)
0

9
—3Me(=K)

B ala+ 1D(a+2) N ala+ Dy, aus ala +1)A% al®

13 e 3 TR T 2Oy Ry
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vi)
M3 ((1 = f 3(2) dn(z)
0
— 34 f1 72
=1 |z + foz + f3 + (d12% + dyz + d3) 57| dn(z)
0
= ] z3dn(2) + %f z%2 dn(2) +f2_[ zdn(z) +f3J dr(z)
0 0 0
E(¢7) E(¢F) E(S1) 1
+ dlj z%2 e X2dn(z) + dzj ze K2dn(z) + d3J e X2dn(2)
0 0 0
~ 3|~ 3rMe ) —Me(- ) Me (10
_a'(a+1)(a+2)+ a(a+1)+ a+ +da(a+1)/1“+ a A%
- FE h 222 le fs+di (A + K)a+2 Z(A 4 K)att

A (24
+d3(/1+K> '

Ispat tamamlanmigtir.

Bu galismanin temel amac1 Teorem 2.8.1 ile asagidaki gibi verilmistir. Burada Sy,
sinir fonksiyonelinin ilk {i¢ momenti kullanilarak X (t) siirecinin ilk iki momenti i¢in Kambo
anlaminda moment bazli yaklagimlar elde edilmistir.

Teorem 2.8.1

Teorem 2.5.1 ve Yardimci Teorem 2.8.1°in kosullar1 saglansin. Bu durumda X (t)
siirecinin ergodik dagiliminin ilk iki momenti i¢in Kambo anlaminda moment bazli

yaklasimlar, A parametresi yeterince kiigiik oldugunda asagidaki gibi tiiretilir:

Aja 3Auy — 2 c(a+1
LA 1H2 ﬂsl M ( )A“,
B B 6u.B K%B

(56)
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al(a+1)(a+2) 174 a (a+1)(18u.c + 34;) 11

i 2y —
E() = B 2B
a(Quipsc + psz +3uAz)  2u4f3 + 340 — Agps
+ + A
mB 214 B
a+1)(a+2)uc a+ 1Du;c(18uqc + 34
_( ) ( 72 qa-1 _ ( Jp1c (18, 1) 29 (57)
K*B 2K*B
Burada,
2
mz; Mszq my
A; = my,, A, = > T3 My = m_l' my = E(ni‘)' k=123
w=E(x’),  j=123456
2u? — 6u; (2u? —
Boatteg, BT ulg i~ H2)
24, 2pf Buz — 2up3)
Ispat:

X (t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk iki momenti i¢in kesin ifadeler Teorem 2.5.1°de
sirastyla (11) ve (12) denklemleriyle verilmistir. Bununla beraber Yardimci Teorem 2.8.1°de
elde edilen moment bazli yaklagimlar kullanilarak ispat yapilabilir.

Ispat boyunca asagidaki asimptotik ifadeler siklikla kullanilacaktir. |x| < 1 i¢in
1+x)t=1—x+x%+ o0(x?);
1-x)"t=1+x+x%+0(x?);

nn+1
1+x)" = 1+nx+¥x2+o(x2).
2

i) Oncelikle (11) denklemi,
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QO = m{fs (@6 +m (6 - E (M)

Iy

I

olarak incelensin. (51) denklemi ve ¢y = 2“—:2 c= ”2 1u 2 notasyonlari kullanilarak,
1 1

a

E(Ml((l))=%+u2 +2H%—H2< A >

20y 20y A+ K
a
a 1 A a A ¢
=z+,u1CF+,u1Cﬁ H—& =I+‘U1CF+,L11CK <1+K>
K
A% al
=I+,ulcp+u1cﬁ 1—74—0(/1)
a Hi€
=I+H1CF+ Kal Ka+1la+1+0(la+1)

= (% + ulcp) {1 + %Aa (% + ulcp)_l Z,'Zi A%+t (/1 + ,ulcF)_l + 0(&“*2)}

(% Hi€ sas1 P \TH € PaCr N\ a+2}
_(A+y1cp){1+aKa,1 (1+=72) -2 (14 =72)  +0(+)

_ (%+M1CF) {1 + .uKa Aa+1 <1 e F/1 + (/1)) Ka+1/106+2 <1 2514 Fl+ 0(1)>

+ 0(/10:+2)}

H1C Ja+ _ .U1C[.U1CF

a 1
— [ | qa+2 a+2
= (A+M1CF){1+_0(K“ K]A +o(4 )}

elde edilir. Boylece,
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-1

1 a -1 c cuC 1
L=s———<= (— + ,ulcF) {1 + _clrlll(“ A%+l i [‘ul F E] A%+2 4 0(/1"‘*2)}
E (M)

A H1€ HiC [H1CF 1

— 1-— /la+1 [ _] /10(+2 Aa+2 }
a+/1,u1cp{ aK® K +ol )

A Uic

— _ Aa’+2 + /1“+2
a+ Aucg aK*(a + Auqicrp) o )

A 1€
T a4 e aK%(a+ Augcp)

a+?2

olarak bulunur. Diger yandan,

L=E ((251 g m21)M1({1)) —E (MZ(Q))

= E(GuMy(3)) + A (M,(60) — E (M2(%0) )

ve burada (51), (52), (54) denklemleri kullanilirsa,

a(a+1) 15 u3+<2u%—uz ) al®

i P F T e S S
? 7 g Ty, M @A+ Kt

2 2 _ /’{a
+<A1 ulzﬂ MZ_CZ>—(/1+K)“
1

bulunur. Son olarak E(X) = I,.1, ifadesi hesaplanir ve B = a + Ay cr = a + A olmak

lizere terimler siralanirsa,

Aja  3A -2 cla+1
_ _1 ¢, 1H2 lvls/1 M ( )/1“
B B 6u,B K*B

elde edilir. Boylece (57) denkleminin ispati tamamlanir.
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i) Simdi (12) denklemi

E (M3(€1)) —3E ((%mu + (1) Mz(ﬁ))

( 3mz1 2mzy

\
|
———+3my: G + 3(12>M1((1)>}}

I3

olarak incelensin. I; denklemi ispatin (i) kisminda elde edilmistir ve bu asamada I ifadesi

2
m m
hesaplanmalidir. A; = m,,, A, = = — =2 olmak iizere,
2 3

I3=E (M3({1)) —3E <(%m21 + {1) Mz(ﬁ))

2 _

=F (1‘713(51)) - %E (1‘712({1)) —3E ((1[\/72({1)) + 3A,E (1‘711((1))

+ 34,E (Z1M1({1)) + 3E ((12[\/71({1))

dir ve burada (51-56) denklemleri kullanilirsa,

_ala+D(@+2) ala+1D)[f1 , 34,
= e e e g il el
A 3A + 1A% 2u2 —
143 + 2.“2] a(a+1) d,—3 3 K1 — U2
2 204 (A + K)*+2 244

+[f3+

al” 34, 20 — 1y A% 20 — 1y
dy — =1 3¢, +34 ds + 34, (22|
Y [ 275 T A < )| T arre| BT T,
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bulunur. Burada kullanilan katsayilar Teorem 2.7.1°de belirtilen katsayilardir. Son olarak

~ 2_
E(X?) = I,.1; ifadesi hesaplanir ve B = a + Ay cp = a + 2”72/1 vec = 2”217”2 olmak tizere
1 1

terimler sadelestirilir ve siralanirsa,

+1) (a +2 +1)(18u,c + 34
a(a+1)(a )/1_2+a(a )(18u,c 1)/1_1

E&X?) = B 2B
a(Quipsc + ps + 3u14;)  2uqf3 + 3450, — Agus
+ + A
mB 21, B
3 (a+1) (a+ 2),1110/1“_1 3 (a+ Du,c(18u c + 34,) 22
K*B 2K*B

elde edilir. Boylece (58) denkleminin ispat1 tamamlanir.
Ispat tamamlanmistir.
Sonug 2.8.1
Teorem 2.8.1’in kosullar1 altinda, X (t) siirecinin ergodik dagiliminin varyansi igin

elde edilen Kambo anlaminda moment bazli yaklagim asagidaki gibidir:

A2V 4+ 27V, + Vs + 297, 0<a <2

58
A2V + A7V, + Vg + AV, a>2. (58)

Var (X) = {

Burada,

a(@a+1D)(a+2) a?(a+1)?
Vi = B - B2 ’

a (a+1)(18u;c +34;) 24,a?(a+1)
V2= 2B - B2 '

_ aOmpsc —p3 +3mA,  Ala?  ala+ 1D (BAp, — 2u3)

V - 1]
3 w B B? 34, B2

- (a+1D(a+2)uc 2a(a+1)?p,c
*T K*B K*B?2 ’
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V. = 2p1f3 + 34z — Atz ad;(3A1pg — 2p3)
° 214 B 3u,B?

Ayrica A; (i = 1,2), B, K, ¢ ve f; katsayilar1 Yardimc1 Teorem 2.8.1 ve Teorem 2.8.1°de
verilmisgtir.

ispat:

Ifade kolaylig: i¢in asagidaki notasyonlar tanimlansin:

ala+1 Aja 34 -2 cla+1
( )/1_1_{_ ¢ 1H2 #3/1_#1( )/1“

E X = )
) B B 6u,B K%B
Eqq 5P Ei3 E1q

a(a+1) (a+2) 124 a (a+ 1)(18uy.c + 34,) 11

B 2B
Ezq E32

E(X?) =

a(Oupsc + ps +3wAz) | 2uaf3 + 3400 — Agps
+ + A
B 214 B

E23 E24

3 (a+1) (a+ 2),11101“_1 3 (a+ 1Duc(18uyc + 34,) Iy
K%B 2K%*B '

E25 E26

Var(X) = E(X?) — [E X )]zesitligi kullanilirsa;

Var(X) = [Ey1A72 + EppAd™Y + Epg + Epud — ExsA%™ 1 — E, 1972]
- [Elll_l + E12 + EISA - E14Aa]2
= [E21A7% + EppA™" + Epz + Epd — EpsA%71 — Ep6 177
— [EZ A2 + B4, + EZ Q%2 + E22%% + 2B, E1,A7 Y + 2E 5

- 2E11E14Aa_1 + 2E12E13/1 - 2E12E14_Aa - 2E13E14Aa+1]
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= A"2(Eyy — Efy) + A N(Eyy — 2Eq1Eqp) + (Epz — Efy — Ev1Ei3) + A(Eyy — 2E15Es3)
+ A2(—Ef3) + A% Y (=Eys + 2E11E1y) + A%(—Egg + 2E13Eq4)
+ AL (=2E 3B ) + A2 (—EL,) .

a’nin durumlarma gore terimler siralanirsa X (t) siirecinin ergodik dagiliminin

varyansi asagidaki gibi elde edilir:

Var(X) = 172 (Eyy — ER) + A7 (Eyy — 2E11E15) + (B3 — Efy — EqyEr3)
v, v, Vs

+ /1(1—1 (_EZS + 2E11E14,) ) 0<a < 2 )
Va

Var(X) = 172 (Eyy — ER) + A7 (Eyy — 2E11E5) + (Eys — Ef — EqyEr3)
v, v, Vs

+ A (E24 - 2E12E13) ) a > 2 .
Vs

Burada V;,i = 1,2,3,4,5 katsayilar1 basit matematiksel islem ve sadelestirmeler

uygulanarak asagidaki gibi elde edilir:

ala+1)(a+2) a?(a+1)?
V1= B - BZ !

a (a+ 1)(18u;c + 34;) 24,a?(a+1)
V2= 2B - B2 ’

v, = FOMHsC — s + 3 d; Ala®  a(a+1)(3A1pp — 2p3)
’ wB B? 3u1 B2 ’

_(a+D(a+2)pc B 2a(a + 1)? usc

Va K%B K%B2 ’
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_ 2p1f3 + 34z — Atz ad;(3A1pg — 2p3)
214 B 3u,B?

Vs

Boylece ispat tamamlanmis olur.

2.9. Moment Bazh Yontemler Kullanlarak Elde Edilen Ergodik
Dagilim Momentleri I¢in Ozel Ornekler

Bu boéliimde, moment bazli analiz yontemleri ¢ergevesinde ergodik dagilima iliskin
momentlerin hesaplanmasina yonelik 6zel Ornekler ele almmustir. Ozellikle, zamanla
degisen X (t) siireci i¢in ergodiklik varsayimi altinda teorik momentlerin (beklenen deger ve
varyans) analitik olarak nasil elde edilebilecegi, iki temel olasilik dagilimi {izerinden
gosterilmistir. incelenen dagilimlar, siirekli ve bagimsiz rasgele degiskenlere dayali normal
(Gauss) dagilim ile sinirl tanim araligina sahip diizgiin (uniform) dagilimdir. Bu baglamda,
her bir dagilim i¢in E(X) ve Var(X) ifadeleri ayr1 ayr tiiretilmis, elde edilen sonuglar
ergodik 6zelliklerin moment bazli yontemlerle nasil agiga ¢ikarilabilecegine dair 6rnek teskil
edecek bicimde sunulmustur. Boylece, ergodik siireclerin istatistiksel karakterizasyonunda
moment temelli yaklagimlarin etkinligi, farkli dagilim yapilarina sahip siiregler iizerinden
somutlastirilmistir.

Ornek 2.9.1.

{S,} rasgele yiiriiyiis siirecini olusturan 7; talep rasgele degiskenlerinin u =1 ve
a2 = 1 parametreleri ile normal dagilima sahip oldugu varsayilsin. Yani n;~N(1,1) olsun.
Python (3.11.0) siiriimiinii ile 10® kez tekrarlanan bir islem yapilarak birinci basamak
yiiksekligi y; ’nin ilk alt1 momenti elde edilmek istenmistir. Bu amagla, Ek Sekil 2°de verilen
kod dizininin ¢alistirilmasi sonucu elde edilen u; = E(x;),i = 1,6 momentleri asagidaki

gibidir:

py =125  p, =218,  ps =459,

te = 1097,  us =2898, = 83.04.

Elde edilen momentler kullanilarak agagidaki katsayilar hesaplanir:
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L Gl TV

244 (3u3 — 2ua15)

Hi€ =

B=a+ 2 )1=a+0871.
214

Ayrican;~N(1,1) olduguicinm, = E(n,) = 1vem, = E(n?) = 2 oldugu agiktir.
Boylece,

Elde edilen katsayilar (57) denkleminde kullanilirsa Gamma miidahaleli rasgele
yiirliylis stireci X(t) nin ergodik dagiliminin ilk momenti i¢in Kambo anlaminda moment

bazli yaklasim asagidaki gibi elde edilir:

2a 052 038(a+1)
=y Sy —_ 8 + a
B B B (2.48)*B

Diger yandan bu katsayilar Sonug¢ 2.8.1°de kullanilir ve diizenlemeler yapilirsa

asagidaki esitlikler elde edilir:

ala + D[(a+ 2)B — a?(a + 1)?]
v, = = ,

a(a +1)[6.38B — 4a(a + 1)]
2= B2 ’

a[10.74B — 5.63a — 1.63]
3 = BZ )

_ (a+1)[0.38(a +2)B — 0.75a(a + 1)]
+ (2.48)%B2 ’

168.168 — 3.27«
5 = BZ *
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Boylece,

of =

a(a+ D[(a+2)B —a(a+ 1)]] 24

a(a +1)[6.38B — 4a(a + 1)]] 11
B2

BZ

a[10.74B — 5.63a — 1.63] (a+1)[0.38(a + 2)B — 0.75a(a + 1)] a1
* [ B? l " l (2,48)7B2 l ’

a(a+ 1D)[(a+2)B—a(a+ 1)]] 24

ala + 1)[6.38B — 4a(a + 1)] 1
e £

BZ

of =

@[10.74B — 5.63a — 1.63] 168.16B — 3.27«
* 7 N

olmak iizere, Gamma miidahaleli rasgele yiirliyiis stireci X(t) nin ergodik dagiliminin

varyanst i¢cin Kambo anlaminda moment bazli yaklasim asagidaki gibi elde edilir:

_ 2 0<ac<?
Var(X)={012 @=z
o5, a>2

Ornek 2.9.2.

{S,} rasgele yiirliyiis slirecini olusturan 7; talep rasgele degiskenlerinin (—1,3)
parametreli diizgiin dagilima sahip oldugu varsayilsin. Yani n;~U(—1,3) olsun. Python
(3.11.0) siiriimiinii ile 108 kez tekrarlanan bir islem yapilarak birinci basamak yiiksekligi
x5 nmin ilk alti momenti elde edilmek istenmistir. Bu amagla, Ek Sekil 3’de verilen kod
dizininin ¢alistirlmas1 sonucu elde edilen yu; = E(x;),i = 1,6 momentleri asagidaki

gibidir:
=143, u, =276, u; =6.04,

fe = 1417, s =34.82, = 88.27.

Elde edilen momentler kullanilarak asagidaki katsayilar hesaplanir:
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2u? — 611, (242 —
ulcz%zo.%& k= S — i)

I (Bus — 2p113)

= 2.045,

BEa+£A=a+O.96A.
214

3+(-1)
> =

Ayrica  1n,~U(—1,3) oldugu igin m; =E() = 1 ve

3243(-D+(-1)? _ 7

m, = E(m?) = . =3 oldugu aciktir. Boylece,

S & &y

Elde edilen katsayilar (57) denkleminde kullanilirsa Gamma miidahaleli rasgele
yiirliylis stireci X(t) nin ergodik dagiliminin ilk momenti icin Kambo anlaminda moment

bazl yaklasim agagidaki gibi elde edilir:

B N 2.33a¢ 0.84 N 046(a+1)
B B B (2.05)%B

Diger yandan bu katsayilar Sonug¢ 2.8.1°de kullanilir ve diizenlemeler yapilirsa

asagidaki esitlikler elde edilir:

- ala + D[(a+ 2)B —a?(a + 1)?]
1~ B2 )

a(a +1)[7.68B —4.67a(a + 1)]
2= )
B2

a[21.1B — 8.89a — 3.45]
3 = Bz )

. (a + 1)[0.46(a + 2)B — 0.93a(a + 1)]
+ (2.05)%B2 ’
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216.21B — 8.04«a
V5 = BZ .

Boylece,

o2 = [a(a + 1D|[(a +BZZ)B —ala + 1)]] 12 4 [a(a + 1)[7.68BB; 4.67a(a + 1)]] 11

a[21.1B — 8:89a — 345]]  [(a+ DI046(a +2)B — 0.93a(a+ D] .,
52 l + l (2.05)@B2 l ’

o3

a(e+ D@+ 2)B—ala+D]|._,  [ala+ D[7.68B —4.67a(a+ D]| . _,
2 la " [ - ]a

a[21.1B — 8.89a — 3.45] 216.21B — 8.04«a
* % L

olmak iizere, Gamma miidahaleli rasgele yiirliyiis slireci X(t)’nin ergodik dagiliminin

varyansi i¢cin Kambo anlaminda moment bazli yaklagim asagidaki gibi elde edilir:

a? , 0<a<?

VAX={
ar(X) a2, a> 2



3. BULGULAR

Bu calismada, gamma miidahaleli bir rasgele yiiriiyiis siireci olan X (t)’nin ergodik
dagilimina ait beklenen deger ve varyans i¢in moment bazli yaklasik ifadeler elde edilmistir.
Elde edilen bulgular, literatiirde genellikle biiyiik-O ve kiigiik-o notasyonlariyla ifade edilen
asimptotik acilimlarin, kalan terimlerin yakinsaklik davranislarini net bi¢cimde ortaya
koymakta yetersiz kaldigin1 gostermektedir. Bu calismada onerilen yaklasik ifadeler ise, s6z
konusu kalan terimlerin yakinsama hizlarini ve davraniglarini dogrudan gézlemleme imkan1
sunmaktadir.

Boliim 2.6’da, Erlang dagilimi altinda yapilan sayisal incelemelerde, Kambo’ nun
moment bazli yaklasiminin dogrulugu test edilmistir. Yapilan analizler, At degeri biiyiik
oldugunda, bu yaklasimin asimptotik sonuglarla olduk¢a yakin sonuglar verdigini
gostermektedir. Ote yandan, At degeri kiigiik oldugunda, Kambo’nun moment bazl
yaklasimiyla elde edilen sonuglarin Feller’in klasik asimptotik ifadelerine gore daha ytiksek
dogruluk sundugu gézlemlenmistir.

Bu sonuglar, hem teorik hem de sayisal diizeyde Kambo’nun yaklagiminin, X (t)
rasgele yiiriiylis slirecinin karakteristiklerinin daha dogru bir sekilde tahmin edilmesinde

giiclii bir ara¢ oldugunu ortaya koymaktadir.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismada, ilk olarak yari-Markov rasgele yliriiylis siireci ele alinmis ve Kambo

(2012) tarafindan 6nerilen moment bazli yontem kullanilmastir.

1)

2)
3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Yari-Markov rasgele yiiriiylis siireci modeli temsil eden X(t) siirecinin
matematiksel kurulusu verilmistir.

Siirecin ergodiklik sartlar1 incelenmistir.

Siirecin smir fonksiyonelinin momentleri ve bu momentler yardimiyla siirecin
ergodik dagiliminin momentlerinin kesin haline iliskin ¢alismalar verilmistir.
Kesin formiillerin elde edilmesindeki zorlugu gidermek i¢in asimptotik ve yaklasik
formiillerin sonuglar1 degerlendirilmistir.

Kambo'nun moment bazli yaklasimi uygulanarak elde edilen formiillerin, mevcut
literatiirdeki (Feller) formiillere gore daha yiiksek kesinlige sahip oldugunu
gostermek i¢in 6zel bir 6rnek ele alinmistir.

Kambo'nun moment bazli yaklasimina gore iiretilen yaklasik formiillerin
kullaniminin daha uygulanabilir ve etkili oldugu sonucuna varilmistir.

Stirecin sinir fonksiyonelinin momentleri moment bazli yaklasik formiille elde
edilmistir.

Sinir  fonksiyonelinin momentleri yardimiyla siirecin ergodik dagiliminin
momentleri de Kambo anlaminda moment bazli yontemlerle incelenmistir.
Gamma dagilimli miidahaleye sahip X(t) rasgele yiiriiyiis siirecinin ergodik
dagiliminin beklenen deger (E (X)) ve varyansi (VAR(X)) moment bazli yaklasik

formiille elde edilmistir.

10) Talepler normal dagilima sahip oldugunda Gamma miidahaleli rasgele yiiriiyiis

stirecinin ergodik dagiliminin beklenen deger ve varyansina iliskin moment bazli

yaklasik sonuglar bir 6rnekle somut olarak elde edilmistir.

11) Talepler siirekli diizgiin dagilima sahip oldugunda Gamma miidahaleli rasgele

yiirliylis siirecinin ergodik dagiliminin beklenen deger ve varyansina iligkin

moment bazli yaklasik sonuglar bir 6rnekle somut olarak elde edilmistir.



5. ONERILER

Yari-Markov rasgele yliriiyiis siire¢leri lizerine yapilan ¢alismalar literatiirde yaygin
olsa da bu modeller i¢in moment bazli yaklagimlara dayanan formiillerle ilgili belirgin bir
arastirma boslugu bulunmaktadir. Bu tez, bu eksikligi gidermeye yonelik literatiire katki
sunmay1 hedeflemektedir. Bununla birlikte, ileride yapilacak calismalar su yonlerde
gelistirilebilir:

1) Miidahaleyi temsil eden rasgele degiskenin farkli olasilik dagilimlarina sahip

oldugu durumlar dikkate alinarak benzer bir modelin analizi yapilabilir.

2) Talep miktarin1 temsil eden rasgele degiskenlerin dagilim tirleri gesitlendiginde,
bu degiskenlerin momentleri hesaplanarak ulasilan sonuglar araciligiyla mevcut
yaklagimlarin genisletilmesi saglanabilir.

3) Sigrama biiyiikliiklerini ifade eden (7n;) rasgele degiskenler ile sigramalar
arasindaki stirelerin (&;) birbirine bagimli olmasi halinde, X (t) siirecinin ergodik
dagiliminin sayisal karakteristiklerinin moment bazli yaklasik yontem ile elde
edilmesi miimkiindjir.

4) Gelistirilen sonuglarin 6zellikle stok kontrol sistemleri, kuyruk teorisi modelleri,
finans uygulamalari, giivenilirlik analizleri gibi ¢esitli alanlarda kullanilabilirligi

arastirilabilir.
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Ek 2: Hesaplamalarda Kullanilan Python Kodlar1
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EK 1: BiRINCi BASAMAK YUKSEKLIGININ MOMENTLERI UZERINE

E(X™) momentlerinin hesaplanabilmesi igin u, = E(x;™) momentlerinin bilinmesi
gerekmektedir. y; rasgele degiskeni ikinci bdliimde tanimlandiklaria gore S, = Y-, 1;
rasgele ylriiylis siirecinin basamak yiikseklikleridir. Basamak yiiksekligine ait momentlerin
belirlenmesi genel olarak zorlayici bir problemdir. Bununla birlikte, baz1 6zel durumlarda
birinci basamak yiiksekliginin momentlerine iliskin kesin ¢oziimler elde edilebilmistir.
Ornegin, Gauss rasgele yiiriiyiis siireglerinde, beklenen deger sifir iken, ilk bes momente dair

kapali formiiller bulunmustur.

V2
Uy = - (Spitzer, 1964);

U, = A, (Lotov, 1977);

3v2

My = (14 24%),  (Changve Peres, 1977);

3
[y = E,4 + A3+ B, (Chang ve Peres, 1977);

5v2

3(5 + 12A4% + 44* + 16AB) (Nagaev, 2010).

Us =

Burada, A = —% ;B = % . Ayrica {(.) bir Riemann Zeta fonksiyonudur. Bu kesin

ifadeler kullanilarak asagidaki degerler elde edilmistir:

w, = 0.707106781 ...; p, = 0.823893771 ...;
ps = 1.250307211 ...; pu, = 2.264330947 ...;
ps = 4.678835252 ...

Diger yandan, S,, rasgele yiiriiyiis siirecini olusturan n; talep rasgele degiskeni u = 0

ve o2 = 1 parametreleri ile normal dagilima sahip oldugu varsayilsin. Yani n,~N(0,1)
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olsun. Birinci basamak yiiksekligi y;" 'nin ilk altt momentini hesaplamak i¢in Python (3.11.0)

siiriimii ile 108 kez tekrarlanan bir islem planlanarak asagidaki kod dizini ¢alistirilmustir:

1 import random

2

3 5=0

4  EHI1=0; EHI2=0; EHI3=0; EHI4=0; EHI5=0; EHI6=0
5 a=oe

6 N=1660060600

+

8 while True:

9 ETA=random.gauss(0,1)

16 S=S+ETA

11 if (s>8):

12 HI1l=s

13 EHI1= EHI1 + (HI1/N)

14 EHI2= EHI2 + ((HI1)**2/N)
15 EHI3= EHI3 + ((HI1)**3/N)
16 EHI4= EHI4 + ((HI1)**4/N)
17 EHIS= EHIS + ((HI1)**5/N)
18 EHI6= EHI6 + ((HI1)**6/N)
19 5=0

20 a=a+l

21 it (a==N+1):

22 break

23

24 print(N);
25 print(EHI1); print(EHI2); print(EHI3)
26 print(EHI4); print(EHI5); print(EHIG)

Ek Sekil 1. Python kod dizini

Bu kod dizininin ¢alistirilmasi sonucu elde edilen p; = E(x{),i = 1,6 momentleri

asagidaki gibi elde edilmistir:

w, = 0709,  p, =0829,  us=1.247,
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[y = 2245, p = 4622, pe = 10.541.

Elde edilen sonuglarin, gercek sonuglara olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir. Bu
sayede kod, yiiksek dogruluk sagladigi varsayimi ile Bolim 2.9°daki 6zel orneklere ait

problemin ¢éziimiinde de kullanilmistir.
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EK 2: HESAPLAMALARDA KULLANILAN PYTHON KODLARI

Bu ek boliimde, tez ¢alismasinda gergeklestirilen sayisal analizler ve hesaplamalar
i¢in kullanilan Python kodlar1 yer almaktadir. Kodlar, Python programlama dilinin 3.11.0
sirimii  kullanilarak  yazilmigs ve gerekli kiitliphaneler araciligiyla analizler
gerceklestirilmistir. Kodlar araciligiyla elde edilen ¢iktilar, tezde ilgili boliimlerde sunulan
bulgularin elde edilmesinde kullanilmistir. Kodlarin agik ve seffaf sekilde paylasilmasi,
kodun tekrarlanabilirligini ve bilimsel dogrulugunu desteklemek amaciyla tercih edilmistir.

Asagida yer alan Python kodu, Ornek 2.9.1°de bahsi gecen birinci basamak

yiiksekliginin ilk altt momentinin hesaplanmasinda kullanilmistir:
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1 import random

2

3 5=0

4  EHI1=0; EHI2=0; EHI3=0; EHI4=0; EHIS5=0; EHI6=0
5 a=e

6 N=160880000

2

8 while True:

9 ETA=random.gauss(1,1)

10 S=S+ETA

11 if (s>0):

12 HI1=s

13 EHI1= EHI1 + (HI1/N)

14 EHI2= EHI2 + ((HI1)**2/N)
15 EHI3= EHI2 + ((HI1)**3/N)
16 EHI4= EHI4 + ((HI1)**4a/N)
17 EHIS= EHIS + ((HI1)**5/N)
18 EHI6G= EHI6 + ((HI1)**6/N)
19 s=06

20 a=a+l

21 it (a==N+1):

22 break

23

24 print(N);

25 print(EHI1); print(EHI2); print(EHI3)

26 print(EHI4); print(EHI5); print(EHI6)

Ek Sekil 2. Talepler N(1,1) dagilima sahipken birinci basamak yiiksekliginin ilk alt1

momentinin hesaplanmasi (Python)

Asagida yer alan Python kodu, Ornek 2.9.2°de bahsi gecen birinci basamak

yiiksekliginin ilk altt momentinin hesaplanmasinda kullanilmistir:
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1 import random

2

3 5=0

4  EHI1=0; EHI2=0; EHI3=0; EHI4=0; EHI5=0; EHI6=0
5 a=e

6 N=186660000

+

8 while True:

9 ETA=random.uniform(-1,3)
10 S=S+ETA
11 it (s»8):
12 HIl=s
13 EHI1 =EHI1 + (HI1/N)
14 EHI2= EHI2 + ((HI1)**2/N)
15 EHI3= EHI3 + ((HI1)**3/N)
16 EHI4= EHI4 + ((HI1)**4/N)
17 EHIS= EHI5 + ((HI1)**5/N)
18 EHI6= EHI6 + ((HI1)**6/N)
19 5=0
20 a=a+l
21 it (a==N+1):
22 break
23
24 print(N)
25 print(EHI1); print(EHI2); print(EHI3)

26 print(EHI4); print(EHI5); print(EHI6)

Ek Sekil 3. Talepler U(-1,3) dagilima sahipken birinci basamak yiiksekliginin ilk altt

momentinin hesaplanmasi (Python)
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