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OZET

K.Menger [8] de, Oklidyen diizlem geometride X = (z1,11) ve Y = (22,%2)
noktalar arasindaki uzaklik fonksiyonu olarak bilinen 6klidyen metrik

de(X,)Y) = \/(701 —22)2 + (Y1 — ¥2)?

yerine
dr(X,Y) = |21 — 22| + |y1 — 32|

metrigini kullanarak diizlem taksi geometri fikrini ortaya atti. Bu geometri
F. Krause [6] tarafindan gelistirildi. Oklidyen geometri fiziki evrenin iyi bir
modelini olugturmasina kargin taksi geometri yerlegsim yerlerinin diizlemsel ol-
masi halinde daha iyi bir model olabilmektedir. Bu yaklasimdan sonraki bir
cok matematikci diizlem taksi geometrideki yeni konu ve kavramlar lizerinde
inceleme ve arastirmalar yaptilar. Bunlann bazilan referans olarak tez sonunda
verilmigtir.

Bu ¢aligma doért boliimden olugmaktadir. Tk boliimde oklidyen kiire yiizeyi
ile ilgili bilinen bazi kavramlar Gzetlenmektedir. ikinci boliimde kiiresel taksi
uzaklze denilen ve bilinen enlem ve boylam yardimiyla belirlenen bir uzaklik
tammlandi. Kiiresel taksi uzakhig ile kiire iizerinde biiyiik ¢emberler boyunca
hesaplanan kiiresel uzaklik, kiiresel taksi gemberi ile kiiresel gember arasindaki
iligkiler incelendi. Uciincii béliimde S2 — { K} delinmis kiire yiizeyi {izerinde bir
i¢ ¢arpym tammlandi. Sonra, S? — {K} flizerinde tamimlanan bu ig garpimn
gercekte diizlemsel taksi geometride bilinen taksi i¢ garpimina [2] stereografik
jzdiiglim yardimyla taginabilecegi gosterildi. Dérdiincii bélimde S? — {K}
- {izerinde bir norm tammlanarak i¢ ¢arpimla bu norm arasindaki bagint1 bu-

lundu.



SUMMARY

In [8], K. Menger has introduced the taxicab plane geometry by using the

metric
dr(X,Y) = |21 — 2o + |y1 — ya|

instead of the well known Euclidean metric

dp(X,Y) = /(21 — 22)2 + (11 — 1)?

for the distance function between any two points X = (z1,71) and Y = (29, y2)
in Euclidean plane. This geometry has been developed by E.F.Krause [6]. Af-
ter this approach, some mathematicians have studied and investigated related
concepts and subjects in the taxicab plane geometry. Some of them have been
given as references at the end of this theses.

This study consists of four chapters. In the first chapter, some known con-
cepts related with surface of sphere have been summarized. In the second chap-
ter, we define a distance called the spherical tazicab distance in terms of known
geographical latitude and longitude. The relationship between the spherical
taxicab distance and the spherical distance which is calculated along great cir-
- cles are studied. Also, we examine connections between the spherical taxi circles
and the spherical circles. Let S denote a surface of sphere and K be a pole of S.
In the third chapter, an inner product is defined on S% — { K'}. Then, it has been
shown that the inner product defined on S — { K} can be carried by stereografic
projection the known taxi inner product in the plane taxi geometry [2]. In the
fourth chapter, a norm is defined in S? — { K} and relationship between this

norm and the inner product is given.
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Bolim 1
Giris

1.1 Oklidyen Kiire ile Ilgili Baza Kavramlar

Buyyik ¢ember: Bir kiirenin merkezinden gegen herhangi bir diizlem

kiire ylizeyini bir ¢ember boyunca keser ve bu c¢embere kiirenin bir biyik

¢cember: denir.
Kiigiik Cember: Kiire ylizeyini kesen fakat kiirenin merkezinden gegmeyen

herhangi bir diizlem kiire ylizeyini bir gember boyunca keser ki boyle cemberlerin

herbirine kiirenin bir kié¢ik ¢emberi denir.
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Sekil 1.1



Sekil 1.1 de EAB biiyiik ¢gemberdir. EAB biiylik ¢gemberinin diizlemine
dik olan ¢apmna QOP diyelim. R, OP flizerindeki herhangi bir nokta olsun
ve R den EAB nin diizlemine paralel bir diizlem gegirilsin. Bu diizlemin
belirttigi kiiciik gember FFCD olsun. Bu durumda OP ayn1 zamanda FCD
diizlemine diktir. QOP dik capimin uglan olan P ve @ ya, EAB biiyik
¢emberinin ve ona paralel F'C D kiigiik gemberinin kutuplar denir.

PCAQ, P ve Q kutuplarindan gecen ve FCD kiigiik ¢emberi ile EAB
biiyiik ¢emberini, sirasiyla, C' ve A noktalarinda kesen herhangi bir biiylik
¢ember olsun. Bunun gibi PDB de P ve () dan gecen bagka bir biiyiik cember
parcasidir. Genel olarak bir bilyiik gemberi anlatmak i¢in onun herhangi bir
parcasini soyleyecegiz.

Kiiresel agi: Kiire tizerinde herhangi iki biiyiik ¢gember birbirlerini ke-
serlerse kiresel a¢gr meydana getiriyorlar denir. (jrneéin PA ve PB biiyik
¢emberlerine PT ve PS tegetlerini gizersek, PT tegeti PB biiyiik gemberinin
OP capina dik oldugundan ve POB diizleminin i¢inde bulundugundan OB
yarigapina paraleldir; benzer olarak PS de OA yarigapina paraleldir. SPT
agis1 PA ve PB biiyiik gemberleri arasindaki kiiresel agrye verir, bu agg AOB
agisina esittir. AB yay bir kutbu P olan biiyiik gemberin tizerinde ve PA ile
P B biiyiik ¢cemberleri arasinda kalan yaydir. Bir kiresel a¢t deyimini sadece
birbirlerini kesen iki biiylik gemberin olusturdugu aq igin kullanacagz.

Kiiresel uiggen : Kiire ylizeyi tlizerinde herhangi li¢ nokta verilirse;
her ili¢ nokta aym yarim kiire tizerinde bulunacak sekilde kiire iki yarim
kiireye boliinebilir. Ciinkii, bu {i¢ nokta bir diizlem belirtir. Bir diizlem
de kiireyi bir gember boyunca keser. Bu ¢ember de bir yarim kiire lizerinde
bulunur. Noktalar bu yarnim kiire tizerinde bulunan biiyiik gember yaylan ile
birlestirilirse, elde edilen sekle kiiresel ii¢gen denir. Ornegin Sekil 1.1 de kiire
ylizeyi lizerinde bulunan A, X,Y noktalari1 AXY kiiresel liggenini meydana



getirecek sekilde biiyiik gember yaylan ile birlegtirilmigtir. AX, AY, XY

kiiresel tiggenin kenarlar ve A, X,Y deki agilar da kiiresel tiggenin agilarsdir.

1.2 Cografi enlem ve Boylam

Diinya, PQ cap1 etrafinda donen bir cisim gibi diiglintilebilir. P kuzey kutbu,
Q giiney kutbudur. PQ ya dik olan biiylik cembere ekvator denir. P ve () da
biten herhangi bir yarim biiylik gember meridyendir. Greenwich rasathanesinin
ana aletinden gecen meridyene uluslararasi anlagma ile asal meridyen gibi
bakilmaktadir [12]. Sekil 1.2 de bu meridyen PGKQ, ekvatoru kestigi nokta
da K ile gosterilmigtir. PHLQ), ekvatoru L de kesen bagka bir meridyen ol-
sun. Bu durumda KOL agis1 PHQ meridyeninin boylam: olarak tammlamr.
Bu boylam ekvator lizerinde K L yay1 veya kiiresel K PL agst ile belirtilmigtir.
Sekil 1.2 deki K noktasimin yakimindaki oklarin yonleri takip edilerek boylam-



lar Greenwich meridyeninden itibaren 0° den 180° ye kadar doguya dogru veya
0° den 180° ye kadar batiya dogru olgiiliir. Sekil 1.2 de PH( meridyeninin
boylami yaklasitk 100° dogu ve PM() meridyeninin boylam ise yaklagik 60°
batidir. Aym meridyen iizerindeki biitlin yerlerin (noktalarin) boylamlar
aymdir, 6zel bir yerden gegen meridyen de PGQ asal meridyenine gore be-
lirtilir. Bir noktanin diinya yiizeyi lizerindeki yerini tamamen belirtmek igin
boylam meridyeni tizerindeki yerini de tammlamamz gerekir. Bu tanim ekva-
tora gore yapiir. PHQ meridyeni {izerinde bir J noktasim gozoniine alalim.
J noktasindan gegen meridyen, ekvatoru L noktasinda keserse LOJ agsina
veya L.J biiylik cember yayina J noktasimin enlemi denir. Sekil 1.2 deki gibi J
noktas: ekvatorla kuzey kutbu arasinda bulunuyorsa, enlem kuzeyseldir denir.
Ekvatorla gliney kutbu arasinda bulunan bir S noktas: i¢in enlem gineyseldir
denir. Bu sekilde, diinya yiizeyi {izerinde bulunan herhangi bir noktamin du-
rumu, iki asal biiylik gembere gore belirlenmis olur ki bunlardan birisi ekvator,
digeri de Greenwich meridyenidir.

u, J noktasinin enlemi olsun. Bu durumda I0J veya I:] = u dir. OP,
ekvator diizlemine dik oldugundan POL = 90° dir. Bundan dolayr POJ =
90° — u olur. POJ agisina veya PJ kiiresel yayma J nin enlem tamam: denir.
Yani,

Enlem tamam = 90° — enlem

dir. Aym enlemde bulunan biitin yerler, enlem paraleli denilen ekvatora
paralel bir kigiik gember tizerinde bulunur. u;, H ve X noktalarinin enlemini
gosteriyorsa, HX kiiglik gember yayinin ol¢limii kendisine kargilik gelen LY

ekvator yaymin 6l¢iimii cinsinden
HX=LY .cosu,

dir [12]. Ciinki
HX=|RH|.HRX agst



dir. Kiiresel LY yayinin Olgiisii de
LY=|OL|.LOY ags

dir. Fakat MGX diizlemi N KY diizlemine paralel oldugundan HRX = LOY
dir. Ciinkii RH ile RX, sirasiyla, OL ve OY ye paraleldir.

HX |RH|

L’i’ |OL|

olur. Fakat |OL| = |OH| oldugundan

~ B IRH’ ~
HX= ——lOHl.LY

yazilabilir. RH, OR ye dik oldugundan

|RH| = |OH|.cos RHO
ve
HA X =Lri’ .cos RHO
olur. RH ile OL paralel oldugundan RHO = HOL ve
HX —LY .cos HOL
HX=LY .cos HL
HAX=L3/ . COS Uy (1.1)
bulunur.
Bundan béyle bir noktanin enlem ve boylaminin olusturdugu sirah ikili,

cografi koordinatlar olarak adlandirilir. Verilen noktamn enlemi u, boylam v

ise cografi koordinatlan (u,v) olur.

1.3 Kiiresel Ucgenin Ana Formiilii

ABC bir kiiresel iicgen olsun (Sekil 1.3). BC,CA, AB kenarlann, sirasiyla

a, b, c ile gosterelim.



Sekil 1.3

Buna gore a kenari, kiirenin merkezinde, BC biiyiik gember yayinin kargisin-
daki BOC ags ile olgiiliir. Aym sekilde b ve ¢ de, sirayla, AOC ve AOB
acilanyla oOlguliir.

AD; AB biiyiikk ¢emberinin A daki tegeti, AF; AC biiyiikk g¢emberinin
A daki tegeti olsun. O halde OA yancapt AD ve AE ye diktir. Cizimden
dolay1 AD, AB biiyiik ¢cemberinin diizleminde bulunmaktadir. Buna gore,
OB yanigap1 uzatilirsa AD tegetini bir D noktasinda kesecektir. Benzer
sekilde OC yancap: uzatiirsa AF tegetini bir E noktasinda kesecektir. BAC
kiiresel agis1, tanima gore AB ve AC biiyiikk gemberlerinin A noktasindaki

tegetleri arasindaki agidir, yani
BAC kiiresel agis1 = DAE

dir. Bu aciy1 A ile gosterecegiz.



OAD diizlem {i¢geninde OAD = 90°, AOB = AOD = c dir. Bu durumda
|AD| = |OA|.tanc ; |OD]| = |OA|.secc (1.2)
OAF diizleminde
|AE| = |OA|.tanb ; |OE| =|OA|.sech (1.3)
dir. DAFE dizlem iicgeninde kosiniis teoreminden ,
IDE|* = |AD|* + |AE|® — 2|AD).|AE|.cos DAE
veya
|IDE|> = |AO|*tan?c+|0AJ*.tan’b— 2]|0A].tanc.|OA|.tanb. cos A
|IDE|> = |OAJ*(tan®c + tan®b — 2tan c.tanb. cos A) (1.4)
yazilabilir. DOFE diizlem {iggeninden
|DEJ® = |ODJ? + |OE|® — 2|0D| . |0E| . cos DOE
ve DOE = BOC = a oldugundan
|IDE]> = |OAP*sec? c+ |0A|*.sec? b — 2|OA|.secc. |OA].sech.cosa
IDE|*> = |OAJ®(sec?c + sec®b — 2secc. secb. cos a) (1.5)
dir. (1.4) ve (1.5) ten
tan?c 4 tan®b — 2tanc. tan b. cos A = sec? ¢ + sec? b — 2secc.secb. cos a
yazilirsa
cosa = cosb. cosc + sinb.sin c.cos A *
elde edilir. Bu formiile benzer olarak
cosb = cosa.cosc + sina.sinc. cos B (1.6)

cosc = cosa.cosb + sina.sinb. cos C (1.7)

formiilleri elde edilir. Bu (*), (1.8), (1.7) formiillerine kiiresel iicgenin ana

formdilleri denir.
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1.4 Kiire Uzerinde Iki Nokta Arasimndaki

Kiresel Uzaklik

1.4.1 Kiire Uzerinde Cografi Koordinatlan ile Verilen
iki Noktay1 Birlesgtiren Yay Uzunlugu

P noktas1 u; kuzey enlemi, v; bati1 boylam: {izerinde, @ noktasi u, kuzey
enlemi, vp bat1 boylam {izerinde bulunsun. Bu cografi koordinatlan P(uy,v;)
ve Q(ug,vy) ile gosterelim. Burada agilari radyan cinsinden Slgecegiz.

P ve Q noktalarim birlestiren yay uzunlugu kiiresel {iggenin ana formiiliinii
kullanarak hesaplanabilir. Sekil.1.4 de K PQ kiiresel {iggeninde kosintis formii-

liinden

Sekil 1.4

cos Pb = ¢Os I(':P . oS I&Q +sin I("\P .sin KnQ .cos K
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cos PQ = cos(% — ). cos(zzr~ —up) + sin(zzr- — uy). sin(% — ug).cos K

~

PQ = arccos(sinu;.sinus + cos 4. cos us. cos K)

olarak elde edilir.
K agsi KMO diizlemi ile KNO diizlemleri arasindaki ag1 oldugundan
MON agisina egittir.
m =]\/; N=wvy— 1

olur. Buradan r yarigaph kiire tlizerindeki P ve () noktalar arasindaki kiiresel

yay uzunlugu
ds(P,Q) = lI;QI = 7, arccos (sin u;. sin g + cos u;. cosu. cos(vy — vy))  (1.8)

olarak bulunur.

P ve @) nun kiire tizerindeki pozisyonlarina bagh olarak bu formiilde; u,
kuzey, uy giiney enlem ise uy yerine —uy; v; bati, v, dogu boylam ise vy yerine
—vy alimir. Bu durumda, bati ve dogu boylamlarin toplamlar1 7 den biyiik

ise vy yerine 7 — vy Ve vy yerine vy — T yazarlz.



Bolum 2

Kiuresel Taksi Geometri

2.1 Diizlemsel Taksi Geometri Uzerine
Birkac¢ Soz

Diizlem taksi geometri fikri K. Menger [8] tarafindan ortaya atildi. Oklidyen
diizlem geometride X = (z1,y;) ve Y = (23, y») noktalan arasindaki uzaklik

fonksiyonu olan

dp(X,Y) = /(#1 — 72)% + (11 — 2)?

yerine

dr(X,Y) = |z1 — 22| + |y1 — 2|

alinarak inga edilen diizlem taksi geometri F. Krause [6] tarafindan gelistirildi.
Uygulamalarda goriildii ki 6klidyen diizlem fiziki evrende iyi bir model olugtur-
masina kargin yerlesim yerlerinin diizlemsel olmasi halinde taksi geometri
daha iyi bir model olabilmektedir. Bu yaklasimdan sonradir ki bir gok matem-
atik¢i diizlem taxi geometrideki yeni konu ve kavramlar tizerinde inceleme ve
aragtirmalar yaptilar. Bunlann baghcalan, Ak¢a-Kaya [1], Ekici-Kocayusufoglu-
Akga [2], Kaya-Akca-Giinaltih-Ozcan [4], Kocayusufoglu-Ozdamar [5], Laatsch

12



13

[7], Ozcan-Kaya [9], Reynolds [10], Schattschneider [11], Sowell [13], So-Al-
Maskari [14], Tian-So-Chen [15] sayilabilir.

Diinya yiizeyinin diizlemsel olmaktan daha ok kiiresel olmasi, kiiresel
taksi geometrinin daha anlamh olacagini akla getirmektedir. Iste bu neden-
ledir ki bu galigmada kiiresel bir ylizey iizerinde bir taksi uzaklig: -bilinen
enlem ve boylam yardimuyla - tanimlanmakta ve bunun sonucu olarak kiiresel

taksi geometri geligtirilerek incelenmektedir.

2.2 Kiire Uzerinde Cografi Koordinatlariyla
Verilen 1ki Nokta Arasindaki Taksi Uzaklig

Sekil 2.1

Kiire tizerinde P = (u;,v;) ve @ = (uy,vs) noktalan verilsin. P den gegen
enlem paraleli ile () dan gegen meridyenin arakesit noktasina C, ) dan gegen
enlem paraleli ile, P den gecen meridyenin arakesit noktasina D diyelim. PQ
Kiiresel Tuksi Yay Uzunlugu veya P ve () arasindaki Kiresel Taksi Uzaklik
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diye
drs(P,Q) := min {jP“C] + |5Ql : ’PADI + IDAQI}

degerine diyelim.

’PADl = |6Q| oldugundan u, ve uy kuzey enlemleri igin

(|po|+|cQ] w2u
drs(P,Q) = ¢

L IPD|+|DQ|  wi <uw

olur.

P ile aym enlem paraleli {izerinde oldugundan C noktasinin enlemi u;, Q
ile aynm meridyen {izerinde oldugundan C noktasinin boylam v, olur. Yani,
C = (u1,vy) bigiminde koordinatlanir. Benzer sekilde D noktas: u, enlemine,
v1 boylamina sahip olacagindan D = (ug,v;) bigiminde temsil edilir.

Tanimda gegen yay uzunluklarim enlem ve boylamlar cinsinden hesaplayalhim.

PC ve DQ yay uzunluklan, ekvatorda onlara karsihk gelen M N yaymin

uzunlugu cinsinden (1.1) denkleminden

lMN' .cosUy =T. |vy — Uy|.cosuy

P

|15Q| = |AfN| .costUy = T. |U; — U] .cos Uy
ve
ICQ! = ‘PD‘ =7 Ju; — us|
geklindedir. Buna gore P ve () noktalan arasindaki kiiresel taksi uzaklig

r(lvn — vo| . cosug + |u1 —ual) w1 > uy
dTS(P) Q) =

7.(Jv1 — vg| . cosua + |ug — uy|) Uy < Uy

seklini alir.
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Bu formiilde, P noktas1 ve () noktasinin kiire lizerindeki pozisyonlarina
bagh olarak

1) u; kuzey, uy giiney enlem ise uy yerine —us,

ii) v; batu, vy dogu boylam ise v; yerine —v; alimr. Ayrica bu durumda
bat1 ve dogu boylamlarin toplam 7 den biiyiik ise vy yerine m—wv; ve v, yerine
vy — 7 yazmak yeter.

Ornek 2.1: Kiire iizerinde 4 kuzey enlemli ve ég—’ bati boylaml nokta P,
% kuzey enlemli ve %" bat1 boylamli nokta Q, olmak lizere P ve () noktalan

arasindaki kiiresel yay uzunlugunu ve kiiresel taksi uzakligim hesaplayahm.

Buna gére P = (%, —3) ve Q = (5, — %) seklinde yazilabilir.

4? 6




ds(P,Q) = r.arccos(sinu;.sinuy + cos u;. cos up. cos(vy — )

= 7. arccos(sin . sin § + cos §. cos Z.

=T arccos(i 1442 ‘/_ ‘f i)
(2\/'+3\/")
8

cos %)

= I'. arccos
=0, 154919816.r7 birim

ve

lCQI (v — vy). cosuy + (u; — uy))

+33)

=( +1) r7 birim

drs(P,Q) =

ll
A
cu:a
.:-l:l

olur.
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Ornek 2.2: P = (£,%) ve Q = (%,~%) olmak iizere bu iki nokta

arasindaki kiiresel yay uzunlugu

Sekil 2.3
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ds(P,Q) = r.arccos(sinuy.sinug + cos u;. cos us. cos(vy — va)
— T oein T T T T
= r.arccos(sin §.sin § 4+ cos §. cos §.cos §)
= 1. ar V)
= 1. arccos(%?)
=0, 384973271.r7 birim

ve kiiresel taksi uzaklig

drs(P, Q) = lPC! + ICQI =7.[(27 — (v1 +12)). cos uy + (us — ua)]
= (27— (3 +Z)).cosT+Z-2)r
=GF+H)r
= 0, 4368867237 birim
olur.
Ornek 2.3: Kiire tizerinde T kuzey enlemli ve '%’ bat1 boylaml nokta P,
% gliney enlemli ve -%’ dogu boylaml nokta @ olmak iizere P ve @ noktalan
arasindaki kiiresel yay uzunlugunu ve kiiresel taksi uzakhgin hesaplayalim.

Buna gére P = (I, -3) ve Q = (- %, —231) seklinde yazilabilir.

Sekil 24
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Kiiresel {icgenin ana formiiliinden,

cos Pb = cos I\;\Q . COS I\'?P +sin I€Q .sin }\:P .cos K
= cos(§ + up). cos(§ — w1) + sin(§ + up). sin(§ — wq). cos(2m — (vg +2y))
= sin(—us). sinuy + cos uy. cosuy. cos(27 — (vy + va))

ds(P,Q) = r.arccos(sin{—uz).sinuy + cosus. cosuy. cos(2m — (v1 + 13)))

olur. Noktalarin bu pozisyonunda giiney enlemin isareti degisti.

ds(P,Q) =r.arccos(sin(—%).sin% + cos §.cos §. cos 7)
=7 arccos(——-\é—i)

=0, 61502672877 birim

olarak bulunur ve

drs(P,Q) = 1. U};C'l + ‘C:Qi) = r. [(27m — (v1 + ). cosug + (U1 + us))

= 0, 7702200537.7r birim
olur.
Ornek 2.4: Kiire iizerinde T kuzey enlemli ve 5—6’: bati boylamli nokta P,

% giiney enlemli ve %,? bat1 boylaml nokta Q olmak iizere P ve (Q noktalarn:

arasindaki kiiresel yay uzunlugunu ve kiiresel taksi uzakligini hesaplayalim.
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Buna gire P = (£,—%) ve Q = (—Z, —Z) geklinde yazilabilir. Kiiresel

iggenin ana formiiliinden,

ds(P,Q) = r. arccos(sinu;.sin(—ug) + cosu;. cos ug. cos(vy — vg)

I
4

s

= 1. arccos(—sin(%).sin § + cos z

22)

.cos £. cos &)
= 7. arccos(

= 0, 443432958.7r

bulunur.

de(P,Q) = (I.PACI + ICAQ|) =T [(’UL— ’U2).COS'LL1 + (’Uq +U2)]

= T yid ois
—r.(g cos + 75

_ V245
= Y52.ar

= 0,534517796.7r

olur.

2.3 Kiiresel Taksi Uzaklik Formula

Kiire iizerinde P = (uy,v1) ve Q@ = (ug,v2) gibi herhangi iki nokta verildiginde
kiiresel taksi uzakhigi enlemlerin kuzey ve giliney, boylamlarin da dogu ve
bati olusuna bagh olarak degisiyor. Bu durumda P ve @) noktalarinin kiire

tzerindeki konumlarina gore 16 degisik durum vardir:

u; ve up enlemleri 0 dan § ye kadar kuzey ve giiney yontinde, v; ve v,
boylamlari da 0 dan 7 ye kadar ekvator tizerinde dogu ve bati yoniinde degisir.
Simdiye kadar acikladigimz kiiresel uzaklhik ve kiiresel taksi uzaklik formiil-
lerinde noktalar aym bolgelerde iken enlem ve boylamlarin farklari, enlemler-
den biri kuzey digeri giineyde iken gliney enlemde isaret degisikligi ve boy-
lamlar toplami 7 den biiyiikse formiilde bunun yerine 27 — (v; — vg) alinir.
Biitin bunlardan yola gikarak kiiresel taksi uzakligimi hesaplamak icin

kuzey enlemin isaretini pozitif, gliney enlemin isaretini negatif ve dogu boy-
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lamin igaretini pozitif, bat1 boylamin igaretini negatif olarak alalim. Bu du-
rumda £ kuzey enlemli ve £ bat1 boylamh noktay1 (§, —%) olarak gostermis
oluyoruz.

Boylece {(u, v):u€[-Z, %] vev € [-m, 7r)} analitik kiiresinin herhangi

bir P = (u,v) noktasimn enlemi ve boylam

o
IA

T T
U< = v ——<u<0,
=75 cya g = U=

0 < v<7mveya —n<v<0
olarak degisir.
P = (uy,v1) ve @ = (us, v2) igin
1Lur>0,v;>0veuy >0,v,>0ise

Bu durumda |v; — v,| < 7 dir.

i) uy > ug ise dps(P,Q) = 1. [(uy — ug) + |v; ~ 3| . cos ug)

ii) w < ug ise drs(P, Q) = 7. [(ug — u1) + |v1 — v2| . cosug)
2. uy >0,v; >0 veuy, >0, vy <0 olsun.

i) uy > uy ise
a) v — vy < 7 iken,
drs(P,Q) = r. [(w1 — u2) + (v1 — va). cosuy)
b) v; — vy > 7 iken,
drs(P,Q) = r. [(u1 — uy) + (2m — (v1 — v12)). cos 4]
ii) u; < uy ise

a) v; — vy < 7 iken,

drs(P,Q) = r. [(ug — u1) + (v] — ). cos uy)
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b) vy —v; > 7 ise
drs(P,Q) = . [(uz — u1) + (27 — (v1 — v2)). cos uy]
3. u3 > 0,v; >0vewuy <0, v >0 olsun.

Bu durumda vy — vy| < 7 dir.

i) uy > |ug| ise drs(P, Q) = 7. [(u1 — up) + |v1 — v2| . cosuy]

i) uy < |uy| ise drs(P, Q) = 7. [(uy — up) + Ju; — va] . cosuy]
4. uy >0, v, >0 veuy <0, v9 <0 olsun.

i) uy > |uy ise
a) vy — vy < 7iken,
de(P, Q) =T. [(’U’l - 'U»z) + (U] - ’Ug). cOs ’U.l]
b) v — vy > 7 iken,
drs(P,Q) = 7. [(wy — up) + (27 — (v; — v3)). cosuy]
i) uy < |uy ise
a) v — vy < 7 iken,
drs(P, Q) = 7. [(u1 — ug) + (v1 — v2). cosuy]
b) v; — vy > 7 ise

drs(P,Q) = r. [(u1 — uz) + (27 — (v1 — v2)). cos uy)
olur.
5. u3 >0, v, <0 veus >0, vy >0 olsun.

i) uy > uy ise

a) vy —v; < 7 iken,

drs(P,Q) = 1. [(u1 — ug) + (v2 — v1). cos ]



b) vy — vy > 7 iken,
drs(P, @) = r. [(u1 — ug) + (27 — (v2 — v1)). cosuy]
i) u < uy ise
a) v, —v; < 7 iken,
drs(P,Q) = 1. [(ug — u1) + (v2 — v1). cos uy)]
b) vy — vy > 7 ise
drs(P,Q) = 1. [(ug — uy) + (27 — (vy — v1)). cos uy)
. uyp > 0,0 <0 veuy >0, vy <0 ise,

Bu durumda |1 — va| < 7 dir.

1).uy > uy iken drg(P, Q) = 7. [(wy — uz) + v — 2] . cos uy]

il) w1 < uy iken drs(P, Q) = 7. [(ug — w1) + |v1 — 2] . cosug]
.uy > 0,1 <0 veuy <0, vy >0 olsun.

i) uy > |uy| ise
a) vy —v; < 7 iken,
drs(P,Q) = r. [(u1 — ug) + (vy — v1). cos uy]
b) vy — v > 7 iken,
drs(P,Q) = r. [(uy — uy) + (27 — (vy — 17)). cus uy]
i) u < |ug] ise
a) vy — v < 7 iken,
dTS(P; Q) = 7. [(wg — up) + (vg — 11). cos uy)
b) vy — v > 7 ise

de(P, Q) =T [(u1 — 'LL2) + (271’ — (1)2 —_— 'L’])). Ccos 11,2]

8. u; >0, v; <0 veuy <0, v3 <0 olsun.

22
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1) u; > |uy| ise

a) |v; — va| < 7 iken,
drs(P,Q) = r. [(u1 — u2) + |v1 — 2] . cos uy]
b) |vy — va| > 7 iken,
drs(P,Q) = r.[(u1 — u2) + (27 — |v; — v2)]). cos uy]

ii) u; < |ug ise
a) |vy — va| < 7 iken,
drs(P,Q) = . [(u; — ua) + [v1 — v| . cosuy)
b) |vy —va| > 7 ise
drs(P,Q) = 1. [(u; — up) + (27 — Jv; — v9]). cos uy)
u; < 0,v; >0 veus >0, vy >0ise

Bu durumda [v; — vy| < 7 dir.

1) |ui] > ug ise drs(P, Q) = 1. [(ug — u1) + |1 — 12| . cosuy]

i) |uy| < uy ise dps(P, Q) = 7. [(ug — ur) + |11 — 1] . cosuy)
uy < 0, vy >0 veuy >0, vy <0 olsun.

i) fus] > ug ise
a) v; —vg < 7 iken,
drs(P,Q) = r. [(us — u1) + (v1 — v2). cosuy]
b) v; — vg > 7 iken,
drs(P,Q) = r.[(uz — w1) + (27 — (v1 — vq)). cos uq]
if) |uy] < uy ise
a) v; — vy < 7 iken,

drs(P,Q) = 7. [(us — w1) + (v1 — v2). cos ug]



11.

12.

13.
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b) vy — vy > 7 ise
drs(P,Q) = 7. [(ug — u1) + (27 — (v1 — v2)). cos uy)
u <0,v3 >0veu; <0, vy >0ise

Bu durumda |v; — ve| < 7 dir.

i) || > |ug| ise drs(P, Q) =r. [(ug — uy) + [v1 — va| . cos uy]

ii) |u1| < lu2| ise de(P, Q) =T [(Ul - U2) + lvl — v2| . COS u2]
u; < 0,v; >0 ve uy <0, vy <0 olsun.

1) |ug| > Jugl ise
a) v} — vy < 7 iken,
drs(P,Q) = 1. [(ua — w1) + (v1 — ). cos uy]
b) vy — vy > 7 iken,
drs(P,Q) = 1. [(ug — u1) + (2 — (v1 — v2)). cos uy]
i) Juy| < |uyl ise
a) vy — vy < 7 iken,
drs(P, Q) = 7. [(ug — ug) + (v — 12). cos uy)
b) vy — vy > 7 ise

d'j‘s(P, Q) =1 [('Ll.l — ‘U:z) + (271' - (1'1 — ’1‘2)). COs 'llz]
u; < 0,v; <0 vewuy >0, vy >0 olsun.

1) |w] > ug ise
a) vy — vy < 7 iken,
drs(P, Q)=r. [(Uz —uy) + (’U2 —vp). Cosul]
b) vy — vy > 7 iken,

drs(P,Q) = r.[(ua — w1) + (27 — (va — v1)). cos uy)
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i) |ui] < uy ise
a) vy — vy < 7 iken,
drs(P,Q) = 7. [(uz — w1) + (v2 — v1). cos uy)
b) vy —v; > 7 ise
drs(P,Q) = 1. [(uz — u1) + (27 — (vy — v1)). cos uy)
14, uy <0,v, <0 veuy >0, vy <O0ise

Bu durumda |v; — vs] < 7 dir.

i) [w1] 2 ug ise drs(P, Q) = 7. [(u2 — w1) + |v1 ~ vy . cosuy]

i) |ui] < ug ise drs(P, Q) = 7. [(us — u;) + |v1 — 13 . cos uy)

15. u; <0, v; <0 ve uy <0, vy >0ise

Bu durumda vy, — v; < 7 dir.

i) || > |ug| ise drs(P, Q) = 7. [(uy — u1) + (vg — v;). cosuy]

i) |ui] < |ug ise drs(P, Q) = 7. [(w1 — ug) + (v2 — v1). cosuy)

16. 4y <0, v; <0 veuy <0, vy <O0ise

Bu durumda [v; — v,| < 7 dir.

i) lull __>_ "ll,zl ise de(P,Q) =T [('U»g — U]) + l'U] - ’Uz‘ . COS’U/]]

i) fui| < ug ise drs(P, Q) = 7. [(wg — ug) + jv; — vq] . cosuy] olur.

Kiire tizerindeki P = (uj,v;) ve @ = (up,v2) gibi iki nokta arasindaki

kiiresel taksi uzakhg inceledigimiz durumlarin bir sonucu olarak

7 (Jur — ug| + |v1 — va| cos uy), lvr —wa| < 7
(s~ + (2 — or — el osn), fo > [
iUy —Ug| + (2w — vy —v9|)cosuy), |[vg—wvl >
drs(P,Q) = ¢
7 (Juy — ug| + |vy — va] cosuy), vy —wf <
ve ]u1] < l'u'zl

T (lu1 - 'LL2| + (27[' — I'Ul — 'U2|) COSU2) ’ |’U1 — 'U2| > T
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seklinde formiillestirilebilir. Bu formiil de a§a'g';1dak.i. bi¢imde tek formiile in-
dirgenebilir:

drs(P,Q) =r.{|u1 —ug| + [lv1 — mf]coswi}, 2 = max {|u}, |us]}

Burada
I’Ul - ’Uz| , I'l)l —_ 'l)2| S w iken,
[lr — vof] ==
2r — I'Ul — 'Ugl , |’Ul —’Uzl > 7 iken
dir.

2.4 Kiiresel Taksi Uzakhiginin Kartezyen
Koordinatlarda Hesaplanmasi

22 492+ 22 = r? kiiresi iizerinde P = (a;,b1,¢1), @ = (as, by, ¢2) gibi iki nokta
alahm. |c3| > |ca|, yani P noktas: kutuplardan birine daha yakin olsun.

Sekil 2.6

C, noktas1 P den gegen enlem paraleli ile @ dan gegen meridyenin arake-
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sitidir. P den gegen enlem paraleli

?2+y?+22=r? *)

z=0C
ve ) dan gegen meridyen

2?4y 4 2% =12 )
—byx + ay =0

oldugundan C noktas1 () ve (x) denklemlerinin ortak ¢oziilmesi ile bulunur.
Dolayisiyla by # 0 iken

.’B2+y2+22=’r’2

=0

—b2.’E + a9y = 0
ve buradan

2+ yz r c%

(297 +42 =13
. =)

2 _ 2

r2 — ¢2

lyl = |be| .~ —
72 —c2

C noktasi Q ile aym meridyen iizerinde bulundugundan C ile Q) nun apsis ve
ordinatlar aym isaretli olmahdir. Dolayis ile

y =

s = ® _ %, r2—c?  agy/r?—c?
by b 2 2 __ 2 2 __ A2
2 2 72 — 3 T2 — 2

olur. Yani C noktasi
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olur.

b2 = 0 iken

(Va’%"{'b%’():cl)a az >0
—ya?+82,0,¢1), az <0

dir.
a9 = 0 = by iken P noktasi ile C noktas: gakigir.
PA C yayimin uzunlugunu integral yardimiyla hesaplamak igin zy—diizlemindeki

dik izdiigiimlerinin bolgelerini gozontine almahyiz.

i) P ve Q nun izdiigimii aym bolgede ise,

x2+y2=r2—c%
/ X
Yy =—§
2
12 i
Y
r2 — ¢ — 2

~

IPCI =3 f 1+ f2(z)dz

2 o2
74 -cf

r2—cf

= [ 1+ f2(z)dz

r2_¢
a2 =

= |4/r2 — c2. arcsin —= e
= — C5.arcsim
1 /r2_
r c%al

= 2 _ 2 Sy 22 in —4_
= |4/72 — c2.(arcsin 7= arcsin \/,T_cg)
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olur. CQ yayinin uzunlugunu hesaplamak i¢in xz—dlizleminde CQ ya

karsilik gelen yay: diiglinelim. 6@ nun bulundugu meridyene zz—diizle-

minde kargilik gelen meridyenin denklemi %+ z? = 72 dir. Bu meridyen

lizerinde C ye karsihik gelen C' noktasi, bu meridyen ile P den gegen

enlem paralelinin arakesiti olur. Benzer gekilde () ya karsilik gelen @’

noktasi, Q dan gecen enlem paraleli ile 2 + 2?2 = r?

bulunur.
22 4 22 = 2 i ]
2 _ .2 2 _ re—c,
Z2=0 =L =r"—C=>T= 5
- 72_61:
y=0
- (/12 —¢2,0,¢1), @3>0 iken
(—/7r%2—c2,0,c1), as<0 iken
olur. Q'
2 2 2
424 =r
/ 2
2 2 2 % —c3,
Z=cy 2 =r"—c=>r= >
—V,’,z_CZ’
y=0
QI— (\/TZ—C%,O,Cz), 0,220 iken

(—v/r2—c},0,ca), a2<0 iken

nin arakesitinden

a220

(12<0

0220

as <0

olur. C ve ) ayni meridyen lizerinde oldugundan apsis ve ordinatlar

ayni igsaretlidir. 2 + 2% = r? ¢emberi iizerindeki C'Q’ yayimin uzunlugu

integral yardimiyla
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ICTQ’| — j’ 1+f/2

) 2
== f\/l-l-r—gé_jfdz
c1

. zlec2
= [ 7. arcsin —I
ricy

= |r(arcsin 2 — arcsin &)
r r

olarak bulunur. PQ kiiresel taksi uzakhg

57 v . az . ay
lPCl + ‘CQI 72 — ¢?.(arcsin ————= — arcsin ———)| +
! T2 —c3 T2 -l
. Cg .
r ,(arcsm — — arcsin —)’
r T
olur.

Simdi bu durumda P ve () arasindaki kiiresel taksi uzakliginin cografi

koordinatlarla saglamasim yapalim:

Kartezyen ve cografi koordinatlar arasindaki gecis bagintilan kullanihrsa,

a1 = T COS Uy COS Uy Ay = T COS Ug COS Uy

b1 = rcosuysinvg by = rcosug sinvy

¢y =Tsinu, Cy = Tsinuy
LOTTHSTYA e

: F L ROL
DOKIMAR T A CRKEZE
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II;CI + ICQI = |4/ — r2sin® u;.(arcsin -XL2L2Y2 _ gresin ~LERULEEIL)
\ri-r2 sin? ug \r2—r2 sin? uy
+r |(arcsin(sin ug) — arcsin(sinu, )]
= |r cos u (arcsin(cos vy) — arcsin{cosv1)| + 7 [u1 — us|
= T COS Uy |arcsin(cos vgy/1 — cos2v; — cosv1y/1 — cos? v2)| +7|ug — ug
= 7 cos uy |arcsin(cos va sin vy — cos vy sinvg)| + 7 jur — Ug|
= r{cosuy |v1 — va| + [u1 — ual), oy —vg| <7
elde edilir.

ii) P ve Q nun zy—diizlemi {izerindeki izdigtimleri komsu bolgelerde iken;

a1az < 0, byby > 0 veya ajas > 0, byby < 0 dur.

a) a1a9 < 0, biby > 0 ise,

i) de yapilanlara benzer olarak

] + 16l =

T2 — 62 in —%2__ in —%
7 .[arcsim arcsin +
1 ( \/r2-c2 ,/'rz—cg

in € — arcsin &
r |(arcsin 2 — arcsin £ )|

bulunur. Bu durumdaki kiiresel taksi uzakhginmn cografi koordi-
natlardaki karsihgs

|};C| + |6Ql =r(cosuy |vy — Va| + U —ua]), |1 —vef <7

dir.
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b) aiaq > 0, b]bz <0 ise,

-~ C
o] = I[\/__1+f"_2(y_)dy!

2__ .2
=| ] eaed

f 2
b 72 c3
2 /72 _ o2

T4 -cj

—_ [r2 _ 2 3 Kl
= T Cj. arcsin m

by

2__ 2
I8 21

— 2 b2 in ——21l
= |4/r2 — c2.(arcsin g )
2 . C2 . C1
1CQ’ = 7 ‘arcsm — — arcsin -—l
r 7

Po|+|cq| =

. ba . by
\/ 72 — c.(arcsin — === — arcsin ———)
V12— c V2 —ct

C

. C2 . O
+r larcsin — — arcsin —
r r

dir. Bu duruma cografi koordinatlarda kargilik gelen kiiresel taksi
uzakhig

|PAC| + lC’ﬁQl =r(cosuy |vy —va| + |ty —up|), [|vy—wel <7

olur.

iii) P ve @ nun zy—diizlemindeki izdiigiimleri zit bolgelerde iken,

a1az <0, bi1by < 0 dur.
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a) P nin izdiigiimii I.ve Q nun izdiiglimii III. bélgede (P nin izdiiglimii
IL. ve Q nun izdiiglimi IV.bolgede) iken, b2 > b‘ ise |y —v| <7
dir. P nin izdistimi I11.ve Qnun izdiigiimi I.bolgede(P nin izdigtiimi
IV. ve Q nun izdiigtimii II.bolgede) iken, —al < ~L ise vy —vy| < @

dir. Buna gore,

2_ 2_
T ™ Cl

1
2_c2 22
r2-c [ r2-c
r2_cZ_z2 dz + r2—c?—g? P L

[Pc]

)

\/’I‘2——C

‘/2_2
ré—cy

+ arcsin
\/ri’-c% o /
R

= /12— c}. | arcsin —Z—
\/r -1

= /7% — c1 (arcsm 1 — arcsin —=2— \/— + arcsin —t=—= \/——_ — arcsin 1)

=4/r2-

—_ i a2
7 2 ? arcsin o cg

arcsin

olur. |CT QI nun ifadesi 1) deki gibidir. Bu durumsa cografi koordi-
natlarda kargilhk gelen ifade,

'PCI + ICQI = r(cosuy |vy — va| + [u1 — ug| , |lvg — vl <7
olur. lPAC | nin cografi koordinatlardaki karsgihgimin saglamasim
yapahm:

3 = — —a
lPC’ l \/1? — ¢} |arcsin T arcsin —\/7_?%'
= /72 — rZsin® u, |arcsin(cos v;) — arcsin(cos vy )|

= 7. cos V1 |arcsin(cos vy. sin v — cos vp. sinvy )|

= 7.cos V1. |U; — Vs

dir.
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b) P nin izdiisiimii L. ve Q nun izdiigiimii III. bolgede (P nin izdiigiimii II. ve
Q nun izdiglimi IV.bolgede) iken, % < % ise |y — vg| > 7 dir. P nin
izdiisiimii III.Qnun izdisimi I.bélgede (P nin izdliglimii IV.bolgede @

nun izdistimi I1.bolgede )1ken, LS < 2 ise |vy — vg| > 7 dir. Buna gére,

[p2 _ 02
T cy

- a2 2 -2
_re-ey c? e
|PC’| = [ 1/7'2—0 Asdr + f ————l—rz_c%_ﬂdx

ifadesiyle veya a) dan yararlanarak

S?
&
N g
-

[
°|
|“w
8

N

Qu

8

+
g}

-

N
|1,
n
r_II%
(]

lPAC’I = 27.4/T2 — c} —

2
1)
4 |
Nl N
jﬁ
2] It
(VI B

- 2_ 2 _ [ _ 2
2. \/r c \/r ci e r2—c2
1 2

arcsin —\/—7L—— — arcsin

— arcsin —/2—

— 2 2 : al
= /1% — cj(27 — |arcsin —(=
1( \Jfri-c? r2—c2

olur. Cografi koordinatlarda bu duruma karsihik gelen esitlik

)

rcosuy (27T - |’U1 - ’Uzl)
idi.

P = (a;,b,¢1) ve Q = (ag, by, ¢y) noktalar r yarigaph kiire lizerinde iki
nokta olmak iizere |c;] > |cg| durumunda bu iki nokta arasindaki kiiresel taksi

uzakligim kartezyen koordinatlarda agagidaki bigimde Gzetleyebiliriz:
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2.5 Kiire Uzerinde Bir Meridyenin Denklemi

Kiirenin denklemi z2 432 + 22 = r? olmak iizere zz—diizleminin karsilig: olan
meridyen {(z,0,z) : 22 + z% = r?} dir. Herhangi bir meridyen z'z olsun. 7'z
ile zz arasindaki boylam fark: ¢ ise 2/z diizleminin denklemi

y = (tanp)x
olacagindan z’'z meridyeninin denklemi

1.2 + y2 + 22 — 7.2

y = (tanp)z

? + (tan’p)2? + 22 = r

(1+tan®@)r® + 22 = r

{(:v, (tan )z, z) ;

seklinde elde edilir.

cos?

2.6 Merkezi Kiire Uzerinde Olan Bir Kiiresel
Cemberin Cografi Koordinatlar Cinsinden
Denklemi

r yarigapl merkezil kiire iizerinde P(ug, tp) noktasina, kiiresel yay iizerinden
olgiilen k birim, k < 7r, uzakliktaki noktalarin geometrik yerinin (ki biz

buna yaysal yarigapr k olan P merkezli kiresel gember diyecegiz.)denklemini

bulalim.



37

Sekil 2.8 deki K PQ kiiresel {icgenine kiiresel liggenin ana formiilinii uygu-
larsak P noktasindan k birim yaysal uzakhktaki @ noktalarinin geometrik yeri

olan gemberin denklemi

cosI;Q = cosKnP.cosI?Q+sinKhP.sinI\?Q.cosI%

cosg = cos(g — ug). cos(-72£ —u)+ sin(g — ug). sin(%r — u). cos(v — vp)
k = rarccos(sinugsinu+ cosugcosucos(v —vp)), k < 7r
seklinde elde edilir.

2.7 Kiiresel Taksi Cemberi

T yarigaph analitik kiire {izerinde merkezi P(ug, %), yarigap1 k < nr, k € R
olan kiiresel taksi gemberinin denklemi, Q(u,v) geometrik yere ait bir nokta
olmak lizere

de(P, Q) = k, k S wr



kullanilarak
4
7 (jv — vo| cosu + |u — uol) , lv—wo] <7
" r((27 — |v — vo|) cosu + |u — uql), v — o] >
7 (Jv — vo| cosug + |u — ug|), v —vo| <
r ((27 — |v — vo|) cosug + |u — uo) lv—we] >

seklinde olur.
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ve |u| > |uo]

ve |u] < |ugl

Ornek 2.5: 1 birim(br) yaricaph kiire izerinde merkezi (uo, v0) = (3,0)

yaricap1 T olan kiiresel taksi gemberinin denklemi
capl 5 g

v|cosu+ |u-—T|, v| <7
|v| cos | 2| [v] ve |u| > 2
T (27 — |v|) cosu+ |u—3|, o] >n
2 u—72 v| <7
l 2|’ ol < ve |ul <%
\ lu—12], lv| >«
u|l > T ve |v| > 7 olamayacagindan denklem
2
w T
T |v|cos'u,+|u—5|, | <7 ve |ul=3%
? [u—31, ol <7 ve ful <3
T - T
7 = |u-3|, | <7 ve Jul <5

den —g— <u<—’25iken

7
= —’u,—l—a ve ju| <7

g N3

= 0

seklinde elde edilir ki bu da ekvatorun denklemidir.

Yaricap: 1 br olan kiire {izerinde merkezi (ug, vo) ve yaysal yangap: k olan

kiiresel gemberin denklemi

k = arccos(sin ug sin u + cos ug cos u cos(v — o))
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oldugundan, aym kiire iizerinde merkezi (%,0) yaysal yarigap: 5 olan kiiresel

cemberin denklemi de

3 = arccos(sin § sinu + cos § cos u cos v)
T _ .

5 = arccos(sin u)

sinu =0

u=0

olur. Bdylece merkezi kuzey kutbu olan bu kiiresel taksi ¢emberi aym za-
manda kure tizerindeki kiiresel cemberdir.
Ornek 2.6: 1 br yanicaph kiire {izerinde merkezi (u0,v0) = (%,0), yangap

k br olan kiiresel taksi gemberinin denklemi

|v|cosu+|u—§l, v <7 ve [ul> 2
e 27 — |v])cosu + |u— 3|, lv| >
T <
lu 2|’ ol <7 ve |ul < %
{ |u—%|, lv| >«

|u| > % ve |v] > 7 tamm geregi ortaya gikamayacagindan

T
k= |u___7§r[, IUISW ve |U|<§

durumundan
T

u=§—k, E<m

seklinde olur. Bu duruma karsilik gelen kiire iizerindeki kiiresel gemberin

denklemi de

k = arccos(sin ug sin u + cos ug cos u cos(v — vp))
k = arccos(sin § sin u + cos I cos u cos v)

k = arccos(sin u)

cosk =sinu

cosk = cos(§ —u)

k=% —u
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olur.

Ornek 2.7: 1br yaricaph kiire fizerinde merkezi (ug, vo) = (—3%,0), yarigap1

k olan kiiresel taksi gemberinin denklemi
7
k=u+—
U+ 5

ve aym1 duruma karsihik gelen kiire tizerindeki ¢emberin denklemi

k = arccos(—sinu)
cosk = —sinu
cosk = sin(—u)
™
k= T
2+u

olur.

e Sonug olarak, merkezin kutup noktalarindan biri olmas: halinde olugan

kiiresel taksi cemberi kiire tizerindeki kiiresel gcember ile ¢akisir.

Ornek 2.8: 1 yanigaph kiire {izerinde merkezi (ug,70) = (0,0) ve yaricap:

5 olan kiiresel taksi cemberinin denklemi

v|cosu + |uj, <7
ol cosu+ <) s
T (27 — |v]) cosu + |y, lv| >
-é‘:

v+ |u v| <7

{ (27 — |v] cos 0 + |u], lv] > 7
% =|v|cosu + |uf, o] <7, |u|>0
% = |v|cosu + |y, —r<v<w, 5 <u<l}

seklindedir.
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Ornek 2.9 : 1 yangaph kiire fizerinde merkezi (uo,v0) = (0,0) ve yarigap:

+ & olan kiiresel taksi cemberinin denklemi

]
|v] cosu + |u| | <=
P ve |ul>0"
T (2m — |v]) cosu + Jul, v > =
4 v| + |u v
I I | I’ l l-— ve lu|<0
\ (27 — |v] cos 0 + |u], [v] > =
E=|vlcosu+lul, |v|<7wveul>0

olur. Bu gemberin kartezyen kooordinatlardaki denklemi, 32@ <z<],
—%Sys 122, —ﬁzégzﬁ-‘zéolmakﬁzere

% = |arctan(¥)| /2% + 92 + arccos(y/z? + y2)
24yt +22=1
dir. Aym gemberin yz—diizlemindeki dik izdiigtimiiniin denklemi,

—%53/5%—5, —%st—‘é@olmakﬁzere

T
4

arctan(\/—l——yT———;) V1 — 22 + arccos(yv/1 — 22)
F

=0

8

seklindedir. yz— diizlemindeki dik izdiislimiinlin grafigi Sekil 2.9 da ver-
ilmistir.

/]
5

0.4
2
0.2

06 04 02 0
-0.2

0.4

~

Sekil 2.9
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Ornek 2.10: 1 yangaph kiire tizerinde merkezi (%,0) ve yarnigap1  olan

¢emberin denklemi

ENE
I

lvjcosZ +|u~%|, |vj<=

vjcosu+|u—%|, P <x } ve |ul > %

ve |ul <%

’

seklindedir. Bu gemberin kartezyen koordinatlarda yz— diizlemindeki izdigi-

miiniin denklemi

4

\

arctan(ﬁ)\/l — 22 + arccos(V/1 — 22) =

% arctan(—\/l—_—ﬁ’%-;) — arccos

el

0.8t

(VI=7) =~

5

12

- arctan(ﬁ)\/l — 22 +arccos(V1—22) =2

.._32@ arctan(—l—_—yLz_—z;) —_ arccos(‘/]_ —22) = —%

e

dir. Bu izdiislimiin grafigi Sekil 2.10 da verilmigtir.

Sekil 2.10

OgySwst’sinsLﬁ

5m

1 .
cos7 < z<siny

—Lsin T <y <0
cos Sz<sin%

Ty T
0$y<cos4s1nm

I

in I
sin{f < z<cos%

V2 oo @

5 Sin 30 5 <y<0
T
4

3 T
sin 15 < 2 < cos
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o Her yaysal yarigaph ¢emberin, ayn1 zamanda bir 6klidyen cember oldugu
asikardir. Simdi, k yaysal yaricaph ve (ug, vo) merkezli kiiresel gember,
eger s yarigaph Oklidyen ¢cember ise s ve r arasmdaki iligkiyi ve oklidyen

gemberin merkezini belirleyelim:

r yarigaph oklidyen kiire {izerinde k yaysal yarigapll ve (ug,vp) merkezli

kiiresel gemberin denklemi
k = r arccos(sin ug sin u + cos ug cos u cos(v — vg))

idi. Bu kiiresel ¢ember tlizerinde ¢ap olugturan iki noktay: birlestiren kirig
oklidyen gemberin gap1 olur. A = (ug+k,v) ve B = (ug — k, vg) olmak tizere
/fB yay1 kiiresel gemberin bir gapi, AB dogru pargas: da bu gembere karsilik
gelen Sklidyen cemberin capidir. A ve B noktalarinin kartezyen koordinat-
lardaki koordinat karsiliklar

z; =rcos(ug+ £)cosvy, o =rcos(ug — £)cosup
y = rcos(ug + %)sinvg,  yp =7 cos(up — £)sinvg
z1 = rsin(ug + ), z3 = rsin(ug — &)

dir. AB kiriginin orta noktasi Sklidyen gemberin merkezi olur. Boylece M

merkezi
M= (r COS Ug COS Ug COS —, T" COS Ug SiN Vg COS —, T sin Ug COS —)
r T T

olarak bulunur. Oklidyen ¢emberin yarigap:

s =|MB|
_ T\/(;osz vo+sin? vo)[oosiuo+§)—oos(uo-—f)]2 + [sin(uo+l;°)—;sin(uo~§)]2
=r |sin fl

olur. Ayrica M merkezli ve s yangaph bu &klidyen gemberin denklemi,
kartezyen koordinatlarda,



(cos ug cos vp)T + (cos ug sinvp)y + (sinug)z — 7 cos % =0

$2+y2+z2=7,2

geklinde elde edilir.
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Bolim 3

S? — {K} Vektor Uzay:

3.1 Stereografik Izdiisiim

Sekil 3.1

Merkezi (0,0,0) yaricap: 7 birim olan iist yan kiireyi ele alahm. R® {in

45
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(%1, T2,0) noktasimi R? nin (x;,T;) noktasina es tutalim. Kiire tizerindeki
K = (0,0,7) noktasina kutup noktast diyelim. Bu nokta yardimiyla kiire
uzerinde bulunan herbir X noktasina
6:5%-{K} — D:=R\{(z,y)|z?+y*<r?}
X - X=KXnD
stereografik izdiigiimiinde bir §(X) = X noktas: kargihk gelir. Bu nokta KX
dogrusunun z = 0 diizlemini kestigi noktadir. Bu dogrunun uygun bir ¢ degeri
igin
KX =t.KX

oldugundan

X =K+tX - K) (+)

formundaki noktalardan gegerler.

X =(0,0,7) +t(X — K)

>
I

(0,0,7) + t((z1, za2, z3) — (0,0,7))

= (tzy,txe, 7 +t(zz — 1))
olur. Burada X € D oldugundan

r+t(zz—7r)=0

olmahidir. ¢t = —~— oldugu zaman X € S? vardir. Burada X # K oldugu i¢in

r—T3
A A
z3 # r dir. 23 =7 iken X = K olur. KOX~KLX benzerliginden

KO KX r | X - K|
_ — _

KL KX r—2z |X-K| (x%)

Y—K__t___> |X ~ K| _y
X—-K X - K|




bulunur. Boylece (x*) esitligi

r | X-K] _
r — T3 - IX'—KI -

olur. ¢ nin bu degeri (x) esitlifinde yerine yazilirsa

X =6X) =K+t(X-K)
7.

=K+ (X — K)
r—I3

17X — K3

- r—2=o-3

elde edilir. Buna gére D = R2\{(z,y) : 22 + y* < r?, z,y € R} olmak iizere
§:52-{K}—~D

fonksiyonu S? nin D fizerine stereografik izdiiglimiidiir.

T(xla Ty, CD3) - (01 01 T)$3

T — I3
7Ty )]

6($l » g, $3)

=

r—1xI3 T — T3
e x3 < 0 iken , yani alt yankiirede tizerindeki her bir X’ noktasina
§ : S2—{K}—D = {(zx,9)|z*+4* <r?}
§ : X' =X
stereografik izdiisiimiinde bir §(X ') =X noktas: karsilik gelir.

KX =tKX' = (X - K) =t(X' - K)
X' = (0,0,r) + t((x1, %2, z3) — (0,0, 7))
X' = (txy, tzy, 7 + t(zs — 7))

A A
r+t(zs—r) =0dant= -~ ve KX O~KX'I' den
—_ r
e

r—x3
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X =6(X") =K+t(X —K)
_ Kr—Kzz34+rX' —rK

T — X3
_ rX' — I{IB;;
- r— I3
rxT rT -
6($1,$2,.’L’3) =( ! 2 70)7$3=0

r—1x3’ T — I3

Ty rTy

6($1,m2,x3) = ( ,0)

r—1I3' T — I3

— T . Ty
n = ) 2 =
r— I3 T — T3
r—=T3__ R
T; = T, 1=1,2

olur. Kiire denkleminden,
2+ 22 422 =1r?
[(=2)m]” + [(=2)ma]” +af =1
(52 (57 4 777 +ad =2
(r — z3)? @7 + 33°) = r*(r® — x3) T # T3
(r — z3) [Z2° + T3%] = r*(r + 23)
r(Z1° + T2°) — 23(T1° + T2°) =% + rlas
r@2 + 732 — 1) = (T2 + T3 + r2) 73
_r@it 4+ —r?)
(T2 4+ T2 +r?)

T3

bulunur.

Boylece VX € R? noktasina bir tek X € S? — { K} noktasi kargilik gelir.
> rX — Kzs
r— I3

(r—z3)X + Kzz =X
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3 ,,..(Tl'2 + i;‘l _ 7.2)_; 7.(:,5—12 + 552 _ TZ)

X =1 :
r ! (51—2 +?f§2+1~2) (-fIZ +—m—22+7~2)
2r2X+(:v1 +332 - r)K
(T2 4+ T3 +12)
Xy = x = XELE A K

(Z1* +32° +17)

_ 2r’; 2r’T, r(T:® + 5" — 1)
T\Z2+ R+ (@A ) T+ TR+
olarak elde edilir.

Ornek 3.1: Merkezi (0,0) yarigap1 k = % olan kiiresel taksi gemberinin
cografi koordinatlarda denklemi

= |v] cosu + |u], | <=

dir. Bu cemberin denkleminin stereografik izdiigiim altindaki goriintistinin

kartezyen koordinatlardaki denklemi

( 22
4
arctan ¥ cos(arcsm(zziyz_l_l)) + arcsm(mzi’;zﬂ) I, 1<z< 2_1\/5, 0<y< ¥
— arctan ¥ z24y2-1 24yi-1y @ 1 < _1_ _ V3 0
arctan cos(arcsm(mzﬂzﬂ)) tarcsin(Giag) =3 3ST<gm % SY<
<
+y2-1 22 4y?—1 1 1 3
arctan ¥ cos(arcsm(:ﬁﬂu_1 )—aresin(Bigg) =35 B ST<205y< 32£
1 1 _ V3

| — arctan £ cos(arcsm(m)) - arcsm(m”yz_l_l) ¥ 7 <r<y —32£ <y<0

olur. Bu gemberin stereografik izdiigiim altindaki goriintisiiniin grafigi

Sekil 3.2 de verilmistir.
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1 e e e

Bu gemberi tamimlayan fonksiyonlardan

arctan ¥ cos(arcsin(%)) + arcsm(:—z{%%) =% —5<z2<5,-10<y <10

ve

y in( 4y -1 24y?-1y _ & - -
arctan ¥ cos(ar051n($2+y2+1 ) — arcsm(m =3 —5<r<5-2<y<?

nin daha genis araliklardaki grafikleri sirasiyla Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 de ver-
ilmigtir.
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Sekil 3.3

Jekil 3.4
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o Kiiresel Taksi Cemberlerine iligkin Bir Degerlendirme

Kiire tizerindeki gemberler stereografik izdiigiim altinda ¢cemberlere veya
dogrulara donitigtirler. Yukandaki ornekten kiiresel taksi gemberlerinin
¢ember yaylarindan olusamayabilecegi anlagilmaktadir. Kiiresel taksi
gemberlerinin (merkezi kutup noktalan olanlarin diginda) diizlemsel
egriler olmayacag kuvvetle sezilmekle beraber bu 6zelligin ispat: hentiz

acgik bir sorundur.

3.2 S%—{K} Vektér Uzayr

5% — {K} nin vektorleri, bu kiire {izerindeki noktalardir. Vektérel toplams;
vektorlerin stereografik izdiigiimlerinin R? nin ahgilmig vektdr toplamminin ters

stereografik izdigiim altinda gdriintiisi olarak tamimlayahm. Yani,
VA,B € S — {K} icin A® B = §71(6(A) + §(B))

olsun. Skaler ¢arpym: da vektorlerin stereografik izdiigiim altindaki goriintiisiintin
R? de aligilmg skalerle vektoriin garpiminin ters goriintiisii olarak tammlayalim.
Yani,
Vse Rve Ae S~ {K} igin s®© A= 6"1(s.6(4))
olsun.
5% — {K} nin fizerinde tanimlanan vektor toplam ve vektdriin skalerle

carpim iglemleriyle birlikte bir vektor uzayr olusturdugunu gosterelim:
A = (z1,29,73) ve B = (y1,¥2,¥3) € S — {K} olmak {izere

A®B =§1(5(A) +6(B))

=6 @+ %), (@ + )

_ 22 (FT-T7) 2r2(T3477) @477+ (F5+92)* -7
T\ @GR HER)P ) @) HE ) D @) HE )
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olur.

Ayrica s € R ve A = (z1,%2,73) € S — {K} igin

sOA =61(s.6(4))

( calt) () AR 21)

(iﬂ%) (75 zs) us (:%%) (r—zs) (ri%;) +(7 ) 2

_ ( 2871, 25129 r[s*(r +z3) — (r — :v3)])
82(r+z3) + (r —x3)’ $2(r + z3) + (r — z3)’  $3(r + z3) + (r — z3)

olur.

1)VA,Be §2~{K}icin A® B=B @ A dir.

A®B =615(A)+6(B))
=61(6(B) +6(A))  (R%de + igleminin degisme dzelligi)
=B®A

2)VA,B,C € S?—{K}igin (A®B)®C=A& (BaC) dir.

(AeB)®oC =61(6(A)+6(B))@C
= 671 [5(671(6(A) + 8(B))) + 6(C))]
= 671[6(A) + 6(B) + 6(C)]
=§"1[6(A) + 6 (67 1(6(B) + 6(C))]
= 61[6(A) + 6 (B C))]
=A@ (Ba )

3) VA € §%2 - {K} igin A ® O =A olacak sekilde bir tek O €5% — {K}

vektori vardir.

A®O= A
671(8(4) +6(0)) = 671(8(A))
5(A) +6(0) = 6(A)
5(0) =
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Y1 TY2
T—Y3 T—Ys

(y1,%2,y3) € S — {K} oldugundan

)=(070)=>y1=0ay2=0

vityitys = 7
y;3 =

Y3 = —T
dir. Ciinkii O €52 — { K} dir. Buradan
O =(0,0,-7)

dir ve bir tektir.
1) VA € 82 — {K}igin A® B = O olacak sekilde bir tek BeS? — {K}

vektorii vardir ve bu vektore @ iglemine gore A nin tersi denir.

AeoB= O
51(8(A) +6(B)) = 671(6(0))
51 (8(A) + 6(B)) = 571(0)
5(A)+6(B)= 0
§(B) = —6(A)
B= 61(-6(4))
dir. Buna gore A min tersi —A = B = §71(=6(A4)) olur. A = (11,73, 73)
olmak tizere

—A = 6_1(—6(1'1,1122, 1'3))

=51 (—TE T2y 57 (7, 7)

7‘—-583’ r— I3




2r?zy 2riz, T (T2 + T32 ~ 1?)
T+ T +rP I TR 412 T 4+ Tt 1l

m_)’ﬁr ﬂ’z_)2+,.2’ (Lw_l_)2+(ﬂz_)‘2+,2’ (ﬁL)?+(m_)2+,2

r—I3 r—3 r—x3 r—Tr3 T—23 -3

7'2(.1:21+:c22)
- ( gl Gy 22 (-2 ( (r—zs)? Jz) )

_ (—2r:n1 ~2rz, r.r22:1:3)
TN o T 2r 7 r22r

= (_xla —Ty, $3)
seklindedir.

5)Vs,ss € Rve A€ S — {K}igin (s+5)0OA=50Ads ©Adir.
(s+s)oAd= &§'[(s+5).5(4)]
= 6 1(s.6(A) + §'.6(A)] (*) -
sOA®SOB= §'{6(s©A)+6(s5 O A)]
= §71[6(671(s.6(A))) + 6(671(s.6(A)))]
= 6 1[s.6(A) + §.6(4)] (%)
(x) ve (xx) dan
(s+8)0A=3s0A®SOA
elde edilir.

6)Vs€ RveVA,B€ S2 - {K}igins©(A®B)=3s0 A®dsG B dir.

s®(A®B) =61(s.6(A® B))
= 571 (5667 (5(4) + 6(B)))
= 67(s.(6(4) + §(B)))
= 671(s.6(A) + 5.6(B)) (*)
SOADsOB =861 6(s®A) @ (s© B))
= §"1(8(671(s.6(A))) ® 6(6-1(s.6(B))))
= 671(s.6(A) + s.6(B)) ()

55



56

(*) ve (%*) dan
sO(A®@B)=sOA®sOB

elde edilir.
7)Vs, s € Rve A€ §?—{K} icin sO (5 ©A) = (5.5)OA = s ©O(s0A) dir.

sO(S®A) =s0(671(s.6(A))
= 6"1(s5.6(671(s'.6(4A))))
= (S.S') ® A

ve benzer gekilde

§O(s04) =50 (8(s.6(4)
= 6"1(d.6((671(s.6(A)))))
=(s.8)OA

olur. Béylece

sO(0A)=(s5)0A=5 0O (s A)

elde edilir.
8)VAe S22 - {K}igin 10 A=A dir.

104 =6§1(1.6(4))
=671(8(4))
=A
olur.
Vektor uzayr aksiyomlarnim sagladigi igin (S? — {K},®,®) sistemi bir

vektor uzayidir.



3.3 $? — {K} Uzerinde Bir I¢ Carpim

Teorem 3.3.1 a = (z1,Zs,23) ve 8 = (y1,s,y3), S — {K} nin vektorlers

olmak tizere,

|z1ya| + [zaga], 11 > O ve zay, >0 (3)

(0, f) = r? — o] +lzaye], Ty < 0 ve zpyr >0 (i)
(r — 23).(r — s) lzin| — |ara], @y > 0 ve 2oy, < 0 (44)
| — o] — leayel, Ty <0 ve may, <0 (i)

ifadesi S* — {K} iizerinde bir i¢ carpwm tanemlar.

Bu i¢ carpima kiiresel tazi i¢ garpime diyecegiz.
ispat: Vao,8,v € §? - {K } igin ve Vk € R igin asagdaki ig garpim

aksiyomlarnin saglandigam gostermeliyiz.

1. {o,a) > 0ve (o,0) =0 a=0
2. {@,8) = (B,a)
3. (k@o,f)={a0,k®B) =k {(a,B)
4. (@@ B,7) = (&M + 8,7)
1. Va = (1, 13,23) € S — {K} igin (e, @), () denkleminden
r? 2, .2
(a,a) = m(wl +23) 20
dir.
(0,0) =0 & (r_’;)z (22 +22) =0
& 2+2=0
S 1=0vexy=0
olur. Aynica 22 + z2 + 22 = r? den 7% = r? ve x3 # 7 oldugundan 73 = —r

bulunur. Boylece @ = (0,0, —7) = O elde edilir.
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2. Va = (ml)m2)$3)7ﬁ = (y17y27y3) € S? - {K} lgln

le1y1| + [z2y2|,  z1y1r > 0 ve zays > 0 (4)

() = r? —|ziy1| + Jraa|,  z1y1 < 0 ve yys > 0 (id)
(r — z3).(r — y3) ﬁ |z1y1| — |z2ya|, 1t > 0 ve zpys < 0 (i5)
| - |T11] — |Zayal, Z1yr < 0 ve 2y, < 0 (iv)

de reel sayilarda ¢arpmanin degisme ozelliginden

ly1z1] + lyaza], 1171 > 0 ve yaza >0 (3)

- r? = |y121] + ly222|, Y171 < 0 ve yaza >0 (i)
(r = 3).(r = 3s) lsnz1| — [yazz|, Y121 > 0 ve yama < 0 (i)
| — 21| = [yaa|, 3171 <0 ve w3 <O (iv)
= (8,a)
elde edilir.

3. A) o= (z1,Z2,23) ve B = (Y1,¥2,¥3) € S%2 — {K} igin z1y1 > 0 ve
ToYs > 0 olsun. Bu durumda k nin igaretine gore iki durum vardir.

a) Yk € R* igin

kOa =61kb6(a))
_ ( 2krz; 2krz, r [k%(r 4+ z3) — (r — :c;,)])
k2 (r +z3) + (r —z3) kK2(r + z3) + (r — z3)" k2(r + z3) + (r — z3)

idi. (7) durumundan

r2

<k Oa, 'B) = ( r[kz(r+-'cs)"(r”“3)]) (
r (r—v3)

2krziyr
kE2(r+x3)+(r—z3)

2krzoys
E2(r+=x3)+(r~z3)

+

)

T k2 (rtx3)+(r—=3)

_ r? [k*(r + 33) + (r — 23)] 2 k|7 (|Z131] + |7292))
r.2.(r —z3)(r —ys) |k2(r + z3) + (r — z3)]

) —w)

(I3 | + |22y2])

= k. (@, B)
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elde edilir.
b) Vk € R~ igin k @ « ile B (iv)sartim saglarlar.

2

(k O] a:ﬁ) = (r r[k2(r+2:3)—(r—a:3)])(r_ya) (_.

T kB2(rtz3)+(r—=3)

2krziy
k2(1‘+:113)+(1‘-—-m3)

2krzoyo
kE2(r+x3)+(r—z3)

)

_ T2 [B¥(r + s) + (r — 23)] —|k| 2r (Jzagn| + |z2ys])

r2.(r—z3)(r—ys) = |k3r+xs) + (r—x3)| k<0

,2
= k(r—_ws)(r——ya) (|z131] + |zayal)

=k. (o, )
elde edilir.
B) a = (x1,22,%3) ve 8 = (y1,%2,43) € S2—{K} icin 2131 < 0ve 2oy, > 0
olsun. Bu durumda k nin igsaretine gore iki durum vardir.
a) Vk € Rt icin k@aile #, a ve § min kogulunun aymsim saglayacagindan
(i) durumundan

2

<k © «, ﬂ) = ( r[k2 (r+a;3)—(r—z3)]) (—_
(r-ys)

T TR (r¥z3)+(r—o3)

2krziy
k2(r+z3)+(r—z3)

2krzoyo
k2(r+x3)+(r—z3)

+

)

- r? [K2(r + 23) + (r — z3)] 2[k|7 (= |za0n| + |z290])
r2.(r—mzs)(r—ys)  |KA(r+23) + (r — @)

2
T
I I(T"‘-Ts)(r—ys)( I lyll | 2y2|)

= k. {a, B)
elde edilir.
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b) Vk € R~ igin k © a ile B (iii) sartim saglarlar.

2krziy1
k2(r+xz3)+(r—=3)

2krzoys
k2(r4x3)+(r—x3)

)

T TR (rtzs) 4 (r—w3)

(k ®© ﬂ) - ( r[k2('r+a:3)—(7‘—m3)]) (
(r—y3)

_ r? [K*(r + z3) + (r — @3)] |k|2r (2191 — |ay2))
r.2.(r —x3)(r —y3) |k*(r+ x3) + (r — z3)|

2
T
=—lk — || + |z , k<0
l |(7,_$3)(,’__y3)( l lyli I 2y2l)

= k. =220 =) (= |z1n| + |z2y2])

=k. (a,0)
olur.
C) a = ($1,$2,$3) Ve,B = (yl,yg,yg.) c Sz—{I(} igin T1Yy1 > 0ve Zoys < 0
olsun. Bu durumda da k min igaretine gore iki durum vardir.

a) Vk € R" igin k © « ile B (i4) sartin1 saglarlar.

2krzoys
k%(r+x3)+(r—z3)

2krz111
k2(r+z3)+(r—=3)

)

T K2 (rdz3)+(r—z3)

r2
(k‘ © a,ﬂ) - ( r[kz(r-l-za)—(r—fva)]) (
, (r-ya)

_ PRer+as)+(r-23)] alkir(lzy|-losua])
= r2(r—z3)(r—y3) - |k2(r+z3)t(r—z3)|

= k-(r__zs%gj (lz11] — |w2yel)

= k. (c, B)
elde edilir.
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b) Vk € R igin k ® a ile B (4i)sartim saglarlar.

2

(k © a’IB) = ( 'r[k2(r+:c3)—(r—.’l:3)]) (_
r (r—y3)

B (rtas)H(r—=3)

2krzoyn
E2(r+x3)+(r—=3)

2krz1y1
k2(r+z3)+(r—=3)

+

)

— r? [k?(r + x3) + (r — z3)] — |k 2r (|oay1] — |z222])
r.2.(r — z3)(r —ys)  |K%(r +x3) + (r — 73)]

2
T
=—|k T — |z , k<0
bl Gy =y bz

=k. r—29)(r — 1) (|z1y1] — |z2y2])

=k.{a,0)
olur.
D) a = (z1,%2,23) ve B = (y1,¥2,43) € S — {K} i¢in 2131 < 0 ve
Toyy < 0 olsun. Bu durumda k nin igaretine gére iki durum vardir.

a) Vk € Rt igin k © a ile 3, (iv) sartim saglarlar.

2krzoys
E2(rtz3)+(r—z3)

2krziy
E2(r+x3)+(r—z3)

)

T k2(r4z3)+H{r—=3)

r2 e
(k©o,p) = ( r[kz(r+23)—(7“‘”"3)]) (
r (r—wv3)

_ PP [R*(r +25) + (r — z3)] 21k|7 (= |191] — |atel)
r.2.(r —z3)(r —ys)  |kE(r + z3) + (r — z3)]

e T G COA R )

=k.{o, )

elde edilir.
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b) Vk € R~ igin k © a ile B (i)sartim saglarlar.

2

(koa,p) = ( r[k2(7'+173)—(7'_"’3)]> (
, (r—v3)

T E2(r+z3)+(r—z3)

2krz1y1
KZ(r+z3)+(r—z3)

2’61‘:62 Y2
k2(rtz3)+(r—za)

+

)

7 [k2(r 4+ z3) + (r — z3)] |k|2r (lz1y1] + Jz2v2])
T ra—a)r—ys) R+ as) + (r—zs)| £

o
=k r—=3)(r—y3) (‘ |.’v1y1| - |x2y2|)

=k.{a,B)
olur.

4) o= ($1,$2,$3), IB = (yliy27y3)7 T = (Z],Zz,z;;) IS2 - {I{} {izerinde ilQ

vektor olsun.

1) (@®B,7) = (&M +{B:7
2) (@,B®7) = (&B)+ (a7

oldugunu gostermeliyiz.
1) (a® B,7) = (@, 7) + {8,7) sartmn gerceklendigini gosterelim.
A) a, B,7 (i) sartim saglasinlar.
Bu durumda a @ 3 vektorii ile -y da (i) sartin saglar.

agf =6(8(c)+6(0))

= 6@+ %), (T + )
= ( 2r2(ZT471) 2r2(Z3472) r[(ﬁ+ﬁ)2+(ﬁ+y—z)2-rﬂ)

it Gt G+ @)+ @I HE )

(@®B,y) = r? 2r(FT+71)21 + 2r?(Z3472)22
N = T AEmre ) gy \| GGy | |G e Ry
GTHI) + @ +92) 2472 3
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= m'sz (1@ +W)a| + (@2 + T2) %))

rT T T r
( 1 ) )z1+( 2 Ya )Zz)
T—I3 T—Ys r—T3 T—Y

)

r r
e (jor21] + |azel) + —— p— (lyr21] + |yazal)

r
(1121 + Ya20)
— ys

= {2,7) + (6,7
elde edilir.
B) a , 8,7 dan herhangi ikisi aym sart1 saglarsa; a , 8 ve a @& 8 nin
pozisyonuna gore a @ J ile «y (3), (é2), (¢i%), (iv) sartlanndan birini saglarlar.
I) o, B aym sart1 saglarlarsa « ve § nin 7 ile olugturdugu sart ile a @ 8
nin 7 ile olugturdugu durum aym olur.

T3y > 0,29y, > 0 olsun.

a) 2121 < 0,Z523 > 0 (y121 < 0 ve yazy > 0) iken,

_ 2 2r2(T1+71)2 2r2(T3+73)2

(a®p,7) = r[(ml+—)2+(2;+‘y2)2""'_1 ( (z1+y1)2+1(:cziyzl)2+72 + (m_1+m)2+?i‘z'iﬁ2)2+r2
e E T ) %)
72 9 . o

= m-zr (=@ +mal + (T2 + 72)2l)

= o (-] + |+ |62 + 2)al)

= =) (,.—_7,,—3(50121 + T322) + (14 + yzzz))

Jﬁ( viﬁﬁﬁff@ﬁﬂ ) .
@&U%\a ) '_ e R

i
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= om0 ey ( Izl + |2a2)) + a2 5 (— larl + le2al)

= (o, 7) +(B,7)

olur.

b) x121 > 0, 2929 < 0 iken,

2

(a®B,7) = ( r[(z1+—)2+(_‘+y2)2-ﬂ)(.,._23)(

@FTHIT)%+ @3 +73)% 4+

2r2(Z3+92)22
@+ )? +@a+yz) 2 +r?

2r2(ZTT+71)=1
TP +HE2 Y2+ |

)

= m 2r? (T2 + T1)z| — (T2 + 72) 220)

(r—z;;) (

= (T_rza)- (;:r;g |121| + ,_rm ly121| — ,_rzs |a2e| — ,_rys lyzzzl)

(_Hz_ + TY2 )ZzD

T TY1 .
(Fm + r—ys)zl' r—z3 ' -3

= T T _
= (r-23)" (r—=a)

(lz121] — |2222]) + 5 72y (12| — Ite2al)

= (@,7) +(8,7)

olur.

c) 7121 <0, 7923 < 0 iken,

(a @D ,3 ) = i 2r2(FT+)21 202 (F3473)72
Y o rCTD2 GG R 2] G2 +@ R+ | | @) E ) e
ET+ I+ @R+ 3

= ‘5—(‘?—)2 (- 1@ + )| - @z + T)l)

B (7”—7”23)' (_ (
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T
= (r — Zs)' (“‘ r_rza livlzll - ,._Tw ly121] — T_Ta,s |$222| - ,._Tys |y222|)

T ey (T Imal — lwe2)) + 575 ( Izl — lvez))

= {2, + {87

olur.
II) « ile 7y aym sart1 saglasin. Yani z;2; > 0, 2222 > 0 olsun.
1.durum: 127 < 0,y929 > 0 iken,
a) (FZT+71)z1 > 0, (T3 +T3)2 > 0 olsun.
Bu durumda a @ g ile v, (i) sartim saglar.

(a® B )y = r2 272 (ZFT+71)21 + 2r(T3452)22
Y AT G e, \| GEP @t mr e | T | G e
@24 Gt 93) 2472 2

= sty 2 (@ + W21 + (72 + ) 2)

TE] 'l" TY1 )le+

r—3 r—Y3

(G2 + 22 )zzl)

r—T3 Y3

r
(1‘—23) ¢ (

r r

= Tz (7_7—33 |zaza| — 5 I + o || + 5 Iyzzzl)

= e (Imal + maze)) + 55 5 (— [zl + lea)

= (a,7) + (8,7)

olur.



66

b) (T1+71)z1 < 0,(T +T5)22 > 0, yani a @ § ile v (ii)sartm saglasinlar.

(@@B,7) = = ~ e e, | | @)
Y pTIETI 4 G2 2] (o EI)?+ @R+t | T | @) @R )
ET+91) 2+ (Za+73) 2 412 3

=.;,2,.—'fTi73)-27'2 (=@ + )z + (72 + T2) 22l)

— i (G2 + 2000 + (2 + 222,

= w5 (7 lmal — g ] + 255 loszal + 25 lmoaal

= Ty e 2]+ |2eze)) + iy (= vz + lyaza)

= (e, 1)+ (8,7)
olur.
2.durum: y;2; > 0, yp29 < 0 iken,
a)(T1+71)z > 0, (T3 + T5)25 > 0 iken,
a @f ile, (i) sartim saglarlar.

@924 2+ 93) 2472 3 :
= ey 22 (@ + T)z| + | (T2 + T2)22)
= o) ((lea +)a+ GBS+ 7?/13—3)22)
= 5 (ﬁ |Z121] + P ly121] + P [za2s| — — |y222|)

= Ty Tomg) (T2l + |z22al) + e 8 (el — [wel)
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= {a,7) + (B,

olur.

b) (Z1 +¥i)z1 > 0, (T2 + )22 < 0 iken,
a ®F ilevy, (i) sartim saglarlar.

(a®B,7) = r? 2r(FT+71)21 22 (Z3173)22
Y — r[(z1+ﬁ)2+c—+uz)2—r] (r—23) G P t@ )22 | | @) HEE )P+t
@)+ E e

72r7(r z3) ZT (l(zl +y1)z1| - l(xZ + y2)z2l)

= ) (( L 4 0+ (P2 + )z )

r—3 r—y3 r—x3 r—Y3

= oo (7 Il + 25 | + 755 [l — 25 s 2)
= =7 (maal + z22l) + oy e (a2l = lezal)

= (a,7) + {6,7)

olur.
3.durum: y;z; <0, y223 < 0 iken,
a) (1 + %)z > 0, (T2 +U2)2 > 0 iken,
a & ile, (i) sartim saglarlar.
2

(a ® .37 7) = (r r[(c1+y1)2+(:2+112)211>( —23) (

@ +91) 2+ (@3 +73) 2 +r2

2r?(Z2+72)22
@432+ (@3 +:m) +r?

2r2(F1+71)21
ETn)2+ @3 +7)*+r°

)

= m 2r% (|(@1 + 1)zl + (T2 + 72)221)
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= o (G2 + E)a + (B + 2

= o) (;:Tz—a |z121| — 755 ] + s ezl — 75 |y222|)

= o ez (B2l + 2e2)) + o iy (- Iz = |9a2a)

= {&,7) + (8,7

olur.
b) (FT14+71)z1 <0, (T2 +F2)22 > 0 iken,
o @F ilevy, (#ii) sartim saglarlar.
_ 2 _ 2r2(z1+97)z 2r2(T2+72)22
(a @ ﬂ: 7) - _r[(ﬁ+ﬁ)2+(z_r2+y_2')2 _,,.2] _ ( (‘m—1+m')2 +1(:B_2-:-':(T2'1)2+7'2 + (x—1-+m)2+2(§,—2-im)2+72 )
G e ) %)
2 b i L
= r.2r7"(‘r—zs)‘27_2 (_ I(ml + yl)zll + l(wi’ + y2)z2|)
= o (635 + Ba + (25 + )
= o5 (5 lmal = 5 | + 55l = 5 )
= S (T + |mzl) + 55 75 ( Izl = lyez)
= (o,7) + (6,7
olur.

c) (FT+ )z > 0, (T2 + J2)22 < 0 iken,
a @fF iley, (%ii) sartim saglarlar.
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(e®B,7) = 7?2 2r2(ZT+71)21 - 2r2(F312)22
) p_rlETT @ 2 @172 +(@2+vz)%+12 @FT+71)2 (72 +72)2 42
@)+ @ v2) 2+ 3

2

= w20 (@1 + W)zl - (T2 + %2)22)

r (( re 4w )zl+(ﬂz_+_ru)32)

— (r—z3)° r—r3 r—y3 r—x3 r—y3

= - (5 bl = 2 lysanl + 5 lewml = 75 b

= 5 i (2] + leez) + g ol (- Izl — lvezl)

= (o, 7) + (B,

olur.

d)(Z1 + 1)z < 0, (T2 +7a)22 <0 iken,
a ©F ilew, (iv) sartim saglarlar.

(a @B ) _ r? _ 2r¥(F1+71)21 _ 2r2(Z3+72)22
Y G @ ] (o ETn P+ @R | |G @t AT
@I+ Fz ) 2472 ®

= ey 2 (1@ + W)l — (@ + R)z)

- r T 'ryl T2 Y2
T (r-z)” ( a5 T s )+ (r—a:;; R )22)

= 2 (55 Il — 25l + 255 loaal = 755 o)
= 057 o (B1a] + |2222)) + gy 7y (I = [v222)

= (a,7) + (6,7
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olur.

IIL. 3 ile v mn aym gart1 saglamasi durumu @ min degigmeli olmasindan
dolay1 saglanir.

C)a, 3,y mn farkh bélgelerde iken,

1.durum:(Z7 + Fi)z; > 0, (T3 + 72)2z2 > 0 iken,

a) 7121 < 0,Z229 > 0 ve 121 > 0,722z < 0 ise,

2rX(ZTT+71)21
@T+7)2 +(ZTa+72) 412

(a@ﬂ; 7) - ( r[(a:1+-)2+(:=2+yz)2""' ])(,,._23) (

@E+31)2+ @ +9z) 242

2r2(T2+72)22
=S va)

)

= m 2 (|77 + Tz + (T2 + T2)22)

= o (= + 2o + (5 + 22)z)

= 5 (—r = el + s lnal + 725 |mezl — |y2Z2|)

T

= = lmal +zezl) + 755575 (nal = lyazl)

= (@, 7) + (6,7

olur.
b) z121 > 0,%222 < 0 ve y121 < 0,y222 > 0 ise,
2

(a®f,y) = ( r[(z1+—)2+(—+—)2-'J)(r-z3)( 1

ET+91)2+E3+R) 44

2r2(FT+71)21 2r2(Z3+72)22

)

= m 2r% (|(Z1 + T z| + (T2 + =) 2al)

1'—23) ((Tﬁ;s + rr—y;s )a + (r”is + )z )
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= =5 (5 ool — 255l — 5wl + 55 lnoaal)

" e (T2 = |meze) + o sy ( lma] + lyaze)

= (r—23)" (r—23)

= {a,7) + (8,7

olur.
2.durum:(F71 +71)z1 > 0, (T3 + 7z)22 < 0 iken,

a) 121 < 0,325 > 0 ve y121 > 0,¥222 < 0 ise,

2

_ T
(Ol@ﬂ,'y} - (r r[ETHID? +E3+T9)2 2 )(7‘—23)(

GET+I) 2+ @3 +5) 42

2r2(T3+73) 22
@) +@2+1E) 2 +r?

2r2(FT471)z1 _
ET+71)? +(T2+72)2 +r2

)

= ey 22 (1@ + ) 21| — | (%2 + ) 22])

r—3 r—x3 r—Y3

= o (G5 + 2)a + (B + 22)m)

= 5 ( - |z1z1| + lyr21| + 7255 |Z222| —
= oy sy (Il + |m2l) + gy vy (] — [v22))

= {&,7) + (6,7)

olur.
b) z12; < 0,292 < 0 ve Y121 > 0,y222 < 0 ise,
2

(a &b ﬂ? '7) = (r_.,.((——+—-)2+(—-+.y—2)2_,. ])( 23) (

@ET+71)2+H@Fa+72) 242

2r2 (3 4+73)22
G @ i) T

2r3(FTH)21
Grtm )2 +@+m)2+r2|

)
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r? e —
= r.2r2(1'~—:z;;)‘2r2 (I(IB] + yl)zll - |($2 + y2)22|)

= o (2 + 2+ (22 + 2))

r—3 r—Y3

= G- ( = lmal + sl - g e |y222|)

= v o (—lmal = |e2l) + e w5y (21 — [v222)

= (@, + {87

olur.

c) z12z1 > 0,222, < 0 ve Y121 < 0,y222 < 0 ise,

<a ) ) — r2 2r2(FT+T1)21 22 (T3+T3)z2
Y o TETHT)2+@3473)% 2] (r—23) G rP+@E 4322472 | | @)+ @z +72)2+r2
ET+) 2+ +) 242

= s 2 (@ + W)l — (T + ) )

= o (5 + e + (2 + 2)m)

r—3 Y3 r—23 Y3

= (,_733)- (ﬁ |$121| - ,._Tys |y121| - szs l-'l?zzzl - ,._Tya |y222|)

T

= 5o (T2 = |z222]) + gy 7y (= 2] — lz22)

= {e,7) + (B,7)

olur.

d) 121 > 0,732 < 0 ve y121 < 0,y223 > 0 ise,
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(@@ B,7) = r? 2r2(FT i)z — 2r2(F2473)22
’ potlETT2 4G 2]\ (o \| @) HE ) @FT+IT)* +HFz+72) 2 +r2
@I+ @) T 3

= 7=y 2 (1@ + W)l - |7 + ) 2a))

= (r—z3) ((rra::;3 + rry;s ) 2+ (rm:a + rr?lsa ) z2)

= 5 (,,—_;—3 |z121] ~ 5 Iy = 55 Ireze| 4+ 5 lyzzzl)

r

= ¢ e Mzl — |2222]) + g8 (Il + [yezel)

= (a,7) +(8,7)
olur.
3.durum: (7 +71)z1 <0, (T2 + 72)22 > 0 iken,
a) 121 < 0,Z922 > 0 ve Y121 > 0,225 < 0 ise,
2

7
(a @ ﬁ) ’Y) - (1_ r[EFT+ID)2 +(EF3+73)2 _'2]>(r——23) (_

EFT+91)2+ @3 +75)2+r2

22 (T34 )22
EFT+n)*+ @3 +7R)* +r2

2r2(FT+71)21
EFT+)* +@FE )%+

|

-+

)

= m 2r? (= (@1 + )2 + (T2 + T2) %))

= 5 (5 + 3)a + (52 + 22))

Y3 T—T3 Y3

= =) ( o ol + s Al + T Tz — |y2Z2|)
= () e (1Tl + |2222]) + 755575 (va] = [3222))

= (a,7) +(5,7)
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olur.

b) T121 > 0,292 < 0 ve 1120 < 0,222 > 0 ise,

_ r2 _ 2r2(Z7+71)21 2r2(T3+72)22
e®h,) = p_rETHTD2+ (@3 +75)2 12 (r_z)( GG e | | G Gt
@T+91) 2+ @a+82) 272 8

#2
r2r2(r—23) "

l

2r? (— |(T1 + T0) 21| + |(T3 + T2) 22))

— r (( T + 7‘73/;3 )zl + ( T2 + TY2 )22)

(r—23)" \\r—z3 r—x3 r—y3

= = (T_T_za |m2| — 55 | — 25 Imeze] + 75 Iyzzzl)

r T

o e (T121] — |m222]) + o ey (— lvn2a] + [ye22])

= {o,7) + (8,7

olur.
c) 1121 < 0,2929 < 0 ve Y121 < 0,y29 > 0 ise,
2

_ ™ —
(®B,7) = (r_f[(ﬁ+m2+(?=‘2‘+iﬁ)2—r2]) (A (

@ET+91)°+ @z +32) %42

2r’(Z3+75)22
@I+ + (@2 +7)% 42

2r?(FTT471)21
@7 +HEz )+

+

)

= rzrﬁi—_;;)-272 (— @+ Tzl + [(Z2 + =) =l)

(r—23)° r—T3 Y3 r—z3 Y3

=T (( )+ (PR + A zz)

= T (—ﬁ |r121| — 5 lyiar| — 7255 el + 755 lyzzzl)

e (— ;2] = Imezl) + e 75 (- Izl + [3222])

= {o,7) + (B,7)
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olur.

d) T127 < 0,792 > 0 ve 12 < 0, Ya22z9 < 0 ise,

(c®B,7) = (r_iﬁ'+@2+g+§§)2—r2])(r_z3) ( (z1+3:;2(:1(::-ll3/?)2+r2 + (ﬁ+£;§ﬁ%—yz%2+r2 )
ETHN)2+ @+ 22
= sy 2 (- @ + W2 + (@ + B)2)
= o) ((rmés + ) + (2% + rr_yZa)zz)
= =) ( T lmal — s e + A I — |y2z2|)

r

= Tm) Taaw T2+ [222]) + e vy (— vz — [y222])

= (e, 1) + (8,7)
olur.
4.durum: (Z7+71)z1 < 0,(Z3 +7z)22 < 0 iken,

a) ;21 < 0,2929 < 0 ve Y121 > 0,7929 < 0 ise,

e®By) = r? - 2@ HTT)21 - 22 (T3 +TR) 2
Y= p_TIETHID? + (@ +75)2 2] (r—23) EFT+7 )2 +(Fz+72)%+r? (@FT+71)2 HEa+72) 2 42
GET+i)%+@E7+92)%+2 3

= .2 (- @ + Tz — (@ + T2)al)

~ i (5 + ) + (2 + )

r~T3 r—T3 r—y3

= g (s bl + 2 lnal — 5 el — 25 Iyl

'S

= oy ey (T Ima| — leezl) + G e (mz| — ezl



= {a,7) +(8,7)

olur.
b) z121 > 0,292 < 0 ve 1121 < 0,y322 < 0 ise,
2

— T -
(a & ﬂa ’Y) - ( r[(a:1+y1)2+(tc2+y2)2 “"ﬂ) (r—23) (

ET+91)%+ (@3 +72) 2 +r2

2r2(z3+73)22
@T+7n) 2 +H (@2 +72) % +r2

2r?(F1+71)21 _
ET471)? +(F2+72)° +r?

)

r2

= ey 20 (- 1@ + Tzl - |(Z2 + T2)zl)

(r—z3) r~z3 | r—y3 r—z3 | r—y3

— T . (( e + Y1 )z + ( T + Y2 )22)

= ('rfza)’ ('r—za |x1zl| = y3 Iylzll - r—a;3 I$2ZZI r— 'ry3 Iy2z2|)

r

= o5y ey Um121] — lm222) + iy i (= 2] = [e2a])

= {&,7) + (6,7

olur.

c) z121 < 0,225 > 0 ve y12; > 0,7222 < 0 ise,

) = r2 _ 202 (ZF1-+71)z1 _ 2r?(T3+72)22
@@ = T mmnmmr (r—23) EHI @R’ | | @) HERR)
T @) 2+ ) P r? 3

= r2r2(r—z3) 27'2 (— |($1 + yl)zll - I(:BZ + y2)22|)

= )" ((,.";3 + 38+ (55 + 2z )

=Ty ( = [Tal + 1| + =255 leazel — 5 |y222|)

= oy ey ( lmal + |m2l) + g5 w5 (] — [3222))
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= (a,7) + (8,7

olur.

d) z121 > 0,%929 < 0 ve Y121 < 0,y229 > 0 ise,

(a @B ) _ r? _ 2r2(FT+)2 _ 2r2(T2172)22
V= ( _rlET R 1T 1) (r—23) G HE R | | @) @ R A
@ETHID) 2 +@3+52)2+r2
= 7'27'2(1"—23) 2r® (_ I(wl + yl)zll - |(1L'2 + y2)22|)
= o (2 + P+ (2 + 22)20)
= 5 (,'._’"—;c3 |m21] — 75 | — 755 Ime2e| + 755 |y222|)
= '(712—3)(727::—3) (Iz121) — |w222) + (T_’;T)G_Ly;) (= Iz + yoz2l)
= {a,7) + (6,7
olur.
e) 1121 < 0,2929 <0 ve y121 < 0,y229 > 0 ise,
— 2 _ 2r2(TT471)21 _ 2r?(T5+72)22
(@®6,7) =7 femrremmr ), )( TR )
LD G )

= iy 2 (= @ + W)zl — (2 + ) 22l)

= o (5 +2)a + (25 + ))

T3 Y3 T3 r—Y3

= =) (—,._za 21| — 75 sl — 25 Imezl + 755 |y2z2|)
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= 5y (— lmal = |mzl) + e (< Il + lwal)
= (o, 7) + (3, ¥)

olur.

f) T121 < 0,7929 > 0 ve 1121 < 0,929 < 0 ise,

(@®B,7) = 72 _ 23 (F1471)21 _ 202 (T3 172)22
’ I (G ¥ R ) e A PO GETT)* +H@TZ+72) +r? @)+ @z i) +r?
@2+ EE )2 4 3

2

= rare=y 2 (@ + T2 - |72 + T2)22l)

r ( rzL+rT};3)zl+(_7ﬁz_+_"@_)z2)

= (r—23)° r—T3 r—23 r—Y3

= =) (— s Al - lyr21| + 755 |ze2e| — 755 Iy2z2|)
= 55y ( lmal + |mzl) + et (- al - lvaz))

= {o,7) +{8,7)

olur. O
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S? — { K }izerinde kartezyen koordinatlarda tammladigimiz i¢ ¢arpimn

cografi koordinatlarda karsihg o = (uy,v1), 8 = (uz,vs) olmak tizere,

|cos vy cosv| + |sinvy sinwg|, (%)

(0. 5) 2 {cos 2y COS Uz) - |cos vy cosvg| + |sinvysinve|,  (id)
(r — sinu;)(r — sinuy) |cos vy cosvp| — |sinvysinve|, (i)
|- |cos vy cosvs| — |sinv; sinwy|, (iv)

seklindedir. Buradaki (2), (ii), (¢ii) ve (iv) sartlan agagidaki gibidir.

(1) cosvycosvy >0, sinvysinvy >0
(it) cosvicosve < 0, sinv;sinve < 0
(244) cos vy cosva > 0, sinwv; sinvg < 0
(v)cosvy cosvy < 0, sinvysinvy < 0
Teorem 3.3.2: § stereografik izdiigiimii S2 — { K} izerindeki kiiresel taxi ig
carpimini T2 taksi diizlemindeki taxi i¢ carpimina tasir.
ispat:
:cil’ + :c% + zg =72

kiiresi tizerinde K = (0,0, ) kutup noktas1 olmak iizere
6:52-{K} — R?

stereografik izdiisiimiinde VX = (z1, s, 23) € S2— {K} yabir X = (Z1,%3) €
R? noktasi karsiik gelir.

5(X) = —X-=TX—:1:3K=< 7T , 7T ,O)
r—2o3 r—23 r—I3

_ Ty . TXo
I = T =

y L2 ==
T — 23 r— I3
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dir. Ayrica stereografik izdiigiim fonksiyonu bir izomorfizm oldugundan S2 —
{K?} tizerindeki i¢ carpim diizlem taksi geometrideki i¢ carpima tagimak icin
kullamlabilir,

Ty Ty — Ty . TYs

=T =7 = =-y_2'

2 %N
r— I3 Tr— "r—1y3 r—1y,

denklemlerini §? — { K} {izerindeki i¢ carpimda yerine yazarsak

[Zig1] + |Z2%2], g1 > 0 ve Ty, > 0 (i)

(5(c), 6(8)) = 4 —|Zgtl + |77,z <0 ve zayp > 0 (i)
|Ti71] — |[Zela],  Ziyr > 0 ve zoyy < 0 (44i)
| — [z = [Tkl ziy <0 ve zayy < 0 (iv)

elde edilir. Burada r — 23 ve r — y3 pozitif oldugundan bu ifade
[Zi51] + [TiRl,  T1d1 > 0 ve T3z > 0 (i)

g —mml + [%El, T < 0 ve T > 0 (id)
(w2 -

[Zi9] — [B8z|,  Tigr > 0 ve Tz < 0 (dit)

| — Tl — ?m%], T < 0 ve T2fz <0 (iv)
big¢iminde yazilabilir ki bu da diizlem taksi geometri icin [2] de verilen ig

carpimdir. O



Bolum 4

S? — {K} Uzerinde Taksi Norm

Oklidyen geometride herhangi bir a vektoriin normu

”a”E = (a: a)E
idi.
Kiiresel taksi geometride de bir vektoriin normunu goyle tamimlayabiliriz:

Teorem 4.1: Her a = (71,3, 73) € $2 — {K} igin

Illps : 8% = {K} x S*~{K} > R

lellrs = =5 (|21l + |2)

= \/ (@, @)pg + oy l212]

seklinde tanimlanan ||.|;g fonksiyonu kiiresel taksi geometride bir norm be-
lirtir.
Ispat: Her A = (z1,%,,23), B = (y1,2,53) € S — {K} ve k € R igin
i) || Aflps 20
i) [k© Allps =1kl |Alzs
iii) |[A® Bllyg < [|Allzs + |1 Bllrs

norm aksiyomlarimin saglandigim gistermeliyiz.
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i) | Allrg = = (z1] + |z2]) ifadesi tamim geregi pozitiftir.

r—3

Al zs = 0ise =(|za] + |22]) =0 = |z1) = 0 ve |z5] = 0 dir. Buradan

r—z3

o1 =0ve zy =0, (z1,72,73) € S — {K} oldugundan x5 = —r dir. Boylece
A=(0,0,—7) = O olur. Tersine A= O ise ||Al;.g =0 olur.
ii)

— r 2krz 2krE
"kGA”TS - rk2('r+:c3)-('r—a:3)1 (r[k’(r+zs)43('r—a:3)] + 7‘["2("‘+23)'f("'—33)])
- r[k2(r+z3)+(r—23)
_ r[k2(r+m3)+(r—a:3)] 2%
= 2r—z3) " k2 (r+a3)+(r—z3) (lz1] + |z2])
= k| ;% (lza] + |72))
= |k| ||l g
olur.
ii)
- r 2r2(FT470) 22 (F34+75)
148 Bllrs = r[@ETHI)? + @3 +92)2 -] ( G @ | T | Gt @) i )
T @2+ E R
_ @EHI)ER) 24?2 ([F1470+72472])
- 2r2 @i+51)?+ @3 +52)% 4
=+ 2 e 2
SIEGHER T e
< WAllzs + 1 Blirs
olur. O

Tamm 4.1: $?—{K}, {izerinde ||.|| ;g normuna kiiresel tazi normu denir.
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Sonug 4.1: S — {K}, ||.]|;g normuyla birlikte normlu vektdr uzayidir.
Teorem 4.2: Her A = (z1,22,%3), B = (¥1,92,¥3),
C = (Zl,Z2,Zs) €S?— {K} ve k € R igin

(@) |A=Bllrs = IlAlrs — IBllrs
('”) ”A - B”TS < ”A”TS + ”B”TS
(#48) JA~Bllps < JA—Clzs+]IC— Bllrs

v

ozellikleri gecerlidir.
ispat:

lA—Bllrs =14 (=B)lirs

_ | ™ ™ Ty Y2

T — X3 r—Ys

r—I3 r—Ys

rIy T
14— Bllys = T—T3 T—Ys

TI Y2

r—I3 T—Us

> | T | Th Ty | _TY2

T r—xzs T — Y3 T— I3 T—Ya
|z + TZy | rth Y2 )
T lr—as r—=Ts =Y r—Ys
= ”A”TS - "B”TS

olur.
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(4)

T T Ty TY2
A-B = — -
I lrs el L o ——
< TT Ty T TY2
“ir—z3 r— I3 T—1Ys T—Ys
= “A“TS + “B"TS
dir.
(iii)
14=Bllrs =[5+ - - | [ - - o
N N | =R .kl Al |-
< A= Cllpsg + |C — Bllrs
olur. O

Teorem 4.3: Her A ve B € $? — {K} igin
d:S*-{K}xS*~{K}—R

d(A»B) = ||A - B”TS

seklinde tamimlanan d fonksiyonu S? — { K’} iizerinde bir metriktir.

Ispat: Her A = (z1,22,23), B = (11, %2, 93),C = (21, 20, 23) € S2— {K}
icin

i) d(A,B)>0ved(A,B)=0 A=B

i) d(A,B)=d(B,A)

iii) d(A,B) < d(A,C)+d(C, B)

metrik aksiyomlarimn saglandigim gosterelim.
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i) d(A, B) = ||A — B|, ifadesi tanim geregi pozitiftir.

d(A,B) =0 ise
I Y1 Ty TYs
(4,B) = J4= Bl = |0 — T 4| TR T
T THh _ 0 ve TTy _ TY2 _ 0
r—T3 T—Ys T—%Z3 T—Ys
olur. 7 £ x5 ,r £ y3 ve A, B € 52 - {K} oldugundan
T— I3
= r__yyl N
i *)
2= r—y;;yz

2 2 2 2
rit+aryt+xz=r

ifadesinde (*) daki esitlikler kullamlirsa

2
r—% 2 4 .2 2
+y3)tai=r
(r—y;;) (i +y3) + =3

2
(=2) ¢ - =r -2t

r—1Y

72 4+ rYy3 — TT3 — T3ys = T2 + T3 — TY3 — T3Ya

I3 =1Y3

elde edilir. Bu esitlik (*) da kullanihirsa

T3 =Y1 ve T2 =12

ve A = B elde edilir.
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ii)
T T T T
d(A,B) = 1 ™ + 2 T
r—%3 T—1Y3 r—3 T—Ys
_ TY1 T + Y9 Ty
o T—1Ys T —I3 T—1Y3 T —I3
= d(B, A)
dir.
iii)

d(4,B) = | A= Bllzg < | A~ Cligs + |C ~ Blips = d(4,C) +d(C, B)

olur. O
Teorem 4.4: (S?—{K}, <, >) i¢ garpim uzayinda herhangi A = (z1, T2, T3)
ve B = (y1,¥s,ys) vektdrleri igin Schwarz Esitsizligi diye bilinen

|< A, B >rs| < |Allzs | Bllrs

kurali gegerlidir.
ispat: A = O olmas: durumunu ispatlayalim.
A= 0ise |< A, B >15| =0 ve ||A|l;¢ = 0oldugundan
| Allzs | Bllrs = Oolur. Bu durumda esitsizlik gegerlidir.
A # O olsun.

i) 191 > 0, 2oy, > 0 veya z1y; < 0, 23y; < 0 ise,

2
|< A, B >rs| = gimm (3] + [w22])
< (,—_73327% (lzawa| + |matel + |waw| + Jz192])
2
= ==y (1l + 1z2]) (sl + lel)

= “A”TS "B”TS
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olur.

i) z1y1 <0, Zoys > 0 ise,

P2
|< A B>rs| = gy (= 121 + |2230))]
2
< T Uz + |zeye] + |z2y1| + [2192])
2
= et Uzl +|z2]) (Jya] + [u2])

= ”A“TS "B"TS

olur.

iii) 2191 > 0, zoys < 0 ise,

2
|< A,B >75] = T—z3)(—v3) |(Iz191] — |z292])]
< G:;;g—zr_—yﬁ (lz1a| + |Z2y2| + |zaya| + |7132])
2
= ey (1l + |22]) (lwa| + |ze)

= ”A“TS “B”TS
olur. O
BAZI ACIK PROBLEMLER
Geligtirmeye caligtigimiz Kiiresel Taksi Geometriye iligkin bir ¢ok agik
problem iiretilebilir. Bir kaginin kismi cevaplarim1 da bildigimiz bu problem-

lerden bazilarim ifade etmekle yetiniyoruz.

1. Kiresel taksi uzakhg ile kiiresel taksi norm ve kiiresel taksi i¢ carpim

arasindaki iligkiler (varsa) nelerdir?

2, Kiiresel taksi uzakhgm konu alan izometriler nelerdir?
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3. Kiire ylizeyi tizerinde kiiresel taksi uzakligina bagli olarak tanimlanabilecek
egriler nasil belirtilebilir? Bunlardan diizlemsel olanlar, cebirsel olanlar,

kiiresel taksi konikler v.s... gibi.
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