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OZET

Bu tezde, dogrusal kodlama teorisinin 6zel bir sinifi olan iki katl: ¢ift kodlar temel ali-
narak inga edilen kod déngiileri cebirsel ve kohomolojik yénleriyle incelenmistir. ki
katl ¢ift kodlar, her bir kod sézciligiiniin Hamming agirliginin 4’iin kat1 olmasi kosu-
lunu saglayan Fo-dogrusal kodlardir. Bu kodlar, yalnizca hata diizeltme amaciyla degil,
ayni zamanda birlesmeli olmayan cebirsel yapilarin insasinda da kullanilabilir nitelik-
tedir.

Kod dongiisii, iki katli ¢ift kod C' lizerinde tanimlanan bir faktor kiimesi (kogevrim) ¢ :
C x C' — Fy araciligiyla IF5 x C kiimesi iizerinde olusturulan yeni bir carpim yapisiyla
elde edilir. Bu carpim belirli kosullar1 sagladiginda, sonugta bir Moufang dongiisii
meydana gelir. Moufang dongiileri, klasik gruplardan farkli olarak birlesmeli olmayan
ancak belirli simetri kosullarin1 karsilayan yapilardir. Tezde, tanimlanan bu ¢arpimin
Moufang 6zdesligini sagladigi, birim ve ters eleman igerdigi gosterilerek yapinin dongii
oldugu dogrulanmistir.

Ayni iki kat ¢ift kod igin tanimlanabilen farkli kogevrimlerin olusturdugu dongiilerin,
aslinda birbirine denk (izomorf) yapilar oldugu ve bu denkligin kodlarin ikinci derece-
den kohomoloji sinifiyla iligkili oldugu ispatlanmistir. Ayrica, dongiilerin merkez, bir-
lesiklik¢i, i¢ doniisiim gruplar, alt dongii yapilar: gibi gesitli yapisal bilesenleri detayli
bi¢cimde incelenmis ve bu dongiilerin ikinci sinif merkezi nilpotent Moufang dongiileri
olarak smiflandirilabilecegi belirlenmistir.

Kod dongiileri, yalnizca cebirsel acidan degil, potansiyel uygulama alanlar1 agisindan
da 6nem tagimaktadir. Ozellikle dogrusal kodlardan tiireyen yapilarin cebirsel kon-
troliiniin saglanabilir olmasi, bu tiir dongiileri baz1 kriptografik yapilarda aday goster-
ilebilir hale getirmektedir. Literatiirde, simetrik yapili ve birlesmeli olmayan sistem-
lerin sifreleme mekanizmalarinda kullanimi giderek artmaktadir. Bu baglamda, kod
dongiilerinin barindirdig1 cebirsel yapi, gelecekteki kriptolojik modellere katki sun-
abilecek bir temel teskil etmektedir.

Sonug olarak, bu tezde iki katli ¢ift kodlara dayali kod dongiilerinin yapisal analizi
yapilmis, varlik ve esdegerlik kosullar1 incelenmis ve literatiirdeki bazi1 sonuglar genis-
letilerek daha kapsamli bir ¢ergceve sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Iki Kat Cift Kodlar, Déngiiler, Moufang Dongiisii, Faktor
Kiimesi, Birlesiklikci.
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ABSTRACT

This thesis presents an algebraic and cohomological study of code loops constructed
from a special class of binary linear codes known as doubly even codes, in which every
codeword has Hamming weight divisible by four. These codes are not only useful
in error correction but also serve as a foundation for the construction of certain non-
associative algebraic systems.

A code loop is obtained by equipping the set IFy x C' with a new multiplication defined
via a factor set (cocycle) ¢ : C' x C' — 5. Under appropriate conditions, this mul-
tiplication satisfies the Moufang identity and yields a Moufang loop. Moufang loops
are non-associative algebraic structures that preserve certain symmetries across triple
products. In this work, it is shown that the constructed multiplication admits identity
and inverses and satisfies the Moufang property, thereby forming a valid loop structure.

It is proved that all such loops arising from different cocycles over the same code are
actually isomorphic, and this equivalence is characterized by the second cohomology
class associated with the code. Furthermore, the internal structure of these loops—such
as centers, associators, subloops, and inner mapping groups—is analyzed in detail.
These analyses confirm that the resulting structures belong to the class of centrally
nilpotent Moufang loops of class two.

Beyond their algebraic interest, code loops have potential relevance in cryptographic
applications. The algebraic control afforded by their construction from linear codes
makes them plausible candidates for future cryptographic systems. In particular, non-
associative and symmetric algebraic systems have recently drawn attention in the de-
velopment of secure encryption mechanisms. In this context, the structural features of
code loops may serve as a mathematical foundation for such applications.

In conclusion, this thesis analyzes the existence, equivalence, and structure of code
loops based on doubly even codes, and contributes to the literature by extending and
generalizing previous results in a more unified framework.

Keywords: Doubly Even Codes, Loops, Moufang Loops, Factor Set, Associator.
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Yiiksek lisans egitimim siiresince akademik gelisimime yon veren, bilgi ve tecriibe-
siyle ¢alismalarima rehberlik eden, her zaman yapict destegi ve tesvikiyle yanimda
olan degerli danismanim Gebze Teknik Universitesi Matematik Boliim Baskani Prof.
Dr. Serkan SUTLU’ye; tez siirecinde degerlendirmeleri ve kiymetli katkilariyla ¢alis-
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olan arkadaslarim Zeynep AKCALI ve Cagatay ERSIN e, tiim destekleri icin arastirma
gorevlisi arkadaslarima ve TUBITAK Bilim Insam Destek Programlar1 Baskanlig: (BI-
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

ters ozellikli

sol ters ozellikli

sag ters ozellikli

q farkli sembolden olusan n siralilarin vektor uzayi
x kod kelimesinin Hamming agirligi

L dongiisiiniin i¢ donilisiim grubu

L dongiisiiniin ¢arpim grubu

sol oteleme doniistimi

sag oteleme doniistimii

L dongiisiiniin komiitanti

L dongiisiiniin ¢ekirdegi

L dongiisiiniin merkezi

L dongtisiiniin merkezi tiiretilmis alt dongiisii

L dongiisiiniin ¢ekirdeksel tiiretilmis alt dongiisii



1. GIRIS

Soyut cebirde, onemli hedeflerden biri, belirli aksiyomlar1 saglayan islemlerle tanim-
lanan cebirsel yapilar1 anlamaktir. En temel yapilardan biri, birlesmeli bir ikili islem,
birim elemanin varlig1 ve tiim elemanlar i¢in terslerinin bulunmasiyla tanimlanan grup

yapisidir. Ancak, birlesme zengin bir cebirsel yapi igin tek segenek degildir.

Kuasigruplar, gruplarin birlesme kosulunu genellestirir: her ¢ift eleman a, b igin axx =
b ve y * a = b denklemlerinin tek ¢ézlimlerinin bulundugu, ancak islemin birlesme
zorunlulugu olmadigi kiimelerdir [1]. Eger bir kuasigrup ayrica birim elemana sahipse,
buna déngii denir [2, s. 4]. Dongiiler, gruplardan en ¢ok birlesme 6zelliginin olmamast
ile ayrilir; ancak zengin bir i¢ yapiya sahiptirler ve geometri, kombinatorik ve teorik

fizik gibi bir¢ok matematiksel alanda karsimiza ¢ikarlar [1].

Dongiileri incelemek i¢in genellikle kendileri ile iligkilendirilen permutasyon gruplari
ele alinir. Bir dongii £ i¢in ¢arpma grubu, L iizerindeki simetrik grubun, tiim sol
ve sag Otelemeler tarafindan olusturulan alt grubudur. Bir diger merkezi kavram ise,
birim elemani sabit tutan 6telemelerin olusturdugu i¢ doniisiim grubu Inn(L)’dir [2].
Inn(£) nin yapis1, dongiiniin nemli 6zelliklerini yansitir. Ornegin, Inn(£)’nin abelyen
olmasi, dongliniin merkezi nilpotentlik sinifi izerinde kisitlamalar getirir [2, s. 10]. Bu
tiir dongiilerin merkezi nilpotentlik sinifinin en fazla iki olabilecegini belirten sonuglar

da vardir [2].

En ¢ok incelenen dongii ¢esitlerinden biri, 1yi tanimlanmis terslere sahip ters ézellikli
(IP) déngiilerdir [2]. Ozellikle dikkat ¢eken dongii siniflarindan biri de, z(y - 22) =
(xy - z)z gibi ¢esitli denk Moufang 6zelliklerini saglayan Moufang dongiileridir [3].
Moufang dongiileri, IP dongiiler olup, (gruplara ne kadar yakin olduklarini gosteren)

dikkat c¢ekici bir 6zellige sahiptirler: herhangi iki elemanlar1 bir grup tiretir [2].

Kod déngiileri, iki kat cift ikili kodlardan ve merkezi genislemelerden dogan, 6nde
gelen Moufang dongii siniflarini olusturur. Sonlu basit gruplar, ve 6zellikle Canavar
grubu (Monster group) ile derin baglantilar1 nedeniyle biiyiik ilgi goriirler [4, 5, 6, 3].
Bu tez, kod dongiilerinin cebirsel (ve kohomolojik) yapisini incelemeyi amaglamakta

olup, 6zellikle dongii genislemeleri olarak siniflandirilmalari tizerinde durmaktadir.



Birlesmeli olmayan yapilar, dongiiler dahil olmak {izere, ¢esitli alanlarda uygulama
bulmaktadir. Bu alanlardan biri, giivenilir veri iletimi i¢in kodlarin tasarimiyla ilgile-
nen Kodlama Teorisi’dir [7]. Bu alanda, alfabeler (¢ogunlukla sonlu cisimler), kod ke-
limeleri, kod uzunlugu ve Hamming mesafesi gibi kavramlar kullanilir [7]. Ozellikle
vektor altuzaylar1 olan dogrusal kodlar 6nemlidir [7]. Dogrusal kodlar, kod dongii-
lerinin yapisinda 6nemli bir yer tutar ve kodlama teorisi ile yakindan iliskilidir. Bir kod
dongiisiiniin ingas1, kodun temel 6zelliklerini cebirsel bir yapiya doniistiirerek, kodlar
incelemek ve siniflandirmak i¢in dongi teorisi araglarinin kullanilmasini saglar. Bu
etkilesim, kodlarin simetrileri ve genislemeleri lizerinde de aydinlatic1 olup, kafesler,
vorteks operator cebirleri ve nadir sonlu basit gruplarin insasinda uygulama alani bulur

[2,3,8,9].

Dongiilerin pratik uygulamalar i¢in incelendigi bir diger yeni alan ise kriptografi, 6zel-
likle de simetrik anahtarli blok sifrelerin tasarimidir [10, 11]. Modern blok sifreler,
ornegin Gelismis Sifreleme Standardi (AES), karmasiklik yaratmak i¢in S-kutular1 adi
verilen dogrusal olmayan bilesenlere dayanir [10]. Giincel ¢calismalar, S-kutular1 olus-
turmak i¢in Ters Ozellikli (IP) déngiiler ve Moufang déngiilerinin cebirsel yapilarindan

yararlanarak istenen kriptografik 6zelliklere ulasmay1 amaglamaktadir [10, 11].

Sonlu cisimlere dayanan geleneksel yaklasimlarla karsilagtirildiginda, dongii tabanli
yapilar belirli kriptoanalitik saldirilara kars1 potansiyel olarak daha yiiksek direng sunar.
Dongii parametrelerinin degistirilmesiyle S-kutusu aileleri olugturma veya dongii izo-
toplariin kullanilmasi gibi teknikler [10]’te Onerilmistir. Ayrica, Osborn dongiileri
gibi 6zel dongiilerde kriptografik 6zdesliklerin incelenmesi, bu uygulamalarda cebirsel
saglamligin saglanmasi agisindan dikkate deger bir arastirma yonii olarak degerlen-

irilmistir [12].

Son gelismeler, Moufang yapilari ile bilgi geometrisi arasindaki baglantilar1 daha da
vurgulamistir. Sonlu kiimelerin olasilik dagilimi uzaylari, bilgi geometrisinin kanonik
Riemann metrigi ile donatildiginda ve degismeli bir Moufang dongiisiiniin kodladig1
simetriyi kabul ettiginde bu baglant1 somutlagir [13]. Ayrica [14]’de, bir K cismi liz-
erindeki projeksiyon diizlemi K P? i¢inde yer alan kiibik bir egrinin K -noktalar kiimesi
E’nin,

zxyi=uo(zoy)



islemi ile (degismeli) bir Moufang dongiisii yapisina sahip oldugu gozlemlenmistir;
burada u := x + y, egrinin K P?’deki bir projeksiyon dogrusu ile kesisim dongiisiidiir.
[13]’da ayrica, bir (s6zde-) Riemann manifoldu M iizerinde bir s. : M — M simetrik

involiisyonlar ailesi tanimlanabiliyorsa,
cxd:=s.(d)

islemi altinda degigmeli Moufang dongiisii yapisina sahip oldugu belirtilmistir. Belirli
bir sonlu kiimenin olasilik dagilimi uzay1 da [15, 16, 17]’te gozlemlendigi iizere, bu
uzaya bagli kanonik Riemann metriginin jeodezikleri araciligtyla boyle involiisyonlarla

donatilmstir.

Ote yandan, daha yakin zamandaki calismalar, sonlu cisimler {izerinde tanimli nere-
deyse simplektik vektor uzaylarinin degismeli olmayan Moufang dongiilerini de kap-
samaktadir [13, 18]. Bu tiirden ¢alismalar, klasik kodlardan kuantum kodlar1 olusturan

(simplektik) CRSS algoritmasi [19] ile daha modern benzerlerini igerir [13, 20].



2. KODLAR

2.1. Terminoloji

[7, 3] kaynaklarini takip ederek kodlama teorisine iligskin temel terminolojiyle baslay-
acagiz.
Tamm: F, = {\1, Ao, ..., A\, } cismi ¢ farkli sembolden olusan bir alfabe olarak kabul
edilirse, n uzunlugunda g-lu bir C' blok kodu, formal olarak (IF,)" nin bir alt kiimesi
olarak tanimlanir. Burada (F,)", tiim olas1 n-siralilarim vektor uzayin ifade eder.
Tamim: Bir C' C (F,)” kodunun i¢indeki elemanlara, C’nin kod kelimeleri denir.
Tanmm: (F,)" i¢indeki bir x vektoriiniin (Hamming) agirligi, w(x) ile gosterilir ve z”in

sifir olmayan bilesenlerinin sayis1 olarak tanimlanir. Yani,

w(x) = [{i |z # O}

Ozel olarak, ikili kodlar (¢ = 2) i¢in Hamming agirhigi, = icindeki 1’lerin sayisina

esittir.

Kod kelimelerinin toplami ve kesisimi bilesen bazinda tanimlanir. x,y € (IF,)" olmak

lizere, r = x1%o ... T, V€ Y = Y1Ya . . . Y, verildiginde, toplam
JZ"‘y = (.731 +y1,l’2+y2,...,£{}n+yn)7

kesisim ise
TNy = (T1Y1, T2Y2, - - - TnYn)
seklinde tanimlanir. Buradaki x; + y; ve z;y; islemleri ise mod ¢ alinarak hesaplanir.

Tamm: [, iizerinde bir lineer kod, (F,)" nin bir alt uzayidir. Ote yandan, [n, k]-kod,

uzunlugu n ve boyutu £ olan bir lineer kodu ifade eder.

IF, sonlu cismi iizerindeki lineer hata diizeltme kodu, [n, k, d] olmak lizere ii¢ parame-
treyle tanimlanir; burada (uzunluk) n, her kod kelimesinin bilesen sayisini, (boyut) &,
kod kelimelerinin iiretildigi lineer bagimsiz temel vektorlerin sayisini, ve son olarak
(minimum mesafe) d, herhangi iki kod kelimesi arasindaki minimum Hamming mesa-
fesini ifade eder. Iki kod kelimesi arasindaki Hamming mesafesi bu kod kelimelerinin

farkli olduklar1 pozisyonlarin sayis1 olarak tanimlanir.



Tamm: Bir C C F}) [n, k]-kodu igin, parite kontrol matrisi H, boyutu (n — k) x n olan

ve sifir uzay: tam olarak C' kodu olan IF,, lizerindeki bir matristir.

Baska bir deyisle,
C={xec(F)"| Hx" =0}

olup, burada 27 z vektoriiniin transpozesini, 6 ise boyutu n — k olan sifir vektoriinii
ifade eder. Buna gore, H nin satirlar;, C* dual kodunun bir bazin1 olusturur.
Ornek 1: Bir [7, 4]-kodu olan C' C (F5)"’yi ele alalim. Bu kodun parite kontrol ma-
trisini

0001111

H=10110011

1010101

olarak diisiineceksek, r € (F3)” olan bir vektdr ancak ve ancak Hz” = (0,0,0)"

oldugunda bir kod kelimesidir.

Ornegin, = = (1,1,1,0,0, 0, 0) bir kod kelimesidir, giinkii
H(1,1,1,0,0,0,0)" = (0,1 + 1,1+ 1)" = (0,0,0)",
ancak y = (1,0,1,0,1,1,1) € (F5)” bir kod kelimesi degildir, zira
H(1,0,1,0,1,1, ) =1 +1+1,1+1+1,1+1+1+1)" =(1,1,0).

Tanmm: (F,)" i¢indeki bir C [n, k]-kodu i¢in, iirete¢ matrisi k x n boyutunda ve satirlari

C' igin bir baz olusturan matristir.

Daha agik ifade etmek gerekirse, iirete¢ matrisi G ile gosterildiginde,
C={uG | ue (F)"},

burada u, k adet bilgi semboliinden olusan bir satir vektoriidiir. Urete¢ matrisinin stan-
dart formu, I, k x k birim matrisi, P ise k X (n — k) boyutunda bir matris olmak tizere
G = [I; | P] seklindedir.

Ornek 2: Asagidaki iirete¢ matrisi ile olusturulan C' C (IF5)7 [7, 4]-kodunu ele alalim:

000171
10010
01001
00111

— = = O

o o O =



Bu durumda, 2* farkli bilgi semboliine karsilik gelen kod kelimeleri su sekilde hesap-

lanir:

Sembol u | Kod kelimesi x = uG
0000 0000000
0001 0001111
0010 0010011
0011 0011100
0100 0100101
0101 0101010
0110 0110110
0111 0111001
1000 1000110
1001 1001001
1010 1010101
1011 1011010
1100 1100011
1101 1101100
1110 1110000
1111 1111111

Bu kodun parite kontrol matrisi ise

0001111
H=10110011
1010101

Bu kod, Hamming |7, 4]-kodu olarak bilinir.

Hata diizeltme kodlar1 teorisinde dnemli bir sinir, Hamming St (kiire paketleme

stmiry)dir.

Alfabesi (IF,)™ olan ve minimum Hamming mesafesi d olan kod kelimelerinin say1sin

A(gq,n,d) ile gosterelim. Hamming mesafesi tanimindan su sonug ¢ikar: en fazla

|55

hata iceren bir gonderilen kod kelimesi dogru olarak ¢oziimlenebilir. Buna gore, bu

A(q, n, d) kadar kod kelimesinin her biri igin yarigap1 ¢ olan bir kiire igerisindeki her-

6



hangi bir kod kelimesi de dogru sekilde ¢oziimlenebilir (kiirenin merkezi olan kod ke-
limesi olarak). Her bir boyle kiirenin hacmi (kiire i¢cindeki kod kelimelerinin sayist1) ise
su sekilde hesaplanir: t

; (Z) (q— 1"

Iki boyle kiirenin kesismeyecegi goz dniinde bulunduruldugunda, bu kiirelerdeki tiim
kod kelimelerinin birlesimi (kiirelerin toplam hacmi) su olur:

t

Aanad Y ()=

k=0

n

Son olarak, tim bu kod kelimelerinin hala (F,)" i¢inde oldugunu ve |(F,)"| = ¢

oldugunu g6z oniine alirsak, su esitsizlik elde edilir:

t

Alg,n,d) Y (Z) (q—DF<q",

k=0

veya esdeger olarak,

n

A(g,n,d) < = a 3
o d) < s

bu da kiire paketleme sinir1 veya Hamming sinir1 olarak bilinir. Ayrica, bir kod eger
Hamming sinirma ulasirsa (ya da yukaridaki kiirelerin birlesimi (F,)"’yi tam olarak
kapsiyorsa), bu koda miikemmel kod denir.

Ornek 3: Herhangi bir m > 2 igin, (F,)2"~! uzayinda yer alan &nemli bir ikili (lineer)
kod ailesi, Hamming kodlaridir. Bir Hamming kodu, [n, k, d] = [2™—1,2™ —1—m, 3]
parametrelerine sahip, miikemmel ve tek hata diizelten bir koddur.

Tamm: C' C [y bir kod, eger lineer bir kod olmakla birlikte dongiisel permiitasyonlara

kapaliysa dongiisel (cyclic) olarak adlandirilir. Yani, her (cg, ¢1, ..., ¢,—1) € C igin
(Cn—la Co,C1y - - - 7cn—2> S C

sart1 saglaniyorsa, C' dongiisel bir koddur.
Tanim: Golay kodu, belirli parametreler i¢in tanimlanmus iki ikili ve iki ti¢lii kod iceren;

kiiclik fakat onemli bir miikemmel lineer hata diizeltme kodu ailesidir.

1.Miikemmel ikili Golay Kodu Go3: Parametreleri [n, k, d] = [23,12, 7] olan, [y

iizerinde tanimli lineer bir koddur ve 3 hatay1 diizeltebilen miikemmel bir koddur.
2.Genigsletilmis Ikili Golay Kodu Gyy: Parametreleri [n, k, d] = [24,12, 8] olan, IFy

tizerinde tanimli lineer bir koddur. Ga3’ten her kod kelimesine bir genel parite
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kontrol biti eklenerek elde edilir. G'o4 kendine dual bir koddur (asagida agiklanan

anlamda) ve her kod kelimesiniin agirligi 4’{in katidir.

3. Miikemmel Uglii Golay Kodu G;: Parametreleri [n, k,d] = [11,6,5] olan, Fy

iizerinde tanimli lineer bir koddur ve 2 hatayi diizeltebilen miikemmel bir koddur.

4.Genisletilmis Uglii Golay Kodu Gy: Parametreleri [n, k,d] = [12,6,6] olan,

[F3 tizerinde tanimli lineer bir koddur. [11, 6, 5] koduna sifir toplamlt bir kontrol
basamagi eklenerek elde edilir.

Tamm: C' C (F,)" lineer kodu verildiginde, dual kod (ya da ¢ift kod), C* ile gosterilir

ve standart i¢ ¢carpim altinda C”deki her kod kelimesine ortogonal olan (F,)" i¢indeki

tiim vektorlerin kiimesi olarak tanimlanir. Daha agik bi¢imiyle,

Ct={yec(F)" |z -y= szyz =0, tim z € C igin}.
=1

Dual kod C*, (F,)" iginde bir lineer altuzaydir. Dahasi, C’nin boyutu k ise, C*-’in
boyutu n — k olur. Ayrica, herhangi bir C' C (IF,)" kodu refleksiftir, yani (C+)*+ = C
esitligi saglanir. Ustelik, C’nin bir iirete¢ matrisi, C* icin bir parite kontrol matrisi

olarak kullanilabilir ve tersi de gecerlidir.

Buna gore, eger G = [I; | P] bir kod C' C (F,)" nin sistematik formda bir iireteg

matrisi ise, 0 zaman H = [—P7 | I,_;] bu kod igin bir parite kontrol matrisi olur.

Ozellikle, eger C = C*+ C (F,)™ ise (ki bu yalnizca n ¢ift oldugunda miimkiindiir), o
zaman C"ye kendine dual kod denir.

Ornek 4: C C (F,)* kodu asagidaki vektorlerle iiretilmis olsun:
g1 = (1707170) g2 = (0717071)
Buna gore, C' i¢in lireteg matrisi:

1 010
0101

Dolayisiyla, C' bir [4, 2]-kodudur ve kod kelimeleri sunlardur:
C ={(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1), (1,1,1,1)}.

Ayrica bu durumda C*, bir [n, n — k] = [4, 2]-kodudur.



Urete¢ matrisini

1010
= = [l2| P]
0101
seklinde yazarsak, burada
10
P = ve P'=
0 1 0 1

olur. Bu durumda, C' i¢in bir parite kontrol matrisi su sekilde verilir:

; , 1010
H=[-P"|bL]=[P"|L]= =G
0101

Boylece, C kodunun kendine dual oldugu, yani C = C+ oldugu sonucuna variriz.

2.2. ki Kat Cift Kodlar
Tamm: C' C (F2)™ kodu, eger
ww)=0 ( mod4)

her v € C' kod kelimesi i¢in saglantyorsa, iki kat ¢ift kod olarak adlandirilir.

Buna gore, eger C' C (IF2)™ bir iki kat ¢ift kod ise, 0 zaman her u, v € C igin w(u N v)

1
ifadesi 2 ile tam boliiniir. Ayrica bu durumda, Zw(u) ve Ew(u N v) ifadeleri de tam

sayidir.

Iki kat ¢ift kodun bazi ilave 6zellikleri asagida verilmistir; drnek olarak [3]e bakilabilir.

Onerme 2.1: C' C (F,)" bir iki kat ¢ift kod olsun. O zaman, her z,y,u,v € C igin

asagidakiler gecerlidir:

1 1 1 1
Z—lw(x) + Z—Lw(x +y) + Zw(y) = §w(x Ny)  mod 2
1

Z[w(:v) +w(y) +w(z) +w(x+y) +wly+2) +w(z+ )

twlxz+y+z)|=wxnynz) mod 2

1 1 1
w(xNuNv) +§w(xﬂ(u+v)) = 5w(xﬂu)+§w(xﬂv);

DN | —

1 n n
§w(xﬂ;ui)+2w(wﬂuiﬂvi)z Zw(mﬂui) mod 2

1<J =1



w((z+y)N(u+v)) =wlrNu) +wlyNu)+wlzNv)+wlynov) (2.4)
—2w(zNyNu)+wlxnNynNv)+
wxNuNv)+wlyNuno)|+4wlxzNyNuno)
Dabhas bir iki kat ¢ift kod icin asagidaki durumu da ayrica belirtelim.
Onerme 2.2: C' C (IFy)" bir iki kat ¢ift kod olsun. O zaman, her z,y, z,u € C igin
wi(z+y)NzNu)=wxNzNu)+w(lyNzNu)

esitligi saglanir.

Ispat.(2.2) ifadesinden dogrudan elde edilir ki:

w((z+y)NzNu) = 1w(x +y) + 1w(,z) + 1w(u)+

4 4 4
1 1 1 1
Zw(x+y+z)+zlw(x+y+u)+Zw(z+u)+zlw(x+y+z+u),

Ote yandan, (2.1) ifadesine gore

1 1 1 1
le(x+y+z+u):Zw(:t:%—y—l—z)—l—L—lw(u)+§w((x+y+z)ﬂu)

olur. Buna gore, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

w((z+y)NzNu) =

—_

1 1 1 1
Z—lw(x—l—y)%—z—lw(z)—l—zw(u)—l—Zw(:r:—l—y—l—z)—l—— (x+y+u)

1 1 1 1
+L—lw(z+u)+1w(a:+y+z)~l—1w(u)+§w((x+y+z)ﬂu)

1 1 1 1
= Z—lw(x +y) + Zw(z) + Zw(x +y+u)+ Zw(z + )

+%w((x—|—y+z)ﬂu)

e~

- iw(;c +y) + ;lw(z) + }Lw(x +y) + iw(u) + %w((w +y)Nu)

+-w(z+u)+wlNynu)+wl@nNzNu) +w(yNznNu)

1 1
+ —w(zNu)+ §w(yﬂu) + éw(zﬂu)

— —
— N | W |

:éw((x—l—y)ﬁu)+w(xﬂyﬂu)+w(xﬂzﬂu)

1 1
—l—w(yﬂzﬂu)—l—Ew(wﬂu)+§w(yﬂu)

1 1
:w(xﬁyﬂu)+§w(:vﬂu)+§w(yﬂu)+w(xﬂyﬂu)
1 1
+w(xﬂzﬂu)+w(yﬂzﬂu)+5w(xﬂu)+§w(yﬂu)
=w(xNzNu)+w(lyNzNu).
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]

Simdi de bir iki kat ¢ift kod lizerinde tanimlanan faktor kiimesi kavramini [3]’dan hatir-
layalim.

Tammm: C' C (F2)" bir iki kat ¢ift kod olsun. Asagidaki kosullari her z,y, z € C i¢in
saglayan bir p : C' x C' — [, fonksiyonuna, C' iizerinde tanimli bir faktor kiimesi

(factor set) denir:

oz, ) = }lw(x) (mod 2) (2.5)
o(@,y) + o, 7) = sw(zny) (mod2) 2.6)

2
oz, y) +el@+y.2)+ oy, 2)+ery+z)=w@nynz) (mod2) (2.7)

Iki ¢, : C x C — [, faktor kiimesi, eger her =,y € C igin

e(z,y) —¥(z,y) = a(z) + aly) + a(z + y)

esitligini bir & : C' — [, fonksiyonu (ve «(0) = 0) i¢in sagliyorsa, denk olarak

adlandirilir.

Bir sonraki sonug, faktor kiimelerine iliskin baz1 temel 6zellikleri derlemektedir, bkz.
[3].
Onerme 2.3: Herhangi bir ¢ : C x C — F, faktor kiimesi, her z,y,z,u € C igin

asagidakileri saglar:

©(0,2) = p(z,0) =0 (2.8)
ply) + ol z +y) = qulz) ( mod2) 2.9
o(z,x) + oz, x +u) + o(u,z) + p(u,x + 2) = %w(z Nu) ( mod?2) (2.10)

Ispat.Oncelikle (2.8) ile baslayalim. (2.7) denkleminde = = 0 olarak alinirsa,
#(0,9) +9(0+y,2) +¢(y,2) + 90,y + 2) = w(0Ny N 2).
Buradan, w(0 Ny) = 0 oldugu igin,
v(0,9) + 20y, 2) + #(0,y + 2) =0,

yani,

©(0,y) +¢(0,y+ 2) =0,
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herhangi y, z € C' i¢in. Burada, kayip olmadan z = —y alinirsa,
00,y +2) =0,
ve buradan,
©(0,y) =0

sonucuna varilir. Sonra (2.6) denkleminde = = 0 olarak alinirsa,

1

©(0,y) + ¢(y,0) = §w(0 Ny) =0,

buradan
©(y,0) = ¢(0,y) =0
sonucu ¢ikar.

(2.9) icin tekrar (2.8) kullanilir. Bu kez y = x olarak alinirsa,
o(2,2) + p(x +2,2) + (2, 2) + p(z, 0+ 2) Sw(ENenz) =
1
Zw(a:) +¢(0,2) + ¢(z,2) + p(z,z+2) =w(xNz) =
1
Zw(x) +0+ oz, 2)+p(z,z+2)=wlxnNz) =

o(x,2) + pr, 2+ 2) = —w(x) + w(xNz2)

1
4
herhangi z, z € C igin, ve C' iki kat ¢ift oldugundan dolay1
w(xzNz)=0,

buradan,

o(x,z) + oz, + 2) = —w(x).

Son olarak (2.10)’1 inceleyelim. Bu kez (2.7)’da x = z, y = x, z = u olarak alinir:
o(z,2) + p(z +z,u) + o(x,u) + o(z, 2 +u) = wlzNzNu). (2.11)

Sonra, (2.6)’den,

[3S]

1 23)
§w(u N(z+z)) =

1 1
Ew(uﬂz)—l—iw(uﬂx)—kw(xﬂzﬂu)

olz+zu)+p(u,z+1z) =

=

@6
1
§w(u Nz)+e(x,u) + elu,z) +wl@enNzNu)
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buradan,

1
w(rNzNu) =z +z,u)+ou,z+ ) + §w(zﬂu) + oz, u) + o(u, x).

Bunu (2.11)’a yerine koyarsak,

p(z2) + oz + 2,u) + p(a,u) + p(z, @ +u) =

1
o(z+zu)+ p(u,z+ )+ §w(z Nu) + oz, u) + o(u, ).

Sadelestirmeler sonrasi geriye,

o(z,2) + o(u,x) + p(z,x + u) + p(u, z + x) = %w(z Nw)

kalmaktadir. [

Asagidaki temel sonug, bkz. [3], faktor kiimelerinin varligin1 garanti eder.
Teorem 2.1: C' C (F3)" herhangi bir iki kat ¢ift kod verildiginde, C' x C' — Fs bigi-

minde bir faktor kiimesi ¢ vardir.
Ispat.ispat1 tiimevarimla yapacagiz. Bu amagla,
Co<Ci<...<xC,=C

seklinde, dim(C;) = 7 olacak sekilde bir altuzaylar zinciri alalim,ve k = 0,1,... , n—1
icin Wy, := C}.11 — C} olarak tanimlayalim. Tiimevarimla, ¢ : C} x Cy — F5 fonksiy-
onu i¢in 2.5, 2.6 ve 2.7 kosullarinin saglandigin1 varsayarak, bunlarin ¢ : Cjyq X
Ck+1 — 5 i¢in de saglandigini gosterecegiz.

= 1i¢in

0 egerx = 0 veyay = 0,
p(z,y) =
tw(z) egerz € Cy — {0}

olarak tanimlayalim ve 0 < k < n — 1 i¢in ¢ fonksiyonunun C}, x C}, iizerinde 2.5, 2.6

ve 2.7 kosullarini sagladigini varsayalim.

Boylece ¢ : Ciyq1 X Ciy1 — Fy fonksiyonunu, (2.9) ve (2.10) ifadelerine dayanarak

asagidaki adimlar araciligiyla insa edecegiz.
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(D1)x € Wy, verildiginde, ¢ : {z} x C; — F, fonksiyonunu keyfi olarak tanimlariz
ve ayrica p(z,0) = 0 olarak belirleriz. Ardindan, y € C} i¢in 2.6 kosulunu

uygularsak:

1

o(r,y) +ply, ) = §w(x Ny).

Buradan ¢(z,y) ve sw(x Ny) bilindiginden, ¢(y, z) hesaplanabilir. Bu sekilde,

@’nin Cy, x {x} tizerindeki degerleri elde edilmis olur.

(D2)Sonrasinda, (2.9)’yi uygulayarak

1

o(r,y) +p(r,r+y) = ;lw(w)

elde ederiz (y € Wy i¢in). Buradan ¢(z,x + y) 6nceki adimdan bilindigi ve
1w(x) hesaplanabildigi i¢in ¢(z,y) sonucu ¢ikar. Bdylece, ¢’min {z} x W, iiz-
erindeki degerleri elde edilir. Ayni sekilde, 2.6 yardimiyla W, x {x} tizerindeki

degerler de bulunabilir.

(D3)Simdi b € Cy, ve d € W}, olmak iizere x + d € C, ve x + b € W}, oldugunu not

edelim. Buna gore, (2.10) kosulunu uygularsak:

w(bNd)

N | —

o(b,z) + @b,z +d) + ¢(d, z) + p(d,x + b) =

elde edilir. Burada, ¢(b, z) (D1)’den, ¢(b, x + d) tanimdan, ¢(d, z) (D2)’den
ve ¢(d, z + b) ifadesi de 2w (b N d) hesaplanarak elde edilebilir. Boylece, ¢ nin

Wy x W lizerindeki degerleri de hesaplanmis olur.

(D4)Son olarak, y € C} ve x € Wy verilmis olsun, bu durumda z + y € Wj olur.
Yine (2.9)’yi uygulayarak:

1

o, y) + oz, v +y) = ;lw(x)

yazilir. Burada ¢(z,z + y) (D3)’ten elde edilir, 2w(z) hesaplanabildigi i¢in

o(x,y) de elde edilir. Boylece, p’nin W), x CY tizerindeki degerleri bulun-
mus olur. Ote yandan, Cj, x W) iizerindeki degerler ise 2.6 kosulu yardimiyla

(D1)’deki gibi hesaplanabilir.

14



Simdi ispatin geri kalaninda, (2.5), (2.6) ve (2.7) kosullarinin gergekten ¢ : Cj1 X

Cky1 — 5 igin saglandigimi gosterecegiz.
Oncelikle (2.5) kosulunu ele alalim.

Herhangi bir z € W;, i¢in, (D) adimmdan ¢(x,0) = 0 oldugu ve (D2) adimi ile
(2.9)’den

1
elde edildigi goriilmektedir. Sonug olarak, ¢(z,z) = jw(z) olur. Diger yandan,

(2.10)’ten su esitlik elde edilir:

w(bNd).

1
b, z) + @b,z +d) +o(d,x) + o(d,z+b) = 3

Burada b € C}, olmak tizere d := x + b € W, alinsin. Bu durumda,

olb,3) + plb, 7+ ) + (a4 b,2) + pld, d) = (b (x + b)) =

o(d, d) = (b, 7) + o(b,b) + o(z + b, ) + %w(b A (z+b)),

olur. Burada

o(b,x) + oz +b,x) = %w(x)

esitligi (D2) ve (2.9)’den gelir. Ote yandan, b € C, oldugundan

1

©(b,b) = Zw(b)

olur (2.5 kosulundan). O halde

pld,d) = Ju(b) + Ju(z) + O (o +b)

elde edilir. Buradan 2.1°e gore

1 1 1 1
Zw(b) + Zw(b +d)+ Zw(d) = 5w(b Nd) =
1 1 1

Zw(b) + Zw(b +z+b)+ Zw(d) =
1

1 1
Zw(b) + Zw(m) + Ew(b N(z+0b)) =

olur ki bu da

od. d) = }Lw(b) + )+ %w(b N+ D) = juld)

esitligini verir.
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Cii1 X Cyyq Uzerindeki faktor kiimesinin (2.6) 6zelligi ile devam ediyoruz.

Bu kez
¢(a,b) + (b, a) = w(aNb)

esitligiyle basliyoruz ki bu, C}, icin gegerlidir. Buna gore, a, b € W), olmak iizere, (D3)

ve (2.10)’1 kullanarak, b + x yerine b ve a yerine d koydugumuzda
ob+z,2) + o+ z,2+a)+ ¢(a,z) + p(a,b) = sw((b+z) Na) (2.12)
elde edilir. Benzer sekilde, a + x yerine b ve b yerine d konuldugunda
ola+z,z)+pla+z,2+b) +¢bz)+ @b a) = sw((a+x)NDb) (2.13)

elde edilir.

(2.12) ve (2.13)’nin toplami su sekilde olur:

eb+x,2)+ pb+z,z +a) + ¢(a,x) + p(a,b)
+ola+z,2)+ pla+x,x+b)+ pb,x) + ¢(b,a)

= 1w((b+z) Na) + tw((a+ z) NDb).

(D2), (2.9) ve (2.6) kullanildiginda ise

b+ z,2)+ pb,x) =p(x,b+x)+ %w(x N(b+z)) + ¢(x,b) + %w(m Nb)

w(z) +w(xNbNz)+ sw@nbd) + jw(zNa) + sw(zNb)

ve dolayisiyla

p(c+z,x) + (e, x) = Jw(x)
elde edilir.

Dolayistyla,

Tw(@) + @)+ +z,x +a) + pla+z,2 +b)

+ ¢(a,b) + ¢(b,a) = sw((b+z)Na)+ jw((a+z)Nb).

Sonraki adimda, (2.6) ifadesini

eb+z,2+a)+¢la+z,2+b) =tw(a+z)N(b+2))
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seklinde yorumlarsak, su sonucu elde ederiz:

tw((a+z)N(b+x)+ ¢(a,b) + o(ba) = 2w((b+2) Na) + sw((a+z)Nb).

Ayrica, (2.3) ve Onerme 2.2°den sunu da gozlemleriz:

w((b+z)Na) = tw(@nz)+ jwlanbd) +wlaNbnz)

N | N |+

w((a+z)Nb) = tw(and) + twbNz)+wl@nbnaz)
Sonug olarak,

sw((a+2)N(b+2) =w((a+z)NbNa)+sw((a+z)NDb)
+ tw((a+z)Nw)

=w(anbnNz)+wxNbNz)+wlaNxnb)

= 1w(aNbd) + Jw(@Nb) + tw(anz),
ve dolayisiyla

Tw(anb) + tw(@nb) + twlaNz) + p(a,b) + (b, a)
= tw(aNz)+ sw(@nb) +w@nbnz) + tw(anb)

+ swbnz) +wl@nbnaz),
buradan
p(a,b) +¢(b,a) = w(aNb)

sonucunu elde ederiz.

Son olarak (2.7) 6zelligine bakalim. Simdi de

A(a,b,c) == ¢(a,b) + ¢(a+b,c)+ @b, c) + ¢(a, b+ c)

fonksiyonunu ele alarak

A(a,b,c) =w(anbne)
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esitligini gosterecegiz. Bu esitlik, a, b, ¢ € C}, i¢in zaten saglanmaktadir. Eger a, b, ¢ €

Cl1 1se, 0 zaman

A(a,b,c) + A(b,c,a) + A(e,a,b) = p(a,b) + p(a+b,c) + p(b,c) + p(a, b+ c)
+ @(b,c) + p(b+c,a) +p(c,a)+ p(b,c+a)
+ ¢(c,a) + p(c+a,b) + ¢(a,b) + v(c,a + b)
=p(a+b,c)+ b+ c,a) + o(c+a,b)

+pla,b+c)+ o, c+a)+ plc,a+b).
Buradan, (2.6) kullanilarak

p(a+b,¢) +¢(c,a+b)

w((a+b)Ne),

o(b+c,a) + ¢(a, b+ c)

1
2
%w((b +c)Na),
1
2

o(c+a,b) + @(b,c+ a) w((c+a)Nb),
elde edilir. Ayrica (2.3) sayesinde

w((a+b)Nec)=w(@nbne)+ swlanc) + swdne),

w((b+c)Na)=w(@nbne)+ swbna)+ tw(cna),

[T T O T

w((c+a)Nb) =w(@nbne)+ sw(cnb) + tw(anbd).

Buna gore,

1 1
A(a,b,c) + A(b,c,a) + A(c,a,b) =w(anbne) + §w(a Ne)+ -w(bNe)

2
+w(anbne) + %w(bﬂa) + %w(cﬂa)
+w(anbne) + %w(cﬂb)+%w(aﬂb)

esitligi elde edilir. Buradan da
A(a,b,c) + A(b,c,a) + A(e,a,b) = w(anbne) (2.15)

sonucuna varilir.

Simdi, A(a,b,c) = w(a NbN c) esitligini asagidaki durumlar igin ayr1 ayri inceleye-

cegiz:
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Durum I: a,b,c € W,

Durum 2: b € Wy, ve a,c € C},
Durum 3: a € Wy ve b, c € C},
Durum 4: ¢ € Wy ve a,b € C},
Durum 5: a,b € Wy, ve ¢ € C},
Durum 6: b,c € Wy, ve a € C},
Durum 7: a,c € Wy, ve b € C},

Durum I: Diyelimki a,b,c € W.

(2.14) ifadesiyle basliyoruz:
A(a, b, c) = p(a,b) + p(a+b,c) + @b, c) +p(a, b+ c)
burada,

o(a,b) + b+ x,2) + p(b+ 2,z +a) + ¢(a,z) = —w((b+ z) Na) (2.16)

p(b,c) +p(c+z,z)+plc+z,2+b)+pb,z)=zw((c+x)Nb)  (2.17)

N — DN =

ifadeleri (D3) ve (2.10)’ten elde edilir.

Bir yandan,
1
pla+b,0)+ple;a+b) = Sw((a+b)Ne) =
1
platb ) =plc,a+b)+sw((a+b)Ne)
ifadesi, su sonucu verir:

pla+b,c) =plc,a+b+c) + iw(c) + %w((a +b)Nec) (2.18)

Diger yandan ise,
1

QO(CL, b + C) + gO(CL, a—+ b + C) = ZW(Q)
esitligi, ((D3)) ve (2.9), (D4) ve 2.6 kullanilarak,
1
pla,b+c) = pla,a+b+c) + Zw(a) (2.19)

sonucunu verir.
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@(c,a+ b+ c) ifadesi (2.18)’te ve ¢(a, a + b+ ¢) ifadesi de (2.19)’te gegtigi lizere;

pla+b+c+z,z)+pla+b+c+z,x+c)+o(c,x)+elc,a+b+c)

1
5w((a+b+c+x)ﬂc)
w(cNanb)+w(cNanc)+wlcNanx)

+w(cNbne)+wlenbnez)+wlcNena)
1
+

1 1 1
5w(c Na)+ §w(c nb) + §w(c Ne) + §w(c Nx)

=w(cNandb)+w(lcNanz)+wlcNbNzx)

1 1
w(cNa)+ §w(cﬂ b) + éw(cﬂ x).

N —

_|_

Buradan,
olc,a+b+c)=pla+b+c+x,2)+pla+b+c+x,x2+c)+ p(c, )
+w(cNand)+wlcNanz)+wlcNbNx) (2.20)

1 1 1
+ éw(cﬂ a) + §w(cﬂ b) + Ew(cﬂ x).

Dolayisiyla,

vla+b+ct+z,x)+ela+b+c+z,x+a)+ pla,x) + ¢la,a+ b+ c)

1
§w((a+b+c+a:)ma)
w

(ananbd)+wlanNanc)+wlanNanx)

+w(anbnNe)+w@nbnNz) +wlaNcnz)
1

_|._

1 1 1
aw(a Na)+ §w(a nb) + §w(a Ne) + Ew(a Nx)

=w(anbnNe)+wlanbNz)+wlanNcNx)

+ —w(anNbd)+ 1w(a Ne) + 1w(aL Nx).

2 2

N | —

Buna gore, ((D3)) ve (2.10) kullanilarak
ola,a+b+c)=pla+b+c+x,2)+pla+b+c+x,x+a)+ p(a,z)
1
—|—w(aﬁbﬂc)+w(aﬂbﬂx)+w(aﬂcﬂm)+§w(aﬂb) (2.21)
1 1
+ -w(aNc)+ zw(aNz)
2 2
esitligini elde ederiz.
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Dolayisiyla, (2.16), (2.17), (2.18), (2.19), (2.20) ve (2.21) ifadelerini birlestirerek:

Ala,b,c) = p(b+ z,z) —|—<,0(b+x,x—|—a)~l—go(a,x)+%w((b—l—x) Na)
—|—g0(c,a—|—b—|—c)+%w((a—f—b)ﬂc)—kiw(c)—i—(p(c—i—x,x)

1 1
+oletz,a+b)+ (b )+ suwl(c+2)Nb) +¢la,a+b+c) + Jwla)

= (b +,2) + olb+ 2,7+ a) + pla,2) + sul(b+ ) N a)
+ola+bt+ct+z,z)+platbt+ct+z,c+x)+¢(cx)
+%w(cﬂ (a+b+x)) +%w((a+b) ﬂc)+}lw(c) + @(c+ z,x)
+g0(c+x,x+b)+g0(b,x)+%w((c—|—x)ﬂb)+g0(a+b+c+x,x)

1 1
+¢m+b+c+%x+ay+ﬂmxy+?Mamw+c+x»+zwm)

=pb+z,x+a)+pla+b+c+z,c+z)+p(c+z,x+0b)
1 1
+gp(a+b+c+x,x+a)+Zw(m)+1w(x)+w(bﬂxﬂa)
1 1 1 1
+§w(aﬁb)+éw(aﬂx)—i—w(aﬂbﬂc)—k;u(cﬂa)—l—éw(cﬂb)

1
—+w@maﬂby+w@mamxy+w@mbmx)+§w@ma)

2 4
wbNz)+w@nbne) +wlenbNz) +wlanecNex)

1 1 1
+ —w(cNb)+ zw(cNz) + —-w(c) +wlcnazNb) + éw(bﬁc)
_l’_

+

N RN DN~

w(aNb)+ %w(a Ne)+ %w(a Nx)+ %w(a)

=pb+z,c+a)+ela+bt+ct+a,ct+a)+elct+z,z+Db)
1 1 1
+w(a+b+c+x,x+a)+§w(cﬂa)+5w(cﬂb)~|—§w(cﬂx)
1 1 1
+ Z—lw(c)+§w(bﬂx) +w(anbne) + Zw(a)
=pb+z,v+a)+pla+z+btar+ct+a,c+a)+olc+a,x+0)
1 1
—|—g0(a+x+b—|—x+c—|—:17,x+a)+§w(cﬂa)+§w(cﬂb)

1 1 1
+ iw(c Nz)+ Zw(c) + iw(b Nz)+wlanbne) + Z—lw(a)
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elde edilir.

Sonrasinda da, z,a,b,c € Wy oldugundana +x =k, b+ =m,c+x =n € Cj

elde ederiz. Boylece, son esitlikte k£, m, n yerlerine yazilirsa

Aa,b,c) = p(m, k) + o(k +m+n,n) +e(n,m) + ok +m+n, k)
1 1 1 1 1
+ iw(c Na)+ §w(c nb) + iw(c Nz)+ Zw(c) + §w(b Nzx)
1
+w(anNbne) + Zw(a).

Ote yandan, (2.9) ifadesinden

1

Ve

1
olk+m+n,k)=p(m+nk)+ Zw(k‘)
sonugclari elde edilir.

Bunlar1 da dikkate aldigimizda,

A(a,b,c) =p(m, k) + o(m+ k,n) + iw(n) + o(n,m) + p(m+n, k)

1 1 1 1
+ Zw(k) + §w(c Na)+ §w(c nb) + §w(c Nzx)

1 1 1
+ Zw(c) + §w(b Nz)+wlanbne) + Zw(a)

sonuca variriz. Ayrica

o(m +k,n) Egp(n,m+k)+%w(nﬂ(m+k)) =

1 1
on,m+k)+wnnNnmnk)+ Ew(nﬂm) + Ew(nﬂ k),
esitligini (2.6)’den elde edip kullanarak,

1 1
Afa,b,c) =p(m, k) +eon,m+k)+wnnmnk)+ §w(nﬂm) + §w(n Nk)

+ 1w(n) + o(n,m) +p(m+n,k) + 1w(/f) + 1w(c Na)+ %w(c Nb)

4 4 2
1 1 1 1
+ Ew(c Nz)+ Zw(c) + §w(b Nz)+wlanbne) + Zw(a).
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Ardindan (2.14) ifadesine bagvurarak su ifadeye ulasiriz:

A(a,b,c) = A(n,m, k) + 1w(n) + 1w(k) +w(kNmnn)+ %w(n nm)

4 4
+1 (kN )+1 (en )+1 (ﬂb)+1 (e )+1 (c)
2w n 2wc a 2wc 2wc xXr 4wc
1 1
—l—gw(bﬂx)%—w(aﬂbﬂc)—kzw(a).

Son olarak, n, m, k € Cj, oldugundan A(n,m, k) = w(nNmNk) elde edilir ve Onerme

2.2’den

1 1
Al(a, b, c) :w(nﬂmﬂk)+Zw(c—l—x)—f—zw(a—i—x)—i—w(kﬂmﬂn)

+ (e + )0 b+ 2) + sul(ata) N (et o) + pulena)

1 1 1 1
+ —w(cNb)+ iw(c Nx)+ Zw(c) + §w(b Nz)+wlanbne) + Zw(a)

| —

1 1 1 1 1 1
Zw(x) + Zw(c) + §w(:v Ne) + Zw(a) + Zw(x) 4 §w(a Nz)+

w((c+x)ﬂbﬂa:)+%w((c—|—x)ﬂb)+—w((c+x)ﬂx)

DO —

+w((c~|—:zc)ﬂaﬂx)+%w((c+w)ﬂa)+%w((e+x>ﬂx>

1 1 1 1 1
+ §w(c Na)+ éw(c nb) + §w(c Nz)+ Zw(c) + §w(b Nx)

1
+w(anbne) + Zw(a)

=w(aNbnec)

sonucu iddia edildigi gibi elde edilir.
Durum 2: b € Wy, ve a, ¢ € C}, olsun.

Ik olarak, x := a+b+c,y := a+b, z := bigin z,y, z € W}, oldugunu not edelim.

Bu durumda, Durum 1 ve Onerme 2.2’den

Alx,y,2) = Ala+b+c,a+b,b) =w((a+b+c)N(a+bd)NDb).
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Eger t = a + b olarak alinirsa,

Alz,y,z) =w((t+c)NtNb) =w(ENtNbd) +w(cNtNbd)
=w((a+b)NecnNb) =wl@nNend)+wbnecnb)
=w(anNbne),

ve dolayisiyla
A(z,y,2z) =w(anbnec). (2.22)

Bu durumda, (2.14) ifadesinden

A(z,y,z) = Ala+b+c,a+0,b)
(2.23)
=gpla+b+c,a+b)+ ¢(c,b) + vla+b,b)+¢la+b+c a)

elde edilir.
Daha sonra, (2.9) ve (2.6) ifadelerini (D3) ve (D4) lizerinden kullanarak asagidakileri
elde ederiz:
1
pla+b+ca+b) Egp(a+b,a+b+c)+§w((a+b+c)ﬂ(a—i—b))

= pla+b,0) + qula )+ gu((a+b)ne)

4
ve
platb,b) = plb,a+8) + sul(a+ ) Nb)
= p(b,a) + }Lw(b) + %w(a nb)
= p(a,b) + %w(a nb) + iw(b) + %w(a Nb)
= p(a,b) + iw(b),
ve ayrica

1
go(a+b+c,a)Ego(a,a—l—b—l—c)—ir§w((a+b—|—c)ﬂa)

=p(a,b+c) + ;lw(a) + %w((b +c)Na).
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Bu ifadeleri (2.23) ifadesine yerine koyarsak, asagidakini elde ederiz:
1 1
Az, y,2) = pla+b,c) + Zw(a +0b) + §w((a +b) Ne) + ¢(c,b) + ¢(a,b)

+ () + 9(a.b+ )+ Jw(a) + Jwan (b-+ )

1 1 1
E<p(a—|—b,c)—|—Zw(a—|—b)+w(aﬂbﬂc)+§w(aﬂc)+§w(bﬂc)

1 1 1
1 1
—l—w(aﬂbﬂc)—l—5w(aﬂb)+§w(aﬂc)

= o(a+b,6) + o(b,c) + p(a,b) + plab+ ) + ~w(a) + ~w(a+b)

4 4
+ ! (b) + ! (anb)
ik swia :
Son olarak, (2.1) goz 6niine alindiginda
1 1
A(x,y,z) = A(a,b,c) + §w(a nb) + éw(a Nb)
= A(a,b,c)
elde ederiz. Bu da, asagidaki esitlik yoluyla iddiay1 dogrular:
Alz,y,z) =w(anbne) = A(a, b, c).
Durum 3: a € Wy ve b, c € C}, olsun.
(D4) maddesinden, (2.9) ifadesi kullanilarak
1
90(6% b) + QO(CL, a—+ b) = Zw(a’)
1
(,O(CL, b+ C) + QO(CL, a+b+ C) = Zw(a)
1
pla+b,c)+ela+ba+b+c) = Zw(a+b)

sonuglarina ulasabiliriz. Dolayistyla

1 1
A(a, b, c) z¢(a,a+b)+Zw(a)+go(a+b,a+b+c)+Zw(a+b)
1
+p(b,) + pla,a+b+ ) + Jw(a)
1
zgo(a,a+b)+go(a+b,a+b+c)+Zw(a+b)

+ @(b,c) + pla,a+ b+ c).
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Benzer sekilde, (2.10) ifadesini b — b + x ve d — a olarak kullandigimizda
eb+z,2)+pb+z,2+a)+ pla,z) + p(a,b) = %w((b +z)Na)  (2.24)

elde ederiz. Ote yandan, (2.24) ifadesinde b — a + b yazildiginda da

pla,a+0b) = <p(a+b+x,:z:)+90(a+b~|—x,x+a)+go(a,a:)+%w((a+b+x)ﬂa)

elde edilir.

Ayni sekilde, (2.24) ifadesinde @ — a + b ve b — a + b + c olarak ayarladigimizda su

sonuca variriz:
pla+bat+bt+c)=pla+b+c+z,2)+pla+bt+c+z,x+a+0b)

—|—<,0(a+b,:17)—|—%w((a—i—b—l—c—i—x)ﬁ(a—f—b)).

Son olarak, (2.24) ifadesinde b — a + b + c olarak ayarladigimizda ise

ola,a+b+c)=¢pla+b+c+z,z)+pla+b+c+z,z+a)+ ¢(a,x)

1
—|—§w((a+b~|—c~|—x)ﬂa)

elde ederiz.

Simdi, tiim bunlar1 (2.23) denklemine yerine koyarak

Ala,b,c) =pla+b+x,2)+pla+b+z,2+a)+
pla,2)+ gul(a+b+ ) Na) +platbtet o)t
pla+b+c+z,a+b+z)+ pla+b )+
Swl(a+btct )0 (at)) + qula+b) + o o+
pla+b+c+z,z)+pla+b+c+x,x+a)+ p(a,x)+

1
5w((a+b+c+x)rm)

E<p(a—|—b+a:,:c)—l—go(a—l—b—l—a:,x—l—a)+%w((a+b+x)ﬂa)
+pla+b+c+z,a+b+2x)+p(a+ba)+
%w((a+b+c+x)ﬂ(a+b))+iw(a+b)+go(b,c)+

go(a+b+c+x,a:+a)+%w((a+b+c+x)ma).
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Buradan,

1
5w((a+b—|—x)r‘|a):w(aﬂaﬂb)+w(aﬂ(zﬂx)+w(ar‘|bﬂx)

1 1
w(aNa)+ éw(a nb) + Ew(a Nx)

Ve

1
§w((a+b+c+x)ﬂa)Ew(aﬂaﬂb)—|—w(aﬂaﬂc)—|—w(aﬂaﬂm)
+w(anbne)+wlanbnz) +wlaNcnz)

1 1 1 1
+ §w(a Na)+ §w(a Nb) + §w(a Nec)+ Ew(a Nx)

w((b+c+z)Na)

1
2
ifadeleri yazabiliriz. Dahasi, w((a+ b+ c+2)N (a+b)) ifadesinde a + b =: ¢ olarak

alirsak

%w((a+b+c—l—x)ﬁ(a+b))= w((t+c+x)Nt)

w((c+x)Nt)

O =D =N —

w((c+x)N(a+d)),
ve sonug olarak,

A(a,b,c)Ego(a+b+:c,x)+90(a+b—|—:c,x—|—a)+%w((b—i—x)ﬂa}
+yla+b+ct+z,a+b+2x)+9la+b )
+%w((c+m) N (a—l—b))+iw(a+b)+g0(b, c)
—|—<p(a+b+c+x,x+a)+%w((b+c+x)ﬂa)

buluruz.

Simdi, (D4)’ten (2.9) aracilifiyla

1
pla+b+z,2)+¢la+bx)= Zw(a:)
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iligkisinin dahil edilmesiyle,

1 1
A(a,b,c) = Zw(w)+<,0(a—|—b+:1c,x—|—a)+éw((b—i—x)ﬂa)
1
+90(a+b+c+a:,a+b+:c)+§w((c+x)ﬂ(a+b))
1
+Zw(a+b)+gp(b,c)+g0(a+b+c+m,x+a)

+%w«b+c+x)ﬂ@.

Sonraki adimda, a + b+ x = k ve a + © = m olarak alip

1
pla+b+z,x+a) = p(k,m) :go(m,k)+§w(kﬂm)

1
gp(a+b+c+m,a+b+m)Egp(k:Jrc,k):go(c,k;)qtzw(k)

1
plo+b+ctu,a+a) = plk+em) = plm, b+ ) + sw((b+c) nm)

ifadeleri kullanarak
1 1 1
Afa,b,c) = Z—lw(x) + o(m, k) + iw(k nm) + Ew((b +x)Na)+ ¢(c, k)

+ - (k:)—|—<,0(m,k‘+c)+%w((kz—f-c}ﬂm)+%w((b+c+x}ﬂa)

w((c+2) N (a+b) + ~w(a+b) + (b, )

* 4

DN | = | =

elde ederiz.

Ote yandan, k, m, ¢ € C}, oldugundan

o(m, k) +o(m, k+c)+ p(c, k) + p(c,k +m) = 1w(m Nec)

2
esitligi elde edilir, bu da
1
p(m, k) + o(m, k +c) + p(e. k) = ple, k +m) + Sw(mNe)
sonucunu verir.

Buna gore,

| —

A(a,b,c) = ~w(x) + %w(m Ne)+ (e, k+m)+ %w(k nm)

w((b+z)Na)+ iw(k) + %w((k +c)Nm)

w((b+c+x)ﬂa)—|—%w((c—l—x)ﬂ(aqu))

_|_

+
Ao Bl NN Nl NN I

+ —w(a+b)+ (b, c),
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buradan

%w((b+c+x)ﬂa) E%w(bﬂa)+%w((c—i—x)ﬂa)—l—w((c—i—:c)ﬂbﬂa),

ve Onerme 2.2°dan da

w((c—l—x)ﬁa)—l—%w((cjwc)ﬂb)+w((c+:c)ﬂaﬂb)

N | =

Sule+a)n(a+b) =

elde edilir. Boylece,

1 1 1
Ala,b,c) = le(x) + Ew(m Ne)+ple,k+m)+ §w(k‘ nm)

+-w((b+z)Na)+ iw(kj) + %w((k +c)Nm)

+ w(bﬂa)—i—%w((c—l—x)ﬁa)—i—w((c—ka:)ﬂbﬂa)

+ w((c—l—x)ﬂa)—l—%w((cjtx)ﬂb)+w((c+x)ﬂaﬂb)

+ —w(a+b)+ ¢(b,c)

g S NGRS ORI N

1 1
w(x)+iw(mﬂc)+go(c,k+m)+§w(kﬂm)+w(bﬂxﬂa)

1 1 1
w(bNa)+ §w(xﬂa) + Zw(k> +wkNenm) + §w(/€ﬂm)

+ -

+
I I NN I NN I NN

w(cﬁm)—l—%w(bﬂa}—i—%w((c—i—x)ﬂa)qu((c—l—x)ﬂbﬂa)

+

w((c—l—:c)ﬂa)—l—%w((chx)ﬂb)+w((c+x)ﬂaﬂb)

+

w(a+b) + ¢(b, c)

+

I N

1 1
w($)+¢(c,k+m)+w(bﬂxﬁa)+§w(bﬂa)+§w(xﬂa)

w(k)+wkNenm)+ %w(bﬂa) + %w((c—i—a:) Nb)

+-w(a+b)+ (b, c)

sonuca varilir. Ardindan a + b+ x = k ve a + x = m yerine konularak

1
A(a,b,c) = Zw(m) +¢(e,b) +wbNzNa)+ swbna)+ sw(zNa)

+lwa+b+z)+w((a+b+z)Nen(a+z) + Jwbna)

+w(cnznb) +twbnz) + jwbnc) + swla+b) + @b, c)
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1
= Zw(:z:)ﬂo(b, ¢)+ twbne)+wbnzna)+ jwbnNa)
+iw(@na) +iwa+b+z)+w((a+b+z)Nen(a+x))
+swbna)+w(cnznbd) + jwbNz)+ swbne)
_l’_

w(a + b) + ¢(b, c)

N O e T

w(z) +wbNzna)+ jwzna)+ jwla+b+x)
wbnen(a+z) +wcNznbd) +iwbnz) + twla+b).

Son olarak,

1 1 1 1
Zw(:z:) + Zw(x +a+0b)+ Zw(a +0) = 5“’(93 N (a+0)),

esitligi nedeniyle, iddia asagidaki sekilde elde edilir:
Ala,b,c) = }lw(ajtb) + %w(mﬂ (a+0b)+wbnzrna)+ %w(mﬂa)
+wbNeNa)+wbNenz) +wlcNzNbd)
+ %w(b Nz)+ iw(a +b)
1w(9cﬂ (a+0)+wbnzrna)+ %w(xﬁa)

2
1
+w(bﬂcﬂa)+§w(bﬂx)

1 1
w(:cﬂaﬂb)—l—§w(:cﬂa)+§w(xﬂb)+w(bﬁxﬂa)
1 1
+§w(xﬁa)+w(bﬂcﬂa)—l—éw(bﬂx)

=w(anNbne).
Durum 4: ¢ € Wy, ve a, b € C}, olsun.
(2.15) ifadesinden
A(a,b,c) + A(b,c,a) + A(c,a,b) = w(anNbne),
oldugunu hatirlayalim. Burada
A(b,c,a) =w(anNbne)

Durum 2’den ve

A(c,a,b) =w(anbne)
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Durum 3’ten gelmektedir. Dolayisiyla,

A(a,b,c) + A(b,c,a) + A(c,a,b) = A(a, b, ¢) + w(lanbnec)

+w(anbne)=wlanbne)
bu da iddia edilen esitligi verir:
A(a,b,c) =w(anbne).
Durum 5: a,b € Wy, ve ¢ € (Y, olsun.
r=a,y=a+b+ cvez = calindiginda, y € Cj, olur. Buna gore, Durum 3’ten

A(z,y,z) = Ala,a+b+c,c) =w(anN(a+b+c)Nc)

w(aN (b+c¢)Nc)

=w(anbNec)
elde edilir. Ote yandan (2.14) ile de

Alz,y,2) = Ala,a+ b+ ¢, c)

=p(a,a+b+c)+ob+cc)+olat+btec)+olaatb)

elde ederiz.

Daha sonra, (D4)’ten (2.9) kullanilarak
1
QO(CL, a+b+ C) = @(aa b+ C) + Zw(a)a
1
p(b+c.0) = plb+e,b) + w(b+c)

1 1
=p(b,b+c)+ iw(bﬂc) + Z—lw(b+c)

plb.¢) + (o)

ola,a+b) = p(a,b) + iw(a)

Ve

1
platbtec)=p(catbte)+gw((a+b)ne)

1 1
=p(c,a+b) + Zw(c) + §w((a +b)Nc)

ola+b,c)+ iw(c)

31



elde ederiz.

Sonug olarak,

Alx,y,2) = p(a,b+c) + iw(a) + ¢(b, c) + iw(c) + ¢(a+b,c)
1

0(e) + () + Ju(a)

+
= A(a, b,¢)
bulunur ki, bu da iddia edilen

A(a,b,c) =w(anbne)
esitligini verir.
Durum 6: b,c € W), ve a € ('}, olsun.

Durum 5’e benzer sekilde, v = a, y = a + b+ ¢ ve z = c olarak aliyoruz; boylece

y € C}, olur. Bu durumda Durum 4’ten
Alx,y,2) = Ala,a+b+c,c)=w(anN(a+b+c)Nec)=wlanbne),
ve ardindan (2.14)’den

A(z,y,z) = Ala,a+ b+ ¢, c)

=p(a,a+b+c)+eb+cc)+elat+b+cec)+ela,a+b)
bulunur. Simdi tekrar (D4)’lin (2.9) ifadesini kullanarak,

ob+c,c) = p(bc)+ 1w(c)

4
1
platbte.c) = glatbe) + ju(e
1
ola,a+b) = p(a,b) + Z—lw(a)
1
pla,a+b+c) = pla, b+ c) + Jw(a).

Buna gore,

Az,9,2) = pla,b+) + ~w(a) + 9(b,c) + ~w(c) +p(atb,c)

4 4
+ iw(c) + ¢(a,b) + %lw(a)
= A(a,b,c)
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ve boylece iddia edilen esitlik elde edilir:

A(a,b,c) =w(anbne).

Durum 7: a,c € Wy ve b € C}, olsun.

Burada tekrar hatirlattigimiz (2.15) ifadesine gore
A(a,b,c) + A(b,c,a) + A(c,a,b) =w(anbne),
olup, Durum 6’dan
A(b,c,a) =w(anbne)

ve Durum 5’ten de

A(c,a,b) =w(anbne)
esitligi gelir. O halde,

A(a,b,c) + A(b,c,a) + A(c,a,b) = A(a,b,¢) + w(anbnc)

+w(@anbne)=wlanbnec).
Buradan da, iddia edildigi gibi,
A(a,b,c) =w(anNbnec)
sonucu elde edilir. O

Bir sonraki sonug, [3]’da bulunabilecegi iizere, verilen bir iki kat ¢ift kod tizerindeki
faktor kiimelerinin sayisini verir.
Teorem 2.2: C' C (F2)" bir iki kat ¢ift kod ve dim(C') = ¢ olsun. O halde C iizerindeki

farkli faktor kiimelerinin sayis1 22~ dir.

Ispat.iki kat ¢ift kod iizerindeki faktor kiimesinin varhigina iliskin Teorem 2.1 kanitin-
daki stratejiyi takip edecegiz. Daha acik ifade etmek gerekirse, k£ = 1,...,¢ i¢in, bir

altuzay olan C';_;’den C;’ye genisletilen faktor kiimelerinin sayisini sayacagiz.
Bu amagla, 2’1 C), — C'y_;’den se¢ilmis bir eleman olarak alalim.

Farkl1 faktor kiimelerinin say1si, yapilandirmadaki her & i¢in (D1)’de yapilan segimler-
den kaynaklanir. Buna gore, her y € Cy_; i¢in p(z,y) degerleri rastgele tanimlanir;

tek sart (z,0) = 0 olmasidir. Bir taraftan dim(Cj,_;) = k — 1 oldugundan Cj,_; 2¥~!
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eleman igerir; diger taraftan ¢(x,0) = 0 sabittir. Boylece, y # 0 olan her y € Cy_;

igin ¢(z,y) degerlerinde 2~! — 1 bagimsiz segim yapilabilir.

Bu se¢imler 1 < k < t aralifinda bagimsiz olarak yapildigindan, toplam se¢im sayisi

t

Set-)

k=1
seklindedir. Bu toplam su sekilde hesaplanabilir:
t t t
Z(Qk’—l o 1) — (Z 2k2—1> o (Z 1)
k=1 k=1 k=1
=20 +2 . 42—t

=(2'-1)—t

Boylece, farkli faktor kiimelerinin toplam sayis1 tam olarak 2% —*~"dir. U

Bir sonraki sonug faktor kiimelerinin denkligini gosterir.
Teorem 2.3: C' C (IF2)™ iki kat cift bir kod olsun. O halde, p,¢ : C x C — Fy

bicimindeki herhangi iki faktor kiimesi denktir.

Ispat.iki faktér kiimesi ¢, : C' x C' — [y verilsin ve

C:CxC =Ty ((v,y) =0y +(y)

olarak tanimlansin. (2.7)’dan su sonucu gézlemliyoruz:

C(@,y) + ¢z +y,2) +C(y, 2) +C(z,y + 2) =

e(@,y) + (@, y) + oz +y,2) + bz +y,2) + oy, 2)+
Uy, 2) + oz, y+2) +¥(z,y + 2)

=p(z,y) + (@ +y,2) + oy, 2) + o,y + 2) + P(z,y)
+ Y@ +y,2) + Uy, 2) + ¥,y +2)

=wxNynNz)+wxNynz) =0,
buradan, her z, y, z € C igin,

(52C)(9€,y, Z) =T C(ya Z) - C(Iy7 Z) + C(f, yZ) - C(Iv y)

=((y,2) =@ +y,2) +{(x,y+2) = ((r,y) =0
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elde edilir. Bagka bir deyisle, ¢ € H*(C,Fs) olup, bu, abelyen grup (C, +) lizerinde
trivial C-modiilii IF; katsayilari ile grup kohomolojisi kapsaminda (mod 2) bir kogevrim-
dir. Bukohomoloji, [21, Cor. 3.4]’de asagidaki doniisiimiin kokernel’i olarak hesaplan-

mistir:

B sym*(CY) @ Sym!(CY) ® Sym™(C") -

2k+£44+2m=n
E>1

@ Sym'(CV) ® Sym*(CV)

i+2j=n
burada CV, dual vektdr uzaymni temsil etmektedir. Ozellikle, n = 2 i¢in, ikinci koho-

moloji grubu H?(C, Fs),
Sym'(CY) = Sym?(CY) @ Sym*(CY),

doniistimiiniin kokernelidir. Bu doniisiim, birinci bilesende Frobenius otomorfizmasi
ve ikinci bilesende ise birim doniisiim olarak calisir. Bu sonug aslinda yine [21, Cor.

3.3]°de verilen
W = Sym'(CY), H*(C,Fy) /W = A2CY
olmak iizere,
H*(C,F) 2 W 20,
filtrasyonunun bagka bir ifadesidir.

Simdi, (2.6)’dan

C(z,y) + ¢y, ) = (@, y) +Y(2,y) + oy, 7) +Y(y, v)
=z, y) + oy, ) +Y(z,y) + Y(y, )

1 1
= iw(xﬂy) + éw(mﬂy) =0,

oldugundan ¢ € A?CV’dir. Ancak, (2.5)’¢e gore,

1

((,7) = ol ) + {a,7) = qu(z) + qw(z) =0

oldugu i¢in ( trivial olmayan bir kohomoloji sinifini temsil edemez. Yani, bira : C' —

F5 fonksiyonu igin

C(z,y) = (0a)(z,y) = a(r) + a(z + y) + a(y)
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esitligi her x,y € C i¢in saglanir.

Not: Ayni sonug [22, Sect. I[V]’ten
dim L'(C,F,) = 1

gbzlemi yapilarak da elde edilebilir. Bir diger deyisle, I, ile C’nin (dongii) geniglemesi

tektir.
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3. BIRLESMELI OLMAYAN YAPILAR

3.1. Kuasigruplar ve Dongiiler

Dongiilerle ilgili temel terminoloji tanitirken [23] kaynagini takip edecegiz. Ek olarak
[1] de incelenebilir.

Tamim: Q, lizerinde ikili islem tanimli bos olmayan bir kiime olsun:
x: QO x Q9 — Q.
Eger Q kiimesi i¢in her a, b € O ¢ifti verildiginde,
ar =b
ya=>0
denklemlerinin her ikisinin de Q i¢inde birer essiz ¢oziimii varsa, bu durumda Q kiime-
sine bir kuasigrup denir.

Ornek 5: p bir asal say1 ve m, n € Z olmak iizere, 0 < m,n < p kosulunu saglayacak

sekilde se¢ilmis olsun. Bu durumda,
ToSsS:i=mr—+ns

carpim islemiyle tanimlanan Z, kiimesi bir kuasigrup olur.

Kuasigrup tanimi geregi, islemleri birlesmeli olmak zorunda degildir. Ancak, asagidaki
durum s6z konusu olabilir.

Tamim: (@, -) bir kuasigrup olmak iizere, her a,b € @ i¢in

(a,b) C Q

kiimesi birlesmeli oldugunda iki-birlesmeli (di-associative) olarak adlandirilir.
Tanim: Birim elemana sahip bir kuasigrup dongii olarak adlandirilir.

Ornek 6: Asagidaki ¢arpim tablosu ile verilen £ := {1,2, 3} kiimesi

11 2 3
1123
212 3 1
313 1 2

birim eleman1 1 € £ olan bir kuasigruptur. Dolayisiyla, £ bir dongiidiir.
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Not: Ornek 5°deki kuasigrup Z,’nin, m = n = 1 olmadik¢a bir dongii olmadigini
belirtelim; 6rnegin bkz. [24, Lemma 2].
Ornek 7: C bir iki kat ¢ift kod olmak iizere (C, @) := Fy x C, {izerinde taniml1

() o(d,y) = (c+d+ e, y),x+y)
ikili iglemi ile bir dongiidiir. Bu dongiiye C’nin kod déngiisii ad1 verilir.
Bir £ déngiisii, diger yandan, her a € £ icin a’ € £ olacak sekilde
a‘(ab) = b

esitligini saglayan bir eleman varsa sol ters ozellikli (LIP) dongii olarak adlandirilir.

Benzer sekilde, bir £ dongiisii her a € £ i¢in a” € L olacak sekilde
(ba)a" =b

esitligini sagliyorsa sag ters ozellikli (RIP) dongii olarak adlandirilir. Son olarak, bir £

dongiisii her a € L i¢in a™! € L olacak sekilde
a '(ab) = (ba)a™t =b
esitligini sagliyorsa, fers ozellikli (IP) dongii olarak adlandirilir.
Sunu da ayrica belirtelim ki, bir £ dongiisii ve herhangi bir a € L verildiginde,
L,:L— L, T ax

Ve

R,:L— L, T xa

gosterimleri sirasiyla sol ételeme ve sag oteleme olarak adlandirilan birebir ve orten
fonksiyonlardir. £’nin tiim sol ve sag 6telemeleri tarafindan tiretilen grup, £’nin ¢arpim

grubu olarak adlandirilir ve M1t(L) ile gosterilir.

Ote yandan, z, y € £ verildiginde, Lyey-1LyLy, Ry RyR(yy)—1 ve L, R, bigimindeki

fonksiyonlar tarafindan iiretilen alt dongii
Inn(L) :={p e MIt(L) | p(l) =1}
L’nin i¢ dontigiim grubu olarak adlandirilir ve Mt( L) nin bir alt dongiisiinii olusturur.
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L, ve R,, L kiimesinin elemanlari {izerinde birer permiitasyondur. MIt(L) ise su sek-

ilde tanimlanan bir permiitasyon grubudur:
MIUt(L) = (L4, R, | a € L).

Ornek 8: Asagidaki carpim tablosuyla tanimlanan £ := {1,2,3,4,5} dongiisiinii ele

alalim:
1 2 3 45
111 2 3 4 5
212 1 4 5 3
313 5 1 2 4
414 3 5 1 2
515 4 2 3 1

L dongiisiiniin sol 6telemeleri su sekildedir:

al| L,
1]id
21(12)(345)
31(13)(254)
41(14)(235)
51 (15)(243)
Sag otelemeler ise asagidaki gibidir:
al| R,
1]id
21(12)(354)
31 (13)(245)
41(14)(253)
51 (15)(234)

Boylece, £ dongiisiiniin ¢arpim grubu
MIUt(L) = (Ls, Ry | a € L) = S5

seklinde verilir.

Sol i¢ 6telemeler

L%y = L(ym)—l o Ly o Lm,
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sag i¢ Otelemeler

Rz,y = Rm o) Ry 9] R(xy)—17

ve orta i¢ Otelemeler

T,:=L,0oR,1,

hesaplandiginda
Inn(L) = S,

oldugu gortiliir.

Tanim: £ dongiisiiniin bir alt dongiisii olan NV, eger her ¢ € Inn(L) i¢gin
pN) =N

esitligi saglantyorsa, normal olarak adlandirilir.

Tanim: £ bir dongii olmak lizere, herhangi iki z,y € L igin

(yx)[x,y] = vy

esitligini saglayan essiz [z,y| € £ elemanina x,y € L nin komiitatérii denir. Benzer

sekilde, herhangi ti¢ z, y, z € L igin
(x(y2))[z,y, 2] = (zy)z
esitligini saglayan essiz [z, y, z| € £ elemanma z, y, z € L’ nin birlesiklik¢isi denir.
Bir £ dongiisii verildiginde,
C(L):={x e L] [x,y] = [y,z] = e, herhangi bir y € L igin}

kiimesine £’nin komiitant: denir. Benzer sekilde,

N(L):={z e L] [z,y,z] =[y,z 2] = [z,2,y] = e, herhangi bir y, z € L i¢in}
kiimesine £’ nin ¢ekirdegi denir.

Ayrica Z(L) := C(L) N N(L) kiimesine £ nin merkezi denir.
Onerme 3.1: Bir £ dongiisiiniin merkezi Z (L), her U € Inn(L) igin U(a) = a olacak

sekilde £ iginde alinan tiim a 6gelerinden olusan kiime olarak verilebilir.
Tersine, eger her U € Inn(L) i¢in U(a) = a saglaniyorsa,

T(az) = aT(x)
her z € L ve her T € MIt(L) i¢in gecerlidir.
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Ispat.Once ikinci ifadeyi ispatlayalim. £ iginde a, z, y elemanlari alalim ve U(a) = a

olsun, burada U € Inn(L). O zaman,
Ry(ar) = (ax)y = ((z7'(ax))2)y = R, Ry(a~" (az)) = RuR,(a).

Ayrica, Inn(L) kiimesi R, R, R, tarafindan iiretildiginden R; R,R,(a) = a olur.

Buna gore,
Ry Ry(a) = Ruy(a) = a(ry) = a.Ry(z)
ya da
Ry-1(ax) = Ry~ (Ry(a.Ry-1)) = a.Ry-1(x).
Benzer sekilde,
Ly(ax) = aL,(x)
ve

L, (ax) = a.L,-(z).

Bu durumda, iddia M¢(L£) kiimesinin R,, L, otelemeleri tarafindan iiretilmesinden

dolay1 saglanr.
Simdi birinci ifadeye bakalim. Ilk adimdan sunu elde ederiz:
Ry(za) = (za)y = (z(yay~")y) = ((z(yay™")z™")x)y = (az)y.
Bundan dolay1, ax = xa her € L igin saglanir ve bu bazi Inn(L) permiitasyonlari
icin gegerlidir. Ayrica asagidaki denklemler
(az)y = a(zy), (ra)y = z(ay), (zy)a = z(ya) (3.1)

her 2,y € L igin gegerlidir. ikinci ifade ve ax = za esitligi sayesinde her iki taraf da

a(xy) ile degistirilebilir. O halde (3.1) ifadesi a € Z(L) sonucunu verir.

Tersine, eger a € L her x € L i¢in ax = xa esitligini sagliyorsa, 3.1 ifadesinin ilk

denkleminden sunu elde ederiz:
(ax)y = a(ry) = RyR.(a) = Ryy(a)
= R, R/R.(a) = a.
Benzer sekilde, 3.1 ifadesinin ikinci denkleminden sunu elde ederiz:
z(ay) = a(ry) == RyL,(a) = R,y(a)

= Ril)Rny(a) = a.

(zy
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Ote yandan, Inn(L) kiimesi RnyR(_xL) ve RnyR(_xL) tarafindan iiretildiginden, her
U € Inn(L) i¢in U(a) = a elde edilir. O

Bir sonraki sonug, [1] kaynagindan alinmis olup, bir dongiiniin merkezinin her zaman
normal bir alt dongii oldugunu gosterir.
Onerme 3.2: Bir £ dongiisii verildiginde, Z (L) merkezi £ nin normal bir alt déngiisii-

diir.

Ispat.Oncelikle Z (L) nin £ iginde bir alt grup oldugunu gosterecegiz. Bunun igin, a, b

Z(L)’nin herhangi iki elemani olsun. O halde, Onerme 3.1’ye gore
U(ab) = aU(b) = ab

her U € Inn(L) igin gegerlidir, bu da Inn(L)(ab) = ab anlamina gelir. Ote yandan,
eger

ar =b = Inn(L)(b) = Inn(L)(ax) = alnn(L)(x)

ise, x = Inn(L)(z) € Z(L) olur. ax = xa oldugundan, Z (L) nin hem degismeli bir
grup hem de £’nin bir alt dongiisii oldugu sonucuna variriz. ]
Tamm: Bir £ dongiisti verildiginde, £/L£* ifadesinin birlesmeli olacag sekilde £ i¢in-
de bulunan en kii¢iik normal alt dongili £*’a ¢ekirdekten tiiretilmis alt dongii denir.
Asagidaki sonug, bir dongiiniin ¢ekirdeksel tiiretilmis alt dongiisii kavraminin 1yi tanim-
11 oldugunu garanti eder, bkz. [9].

Onerme 3.3: Herhangi bir £ dongiisii verildiginde, cekirdeksel tiiretilmis alt dongii

L* C L iyi tanimlhidir.

Ispat.£*’nin, birlesmeli bir boliim halkasina sahip en kiiciik normal alt dongii olarak
varligini ve tekilligini gosterecegiz. Bunun igin, birlesmeli bolim déngiisii £/ N olan

tiim normal alt dongiilerin kiimesi olan
S:={N < L| L/N birlesmeli}

kiimelerini tanimlayalim.

L kendisinin normal bir alt dongiisii oldugundan ve £ /L bariz olarak birlesmeli oldu-

gundan dolayi, £ € S’dir. Yani, S bos degildir.
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Sonra

[,*::ﬂN

NeS
kesisimini tanimlayalim. [1, Thm. 1.7.6] ve [25, Thm. IV.1.2]’a gore, £ donglisiiniin
herhangi bir bos olmayan normal alt dongii koleksiyonunun kesigsimi yine normal bir

alt dongiidiir. Dolayisiyla, £* £ nin normal bir alt dongiistidiir.

Simdi, £/L£*’nin birlesmeli oldugunu géstermemiz gerekiyor. Bunun igin, birlesiklik¢i

[2,y, 2] = (2(y2)) " ((zy)2)

elemaninin her x,y, z € L i¢in L* iginde oldugunu gostermek yeterlidir. Her N € S
i¢in, tanima gére £/ N birlesmelidir. Bu yiizden, birlesiklik¢i [z, y, z] her z, y, 2 i¢in

N iginde yer alir. Bu, tim N € S i¢in gegerli oldugundan

[z,y, 2] € ﬂ N=L"
Nes

sonucu ¢ikar. Yani, £/L* birlesmelidir.

Son olarak, tanimindan dolay1 £* her N € § iginde yer alir. Boylece, £*’nin bdyle bir

normal alt dongiilerin en kiictigii oldugu kanitlanmis olur. [

Tamim: Bir £ dongiisii verildiginde, £ nin merkezi tiiretilmis alt dongiisti, L' ile gos-
terilir ve £/ L’ bolim dongiistiniin abelyen bir grup olmasi kosulunu saglayan en kiigiik
normal alt dongii olarak tanimlanir.

Onerme 3.4: Herhangi bir £ dongiisii verildiginde, merkezi tiiretilmis alt dongii £ C

L iyi tanimlidir.

Ispat.Onceki dnermenin ispatia uygun olarak, £/ N béliimii bir degismeli grup olacak
sekilde £’nin tiim normal alt dongiilerinden olusan A kiimesini tanimlayalim. £/
degismeli oldugundan, dongiiniin kendisi £ agikar olarak .4 kiimesine aittir. Bu ne-

denle, A bos degildir.

Simdi

L’:ﬂN

NeA

olarak tanimlayalim. Bos olmayan bir normal alt dongii koleksiyonunun kesigsimi oldugun-

dan, [1, Thm. 1.7.6] ve [25, Thm. IV.1.2] uyarinca £’ de £’nin bir normal alt dongiisiidiir.
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Simdi £/£’ boliimiiniin bir abel grup oldugunu gosterelim. Birlesmeli olma igin her-
hangi bir N € A secelim. £/ N abel oldugundan birlesmelidir, dolayisiyla £ nin tiim
[x,y, z| birlesiklik¢ileri N iginde yer almalidir. Bu durum tim N € A igin gegerli
oldugundan, tiim birlesiklikgiler £ = (.4 N kiimesinde bulunur. Bu da £/£"nin

birlesmeli oldugunu gosterir.

Degismeli olma ise benzer sekilde gosterilir. Herhangi bir N € A igin, £L/N abel
oldugundan, £’nin tim komiitatérleri NV i¢inde yer almalidir. Bu tim N € A igin
gecerli oldugundan, tiim komiitatorler £°de bulunur. Dolayisiyla, £/L£ degismelidir.
Yani, £/L’ bir abel gruptur.

Son olarak, £ her N € A iginde yer aldigindan, bu 6zelligi saglayan en kiigiik normal

alt dongtidiir. Bu da hem varligin1 hem de tekligini garanti eder. U

Asagidaki tanim, ve takip eden sonug [9] kaynagindan alintilanmustir.
Tanim: Herhangi bir p asal sayisi i¢in, £,, £ igindeki, mertebesi p asalinin bir kuvveti
olan tiim = elemanlarinin kiimesi olarak tanimlanir.

Teorem 3.1: £, £ nin bir alt déngiisiidiir.

Ispat.y,§ € L, olsun ve v ile §’nin mertebelerinden biiyiik olani ¢ ile gdsterilsin. Di-
birlesmelilik 6zelligi ile y fonksiyonunun tanimi kullanildiginda, asagidaki ifadeler

elde edilir:

q = 2igin, (v0)* = (v6)(v6) = v((v)x(d, ¢))d = +*6*x(d, c)

q = 3igin, (v8)> = (v8)(76)(79) = 7((v8)x(d, ))dvd = +*6*vdx(d, c)
= ((v6*)x(d?, ¢))dx(d, ¢) = v*8°x(d, ¢)*x(d, c) = v*6°x(d, ¢)®

q = 4igin, (v0)* = (v6)(76)(70)(v0) = y((v6)x(d, ¢))6v67d = v*6>7~0x(d, c)
= V((v6*)x(d?, ¢))6vox(d, ¢) = v*8*vox(d, ¢)?
= ((v6*)x(d*, ¢))dx(d, ¢)* = v*6*x(d, )°

Genel formda,

q(g—1) a(g—1)

(18)7 = y107x(d, ) (“5) = x(d,0)(*52) = (@) o) = x(1.0) =

olup, ¢ bir p asalnin kuvveti oldugundan vé € £, dir. O
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3.2. Moufang Dongiileri

Gruplarla yakin iligki i¢inde olan ve oldukea iyi ¢aligsilmis bir dongii sinifi, ilk olarak
R. Moufang tarafindan 1935 yilinda incelenen Moufang dongiileridir [26]
Tanim: Bir £ dongiisii, eger her x, y, z € L icin asagidaki Moufang ozdesligi

(zy)(zz) = (2(y2))x (3.2)

saglaniyorsa, Moufang dongiisii olarak adlandirilir.
Not: (3.2)’deki Moufang 6zdesliginin asagidaki 6zdesliklerden her biriyle denk oldu-

gunu not edelim:

z(y(zz)) = ((zy)z)z2, (3.3)
y(z(z2)) = ((yx)2)z, (3.4)
(zy)(2z) = 2((y2)z). (3.5)

Asagidaki sonug, Moufang dongiisiiniin tamimindan oldukga acik bir sekilde ¢ikarila-
bilir, bkz. 6rnegin [1].

Onerme 3.5: Her Moufang déngiisii iki-birlesmelidir (di-associative).

Bir Moufang dongiisiinde birlesiklik¢inin teknik 6zelliklerini elde etmek amaciyla asa-

gi1daki sonuglar1 verecegiz.

[lk olarak [25, Lemma VII.5.4]’te yer alan bir sonucu alintilayalim.

Lemma 3.2: Bir M Moufang dongiisii verildiginde, her v, §, e € M igin asagidakiler

saglanir.
Ry-15-1 = Los = Ly, (3.6)
Lys=Layss,  Lys=Lysy, (3.7)
Lytg10 L5 = Lisgs, (3.8)
Les(v) =, 6,67, (3.9)
[v,0, €] = [7,0¢,¢] = [7, 0, €], (3.10)
v, 0, ¢ = [7d,¢,0] 7", (3.11)
[, 6, €] = [, 6, ], (3.12)
(v, 6,€]71]) = (67)[0, 7. €. (3.13)
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Asagidaki sonug, Moufang dongiisiinde birlesiklik¢isi asikar olan elemanlarla ilgilidir,
bkz. [1].
Lemma 3.3: Bir M Moufang dongiisii ve v, d, ¢ € M verildiginde

[v,0,€] = 1.

esitligi, birlesiklik¢inin arglimanlarinin herhangi bir permiitasyonu i¢in ya da argiiman-

lardan birinin tersi ile degistirilmesi durumunda da gegerliligini korur.

Moufang dongiisiiniin birlesiklik¢isiyle ilgili olarak, son olarak [1] kaynagindan asagi-
daki ifadeyi not ediyoruz.

Lemma 3.4: M bir Moufang dongiisii ve 7, J, €, A\ € M olsun. Eger
[z,y,2z] =1

esitligi {~, J, ¢, A} kiimesinden se¢ilen herhangi ti¢ farkli z, y, z elemani igin saglani-
yorsa, asagidaki ifadeler birbirine denktir.

[vd,€6,\] =1

[(76)%,6,Al = 1

[[v,6], €, A] =1
[€A,7,0] =1
[0e, A\, 7] =1

Simdi de bu sonuglar1 kullanarak bir Moufang dongiisii icerisindeki birlesiklik¢ilerin
baz1 baska 6zelliklerini gézlemleyelim.
Onerme 3.6: Bir Moufang dongiisii M ve v, J, e € M verildiginde, asagidaki esitlik-

lerin ya hepsi saglanir ya da hig¢biri saglanmaz.

[[v.6,€],7] =1 (3.14)
[v,6,16,¢]] = 1 (3.15)
[, 0,67t = [y, 6, €] (3.16)
0 e =y o e (3.17)
[, 0,€] = [7,€d, €] (3.18)
[V, 0, €] = [v,6,071] (3.19)
[v,6,€] = [7,76,€] (3.20)
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Eger (3.14) - (3.20) ifadelerinin timi, tiim v,d,¢ € M i¢in saglaniyorsa, o zaman
[7,0,€] € M, (v,0,¢) C M iginde merkezde yer alir ve asagidaki ifadeler her n € Z

i¢in gegerlidir.

[v,6,€] = 6, €,7] = [6,7,€ " (3.21)
V", 6,€l = [7,0,€]" (3.22)
[v6, €] = [, €lllv. €], 6][0, €] [, 6, €]? (3.23)

Ispat. M bir Moufang dongiisii olsun. [25, (VI1.5.16)] kaynagina gére, her 7, d,¢ € L
i¢in
Osc 1w — ww,d, e

seklindeki doniisiim bir sd6zde-otomorfizmadir ve [25, (VII.3.2)] uyarinca yari-endo-

morfizma gibi davranir. Buna gore, [25, (VIL.4.1)] dikkate alindiginda

‘96,6(771) = (95,6(7))717

yani
V"6 e = (v[y. 6,7 (3.24)
her n € Z i¢in gegerlidir.

Oncelikle, (3.14) ifadesinin (3.16) ifadesine denk oldugunu ve (3.22) ifadesinin (3.14)

den elde edildigini gosterecegiz.

Bu amagla, n = —1 i¢in (3.24) ifadesini ele alalim, yani

o o NS e G T N e

Ters eleman 6zelligini kullanarak sag tarafi su sekilde sadelestiririz:

([, 6, ™) =y, 0, ey
Boylece,
v e dT = d ey
bu da su sonucu verir:
[y a e =y b,y (3.25)

Ote yandan, eger (3.14) saglaniyorsa

Yy, 8, ey = [, 6, €]
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olur. Bu durumda denklem

v 0,67 =v,6,¢€

seklini alir, bu da su ifadeye denktir:

[v,0,e] " =77 6,6

Baska bir deyisle, (3.16) saglanir.

Tersine, eger (3.16) saglaniyorsa

(v, 6, €] =[y', 6, "

olur ve bu ifadeyi (3.25) denklemine yerine koyarsak

[v,0,€] = [, 8, €]y

elde edilir. Buda [, ¢, €] ifadesinin vy ile degismeli oldugunu gosterir. Buna gore, (3.14)
ve (3.16) birbirine denktir.

Simdi (3.14)’in saglandigini, yani [, d, €| ifadesinin ~ ile degismeli oldugunu varsa-
yalim. Bu durumda, ayni ifade 4" ile de degismelidir. O halde, (3.24) 6zdesligi su

sekle doniistir:

Y6, = (v, 6, €T =" ([1, 0, =", 6,67

Terimleri karsilastirdigimizda

[7”7 67 6]71 = [77 (57 E] -

elde edilir ki bu da (3.22)’yi verir.

Simdi (3.15) ifadesine gegelim; bu ifade [, 0, [0, €]] = 1 oldugunu belirtmektedir.
C' := [0, €] seklinde tanimlayarak (3.15) ifadesini [y,d,C] = 1 bigiminde yeniden

yazabiliriz. Bu durumda, (3.9)’dan elde edilen
Les(y) = [,6,C)7"
ozdesligi, (3.15)’den gelen [, 5, C]~! = 1 sonucu sayesinde

Los(y) =717 =~
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bigiminde sadelesir. Diger bir deyisle, L5 s 0zdeslik doniisiimii olur. Ote yandan,
(3.8) ifadesinden de

Ls—1 -1 Ls-1¢= Lis e
esitligi bilinir.
Simdi (3.7), (3.8) ve (3.9) ifadelerini kullanarak L5 s = I esitliginden L5 = I
sonucuna ulasabiliriz; bu konuda ayrica bkz. [25, Lemma 5.4 & Lemma 5.5]. Buna
gore,

Lye1Llgre=1 == Ly1c1 =L,

ki bu da (3.6) ifadesi araciligiyla su sonucu verir:

= Le,(;fl = L5—17E—1 = L67571.

61l
Simdi 6! = ¢ olarak alirsak,
Le,5 = Lé—l,e

esitligi gegerlidir. Buna gore, (3.9) ifadesi kullanilarak,

L€,5 (7) == 7[77 67 6]71

Ve
Ls-1.(v) =7y, 6,677

elde edilir. Buna bagl olarak,

1,6, €7t =lv. e, 677!
= [7,0,¢] ' =[y.667"]"

= [v,0,¢] = [7,¢€, 5_1].

Yani, (3.15) ifadesi (3.19) ile denktir. Bu durumda,

[v,0,€] 2 [46,€,0] 71 = [ e, 0] <6
310 reo1 1 17311 el 1 g1 (3.26)
- [5 '7 7@7 ] - [5 7’7 76]

Ve

(7,0, €] = [v6,6,8] 1 20 [t 07y 8] 2 [, 67y 7Y
Y P (3.27)
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(3.27) ifadesinin [y, d, €] lizerine tekrarli uygulanmasi, asagidaki yolla (3.17) ifadesini

Verir:

1,0, = 677 e 6T e e

Sonrasinda, (3.17) kullanilarak (3.18) asagidaki sekilde elde edilir:

3.17 _ -1 — —11—1 3.10 _ _ —11—1 3.17
[’7,6(5,6] = [’V 175 16 1a€ 1] b= [’Y 175 1a€ 1] b= [77&6]'

(3.18) ifadesi gz oniinde bulunduruldugunda, asagidaki esitlik elde edilir:

.6, 071 " [y, 67, 071 2 [etg, 7t 0
e 0,y e 0T T = [0y e
328 [v,0 e, €] 510 [v,0 et e = [y, 67, €]

A e A

yani (3.19) dogrulanmis olur.

Benzer sekilde, (3.20) ifadesi (3.19) ifadesinden su sekilde elde edilir:

7, 78,6 = [y, 6,677 = [y,6,6 1y 1]
=[v,6,67]

3.19

= [v,0,€.

Simdi (3.20) ifadesini kullanarak

(3.16) _ _1 (3.20) _ _ _
[, 0,6 ="y 6, T =T Iy AT

O 1y 15,6 “E [y 8 e, o] =[5, 6,y M0)

e R e = e

(3:20) [5 1 5_ ] (3.16) [5 51 ]_1 (3.10) [55_16’7_1’5_16]

- [e,v-l,a—le} @’ [6—1,7—1,5-1 | e e e
=l R ey T 7 5

e e e U e R (R N
Lot =0 S e e

yani (3.17), ve dolayisiyla (3.19) esitligini elde ederiz.
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Ote yandan, (3.17) ve (3.19) ifadeleri gdz dniine alidiginda,

(3.19)

(3.19) _ _ _
= [Py 176 175] - [’7 17576]

.8 e e e

elde edilir ve boylece (3.16) sonucu elde edilir.
Sonug olarak, bu yedi 6zdesligin hepsi birbirine denktir ve bunlar (3.22) ifadesini saglar.

Sonraki adimda, (3.16) ifadesinden su sonug elde edilir:

(7,6, ¢] 27 [y, 5,7 2 (7726, e, 4]

L e )
S 5y 0671
(3.28)
= [0y, 6907
G1) o
= [07%7,¢€
(3.16) _
= [57 PY? 6] 17
ve ardindan (3.19) ifadesinden su sonug elde edilir:
(7.6, = [r.€.67 2 [e. 7,67
(327) [77 671’ 671]
(G27) re21 1 11-1 (3.29)
Dt
(3.17)
="[0,61].
Boylece (3.28) ve (3.29) ifadelerinden (3.21) sonucunu elde ederiz.
Simdi (3.13) ifadesini ele alalim; bu ifade su sekilde yazilabilir:
S(v[y. 8,€e]7h) = (67)[8, 7. ¢]-
Bu esitligi (3.21) kullanarak yeniden diizenlersek, su ifadeyi elde ederiz:
S(y[v: 8, )™ = (07) [, 6,7,
bu da su anlama gelir:
[/77 57 [/77 57 6}71] = 1'
Dolayisiyla [25, Lemma 4.1] ifadesinden su sonucu ¢ikaririz:
1,6, [7, 0, €] = 1. (3.30)
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Simdia := [v,9, €] ve H := (7, 9, €) olarak tanimlayalim; (3.14) ifadesine gore [a, 7] =
1 elde edilir. Ayrica [25, Lemma VII.2.2] sonucundan R, ., ifadesinin M iizerinde bir

otomorfizma oldugu sonucuna da varabiliriz.

Sonra S := {s € H | [s,a,v] = 1} olarak tanimlansin, burada

[s,a,7] =1 = (sa)y = s(av)

olur. Bunun ardindan, birlesiklik¢i tanimindan su sonug ¢ikar:

(la)y = (1(a7))[1,a,7] == ay = (a7)[1,a,7]
= [l,a,7] =1

= 1c8.

Ayrica, herhangi bir s € S igin,

—~

[s,0,9] =1 = [s,a,7] ' =15 [s

La]=1= stecs.

Sonra s1, s € S olsun, yani [s1,a,7] = 1 ve [s2,a,7] = 1. Ru~(s) = ((sa)y)(ay)™

oldugunu hatirlarsak,
[s.a,7] =1 == Rap(s) = (s(an))(a)) ™ =s
Yani, s € S olmak, R, (s) = s olmakla esdegerdir. Bu yiizden
R (81) = s1, R~ (82) = 52,
ve dolayisiyla
Ro(5152) = Roq(51)Ray(S2) = 5152 == 5150 € S.

Sonug olarak, S kiimesi H 'nin bir alt dongtisiidiir.

Sonra (3.30) ve [a,7y] = 1’den birlesiklik¢i a := [, d, €| ’nin ~ ile degismeli oldugu
gorilir. Boylece, herhangi bir s € S igin [a,v,s] = 1, [v,a,s] = 1 ve [y,s,a] =1
olur. Ozellikle s = v igin [y, a, s] = 1 ifadesinden
[v.an]=1 == y€S.
Ayrica, (3.30) ve (3.21)’den su sonug ¢ikar:
3.21)

[v,6,a] =1 == [§,a,7]=1=4d€S.
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Tekrar, (3.30)’e gore [¢, 7, [¢,7, 6]] = 1 oldugundan,

(3.16)

[67’776] - [6_17775]

162D

([, 0, e7) 7 = 1,0, = a.
Boylece,

e, v,a] =1 % [1,e,a] L =1 =

[7,6,&]:1 (—:> [670,7/}/]:1 ES EES

Sonug olarak, S kiimesi H 'nin iireteglerini i¢erir ve bundan S = H sonucu ¢ikar. Bagka
bir deyisle, her h € H i¢in

[h,a,7] =1
dogrudur.

Arglimanin simetrikligi nedeniyle, 6zellik (3.14) ayni1 zamanda « agisindan J ve € igin
de gecerlidir. Boylece
[h,a,0] =1

Ve

[h,a,e] =1

her h € H i¢in saglanir. Buna gore, (3.16) ve (3.21)’den
l[a,v,h] =1

ve
[v:h,a] =1

denkligi elde edilir. Bu denklemler, a’nin ~y ve herhangi bir h € H ile iliskili olarak
sol, sag ve orta ¢ekirdek eleman1 gibi davrandigini gosterir. Ayrica, benzer sonucun ~y
yerine 0 veya € konmasi durumunda da gegerli oldugunu belirtelim. Yani herhangi bir
hy € H ve herhangi bir treteg g € {7, d, €} i¢in, a’nin birlesiklik¢i igindeki konumun-
dan bagimsiz olarak,

[h1,a,9] =1

denkligi saglanir.

Ote yandan, (3.3) ve (3.4)’ten, her hy, hy € H icin
[h’lv a, h?] =1
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denkligi ¢ikar. Sonug olarak, (3.16) ve (3.21)’den a € N(H) oldugu sonucuna varilir.

Simdi, a’nin H’deki herhangi bir eleman ile degismeli oldugunu gosterecegiz. Bunun
i¢in,
P:={peH|[p,a] =1},

Ve

F={feH|fPCP}

olarak tanimlayalim; burada f P ile

{fplpe P}

kiimesi kastedilmektedir. [25, Lemma 3.4]’a gore F, H’nin bir alt donglistidiir ve
dolayisiyla her v € F igin yP C P gecerlidir. Ote yandan, herhangi bir p € P i¢in
[p, a] = 1 oldugundan, [yp, a] = 1 oldugunu gostermek yeterlidir.

Simdi, [25, Lemma VII 2.2] vasitasiyla

bir es-otomorfizma olup, eslik¢isi a3 tiir. Dolayisiyla,
T, (uv)a™® = T,(u)(Ty(v)a™?)

ve bundan,
T.(p) = a”'(pa) = a”'(ap) = p

her p € P igin gegerlidir. Boylece (3.22)’den [, p, a3] = 1 oldugu gériiliir ve
7 T(y) =77 (@ (va)) = v (@ ay) = 7 (e )y) = L
Buradan 7, () = 7 sonucuna varilir. Buna gore,
Tu(yp)a™* = To(7)(Ta(p)a™) = y(pa?) = (yp)a”
= Tu(w) = = weP = yek

Sonra, (3.14) ve (3.21)’den § ve €’in de F’de oldugu ¢ikar, yani F' = H olur. Boylece,
her h € H i¢in
[h,a] =1

gecerlidir.
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Sonra sunu not edelim ki
[v,a,h] = [0,a,h] = [€,a,h] = [a,h] =1,

ve her hy, hy € H i¢in
[hh a, h2] =1

denkligi saglanir. Bundan dolay1, a € N(H) ve dolayisiyla a € C(H) olmasi, a’nin
Z(H)’de oldugunu gosterir.

Simdi, ¢ ile eslikgisi €3 olan bir es-otomorfizma 7. tanimlansin. [25]’den su sonug

cikar:
T.(y) = sls, €. (3.31)

Boylece,

ve ayrica

Buna gore,

[q))

| I
3
—~ /\3 —~

=2

Te(70) = (Te(V)(T(8)e 7)€’ ()¢ e Te(y), T(0)e™?, €]

2
i

=

O)[Te(7), T (5)6_37 63]

|
3
~
S

[ e, e e, €

(321)

>

~—_— — — ~— ~— ~— ~— —

~
3

063, 7, €7

5

(3.16)

~

-~
/-\/\/-\/\/—\Sr\/—\vvv
~

>

(€671, 7, €%

0

(3.21)

=~
>,

[y, 2671, €87

(3.18)

3
)

=)
=7
\'m

9
|

(321)

~
>,

(07,7, €%

(3.16)

=
~
[=%)

0,7, €7
[, 6, €]

[y, 0, 6]3.

-2

(3.21)

=
~
>

)
~
/\/\A/\a/-\/\/-\vv

\_/\_/\_/8_/\/\_/\_/\_/
~

(3.22)

3
)

3
(%)

Boylece,

(70)[v0, €] = Te(v8) = Te(7)T.(0) [, 0, ¢]?
= ((v6)[v0, €]) [, 0,€] > = Te(7)Te(6).
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Ote yandan, [, d, €] € Z(H) oldugundan,

(¥0)([v0, ][y, 6, €] ) = Te(7)Te(6)

ve bundan dolay1,

(v0)([v8, €[y, 6, €] ) = (v8) " (V(3(Ti([, €] [0, €])))

= (70) 7 (v (Ts ([, eD)L6, D) v, 6, To ([, el)[0, el 7.

Bu denklemin sag tarafinda,

by, 8, Ts([y, )6, €)™ °= [, 6, (Ts([y, )[6, €])6] "

= [7,6,8(Ts ([, )18, )] !

= 7.6, (0T5([v, ))) [0, ] !

5, (857 ([, €)0)))[0. el ™!
5, [y, €[, )] !
6,70y, €016, ] 7!
O, LT, <6>r1

'=1
Boylece, (3.23)’ii su sekilde sonuglandiririz:

[0, €l[y, 6, €] 7> = Ts([v. €])[6, €] = [, ell[7, €], 6116, €]
= [v0,¢] = [v.€l[[7. €], ][, €][v. 6, €]
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4. BIRLESMELI OLMAYAN YAPILARIN
GENISLEMELERI

4.1. 2. Siniftan Merkezi Nilpotent Moufang Dongiileri

Bu alt boliimiin amaci, Moufang dongiilerinin birlesme 6zelligine ne kadar yakin oldu-
guna dair bir sezgi kazandirmaktir. Ayrica, ikinci sinifa ait merkezi nilpotent Moufang
dongiilerinin yapisal 6zellikleri, merkezi genislemeler ve kod dongiileri ile yakindan
iliskilidir.

Tamim: Bir £ dongiisii verilsin, agagidaki

(1} = Zo(L) < Zi(L) < ... < Zo(L)

alt dongiiler zinciri,
Zi1 (L)) Zi(L) = Z(L]Z;(L))
kosulunu sagliyorsa, buna £ nin iist merkezi serisi denir.

Bir £ dongiist, Z,, (L) = L ve Z,,_1(L) # L kosullarini sagliyorsa, merkezi nilpotent

ve siifl n olarak adlandirilir.

Ozellikle, bir £ dongiisii, Z»(L) = L ve Z1(L) # L ise, siifi 2 olan merkezi nilpotent
olarak adlandirilir; burada Z(£) = {1} oldugundan

Z\(L) = Z\(L) ) 2o(L) = Z(L] Zo(L)) = Z(L)
dir. Ayrica, bu durumda,
L/Z(L) = Z5(L) ] Z:(L) = Z(L] Z1 (L)) = Z(L]Z(L)),

yani, £/Z(L) bir degismeli gruptur.

Sinift 2 olan merkezi nilpotent bir Moufang dongiisii £’de, £’ merkezi tiiretilmis alt
dongiisii merkezin i¢inde yer alir, bkz. [9]. Bu, boyle bir dongii i¢in tiim komditatorlerin
ve birlesiklik¢ilerin merkezi oldugu anlamina gelir. Buna bagli olarak, komiitatorler ve
birlesiklik¢iler i¢in £/Z(L)’den Z(L)’ye iyi taniml1 fonksiyonlar yazilabilir. Gergek-

ten de, herhangi =, y, z € L i¢in, komiitator [z, y| sadece ©Z (L) ve yZ (L) kosetlerine
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baglidir. Bazi 21,2, € Z(L) i¢in ' = 2z, ve ¥ = yzo olarak tanimlarsak, sunu

goruriz:

Boylece, C' := L/Z(L) igin,
X:CxC—=2Z,  x(cd) =0

Ve

a:CxCxC— Z, alc,d,e) :=[v,0,€

her ikisi de iyi tanimlidir, bkz. 6rnegin [9].

Bir 2. smiftan merkezi nilpotent Moufang dongiisliniin soyutlamasi olarak, bundan

sonra £’ nin sabit bir merkezi alt grup Z igeren ve C' := £/ Z’nin degismeli grup oldugu

bir Moufang dongiisii oldugunu varsayacagiz.

Yukaridaki y ve « doniistimlerinin temel 6zelliklerine iliskin asagidaki sonug [9]’te

verilmistir.

Teorem 4.1: Her ¢, d, e, f € C, ve hern € Z igin,

x(ec) =1,
x(e,d) = x(d, e)™",
x(c",d) = x(c,d)",
x(cd, e) = x(c,e)x(d, e)ale, d,e)’,
ale,d,d) = a(d,c,d) = a(d,d,c) =1,
a(e,d,e) = a(d,c,e)™ = a(d,e,c),
a(c",d,e) = alc,d,e)",
alcdye, [) = alce, fla(d,e, f)

esitlikleri saglanir.
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Ispat.ilk dzdeslik olan (4.1),

x(e,e) = Al = () () =1

gbzleminden dogrudan ¢ikar. (4.2) i¢in ise,

x(d,c) = [6,7] = (70)"(7)
= x(d,e)" =[6,7]"" = ((40) "1 (67)) " = (67) ' (76) = x(¢, d)

oldugunu gérmek yeterlidir. Sonra, (4.3) i¢in de
[, 0] =7710"198 ve 0790 =1ly,0].

oldugunu not ederek, [25, Lemma 5.1] ve vd = (0)][7, d] ifadelerini kullaniriz.
Boylece,

V8] =071 = (6710)"  veya y"[y", 4] = (v[y,4])"
her n € Z i¢in gegerlidir. Son olarak,

YY", 8] = (Y[, )™ = (670" = \5’%(5 e TR R 1 B 5’1'@ =~"[y,0]™.

n defa

Boylece,
h/n’ 5] = [’77 5]71
veya esdeger olarak,

X(Cn7 d) = X(Cv d)n

buluruz. Bir sonraki asamada (4.4)’ii ele alalim. (3.23)’ten

[v0, €] = [, €]l €], 8][0, €] [, b, €],

ve buradan da, £ merkezde oldugundan,

[y,€],0] =1
oldugu goriiliir.

Simdi (4.6) ile devam edelim. Oncelikle, o’'nin tanimindan

[v,6, €] = [6,7, €] = [, €,]
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olup, [25, Lemma 5.4 & Lemma 5.5]’ten de su ifadeleri biliyoruz:
[, 0] =y, d,e],
[v,0,¢e] = [v9,€,8] ",
. 0.l = [v,0,e],
[, 0, =[v,€.67"].
Buna gore,
.0, =0 6,d ™ =[r1d,€,4],
=076 0 =10y e0] 7
=07 e = 16,77,
ve
[, 0, = [1,6,67"] = [e,7,67'] 7,
=[e,6,7]7" = 15,¢,7].
Boylece (4.6) elde edilir.

(4.5) icin,
alc,d,d) = [v,9, 4],

burada ~,d € L sirastyla ¢, d € C’nin 6n goriintiileridir. Ote yandan, (3.5) géz oniine
alindiginda, £ bir Moufang dongiisii oldugundan di-birlesmelidir. Bagka bir deyisle,
L’nin iki eleman tarafindan tiretilen herhangi bir alt dongiisii birlegsmelidir. Buna baglh
olarak, ¢ tarafindan iiretilen alt dongii birlesmelidir. Benzer sekilde, J ve v tarafindan

tiretilen alt dongii de birlesmelidir. Sonug olarak,

+(86) = (79)S.

Boylece,
ale,d,d) = 1.

Kalan
a(d,c,d) = a(d,d,c) =1

esitliklerini ise (4.6)’dan ¢ikaririz.
(4.7) 6zdesligi de hemen gosterilebilir. (3.22)’den
V", 0, €] = [7,0,¢€" (4.9)
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olup, buna bagli olarak (4.7) 6zdesligi (4.9)’den gelir.

Son olarak, (4.8)’1 inceleyelim. a tanimindan

olmak iizere,
(v0)(ep) = (v(d(ep)))axle, d, ef),
ve dolayistyla
alcd,e, f) = (10)(e)) " (W) (ep))ale, d, e f)"lale, d. e)a(c, de, fa(d,e, f)
= alc,d,ef) tale, d, e)alc, de, fald,e, f).

(4.10)
Boylece,
alcd, e, f) = alc, d, e)alc, de, fal(d, e, f)a(c,d,ef) ™ (4.11)
denkligi elde edilir. Buradan da
a(de, f,¢) = ald, e, f)a(d, ef, c)ale, f,c)a(d, e, fc) ! (4.12)

sonucu ¢ikar.
(4.11) ifadesindeki ikinci terimde (4.10) kullanip, (4.6) ile yer degistirdigimizde,

a(ed,e, f) = a(e,d, e)a(de, f,c)a(d, e, flale,d, ef) ™
= a(e,d,e)a(d, e, fa(d, ef, c)a(e, f,c)
a(d,e, fe)"'a(d,e, flalc,d,ef)™
ale,d,e)a(d, e, f)*a(d,ef, c)ale, e, flale, d, fo)a(d,ef,c) ™
ale,d,e)a(d, e, f)2alc,e, flalef, e, d).

Bu son 6zdesligi, (4.11) igindeki a(c, de, f) ve a(c,d,ef)! ifadelerine uyguladigi-
mizda ise
alc,de, f) = alde, f,c)
alde, f,e)a(d, e, fla(d, f,c)ale, f,c)?
alcd,e, f)ra(d, e, fla(e,d, fla(c,e, f)?

61



Ve

aled,ef)™

alef,d, c
ec,d, f)ale, f,d)a(e,d,c)a(f,d,c)?

(%

( )

( )
afce, f,d)” loz(d e, fla(e,d, e)ral(e,d, f)?
alcd, f.e) " ale,e, f)" ale, f.d) " ale, f,d) 7
a(d,e, flale,d,e) a(c, d, f)~2

= alcd, e, flale,e, f) " ale,d, fale, f,d)ale, f,d)
ale,d,e) tale,d, f) 2

= alcd,e, fla(e,e, f)  ale, f,d) " ale,d, ) Fale,d, f)

= alcd, e, fla(e,e, f)~ ald e, f) " ale,d,e) " ale,d, f)™

elde ederiz.

Bitirirken, son iki ifadeyi (4.11) i¢ine yerlestirdigimizde,

aled,e, f) = ale,d,e)alc,de, f)a(d,e, fla(e,d,ef)™"
= alc,d,e)alcd, e, f) tald, e, fale, d, fa(c e, f)*a(d, e, f)
alcd, e, fla(e e, f) tald, e, f) tale, d, e) tale,d, f)™
= a(c,e, fald,e, f)

olup, bu da ispat1 tamamlar.

X ve a’nin ek 6zellikleri asagida verilmistir, bkz. [9].
Onerme 4.1: ¢,d,e € C olsun ve ¢* = d™ = " = 1 kosullar1 saglansin. O halde

X (¢, d)’nin mertebesi ged(k, m)’yi, a(c, d, €) nin mertebesi ise ged(k, m,n)’yi boler.
Ispat.(4.3) ve (4.7)’den hemen su sonuglar ¢ikar:

X(C’ d)k = X(Ck>d) = X(Ld) =1 =

x(e,d)™ = x(d, )™ = x(d",¢c) = x(1,¢) = 1
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komiitatorler igin, ve

ale,d,e)’ = a(c*,d,e) = a(l,de) =1 =

ale,d,e)™ = ald,e,c)™ = a(d™,e,c) =a(l,e,c) =1 =

ale,d,e)” = a(d,e,c)" = ale,c,d)” = ale",c,d) = a(l,c,d) =1
birlesiklikgiler i¢in gecerlidir. [
Bu alt boliimiin son sonucu da [9]’ten alinmustir.
Onerme 4.2: £ smifi 2 olan merkezi nilpotent bir Moufang dongiisii olsun. O halde,

L*nin kuvveti 6’y1 boler. Ozel olarak, p > 3 i¢in £’de mertebesi p’nin bir kuvvetine

esit olan elemanlarin kiimesi olan £, gruptur.

Ispat.Oncelikle, (4.8)’den birlesiklikgilerin degismeli oldugunu not edelim. Béylece,
L*, tim ¢, d, e € C igin (¢, d, e) tarafindan tiretilen degismeli bir gruptur. Buna gore,

tim ¢, d, e € C igin a(c,d, €)® = 1 oldugunu gostermek yeterlidir.
Bunun igin, (4.4)’ten
x(c,e)x(d, e)alc, d,e)* = x(cd, e) = x(de,e) = x(d, e)x(c, e)a(d, c,¢)’,
oldugunu hatirladiktan sonra, dnermenin iddiasi (4.6) vasitasiyla,
alc,d,e)® = a(d,c,e)® = a(c,d, e)® = a(c,d,e)® =1

olmasindan elde edilir. O

4.2. iki Kat Cift Kodlarin Kod Déngiileri

Son olarak, kod dongiilerine geri donerek belirtelim ki bunlar 6zel bir Moufang dongii

ailesi olustururlar.
C bir iki kath ¢ift kod ve ¢ : C' x C' — 5 de bir faktdr kiimesi olsun. Bu durumda,
Fy x C'iizerinde su islemi tanimlayalim:

(aa x)(bv y) = (CL +b+ @(xﬂl/)’x + y)

Daha once de isaret edildigi gibi (C, ) := Fy x C yukaridaki islem altinda bir dongii
yapisina sahiptir. Bu dongiiniin bir Moufang dongiisii oldugunu iddia eden, ve bu alt

boliimiin ana sonucu olan asagidaki 6nerme [3, Prop. 9]’te verilmistir.
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Onerme 4.3: Bir kod déngiisii bir Moufang déngiisiidiir.

Ispat.(a, ), (b,y), (c,2) € Fy x C igin, Moufang 6zdeslikleri géz 6niine alindiginda,
((a,z) o (b,y)) o (¢, 2) o (a,2)) = ((a,2) o ((b,y) © (¢,2))) © (a,2) ==
(a+b+p(z,y),r+y)o(cta+p(z,x),z+x) =

((a,z)o (b+c+@(y,2),y + 2)) o (a,z) ==
(a+b+o(x,y)+ctatpz,r)+plr+yz+r),r+y+z+x)=

(a+b+c+o(y,2) +elz,y+2),xr+y+2)o(a,z) =
(b+c+o(r,y) +o(zz)+plr+y,z2+2),y+2) =

(a+a+b+c+oy2)+eE,y+z2)+elr+y+z,2),c+r+y+z2) =
b+c+plz,y) +o(z,z) + ez +y,z+2),y+2) =
(

b+c+o(y,2)+olz,y+z2)+elx+y+zz),y+ 2).

Boylece, F; x C’nin bir Moufang dongiistidiir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
oz, y) +o(z,x)+o(r+y,z+x)=py 2)+e@y+2)+elx+y+zr)
esitliginin saglanmasidir.

Simdi faktor kiimesi  : C'x C' — Fy’nin bu 6zdesligi sagladigini gosterecegiz. Bunun

icin, (2.7)’de z := z + x olarak alirsak,

oz y)+elz+y,z+z)+ ey, z+z)+pr,c+y+2)=wxnyn(z+2)),
yani

plry) +olx+yz+z)=py,z+2)+e(@z+y+z)tw@nyn(z+z2)
buluruz.

Boylece,

o, y) +o(z,7) +o(x+y,z+x) =

o(z,x) + oy, z+z)+ o, c+y+z)+wnyn (z+2)),
ve buradan da
oz, y) +olx+y,z+2)=9(z,z) + oy, 2 +2) +p(x+y+20)+

%w(xﬁy)—F%’UJ(LUQZ)+w($ﬂymZ)+w(:€myﬂ($+Z>>
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sonucunu ¢ikaririz. Simdi, (2.7)’de y <+ z yer degistirmesi ile,

o(x,2)+ plz+ 2,9) + p(z,y) + e(z,y + 2) =w(z Ny N 2),
ve (2.6)’yi iki kere uygulayarak,

o(z,x) + %w(m Nz)+p(y,z+2) + %w(y N(x+2)+e(z,y) + e, y+2) =

wxNyNz) =
p(z0) +oly, v +2) =

w(z Ny N 2)+ gu(en )+ su (@ +2)) + () + ey + 2)

elde edilir.

Sonug olarak,

o(x,y) +o(z,2) + o +y,z+x)=

w(xNyNz)+ %w(x Nz)+ %w(yﬂ (x+2)+o(z,y) +o(z,y + 2)+

1 1
plz+y+z2z)+ §w($ Ny) + §w(ﬂ7 Nz)+

wxNyNz)+wxnNnynN(z+2)) =

1 1
w(xNyNz)+ §w(xﬂz) + §w(yﬂa:)+

1 1
SWN2) +wENynz) +ey,2) + gulyNe)+

gp(a:,y+z)+go(x+y+z,x)—|—%w(xﬂy)+

%w(azﬂz)~|—w(xﬂyﬂz)+w(xﬂyﬂz):

dw(zNyNz)+w(lyNz)+wlxnz)+
w(zNy)+ey,z) + ol y+2)+ol@+y+zr)=

oy, 2) +o(z,y+2) +plr+y+z2m1).

Simdi somut bir kod dongiisii izerinde Moufang dongii yapisini inceleyelim.

Ornek 9: Asagidaki
(

100000001000111000111000

C' == span ¢ 100000000100101000010111

011011000001111011111111
\
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Ve

@ZCXC%FQ

faktor kiimesi, tabloyla verilmistir:

Ug Uy Up U3 Ug Us Ug U
uw| 0O 0 0 0 0 0 0 O
w0 0 O 0 1 1 1 1
uwp| 0O 0 0 0 1 1 1 1
us | 0 0 O O I 1 1 1
uy| 0O O O O O O 0 O
us| 0O 0 1 1 1 1 0 O
w| O 1 0 1 1 0 1 0
uy| O 1 1 0 1T 0 0 1
burada
ug = 000000000000000000000000,
uy; = 100000001000111000111000,
uy = 100000000100101000010111,
uz = 011011000001111011111111,
ug = 000000001100010000101111,
us = 111011001001000011000111,
ug = 111011000101010011101000,
uy = 011011001101101011010000
olup,

((0,u) 0 (1, us)) o (1, u1) 0 (0, ua)) = ((0,us) 0 (1, u5) © (1,u1))) 0 (0, ua)

esitligini Moufang 6zdesliklerine bir 6rnek olarak gozlemleyebiliriz

Boyle yapilar aslinda Parker déngiisii olarak bilinen bir yapidan esinlenilmis, ancak
ayrintilar1 yaygin olarak paylasilmamustir [3]. Bu 6zel dongii, [, cismi {izerinde sonlu

boyutlu bir vektdr uzay1 V’nin bir Parker fonksiyonu

p:VxV =T,
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ile genislemesi olarak tanitilmistir. Bu ingaada kullanilan Parker fonksiyonunun

p(z,z) = [z NI,

plzy) +ply,x) = Y |(iz+jy)n 2|,

i,j€Fg

pla,y) +p(x +y.2) +ply, 2) +pley +2) = > |(iz+jy+kz)N 7|,
,7,kEFg

kosullarina tabi oldugu farz edilir; burada 2 C V' \ {0} bir alt kiimedir. Boylece,

yukaridaki gibi tanimlanan (V, p) := Fy x V dongiisiine Parker dongiisii denir.

Parker dongiisii ile kod dongiileri arasindaki iliski, asagidaki sonugta ortaya konmustur,
bkz. [3, Teorem 14].
Teorem 4.2: Eger sonlu boyutlu bir I, vektor uzay1 V', Parker kosulunu saglarsa; yani
4-boyutlu her U C V altuzayi i¢in

> plx) =0

zelU
olursa, Parker dongisii (V,p) = Fy x V bir kod dongiisiidiir. Baska bir ifadeyle, bu
durumda, bir iki kat ¢ift kod W ve buna bagh bir faktor kiimesi ¢ : W x W — Fs i¢in

FQ XV = (V,p) = (VV,(Q) = IFQ x W
dir. Tersine, her kod dongiisii bir Parker dongiisiidiir ve faktdr kiimesi Parker kosulunu
saglar.

Bir £ dongiisii verildiginde, eger bir iki kath ¢ift kod V' iizerine taniml bir faktor
kiimesi ¢ : V x V — Fyi¢in L = (V, ) ise, L bir kod tarafindan saglanmus olarak
adlandirilir, [3, Def. 12].

Son olarak belirtmek gerekir ki, verilen bir dongii i¢in ona karsilik gelen (izomorf ol-

mayan) birden fazla kod olabilir.

Gergekten de, [3]’de belirtildigi gibi, bir Parker dongiisii (V, p) verildiginde, ona karsi-
lik gelen cift katli kod C' C Z2(2) olsun. Ayrica, |I'| = 0 (mod 8) olacak sekilde I'
adli bir kiime ve I' N Q0 = ) olsun. Ayrica, f : C — IF, sifir olmayan dogrusal bir

fonksiyon olsun ve
C'Cc2QuUl)={z+ f(x)l'|z e C}
olarak tanimlansin. Bu durumda, C” de (V, p)’yi saglar ancak C’ 2 C olur.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda, iki katl ¢ift kodlara dayali olarak tanimlanan kod dongiileri in-
celenmis ve bu yapilarin ¢esitli cebirsel 6zellikleri ele alinmistir. Kod dongiileri, dogru-
sal kodlarin iizerine tanimlanan faktor kiimeleri araciligiyla olusturulan birlesmeli ol-
mayan dongii yapilaridir. Calismada, bu carpim yapisinin Moufang 6zdesligini sagla-

dig1 ve bu sayede ortaya ¢ikan yapinin bir Moufang dongiisii olusturdugu gosterilmistir.

Ayrica, ayni iki kath ¢ift koddan tiireyebilecek farkli faktor kiimelerinin olugturdugu
dongiilerin izomorf oldugu ve bu durumun kohomolojik bir agiklamaya sahip oldugu
gozlemlenmistir. Dongililerin merkezleri, birlesiklikg¢ileri, i¢ doniisiim gruplar1 gibi
yapisal bilesenleri de incelenmis ve bunlarin belirli siniflara dahil edilebilecegi belir-
tilmistir. Ozellikle ikinci smif merkezi nilpotent Moufang déngiilerinin bu gergevede

onemli bir rol oynadig1 degerlendirilmistir.

Kod dongiilerinin, Parker dongiileriyle olan iliskisi de ayrica ele alinmistir. Parker
kosulunu saglayan vektor uzaylarinin olusturdugu dongiilerin, bir kod dongiisti ile izo-
morf oldugu ve tersine her kod dongiisiiniin de bir Parker dongiisii oldugu bilinmektedir.
Bu iligkinin tez kapsaminda goz 6niinde bulundurulmasi, kodlarin cebirsel yapilarin

ingasindaki yerini netlestirmeye yardimci olmustur.

Aslinda, verilen bir dongiiyii saglayan (iki kath ¢ift) kodlarn siniflandirilmasi [13]’te
acik bir soru olarak belirtilmistir; bu da gelecekteki arastirmalar i¢in potansiyel bir

calisma alan1 olarak not edilmistir.

Tez kapsaminda incelenen kod dongiileri dogrudan uygulamaya yonelik olarak ele alin-
mamis olsa da, bu yapilarin sahip oldugu birlesmeli olmayan ve diizenli 6zellikler, baz1
kriptografik sistemlerin matematiksel temeli agisindan ilgi gekici olabilir. Ozellikle
dogrusal kodlar {izerinden inga edilen bu dongiilerin, cebirsel olarak kontrol edilebilir
olmalari, giivenlik gereksinimlerine cevap verebilecek yapilarin tasariminda potansiyel
olusturabilir. Bu baglamda, ileride yapilacak ¢aligmalarda kod dongiilerinin homomor-
fik sifreleme, kuantum sonras1 kriptografi ya da dogrusal olmayan anahtar degisim pro-
tokolleri gibi alanlarda nasil degerlendirilebilecegi arastirilabilir. Kod dongiilerinin
cebirsel yapilarinin daha sistematik bi¢imde analiz edilmesi, bu tiir uygulamalara katki

saglayabilecek yeni modellerin gelistirilmesine zemin hazirlayabilir.
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