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YUKSEK LISANS TEZi
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KODLAR

Ali SUBATAN

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
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Cebirsel kodlama teorisinde dualini igeren kodlar énemli bir aractir. Ornegin, kuantum hata
diizelten kodlarin ingasinda kullanilan Calderbank-Shor-Steane metodu, dualini igeren lineer
kodlar1 kullanir. Bu tezde bazi sonlu halkalar iizerindeki devirli kodlarin dualini igermesi i¢in
saglamasi gereken kosullar aragtiriimigtir.

Literatiirdeki calismalarin bir derlemesi niteliginde olan ve bes boliime ayrilan bu tez
calismasinin Girig boliimiinde cebirsel kodlama teorisi tanitilmisg, literatiiriin kisa bir 6zeti
verilmis ve bu tezin arastirma alanindan bahsedilmistir. Genel Kisimlar boliimiinde bu
arastirmada kullanimina ihtiya¢ duyulan cebirsel yapilar ve 6zellikleri ile cebirsel kodlama
teorisine iligkin bazi kavramlar ve teoremler verilmistir. Malzeme ve Yontem boliimiinde
bu tez kapsaminda kullanilan halkalar tanitilmig, Bulgular boliimiinde ise gz oniine alinan
halkalar iizerindeki devirli kodlarin dualini icerme kosullart verilmistir. Tezin son boliimii
olan Tartisma ve Sonug¢ boliimiinde ise genel bir degerlendirme yapilmagtir.

Temmuz 2025, 73 sayfa.

Anahtar kelimeler: Halka, lineer kod, dual kod, devirli kod.
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SUMMARY
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In algebraic coding theory, self-orthogonal codes constitute an important tool. For
instance, the Calderbank-Shor-Steane (CSS) method used in the construction of quantum
error-correcting codes relies on linear codes that contain their duals. This thesis investigates
the conditions under which cyclic codes over certain finite rings contain their duals.

This thesis is a compilation of studies in the literature and organized into five chapters. In
the Introduction, algebraic coding theory is introduced, a brief overview of the literature is
presented, and the scope of the research is outlined. The Preliminaries chapter provides the
necessary algebraic structures and their properties, as well as key definitions and theorems
from algebraic coding theory. In the Materials and Methods chapter, the rings employed
in this study are introduced. The Results chapter presents the conditions under which
cyclic codes over the specified rings contain their duals. The final chapter, Discussion and
Conclusion, offers a general assessment of the findings and their implications.

July 2025, 73 pages.
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1. GIRIS

Cebirsel kodlama teorisi, bir iletisim veya bir bilginin depolanma sirasinda verilerin
bozulmasini 6nlemek ya da bozulmus verileri diizeltmek amaciyla kullanilan hata diizeltme
kodlarinin yapisint ve Ozelliklerini cebirsel yoOntemlerle inceleyen bir matematiksel
disiplindir. Bu alan, 6zellikle soyut cebir (6rnegin grup teorisi, halka ve cisim kurami) ile

yakin iligkilidir ve kodlarin ingasinda bu yapilar temel olarak goz oniine alinir.

Cebirsel kodlama teorisinin temel amaci, giivenilir veri iletimini miimkiin kilacak sekilde
veriyi temsil eden kodlarin olusturulmas: ve bu kodlarin hata tespiti ile hata diizeltme
kapasitelerinin matematiksel olarak analiz edilmesidir. Bu cercevede, kodlarin minimum

Hamming uzakliklari, kod oranlar1 ve hata diizeltme sinirlar1 gibi parametreler incelenir.

Modern iletisim sistemleri, veri depolama aygitlart ve dijital haberlesme protokolleri gibi
bircok uygulama alaninda cebirsel kodlar (6rnegin, lineer blok kodlar, devirli kodlar,
Reed-Solomon kodlar, BCH kodlar) yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu nedenle, cebirsel
kodlama teorisi hem teorik matematik hem de miihendislik acisindan stratejik oneme

sahiptir.

Bir ¢ C IF lineer kodunun duali €+ = {v € F? | v-¢ = 0, Vc € €} seklinde tanimlanir. Yani
dual kod, orijinal kodun tiim elemanlariyla i¢ carpimi sifir olan vektorlerden olusur. Dual
kodlarin kodlama teorisinde bircok yonden 6nemi vardir. Ornegin dual kodun boyutu ile
kodun boyutu veya dual kodun minimum uzaklig1 ile kodun parametreleri ilgilidir. Dual
kodlar sendrom kod c¢oziimleme yOnteminin temelini olusturur. Ciinkii alic1 tarafindaki
hata diizeltme islemlerinde, alinan kod kelimesi ile dual kodun olusturdugu parite kontrol
matrisi (parity-check matrix) yardimiyla sendrom hesaplanir ve hata tesbiti ve hatanin
yerinin belirlenmesi i¢in kullanilir. Baz1 6zel kodlar, dual kodlariyla birlikte tanimlanir. Bu
kapsamda iyi bilinen bir 6rnek dualine esit olan yani kendine dual (self dual) kodlardir, bu
kodlar kriptografi ve kuantum hata diizeltme sistemlerinde kullanilir. Diger bir 6rnek duali
ile kesisimi yalnizca sifir vektorii iceren komplementary dual (LCD-linear complementary
dual) kodlardir, bu kodlar yan kanal saldirilarina kars: direngli sistemlerde kullamlir. Ustelik

dual kodlar kodun agirlik dagilimi ile ilgili Gnemli sonuglar verir. Ornegin MacWilliams



esitligi, bu esitlik dual kodun agirlik dagilimi ile kodun agirlik dagilimi arasindaki iligkiyi
tanimlar. Diger yandan kuantum hata diizeltme kodlarinin yapisi klasik kodlarin dualleri
ile iliskisine dayanir. Ornegin Calderbank-Shor-Steane kuantum kod olusturma metodu
dualini igeren klasik lineer kod ciftleri ile kuantum kodlar1 inga etme siirecini ihtiva eder.
Dolayisiyla dualini iceren kodlar yalnizca teorik agidan degil ayn1 zamanda farkli alanlarada

uygulamalarin temelini olusturan yapilardir.

Cebirsel kodlama teorisinde, kodlar genellikle bir cebirsel yap1 (6rnegin cisim veya halka)
tizerinde tanimlanir. Cisimler ve halkalar farkli cebirsel 6zelliklere sahip oldugundan, bu
yapilarin iizerinde tanimlanan kodlarin 6zellikleri de onemli 6l¢iide degisiklik gosterir. Cisim
tizerindeki kodlar lineer cebir araclari ile kolayca incelenirken halka tizerindeki kodlar i¢in
modiil teorisi gerekir. Cisim iizerinde uzaklik kavrami standarttir ancak halkalarda alternatif
uzaklik ve agirlik tanimlar vardir. Halka tizerindeki kodlar genellikle daha fazla cesitlilik ve

esneklik sunar.

Bu tez galismasi literatiirdeki farkli cebirsel yapilar tizerinde dualini igeren kodlarin bir
derlemesidir. Bu ¢alisma icin literatiirden bes farkli cebirsel yapr géz 6niine alinmis ve bu
cebirsel yapilar iizerinde dualini igeren kodlarin sagladigi kosullar arastirilmistir. Bu tez
calismasinin Genel Kisimlar boliimiinde grup, halka, cisim, polinom halkasi, vektor uzayi
ve modiil gibi baz1 cebirsel yapilar tanitilmis, ardindan kodlama teorisiyle ilgili bazi temel
tanimlar ve onemli teoremler verilmistir. Cisim iizerindeki lineer kodlar ile halka {izerindeki
lineer kodlar ayr alt bagliklar altinda incelenmistir. Malzeme ve Yontem kisminda 6ncelikle
dongiisel kosetler tanitilmis daha sonra sirastyla Fy +vIF, (v2 = v) halkasinin, F,+ulF), (u? =
1) halkasinin, Fom 4+ ulFom (4> = 0) halkasinin ve son olarak Fom + ulFom - - - 4 1K Fom (uF+1 =
0) halkasinin cebirsel yapilari incelenmistir. Bulgular kisminda ilk olarak dongiisel kosetler
yardimiyla [, ilizerinde daha sonra I, + v, halkasi iizerinde, IF), 4+ ulF, halkas: lizerinde,
Fom +ulFm halkast iizerinde ve son olarak Fom + ulFom + - - - +ufFam halkasi iizerindeki devirli
kodlarin dualini icermesi i¢in saglamasi gereken kosullar verilmistir. Tartisma ve Sonug
boliimiinde, arastirmanin bulgularinin degerlendirilmesi, calismanin sinirhiliklari, katkilar

ve gelecekte yapilabilecek arastirmalar gibi unsurlar ele alinmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. CEBIRSEL YAPILAR VE OZELLIKLERI

Cebirsel kodlama teorisinde cebirsel yapilar, 6zellikle sonlu cisimler (Galois cisimleri),
halkalar ve vektor uzaylari, kodlarin tamimlanmasi, analizi ve ¢oziilmesi acisindan temel
bir rol oynamaktadir. Bu yapilar sayesinde hata diizeltme ve tespit etme yeteneklerine
sahip kodlar sistematik ve yapisal bir bi¢cimde gelistirilebilir. Bu cebirsel yapilarin
kullanimi, yalmizca kodlarin etkinligini artirmakla kalmaz, ayn1 zamanda kodlama ve ¢6zme
algoritmalarinin hesaplama agisindan verimli bir sekilde tasarlanmasina da olanak tanir.
Dolayisiyla, cebirsel yapilar cebirsel kodlama teorisinin kuramsal temelini olusturmakla
birlikte, bilgi iletiminin giivenilirligini artirmak adina pratik uygulamalarda da vazgecilmez

bir yere sahiptir.

Bu boliimde bu tez calismasinda kullanilan cebirsel yapilardan ve bu cebirsel yapilarin
ozelliklerinden bahsedilmis, baz1 temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Bu kisim i¢in Wan
[1], Hungerford [2], Hill [3], Ling ve Xing [4] ve Ding ve dig.[5] kaynaklardan faydalanilarak

hazirlanmustir.

Tamm 2.1.1. Bos olmayan bir 7 kiimesi i¢in 7" X T°den T’ye tanimlanan her fonksiyon,
T kiimesi iizerinde bir ikili islem olarak adlandirilir. ikili islem genellikle * semboliiyle
gosterilir. k,1 € T icin igslem sonucu & * [ olarak yazilir ve bu ifade, (k,) ikilisinin fonksiyon

altindaki goriintiistinii temsil eder; yani x(k,l) = k* 1.

Tamm 2.1.2. Uzerinde en azindan bir tane ikili islem tanimlanmus olan bir T kiimesi cebirsel

yapi olarak adlandirilir ve genellikle (T, %) ile gosterilir.

Tanim 2.1.3. Bos olmayan bir 7" kiimesi iizerinde tanimlanmis *“x*” ikili iglemi

e Her k,l,m € T i¢in (k1) xm = k* (I xm) (birlesme ozelligi),

* Her k € T icin kxe = e x k = k olacak sekilde en az bir e € T vardir (birim eleman

ozelligi),



e Her k € T icin ks k! = k! x k = e olacak sekilde tek tiirlii belirli bir k~! € T vardir

(ters eleman ozelligi)

kosullarini saglaniyorsa (7, x) cebirsel yapisina bir grup denir.

Tanmm 2.1.4. (7,x) cebirsel yapisi bir grup olsun. Her k,/ € T igin k[ = [ x k oluyorsa
(G, *) cebirsel yapisina bir komiitatif (degismeli) grup denir.

Tanmm 2.1.5. T kiimesi sonlu sayida eleman iceriyorsa (7, %) grubuna sonlu grup denir.

T’nin eleman sayisina grubun mertebesi denir ve | T | ile gosterilir.

Tanim 2.1.6. T bir grup olsun. Eger A C T ve A kiimesi, 7 de tanimlanan isleme gore bir

grup olusturuyorsa, A’ya 7 ’nin bir alt grubu denir.

Tanim 2.1.7. Bos olmayan bir H kiimesi iizerinde tanimli ikili islemler * ve ~ ile gosterilsin.

O halde her k,l,m/inH in

* (H,x) cebirsel yapisi bir komiitatif grup,
o (k~1)~m=k~ (I ~m) (~ isleminin birlesme 6zelligi),

o kx(Il~m)=(kxl)~ (kxm) ve (I ~m)xk=(Ixk)~ (mxk) (x isleminin ~ iglemi

tizerine dagilma ozelligi)

kosullar1 saglaniyorsa (H, x,~) cebirsel yapisina halka denir. Kolaylik olmast igin (H,*,~)

halkas1 kisaca H ile gosterilir.

Tanmm 2.1.8. Bir (H,*,~) halkasinin * iglemine gore birim elemanina H halkasinin sifirt
denir ve genellikle Oy ile gosterilir. H halkasimin ~ ikili iglemine gore birim elemamn
varsa bu elemana H halkasinin ¢arpimsal birimi veya halkanin birimi denir ve genellikle
1y ile gosterilir. Carpimsal birimi olan halkalara birimli halka denir. Ayrica, H halkasinin ~
islemi her k,/ € H i¢in k ~ [ = [ ~ k kosulunu sagliyorsa bu halka komiitatif halka olarak

adlandirilir.

Tanim 2.1.9. Birimli bir A halkasinin birimi 15 # Oy olsun. Bir u € H i¢in uv = vu = 1y

olacak sekilde bir v € H varsa u’ya halkanin aritmetik birimi denir.

Teorem 2.1.10. Bir H halkasinin k,l,m € H elemanlart icin asagidaki ifadeler dogrudur:



) k+m=Il+misek=1,
ii) Oy k =k0y =0y,
iii) —(—k) =k,

(iv) —(k+1)=(—k)+ (1),

vii) H’nin birim elemani varsa tek tiirlii belirlidir,
viii) H birimli halka ise —k = (—1p) k.

Tanimm 2.1.11. Bir H halkasinda, sifirdan farkli & ve [ elemanlan i¢in kIl = Oy esitligi
saglanmyorsa, k ve [ elemanlarina H’ nin sifir bolenleri denir. Eger bir halkada en az bir sifir

bolen bulunuyorsa bu halkaya sifir bolenli halka, sifir béleni yoksa sifir bélensiz halka denir.

Tanimm 2.1.12. Eger bir halka, birim elemana sahip (birimli), komiitatif ve sifir bolen

icermiyorsa, bu halka tamlik bolgesi olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.13. Bir H halkasinin i € H eleman igin h*> = h ise h’ye H halkasiin idempotent

elemani denir.

Tanimm 2.1.14. Bir H halkasinin iki idempotenti &,/ olsun. kIl = [k = Oy ise k ve [’ye

ortogonal idempotent elemanlar denir.

Tamm 2.1.15. Bir A halkasinin bostan farkli bir S alt kiimesi, H icindeki ayni toplama ve

carpma islemleriyle bir halka yapis1 olusturuyorsa, S’ye H halkasinin bir alt halkas1 denir.

Onerme 2.1.16. Bir H halkasimin bostan farkli bir S alt kiimesinin bir alt halka olmast icin

gerek ve yeter kosul (g.y.k.) her k,l € S elemant icink—1 € Sve k-1 € S olmasidir.

Tanim 2.1.17. H bir halka ve 0 # I C H olsun. [ kiimesi

e kleligcink—1l€el,

e heHvekelicinhkel,



kosullarini saghyorsa /, H halkasinin bir sag ideali olarak adlandirilir. Benzer sekilde, k € 1
ve h € H i¢in kh € I saglaniyorsa I, H halkasinin bir sol idealidir. Eger /, hem sag ideal olma

hem de sol ideal olma kosullarini sagliyorsa, I’ya kisaca ideal denir.

Her halkada asagidaki iki 6zel ideal bulunur:

e H’nin kendisi: H,
* Sifir ideali: {0y }.
Bu iki ideale asikar (trivial) idealler denir. H’nin kendisi disinda kalan ideallere ise 6z

(non-trivial) idealler ad1 verilir.

Tamim 2.1.18. Bir H halkasinin iki ideali 7,J olsun. O halde

e [+J={i+j| i€l,jeJ}idealine I ve J idealinin toplam denir.

o [-J={aiby+aby+---+ayb, | ai€l,bjcJ,n€Z,i=1,2,...,n} idealine I ve J

idealinin ¢arpimi denir.

Tanmm 2.1.19. Bir H halkasinin iki ideali [ ile J olsun. I +J = H ise I ve J ideallerine

komaksimal (comaximal) ideal denir.

Bir H halkasinin bir ideali 7 olsun. H’nin k ve [ elemanlar1 arasinda

k=l (modl) & k—-lel

seklinde tanimlanan baginti H iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintis1 H’yi
denklik siniflarina ayirir. H’nin bu bagintiya gére denklik siniflarinin kiimesi H /I seklinde
gosterilir. k € H elemant i¢in k+1 € H/I dir. | € H i¢in [ € k+ I olmast i¢in g.yk. [ =k
(mod I) olmasidir. I =0 i¢cin H/I = H’dir. H/I = {k+1 | k € H} kalan siniflar1 kiimesi

izerinde toplama ve ¢arpma islemleri, sirasiyla,

k+D)+(I+1) = (k+D+T ve (k+1)-(I+1)=(kI)+I @.1)

seklinde tanimlanir.



Teorem 2.1.20. (k+1) ve (I +1) kalan suiflart icin (2.1)’de tamimlanan toplama ve ¢carpma
islemleri (k+1) ve (I1+1) kalan sinifinlarindaki k ve | elemanlarimin ézel seciminden

bagimsizdir. Ustelik H /I, (2.1) de tanimlanan islemlere gire bir halkadir. H /I halkast H 'nin

I’ya gore boliim halkast olarak adlandirilir.

Tanmim 2.1.21. Bir H komiitatif halkasinin bir alt kiimesi A = {a;, a3, ...,a,} olsun.

(A) ={ayr1+ayry+---+ayry | r1,r2,...,rn € H}
idealine H’nin A kiimesi ile iiretilen ideali denir. A = {a} ise (A)’a esas ideal denir ve kisaca
(a) ile gosterilir.

Tamim 2.1.22. Bir H halkasinin bir 6z ideali M olsun. M C J C H kosulunu saglayan her J
ideali i¢in J/ = M veya J = H ise yani H, M’yi iceren bagka bir ideale sahip degilse M’ye bir

maksimal ideal denir.

Tamm 2.1.23. Bir H halkasinin sifir eleman1 Oz olsun. Her k € H i¢cin mk = Oy olacak
sekilde bir m pozitif tam sayis1 varsa bu esitligi saglayan en kiigiik pozitif tam sayiya H nin

karakteristigi denir. Eger bu sekilde bir tam say1 yoksa H nin karakteristigi sifirdir, denir.

Teorem 2.1.24. H birimli bir halka ve birimi 1y olsun. Her m pozitif tam sayist icin mly #
Oy ise H’nin karakteristigi sifirdir. Eger mly = Oy olacak sekilde m tam sayilari varsa bu

tam sayilarin en kiiciigii H 'nin karakteristigidir.

Tamm 2.1.25. Bostan farkli bir K kiimesi iizerinde tanimli, sirasiyla, toplama ve ¢arpma

olarak adlandirilan iki islem + ve - ile gosterilsin. Eger

* (K,+) bir abelyen grup,

* 0, (K,+) grubunun sifir1 olmak iizere K* = K \ {0} kiimesi i¢in (K*,-) bir abelyen
grup,

* Her k,l,m € K icin k(I +m) = kl + km

kosullar1 saglaniyorsa K’ye bir cisim denir.

Teorem 2.1.26. Bir tamlik bolgesinin sifirdan farkli her elemanimin carpmaya gore tersi

varsa bu tamlik bolgesi bir cisimdir.



Tanim 2.1.27. K bir cisim olsun. K’deki elemanlarin sayis1 sonsuz ise K’ye sonsuz cisim

denir. Eger K’deki elemanlarin sayis1 sonlu ise K’ye sonlu cisim veya Galois cismi denir.

Teorem 2.1.28. K bir cisim olsun. O halde her k,l,m € K icin

(i) km=Imvem+#0ise k=1,

(ii) kl=0isek=0yadal =0

saglanir.

Teorem 2.1.29. K bir cisim olsun. O halde sifirdan farkli her k,l € K elemanlari icin

(i) (kH)~'=k
(i) (k)= =k1171,

(iii) (—k)~!=—k!
saglanir.

Bir K cisminin bir k eleman1 ve bir n pozitif tam sayist i¢in n tane k’nin toplami nk ile

gosterilir, yani

nk=k+k+---+k
R e
n tane

seklindedir. Ozel olarak Ok = 0 olarak tamimlanir. Eger n bir pozitif tam say1 ise —n bir

negatif tam sayidir ve (—n)k = —(nk) olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.30. K bir cisim ve m,n tam sayilar olsun. Her k,l € K icin

(i) (m+n)k=mk+nk ve (mn)k=m(nk)
(ii) n(k+1)=nk+nl

(iii) (mk)(nl) = (mn)(kl)

saglanr.



K cisminin bir k eleman1 ve bir n pozitif tam sayisi i¢in k’nin n kez ¢arpimi k" ile gosterilir,

yani

K'=kk...k
N——
n tane

seklindedir. Ozel olarak k # 0 icin k® = e olarak tanimlanir. Ayrica bir n pozitif tam say icin

—n negatif tam sayidir ve k=" = (k~!)" olarak tamimlanir.

Teorem 2.1.31. K bir cisim ve m,n tam sayilar olsun. Her a,b € K icin

(i) ™" =d"a" ve a™ = (a™)" dir; burada a = 0 ise m > 0 ve n > 0 olmalidir.
(ii) (ab)™ = d"b"™ dir, burada a = 0 veya b = 0 ise m > 0 olmalidir.

Teorem 2.1.32. (Binom Teoremi) Bir K cisminin her a,b elemani icin
" i
(a+b)" = Z ( ) a 'y
i=0 \!

saglamir, burada n bir pozitif tam sayidir ve ('Z) = % esitligi n elemandan i tanesinin

seciminin sayisidur.

Onerme 2.1.33. Bir cismin karakteristigi, 1 elemammn kendisiyle kag kez toplandiginda 0
elde edildigini belirler. Eger bu hicbir zaman 0 vermezse, karakteristik 0 kabul edilir. Aksi
halde, en kiiciik pozitif tam sayt olan p icin p-1 = 0 olur ve bu durumda karakteristik p asal

olmak zorundadir.
Lemma 2.1.34. K, karakteristigi bir p asal sayisi olan bir cisim oldun. a,b € K elemanlart
icin

(i) (a+b)’ =aP +bP

(ii) (a—b)P =aP —bP

(iii) ai,ay,...,am € K igin (a1 +az+ -+ +am)? =a +ab +---+al,

saglanir.
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Tanmm 2.1.35. H bir halka ve x bir bilinmeyen olsun. r,, sifirdan farkli olmak tiizere

ro,"1,---,Im € H icin
m .
r(x) =ro+rx—+-rpx" = Zrix’
i=0

seklinde tanimlanan toplama derecesi m olan H iizerinde bir polinom denir ve r(x)
polinomunun derecesi degr(x) = m seklinde gosterilir. ro,ry,...,r, elemanlarma r(x)
polinomunun katsayilar1 ve r,, katsayisina bas katsay1 denir. Eger r,, = 1 ise bu polinom
monik polinom olarak adlandirilir. Ozel olarak r(x) = 0 polinomunun derecesi —oo olarak

tanimlanir. H [x] ile katsayilar1 H’de olan polinomlarin kiimesi gosterilir.

H{x]’de iki polinom

n m
r(x) = Z =ax', s(x)= Z = bix'
i=0 i=0

ve M = max{n,m} olsun. H x| lizerinde toplama ve ¢arpma islemi, sirasiyla,

M ) n+m i )
r(x)+s(x) =) (ai+b)x' ve r(x)s(x)=Y ( Oajbl-_j> x (2.2)

i=0 i=0 \j=

seklinde tanimlanir. H[x] kiimesi (2.2)’de tanimli islemlere gore bir halkadir. H|[x]’e H
tizerindeki tek degigkenli (x’e bagli) polinom halkasi denir. H [x]’in sifirt A’ nin sifir1 olan
Oy dir. Eger H komiitatif bir halka ise H x| de komiitatiftir. ESer H birimli bir halka ise H x|

de birimlidir ve birimi H’nin birimi olan 1z dir.

Teorem 2.1.36. Bir H halkast i¢in r(x),s(x) € H[x| olsun. O halde
deg(r(x)s(x)) < degr(x)+degs(x) ve deg(r(x)-+s(x)) <max{degr(x),degs(x)}

saglamir. Eger H bir tamlik bolgesi ise sifirdan farkli r(x),s(x) € Hx| polinomlari icin
deg(r(x)s(x)) = degr(x) + degs(x) dir.
Teorem 2.1.37. H komiitatif birimli bir halka ve l(x)’in bas katsayisi H’de bir aritmetik

birim olmak iizere k(x),1(x) € H[x| i¢cin

k(x) = q(x)l(x) +r(x), degr(x) <degl(x) veya r(x)=0
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olacak sekilde tek tiirlii belirli q(x) béliim polinomu ve r(x) kalan polinomu vardur.

Sonug 2.1.38. K bir cisim olsun. s(x) # 0 olmak iizere her r(x),s(x) € K[x] polinomuna

Teorem 2.1.37°deki bolme algoritmasi uygulanabilir.

Onerme 2.1.39. (i) D bir tamlik bélgesi ise D[x] bir tamlik bolgesidir.

(ii) K bir cisim ise K[x| bir tamlik bélgesidir.
H komiitatif birimli bir halka olmak tizere
r(x) = ap +arx +ax* + - - + apx”

polinomu H x| te bir polinom ve & € H olsun. r(x) polinomunda x yerine ¢ yazilarak elde
edilen sonu¢ H’nin elemanidir, bu elemana r(x) polinomunun x = o’daki degeri denir ve

r(o) ile gosterilir. r(a) = 0 ise a’ya r(x) polinomunun kokii denir.

Asagidaki teorem bolme algoritmasindan elde edilir.

Teorem 2.1.40. r(x), H|x|’te bir polinom ve a € H olsun. r(x) polinomunun x — o ile

boliimiinden kalan r(co) dir.

Sonug 2.1.41. r(x), H|x] te bir polinom ve & € H olsun. o’nin r(x)’in bir kokii olmas i¢in
g.yk. x— o | r(x) olmasidir.

Teorem 2.1.42. r(x),k(x),l(x) € H[x] ve r(x) # 0 olsun. r(x) | k(x)I(x) ve ebob(r(x),k(x)) =
1 ise o halde r(x) | [(x) 'tir.

Lemma 2.1.43. k(x),l(x) € H[x| olsun. ebob(k(x),l(x)) = 1 ise k(x)m(x) +I(x)n(x) = 1
olacak sekilde m(x),n(x) € Hx] vardur.

Tamim 2.1.44. H bir halka olsun. r(x) € H[x] i¢in r(x) = k(x)l(x) olacak sekilde
degk(x), degl(x) < degr(x) kosulunu saglayan k(x),/(x) € H[x| polinomlari bulunabiliyorsa
r(x) polinomuna indirgenebilir denir. Bir polinom indirgenebilir degilse indirgenemez olarak

adlandirlir.

H x] polinomlar kiimesinde derecesi r(x)’in derecesinden kiiciik olan polinomlarin kiimesi

Hlx]/(r(x)) ile gosterilecektir, yani deg r(x) = n olmak iizere

n—1
Hx]/(r(x)) = {X;’)aixi|i:O,1,...,n—liginai€H}
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seklinde tanmimhdir. Polinomlar iizerinde tanimli (mod r(x))’e gore toplama ve carpma

islemleri ile bu kiime bir halkadir.

Teorem 2.1.45. Hlx]|/(r(x)) halkasuun bir cisim olmast icin g.y.k. r(x)’in H[x|te

indirgenemez olmasidir.

Tamm 2.1.46. Bir r(x) = a;x* + a;_1x* ' 4 - - + ao polinomu icin
r(x) = xXr(xh

yani r*(x) = aogx* +a;x*~!' 4 .- 4 a; seklinde tammlanan fonksiyona r(x) polinomunun

resiprokal polinomu denir. Eger

olacak sekilde bir € aritmetik birimi varsa r(x)’e kendine resiprokal polinom denir. Ozel

olarak

dir. r(x), x" — 1’in indirgenemez ve kendine resiprokal olmayan bir boleni ise r*(x) de x" —
I’in indirgenemez ve kendine resiprokal olmayan bir bolenidir. Bu sekildeki r(x) ve r*(x)

polinomlari, indirgenemez resiprokal polinom cifti olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.47. H ve S iki halka olsun. ¢ : H — S doniisiimii her &,/ € H i¢in

* o(k+1)=o(k)+o()

* ¢(kl) = @(k)o(l)

kosullarini sagliyorsa ¢’ye bir halka homomorfizmasi denir.

Tanim 2.1.48. ¢ : H — S bir halka homomorfizmasi olsun. {k € H | ¢(k) = Oy} kiimesine
homomorfizmanin cekirdegi (kernel) denir. @ homomorfizmasinin c¢ekirdegi ker ¢ ile

gostertilir.

Tanim 2.1.49. Hem birebir hem 6rten olan bir homomorfizmaya izomorfizma denir.
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Onerme 2.1.50. H bir komiitatif ve birimli halka olsun.

i) I+J=HiselJ=I1NJdir

ii) Iy, I, ..., 1, ikiserli olarak komaksimal ise I I - - -1, = (\i_, I; "dir.

Ispat. 1) relJolsun. O haldei €l ve j € Jicin r =ij’dir. I ve J ideal oldugundan r € 1
ve r € J’dir. O halde r € INJ’dir. Boylece IJ C INJ’dir. I ve J ideallerii¢in I +J = H
oldugundan (/+J)(INJ) = (INJ) olur. Diger yandan

(I+)(INT) =IINT)+J(INT) =N +JINJI C1J

saglandigindan /N J C 1J elde edilir. Dolayisiyla I +J = H ise IJ = I N J dir.

ii) Ispat n iizerinden tiimevarimla yapilir. n = 2 iken dogru oldugu (i) kisminda yapildi.
n>2igin 11,y = (! I; oldugu kabul edilsin. J := [T'-' I; = "'_!' [; olsun.
1 <i<n-—1igin I;+ 1, = H oldugundan x; + y; = 1 olacak sekilde x; € I; ve y; € I,
vardir. x; € [; elemanlarinin ¢arpimu ile H?:_ll Xi= H?:_ll (1—y;)=1 (mod I,)dir, yani
X =Xx1...x,—1 olmak tizere x +y = 1 olacak sekilde x € J ve y € I,, elemanlar1 vardir.

Boylece J + I, = H elde edilir. O halde [T}, ; = JI, =J N1, = I,/ dir.

Cinlilerin Kalan Teoremi ile Peirce ayrisimi, 6zellikle sonlu halka yapilarin anlasilmasinda
ve ¢Oziimlemesinde oldukga etkili yontemler sunar. Cinlilerin Kalan Teoremi, bir yapinin
daha kiiciik ve birbirinden bagimsiz alt yapilara ayrilmasi saglar ve boylece baslangigta
karmasik olan iligkileri sadelestirir. Peirce ayrisimi ise, halkadaki birim elemanin belirli
yap1 taglariyla parcalanmasi yoluyla, halkay1 bu yap1 taglarina karsilik gelen daha kiigiik
bilesenlerin direkt toplami seklinde ifade etme imkani tanir. Bu iki yaklasim yalmizca
soyut yapinin analizini kolaylastirmakla kalmaz, aym1 zamanda kodlama teorisi gibi
uygulamal1 alanlarda da 6nemli hesaplama avantajlar1 sunar. Ozellikle kodlama teorisinde,
bu yontemlerin kullanilmasi sayesinde, bir kod yapisinin her bileseninin ayri1 ayri1 ele alinarak
analiz edilebilme imkan1 dogar. Boylece, baslangicta karmasik goriinen bir kod, daha basit alt

kodlara indirgenmis olur ve bu alt kodlarin 6zellikleri incelenerek ana yapiya dair bilgi elde
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edilir. Bu yaklagim, yalnmzca teorik ¢oziimlerde degil, ayn1 zamanda algoritma gelistirme

stireclerinde de 6nemli bir rol oynar.

Teorem 2.1.51 (Cinlilerin Kalan Teoremi (iki Ideal I¢in)). H komiitatif bir halka ve I, J bu
halkada I +J = H olacak sekilde iki ideal ise H/(INJ) = H/I® H /J dir.

Ispat. H komiitatif halkasinin 7 4 J = H kosulunu saglayan I ve J idealleri ile tanimlanan

0:H—H/I®H/]

r— (r+I1r+J)

doniisiim bir izomorfizmadir. Ciinkii

i) ¢ iyi tammhdir: ;s € H igin r = s olsun. Bu durumda ¢ (r) = (r+1,r+J) ve ¢(s) =
(s+1,s+J) olur. r = s oldugundan r+1 = s+1 ve r+J = s+J dir. Buradan (r +
Lr+J)=(s+1,5+J). Boylece ¢(r) = ¢(s)dir.

i1) ¢ islemleri korur:
o(a+b)=(a+b+1a+b+J)=(a+1,a+J))+(b+1,b+J)=¢(a)+¢(b)

ve

¢(ab) = (ab+1,ab+J)= ((a+1)(b+1I),(a+J)(b+J))
=(a+La+J)(b+1,b+J)=¢(a)d(b).

iii) ¢ ortendir: a,b € H igin (a,b) € H/I @ H /J olsun. O halde
(@,b)=(a+1,b+J) cH/IGH/J]

dir. H =1+ J oldugundan a = x+y ve b = s+t olacak sekilde x,s€ I ve y,t € J

elemanlar1 vardir. s € I ve y € J oldugundan

O(y+s)=0+s+Ly+s+J)=+Is+J)
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elde edilir. Diger taraftan x € I ve t € J oldugundan
(@b)=(a+1,b+J)=(x+y+Is+t+J)=(y+I,s+J)

olur. Dolaysiyla ¢(y +s) = (@,b)’dir. O halde ¢ ortendir. Birinci Izomorfizma
Teoremi’nden H /ker ¢ = ¢ (H)’dir. ¢ (H) =H /IS H/J oldugundan H /ker ¢ = H /I ®
H/J elde edilir.

iv) ker¢ =INJ’dir: r € INJ olsun. O halde r € I ve r € J'dir. Buradan
o(r)=(r+Lr+J)=(1,J)

olur. Dolayisiyla r € ker ¢’dir, boylece I NJ C ker@’dir. Diger taraf icin b € ker ¢
olsun. O halde (b+1,b+J) = ¢(b) = (1,J)’dir. Boylece b € I ve b € J olur. Buradan
b € INJ’dir, boylece ker ¢ C INJ dr.

Boylece H/(INJ) = H/I® H /J elde edilir. O

Teorem 2.1.52 (Cinlilerin Kalan Teoremi (n Ideal Icin)). H bir halka ve I,b,....I,, H
halkasun ikiserli aralarinda asal idealler, yani her i # j icin I; +1; = H ve I = (\_1I;
iseH/I=H/lL bH/L®---®H/IL, dir.

Ispat. H’nin ideal sayis1 iizerinden tiimevarim ile ispat yapilir. n = 1 icin H/I = H/Idir. n
tane ideal i¢in verilen ifadenin dogru oldugu, yani H’nin I, 1, ..., I, idealleri ciftler halinde
aralarinda asal (yani her i # jicin ;+1;=H)ve I =(\_ Liise H/I=ZH/[L&H/L & --- &
H /I, oldugu kabul edilsin. J = I, olarak alinirsa Teorem 2.1.51°den

H/(INJ)=H/I®H/J=H/,bH/L&---®H/L, ®H/J
olur. Boylece I = ﬂl’.’;r]l I; olmak iizere
H/I=ZH/lLOoH/L$---SH/l, ©H /I

elde edilir. ]

Teorem 2.1.53 (Peirce Ayrisimi). Bir H komiitatif halkasimin sifirdan farkli ortogonal
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idempotentleri ey, ey, ...e, olsun. Eger Y} ,e; =1 ise
H=e H®erH®---Be,H

dir.

Ispat. H komiitatif halkasinin sifirdan farkli ortogonal idempotentleri eg,ez,...e, olsun.

e1,es,...ey, sifirdan farkli ortogonal idempotentler oldugundan

i#j=eej=0 ve i:j:>ejej:e§:ej

dir. Her r € H eleman icin

n n
r=1r= (Zel) r= Zeir
i=1

i=1

ve e;r € e¢;H oldugundan

n n
r= Zeir S ZeiH
i=1 i=1

elde edilir. Dolayisiyla H = ejH + exH + - - - + e,H dir. Direkt toplam oldugunu gostermek
icin e H N (ZgékeiH) = {0} oldugu gosterilmelidir: y € e H N (Zgéke,-H> olsun. Bu

durumda

Y = el

olacak sekilde bir ry € H vardir. Ayn1 zamanda

y= Zem

ik

olacak sekilde i # k i¢in r; € H vardir. Buradan y = e;r; oldugundan,

P
exy = ex(exry) = exri = exry =y
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olur. Diger yandan, y = ), e;r; oldugundan,
exy = e (Z em) =Y exlein)
i£k i£k

olur. Boylece i # k i¢in exe; = 0 oldugundan

ey = Z(ekei)r,' = ZOrl- =0
iZk iZk

elde edilir. Bu durumda y = e,y = 0 bulunur. O halde

exHN (Z e,H) = {0}

iZk
olup toplamin direkt oldugu elde edilir. ]

Tamm 2.1.54. n ile g aralarinda asal olmak {izere ¢’nun modiilo n’ye gore i’yi iceren

dongiisel (cyclotomic) koseti
C; = {(ig/(modn)) € Z,; j=0,1,...}

dir. Diger bir ifade ile (n,q) = 1 olmak iizere 0 < i < n olacak gekilde bir i tam say1 ve i=i

mod n) olacak sekilde bir k pozitif tam sayis1 i¢cin
$ p yis11¢
Ci = {ivqi,g%,....¢" '} (mod n)

kiimesine modiilo n’de i’nin g-dongiisel koseti denir.

Tamim 2.1.55. C; bir dongiisel koset olmak lizere n — i € C; ise C;’ye simetriktir denir. Aksi
takdirde asimetriktir denir. n —i = —i (mod n) oldugundan C_; = C,_;’dir ve asimetrik

kosetler C; ve C_; seklinde ¢iftler halinde bulunur.
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Ornek 2.1.56. Modiilo 15°te 2’nin dongiisel kosetleri

( ); j=0,1,...} ={0}

( ); j=0,1,...} ={1,2,4,8}
= {3.2/ (mod15); j=0,1,..} = {3,6,9,12}

( ); j=0,1,...} ={5,10}

( ) j=0,1,..} = {7,11,13, 14}

§eklindedir. Burada Ci=0C=0C= Cg’dir. Ayrlca C3 = C6 = C9 = C12,C5 = C]() veE C7 =
C11 = C13 = Cy4'tiir. Ustelik {0,1,3,5,7} kiimesi modiilo 15’te 2’nin dongiisel kosetlerinin

bir tam temsilci kiimesidir.

Ornek 2.1.57. Modiilo 21°de 2’nin déngiisel kosetleri

Co = {0.2/ (mod21); j=0,1,..} = {0}
C) = {1.2/ (mod21); j=0,1,..} = {1,2,4,8,11,16}
= {3.2/ (mod21); j=0,1,..} = {3,6,12}
={5.2 (mod21); j=0,1,...} = {5,10,13,17,19,20}
={7.27 (mod21); j=0,1,..} = {7,14}
={9.2/ (mod21); j=0,1,..} = {9,15,18}

seklindedir. Dolayisiyla {0, 1,3,5,7,9} kiimesi modiilo 21°de 2’nin dongiisel kosetlerinin bir

tam temsilci kiimesidir.

2.2. VEKTOR UZAYI VE MODUL

Vektor uzaylari, cebirin temel yapi taslarindan biri olup, herhangi bir cisim iizerinde
tanimlanirlar. Bir vektor uzayi, bir cisim {izerinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢carpma
islemleri altinda belirli aksiyomlar1 saglayan bir yapidir. Cismin sifirdan farkli tiim
elemanlarinin ¢arpmaya gore tersinin olmasi vektor uzaylarina bir¢ok gii¢lii cebirsel 6zellik
kazandirir. Bu sayede, cebirsel islemler yapmak biiyiik 6l¢iide kolaylasir ve yap1 daha iyi
anlagilabilir bir hale gelir. Diger taraftan modiil kavrami ise vektor uzaylarinin daha genel
bir bicimidir ve vektor uzaylarinin bazi temel 6zelliklerini tasimakla birlikte, daha genis ve
esnek bir yapida tanimlanir. Bir cisim lizerinde degil bir halka iizerinde tanimlanan modiiller

vektor uzaylarinin halkalar diizeyine genellestirilmis halidir. Her vektor uzay1 ayn1 zamanda
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bir modiil olarak da kabul edilebilirken her modiil bir vektor uzayr degildir. Bu iligki,
vektor uzaylarinin modiillerin 6zel bir durumu oldugunu da agikg¢a ortaya koymaktadir. Bir
halka, genel itibariyle cisimden daha zayif bir cebirsel yap1 oldugundan, modiiller de vektor
uzaylarina kiyasla daha genel, fakat baz1 yonlerden daha karmasik yapilardir. Cisimlerin
sahip oldugu diizen, vektdr uzaylarim daha sade, Ongoriilebilir cebirsel yapilar haline
getirip cebirsel islem yapma kolayligi saglarken halkalar iizerinde tanimlanan modiiller
halkalarin cebirsel yapist nedeniyle daha genel ve teorik acidan daha giiclii bir cerceve
sunar. Ornegin sifir bolenlere sahip halkalar ya da birim elemana sahip olmayan halkalar
ele alindiginda, modiil teorisi vektor uzay1 kavramindan biiyiik Olciide farklilik gosterir.
Bu yapisal farkliliklar sebebiyle modiil ¢alismalar1 vektdr uzaylart alanindan daha fazla

zorluklarla dolu olsa da daha zengin bir yapiya sahiptir ve daha fazla uygulama alan1 sunar.
Tamim 2.2.1. W bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. Her k,/,m € W ve her A,u € K
icin

e k+lecW,

o (k+1)+m=k+(I+m),

* Ow +k = k+ Ow = k olacak sekilde bir Oy € W vardir,

* k+ (—k) = (—k) + k = Oy olacak sekilde her k € W i¢in tek tiirlii belirli bir —k € W

vardr,
s k+1=1+k,
s A eWw,
o AMk+1)=Ak+ Al ve (A + p)k = Ak + uk,
* (A)k = A(uk),

* 1k, K’nin carpmaya gore birim elemani olmak iizere 1xk =k

kosullar1 saglaniyorsa W’ya K cismi iizerinde bir vektor uzayidir denir.

Tamm 2.2.2. K cismi iizerinde bir W vektor uzay1 i¢in @ # U C W olsun. Eger U, W’daki

islemlere gore bir vektor uzayi ise U’ya W nin bir alt uzay: denir.
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Teorem 2.2.3. K cismi iizerinde bir W vektor uzayiicin® U C W olsun. k,l €U ve L € K

olmak iizere U 'nun W ’nin bir alt uzay: olmast icin g.y.k.

k+1e€U ve ii)AkeU

olmasidir.

Ornek 2.2.4. [F, eleman sayis1 g olan bir sonlu cisim olmak iizere I, lizerinde siral1 »’lilerin

kiimesi Fy ile gosterilir ve

]FZ: \DquIqumxIE‘qj

~
n tane

= {(vi,v2,--,w) |i=1,2,--- ,niginv; € F,}

seklinde ifade edilir. v = (vy,v2,...,vn), u = (u1,u2,...,u,) € Fy ve 4 € F, olmak tizere

s vtu=(vi+u,votuy,...,vp+uy)

e Av=(Avi,Ava,... Aw)

bi¢ciminde tanimlanan, sirasiyla toplama ve skalerle ¢arpma iglemlerine gore Fy, F, cismi
tizerinde bir vektor uzayidir. F;'nun bir elemanina skaler, g’ nin bir elemanina uzunlugu n

olan vektor denir.

Tamim 2.2.5. aj,ay,...,a, € K skalerleri ve wi,wy,...w, € W vektorleri i¢in aywi +axwy +

.-+ 4 a,w, toplamina wy,wy, ... w, vektorlerinin lineer kombinezonu denir.

Tanim 2.2.6. W, K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun. aj,ay,...,a, € K skalerleri ve

wi,wa,...w, € W vektorleri i¢in
aiwy+awr+---+aw, =0

denklemini saglayan en az bir tane sifirdan farkli ¢; € K (1 < i < r) skaleri varsa
{wi,wa,...w,} kiimesine lineer bagimhdir, denir. {wy,w,,...w,} kiimesi lineer bagiml
degilse yani ayw| +aywy + - - - + a,w, = 0 denkleminin tek ¢éziimiia; =a, =--- =a, =0

ise {w,ws,...w,} kilmesine lineer bagimsizdir, denir.

Sonuc¢ 2.2.7. wi,wy,...w, € W vektorlerinin tiim lineer kombinezonlar1 kiimesi W’nin bir

alt uzayidir.
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Tanmm 2.2.8. K cismi iizerinde bir W vektér uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi
S = {wi,wy,...,wi} olsun. S’deki vektorlerin tiim lineer kombinezonlarinin kiimesine S

tarafindan gerilen kiime denir ve
<S> = {/hwl +Alhwr -+ Awi s L EKi= 1,2,...,/(}

seklinde ifade edilir. S = 0@ ise (S) = {0} dir. (S) = W ise S kiimesi W’y1 gerer, denir.
Sonug 2.2.9. (S) kiimesi W vektor uzayimnin bir alt uzayidir.
Sonug 2.2.10. S kiimesi W’nin bir alt uzay ise (S) = S’dir.

Tanmm 2.2.11. K cismi iizerinde bir W vektor uzaynin bir alt kiimesi B = {wy,wa,...,wi}
kiimesi olsun. B alt kiimesi W vektor uzayini gererse (yani W = (B) ise) ve B kiimesi lineer

bagimsiz ise B kiimesine W vektor uzayinin bir bazi (tabani) denir.

Tanim 2.2.12. Bir W vektor uzayinin bir bazinin eleman sayisina W’nin boyutu denir ve

Boy(W) ile gosterilir.

Teorem 2.2.13. I, sonlu cismi iizerinde bir W vektor uzaywin boyutu k ise W’nin g~ tane

elemani vardir.

Tanim 2.2.14. W, K iizerinde bir vektér uzayr olsun. u = (uj,up,...,u,), w =

(Wi,wa,...,w,) € W olmak iizere u ile w’nin i¢ carpimi (Euclidean i¢ ¢arpimi)
U-w=uiwi+uywy—+---+u,wy

seklinde tamimlanan bir skalerdir. Ozel olarak u - w = 0 ise bu vektorlere ortogonal vektorler

denir.
Ornek 2.2.15. F5’te (1,1,0,1) ve (1,0,1,0) vektorlerinin ig garpim
(1,1,0,1)-(1,0,1,0) = 1

dir.

Lemma 2.2.16. W, K iizerinde bir vektor uzayt olsun. Her u,vyw € W ve her A,u € K

elemanlart icin
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(i) u-v=v-u,

(i) (Au+pv)-w=A(u-w)+pu(v-w)

dir.

Tamim 2.2.17. H bir halka ve M bir komiitatif grup olsun. Her h,hy,hy € H ve m,my,my € M

olmak tizere

HxM—M

(hy,m) — hm
seklinde tanimlanan doniisiim ile

o hy(my+my) =hymy+himy
. (hl +h2)m1 = hym; + hoamy

® (hlhz)ml = hl(/’lzml)

kosullar1 saglaniyorsa M’ye H iizerinde bir sol modiil veya kisaca ifade edilerek sol H-modiil
denir. Eger H birimli ve birimi 1y ise (1g)m; = m; kosulu da ilave edilir. Benzer sekilde
M x H — M i¢in (h,m) — hm dontigiimii ile de sag modiil tanim1 yapilabilir, bu durumda
M’ye H iizerinde bir sag modiil veya kisaca ifade edilerek sag H-modiil denir. Komiitatif bir

halka icin him = mh olacagindan bir sol modiil ayn1 zamanda bir sag modiil olur.

Ornek 2.2.18. Her cisim ayni zamanda bir halka oldugundan bir K cismi iizerindeki W

vektor uzayi bir K-modiildiir.

Tanim 2.2.19. H bir halka olmak iizere M bir H-modiil ve M’nin bir alt kiimesi S(# 0)

olsun. S alt kiimesi bir H-modiil ise bu S alt kiimesine M’ nin bir alt modiilii denir.

Teorem 2.2.20. H bir halka, M bir H-modiil ve M ’nin bir alt kiimesi S(# 0) olsun. S alt
kiimesinin, M ’nin bir alt modiilii olmast icin g.y.k. her h,h' € H ve her s,s' € Sicin hs+h's' €

S olmasidur.

Tamm 2.2.21. H birimli bir halka, M bir H-modiil ve x1,x3,...,x, € M olsun. a;,ay,...,a, €

H icin her x € M elemani

xX=aix;1+axxy+---+apx,
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biciminde tek tiirlii yazilabiliyorsa M’ye bir serbest modiil, {xj,xp,...,x,}’e¢ M’nin bir

serbest bazi denir.

2.3. KODLAMA TEORISI

Bu boliimde cebirsel kodlama teorisinin temel kavramlari ve teoremleri sunulacaktir. Bu
boliimiin hazirlanmasinda Hill [3], Ling ve Xing [4] ve Dougherty [6] kaynaklarindan

yararlanilmisgtir.

g elemanli A = {ay, 00, -, 04} kiimesi ele alinsin. i = 1,2,...,q igin ¢; € A olmak iizere
a=a0p...0, olacak sekilde tiim sirali n-lilere uzunlugu n olan g-lu kelime denir ve bu
kelimelerin kiimesi A" ile gosterilir. Burada tanimlanan A, kod alfabesi olarak adlandirilir.
Bir € C A" alt kiimesine g-lu blok kod denir. A” kiimesindeki her bir elemana kelime ve €
kiimesindeki elemanlara ise kod kelimesi denir. Kodun igerdigi toplam kod kelimesi sayisina
ise kodun biiyiikliigii adi verilir ve bu biiyiikliik | € | bigiminde gosterilir. Ozellikle g =
2 oldugunda € ikili kod (binary code) olarak adlandirilirken ¢ = 3 oldugunda ¢ iiclii kod

(ternary code) olarak adlandirilir.

Tamm 2.3.1. F' vektdr uzaymin x = x1x2...%z, ¥y = y1y2...ys € vektorleri arasinda
tanimlanan ve aynm1 konumdaki bilesenlerin farklilik sayisini 6lgen fonksiyona Hamming

uzaklig1 denir. Bu uzaklik fonksiyonu genellikle d ile gosterilir ve soyle tanimlanir:

d(x7y) = |{k S {1727 R 7n} ’ Xk %ka :
Alternatif olarak, bilesen bazinda asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

n 1, efera=#b
d(xy) =Y 8(x.y) burada 8(a,b) = Bera#
=1

1

0, egera=>b

Ornek 2.3.2. F25 vektor uzayinin x = 01010 ve y = 01101 vektorleri arasindaki Hamming
uzaklik

d(x7y) =3

dir.
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Onerme 2.3.3. Hamming uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Tanim 2.3.4. Bir € kodunun tiim ikiserli kod kelimelerinin Hamming uzakliklarinin en

kiigtigiine kodun minimum Hamming uzaklig1 denir.

Teorem 2.3.5. Bir € kodunun minimum Hamming uzakligi d(€) ise € kodu bir kod
kelimesindeki d(€) — 1 veya daha az hatay tespit edebilir ve || @ || veya daha az hatay:

diizeltebilir.
Teorem 2.3.6 (Singleton Sinirt). € bir [n,k,d] kod icinn—k > d—1dwr.

Tanmm 2.3.7. x = xjx»2...x, € FZ bicimindeki bir vektoriin sifir olmayan bilesenlerinin

sayisina x vektoriiniin Hamming agirli1 denir ve
w(x) =[{xi #0|1 <i<n}|

seklinde ifade edilir. x vektoriiniin Hamming agirlig1 yerine kisaca x’in agirligr olarak da

kullanilir.

Tanimm 2.3.8. Bir € kodundaki tiim kod kelimelerinin agirliklarindan en kiiciigii kodun

minimum agirlig1 olarak adlandirilir ve deger w(€) sembolii ile ifade edilir.

Tamm 2.3.9. Iki koddan biri digerinin kod kelimelerinin bilesenlerinin bir permiitasyonu
ve/veya tiilm kod kelimelerinde belirli bir bilesende sembol degistirilmesi iglemleri ile elde

edilebiliyorsa bu kodlara denk kodlar denir.

2.3.1 CiSiM UZERINDEKI LINEER KODLAR

Lineer kodlarin tanimlanmasinda genellikle sonlu cisimler (Galois cisimleri) kullanilir;
clinkii sonlu cisimler, cebirsel islemlerin kapali ve iyi tanimli oldugu yapilar sunar. Bu
boliimde, ilk olarak sonlu cisimler iizerindeki lineer kodlarin temel tanimlari, yapilar1 ve
ornekleri ele alinarak, bu kodlarin 6zelliklerine dair genel bir gerceve cizilecektir. Ardindan
0zel olarak devirli kodlar incelenecektir. Tezin ilerleyen boliimlerinde, aksi belirtilmedigi

stirece tiim lineer kodlari uzunlugunun » oldugu kabul edilecektir.

Tamm 2.3.10. F,, g elemanli sonlu cisim ve n bir pozitif tam say1 olsun. Fg nin bir alt

uzayna [, lizerinde bir lineer kod denir. Dolayisiyla [F, nin bir € alt kiimesinin bir lineer
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kod olmas1 i¢in g.y.k. €’ nin toplama ve skaler ¢carpma islemleri altinda kapali olmasidir, yant,
u+ve€ ve avel

olmasidir, burada her u,v € € ve @ € F,; dir.

Teorem 2.3.11. T, iizerinde bir € lineer kodu i¢in Boy(€) =k ise | € |= g~ dur.

Bir lineer kod genellikle ili¢ parametre ile tanimlanir. Bu parametreler kod kelimelerinin
uzunlugu, kodun eleman sayis1 ve kodun minimum uzakligidir. Ozel olarak, F ¢ Uzerinde
bir € lineer kodu i¢in €’nin boyutu k (Boy(€) = k) ve minimum uzakhig1 d ise € koduna
[n,k,d] kod denir. Baz1 durumlarda yalmzca uzunluk ve boyut parametreleri verilerek [n, k]

kod gosterimi de kullanilabilir.

Tanmm 2.3.12. Bir [n,k] lineer € kodunun duali €’deki her kod kelimesiyle ortogonal olan

F;’in elemanlarinin kiimesi olarak tanimlanir ve
Q:J‘:{VEFZ‘heI’MEQ: icin u-v=0}

seklinde ifade edilir.
Teorem 2.3.13. Herhangi bir € kodu icin (¢+)+ = ¢ dir.
Tanim 2.3.14. Bir € lineer kodu i¢in ortogonallik iligkisi asagidaki sekilde simiflandirilir:
* Eger € kodu, dualinin alt kiimesi ise, € kodu kendine-ortogonal (self-orthogonal)

olarak adlandirilir. Bu durumda, her kod sozciigii tiim diger kod sozciikleriyle

ortogonaldir.

» Eger € kodu, dualine esit ise, € kodu kendine-dual (self-dual) olarak adlandirilir. Bu,

hem kendine-ortogonal hem de dual iceren olmanin 6zel bir durumudur.

e Eger € kodunun duali €’ nin alt kiimesi ise, € kodu dual iceren (dual-containing)

olarak adlandirilir. Bu, kodun dualinin kodun i¢inde yer aldigim belirtir.

Lemma 2.3.15. x,y € F} elemanlar icin, iki vektor arasindaki uzaklik d(x,y), x—y

vektoriiniin Hamming agirligina esittir; yani d(x,y) = w(x —y) seklindedir.
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Tamim 2.3.16. G boyutu k x n olan bir matris olsun. G’nin satirlart bir [n,k] lineer kodun

bazini olusturuyorsa bu matrise iirete¢ matrisi denir.

Ornek 2.3.17. T, iizerindeki C = {000,011,101,110} kodunun bir baz1 {011,101} dir. O

011
halde € kodunun bir iirete¢ matrisi G = dir.
1 01

Teorem 2.3.18. F( iizerinde k X n tipinde iki matristen biri

(R1) Satirlarin permiitasyonu

(R2) Bir satirin sifirdan farkli bir skalerle carpilmasi

(R3) Bir satirin skalerle carpuminin baska bir satira eklenmesi
(C1) Siitunlarin permiitasyonu

(C2) Bir siitunun sifirdan farkl bir skalerle ¢carpilmast

islemlerinin bir kombinasyonuyla diger matristen elde edilebiliyorsa bu matrisler denk lineer

kodlari iiretir.

Teorem 2.3.19. Bir [n,k|-kodun iirete¢ matrisi G olsun. O halde (RI),(R2),(R3),(C1) ve
(C2) islemleri kullanilarak G iirete¢ matrisi [Ii|A] seklinde standart forma doniistiiriilebilir,

burada I, k X k tipinde birim matris ve A, k x (n — k) tipinde bir matristir.

Ornek 2.3.20. Ornek 2.3.17°daki G iiretec matrisini Teorem 2.3.18’da verilen elementer
satir islemleriyle standart forma doniistiirmek icin 1. satir ile 2. satirin yerini degistirmek

yeterlidir, boylece

0 1 1| g, |1 0 1
s
101 01 1

0 1 1
elde edilir, burada I, = veA = dir.
10 1

Lemma 2.3.21. Bir € lineer kodunun iirete¢ matrisi G olsun. G, G’nin transpozunu

gostermek iizere v € €+ olmasi icin g.y.k. vG = 0 olmasidir:
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Lemma 2.3.22. ¢, [n,k| parametrelerine sahip bir kod ise, € ile gosterilen dual kod, [n,n—

k] parametrelerine sahip bir koddur.

Tanim 2.3.23. [n, k| parametrelerine sahip bir € kodunun dualinin tirete¢ matrisi (n —k) X n

tipindedir ve bu matrise ¢’ nin parite kontrol matrisi denir.

Devirli kodlar (cyclic codes), lineer kodlarin 6nemli bir alt smifi olup zengin cebirsel
ozelliklere sahip oldugundan tiim kodlar arasinda en ¢ok ¢alisilanlardir. Devirli kodlar hata
diizeltme amaciyla kullanilan ikili Hamming kodlari, Reed-Solomon kodlar1 veya BCH
kodlar1 gibi onemli kod ailelerini igerir. Devirli kodlar ile F,[x]/(x" — 1) polinom halkas:
arasindaki iligki oldukca temeldir. Ozellikle, uzunlugu n olan bir devirli kod, bu halkada
bir ideal ile birebir karsilik gelmektedir. Bu baglamda, devirli kodlarin yapisal 6zellikleri,
s6z konusu halkadaki ideallerin cebirsel 6zellikleri araciligiyla incelenir. Ozel olarak bu
halka iizerindeki ideal teorisi, devirli kodlarin olusturulmasi, siniflandirilmasi ve analizinde

merkezi bir rol oynamaktadir.

Tanmm 2.3.24. F, iizerinde bir € lineer kodu tiim dongiisel kaydirmalarini igeriyorsa, yani
(co,€C1y.--,Cn—2,¢y—1) vektori € kodunun elemani iken (c,—_1,¢o,¢y,...,¢,—2) vektorii de €
kodunun elemant ise € kodu devirli kod olarak adlandirilir. Bir ¢ € Fj kod kelimesi i¢in i’inci

dongiisel kaydirma ¢ jle gosterilecektir.
Ornek 2.3.25. ¢ = {000,110,011, 101} ikili kodu devirlidir.

Tanmm 2.3.26. &, F, sonlu cisimi iizerinde bir lineer kod olsun. u € IFZ‘I icin her
(co,€15---,¢p—1) vektori € kodunun bir elemant iken (uc,_1,cq,...,¢,—2) vektorii de €

kodunun elemani oluyorsa €’ye [F, iizerinde bir u-sabit devirli (u-constacyclic) kod denir.

Tanmmm 2.3.27. &, [, sonlu cisimi lizerinde bir lineer kod olsun. Bu durumda ¢ =
(co,¢1,...,¢n—1) vektorii € kodunun bir elemam iken (—c,_1,¢o,...,¢,—2) vektorii de €

kodunun eleman: oluyorsa €’ye I, lizerinde bir negatif devirli (negacyclic) kod denir.

Devirli kodlarin en 6nemli o6zelliklerinden biri bu kodlarin cebirsel olarak da ifade
edilebilmesidir. ]FZ vektor uzaymin bir (co,cy,...,¢,—1) vektori, [F, tizerinde modulo x" —
I’'e gore ¢(x) = co+cpx+ -+ X! polinomunun kalan smifi (residue class) ile
tanimlanabilir. Bu iligki

F”" — Fylx]/ (x"—1)

q (2.3)

(C(),C],...,cn_l) — co+c1x+~~-+cn_1x”_1
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seklinde ifade edilen birebir bir tasvir (bijeksiyon) ile saglanir. Dolayisiyla, herhangi bir kod
kelimesi hem bir vektor hem de bir polinom olarak g6z oniine alinabilir. Bir ¢ kod kelimesinin
polinom gosterimi i¢in ¢(x) kullanilir. Hem kod kelimesi hem de karsilik gelen polinom

gosterimi i¢in ayirt etmeksizin bir kod, € ile gosterilecektir.

Bir ¢ devirli kodunun ¢(x) = ¢+ cjx 4 -+~ +¢,_1x" ! eleman icin

xe(x) = cox+ x>+ g X"

= 1t cox+oxi+-Fo Lt led

olur. Dolayisiyla, bir ¢(x) polinomunu x ile ¢arpmak, ¢ vektoriiniin saga dogru bir
kaydirilmasina kargilik gelir. Genel olarak bir ¢(x) polinomunu x™ ile ¢arpmak, ¢ vektoriiniin
m’inci dongiisel kaydirmasina, yani c(m) kaydirmasina kargilik gelir. O halde (2.3)’deki tasvir
ile IF, sonlu cismi iizerindeki devirli kodlar tam olarak S, := F,[x]/(x" —1) halkasinin
idealleridir ve bunun tersi de gecerlidir. Bu nedenle, F, iizerindeki devirli kodlarin

incelenmesi, F,[x]/ (x" — 1) halkasindaki ideallerin incelenmesine karsilik gelir.
Teorem 2.3.28. S,’de bir € kodunun devirli kod olmast icin g.y.k. €’in k(x), [(x) kod
kelimeleri ve S,,’in r(x) vektorii icin

k(x)+1(x) €€ ve r(x)k(x)ec

olmasudrr.

S, halkas1 bir esas ideal halkasi oldugundan, bu halkanin her ideali esas idealdir [2].
Dolayisiyla bir € kodu bir tek eleman tarafindan tiretilir. f(x) € S, polinomunun tiim katlarini

iceren alt kiime (f(x)) = {f(x)r(x) | r(x) € S,,} seklindedir.

Teorem 2.3.29. S, kiimesinden secilen herhangi bir f(x) polinomunun olusturdugu (f(x))

alt kiimesi, bir devirli koddur ve bu koda f(x) tarafindan iiretilen kod denir.

Teorem 2.3.30. <, [, iizerinde sifirdan farkli bir devirli kod olsun. O halde asagidaki
ifadeler gecerlidir:

(i) €’de derecesi en kiiciik olan ve bags katsayist bir olan (monik) tek tiirlii belirli bir g(x)

polinomu bulunur.
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(ii) €= (g(x))dir.
(iii) g(x) monik polinomu x"* — 1 polinomunun bir ¢arpanmdr.

Tamm 2.3.31. ¢ sifirdan farkli bir devirli kod ise, Teorem 2.3.30’da verilen en kii¢iik dereceli

monik g(x) polinomu € kodunun iirete¢ polinomu olarak adlandirilir.
Lemma 2.3.32. Bir devirli kodun iirete¢ polinomunda sabt terim sifirdan farklidur.

Teorem 2.3.33. Urete¢ polinomu g(x) = go+gi1x+ -+ gx" olan € devirli kodunun iirete¢

matrisi
g & & = & 0 0 -0
0 g &g & = & 0 - 0
0 0 g g & - & - 0
o0 0 -~ 0 g & - &)

bicimindedir. Burada &’nin boyutu n — r’dir.

¢ lineer kodu iirete¢ polinomu g(x) olan bir [n,k] kod ise Teorem 2.3.30’a gore g(x) monik
polinomu x" — 1’in bir ¢arpanidir. O halde x" — 1 = g(x)g(x) kosulunu saglayan bir g(x)
polinomu vardir. g(x) monik polinom oldugundan g(x) de monik polinomudur. Ayrica
Teorem 2.3.33’e gore g(x) polinomunun derecesi n — k oldugundan deg g(x) = k’dir, burada
g(x) polinomu € kodunun kontrol polinomu olarak adlandirilir. g(x)’in resiprokal polinomu

g*(x), € ’in tireteg polinomudur ve € bir lineer [n,n — k] koddur.

Teorem 2.3.34. €, S, de iirete¢c polinomu g(x) ve kontrol polinomu g(x) olan bir devirli kod
olsun. Bu durumda c(x) € S,, elemanimun €’nin bir kod kelimesi olmast i¢in g.y.k. c¢(x)g(x) =

0 olmasidir.

Lemma 2.3.35. Uretec polinomu g(x) olan ikili € lineer devirli kodunun dualini icermesi

icin g.y.k.
X" —1=0 (mod g(x)g*(x))

olmasidir, burada g*(x), g(x)’in resiprokal polinomudur [7].



30

Lemma 2.3.36. ¢, I, iizerinde iirete¢ polinomu g(x) olan bir devirli kod veya negatif devirli
kod olsun. g*(x) polinomu, g(x)’in resiprokal polinomudur ve x = +1 olmak iizere €’nin

dualini icermesi igin g.y.k.
X' =Kk =0 (mod (g(x)g"(x))

olmasidir [8].

2.3.2 HALKA UZERINDEKI LINEER KODLAR

Hammons ve dig.[9], klasik lineer olmayan bazi ikili kodlarin, Z4 iizerindeki belirli
lineer kodlarin ikili goriintiileri olarak elde edilebildigini gostermistir. Bu bulgu, kodlama
teorisinde onemli bir degisimi beraberinde getirmistir. Geleneksel olarak, ikili kodlar I,
tizerindeki vektor uzayi yapisi cercevesinde incelenirken, Z,4 gibi halka yapisina sahip
cebirsel yapilara gecis, kodlarin modiil teorisi perspektifinden analiz edilmesine olanak

tanimagtir.

Ozellikle, Z4 iizerindeki lineer kodlarin Gray déniisiimii aracthgyla ikili kodlara aktarilmas,
klasik lineer kodlarin kapsamini asarak, Kerdock ve Preparata gibi iyi bilinen bazi1 dogrusal
olmayan ikili kodlarin da cebirsel olarak yapilandirilabilmesini miimkiin kilmigtir. Gray
doniisiimii, Z4 kodlarinin Lee agirligr ile ikili kodlarin Hamming agirligi arasinda uzakligi

koruyan (izometrik) bir iligki kurarak, bu gecisin tutarlt olmasini saglamistir.

Bu yeni yaklagim, lineer olmayan kodlarin yapisal analizini kolaylastirmakla kalmayip,
aynt zamanda farkli hata diizeltme yOntemlerinin gelistirilmesine de kapi aralamigtir.
Halka-tabanli yapilar, daha esnek uzaklik ve agirlik tanmimlan ile klasik vektdr uzayi
teorisinin sinirlamalarini asarak, daha genis bir kod sinifinin sistematik olarak incelenmesine

imkan tanimistir.

Sonug¢ olarak, kodlama teorisinde sonlu halkalar, modiiller ve alternatif cebirsel yapilar
tizerinde kodlarin tanimlanmasi, hem teorik hem de uygulamali arastirmalar agisindan
dinamik bir alan olusturmus; klasik kodlama teorisinin sinirlarinin Gtesine gecen yeni

tekniklerin ve yapilarin gelistirilmesini tesvik etmisgtir.

Tanim 2.3.37. R bir halka ve n bir pozitif tam say1 olsun. R"’in bir alt kiimesine R iizerinde

bir kod denir. Eger bu alt kiime ayn1 zamanda R iizerinde bir alt modiil ise, buna R iizerinde
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lineer kod ad1 verilir.

Halkalar {izerinde tanimlanan kodlar, cogunlukla cisimler {izerindeki klasik kod teorisinin
dogal bir genellemesi olarak ortaya ¢cikmaktadir. Ancak, bir cismin cebirsel ozellikleri ile bir
halkanin cebirsel 6zellikleri arasinda temel farklar bulundugundan, halka iizerindeki kodlarin
incelenmesi, kimi durumlarda daha karmasik bir matematiksel yapi1 gerektirmektedir.
Ornegin, bir cisim iizerinde tanimli her vektdr uzayinin bir bazi mevcutken, genel modiiller
icin bu durum gecerli degildir; dolayisiyla halka tabanli kodlarda iiretec matrislerinin

tanimlanmasi 0zel bir 6nem kazanmaktadir.

Keyfi halkalar iizerinde yapilan kodlama ¢alismalari, genellikle karmagik yapilar ve zayif
cebirsel 6zellikler nedeniyle analitik zorluklar tagirken, sonlu zincir halkalar1 belirgin yapisal
ozellikleri sayesinde daha yonetilebilir bir ¢cerceve sunmaktadir. Sonlu zincir halkalari, iyi
tanimlanmig ideal yapisina sahiptir; ozellikle, bu halkalarda tiim idealler birbirini icerme
iligkisiyle siralanir, yani, bir R halkasinin eger sonlu sayida ideali mevcutsa ve bu idealler

icerme sirasina gore
0=k ChChLC - CL=R

seklinde tam siralaniyorsa, R’ye bir sonlu zincir halkast denir. Ornegin bir p asali ve bir k > 1
tam sayst igin Z « halkast bir sonlu zincir halkasidir. Diger bir drnek u? = 0 olmak iizere
[F» + ulF, halkas1 bir sonlu zincir halkasidir. Sonlu zincir halkalarinin ideal yapisi, modiil
yapisinin daha sistematik bir bi¢imde incelenmesine olanak tanir ve kodlarin 6zelliklerinin

daha net bir bicimde belirlenmesine imkan verir.

Bu nedenle, sonlu zincir halkalar1 iizerindeki kodlar, yapi bakimindan sonlu cisimler
tizerindeki kodlara olduk¢a benzemekte ve klasik kod teorisinin bir tiir dogal uzantisi
olarak degerlendirilebilmektedir. Kodlama teorisinde en cok calisilan halka siniflarinin
basinda sonlu zincir halkalarinin gelmesi de, bu halkalarin sahip oldugu cebirsel yapidan
kaynaklanmaktadir. Bir sonlu zincir halkasi, sonlu degismeli bir lokal halka olup, tiim
idealleri bir zincir yapist olusturacak sekilde birbirine igerilir; bu da kodlarin analizi ve

siniflandirilmasi acisindan biiyiik kolaylik saglamaktadir.

Zincir halkas1 olmayan halkalar tizerinde tanimlanan kodlar daha karmagik olmakla birlikte

belirli uygulamalar ve teorik calismalar acisindan degerlidir. Bu tiir halkalarda kod
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yapilarinin incelenmesi daha fazla soyut cebirsel ara¢ gerektirir. Klasik kod teorisindeki
yapilarin ¢cogu dogrudan uygulanmaz. Bu nedenle, genellikle daha 6zellesmis, teoreme

dayal1 bir calisma yapilir.

Halkalar iizerindeki kodlar i¢in i¢ ¢carpim ve dual kod tanimlari, klasik cisim tabanli kodlama
teorisinde verilen tamimlara benzer sekilde genisletilebilmektedir. Ancak, halka yapisinin
cisim yapisina kiyasla daha genel bir cebirsel ¢cerceve sunmasi, dual ve agirlik dagilimi gibi

temel kavramlarin halka ortamina aktarilmasinda dikkatli tanimlamalar gerektirmektedir.

Wood [10], sonlu cisimler iizerinde bilinen klasik MacWilliams teoreminin, yani bir lineer
kod ile onun dual kodu arasindaki agirlik dagilimi iligskisinin, yalnizca belirli bir halka sinifi
tizerinde tam anlamiyla korunabildigini gostermistir. Bu baglamda, Wood, MacWilliams tipi
dualite sonuclarinin gecerli oldugu en genis halka ailesinin Frobenius halkalari oldugunu
ispatlamigtir. Frobenius halkalari, kendi karakter modiiliine izomorf olan sonlu halkalar
olarak tamimlanir ve bu oOzellikleri sayesinde kodlarin dualizasyonu ve agirlik dagilimi
iligkilerinde cisim tabanli yapilarin dogal bir genellemesini sunarlar. Ornegin, Z, halkasi
bir Frobenius halkadir. Bu halkada her modiil, Z,’iin karakter modiiliiyle izomorftur.
Dolayisiyla, Z4 iizerindeki dogrusal kodlar ve onlarin dual kodlari, tipki sonlu cisimler
tizerindeki kodlar gibi, MacWilliams teoreminin sundugu iligkiyi ve agirlik dagilimini

saglayan bir yapiya sahiptir.

Bir R halkas: iizerindeki devirli kod tanimi cisim {izerindeki devirli kod tanimi ile benzer
sekilde verilir, yani, R halkas1 lizerinde uzunlugu n olan devirli kod herhangi bir kod
kelimesinin dongiisel kaydirmasinin yine bir kod kelimesi olmasi 6zelligine sahip lineer
kodlardir. Bu kodlar ayrica, R[x]/(x" — 1) halkasinin idealleri ile de iliskilendirilir. Bu
sebeple, halkalar tizerinde devirli kodlarin iirete¢ polinomlarinin bulunup bulunamayacagi
dogal bir sorudur. Bu soruya cevap verebilmek icin, 6ncelikle x” — 1 polinomunun R iizerinde

carpanlarina ayrilisini incelemek gerekir.

Bu baglamda, halka iizerindeki devirli kodlarin {iirete¢ polinomlarinin bulunup
bulunamayacag1 sorusu, onemli bir cebirsel soruyu giindeme getirmektedir. Bu soruya
dogru bir sekilde cevap verebilmek icin, Oncelikle x" — 1 polinomunun R {iizerindeki
carpanlara ayrilabilirligini incelemek gerekmektedir. Bu nedenle, bu carpanlara ayirma
islemi, halka iizerindeki devirli kodlar i¢in iirete¢c polinomlarimin varligin belirleyen temel

faktorlerden biridir. Ancak x" — 1 polinomunun bir halka tizerindeki ¢arpanlara ayrilmasi
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islemi, halkanin tiiriine, karakteristigine ve polinomun derecesine bagl olarak zorlu olabilir.

Baz1 ozellikler halkalar iizerinde gecerli olmayabilir. Ornegin, Zpe halkasinda (e >
1) tek tiirlii carpanlara ayrilma Ozelligi gecerli degildir. Bu durum, halkalarin yapisal
ozelliklerinden kaynaklanir ve polinomlarin carpanlara ayrilmasi islemi genellikle daha
karmagik hale gelir. Ornegin, Zg halkast iizerinde x> — 1 polinomu farkl1 sekillerde carpanlara

ayrilabilir:
F—1=x—1)x*+x+1),
ancak bu ayni zamanda,
X —1=(x—-1)(x+2)(x+3)

olarak da carpanlara ayrilabilir. Bu Ornek, carpanlarin birbirinden farkli olabilecegini ve
halkalar {izerindeki carpanlara ayirma islemlerinin cisimlere gore daha esnek ve bazen

beklenmedik olabilecegini gostermektedir.

Bir diger fark ise, polinomlarin c¢arpimimin derecesinin, carpanlarinin derecelerinin
toplamindan daha kiiciik olabilmesidir. Bu durum, polinomlarin c¢arpanlara ayrilma
ozelliklerini ve halkalar iizerindeki yapilarini anlamada 6nemli bir noktadir. Ornegin, Zg|x]
iizerinde (3x-+2)? = 1 esitligi saglanmaktadir. Bu esitlik, halka iizerindeki bazi1 polinomlarin,

derecelerinin toplamindan farkli olabilecegini gosterir.

Sonug olarak, bir halka tizerindeki bir polinomun indirgenemez olup olmadigini belirlemek
oldukca zor bir iglemdir. Bu, 6zellikle daha genel halkalar tizerinde polinomlarin carpanlara
ayriliginin zorluguna isaret eder. Bu nedenle, halkalar {izerindeki kodlar1 ¢alisirken, tiim
indirgenemez polinomlar yerine yalnizca belirli bir alt sinifi, yani temel indirgenemez
(basic irreducible) polinomlar ¢arpanlara ayirmaya odaklanilir . Bu alt sinif, daha karmagsik
yapilarin analizini kolaylastirir ve uygulamalarda daha verimli sonuclar elde edilmesini

saglar.

Tanim 2.3.38. H bir sonlu komiitatif Frobenius halka ve f(x) € H|x] olsun. H iizerinde bir
¢ devirli kodu H [x]/(f(x)) bolim halkasinin bir idealidir. Ayrica

* f(x) =x"—11ise € kodu bir devirli kod,
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* f(x) =x"+1ise € kodu bir negatif devirli kod,

* A, H’de bir aritmetik birim olmak iizere f(x) =x"+ A ise € kodu A-sabit devirli kod

olarak adlandirilir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu béliimde, bu tez calismasinda géz oniine alinan cebirsel yapilar ve kullanilan yontemler
ile ilgili temel bilgiler verilecektir. Bu kapsamda ilk olarak dongiisel kosetler ile ilgili
kavramlar ifade edilecektir. Daha sonra F +vFy (v =), F, + uF, (u* = 1), Fom +
uFyn (4> = 0) ve son olarak Fom + uFym + -+ + u*Fopm (u**! = 0) halkasiin cebirsel

ozellikleri ve bu halkalar lizerindeki lineer kodlar ile ilgili bilgiler verilecektir.

Bos kiimeden farkli olan K ve L kiimelerinin kartezyen ¢arpimi ve toplamu, sirasiyla,
KL={(kl)|keK,leL} ve K@oL={k+Il|keK, €L}

biciminde tanimlanir.

3.1. DONGUSEL KOSETLER

g bir asal saymin kuvveti olsun. Dongiisel kosetler, x" — 1 polinomunun, F, sonlu cismi
izerinde carpanlara ayrilisi i¢in kullanilan 6nemli bir aragtir. x* — 1 polinomunun kokleri,
genellikle bir primitif n-inci kok olan o’ya bagh olarak tamimlanir. Bu koklerin iisleri

mod n’ye gore devirli grup olusturur ve bu gruplar dongiisel kosetler seklinde siniflandirilir.
Her bir dongiisel koset, x” — 1 polinomunun bir ¢arpanina karsilik gelir. Bu ¢arpanlar, devirli
kodlarn iirete¢ (generator) veya kontrol (parity-check) polinomlarini olusturur. Bu kisimda
dongiisel kosetler hakkinda genel bir bilgi verilecektir. Bu boliimiin hazirlanmasinda Ling

ve Xing [4] ile MacWilliams ve Sloane [11] kaynaklarindan yararlanilmustir.

Bir [F; sonlu cisminin sifirdan farkli elemanlarini igeren Fy kiimesi bir ¢arpimsal grup
olusturur [12]. Bu carpimsal grubun iireteci olan elemana primitif eleman denir. Primitif
elemanin mertebesi g — 1 dir. Bir sonlu cismin birden fazla primitif eleman: vardir. Euler’in

¢ fonksiyonu ile F, carpimsal grubunun primitif eleman sayisi ¢ (g—1)dir.

Tanmm 3.1.1. @ € Fyn elemanim kok kabul eden [, iizerindeki en kiigiik dereceli monik

polinoma o’nin [, iizerindeki minimal polinomu denir.
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Teorem 3.1.2. o, Fn’in bir primitif elemani olsun. O halde F,’da o' ’nin minimal polinomu

M) = [] (v o)

JEC;

dir, burada C;, modiilo g™ — 1’de q’nun i’yi iceren tek tiirlii belirli dongiisel kosetidir.
Ispat. Tspat iic adimda elde edilir:

i) i € C; oldugundan ol M;(x)’in bir kokiidiir.

ii) M;(x) = ap +aix; + -+ a,x, olsun. Burada k = 0,1,...,r olmak iizere a; € Fyn
ve r =| C; |'dir. M;(x) = ap + ajx; + -+ + a,x, polinomunda her katsayinin ¢’nuncu

kuvveti alinirsa
al+alx+ - +alx =[[x—a¥)= ] x—a/) = [](x— /) = Mi(x)

JEC; J€Cyi JeCi

elde edilir. Boylece her 0 < k < ri¢in a; = az olur. Dolayisiyla a; katsayilarinin hepsi

[F,’nun elemanlaridir. O halde M;(x), F, izerinde bir polinomdur.

iii) o bir primitif eleman oldugundan C;’nin farkli j,k elemanlari icin o/ # a*’dir. Yani

M;(x)’in katli kokii yoktur.

Bir f € F, i¢in f(x) = fo+ fix+ -+ + f,x" olsun. O halde her j € C; igin j = iq’

(mod ¢™ — 1)) olacak sekilde bir / tam sayis1 vardir. Boylece
Fl@l) = f(0) = fo+ f107 44 fya™

1 ) . ] ) )
:fg +f1q o4 +"‘+ffz] o4
1

= (fo+ i -+ o) = (F(a))? =0

dir. O halde M;(x), f(x)’in bir carpanidir.

i), i) ve iii)’den M;(x)’in o’ nin minimal polinomu oldugu elde edilir. U

Teorem 3.1.3. n, (q,n) = 1 olacak sekilde bir pozitif tam sayi ve m, n | g™ — 1’i saglayan
bir pozitif tam sayr olsun. &, Fyn’in bir primitif elemam ve Mj(x), F,’da o/ nin bir

minimal polinomu olsun. Mod n’de q’nun dongiisel kosetlerinin bir tam temsilci kiimesini
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{s1,82,...,8:} ile gosterelim. O halde F iizerinde x" — 1’in indirgenemez monik ¢arpanlara

ayrilisi

seklindedir.

Ispat. r = % olsun. O halde o birimin n. kokiidiir ve bu sebeple x* — 1 polinomunun
kokleri 1,(xr,oc2r,...,o¢(”_1)’ seklindedir. Boylece Tanim 3.1.1°den, 0 < i < n— 1 olmak

tizere M;,(x) polinomlar1 x — 1’in ¢arpanlaridir.

Sonug olarak;
X" —1 = ekok(Mo(x), M (x),Mar(x), ... M _1).(x))

elde edilir.

x¥" — 1 polinomunu carpanlarina ayirmak igin  Mo(x), M, (x), Mar(x),. .. M(,_1).(x)
polinomlar1 arasindan farkli olanlar1 belirlemek gerekir. Teorem 3.1.2°’den ve Tanim
2.1.54’den M;,(x) = M (x) olmasi i¢in g.y.k. ir ve jr’nin modiilo ¢” — 1 = rn’de ¢’nun
ayn1 dongiisel kosetlerinde olmasi gerektigi biliniyor. Bu da i ve j nin modiilo »’de ¢’nun
ayni dongiisel kosetlerinde olmasma denktir. Buradan, M, ,(x),Mj,.(x),..., M (x)’in

Mo(x),My(x),...M,_1)(x) arasindaki farkli polinomlardir. O

Sonu¢ 3.1.4. (¢,n) = 1 olacak sekilde pozitif n tam sayist icin x" — I’in F, iizerinde
indirgenemez monik ¢arpanlarinin sayis1 modiilo n’de ¢’nun dongiisel kosetlerinin sayisina

esittir.

Ornek 3.1.5. F, iizerinde x*! — 1 polinomu alinsin. Ornek 2.1.57°den modiilo 21°de 2’nin
dongiisel kosetlerinin tam temsilci kiimesi {0,1,3,5,7,9}°dur. n | ¢" — 1 yani 21 | 26 1

oldugundan Fg4 cismini aliyoruz. Boylece n =21,¢ =2,m = 6 oldugundan r = qmn—_l = 3’tiir



38

ve modiilo 63’te 3’iin katlarin1 iceren 2-dongiisel kosetleri

Co = {0}

Cs = {3,6,12,24,48,33)
Co = {9,18,36}

Cys = {15,30,60,57,51,39}
O = {21,42}

Cyy = {27,54,45}

seklindedir. Buradan

Mo(x)=1+x

M3 (x) =Tjec,(x— /) = 1+x+x24x* x5
Mo (x) = [Tjec,(x— /) = 1 +2° +x°

Mis(x) = Tjecs(r— &) = 14+22 +-x* 427 +-x°
M1 (%) = [Tjec, (x— /) = 1 +x+x>

My7(x) = H]ecz7(X— al)=1+x+x>

elde edilir. Teorem 3.1.3’den

x21 —1 :Mo(x) M3 (x) M9 (x) M15(x) M21 (x) M27(x)
=(1+2) (1 +x+2 +x 201+ +2°) (1 + 22+ 20 +20)

(14+x+x2) (1 +x+x°)

elde edilir.

3.2. [, +vIF, HALKASI

F, 4+ vF, (v* = v) halkas1 kodlama teorisinde hem cebirsel 6zellikleri hem de uygulama
acisindan 6nemli bir yere sahip bir halkadir. Bu halkanin 6ne ¢ikan 6zelliklerinden biri
parcalanabilir bir yapiya sahip olmasidir. Yani [, + vIF, halkast iki farkli idealin dogrudan
toplami olarak ifade edilebilmekte ve [, x [F> yapisi ile izomorfik olarak eslenebilmektedir.
Bu parcalanabilirlik 6zelligi sayesinde bu halkada tanimlanan lineer ve devirli kodlarin

iki ayr1 bilesene ayrilarak analiz edilmesini miimkiin hale gelmektedir ve boylece her
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kod, iki tane ikili kodun birlesimi gibi ele alinabilmektedir. Ayrica bu halkada tanimlanan
kodlar, Gray doniisiimii yoluyla ikili dogrusal kodlara doniistiiriilebilmekte ve bu doniisiim
genellikle uzakligi koruyan bir doniisiim olmaktadir. Bu sayede, bu halka iizerinde elde
edilen kodlarin minimum uzaklig1 ve hata diizeltme kapasitesi yiiksek yapilar iiretilmektedir.
Bu ozellikleri sayesinde bu halka hem teorik acidan hem de kod parametrelerinin
belirlenmesinde 6nemli kolayliklar saglamaktadir. Tezin bu kisminda Fp + vFy (V2 = v)

halkasinin bu 6zellikleri ayrintili olarak incelenecektir.

2 — y olmak iizere

F, = {0,1} iki elemanli sonlu cisim ve v

Ry :=Fr+VvF, ={a+vb|a,b € Fy, vzzv} ={0,1,v,1+v}

kiimesi iglem tablolar1

0 1 v 1+v 0O 1 v I+v
0 0 1 v 14v 0O |0 0 0 O
1 1 0 14v v I |0 1 v I+4v
12 v 1+v O 1 v |10 v v O
I+v|1+v v 1 0 I+v |0 1+v O 1+v

seklinde verilen islemlere gore bir halkadir. Islem tablolarindan R; halkasinin komiitatif ve
biriminin 1 oldugu goriiliir. R; halkasinin karakteristigi 2’dir ve her eleman1 idempotenttir.

v(1+4v) =0 oldugundan v ile 1 + v sifir bolen ¢iftidir. Bu halkanin idealleri

(0) = {0}

(1) ={0,1,v, 1 +v}
(v) ={0,v}
(1+v)={0,14v}

seklindedir ve sonlu zincir halkasi degildir. R; halkasinin iki maksimal ideali (v) ve (1 +

v)’dir. Ustelik
)+ {1+v) =R

oldugundan (v) ile (14 v) komaksimal ideallerdir. v(1 +v) =0 ve v = v, (1 +v)? =
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1 +v oldugundan v ile 1 + v elemanlar1 R; halkasinin ortogonal idempotentleridir. Teorem

2.1.53’den
Ri=vvR| & (1 +V)R1
dir. Ustelik Teorem 2.1.51’den

(P:Rl—)F%

a+vb— (a,a+b)

doniistimii bir izomorfizmadir. Bu doniisiim, bir n dogal sayis1 olmak tizere i = 1,2,...,n ve

ci = ri+vq; € Ry olacak sekilde ¢ = (c1,c¢2,...,¢y) € R elemant igin

D(c) = (r(c),r(c) +4(c))

seklinde R’e genisletilebilir, burada r(c) = (r1,r2,...1,) € F5 ve g(c) = (q1,92,--.,qn) €
5 dir. R} kiimesinin bos olmayan her alt kiimesine, Ry lizerinde uzunlugu n olan bir kod
denir. Eger bu alt kiime ayn1 zamanda R'{’nin bir R alt modiilii ise, bu alt kiime, R, lizerinde

uzunlugu n olan bir lineer kod olarak adlandirilir. R; tizerindeki bir € lineer kodu i¢in
Ci={aclF)lat+vbeC belF;} ve & ={a+belF;|at+vbel}

biciminde tanimlanan €; ve &, kiimeleri ikili lineer koddur.

Onerme 3.2.1. R, iizerinde bir € = (1 +v)&| &, lineer kodunun devirli kod olmast icin

g.v.k. €1 ve & 'nin ikili devirli kod olmasidir [13].

Onerme 3.2.2. R, iizerinde uzunlugu n olan herhangi bir € = (1 +v)& G v&, devirli kodu
icin € = ((1+v)gi(x),vga(x)) dir, burada g|(x) ve g2(x), swrasiyla, € ve &’ nin iirete¢
polinomlaridur. Ustelik | € |= 221-deg(&1(x)~deg(2()) gy [13].

Onerme 3.2.3. R iizerinde uzunlugu n olan herhangi bir € devirli kodu icin € = (g(x))
ve g(x) | x* — 1 olacak sekilde tek tiirlii belirli bir g(x) polinomu vardwr, burada g(x) =

(1+v)g1(x) +vga(x)tir. Ayrica eer g1(x) = ga(x) ise g(x) = g1(x) 'tir [13].

Onerme 3.2.4. R iizerinde bir € = (1 +v)&| © v&, devirli kodunun duali ¢+ =
( (1+v)g;(x)+vg;(x)) dir, burada g3 (x) ve g5(x), sirastyla g1(x) ve ga2(x)’in resiprokal
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polinomudur. Ustelik | ¢ |= 2%e8(&1x)+deg(&2(0) gy ]3],

33. F,+uF, HALKASI

Bir p tek asal sayis1 i¢in p elemanli sonlu cisim ), olmak lizere
Ry:=TF,+uF,={a+ub|abcF, u>=1}
kiimesi
(a+ub)+ (c+ud)=(a+c)+ulb+d) ve (a+ub)(c+ud)=ac+bd+u(ad+bc)

seklinde tamimlanmis islemlere gore bir halkadir, burada a,b,c,d € F,'dir. R, =
Fplu)/ (u* —1) olup idealleri {0}, (u—1),(u+1) ve Ry’dir ve bir zincir halkas degildir.

Ry’ nin > = 1 eleman icin

1+u\ (1—u _1—u2_1—1_0
2 2 4 4

14u 2_1—|—u_ 1—u 2_1—u
2 2 2 )

1# ve 1;2” elemanlar1 R, halkasinin ortogonal idempotentleridir. O halde

\

oldugundan
Teorem 2.1.53’den
_1+u 1—u _1+u 1—u

Ry, = R R, = F
222@222,,692

Fp

elde edilir. Her r € R, eleman1 r = %a + 1—5”17 olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir, burada

a,b € F, dir.

R; halkasindan IFI%’ye bir Gray doniisiim

®:R, — F

r— (a—b,a+Db)
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seklinde tanimlanir. Bu déniisiim, ¢ = (co, ¢1,...,¢,—1) € R} igin

¢(c) = (P(co), D(c1),. .., P(cr-1))
seklinde R7’e genisletilebilir, burada n bir dogal sayidir.

R7’nin bostan farkli her alt kiimesi R, lizerinde uzunlugu 7 olan bir kod olarak adlandirilir.

R>’nin elemanlarinin 6zelligi ile bu € kodu

1+ 1—
= MQ:l@ u¢2

¢ 2 2

biciminde yazilabilir, burada

14+u +l—u
a
2 2

¢ ={acl,| beRy}

ve

1 11—
€2:{bE]Fp|#a+ 2u

beRy}

seklinde olup bu kiimeler [, lizerinde uzunlugu n olan kodlardir. R} nin bir R alt modiilii R»
tizerinde uzunlugu n olan bir lineer kod olarak adlandirilir. R; tizerinde uzunlugu » olan bir €
lineer kodu igin ¢ = (¢g,¢y,...,¢,—1) vektorii €de bir kod kelimesi iken (¢,_1,¢g,...,¢—2)
vektorii €’de bir kod kelimesi ise €’ye devirli kod; (—¢,—_1,¢0,...,¢,—2) vektorii bir kod
kelimesi ise €’ye negatif devirli kod ve (uc,_1,co,...,c,—2) vektorii bir kod kelimesi ise

¢’ye R tizerinde bir u-sabit devirli kod, denir.

Lemma 3.3.1. Bir € lineer kodunun, R, iizerinde uzunlugu n olan bir u-sabit devirli kod

olmasi icin g.y.k. €| ve & ’nin sirasiyla I, iizerinde uzunlugu n olan devirli ve negatif devirli

kod olmasidir [8].

R, halkasi iizerinde tanimli olan ve u?> = 1 kosulunu saglayan bir u-sabit devirli kodun

polinom karsilig1 asagidaki tasvir yardimiyla ifade edilmektedir.

2 = Ralx]/ (¥ —w)

(Cl,Cz,...,Cn)i—)(C()—l-clx—l-"-—l-xnil)



43

seklinde tanimlanan tasvir bir Ry-modiil izomorfizmasidir. € nin R, iizerinde u-sabit devirli

kod olmast i¢in g.y.k. €’ nin R; [x]/(x" — u) nun bir ideali olmasidir.

Lemma 3.3.2. & R, iizerinde bir u-sabit devirli kod olsun. O halde € =

<#g1(x),%g2(x)>’dir, burada gi(x) ve g2(x) polinomlart € ve &, kodlarmmn iirete¢

polinomlaridir. Ayrica ¢+ = %Cf &) %Qi, R, iizerinde bir u-sabit devirli koddur ve € =
1—u

<1%§f(x), 15483 (x) ) dir, burada g (x) ve g5(x) polinomlari, sirasiyla g1 (x) ve g»(x) nin

resiprokal polinomudur [8].

34. FZm + M]Fzm HALKASI

Fy + ulf, (u2 = 0) halkasinin elemanlar1 a,b € F; i¢in a + ub seklinde tanimhidir ve tanimi
geregi dort elemana sahiptir. Bu halka kodlama teorisi alaninda temel diizeyde teorik
calismalar ve uygulama alanlar1 agisindan 6nem arz eden bir¢ok kodun olusturulmasina
imkan saglamistir ancak giin gectikce uygulama alanlarinin genislemesi ve tasinacak bilgi
kapasitesinin artmasiyla birlikte daha yiiksek boyutlu kodlara ihtiya¢ duyulmustur. Sadece
5 + ulF, halkasi ile sinirlt kalmak tanimlanacak kodlarin zenginligini de sinirlayacagindan
bu halka daha fazla elemana sahip halkalara genellestirilmistir. Bu genellemelerden biri
de Fym + ulfom halkasina genellemedir. Boylelikle halkanin her a 4 ub elemani icin a ve
b elemanlar1 F,’den degil Fon’den alimir. Dolayisiyla halka 4 eleman degil 22" elemana
sahip olur ve bu durumda m degeri arttikca daha yiiksek boyutlu kodlar olusturulabilir
ve bu kodlarin minimum uzakliginin yiiksek olma ihtimali de artar. Yani bu genelleme
kodlama teorisi acgisindan daha iyi parametrelere sahip kodlarin elde edilmesi i¢in énemli
bir genellemedir. Bu boliimde 6nce F, + ul', halkasinin cebirsel yapist kisaca tanitilacak

ardindan Fom + ulFy» halkasinin cebirsel 6zellikleri sunulacaktir.

I, iki elemanli sonlu cisim olmak tizere
Fo+uFy = {a+ub|a,beFy, u* =0} ={0,1,u,1 +u}
seklinde ifade edilen kiime {izerinde tanimlanan
(a+ub)+ (c+ud)=(a+c)+ulb+d) ve (a+ub)(c+ud)=ac+u(ad+ bc),

sirasiyla, toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir, burada a,b,c,d € F,’dir. Islem
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tablolar1
+ 0 1 u l4u 0 1 u 14u
0 0 1 u l+4u 0O |0 0 0 O
1 1 0 I4+u u 1 0 1 u l4u
u u 14u 0 1 u |0 u 0 wu
I+u|l+u u 1 0 I+u|0 14+u u 1

seklinde olup [, + ul, halkasi komiitatif bir halkadir ve birim eleman1 1°dir. u € [ + ulf,

elemani nilpotent eleman olup halka sifir bolenli bir halkadir. Bu halkanin idealleri

(0) = {0}

(1) =40,1,u,1 +u}

(u) ={0,u}
(1+u)={0,1,u,1+u}

seklindedir. [F; + ulF, bir lokal halka olup maksimal ideali («) idealidir ve (0) C (u) C Fy +
ulF, oldugundan bir zincir halkasidir. Bu halkanin bir genellemesi olarak [Fo», 2" elemanli

sonlu cisim olmak iizere
R3 :=Fom+ulFom = {a+ub | a,b € Fom, u? = 0}
kiimesi her a,b,c,d € Fym icin sirastyla
(a+ub)+ (c+ud)=(a+c)+ulb+d) ve (a+ub)(c+ud)=ac+u(ad+ bc)

seklindeki islemlere gore bir halkadir. Bu halka karakteristigi 2 olan birimli bir lokal halkadir.

Ustelik > =0 oldugundan u nilpotent elemandir. a,b,c,d € Fo» elemanlar ile
(a4ub)(c+ud) =ac+u(ad +bc) =1

esitli§inin saglanmasi i¢in ac = 1 ve ad + bc = 0 olmasi gerekir. ac = 1 oldugundan a # 0

ve ¢ # 0, yani a ve ¢ elemanlari tersinir olmak zorundadir. Fy» cisminin aritmetik birimleri
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kiimesi %, = Fon \ {0} oldugundan, R3 halkasinin aritmetik birimleri kiimesi
R; - {a+1/lb 6R4 | ac ]Fzm, be Fzm}

dir. R3 halkasinin aritmetik birim olmayan elemanlarinin kiimesi ise halkanin a = 0 olan

elemanlaridir, yani
R3\R;={ub € Rs | bcFm}

seklindedir. Burada tersinir olmayan elemanlarin kiimesi
{ub € R3 | beFm} = (u)

idealidir ve bu ideal maksimal idealdir. R3 halkasinin kalan cismi R3/ < u >22 Fow’dir. (0) C

(u) C R3 oldugundan bir zincir halkasidir.

B={ay,00,...,0,,} kimesi F, tizerinde F,n i¢in bir baz olsun. 0 < i <m— 1 i¢in x; € F,

Ve X = X000 + X100 4 -+ + X1 0y € Fom olmak {izere bir Gray doniisiim

¢ : Fon — FY

X (X0, X1+ -+ s Xm—1)
seklinde tanimlanir. Bu doniisiim

& Tl — T
(r()arl;"',rn—l) — (¢(7‘0),¢(7']),~~- ;¢<rn—l)

biciminde F75,,’e genisletilir, burada 0 < i < n — 1 i¢in r; € [Fpn’dir. Her ¢ € R elemam, r =
(ro,71,---s7a—1) Ve ¢ = (90,91, - - - ,qn—1) € 5, elemanlari ile ¢ = r+uq seklinde yazilabilir.

Boylece R3’den F%m"’e bir Gray doniisiim

v RY — o™

c—(0(q),0(r+q))

seklindedir. RY’den [F %’""’e tanimlanan y Gray tasviri [F-lineerdir.
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Rj tizerinde uzunlugu n olan bir € kodunun devirli olmast i¢in g.y.k. €nin R3[x]/ (x" + 1)’in
bir ideali olmasidir. Rz iizerinde uzunlugu » olan bir € kodunun (1 + u)-sabit devirli olmasi

icin g.y.k. € nin R3[x]/ (x" + 1 4 u) nun bir ideali olmasidir.

Teorem 3.4.1. &, R; iizerinde uzunlugu n olan bir (1 + u)-sabit devirli kod ise

€ = (f(x)h(x),uf(x)g(x))

olacak sekilde R3[x| iizerinde tek tiirlii belirli f(x),g(x),h(x) monik polinomlart vardir ve

iistelik | € |= 2m(2dee(8(x)+dee(h)) gy burada f(x)g(x)h(x) = x" + 1 +u’dwr. Ayrica

¢t = (g" (0)h* (x),ug" (x) f*(x)

ve | €L |= 2mRdeg(Fx)+dee(h())) gy burada g*(x),h*(x) ve f*(x) polinomlart sirastyla

g(x),h(x) ve f(x) polinomlarimn resiprokal polinomudur [14].

3.5. Fon+uFom+ -+ u*Fyn HALKASI

Fom, 2™ elemanli sonlu cisim olmak iizere

R4::F2m+uF2m+-~+ukIF2m

k+1
= {Z ulap| 1 <i<k+liging; € Fom, ukt! = o}
i=1

= Fon[u] /()

seklinde tanimli kiime adi toplama islemi ve adi c¢arpma islemine gore komiitatif ve

karakteristigi 2 olan bir halkadir. Halkanin idealleri arasinda
0=u"""Ry Cu*Ry C --- Cu’Rs CuRs C R4

seklinde bir zincir oldugundan R4, maksimal ideali (u) olan bir zincir halkasidir. R4
halkasinin kalan cismi R4/ (u) = Fym’dir. R4 halkasinin aritmetik birimleri @ # 0 (mod u)

kosulunu saglayan a € R4 elemanlaridir. Her ¢ € R4 eleman1 i = 0, 1,. ..,k igin ;(c) € Fom
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olmak lizere
¢ = 8o(c) +udy(c) + - +u(c)
biciminde tek tiirlii yazilabilir. Bu halka i¢in bir Gray doniisiim

DRy —)ngl,

¢+ (6k(c), 0k(c) + o(c), &—1(c) + o(c), O—1(c) + 1 (c),-..,e(c))
biciminde tanimlanir, burada

6:41(c)+8:(c), k=2z+1(z€2)

O\ 04610, k=2(e)

dir. © doniigiimii lineerligi korur. Ayrica @ doniisiimii R e genisletilebilir. Genisletilmis ¢

doniisiimii R4’ten ]Fg;j—l)”’e birebir ve orten bir doniistimdiir.

Ry tizerinde uzunlugu n olan bir € kodunun devirli olmast i¢in g.y.k. € nin R4[x]/(x" —1)’in

bir ideali olmasidir.

Teorem 3.5.1. Ry iizerinde uzunlugu n olan bir devirli kod € olsun. O halde Ru|x|’te

fo(x)fix)fa(x) -+ frr1(x) = X" — 1 olmak iizere
€= (Ai(x), uh(x), W fa(x), - 1 firr (x)

olacak sekilde tek tiirlii belirli ikiserli aralarinda asal olan fo(x), f1(x), f2(x), -, fra1(x)

monik polinomlart vardir ve | € |= om(Eig(k+1=i)deg(fis1 () gir: Ustelik

-~

¢t =(fo (x), uff (x), F ), - b f (%)

ve | €t |= Zm(zfi(}ideg(ﬁ“(x)))’din burada i = 0,1,....,k + 1 icin f*(x) =
Jo Qo)) fi G iy () - i () dir [15].
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4. BULGULAR

Bu boliimdeki teoremler ve ispatlar genel olarak kodlama teorisinde Onemli bir yere
sahip olan resiprokal polinomlar yardimiyla verilmistir. Resiprokal polinom kavrami,
matematikte polinomlarin simetrik 6zelliklerini inceleme amacinin bir sonucu olarak ortaya
cikmistir. Kodlama teorisinde, 6zellikle devirli ve sabit devirli kodlarin analizinde, bu tiir
polinomlarin yapisal 6zellikleri kritik bir rol oynamaktadir. Halkalar iizerindeki devirli
kodlarin iirete¢ polinomlar1 genel itibariyle kodun yapisimi belirler. Bir devirli kodun dual
kodu da yine devirli olmaktadir ve bu dual kodun iirete¢ polinomu, ¢ogu zaman ana
kodun iirete¢ polinomunun resiprokaliyle dogrudan iligkili olmaktadir. Yani bir kodun
yapisin1 anlamak i¢in yalnizca iirete¢ polinomu degil ayni zamanda bu iirete¢ polinomunun
resiprokali de dikkate alinmalidir. Bu durum resiprokal polinomlarin kodlama teorisi
literatiiriinde devirli kodlarin cebirsel yapisindan kaynaklanan zorunlu bir yap1 oldugunu
ortaya koymaktadir. Resiprokal polinomlarin bu sekilde kullanilmasi yalnizca teknik bir
hesaplama kolaylig1 sunmakla kalmaz. Ayrica bu doniisiim, kodlarin yapisini ve davranig
bigimlerini anlamanuzi saglar. Ozellikle kendine dual, kendine ortogonal ve dual iceren
kodlarin karakterizasyonu, resiprokal polinomlar araciligiyla gerceklestirilir. Bu tiir kodlar,
klasik hata diizeltme kodlarinin 6tesinde kuantum hata diizeltme kodlar1 gibi ileri diizey
uygulamalarda da temel bir rol oynar. Nitekim kuantum kodlarinin insasinda kullanilan
CSS (Calderbank—Shor—Steane) metodunda kodlarin dualini icermesi gereklilidi iireteg
polinom ile onun resiprokali arasindaki iliskiye dogrudan baglidir. Sonug olarak, resiprokal
polinomlar yalnizca cebirsel bir igslem olarak degil kodlama teorisinin hem yapisal hem
de uygulamali yonlerini kavramada kilit bir rol oynayan, ¢ok yonlii ve vazgecilmez bir
aractir. Bu yoniiyle, resiprokal kavrami, kodlama teorisinin temel yapi taglarindan biri haline

gelmistir.

Bu boliimde, farkli cebirsel yapilar tizerindeki bir kodun dualini icermesi i¢in gerek ve yeter
kosullar incelenmistir. Bu kapsamda, sirasiyla hem [, cismi iizerinde hem de Ry = [F; +
vFy (V2 =V), Ry := F,+ulF, (u?> = 1), R3 := Fom + uFym (4> = 0) ve Ry := Fom + uFom +

-+ uFFom (11 = 0) halkalari iizerindeki devirli kodlar ele alinmustir.
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4.1. DONGUSEL KOSETLERLE DUALINI iCEREN IKILI DEVIRLI KODLAR

Bu boliimde dongiisel kosetler yardimiyla bir ikili devirli kodun dualini icermesi i¢in bir

gerek ve yeter kosul verilecektir.

(n,2) =1 olsun ve 0 < s < n olacak sekilde bir s tam sayis1 goz Oniine alinsin. Simetrik
kosetlerin sayisi €(n) ile, asimetrik koset ¢iftlerinin sayis1 §(n) ile gosterilsin. Eger &, F, nin
bir cisim genislemesinde birimin n inci dereceden bir primitif kokii ise £*’in F; iizerindeki

minimal polinomu

M;(x) = I!(x—éi)

seklindedir ve

€(n) 6(n)

xn+1:1_11Mtz H ()M j, (x ))

=1

dir, burada 1 <t < &(n) igin C;,’ler tiim simetrik kosetler ve 1 <[ < §(x) olmak iizere Cj, ve
C_j, asimetrik koset ¢iftleridir. N = 2%n olsun. O halde

&(n) a 3(n) ”
M 1=TTM () [T (M), ()M, (x)
=1

=1

dir. Eger C; simetrik ise M (x) = M,(x)’tir. Cy ve C_; asimetrik ciftler ise M;(x) =
M_g(x) dir.

Teorem 4.1.1. N = 2%n uzunlugunda ikili devirli iki kod € ve €' olsun. Eger

ve

ise €+ C ¢ olmast icin g.y.k. a, <2% —a, b <2% —c; ve ¢) < 2% — by olmasidir. Ozel olarak
¢ C ¢ olmast icin g.v.k. o <297V ve by +c; < 2% olmasidir [16].
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Ispat. € ve ¢’ kodlarinin iirete¢ polinomlari sirasiyla

veE

seklinde gosterilsin. €1’in iirete¢ polinomu f(x) ’in resiprokal polinomu olup

&(n) 6(n)

P =TTM 0 IT (M5 om0

7] =1

~

seklindedir. €+ C ¢ olmasi i¢in g.y.k. g(x) | f*(x) ve €+ C € olmasi i¢in g.y.k.f(x) | /*(x)
oldugu biliniyor. Burada g(x) | f*(x) olmas i¢in g.y.k.

a,<2%—q, b;<2%—¢; ve ¢;<2%—p
olmasidir. Ayrica f(x) | £ (x) olmast i¢in g.y.k.
a; <2%—q; = 24, <2% = q §2°‘_1
ve
bi+c; <2%—c;+2%—b; = 2(bj+¢;) <2(12%) = by +¢; <2°

olmasidir. L]

4.2. TF,+vF, HALKASI UZERINDE DUALINI iCEREN DEVIRLI KODLAR

Qian [7] tarafindan 2013 yilinda yayinlanan ¢alismada F, + vIF, (v = v) halkas: iizerinde
taniml devirli kodlardan yola ¢ikilarak kuantum hata diizelten kodlarin insasi i¢in yeni bir
metot verilmistir. Bu metot gelistirilirken 5 + vIF5 (v? = v) halkas1 iizerinde dualini igeren
devirli kodlarin sagladig1 kosulla ilgili bir teorem de sunulmustur. Bu ¢alismanin temelinde,

F, + vF (v = v) halkasi iizerindeki bir devirli kodun bu halkadan F%’ye tanimlanan
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Gray doniisiimii altindaki goriintiisiiniin birinci ve ikinci bileseniyle ayr1 ayri olusturulan
kiimelerin de dualini iceren ikili lineer kod olmalar1 durumu vardir. Qian’in bu calismasi,
yalnizca yapisal olarak dualini iceren kodlarin bir incelemesini yapmakla sinirli kalmamus,
ayn1 zamanda bu kodlarin Gray doniisiimleri iizerinden kuantum hata diizelten kodlarin
nasil elde edilebildigini de gostermistir. Bu boliimde, Qian’in dnerdigi yonteme dayanarak
[, + vIF, halkasi iizerinde tanimli devirli kodlarin dualini igermesi i¢in gerek ve yeter kosul
ayrintili bicimde ele alinmistir. Ayrica elde edilen sonuglari somutlastirmak amaciyla bir

ornek sunulmustur. Kolaylik olmasi icin ilgili halka Ry = [F» + v, seklinde gosterilecektir.

Teorem 4.2.1. R iizerinde uzunlugu n olan € = ((1+v)g(x) +vga(x)) bir devirli kodunun

dualini icermesi icin g.y.k.
x'=1=0 (mod g(x)gi(x)) ve x"—1=0 (modgs(x)g>(x))

olmasidir, burada gj(x) ve g5(x) swasiyla gi(x) ve g2(x) polinomlarinin resiprokal

polinomlaridir [7].

Ispat. Ry iizerinde uzunlugu 7 olan bir devirli kod € ve € = (g(x)) = (14 v)&; @ v¢&; olsun.
Ohalde € = ((1+v)g1(x) +vg2(x)), €1 = (g1(x)) ve € = (g2(x))’dir, burada €; ve &, ikili

lineer kodlardir. Eger

x'—1=0(mod g (x)gi(x)) ve x"—1=0 (mod g(x)gs(x))
ise Lemma 2.3.35’den

€L CC ve € CC

dir. ¢{ ve € ikili devirli kodlarimin iireteg polinomlari, sirasiyla gj(x) ve g>(x)
polinomlarinin resiprokal polinomlar1 oldugundan (g;*(x)) C (gi(x)) ve (g"(x)) C

(g2(x))’dir. Boylece

((1+)g7(x) +v82(x) ) € ((1+v)g1(x) +vea(x))

elde edilir. Dolayisiyla € kodu dualini igerir.

Diger taraftan € ¢ dual kodunu igersin. O halde (1 +v)&{ @ v€y C (14 v)&; @ v, dir,
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burada €; ve &, ikili devirli koddur. € = (1+v)&; @ v, oldugundan
C=(1+v)¢ (modv) ve €=v& (modl+v)
dir, boylece
€L CC ve €& CC
olur. Lemma 2.3.35’den
X"—1=0 (mod g;(x)g](x)) ve x"—1=0 (mod ga(x)g5(x))

elde edilir.

]

Sonug 4.2.2. R) iizerinde uzunlugu 7 olan bir devirli kod € = (1 +v)€; ®v&; olsun. €+ C ¢

olmasi icin g.y.k.

olmasidir [7].

Ornek 4.2.3. x” — 1 polinomu I [x] iizerinde

X —1=x=D0C+xX +xr+ 2+ +x+1)
=x—DE+2+1)+x+1)

seklinde indirgenemez ve monik ¢arpanlarina ayrilir. x — 1 =x+1 (mod 2) oldugundan
X —1=a+ D)+ + D +x+1)
seklinde ifade edilebilir. Burada

filx) = +x%+1
frlx) =x> +x+1

olarak alian polinomlar i¢in (1+v) fi (x) ve vf2(x) polinomlarinin toplamu ile iiretilen €, R;
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iizerinde uzunlugu 7 olan bir devirli koddur. f;(x) ve f>(x)’in resiprokal polinomlari

i) =2 G+ 1) = T+atr’ = fo(x)
= (E+i+)=1+22+x = fi(x)

seklinde elde edilir. Bu durumda

A@A@ =1 ve fx)f0x) ][5 =1

yani
A —1=0 (mod fi(x)ff(x)) ve x'+1=0 (mod f2(x)f3(x))

saglanir. Dolayisiyla ¢+ C ¢ dir.

43. TF,+uF, HALKASI UZERINDE DUALINI ICEREN DEVIRLI KODLAR

Gao ve Wang [8] tarafindan 2018 yilinda yayimlanan calismada [, + ulF, (> = 1)
tizerinde tanimli u-sabit devirli kodlarin yapisint detayli bicimde inceleyerek, bu kodlarin
klasik hata diizeltme alanindaki anlamini agiklamis ve ayni zamanda bu yapilarin Gray
doniistim ile elde edilen kodlar araciligiyla yeni kuantum kodlarin ingasini da miimkiin
kilmigtir. Gao ve Wang’1n ¢calismasinda, u-constacyclic kodlarin I, + ulF, halkas: tizerindeki
tanimina ek olarak, bu kodlarin dual kodlarini icerme sartlar1 detaylica ortaya konmus ve
CSS (Calderbank—Shor—Steane) metodu ile yeni kuantum kodlarin nasil insa edilebilecegi
sunulmugtur. Bu baglamda [F3, [F5 ve [F; iizerindeki bir kodun Gray doniisiimiiniin, kuantum
kod parametrelerine nasil doniistiigii hesaplanarak elde edilen parametreler tablolar halinde
verilmistir. Bu kodlarin parametreleri literatiirdeki mevcut kuantum kodlarla kiyaslanarak
listiin yonleri ortaya konmustur. Bu baglamda, s6z konusu caligsma, klasik kodlarin kuantum
koda doniistiiriilmesinde yeni bir yontem sunmus ve 6zellikle de halkalar {izerindeki lineer
yapilar ile kuantum kodlama teorisi arasindaki bagi kuvvetlendirmistir. Bu nedenle, bu
calismada sunulan teknikler ve elde edilen sonuclar, hem teorik kodlama ¢aligmalar1 hem
de pratik kuantum bilgi isleme uygulamalar1 agisindan 6nem arz etmektedir. Bu tezin bu
boliimde, Gao ve Wang [8]’nin ¢alismasinin temel amac igin, F), 4 ulF, (u*> = 1) halkasi

tizerinde dualini iceren devirli kodlarin sagladigi kosulla ilgili ispatlanan teoreme yer
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verilmistir. Bu kisimda, kolaylik olmasi icin ilgili halka u? = 1 olmak iizere R, := F,+ulF,

olarak gosterilecektir, brada p bir asal sayidir.

Teorem 4.3.1. R, iizerinde wuzunlugu n olan bir u-sabit devirli kod € =

<1# g1(x), 1%“ g2 (x)> ‘nin dualini icermesi icin g.y.k.
X"—1=0 (mod g;(x)g1(x)) ve x"+1=0 (mod g2(x)g2(x))
olmasidir, burada g,(x) = (g1 (0))_1g]k(x) ve §r(x) = (gz(O))_lgé(x) dir [8].

Ispat. R, iizerinde bir u-sabit devirli kod

_1—|—u

=

l—u 14+u 1—u
@' e - (W S )

olsun, burada €; = (g1(x)) ve €, = (g2(x)) F, iizerinde uzunlugu n olan, sirastyla devirli ve

negatif devirli koddur. Eger
X"—1=0 (mod g;(x)g1(x)) ve x"+1=0 (mod gr(x)g2(x))

ise Lemma 2.3.36’dan €1 C & ve €5 C ¢, dir. Buradan

1+u 1+u 1—u 1—u
ZQfllng:] ve ZQ:ZLQZ

()

dir. Boylece

1 1— 1 1-—
;—u@f@ zugé_ +u u

N
G
¥
(&)
I\

olur. Dolayisiyla ¢ kodu € dual kodunu igerir.

Diger taraftan ¢ kodu ¢ dual kodunu icersin. Bu durumda

I4u | 1-u_ | 1+u l—u
-
2 Q:l@ 2 Q:Z — 2 Q:]EB 2 Q:z

dir. ¢ = %@1 o) 1%“62 oldugundan F), iizerinde € = 1%“62 (mod ]%) ve € = 1—J2”‘€1

(mod 15%)’dir. Buradan hem ¢; kodu hem de &, kodu dualini igerir. Boylece

'—1=0 (modgi(x)g1(x)) ve x"+1=0 (mod ga(x)g2(x))
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dir. [l

Ornek 4.3.2. n = 12 ve p = 3 olmak iizere F3 4 uFF3 (u*> = 1) halkas1 gbz Gniine alisin. O

halde x'?> — 1 ve x'? + 1’in indirgenemez monik carpanlara ayrilis1
X2 —1=(x+1)P>x+2)>02+1)3

ve
2l =42+ 2)3 (0 x4 2)?

olarak bulunur. g1 (x) = x+ 1 ve g2(x) = x> + x+ 2 olmak iizere

¢= <1;ug1(X), 1gugz(X)>

[F3 4 ulF3 halkas iizerinde uzunlugu 12 olan u-sabit devirli koddur. g1 (x) =x+1 ve g2(x) =

x? + x + 2 polinomlarinin resiprokal polinomlari sirastyla
gix)=x+1 ve gx)=2x"+x+1

olur. Buradan
g1(x) = (81(0)) 'gi(x) = Lx+1) =x+1

ve 27! =2 (mod 3) oldugundan

(X)) = (g200) gs(x) =27 2P +x+ 1) =2(22 +x+ 1)

— 4’ +2x+2=x>+2x+2 (mod 3)
dir.
g1(0)g1(x) = (x+1)°
oldugundan gi (x)&; (x) | x'? — 1’dir. Ayrica

22(x)g2(x) = (x2 +x+ 2)(x2 +2x+2)



56

olur ve g5(x)&(x) | x'2 4 1°dir. Béylece Teorem 4.3.1°den €+ C ¢’dir.

Ornek 4.3.3. n = 20 ve p = olmak iizere Fs + uFs (u? = 1) halkas1 goz 6niine alinsin. Bu

halka iizerinde x?° — 1 ve x?° + 1 polinomlarinin indirgenemez monik carpanlara ayrilisi
X0 —1=(x4+1)°(x+2)°(x+3)°(x+4)°

ve
X20+1 — (X2 +2)5(X2—|-3)5
seklindedir. g1 (x) = (x+2)? ve g2(x) = x> + 2 olmak iizere

¢= <1;ug1(X), 1gugz(X)>

Fs 4 ulF5 halkas1 iizerinde uzunlugu 20 olan u-sabit devirli koddur. g1(x) = (x +2)? ve

g2(x) = x? + 2 polinomlarinin resiprokal polinomlari sirasiyla
gi(x) =4 +4x+1 ve gi(x)=2"+1
olur. Buradan 4~! =4 (mod 5) oldugundan

g1(x) = (1(0)) gi(x) =47 (4x® +4x + 1)
=16+ 16x+4=x>+x+4=(x+3)> (mod 5)

elde edilir. Boylece
g1(0)g1(x) = (x+2)*(x+3)*

olur ve g1 (x)g; (x) | x*° — 1"dir. Benzer sekilde 27! =3 (mod 5) oldugundan

22(x) = (£2(0)) g3 (x) =271 (27 + 1)

—6x>+3=x"+3 (mod 5)
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elde edilir. Buradan
g2(x)82(x) = (X +2)(x* +3)

olur ve g»(x)g2(x) | x?° + I"dir. Boylece Teorem 4.3.1°den ¢+ C ¢’dir.

Ornek 4.34. n =15 ve p = 7 olmak iizere 7 + ulF; halkas1 goz oniine alinsin. Bu halka

iizerinde x'> — 1 ve x> + 1 polinomlarimin indirgenemez monik carpanlara ayrilisi

x5 =1 =(x4+3)(x45) (x+6) (x* + 20> + 4x% + x+2)

(3 2+ x+ D A 2% x4 4)
ve

P41 =4+ 1) (x4+2) (x+4) (x* + 30> +2x% + 6x+4)
(x* 460 + 22+ 6x+ 1) (x* + 56 +4x? + 6x+2)

seklindedir. g1 (x) = x4+ 6 ve g2(x) = x+ 1 olmak izere

e= (3 00 S )

F7 4+ ulF7 halkas: iizerinde uzunlugu 15 olan u-sabit devirli koddur. g1 (x) =x+6 ve g2(x) =

x~+ 1 polinomlarinin resiprokal polinomlari sirasiyla

gi(x)=3x+1 ve gi(x)=2x+1
dir. 37! =5 (mod 7) oldugundan

g1(x) = (g1(0) lgi(x) =3"1Bx+1) =15x+5=x+5 (mod 7)
elde edilir. Buradan

g1(x)&1(x) = (x+3)(x+3)
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olur ve g1(x)g1(x) | x'> — 1’dir. Benzer sekilde 2! =4 (mod 7) oldugundan
5(x) = (2200) 'gs(x) =271 2x+1) =8x+4=x+4 (mod 7)
elde edilir. Buradan
82(x)82(x) = (x+2)(x+4)

olur ve g>(x)g2(x) | x'° + 1’dir. Boylece Teorem 4.3.1°den ¢+ C ¢’dir.

4.4. TFyn+ uF.» HALKASI UZERINDE DUALINI iICEREN DEVIRLI KODLAR

Tang ve dig.[14] tarafindan 2020’de yapilan calismada, Fym + ulFp» halkasi {izerinde
tanimlt (1 + u)-sabit devirli kodlarin Gray doniigiimleri araciligiyla ikili lineer kodlara
doniistiiriildiigli ve bu kodlarin kuantum kodlara uygulanabilirligi arastirilmistir. Bu halka
tizerinde tanimlanan (1 + u)-sabit devirli kodlarin dualini icermesi durumu ele alinmis ve
bu 6zelligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul cebirsel olarak ifade edilmistir. Bu calisma
sonucunda elde edilen dualini i¢eren kodlarin kuantum hata diizeltici kodlara gegisi icin CSS
(Calderbank-Shor-Steane) insa metodu kullanilmis ve boylece halka iizerindeki kodlardan
yola cikilarak ikili kuantum kodlar elde edilmistir. Calismanin son kisminda bir cebirsel
hesap programi olan MAGMA aracilifiyla F4 4 ulF4 halkas: iizerinde ayr1 ayrn 85 ve 93
uzunluklu (1+ u)-sabit devirli kodlardan iki farkli kuantum hata diizelten kod elde edilmis ve
kodlarn literatiirde var olan 6rneklerden daha iyi paramaetrelere sahip oldugu belirtilmistir.
Bu calisma, sonlu halkalar iizerinde tanimli sabit devirli kodlar kullanilarak var olanlardan
daha iyi parametrelere sahip lineer kodlarin ve ikili kuantum hata diizelten kodlarin inga
edilebilecegini gostererek literatiire anlaml bir katki saglamistir. Mevcut tezin bu kisminda,
ilgili caligmada ispatlanan, Fo» + ulFom halkas: tizerinde tanimli bir devirli kodun dualini
icermesi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir. Bu kisimda kolaylik olmast icin ilgili halka

u? = 0 olmak iizere R3 := Fom + ulFom seklinde gosterilecektir.

Teorem 4.4.1. f(x),g(x) ve h(x) polinomlar: R3[x] iizerinde f(x)g(x)h(x) =x"+14u
kosulunu saglayan ikiserli aralarinda asal monik polinomlar olmak iizere Rz iizerinde
uzunlugu n olan (1 + u)-sabit devirli bir kod € = (f(x)h(x),uf(x)g(x)) olsun. O halde
¢t C € olmast icin g.y.k. f(x) | g*(x) olmasidir [14].
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Ispat. Teorem 3.4.1°den

€t = (g (R (x), ug" (x) f* (%))
dir. ¢* C € olsun. Bu takdirde

g ()" (x) = f(x)h(x)a(x)

olacak sekilde bir a(x) € R3[x] vardir. Buradan

g (h*(x)g(x) = f(x)g(x)h(x)a(x)
= (I4+u)f*(x)g" ()h" (x)a(x)

olur. O halde f*(x) | g(x)’dir, boylece f(x) | g*(x) elde edilir.

Diger taraftan f(x) | g*(x) olsun. Bu durumda

olacak sekilde bir /(x) € R3[x] vardir. b(x) kendine resiprokal polinomlarin ¢arpimi ve r(x)

kendine resiprokal olmayan polinomlarin ¢carpimi olmak iizere

bi¢ciminde yazilabilir. O halde f(x)g(x)h(x) = x" 4+ 1 4 u oldugundan

(I u)f"(x)g" ()h" (x) = f(x)g(x)h(x)

olur ki buradan r(x) | f*(x)g*(x)h*(x) elde edilir. ebob(f*(x),r(x)) = m(x) olsun. O halde
m(x) | f*(x)tir. f*(x) | g(x) oldugundan m(x) | g(x) olur. Benzer sekilde m(x) | r(x) ve r(x) |
h(x) oldugundan m(x) | h(x)’dir. g(x) ve h(x) aralarinda asal olduklarindan r(x) ile f*(x)
aralarinda asaldir. Ayn1 zamanda r(x) ve A*(x) polinomlari aralarinda asaldir. Buradan r(x) |

f*(x)g*(x)h* (x) oldugundan r(x) | g*(x) olur. Boylece f(x)r(x) | g"(x) olur. O halde
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olacak sekilde k(x) € R3[x] vardir. g(x) ve h(x) aralarinda asal polinom oldugundan
g(x)s(x) +h(x)t(x) =1

olacak sekilde s(x),z(x) € R3[x| polinomlar1 vardir. Boylece

= uf"(x)r(x)k(x)s(x) f (x)8(x) +uf" (x)r(x)k(x)r (x) f (x)h(x) € €

elde edilir. Ustelik

g ()" (x) = f(x)r(x)k(x)b" (x)r" (x)
= f(x)h(x)k(x)r*(x) € €

olur. Boylece ¢ C ¢ elde edilir. O

4.5. Fon+ uFon + --- + uFF» HALKASI UZERINDE DUALINI ICEREN DEVIRLI
KODLAR

Tang ve dig.[15] tarafindan yapilan calismada, Fom 4 ulFom + -+ 4+ ufFom (uf*! = 0)
seklindeki zincir halkalar tizerinde tanimlanan dualini iceren devirli kodlar kullanilarak yeni
kuantum kod aileleri insa edilmistir. Tang ve dig.[15] hem yeni bir Gray doniisiimii hem
de klasik CSS (Calderbank—Shor-Steane) insa metodunu kullanmis ve oncelikle bu halka
tizerinde tanimlanan kodlarin dualini igermesi icin bir gerek ve yeter kosul ortaya koymus,
ardindan bu yapilar1 kuantum kod ingasinda kullanmiglardir. Bu ¢calismanin temelinde, klasik
kodlarin dualini iceren bir kod olmasi durumunda, bu kodlardan kuantum hata diizeltici
kodlarin elde edilebilecegine iliskin teori yer almaktadir. Ozellikle bu ¢alisma, bu bigimdeki
halkalar tizerinde tanimli devirli kodlarin kuantum kodlara uygulanmasinda 6nemli bir
boslugu doldurmakta ve 2"’li kuantum kodlar icin bir inga yontemi sunmaktadir. Bu tezin bu

kisminda, Tang ve dig.[15]’1n calismasinda ispatlanan, Fom 4 ulFym + - - - 4 ¥ Fom (k! =
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0) halkas1 tizerinde tanimli bir devirli kodun dualini icermesi icin gerek ve yeter kosul
verilmistir. Ayrica, elde edilen sonuglara iligkin bir 6rnek verilmistir. Kolaylik olmasi i¢in
ilgili halka p bir asal say1 ve w1 = 1 olmak iizere Ry := Fom + ulFom + + - - + 1k Foym seklinde

gosterilecektir.

Teorem 4.5.1. €, Ry iizerinde uzunlugu n olan bir devirli kod olsun. O halde R4[x] iizerinde

Jo() fi(x) fa(x) - fiy1(x) =x"— 1 ve
&= (i (), ufa(x), w2 F(x), -+t Fopn (1))

olacak sekilde ikiserli aralarinda asal olan  fo(x), fi(x), f2(x), -, fix1(x) monik
polinomlary vardir. i=2, 3, ..., k+1 olmak iizere ri(x), fi(x)’in kendine resiprokal olmayan

ve indirgenemez carpanlarinin ¢carpimi olsun. Bu takdirde ¢ C & olmasi icin g.y.k.

Sox)ra(X)r3(x) - rip 1 (9|17 (%) (4.1)
olmasidir [15].
Ispat. i = 2,3,....,k+ 1 olmak iizere r;j(x), fi(x)’in indirgenemez kendine resiprokal

olmayan carpanlarinin ¢arpimi olsun. f;(x) polinomu resiprokal olan ve resiprokal olmayan
polinomlarin ¢arpimi olarak fi(x) = b;(x)ri(x) seklinde yazilabildiginden ve resiprokal
polinom ozelliginden & € Fy» aritmetik birim olmak iizere b;(x) = &b} (x) oldugundan

fi(x) = &b} (x)ri(x) yazilir. Dolayisiyla
Fix)" = (&b} (@) = &bilo)r ()
olacak sekilde ifade edilebilir. Ayrica Teorem 3.5.1°den
et = (A (0), uf3 (), @), i iy )
dir.

Gereklilik: ¢+ C € olsun. O halde f; (x) € ¢+ igin
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olacak sekilde a(x) € Fon[x] vardir, burada

@) = (A@AE) . ferr () = fEAR) . i ()

ve

o~

J1(x) = fo(x) f2(x) - - - fi(x) fir1 (x)

dir.i=2,3,...,k+1icin b;

—~

x)’ler f;(x)’in kendine resiprokal ¢arpanlar1 oldugu igin & € F;,
seklinde olup fi(x) = b;(x)ri(x) ve f"(x) = b} (x)rf(x) olarak
yazilabilir. ]%k(x) = f{"(x)a(x) oldugundan

olmak iizere b;(x) = &b (x

~—

ST (x)r2 (%) by (¥ 1 (X) = fo(X)b2()r2(x) - b1 (ria (alx) — (4.2)

elde edilir. r;(x)’ler kendine resiprokal olmadigindan r;(x) ve b} (x)r}(x) polinomlarinin
ortak carpani yoktur. O halde (4.2) esitliginden i = 2,3,...,k+ 1 icin r;i(x) | fi(x)’dir. j =
0,1,...,k+ 1 igin f;(x) fonksiyonlart monik ikiserli aralarinda asal polinomlar oldugundan
fj(x) fonksiyonlarinin ¢arpanlar1 da birbirinden farklidir. Dolayisiyla bu fonksiyonlarin
resiprokal olmayan carpanlart da aralarinda asaldir, yani i = 2,3,...,k+ 1 i¢in r;(x)’ler

aralarinda asaldir. Boylece (r2(x)r3(x) - - - rey1(x)) | f7 (x) oldugu elde edilir.

Sfo(x)f1(x)f2(x) - fre1(x) = x* — 1 esitliginin her iki yaninin resiprokali alinirsa

Jo @)1 f2 (0 frpr (x) = —=(x" = 1)
= —fo(x) f1(x) f2(x) - fig1(x)

oldugundan
Jo)fT ()2 (x) -+ fip (Kalx) = =f5 (x)fi (6).f2 () - fip 1 (¥)alx)
dir. (4.2) esitliginden

ST (x) - fipa (%) = fo(x)fa(x) - fira1 ()a(x)
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olup bu esitligin her iki yan1 fj (x) ile ¢arpilarak

J1) ) f (x) - fil 1 (x) = f1(x) fo(x) fa(x) -+ - frg1 (x)a(x)
= —fo(x)f1(x) f2(x) - fir1(x)a(x)

elde edilir. O halde
fi(x) = —f5 (x)a(x)
olup
fi(x) = —fo(x)a* (x)

oldugundan fy(x) | f{ (x) elde edilir. i =1,2,3,...,k+ 1 igin f;(x) polinomlar1 aralarinda asal
ve r;(x) polinomlari da f;(x) polinomlarinin indirgenemez resiprokal olmayan ¢arpanlarinin

carpimi oldugundan i = 2,3, ..., k+ 1 i¢in r;(x) ile fy(x) aralarinda asaldir. Dolayisiyla

Jo(x)2(x)r3(x) -+ rir (x) | fi' (%)
elde edilir.

Yeterlilik: fo(x)2(x)r3(x) -+ ript (x) | f7 (%) olsun. O halde
fH(x) = folx)ra(x)r3(x) -+ i1 (x)m(x)

olacak sekilde bir m(x) € Fyn[x] vardir. fi(x) ile fi1(x) aralarinda asal olduklarindan
S1(x0)s(x) + fiepr (1)t (x) = 1

olacak sekilde s(x),7(x) € Fon[x] vardir. Ayrica fiy1(x) = fo(x)f1(x)fa(x) - fi(x)

oldugundan

Fen () = ) fE 0 (x) - f (%)
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dir. Buradan

W5 (0) = ufiy (%) - 1= iy (0 (i (®)s(0) + fror (0 (x))
= U i () i () f5 () -+ fie 1 (0) f (%) 5(x)
il fy (0 f1 (@) f5 (%) - filr (0) fi ()1 ()
= u £ () (fo ()2 (X)r3(x) - raeg 1 (X)m()) f5 (%) - -+ il () f1 (%) s(x)
+ 1 £ () (fo(x)ra ()73 (x) -+ i1 (0)m(x0)) £ () -+« fit 1 () fie () (x)
= u £ (X) (fo (%) fi (x)b3 ()73 (x) - - b1 (X1 () Jm ()2 (x) - -
€3r3(x) - Er17y 1 (1)8(x)
+ 1 £ () (fo () ba () ra ()3 (x) - -« fic () b1 ()1 () )m(x) e ()
&b (x)r53(x) -+ €17 (1)1 (x)
= u i () (fo () 1 () f3(0) - fier1 (%)) - -
€3 €112 (X)ra (%) -+ - 1y (x)m(x)s(x)
+1 f5 () (fo(0) f2(x) f3(0) fipr (x)) -+
€3 €112 () -+ 1y () m(x)e (x)

=k fa(x) +u’Brfi €€

olur. Benzer sekilde

oldugu gosterilebilir. Ayrica

fo(x) = i) f2(x) - fioy1 (%)

oldugundan

o) = 0 (HE B feri ()
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olur. Buradan

fo(x) = (o) ra(x)r3(x) -+ rieyt (X)m(x)) (b2 (x)r2 (x) - by 17y 1)
= fo(x)&2b2(x)r2(x) -+ € 1Dg1 (%) Fe1 (X)m(x) 3 (%) -+ 1 (%)
=& &4 1fo(X) [2(x) - fir1 (X)m(x)r5 (x) -1y (x) €€

dir. Boylece ¢l C ¢ elde edilir.

]

Ornek 4.5.2. n = 15 ve Fy + ulF5 + u*F, +u’F5 halkast g6z Oniine alinsin. [, + ulF, 4 u?Fy +

3 halkasi iizerinde x> — 1 polinomu
B =)@ +x+ D) x4+ D+ + D+ 3+ 2 +x+1)

seklinde indirgenemez ve monik ¢arpanlarina ayrilir.

fo(x)=1

f) =0 x4+ D P2 x4 1)
fl)=x*+x +1

frx)=x4+x+1

fa(x) =x—

seklinde secilirse

fox)=x—1

@) =x=D*+ 2+ D)2 +x+1)

) =@=DE+x+ D) +x+ D+ 53+ 2+ x+1)
BE) == +x+ D)+ 2+ D)+ + 2+ x+1)
) = (P Ax+ D +x+ D+ 28+ Dt + 53 422 x4+ 1)

polinomlari i¢in

¢ = (i), ufa @), Fo0), 6 Fa(x) )
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Fy + uF5 + uF, + u3F, halkasi iizerinde uzunlugu 15 olan bir devirli koddur. Boylece i =
2,3,4 i¢in r;(x), f;(x)’in indirgenemez ve kendine resiprokal olmayan ¢arpanlarinin ¢arpimi

oldugundan

r(x) =x*+x+1
r3(x) =1
1

ra(x)
seklindedir. Boylece

fo@) @) nx) =1-6*+xr+1)-1- 1=x*+x*+1
elde edilir. Dolayisiyla

) =0+ + D+ 2+ 2 +x+1)
oldugundan

Jox)ra(x)rs(x)ra(x) | 7 (x)

elde edilir. Teorem 4.5.1’den €+ C ¢’dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Cebirsel kodlama teorisi, bilgi ve veri iletiminde giivenilirligi artirmak amaciyla gelistirilen
matematiksel yontemlerin temelini olusturur. Modern iletisim sistemlerinde ve bilgi islem
teknolojilerinde karsilagsilan veri bozulmalari, iletim hatalar1 ve dis etkenlere baglh bilgi
kayiplar1 gibi sorunlarin ¢6ziimiinde kodlama teorisi onemli bir rol oynamaktadir. Bu
baglamda, cebirsel yapilarla temellendirilmis kodlama yontemleri, hem teorik saglamligi

hem de uygulamadaki etkinligiyle on plana ¢ikmaktadir.

Ozellikle sonlu cisimler ve halkalar gibi cebirsel yapilarin, hata diizeltici kodlarin
modellenmesinde ve analizinde kullanilmasi, kodlama teorisini yalnizca uygulamali
matematikle degil, aynt zamanda soyut cebirle de giiclii bicimde iligkilendirmistir.
Cebirsel kodlama teorisi sayesinde, belirli hata modellerine kars1 dayanikli kodlar
olusturulabilmektedir. Bu kodlarin minimum uzakliklari, dual yapilar1 ve devirli 6zellikleri
matematiksel yontemlerle analiz edilerek performanslar1 hakkinda yorum yapilabilmektedir.
Bu tiir matematiksel analizler, yalnizca teorik bilgi iiretimi agisindan degil, ayn1 zamanda
yiiksek hizli veri iletimi, kriptografi, uydu haberlesmesi, kablosuz aglar ve hatta biyolojik

bilgi isleme sistemleri gibi ¢esitli uygulama alanlar agisindan da biiyiik onem arz etmektedir.

Giiniimiizde gelisen teknolojiyle birlikte daha fazla veri daha hizli bir sekilde iletilmekte ve
daha diisiik hata toleranslari talep edilmektedir. Bu durum, daha giiclii, esnek ve optimize
edilebilir kodlara olan ihtiyaci artirmaktadir. Bu durum cebirsel kodlama teorisinin hem
akademik hem de endiistriyel acidan stratejik bir alan olarak gelisimini siirdiirmesini

saglamaktadir.

Cebirsel kodlama teorisinde, hata diizeltme ve tespit etme amaciyla cesitli kod aileleri
tanimlanmistir. Bu kod aileleri, cebirsel yapilarin kullanimiyla tanimlanir ve kodlama ile kod
cozme islemlerinde matematiksel etkinlik saglar. En yaygin olarak incelenen kod aileleri
arasinda lineer blok kodlar, devirli kodlar, BCH kodlar1 ve Reed—Solomon kodlar1 yer
alir. Lineer blok kodlar, vektor uzaylarinda tanimlanan ve lineer cebir yontemleriyle analiz
edilebilen kodlardir. Devirli kodlar ise dongiisel 6zellikleri sayesinde hem kodlama hem

de kod ¢6ziim asamasinda hesaplama agisindan pratiklik saglar. BCH ve Reed—Solomon
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kodlar1 gibi daha genel yapilar ise ¢cok daha yiiksek hata diizeltme kapasiteleri sunarak
ozellikle dijital iletisim ve veri saklama sistemlerinde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu
kodlar, cebirsel yapilar (6rnegin sonlu cisimler) tizerinde inga edilerek, yiiksek dogrulukta
bilgi iletimi icin teorik ve pratik ¢oziimler sunar. Bu orneklere benzer sekilde literatiirde

tanimlanmug ve farkli avantajlara sahip bir¢ok kod ailesi vardir.

Cebirsel kodlama teorisinde dualini igeren devirli kodlar, hem zengin yapisal 6zellikleri hem
de uygulamadaki etkinlikleri bakimindan 6zel bir 6neme sahiptir. Devirli kodlar, dongiisel
ozellikleri sayesinde hizli algoritmalarla kodlama ve kod ¢c6zme olanagi sunar. Ayrica dualini
iceren devirli kodlar, kriptografi algoritmalari, kuantum hata diizeltme kodlar1 ve simetrik
veri iletimi gibi bir¢ok uygulamada dogrudan kullanilabilecek avantajli yapilardir. Bu kodlar,
cebirsel yapilar tizerinde daha derin analizler yapilmasina olanak tanidig: gibi, ayn1 zamanda
giivenilir iletisim sistemleri tasarlamak i¢in de saglam bir matematiksel temel olusturur. Bu
nedenle, hem teorik inceleme hem de pratik uygulama agisindan dualini iceren devirli kodlar

kodlama teorisinin 6nemli yapi taglar arasinda yer alirlar.

Bu tez calismasinda, dualini iceren devirli kodlar cesitli cebirsel yapilar iizerinde incelenmis
ve her bir cebirsel yapinin s6z konusu kodlara sagladig1 yapisal avantajlar analiz edilmistir.
Bu inceleme, yalnizca kodlama teorisinin soyut yonleriyle sinirlt kalmayip ayn1 zamanda
cebirsel yapilarin kodlama teorisi iizerindeki etkilerini de kapsamaktadir. Bir kodun dualini
icermesi icin gerekli ve yeterli kosullarin belirlenmesi, calismada temel konu olarak ele
alinmistir. Bu kosullar, kullanilan alfabenin ait oldugu cebirsel yapiya (6rnegin sonlu cisimler
ya da sonlu halkalar) bagh olarak 6nemli Olciide farklilik gostermektedir. Bu baglamda,
literatiirde daha 6nce yapilmis olan ¢alismalar incelenmis ve dualini iceren devirli kodlarin
elde edilmesinde kullanilan yontemler, ¢alismanin dayandigi teorik zemini olusturacak

bicimde orneklendirilmistir.

Bu calisma cercevesinde incelenen arastirmalar, dualini iceren devirli kodlarin varli§i ve
yapisinin, kullanilan kod alfabelerinin cebirsel 6zellikleriyle dogrudan iliskili oldugunu
ortaya koymaktadir. Bu acidan degerlendirildiginde, yalnizca klasik sonlu cisimler degil,
ayn1 zamanda daha genel yapilar olan sonlu halkalar da dikkate alinmis, boylece kodlama

teorisindeki yaklagimin kapsami genisletilmigtir.

Ozellikle, ikili (binary) devirli kodlarin yani sira farkli sonlu komiitatif halkalar (2 =v

olmak iizere Fy +vF, , u?> = 1 olmak iizere Fp, + ulf), u? = 0 olmak tizere Fom + ulFom
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ve ukt! = 0 olmak tizere Fom + ulFom + -+ - + ukFom) iizerinde tammlanan devirli kodlar
detayl olarak ele alinmistir. Bu sayede, goz Oniine alinan cebirsel yapilarin, kodlarin yapisi
tizerindeki etkileri daha net bicimde analiz edilebilmistir. Degisik halkalarda kodlarin dualini
icerebilmesi icin gereken yapisal kogsullarin analizi, ¢alismanin temel taglarindan birini

olusturmaktadir.

Elde edilen sonuglar, kodlama teorisinde halkalar tizerindeki kodlar dikkate alindiginda,
klasik cisimler lizerinden yapilan calismalara kiyasla daha esnek ve potansiyel olarak
daha giiclii yapilarin elde edilebileceginin miimkiin oldugunu gostermektedir. Bu durum,
kodlama teorisinin hem teorik yonleri hem de pratik uygulamalar1 acisindan 6nemli firsatlar
ortaya koyarak kodlarin tasarimi ve ¢éziimlemesi bakimindan farkli alfabelerin kullaniminin
daha elverisli oldugunu sunmaktadir. Ozellikle, yeni nesil iletisim sistemleri, veri giivenligi
uygulamalar1 ve hata diizeltme algoritmalar1 gibi alanlarda, halkalar iizerindeki devirli kodlar

gelecekte onemli roller iistlenebilecektir.

Sonug olarak, bu tez, dualini iceren devirli kodlarin yapisal 6zelliklerini detayli bigimde
inceleyerek, kodlama teorisinin gelisimine anlamli katkilarda bulunmaktadir. Ayn1 zamanda,
halkalara dayali yaklasimlar sayesinde kod tasariminin daha esnek hale getirilmesi ve farkli
uygulama alanlarinda kullanilabilirliginin artiritlmas: yoniinde onemli firsatlar sunmaktadir.
Bu baglamda, calisma yalmizca mevcut literatiire katki saglamakla kalmayip, ilerleyen

donemlerde yapilacak calismalara da ilham kaynagi olabilecek niteliktedir.

Bu tez calismas literatiirde dualini iceren devirli kodlarla ilgili bir derleme niteligindedir.
Bu kodlarin cesitli sonlu halkalar {izerindeki yapisal 6zelliklerini inceleyerek kodlama
teorisi alanina anlamli katkilar sunmaktadir. Bununla birlikte, her bilimsel ¢calismada oldugu
gibi bu tez de belirli sinirlandirmalar ve kisitlayici faktorler icermektedir. Bu faktorlerin
farkinda olmak, hem calismanin bulgularinin yorumlanmasinda hem de gelecekte yapilacak
arastirmalarin yonlendirilmesinde 6nem arz etmektedir. Ornegin tezde ele alinan halkalar
birimli ve degismeli halkalar olup bu halkalar, sonlu halkalar kiimesinin yalnizca kiigiik
bir alt kiimesini temsil etmektedir. Birimli olmayan veya de8ismeli olmayan halkalar
gibi daha genel yapilar inceleme dig1 birakilmistir. Diger bir sinirlandirma kodlarin
parametrelerinin géz Oniine alinmamasidir. Bu ¢ercevede kodlarin performansini dogrudan
etkileyen parametrelerden biri olan minimum uzaklik, kod oran1 ve hata diizeltme kapasitesi

gibi Olciitler incelenmemistir. Dolayisiyla gelecekte yapilacak caligmalar, hem daha genel
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cebirsel yapilar1 kapsamaya hem de kodlarin uygulamalardaki basarisin1 artiran faktorleri

arastirmaya odaklanabilir.
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