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Bu arkaplanlar iizerinde farkli spindr i¢ carpim secenekleri icin, siipergravite Killing spinorle-
rinin bilineer formlar1 olusturulmustur. Bilineer formlar tarafindan saglanan denklemeler ve bu
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1. GIRIS

Modern teorik fizigin en biiyiik hedeflerinden biri doganin temel kuvvetlerini birlestire-
bilmektir. Bunun i¢in yillardir farkli birlestirme teorileri olusturulmustur. Bu amag i¢in
en umut verici yaklagimlar on-boyutlu siipersimetrik sicim teorileri ve bu sicim teorilerini
on bir-boyutta birlestiren M-teoridir. On-boyutta farkli tiplerde sicim teorileri vardir: tip
I, tip ITA, tip IIB, heterotik Fs x Eg ve SO(32) teorileridir. Bununla birlikte T-duailte,
S-dualite ve U-dualite olarak adlandirilan bazi dualiteler de vardir ve bunlar on bir-boyutlu
birlestirilmis bir M-teorisini isaret etmektedirler (Green, Schwarz & Witten 1987),
(Townsend 1997), (Duff 1996), (Becker, Becker & Schwarz, 2007).

Bu on ve on-bir boyutlu teorilerin temel 6zelligi, diisiik enerji limitlerinde bu boyutlardaki
slipergravite teorilerine karsilik gelmeleridir. Stipergravite teorileri, siipersimetri doniisiim-
leri altinda degismeyen bir eyleme dayanan genel gorelilik teorisinin bir genigletilmesidir.
Farkl1 boyutlar icin farkli siipergravite teorileri bulunmaktadir. Siipergravite teorilerini
anlamak, sicim teorilerindeki kiitlesiz alanlarin dinamiklerini bilmek ve sicimlerin tirettigi
arkaplanlar1 bulabilmek i¢in 6nemlidir. Sicim teorisinin ve M-teorinin diisiik enerji limiti,
on ve on bir boyutlu siipergravite teorilerinin bozonik kisimlar1 tarafindan belirlenmektedir.
Bozonik siipergravite alan denklemlerinin ¢6ziimii siipergravite arkaplanlar1 olarak adlan-

dirilir ( Townsend 1999).

Ilgili siipergravite teorilerinde tanimlanan akilarin varliginda veya yoklugunda daha dii-
siik boyutlara yapilan kompaktlagtirmalar dikkate alinarak 6zel bir arkaplan sinifi elde
edilir. Kompaktlastirma icin ¢arpik (warped) veya carpik olmayan (unwarped) carpimlar
diisiiniilebilir ve ¢carpim manifoldlari izerindeki alan denklemleri belirlenir. Farkli bozonik
stipergravite teorilerindeki siipersimetri parametreleri, gravitino alaninin varyasyonundan
kaynaklanan cesitli siipergravite Killing spindr denklemleri ile belirlenirler. Siipergravite
Killing spindrlerinin bilineer formlari, spindr uzayinda i¢ carpimlar kullanilarak olustu-
rabilir ve bu bilineerler sicim teorisi ve M-teorisinin arkaplanlarinin siniflandirilmasinda

kullanilirlar (Gauntlett & Pakis 2003), (Gauntlett, Gutowski & Pakis 2004). Arkaplanin
1



boyutuna ve imzasina bagli olarak ¢esitli spindr i¢ carpim segenekleri icin farkli sonuglar

bulunmaktadir (Ac¢ik, & Ertem 2015), (Acik, & Ertem 2018).

Siipergravite Killing spindrleri, carpim manifoldlarinin geometrik 6zelliklerine bagli olarak
kompaktlastirilmig arkaplanlardaki Killing spinorlere veya paralel spinorlere indirgenebiler.
Bu tipteki spindrlerin varligr manifoldun 6zel holonomi yapilariyla iligkilidir (Wang 1989),
(Berger 1955), (Joyce 2000), (Ertem 2018). Bu nedenle siipergravite Killing formlarinin
bilineer formlari, ¢arpim manifoldlari izerindeki diferensiyel form tiplerine indirgenebilir
ve bu indirgemenin arastirilmasi, sicim teorileri ve M-teori arkaplanlarinin tiim boyutlar-

daki siniflandirma problemi iizerine 151k tutabilir.

M1 on bir-boyutlu M-teori arkapalnlart icin My x M7, My x My, M5 x Mg, Mg x M5 ve
M5 x Mg carpik olmayan ¢arpim yapilari olusturabilir. Alan denklemlerinin ve siipergravite
Killing spindr denkleminin ayrigmalar1 carpim manifoldlar: tizerinde belirlenerek ve olasi
cOziimler bulunabilir. M7, tizerinde her iki tip i¢ carpim icin siipergravite Killing spinorle-
rinin bilineer formlar olusturulabilir ve bu bilineerleri destekleyen denklemler bulunabilir.
Sifir olmayan bilineer formlarin i¢ ¢arpim se¢imine bagli oldugu gosterilebilir. Ayrica ¢ar-
pim manifoldlar tizerinde spindr i¢ carpim se¢imine bagli olan bilineer form denklemleri

carpim manifoldlar lizerinde ayristirilabilir ( Ertem, Siitemen, A¢ik & Catalkaya 2019).

Clifford demeti, M manifoldunun her bir noktasindaki ko-teget uzaylarinin Clifford ce-
birleri olarak tanimlanir. Spin grup Clifford cebirlerinin alt kiimesidir ve spinorler, spin
gruplarinin indirgenemez temsilleridir. Aym1 zamanda spin grubu, Clifford cebirlerinin
minimal sol ideallerinin elemanlar1 olarak tanimlanir. Yani, C'1(M/) Clifford demetinden
S (M) spindr demeti tanimlanabilir. Bu tanimlamada baz1 topolojik engeller vardir (w9 (M)
ikinci Stiefel-Whitney siif yok olmasi). Bir spindr demeti tanimlayabildigimiz manifold-
lar, spin manifoldlar1 olarak adlandirilir ve spindr demetinin kesitleri de spinor alanlari
olarak adlandirilir. Dirac ve twistor operatorleri, spinér demetinin kesitleri tizerinde iki
tane birinci-dereceden diferensiyel denklem tanimlarlar. Dirac ve twistor operatorlerinin
cekirdeklerindeki 6zel spinor alanlari, matematiksel fizikte 6nemli roller oynamaktadir.

Dirac operatoriiniin ¢ekirdegindeki spinor alanlarina harmonik spinorler denir ve bun-
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lar kiitlesiz Dirac denkleminin ¢oziimlerine karsilik gelirler. Ayrica Dirac operatoriiniin
sifirdan farkli 6zdegerlerli 6zspinorleri, kiitleli Dirac denkleminin ¢oziimlerine karsilik
gelir. Twistor operatoriiniin ¢ekirdegindeki spinor alanlarina twistor spindrleri denir. Dirac
operatoriiniin 6zspindrleri olan twistor spindrleri, Killing spinorleri olarak adlandirilirlar
ve kovaryant tiireve gore paralel olan Killing spindrlerinin bir altkiimesi, paralel spinorler
olarak adlandirilirlar. Killing ve paralel spindrler, siipersimetrik alan teorilerinin ve ¢esitli
boyutlardaki siipergravite teorilerinin siipersimetri iireticileri olarak ortaya ¢ikarlar. Bu
yilizden spin geometri metodlari, siipergravite ve sicim teorileri i¢in olduk¢a merkezi bir

oneme sahiptir (Ertem 2018).

Siipercebirler teorik fizikte siipersimetrilerde olduk¢a yaygin kullanilmaktadir. Bir siiper-
cebir bir {Z}-derecelendirilmis cebirdir. Bunun anlami degismeli bir halka ya da cisim
izerinde tek ve cift bilesenlerine ayrisabilen ve derecelendirmeye miisait bir carpma ope-
ratoril olan cebirdir ( Kac, Martinez & Zelmanov 2001). Geometrik Killing spindrlerinin
karelestirme gonderimi (squaring mapping) Killing vektor alanlarina karsilik gelir ve bunlar
birlikte manifold iizerinde simetri siipercebirleri ad1 verilen bir siipercebir yapisi olusturur
( Klinker 2005). Siipercebirlerin ¢ift kismi, Killing vektor alanlarinin simetri cebiridir ve
tek kismi ise geometrik Killing spindrlere karsilik gelir (Figueroa-O’Farrill 1999). Ayrica
simetri siipercebirleri Lie siipercebirlerine karsilik gelir. Geometrik Killing spinorleri-
nin yanisira bozonik siipergravite teorilerinin siipersimetri iireticileri olan siipergravite
Killing spinorleri, ¢esitli boyutlardaki siipergravite alan denklemlerinin ¢oziimleri olan
stipergravite arkaplanlari iizerinde Killing siipercebirleri olarak adlandirilan simetri siiper-
cebirlerinin yapiminda da kullanilabilir (de Medeiros, Figueroa-O’Farrill & Santi 2016) ,
(Figueroa-O’Farrill & Santi 2017). Bu Killing siipercebirleri, tiim boyutlardaki siipergra-

vite arkaplanlarin siniflandirma probleminde énemli bir aragtir.

On- veya on bir-boyuttan daha diisiik boyutlu bir uzayzamanin kompaktlastirilmasini ince-
lemekte fayda vardir. Ornegin dért boyutlu uzayzamana kompaktlastirma yapmak teorik
fizik agisindan oldukca 6nemlidir. Ayrica sicimlere ek olarak, sicim teorisindeki diger ge-
nigletilmis nesneler veya zarlar agisindan zengin bir spektruma sahip oldugu bilinmektedir.

Siipergravite ¢oziimleri ayrica kuantum alan teorilerini incelemek i¢in giiclii araclar saglar.
3



En 6nemli ornek, anti-de Sitter (AdS) uzay carpanlarini iceren siipergravite geometrileri
tizerinde sicim/M-teorisini tahmin eden konformal olarak degismeyen kuantum alan te-
orilerine (C'F'T') esdeger olan AdS/CFT uygunlugudur. Sicim/M-kuramina siipergravite
yaklagimi,konformal alan teorileri hakkinda son derece 6nemli bilgilerin hesaplamasina

izin verir (Gauntlett, 2004).



2. DIS CEBIR

V, bir K say1 alan1 iizerinde n boyutlu bir vektor uzay1 olsun ve burada K = R veya C’dir.

V* dual uzay1 V' iizerinde lineer fonksiyonlarin uzayi olarak tantmlanmaktadir.

Dual uzay V* = {T', K — ¢izgisel | T : V' — K} olarak tanimlanmaktadir. V*’1in V’nin bir
{X,} baz i¢in, {e”} baz1 e” (X,) = 6, biciminde tanimlanmaktadir. (p, ¢) tipinde bir N

tensoriinil, bir coklu K-cizgisel gonderim olarak tanimlayabiliriz. Bu gonderim,

N:}/xVx...xI{x]/*xV*x...><V*/—>K

p q

seklinde gosterilmektedir. Bu tiir tensorlerin uzay1 77 (V') ile gosterilir ve tensdr garpim

islemi asagidaki gibi tanimlanmugtir.

R:TI(V)xT: (V) — TLE(V)

p p+r

(M,N) = M®N

Bir (p, q) tipi N tensorii i¢in ¢ eger sifir ise IV tensorii p (kovaryantlik) derecesine sahiptir
denilmektedir. p (kovaryant) dereceli tamamiyle antisimetrik tensorlerin uzay: A, (V) ile

gosterilmektedir ve bu uzayin elemanlar1 p-formlar olarak adlandirilmaktadir.

w:VxVx.. xV-=oK

(Xl,XQ,. .. ,Xp) — W(Xl,Xg,. .. ,Xp)
A,(V)’nin K-boyutu ise dim A, (V') = (Z) "dir. A (V') dig formlarin uzayi, p-form altuzay-

larinin vektor uzaylar direkt toplami olarak tanimlanabilmektedir

AV)=EPA (V). 2.1)

Bu sebeple dim A (V) = 3° (7)) = 2'dir. A (V) nin bu ayrisimi .7, iz diisiimii operator-
p=0
leri kullanilarak g6yle yazilabilmektedir. w € A (V') igin

w=3" (). (2.2)
p=0
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p-form altuzaylarindan birinde bulunan bir differensiyel forma, p. dereceden homojendir
denir. A (V') uzay, dig ¢arpim iglemi ile birlikte bir K-cebir yapis1 kazanir ve bu cebire V'
uzay1 lizerindeki dis cebir denilmektedir, dis cebir birlesmeli bir cebirdir. Dig ¢carpimin
taniminda Alt gonderimi kullanilmaktadi, bu gonderim bir p dereceli tensoriin tiimiiyle

antisimetrik kismin1 birakir. N € 7}, (V) igin,
1
(Alt N) (X1, X,...) = . Y (@) N (Xo), Xo@), - Xo)  VXi €V (23)

Burada o biitiin permiitasyonlar iizerinden toplamdir ve € (o) ¢ift permiitasyonlar i¢in +1,

tek permiitasyonlar icin -1 degerini alir. Buna gore iki homogen formun dis ¢arpimu,

Ay (V) x Ay (V) = Apyg (V)

(W, ) = wAP=Alt(w® )

sekiklinde tanmimlanmaktadir. Homogen olmayan formlar iizerinde dig carpim, Alt gonderi-

mini toplam tizerine dagilimli olacak sekilde genisleterek tanimlanir. D1s ¢carpimin,
wAd=(-1D)"dpAw welA,(V),pe A (V).

ozelligini saglar. Bir w p-formu {e*} ko-gerceve bazi cinsinden,

1 o . o
w = Hwimmipe“ ANEPN...New (Einstein toplama anlagmast),

olarak yazilir. Burada w;,4,.. ;, sayilarina w’mn ilgili ko-bazdaki bilegenleri denir. A (V) =
@D A, (V) ayrisgmi A (V)’nin Z-derecelendirilmisine karsilik gelir. w € A, (V) i¢in
p=0

n(w) = (—1)"w seklinde tanimlanan doniisim n(w A ¢) = n(w) A n(¢) dzdesligine

sahiptir ve n* = 1’dir; yani 7 : A(V') — A(V) involiiter bir cebir otomorfizmidir.

n otomorfizmi A (V) = AT (V) @ A~ (V) sekklinde bir Z,-derecelendirmesi indiikler.
Eger n(w) = wise,w € AT (V) veeger n(w) = —wise,w € A~ (V') demektir. Bu sebeple
AT (V) ¢ift formlarin uzay1 ve A~ (V)’ye de tek formlarin uzay1 denir. Ayrigabilir bir

(homejen) formun tiim ¢arpanlarinin sirasini ters yiiz eden & : A (V') — A (V') gonderimi,

§(wAg)=E(9) NEw)
6



ozelligine sahiptir ve bu gonderim dig cebirin bir involiisyondur yani involiiter bir anti-

otomorfizmidir. w € A, (V) i¢in,
fw) = ()" w. 2.4)

Daha sonra 7(w) = w" ve {(w) = w* kisaltmalar1 da kullamlacaktr. X € V igin A (V)

izerindeki i x i¢ tiirev (kontraksiyon) islemi,
ix 4 (V) = Apa(V)
olup,
ix (WA @) = (ixw)o +n(w) ANixe (2.5)

seklinde tanimlanir ve 7)’ya gore bir anti-tiirevdir. ix dereceyi bir diistirdiigiinden dolayi,
ixnw = —nixw olmaktadir. Her XY € V igin iyiyw = —ixiyw veya iyixw = (0’dir.

Birbirine dual olan {e*},{X,} bazlari ve w € A, (V) i¢in,
e’ Nix,w = pw (2.6)

V iizerinde bir g metrigi oldugu gosterilebilir. Dejenere olamayan (2, 0) tipi simetrik bir
tensordiir. g’nin dejenere olmamasi, V" nin tiim elemanlarina g-dik olan bir vektoriin sifir
olmasi anlamina gelir. (V, g) bir g ortogonal uzay olarak adlandirtlir. V" nin bir { X, } bazi

icin ¢’nin bilesenleri g,, = g (X,, X}) ikilisi olarak yazilabilmektedir.

Eger g, (p, ¢) imzasina sahipse, o zaman bir { X, } bazi vardir dyle ki

+owp ;a,be{1,2,...,p}
g(Xa’Xb) = 77ab =

—dap ;a,be{p+1,...,p+q}
Bir metrigin varlig1 V' ile V* arasinda (sonlu boyut i¢in) bir izomorfizm tammmlar. Bu
izomorfizm X,Y € V i¢in X (Y) = ¢ (X,Y) olacak sekilde tamimlanan
~ V=V
X X (2.7)
7



gonderimdir ve benzer sekilde

~ V=V

a Q. (2.8)

a(Y) = g (Y,a) olmaktadir. Ornegin, Y = Y*X, icin dual 1-form Y, Y = g,,Ybe® :=
Y,e® olarak yazilabilmektedir. Burada Y (&)’ya, Y ()’nin metrik duali denir. o, 8 €
A (V) = V*igin

9" (@, ) = g(a, B) (2.9)

ile verilen bir g* metrigi V* iizerinde olusturulabilir ve g*(e?, €®) := ¢ ile indis indirme
ve kaldirma islemleri yapilabilir. Dikkat edilirse gq;g° = 3, olup ozel olarak e, := gqe”
ve X : g" X, tanimlamalari daha sonralar sik¢a kallamlacaktir. Bir p-form w € A, (V)

icin bilesenleri

1
w(X1,...,X,) = X (2.10)

olarak yazilmaktadir ve p-formlar tizerinde bir metrik asagidaki gibi tanimlabilir

1, . . ) ) .
gp (W, P) = H(zxalzxa2 .. .zXapw)(zXalzxaz o ixap ) Vw,p € A, (V). (2.11)

dim A, (V) = dimA,_, (V) oldugu i¢in A, (V) ve A,_, (V') arasinda bir izomorfizm

vardir. Bu izomorfizm Hodge gonderimi olarak adlandirilmaktadir ve x ile gosterilen

x: Ny (V) = Ay (V)

R ) (2.12)

gonderimi ile dogal bir sekilde ifade edilebilir. Bir {e”} g-ortogonal 1-form bazi igin z

hacim n-formu
_ 1 2 n
z=e Ne"N...Ne (2.13)
olarak tanimlanirsa; Hodge gonderimi,

wA*¢p =g, (w, o)z Vw,p € A, (V), (2.14)
8



bi¢iminde tanimlanir. g, nin simetrisinden dolay1,
WA *xp =@ N *xw (2.15)

ozelligi saglanir. Geleneksel olarak hacim form z = x1 olarak yazilir, ayricabirw € A, (V)
ve X € V igin, * (w A X) = ix *w esitligi de saglanir. w € A, (V) igin * x w = €,(g)w
olup e,(g) = (—1)*" P ‘ZZ—% olarak tanimlanmaktadir ve g = [g,;] dir.

n = 2m ¢ift boyutta iken *, A,, (V') orta-formlar uzayin ( the space of middle forms) de-
gismez birakir ve orta-formlar iizerinde bir involiisyondur. Boéylece herhangi bir orta form
w € A, (V) %'1n farkli 6zdegerli 6zformlari cinsinden w = w + w™ ve *w* = 4, /e w™
olarak ayrigir; w' kendine dual ve w™ anti kendine-dual kisimlaridir . {e®} bir ortogonal

ko-¢erceve bazi i¢in hacim formu

1

x] = —'5a1a2,_anea1 ANe2N...N\e™ (2.16)
n

olarak da yazilabilmektedir. Burada

(
0 egera; =ap , 1#Kk,

Caraz..an = +1(—=1) eger (ay,as,...,a,),(1,2,...,n) nin bir ¢ift (tek)

permiitasyonu ise.

Boylelikle g*-ortonormal bir ko-¢erceve bazi cinsinden ifade edilen bir p-form bazinin

Hodge duali

k(e AN Ne?) = ﬁsal'““?awl_u PTUA L N e, (2.17)
n _p ! n

esitligi ile verilmektedir.



3. CLIFFORD CEBIRLERI

Clifford cebirinin indirgenemez temsilleri, spin gruplarinin indirgenemez temsillerine
(spinorlere) yol acar. Ilerideki boliimleri daha rahat kavramak igin, Clifford cebir yapisinin
anlasilmasi gerekmektedir. Clifford cebri, ortogonal doniisiimlerin incelenmesini kolay-
lagtiracak sekilde insa edilmistir. Keyfi boyutlar ve imza icin spin gruplarini tanitmanin
sistematik bir yoluna gétiiriir. Clifford cebri icinde terslenebilir elemanlar ile olugturulan

gruba Clifford grubu denir.

Ilerideki uygulamalar agisindan Vyi 1-formlarin uzay olarak diisiinelim; bu durumda V/
ve V* i¢in g-ortonormal bazlar sirasiyla {e®} ve {X,} olarak se¢ilecektir. A¢ik¢a artik
A1 (V), V*a degil Vye esit olacaktir. (V, g) bir ortogonal K-¢izgisel uzay olsun. z € V'
vew € A, (V) igin Clifford ¢arpimi

zw=2Anw)+ixw (3.1)
war =z Anw) —ixn(w) (3.2)
olarak tanimlanir. Bu ¢arpimla birlikte A (V') vektor uzay1 bir birlesmeli cebir yapisi kazanir
ve olugan bu cebire (V, g) ortogonal uzaymin Clifford cebri denir ve Cl(V, g) ile gosterilir.
x,y € V igin,
ry+yxr=xANy+izy+xAnly) —izn(y)
=z ANy+izy —r ANy +izy
= 2izy = 2y (7) = 29 (7, y) = 29 (z,y)
= z.y+y.x =29 (zy) (3.3)

Clifford ¢arpiminin tammindan agiktirki x € V ve ¢ € A (V) i¢in
1

TAG =5 (2.6+noa),
1
izw = 3 (.0 —no.x) . (3.4)
a,p € A(V)igin
n (_1)Lk/2J
Oé.ﬁ = T (nkixali)(a2 ce iXakOé) A (’iXa1Z'Xa2 ce iXak/B) (35)
k=0 )
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oldugu goriilebilir. Ayrica [ , ]¢; Clifford komiitatorii

[, Bler = a.B — B« (3.6)

olarak tanimlanir ve denklem (3.5) yardimiyla asagidaki sonuca ulagilir
n (_1) [k/2]
[Oz, B]CZ = T [ (Ukixalixw N Z'XakO{> VAN (iXaliXaz N Z'Xakﬁ)
k=0
— (77 Xy, 10, - .zXakﬂ) A (ixarixaz ... 0xekx) ] (3.7)
Ilerleyen boliimlerde yapilan hesaplamalarda kolaylik saglamasi agisinda

042\6 = /I:Xal/l;XGQ .. .iXak(]l N iXaliXag .. .Z.Xakﬁ (38)

tanimi yapilabilir. Boylelikle denklem (3.7)

" (-t k k
0Bl = 32 == @ () - B ol (3.9)
halini alir.
[, Blici = a.B + B.a (3.10)
[, ]ic Clifford anti-komiitator olarak tanimlanir ve agikca
St K
[a,ﬂ]m:;Tz nfaNBEn BN (3.11)

olarak yazabilir.

I¢ tiirev iy in, C1 (V, g) iizerinde de anti-tiirevdir:

ix (@.) = (ixa).8 +n(a).ix (3.12)

Clifford ¢arpimi1 homogenligi korumadigindan, C1 (V, g), Z-derecelendirilmis bir cebir
degildir. Clifford ¢carpiminin tanimi nedeniyle C' (V, g) tizerinde bir Z,-derecelendirmesi

olusur:

CL(V,g9) =CI°(V,g) ® Cl' (V,g) . (3.13)
11



Yani

efer nw)=w ise weCl®(V,g),
w e ClL(V,g)icin
eger n(w)=-w ise weCl(V,g)
ayrisimi meveuttur. o« € A, (V) ve § € A, (V) igin
a.f =S g (@) + S prg2 (@.B) + ...+ Fpg (.B) (3.14)
esitligi denklem (3.5)’ten hemen goriiliir. &, ¥ € C1(V, g) igin (3.14)’tin ani bir sonucu

Sy (U.0) =) H (V,.D,) (3.15)
p

esitligidir. Clifford formlar1 {izerinde bir G metrigi

G((I)7\Ij): Z gp(q)pa‘llp) (3.16)

p=0,1,...n

bi¢iminde tammlanabilir. Ayrica g,(®,, U,,) = .#,(®5.¥,) oldugundan
G (o, B) = S (at.8) (3.17)
esitligi saglanir. Bir Clifford formun Hodge duali,
x@ = Pz (3.18)
0zdesligini saglar.
3.1 Reel Clifford Cebirleri

Cl(Rr4, g) := Cl,,’de p art1 ve ¢ eksi isaretleride ve g icin V' = RPY seceldiginde,
{e’, f7} tarafindan R” i¢in bir ortonormal baz belirtilir. Burada i = 1,2,...,pve j =
1,2,...,¢dir. Ayrica g (¢, ¢') = 1 ve &'¢' = 1’dir ve (f7, /) = —1 ve fifi = —1’dir.

Hacim form z ise,

z=e NeEA P ANFINENLAFE

i) p=0,qg=0;Clyo {1} tarafindan iiretilir ve

Clo,o ~ R’e sahip olunur.
12



ii) p=0,q=1;Cly; {1, f} tarafindan iretilir ve burada f* = f.f = —1’dir. O zaman
Clp, ~ Cdirve {1, f} ~ {1,i}.

iii) p =0, g = 2de Cly i¢in bir baz {1, f*, f?, z}’dir ve burada z = f* f2°dir. Ayrica

denklem (3.19)’un sol tarafinda bulunan f!f! ve f2f2 ’nin sonucu —1 oldugundan

Z2 — flfz'f1f2
=—flfLffr=—1 (3.19)

Clyo ~ Hdir ve {1, f', f?,2} ~ {1,4, 5, k}. Burada
i?=32=k=—-1veij =k, jk=1iveki=j.

iv) p=1,q = 0da Cl, i¢in bir baz {1, e} dir ve * = 1.
Eger p1 = 3 (1+¢), p» = 3 (1 — ¢) olarak tammlamirsa P? = P’de i = 1,2 ve
P,.P; = 0i¢in P, + P, = 1’dir.
Clio~R®R

v) p=1,q=1;Cli1 {1,e, f, 2} tarafindan iiretilir ve burada f? = 1 ve e = 1’dir.
Bu 2 x 2 real matrislerin cebrine izomorfiktir ve {1, e, f, z} ’nin matris seklinde

gosterimi asagidaki gibidir

R(n) n x nreal matris

Clha ~R(2) C(n) n x nkompleks matris

H(n) n X nkuaterniyonik matris

vi) p=2,q=0;Clyg {1,e',e?, 2} tarafindan iiretilir ve burada (e!)* = 1 = (e!)*dir.

Bu ayrica R (2)’ye izomorfiktir.
13



Cizelge 3.1: Clifford satrang tahtasi

Clp,q 0 1 2 3 4 5 6 7
0 R C H H@H H(2) C(4) R (8) R (8) @ R(8)
1 ROR R (2) C(2) H(2) H(2) @ H(2) H (4) C(8) R (16)

2 R (2) R(2) DR (2) R (4) C(4) H (4) H(4) @ H(4) H(8) C(16)
3 c(2) R (4) R(4) ® R (4) R (8) C(8) H (8) H(8) ® H (8) H (16)
4 H(2) C(4) R (8) R (8) ® R (8) R (16) C(16) R (16) H (16) B R (8)
5 |HE@ eH(©2) H (4) C(8) R (16) R (16) & R (8) R (32) C(32) H (32)
6 H (4) H(4) @ H (4) H (8) € (16) R (32) R (32) @ R (32) R (64) C (64)
7 c H (8) H(8) ®H(8)| H(16) C(32) R (64) R (64) @ R (64) R (128)
1 0 1 0 0 1 1 1
1— , el — , e . 2
01 0 -1 1 0 -1 0
Olg,o ~ R (2)

Cl, 4 i¢in Clifford satrang tahtasi(Clifford chessboard) olarak adlandirlilan tablo (3.1)
olusturulur. Clifford satrang tahtasi tablosu daha kompakt bir sekilde tablo (3.2) gibi

yazilabilmektedir.

Cizelge 3.2: p pozitif ve q negatif iireticilerine karsilik gelen reel Clifford cebirleri

p— g(mods) Oy,
0,2 R (2%2)
3,7 C (20-172)
4,6 H (2("—2)/2)
1 R (Q(n—l)/2) OR (Q(n—l)/Q)
5 H (20=3/2) @ H (20+-3)/2)
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3.2 Cift Altcebir

Clifford cebrinin Z,-dereceledirmesi cift altcebir olarak adlandirilan bir C1°(V, g) cift
altcebrinin olusmasini saglar. V, C1(V, g)’yi iirettiginden dolay1 2-formlar C1°(V, g) ta-
rafindan iiretilmektedir. V' = RP*! i¢cin Cl,41 , bir {€’, f/} bazi tarafindan iiretilmektedir.
Buradai=1,...,p+1vej=1,...,q. Ayrica (¢!)> = 1 ve (f7)° = —1. Ayrica Clyia
icin iireticlerin kiimesi ¢°,eP*1, ¢?, eP*1, f? olarak yazilmaktadir. Buradai = 1,...,p ve

j=1,..., ¢dir

Cl,y,~Clg, (3.20)

Cizelge 3.3: Cift altcebirler

p — ¢ (mod 8) ci,
0 R (2"/2) & R (2"/?)
1,7 R <2n/2)
2,6 C (2-1)/2)
3,5 H (2m=D/2)
4 H (2(»=9/2) @ H (20-3)/2)
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4. SPINORLER

Clifford cebrinin ve cift altcebrinin indirgenemez temsillerinden, Clifford grubunun in-
dirgenemez temsilleri olan spinor temsilleri elde edilir. Diizenli temsil, Clifford cebirini
kendi endomorfizm cebirine; yani Clifford cebirinin vektor uzayi yapisi iizerinde cizgisel
donusumlerin cebirine gonderir. Baz1 vektor altuzaylar1 soldan ¢arpim altinda, yani sol
ideallerde korunacagindan dolay1; bu temsil indirgenemez olmayacaktir. Diizenli temsilin
bir minimal sol idealin endomorfizm cebiri icinde indiikledigi gonderime, basit Clifford

cebirinin spinor temsili denir ve minimal sol ideal de spindrlerin uzay1 olarak adlandirilir.

Cl(V, g)’nin baz1 elemanlari terslenebilirdir. z,y € Ay (V') >~ V i¢in asagidaki Clifford

carpimi,
ry +y.x =29 (z,y) 4.1)
olarak yazilmaktadir. x = y i¢in denklem (4.1) su sekle doniisiir,

r.x+x.x =29 (v, )

v? =g (z, ) (4.2)
C1(V, g) i¢inde terslenebilir elemanlarinin grubu,
Cl* (V,g) = {6 € CLV, g) |67 = 626 = 1} (43)
olarak tanimlanabilmektedir. Cliffrod grubu,
L(V,g)={p€Cl'(V,g)|p.x.¢"" = z;Ve €V} (4.4)

olarak tanimlanabilmektedir. I" (V, ¢)’nin bir alt grubu, Pin grubu ise asagidaki sekilde

tanimlanir:
Pin(V,9) ={¢ €T (V,g)|¢°.¢ = £1}. (4.5)

["nin y vektor temsili bir y : ['(V.g) — Aut CI(V, g) gonderimidir. Oyle ki ¢ € T'(V, g)
vew € CL(V, g) icin x(¢).w = ¢p.w.¢~ Vdir.
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x (Pin (V, g)) = O (V, g) ve x’nin gekirdegi Zy = {1, —1}’dir. Pin (V, g) = O (V, g)dir
yani Pin grubu, ortogonal grubun ikili-6rtme grubudur. Pin grubunun ¢ift elemanlar1 Spin

grubu denilen bir alt grup olusturur.

Spin (V,g) = Pin (V,g) N CI°(V, g) (4.6)
X (Spin (V. g)) = SO (V,g) (4.7)
Spin (V,g) = SO (V, g) (4.8)

Bir A cebrinin bir K-temsili (K = R, C, H) bir K-vektor uzay1 F igin bir,
p:A— Endg (F) 4.9)

K- cizgisel cebir homomorfizmidir; dyle ki Endk (E), £ nin endomorfizm cebridir. Pin (V, g)’nin
bir pindr temsili, C' (V, g)’nin bir indirgenemez temsilinin kisitlamasidir. Spin (V, g)’nin
bir spindr temsili, C1° (V, g)’nin bir indirgenemez temsilinin kisitlamasidir. V' = R4 igin

Cl(V,g), K(2") veyaK (2") @ K (2")’e izomorfiktir, burada n = p + ¢’dur.

Teorem 4.1 i) R (n)’nin her indirgenemez R-temsili R™’e izomorfiktir. 7" € R (n)

soldan matris carpimi ile etki eder.

i) H (n)’nin her indirgenemez H-temsili H"e izomorfiktir.7" € H (n) soldan

matris carpimi ile etki eder.

iii) C (n)'nin her indirgenemez C-temsili ya T' € C (n) soldan matris carpimi ile
CveyadaT € H(n) soldan matris garpimi ile C"’e izomorfiktir.Buradaki T

ise kompleks eslenigidir. (Lang 1955)

Pinor uzay1 P veya P, & P_ olarak tanimlanmaktadir. Spinor uzayi ise S veya Sy & S_
olarak tanimlanmaktadir. Spindr uzayinda gosterilen S, ve S_ yari-spindr uzaylaridir.
Tablo (3.2) ve (3.3)’den pindr ve spindr temsillerinin tablosu (4.1) olusturulmaktadir.

Spinorler secilen farkli temsillere gore farkli adlandirmalar alabilmektedir:
1) Reel temsillerin spinorleri Majorana Spindrleri olarak adlandirilir.
i1) Kompleks temsillerin spindrleri Dirac Spindrleri olarak adlandirilir.

iii) Kuaterniyon temsillerin spindrleri Simplektik Majorana Spinorleri olarak adlandiri-

Iir.
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Cizelge 4.1: Pinor ve Spindr temsilleri

p — g (mod 8) P S Spinor’iin Tipi
0 p=Rr2""? SL @S = Rr2"7/2 g R2VA/2 Majorana-Weyl
1 PLoP_ = R2" Y/ ® R2" Y2 S = R2" Y/ Majorana
2 p=R2""? Sy @S =2V g 2TV Dirac-Weyl
3 PLoP_ = (C2(n71)/2 [&5) (C2(n71)/2 S = HQ(nig)/z Simplektik Majorana
4 p=m""?" Sy @S5 =m" Y o u2™ " | Simplektik Majorana-Weyl
(n—3)/2 (n—3)/2 (n—3)/2 . . .
5 P, @oP_ =H? ® H? S = H? Simplektik Majorana
6 p=m"?? Sy @S =22 g 2P Dirac-Weyl
7 P o P = c2n b o Y S = R2" Y/ Majorana

Eger bir ideal, kendisinden ve sifirdan bagka bir altideal icermiyorsa ona minimaldir denir.
Spindr temsili Clifford cebrininin minimal sol ideallerine karsilik gelir. Bu yiizden minimal
sol ideal S C C1(V, g) Spinor uzay1 olarak adalandirilir. S iizerinde C (V, g)’nin etkisi
soldan Clifford ¢carpimu ile karakterize edilmektedir. w € C1 (V, g) ve ¢ € S i¢in Clifford
etkisi asagidaki gibidir:
c:Cl(V,g) xS — S

(w,0) = c(w,d) =w.¢ (4.10)

S Spindr uzayiin yani sira, Spindr uzayinin duali olan S* da tanimlanabilmektedir.
S*:={Ylp: S —+K(yada K@ K)} 4.11)

Bu tanim S iizerinde bir spin-invaryant i¢ carpim tanimlar. ¢, ¢ € S ve ¢ € S* icin,

S* xS — K(yada K@ K)

v, ¢ =Y (9) = (¥, 0) (4.12)

sahip olunmaktadir. Burada s € Spin (V, g) i¢in (s, s¢) = (¢, ¢) 6zelligi kullanilmakta-
dir. i¢ carpim baz1 6zelliklere sahiptir ve bu dzellikler asagida siralanmaktadir. Herhangi

w € Cl(V,g) ve c € Kigin ve ayrica ¢, ¢ € S igin,

(,w.¢) = (W 2p, P) (4.13)
(¢, ¢c) = (1, d)c (4.14)
(e, ¢) = ¢ (¢, ¢) (4.15)

Burada 7 bir involiisyondur ve iki farkli sekilde £ veya &7 olarak alinabilmektedir. Ayrica

j, K iizerinden bir involiisyon oldugundan (burada K = R, C, H),
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(1) Eger K = R ise o zaman j birimdir
(i) Eger K = C ise o zaman j birim ya da kompleks eslenik islemidir(*)

(iii) Eger K = H ise o zaman j birim, kuaterniyonik eslenik(") ya da kuaterniyonik

terslenme islemdir(™)

) ve ¢’nin yerdegisimi altinda, i¢ carpim (1, ¢) = € (¢, )’ olarak yazilabilmektedir.
Burada ¢ = 4-1°dir. Ayrica e = +1 ise, 0 zaman K’ — simetrik i¢ carpimdir. Eger ¢ = —1

ise, 0 zaman K’ — carpik i¢ carpimdir.

Cizelge 4.2: I¢ carpim simiflandiriimasi

1 R — sim

2 R — carpik
3 C — sim

4 C — ¢arpik
) C* — sim
6 H™ — sim
7 H" — sim
8 R — takas
9 H — takas
10 C — takas
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Cizelge 4.3: Farkl1 boyutlar i¢in Clifford cebrinin temsilleri tizerindeki i¢ ¢carpim

Clyy | O 1 2 3 4 5 6 7
1 3 7 9 6 4 2 8
" 1 5 6 |6@6| 6 5 1 |11
1o1| 1 5 6 |606| 6 5 1
: 8 2 4 6 9 7 3 1
1 8 2 4 6 9 7 3
: 2 |2@2]| 2 5 7 |TeT| 7 5
5 4 | 202 2 5 7 | TeT| T
’ 4 2 8 1 3 7 9 6
6 4 2 8 1 3 7 9
4
6 5 1 |[1e1] 1 5 6 |66
606 | 6 5 1 |[1e1] 1 5 6
i 9 7 3 1 8 2 4 6
6 9 7 3 1 8 2 4
" 7 |reT| 7 5 2 202 2 5
5 7 | TeT| 7 5 2 |2@2| 2
’ 3 7 9 6 4 2 8 1

Tablo (4.3) sekiz par¢adan olusan satirlarin herbirinde bulunan iki farkli satir icin; ilk

satirin involiisyonu 7 = ¢ ve ikinci satirin involiisyonu ise J = &n’dir.
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Cizelge 4.4: Farkli boyutlar i¢in cift altcebrinin temsilleri iizerindeki i¢ ¢carpim

i, | 0 1 2 3 4 5 6 7
8 1 3 7 9 6 4 2
" lol| 1 5 6 |6@6| 6 5 1
1 [1e1] 1 5 6 | 626 6 5
1 1 8 2 1 6 9 7 3
3 1 8 2 4 6 9 7
! 5 2 282 2 5 T | Ter| 7
7 5 4 |2@2]| 2 5 7T | Te7
’ 6 4 2 8 1 3 7 9
9 6 4 2 8 1 3 7
4
606 | 6 5 1 |[1e1] 1 5 6
6 |[6@6]| 6 5 1 |1e1| 1 5
i 6 9 7 3 1 8 2 4
4 6 9 7 3 1 8 2
" 5 T | TeT| 7 5 2 |2@2]| 2
2 5 T | TeT| 7 5 2 |22
' 1 3 7 9 6 4 2 8

Tablo (4.4) sekiz parcadan olusan satirlarin herbirinde bulunan iki farkli satir icin; ilk
satirin involiisyonu J = £ ve ikinci satirin involiisyonu ise J = &n’dir. Ayrica burada

satirlar p pozitif lireticileri ve siitunlar ¢ negatif iireticileri tanimlar.
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5. FARKLI CEBIR YAPILARI ICIN HESAPLAMALAR

5.1 Das Cebir Hesab1

Bir n-boyutlu M manifoldu ele alindiginda, biitiin m € M i¢in 1,,M ~ RP9 tanjant
uzayimni m’deki vektorlerin uzayi olarak tanimlanmaktadir. M iizerinde biitiin tanjant uzay-
larinin birlesimi tanjant demetidir ve T'M = 7Lr,LleM "dir. Bir vektor alam1 7'M nin bir
kesiti olarak tanimlanir. M ’nin bir (z*) yerel koordinat sistemi i¢in 7,, M i¢in bir dogal baz

{52 |} iken, onun duali olan {dz"|,,,} de m noktasindaki ko-teget uzay T, icin bir bazdir.

M tiizerinde p-form demeti A,M = UA,, (T}, M) olarak tanimlanmaktadir. A, M nin kesiti

p-form alanlar olarak adlandirilir. A(T); M) = @ A (7,5, M) m noktasindaki dig cebir
p=0
olup, A(M) = U A,(T;; M) kiimesi de M nin dig demetidir.
meM

Dis tiirev: d : TA,M — T'A,1 M olarak dug tiirev asagidaki ozellikleri saglayacak sekilde

tanimlanmustir.
i) df (X)=Xf;feF(M),X eTM,

() daAp)=danf+ (1) andb;aec A\,M,[eAM.
Ayrica dd = d* = 0 6zdesligi saglanir.

Lie tirevi: X,Y € I'T'M i¢in LxY Lie tiirevi, X in akigina gore Y 'nin degisimi olup
LxY =[X,Y] (5.1)
ile verilir ve gosterilebilir ki Lie tlirevi
Lx,Ly| = Lixy- (5.2)

ozelligine sahiptir. Bir 'aw € AM diferansiyel formu i¢in, X e gore Ly Lie tiirevi d ve i x

cinsinden asagidaki gibi yazilabilmektedir:

£Xa = ixd()é + dixOé. (53)
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Kovaryant tiirev: M iizerinde bir ¢izgisel baglant1 V

V.TM xTM — TM (5.4)
olup f,g € F(M) ve X,Y,Z € I'T'M i¢in asagidaki kosullar1 saglar.

V(fx+gy)Z = fVXZ + gVyZ (55)
Vx(fY +92) = X(f)Y + fVxY + X(9)Z + gVxZ. (5.6)

Vx’e, X e gore kovaryant tiirev denir. Eger bir { X, } vektor alanlar1 bazi segilirse, o

zaman
Vi, X, =TI, X, (5.7)

esitligindeki bilesenlerle V’y1 belirleyebiliriz. Buradaki I, niceliklerine baglant1 katsayi-

lart denir. { X, }’ya dual olan {e®} ko-bazi cinsinden
W%(X,) = Tople’ (5.8)

biciminde tanimlanan niceliklere baglanti 1-formlari denir. Eger VX € I'T'M i¢cin VxY =
0’sa bunu saglayan Y vektor alanina paraleldir denir. V x islemi diferansiyel formlarin

cebri tizerinde cebir tiirevdir. v, 5 € AM i¢in ise asagidaki gibi yazilabilmektedir.
VX(O{/\B):V)(OZ/\B—FOZ/\VX/B. (59)

Torsion ve egrilik: Torsion operatorii VX,Y € I'I'M igin,

T(X,Y)=VxY -VyX - [X,Y]. (5.10)
olarak tanimlanir; agikca T(X,Y) = —T(Y, X)’dir. T ile iligkili bir (2, 1) tensor alan1 7°
T(X,Y,a) = a(T(X,Y)). (5.11)

bigiminde tanimlanir; burada o« € I'T* M olup 1”ya torsiyon tensorii denir. {e} yerel

ko-bazi cinsinden torsion 2-formlar1 7’ lar asagidaki sekilde tanimlanabilmektedir:

T(X,Y) = %e“(T(X, ). (5.12)
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Egrilik operatorii ise asagidaki gibi tanimlanmaktadir. X, Y, Z € I'T'M igin,
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V ixyZ. (5.13)
V’nin (3, 1) egrilik tensorii R, o € I'T* M igin,
R(X,)Y,Z, o) = a(R(X,Y)Z) (5.14)
olarak tanimlanir.
R%(X,Y) = %ea(R(X, Y)Xp). (5.15)
Esitligi ile verilen R“;’lere egrilik 2-formlar1 denir. Buna gore egrilik tensorii
R=R%"W®c®X, (5.16)
seklinde yazilabilmektedir. Ricci tensorii
Rie(X,Y) = R(X,,Y, Z,e%). (5.17)

Esitligi ile tanimlanan (2, 0) tipi bir tensor alanidir. P, Ricci 1-formlari, egrilik 2-formlari

R%, cinsinden P, = i1x, R%, seklinde yazilabilmektedir. Egrilik skaleri ise
R = Ric(X,, X?), (5.18)

olarak tanimlanir. R = 7x. P, olarak da yazilabilmektedir; dikkat edilirse R’in tanimlana-

bilmesi i¢in bir metrige ihtiya¢ vardir.

Metrik uyumluluk: Paralel tasima altinda vektorlerin g-uzunluklar1 korunuyorsa V’ya

metrik wyumlu bir baglant1 denir ve sonug olarak V, = 0 6zelligi saglanur.

Levi-Civita baglantis1: Metrik uyumlu ve torsiyonu sifir olan M iizerindeki tek baglanti

Levi-Civita baglantist olarak adlandirilir. V, (M, g) i¢in bir Levi-Civita baglantisi ise

d=e"AVy, (5.19)
§ = —ixaVyx, (5.20)
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esitlikleri saglanir. Metrik yapr varken formlar iizerinde tanimlanabilen ko-tiirev § =

*~1d * n esitligi ile verilir. X ve Y vektor alanlart i¢in de
[V, iy] = ivyy-. (5.21)

esitli§inin sagladig1 gosterilebilir.

Killing denklemi: Eger g metirigi bir K vektor alanin integral e8risi boyunca degismiyorsa

yani Lxg = 0ise, K’ya (M, g) tizerinde bir Killing vektir alanlart denir. Lie tiirevinin
[Lx, Ly] = Lixy] (5.22)

ozelliginden dolayi Killing vektor alanlarinin kiimesi [ , | altinda bir cebir teskil edeler.

K bir Killing vektor alani ise, Killing denklemi asagidaki gibi de yazilabilmektedir

~ -
VxK = §iXdK. (5.23)

5.2 Clifford Cebri Hesaplamalar:

AM dig demeti tizerinde, dig (wedge,A) ¢arpimin yani sira Clifford ¢carpimi (.) da tanimla-
nabilmektedir. Bu i¢ carpim ile AM, M iizerinde C1(M) Clifford demetine doniigsmektedir.
Cl(M)’nin kesitleri Clifford formlari olarak adlandirilmaktadir. Boylelikle yerel {e®}

ko-cerceve bazinin elemanlari
e®.e’ + el.e® = 2¢% (5.24)

ozdesligini saglar. Herhangi ¢ € CI(M) igin Clifford carpimi ve dis carpim arasinda iliski
ise,
elp=€e"No+1ix,0 (5.25)

p.e” = e Ang — ixend (5.26)
ve benzer sekilde tersi yonde ise,

"N = <e“¢ + ngb.e“> (5.27)
(e“.¢ _ n¢.e“). (5.28)
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V x kovaryant tiirevi C1(M) tizerinde de bir tiirevdir:

VX(e“.gb) = VX<€a A (25) + Vxixag
=Vxe" Np+e* NVxop+ Vyixad
— Ve A D+ AVt ixaVx + iy yen

=Vxe.o+e* Vxo (5.29)

Ayrica yukaridaki denklemde iy .o terimi igin iy = iV/;e/a 0zdesligi kullamilmistir. Bu

yiizden herhangi w, ¢ € CI(M) igin,

Vx(w.¢) =Vxw.¢+w.Vxo (5.30)
Ozdesligi saglanir.
5.3 Spinor Hesaplamalari

Spindrler, spin grubunun indirgenemez temsilleridirler ve ayrica Clifford cebirlerinin mi-
nimal sol ideallerinin elemanlaridirlar. Bu yiizden C()/) Clifford demetinden bir S(1)
spinor demeti baz1 manifoldlar icin tanimlanabilmektedir. Bir spindr demeti tanimlana-
bilen manifoldlara spin manifoldlar, spinor demetlerinin kesitlerine de spinor alanlari

denilmektedir.

Spinor alanlari iizerinde kovaryant tiirev: Spindr alanlarinin bir baz1 {b;} olarak verilirse

bir X vektor alanina gore kovaryant tiirev
vai = Ux.bi (531)

olarak tammlanir; buradac x = fwe,(X)e®dir. f € F(M),w € TC(M), X € TTM ve

Y, ¢ € I'S(M) olmak suretiyle spinor kovaryant tiirevi agagidaki dzellikleri saglar.
(i) (Vxv,¢) + (¥, Vx¢) = X (¢, ¢)
(i) Vxu° = (Vx)°; c=yik eslenigi islemi

(i) Vyxy = fVxv

(lV) Vx(W'(ﬂ) = va.w +w.VX1/)
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Vix = fVxy (5.32)
w € Cl(M) ve € S(M) igin Leibniz kural,
V(@) = Vxw.ah + w.V i (5.33)

Ayrica bazi spin-degismez i¢ ¢arpim ile uyumluluk sonucunda ¢, ¢ € S(M) igin agagidaki
gibi yazilabilmektedir

X (¥, 9) = (Vxib,¢) + (¢, Vx o). (5.34)
Bu 6zellikler sayesinde ¢ € I'S(M) ve ¢» € I'S*(M) igin ,
Vx(¢®Y) =Vx¢ Q¢+ ¢ ® Vxih. (5.35)
olmaktadir. S(M) iizerinde egrilik operatorii de
R(X, Y)Y =[Vx, Vy|Y — Vixy¢ (5.36)

esitligi ile tamimlanir.
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6. TWISTOR VE KILLING SPINORLERI

6.1 Dirac ve Twistor Operatorleri

V spindr Levi-Civita baglantisinin spinor alanlarina

V:I'S(M)—-TT"M @T'S(M)

Y= e"®@Vx, Y

seklinde etkidegi diisiiniilebilir. S(M) iizerine C1(M ) nin Clifford etkisi ise, 7*M =
A M C Cl(M) igin,

c:TT"M @T'S(M) — I'S(M)

Xo¢p— Xy
olarak tarif edilebilir. Boylelikle spinor alanlar1 tizerinde birinci-mertebeden bir operator
coV :TS(M) L TT*(M) @ TS(M) < T'S(M) (6.1)

Ve ®@ Vi, eV, = D (6.2)

seklinde tanimlanabilir; ¢ o V := I) operatoriine Dirac operatorii denir. Fakat bu spinor

alanlar iizerinde tanimlanabilen tek birinci-mertebeden diferansiyel operator degildir.

T*M ® XM demeti
T*M @ S(M)EP = 51 + S, (6.3)

P+ Py =Tve'(T*M @ S(M)) olan P, ve P, iz diigiim operatorlerinin yardimiyla ikiye
ayristirilabilir;
P :T(T"M ® S(M)) - TS,
X®¢— %e“ ® (eq.X 1))
ve
Py :T(T"M @ S(M)) — I'Sy
X~ XQ¢— %e“@(ea.f(.w)
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olarak tanimlanmaktadir. P, ve P nin c ile bileskeleri ayr1 ayr alirsa

coP :T(T*M ® S(M)) 25 5, 5 TS(M)

X @ %ea ® (eq.X 1) — %ea.ea)?.w =X (6.4)

veE

coPy: TT"M @TS(M) L5 T8, 5 T'S(M)

~ ~ 1
XQyY— Xy — Ee“@(ea.X.@/})
. 1 .
= X ——ee, X =0 (6.5)
n
Bir adim daha 6teye gitmek amaciyla c o P; operatorlerinin spindr baglantist V ile bileske-

lerine bakalim.

1 = 1 durumunda
coPloV :TS(M) S T(T*M® S(M)) 25 TS, 5 T'S(M)
1
e RV, )— ﬁeb ® (ep.e*.Vx, 1) —

- %eb.eb.ea.vxaw _ Dy (6.6)

Dirac operatorii elde edilmektedir. Spinor alanlar tizerindeki Dirac operatorii Clifford

formlar tizerindeki Hodge-de Rham operatoriine benzemektedir:

d:TC(M) —=TOM) ; d:=e"Vy, 6.7)
ve

D:TS(M) =TS(M) ; I:=e"Vy,. (6.8)
Dirac operatoriiniin karesi lDZ hesaplanirsa

P =e* V., (" V1))
:Ga.(VXaeb).vai/J + e“.eb.VXaVszD
1 1
:deb.VXbib + §(ea.eb + eb.e“)VXaVwa + §(ea.eb — eb.ea)VXaVXb.dJ (6.9)
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1
Ju =de* Vx, 0 + Vx,Vxath + 5e“.eb.[vxa, Vx, ¢
1
—de® .V x, 0 4+ Vx, Vo) + 5eab.(R(Xa, Xp) + Vix,.x,)¥ (6.10)

esitligine ulagilir. [X,, Xy] = (ix,ix,de®) X, ve 1e®.V|x, x, ¥ = —de®.Vx 1 kullani-

Iirsa,
D = —3e.Vx, ) + Vx, Vxath + %eab.R(Xa, X)) (6.11)
elde edilir. 6 = —ix+V x, tanimindan ve spindr alanlarinda R(X,, X;) nin etkisi olan
R(X, X0 = 3 Rt (6.12)
esitliginden

D* =(Vx, +ixsVx,ea) Vath — R
=V — iR@u (6.13)

Schrondiger-Lichnerowicz formiilii bulunur.

Bir ¢ spindr alani i¢in Dirac denklemi,

D = map. (6.14)

olarak yazilir ve burada m kiitleye karsilik gelir. Bu denklem elektronun ve diger buguklu
spine sahip parcaciklarin hareketini tanimlar. Bu yiizden Dirac denkleminin ¢oziimleri

Dirac operatoriiniin 6zspinorleridir. Dirac operatdriiniin ¢ekirdegindeki spinor alanlari,

D=0 (6.15)

harmonik spinorler olarak adlandirilir ve kiitlesiz Dirac denkleminin ¢oziimleridirler.

t = 2 durumu da incelenirse
coPyoV :TS(M) % T(T*M @ M) 22 T8, % [S(M)
Vi e @Vx, ¥ (e" Q@ Vx, ¥ — %(ea-ﬂw)) =
— e’ Vx, 1 — %eb.eb.e“.vxaw =0. (6.16)
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Px, := Vx, — +e,.Ip seklinde tanimlanan operatdr S, demetinin yeniden tanimlanmasi

icin kullanilabilir. Daha genel olarak bir X € I'T'M icin
1 ~
Px :=Vx — EX]? (6.17)
twistor (Penrose) operatdrii olarak adlandirilir ve bu operatdriin ¢ekirdeginde olan yani
1~
Vx = EX.lmﬁ (6.18)
denklemini saglayan spindrlere, twistorler denir.
Eger bir 1) spindrii hem kiitleli Dirac denkleminin hem de twistdr denkleminin bir ¢oziimii
ise boyle bir spinor Killing spinorii olarak adlandirilir ve
Vit = AX . (6.19)

denklemini saglar. Burada \ reel yada saf sanal Killing sayilaridir.

V’nin ¢ekirdeginde bulunan spinorler
Vxy =0 (6.20)

seklindeyse, bu spindrler paralel spinérler olarak adlandirilir. Paralel spinorler, Killing

spindrlerinin A = 0 i¢in 6zel bir durumudur.
6.2 Integrallenebilirlik Kosullar:

Bu boliimde bir(M, ¢g) spin manifoldunun sahip olabilecegi 6zel spinér alanlari igin integ-

rallenebilirlik kosullar1 dogrudan verilecektir.

(1) Twistorler

(@) Ry = %(eb-vxalplﬂ - ea.vxle¢)
(b) Potp = 2(ey. ")) + (n — 2)Vx, P
(© Ry =22y

(d) Cab-w = (’dir. Burada Cab = Rab — ﬁ(ea.Pb — eb.Pa) —+ mRea.eb

ile verilen Weyl 2-formudur.
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(i) Killing Spinorler

(@) Rupth = —4X%(eq A ep) 1)
(b) P, = —4X*(n — 1)ey.tp
(¢) Ry =—4Xn(n — 1)

(ii1) Paralel spinorler

P,y =0
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7. HOLONOMI SINIFLANDIRMASI

7.1 Holonomi Gruplari

v, M tizerinde bir ilmek(loop) olsun, yani
V0= M ve  A(0) =(1).

X € T, M bir vektor alalim ve V baglantis1 ile v boyunca paralel tagima yapilsin. Daha
sonra 7y boyunca yapilan yolculugu yeni bir vektor olan Y € 7}, M ile sonlansin. Boylece
v ilmegi ve V baglantisi bir lineer doniisiime yol acar.
Gy TyM — T, M
X—=Y

Bu doniistimlerin kiimesi bir grup olusturur ve bu gruba M ’nin P’deki holonomi grubu

olarak adlandirilir:

Hol(p) = {g47 : [0, 1] = M,~(0) = +(1) = p}

Eger basit baglantili ise Hol(p), p ve ~y’dan bagimsizdir ve M ’nin holonomi grubu Hol (M)
olarak gosterilebilir. Genel olarak Hol(M ), G L(n) nin bir altgrubudur.

Eger V baglantis1 Levi-Civita baglantisi olarak secilirse, o zaman Vg = 0 metrik uyumlu-
luguna sahiptir ve V boyu korur. Bu yiizden Hol(M ) C O(n)’dir. Eger M y6nlendirilebilir
ise Hol(M) C SO(n) olmaktadr.

Holonomi ilkesi: M ’nin Hol(M) holonomi grubunun G L(n)’nin bir altgrubuna indir-

genmesi M {lizerinde bir I demetinin (bundle) bir paralel kesitinin var olmasina esdegerdir.

Bu paralel kesit Hol(M)’nin etkisi altinda invaryanttir.

Riemannsal ve Lorentzsel manifoldlar1 olas1 holonomi gruplarini bulma problemi ¢6-

ziilmiigtiir. Fakat keyfi imzali (signature) manifoldlar i¢in bu problem ¢oziilmemistir.
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Cizelge 7.1: Riemannsal durum i¢in Berger tablosu (Besse, 1987)

n | Hol(M) C SO(n) Geometri

n SO(n) jenerik
2m U(m) Kéhler
2m SU(m) Calabi-Yau
dm Sp(m) hiperkihler

4m Sp(m).Sp(1) kuaterniyonik Kihler

7 Gy istisnai
8 Spin(7) istisnai
16 Spin(9) -

Burada Sp(m).Sp(1) = Sp(m) x Sp(1)/Zy dir.

Kéhler manifoldlari: Bir n = 2m boyutlu M manifoldu i¢in, bir neredeyse kompleks yap1
tammlanabilirse (J : TM — TM ve J* = —1 igin 6zelligi ile g(J X, JY) = g(X,Y),
X, Y e I'T'M ), M neredeyse kompleks manifold olarak adlandirilir. Dahas1 V.J = 0 ise

J’ye bir kompleks yapi ve M bir kompleks manifold olarak adlandirilir.

Eger paralel (ve bundan dolay1 kapali) Vw = 0 olan bir simplektik 2-form w(X,Y) =
g(JX,Y) olacak sekilde varsa, M bir kédhler manifoldudur ve w kéhler formu olarak
adlandirilir. w’nin kovaryant olarak sabit olusu U (m)’ye holonomi kisitlamasi anlamina
gelir. p holomorfik ve ¢ anti-holomorfik ¢arpanlari olan M {iizerinde (p, q) tipi formlar

tanimlanabilir.

Calabi-Yau manifoldlari: SU(m) C U(m) oldugundan, bu manifoldalar SU(m) holono-

mili Kdhler manifoldlaridir. Calabi-Yau manifoldlar1 ilk Chern siniflar1 yok olan Ricci-diiz

Kdéihler manifoldlaridir. J paralel kompleks yapis1 ve w paralel Kihler formunun yam sira
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ayrica © € T'A® (M) kompleks hacim formu da paraleldir. Bu SU(m)’ye holonomi

kisitlanmasini saglar.

Hiperkihler manifoldlari: Bir hiperkdhler yapisi, IJ = —JI = —K 06zelligine sahip

ve w;(i = I, J, K igin) ii¢ farkli kapali simplektik form ile tanimlanir. Hiperkdhler mani-

foldlar1 Ricci-diizdiir.

Kuaterniyonik Kéhler manifoldlari: Kuaterniyonik Kihler manifoldlarinin yapisi hiper-

Kéhler durumuna benzerdir. Fakat kuaterniyonik Kéhler manifoldlarinin farki Einstein

manifold olmalaridirlar.

(Go-holonomi manifoldlari: Gy C SO(7)’dir ve bu grup oktonyon cebrinin otomorfizm

grubudur.G, holonomisibir paralel 3-formun varligi ile karakterize edilir. G2-holonominin

manifoldlar1 Ricci-dizdiir.

Spin(7)-holonomi manifoldlart: Spin(7) C SO(8)’dir. Bu Spin(7) holonomisi bir ¥ pa-

ralel 4-formun varlig1 ile karakterize edilir. Bu Spin(7)’ya holonomi kisitlanmasi anlamina

gelir. Spin(7)-holonomi manifoldlari Ricci-diizdiir.

Hem G5, hem de Spin(7) holonomili manifoldlar paralel spinorlere ifade edilebilirler. Bu

Ricci-diizliigiin bir sonucudur.

7.2 Paralel ve Killing Spinérleri Iicin Holonomi Simiflandirmas:

1) Paralel spinorler:

Daha onceki boliimde goriildiigii gibi Ricci-diizliik paralel spinorlerin varlig1 i¢in bir
integrallenebilirlik kosuludur. Holonomi ilkesi nedeniyle, paralel spinorlerin varlig1 ayrica
holonomi grubunun indirgenmesi anlamina gelir. Bu yiizden Riemannsal durumunda,
Ricci-diiz 6zel holonomi manifoldlarinda paralel spinorler bulunur. O zaman Berger’in

tablosu 15181nda Wang’1n paralel spinorleri kabul eden manifoldlar tablosu (7.2) elde edilir.
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Cizelge 7.2: Wang Tablosu (Wang,1989)

n Hol(M) Geometri | paralel spinorler
A4m +2 | SU(m + 1) | Calabi-Yau (1,1)
dm SU(2m) | Calabi-Yau (2,0)
4m Sp(m) hiperkihler (m+1,0)
7 Gy istisnai 1
8 Spin(7) istisnai (1,0)

Cift boyutlarda, kompleks spinor demeti iki yanal (chiral) altdemete ayrisir;

S(M) = ST (M) S~ (M). (7.1)

Y e TST(M) iginiz.p = ¢ ve yp € T'S™(M) igin iz.ip = —1) 6zdeslikleri saglanir
ve burada z hacim formdur. I'S* (M) nin elemanlar1 Weyl spinérleri olarak adlandirilir.

Tablodaki (p, ¢) sirastyla T'S* (M) deki spindrlerin sayisini belirtir.

Ozel holonomi manifoldlari Sicim ve M-teorisinde 6nemli bir yere sahiptirler. Sicim

teorisinde 4 uzayzaman ve 6 kompakt Riemannsal bouyut s6z konusudur:

M10 = M4 X M6 (72)

Aki (flux) yoklugunda, M, Minkowski uzayzamani olabilir. Diger taraftan siipersimetri
doniistimleri Mg lizerinde paralel spinorlerin var olmasin gerektirir. O zaman Mg, tabloya
gore ilk satirda m = 1 alinarak bulunur; yani Mg SU(3) holonomili bir Calabi-Yau
3-katlis1 (fold) olmalidir:

MlU = M4 X M6 (73)
—~— ~—~
Minkowski  Calabi-Yau
M-teoride ise, 4 uzayzaman ve 7 kompakt Riemannsal boyut ortaya ¢ikar:
M11 = M4 X M7. (74)
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Eger M, Minkowski ise M; iizerinde paralel spinorlerin varligi M7’ nin Gy-holonomi
manifoldu olmasini gerektirir (tablodaki 4. satirdan);
M11 = M4 X M7 . (75)
~— —~—

Minkowski (G2-holonomi
Eger My, = Mj3 x Mg ayrisimu yapilirsa, M3 ii¢ boyutlu Minkowski, Mg ise Spin(7)-

holonomi manifoldu olmalidir (Tablodaki 5. satirdan) ;

My = Mz X Mg : (7.6)
~—~ ~—~
Minkowski  Spin(7)-holonomi

ii) Koni olusturumu (cone construction):

Bir (M, g) manifoldu igin, § = dr?+r2g metrigine sahip M = R* x,» M ¢arpik (warped)
carpim manifoldu M’ nin metrik konisi olarak adlandirilir. X € I'T'M vektor alanlar
TTM ye kaldirilabilir. I'TR* iizerindeki baz vektorii £ = r — (Euler vektorii) olmaktadir.
M iizerinde V Levi-Civita baglantisi, M iizerindeki V Levi-Civita baglantis1 ile belirlenir.

X,Y € I'TM igin,

VpX=VxE=X , VpE=F,
VyY =VyY — g(X,Y)E, (7.7)

olmaktadir. Egrilikler arasindaki iligkiler ise,

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z - (9(Y, Z)X — g(X, Z)Y) (7.8)
Ric(X,Y) = Rice(X,Y) — (n — 1)g(X,Y) (7.9)
R= %(R—n(n— 1)) (7.10)

olarak bulunur. Bu yiizden, eger M Einstein ise M Ricci-diizdiir. Eger M paralel spinorlere

sahip ise M, bunlara karsilik gelen Killing spinérlerlerine sahiptir.
ii1) Killing Spinorleri:

Killing spinorlerini kabul eden manifoldlarin siniflandirma problemini, koni yapist yoluyla
paralel spinorleri kabul eden manifoldlarin siniflandirilmasina ¢evrilmis olur. Bu yiizden

Wang’in tablosundan, Bér’1n tablosuna bir ge¢is s6z konusu olur.
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Sasaki-Einstein manifoldlari: Bir M/ Riemannsal manifoldu iizerinde bir Sasakisal yapi,

birim normlu bir K Killing vektor alani ile verilir ve X, Y € I'T"M icin asagidaki 6zellikle

saglanir:
ViVyK = —g(X,Y)K + K(Y)X. (7.11)

Eger Sasaki manifoldu ayrica Einstein ise Sasaki-Einstein manifoldu olarak adlandirilir.

3-Sasakisel Manifoldlar: Bir )/ Riemannsal manifoldu lizerinde bir 3-Sasaki yapisi, Vg, K; =

€;jx K, 0zelliginin saglandigr Sasakisel yapilardir (z = 1, 2, 3).

Neredeyse Kéhler manifoldlari: Bir M/ Riemannian manifoldu iizerinde bir neredeyse

Kahler yapist, J : TTM — T'M ve ixV xJ = 0 6zelligininsaglayan bir neredeyse komp-
leks yapidir. V.J # 0 olmadigi icin bu manifoldlar Kihler degillerdir.

Zayif G5 manifoldlari: Zayif GG, manifoldundlart dp = X\ % ¢ Ozelligini saglayan bir

¢ 3-formu ile karakterize edilirler. G5 manifoldlarinin aksine ¢ kapali degildir.

Bu manifoldlar da Sicim ve M-teorisi i¢in olduk¢a dnemlidir. Sicim teorisinde My =
M, x Mg ayrisimina sahip iken ve akilarin varliginda, M, Anti-de Sitter (AdS) olabilir ve
stipersimetiri doniisiimleri Mg tizerinde Killing spindrlerinin varligini gerektirir. O zaman

Mg neredeyse Kéhler olmalidir.
Ml() = M, X M6 (712)
~—~

~—~
AdSy neredeyse Kihler

Mg = M5 x M5 ayrisimu igin iki farkli sonug vardir:

M10 = M5 X M5 veya M10 = M5 X M5 (713)
—~— ~— ~—
AdSs S5 AdS5 Sasaki-Einstein

M-teoride My, = My x M7 ayrisiminda ve akilarin varliginda, M, AdS’tir ve eger ic aki
yoksa M, = S7°dir. Fakat i¢ akilarin varliginda, Killing spinérlerinin varligi M nin zayif

(2 manifoldu olmasin1 gerektirir.

M11 = M4 X M7 veya Mll = M4 X M7 (714)
~— = ~— =
AdSy S7 AdSy zayif Go
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Benzer sekilde M;; = M5 x Mg ayrigimi icin;

My, :%X% veya My, :%X % (7.15)
AdSs 6 AdSs  neredeyse Kihler
Cizelge 7.3: Bir’in Tablosu (Bir,1993)
n M’nin geometrisi M Konisi Killing spindrler
n yuvarlak kiire diiz (2[/21 2ln/2])
dm — 1 3-Sasaki hiperkihler (m+1,0)
4m — 1 | Sasaki-Einstein | Calabi-Yau (2,0)
4m + 1 | Sasaki-Einstein | Calabi-Yau (1,1)
6 neredeyse Kihler Gy (1,1)
7 zayif G Spin(7) (1,0)
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8. SPINOR BILINEERLER

8.1 Dirac Akimlar:

Spindr alanlar iizerinde bir spin-invaryant i¢ ¢arpim tanimlanabilir. i), ¢ € ['S(M ) i¢in i¢

carpim,

(1, ¢) = £(, ) (8.1)

ozelligine sahiptir. Burada j, K = R, C,H’de (ilgili boyuttaki Clliford cebrine bagl
olarak ) bir involiisyondur. Bu yiizden j, R’de birim, C’de birim veya kompleks eslenik,
H’de kuterniyonik eslenik veya terslenmedir. I¢ carpim boyuta baglh olarak simetrik veya

anti-simetrik (simplektik) olabilir. Herhangi o € I'CI(M) ve ¢ € K igin,

(¢, a.¢) = (a7 1, p) (8.2)
(e, ¢) = (¥, ¢) (8.3)

olarak yazilir. Burada 7 boyuta bagli olarak &, {n, £, £n* olarak yazilabilir. Bu i¢ ¢arpim-
dan dual spinérlerin uzayr I'S* (M) tammlabilir. ¢» € T'S*(M) igin,

v(9) = (¥, 9) (8.4)

olarak yazilir. ['S(M) ® I'S*(M) tensor carpimu diisiiniildiigiinde bunun I"'S (M) iizerinde
etkisi ¢, k € T'S(M) ve ¢ € T'S*(M) igin,

(1 @ )k = (¢, K) (8.5)

olarak yazilir. Bu ylizden I'S(M) @ I'S*(M)’nin elemanlar1 I'S (M) tizerinde lineer do-
niiglerdir. ¢ : (Cl(M) ® S(M)) — I'S(M) oldugundan bu cebir I'CI(M)’ye izomor-
fiktir. Bu sebeple I'CI(M)’nin elemanlart olan diferensiyel formlar olarak ¢ ® 1 €
['(S(M)® S*(M)) seklinde yazilabilir.

{e”} herhangi ortogonal ko-gercevesi icin, i¢ ¢carpim cinsinden Fierz 6zdesligi,

U ® ¢ i=1d =(¢,0) + (6, eat))e” + (6, epath)e™ + ... +
+ (0, €apasar- V) + .+ (=), 240)z (8.6)
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olarak yazilabilir. Burada e®*%?% = e A e A ... A%’dir ve z hacim formdur.

Y¢ nin p-form iz diisiimiinii (1¢), spinor bilineerleri olarak tammlanir. Eger ¢ = 1

aliirsa ve 1-form (1)), ’in metrik duali olan V}, vektor alani ise

q:DS(M) —»TT*M
b (W) =V,

olarak yazilir ve bu gonderime karelestirme gonderimi (squaring mapping)denir. 12/’ nin

p-form bilesenleri,

(V) = (¢, €q,..agay )™ (8.7)

olup, bunlara p-form Dirac akimlar: denir.
8.2 Konformal Killing-Yano (KKY) ve Kiling-Yano (KY) Formlar

Bu boliimde 6zel spindrler i¢in p-form Dirac akimlarinin 6zellikleri incelenecektir.
1) Twistor spindrleri :

V Levi-Civita baglantis1 spin0r i¢ caprpimi ve dualite iglemi ile uyumludur. Yani bu

Vx(1,0) = (Vxv,0) + (¢, Vx¢) (8.8)
Vit = Vxi (8.9)

ozdegsliklerini saglamasi demektir. Bir ¢/ twistor spindril igin (q/ﬂ)p p-form Dirac akiminin

kovaryant tiirevi,

Vi, (00), = (Vx,0)0)p + (0 (Vx,¥))p
= 2 ((calV)) +(wleaD)) (810

olarak hesaplanabilir. Burada Vx ¢ = L X D1 twistor denklemi kullanilmistir. o €

LClUM), ¢ € S(M) ve ¢ € I'S*(M) igin
a(p ® @) =ah @ ¢ (8.11)
Wed).a=9eal.d (8.12)
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Ozelliklerini kullanarak

V(ea DY) = (V)] (8.13)

denklemi yazilabilir. [) = ¢®.Vy, spinérler iizerinde Dirac operatériiniin tanimindan ve

e’ e = eb.e, dzelliginden, J = & veya £ igin

Vi, (04), = %(ea.ebxvxbw + UV, )0 (8.14)

p

olarak yeniden yazilabilir. V i¢ ¢arpim ile uyumlu oldugundan dolay1 (V wa)ﬁ =
Vx, (¥1) — 1 (Vx,1) seklinde yazilabilir. Bu yiizden bir énceki denklem

Vi, (V0), = %<ea.eb.vxb(w) — e B(Vat) + ¢(be¢).eb.ea) (8.15)

p
olarak yazilabilir. Simdi yukaridaki denklemde esitligin sag tarafindaki terimlerin her

birinin analizi yapilacaktir.

[k terimin icin, d = e®.V x, Hodge-de Rham operatoriinii tamimim kullanildiginda,

ea-€".Vx, (1) = eq.d(11)) (8.16)

olarak yazilabilir.

Ikinci ve iiciincii terimler igin, Clifford carpiminin acilimi, wedge carpim ve ig tiirev

cinsinden e,.c« = e, A o +ix, a0 ve a.e, = e, A na — ix,na olarak yazilabilir.

Biitiin terimlerin toplamindan ve diferensiyel formlarin dereceleri dikkate alindig1 zaman,

Vi, (V) =% (ea d(W0))p — 260 N €" A (U(Vix, 0))p-2

= 2o (W(Vx,0) D). (8.17)

ve (eq-d(Y1)), = ea A (d(W1)))p-1 + ix, (A(11)))p11 Szdesligi kullanilirsa p-form Dirac

akiminin kovaryant tiirevi,

Vi G0 = [ A (AWT) — 26 A (GTR D))y + i, (AT)

~ 2BV, 0y (8.18)
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olarak bulunur. Denklem (8.18) soldan e” ile wedge ¢carpimilir ve bir p-form « i¢in e® A

\V4 Xo = dy ve e* A ix,a = pa denklemleri kullanilirsa,

d(), = L1

(4w) = 20 (W(Vx,0))) (8.19)

n p+1

elde edilir. Ayrica denklem (8.18) ¢ x. i tiirevi alinirsa ve —ix«Vx, = 0 ifadesi kullani-

lirsa,
— n—p+1 — b S
S(V)y =~ () — 26" A (¥(Vx, ) (8.20)
n p—1
olarak yazilir. Bu yiizden son ii¢ terimin kiyaslanmasi sonucunda,
Vi, () = i, d(WT)y — —— A () (8.21)
Xaq P_p_|_1ZXa p n_p+1€a p :

bulunur. Bu denklemin 6zel bir anlam1 vardir ve herhangi X € T'M i¢in bir p-form w,

1 14
Cixdw — ————X A dw (8.22)

\V4 =
X n—p+1

denklemini saghyorsa, w konformal Killing-Yano (KKY) formu olarak adlandirilir.

Bu yiizden twistor spindrlerinin p-form Dirac akimlart KKY formdurlar. KKY form-
lar1 konformal Killing vektor alanlarinin daha yiiksek dereceli formlara anti-simetrik

genellestirilmesidirler. p = 1 i¢in w bir konformal Killing vektdriiniin metrik dualidir.
i1) Killing spinorleri:

Bir ¢ Killing spinorii igin (1)), nin kovaryant tiirevi,

Vi, (W), =((Vx,0)0), + (¥(Vx,¥))p
=(Aea )y + (W(Aea))p (8.23)

olarak yazilir. Burada Killing spinériiniin tamimi V x, 1) = Ae,.tp kullanilmustir. I¢ carprmim

ozelliginden 1)(\.e,.10) = N (¢1))e denklemine sahip olunur. Bu yiizden

Vi, (00), =(Nea ), + (N (W0)el),
=Aea A (V)1 + Nix, (1) par + Nel AWP)) 4 — Niz (),
(8.24)
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olarak yazilir. Burada wedge carpimi ve ig tiirev cinsinden Clifford ¢carpiminin agilimi

kullanilmistir. Daha sonrasinda soldan e® ile wedge ¢arpim uygulanirsa,

d(W)y = Mp + 1)(0)p1 — Msgn(ey ) (p + 1) (¥);

olarak yazilir. i x, ile i¢ tiirevi alinirsa,

0(W)p = —A(n —p + 1) (¥)p-1 — Nsgn(e] ) (n — p+ 1)(V1);

bulunur. Burada, se¢im yapmak icin dort adet nicelik bulunur. Bunlar:

(i) A = Reel veya saf sanal
(i) j = Id veya x
(i) J =&, &, &nveya &y’

(iv) p tek veya cift

(8.25)

(8.26)

Bu yiizden se¢im yapmak icin 16 adet olasilik vardir ve bu olasiliklar tablo (8.1)’de goste-

rilmektedir. Her bir olasilik i¢in iki farkli durum vardir. Bu farkli iki durum p siitunun’dan

dolay1 olugsmaktadir. p’nin ilk siitununa durum 1, p’nin ikinci stitununa durum 2 diyelim.

Durum 1:
Vix, (V) = 20" A (Y1),
d(ﬁ)w)p =0
S()y = =2X(n — p+ 1)(¥),
Durum 2:

Vx, (wa)p = 2\ix, (lﬂ)pﬂ
d(?ﬂ)p = 2)‘(17 + 1)(¢E)p+1
5(@/}@% =0

Durum 1’deki denklem (8.27) ve (8.29) karsilastirildig1 zaman,

Vx, (), = _n—;erlea NS0,
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Cizelge 8.1: parametre tablosu

A J J P

Re Id £ tek cift
Re Id £ tek cift
Re * £ tek cift
Re * £ tek gift
Im Id £ tek cift
Im Id ™ tek cift
Im * £ cift tek
Im * &* cift tek
Re Id &n cift tek
Re Id &n* Gift tek
Re & &n cift tek
Re * &n* cift tek
Im Id &n cift tek
Im Id &n* cift tek
Im * &n tek cift
Im & &n* tek cift

olarak yazilabilir ve denklem (8.21)’den KKKY denklemini verir. Durum 2 i¢in de deklem
(8.30) ve (8.32) kargilastirildig1 zaman,

1

VXJ¢E%::E:jﬁXJﬂ¢E% (8.34)

olarak yazilabilir ve bu ise KY denklemini verir.

KKY denklemini bu esitliklerle karsilastirildigi zaman, durum 1 ve durum 2 KKY denkle-

minin iki kismina karsilik gelmektedir.

1 ~
Vxw = ixdw ——— X A dw 8.35
xw = gt — g X (8.35)
KYIsml KKK;rkmm

Durum 1 KKKY kismina, durum 2 de KY kismina karsilik gelir. Killing-Yano (KY) formlar
ko-kapali (co-closed)(dw = 0) formlardir ve

1

VX(,U:

Tixdw (8.36)
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denklemini saglar. Bunlar, Killing vektor alanlarinin daha yiiksek dereceli formlara anti-

simetrik genellemeleridir. p = 1 i¢in, w bir Killing vektoriiniin metrik dualidir.

Kapali (Closed) KKY (KKKY) formlar KKY formlardir (dw = 0) ve

1 -
= X .
Vxw S A dw (8.37)

denklemini saglar. KKY denklemi Hodge dualite invaryanthi§ina sahiptir. Yani, w bir
p-form KKY ise *w da (n — p)-form KKY’dir. KKY denklemine * Hodge yildiz operatérii

uygulanirsa bu durum agikca goriilecektir.

. 1 >

*V xyw =

V metrik uyumlu oldugundan dolayi, *Vx = Vxx olarak yazilabilir. 6 = x7'd x n

tanimindan ve herhangi p-form « igin *(a A 4 ) = ix * a Ozdegliginden,

)ixydw = xiy %% 1dx xlw

= %% (0w A X)
:**(—)N(/\é*_lw)

——— (—)?A&*w)

= X Ad*w (8.39)
olarak yazilir. Burada *~"’nin * x o« = (—1)P("~P) %a ozdesliginden x ile orantili oldugu

kullanilmistir. Ayrica

#(X A dw) = #(—0nw A X)
= —ix % 0Nw

= —ix * % Tdx MW

= —ixd*w (8.40)
olarak da yazilabilir. Boylece
\Y% L id L % Ao (8.41)
kW = ———— W ——7 * W .
*KY\EISml *KKK‘Yrleml
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denklemi elde eldilmis olunur. Fakat yukaridaki analizden de goriilebilecegi gibi, KKY

denkleminin iki kism1 * altinda birbirine doniisiir.
KY—*KKKY ve KKKY—*KY

Bunun anlami1 KKKY formlar1 KY formlarinin Hodge dualleridir. O zaman ilgili boyutta
i¢c carpima bagl olarak, Killing spinorlerinin p-form Dirac akiminin KY formlara (durum
2’de) veya Killing spinérlerin p-form Dirac akiminin Hodge dualleri KY formlara (durum

1’de) karsilik gelir.

Durum 1:
Vi, # (60 = i, (), (842

Durum 2:
Vi, (00), = pi Tix, WD), (8.43)

Killing spinorlerin p-form Dirac akimu ile elde edilen denklemler (genellestirilmis) Ma-

xwell denklemleri

dFF =0 , dxF =3
ile benzer bir yapiya sahiptir.
Durum 1’de
d(i), =0 (8.44)
d* (YY), = =2(=1)PA(n = p+ 1) * (1)1 (8.45)

Bu nedenle (w@)p p-form Dirac akimlari, p-form Maxwell alanin F' alan giicii gibi davranir
ve j kaynak terimi, *(1/@),,_1 bir diisiik dereceli Dirac akiminin Hodge duallerinden
olusturulur.

Durum 2’de

d(Y), = 2\(p + 1) (Y1) (8.46)
d* (Y), =0 (8.47)

Boylece *(11)),, ' (n — p)-form Maxwell alan giicii gibi davranir ve j kaynak terimi bir

yiiksek dereceli (1/@)“1 bir iist dereceden Dirac akimidir.
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iii) Paralel spinorler:

Eger v bir paralel spindr ise yani V x1) = 0 ise p-form Dirac akimi paralel formlardir,

Vx (W), = 0. (8.48)

Bunlar A = —(ds + 0d)’nin ¢ekirdeginde olan harmonik formlardir,

Ay), = 0. (8.49)
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9. GENISLETILMIS SUPERCEBIRLER

Bir g siipercebiri Z-derecelendirilmis cebirdir ve bunun anlami degismeli bir halka ya
da cisim iizerinde tek ve ¢ift bilesenlerine ayrigabilen ve derecelendirmeye miisait bir
carpma operatorii olan cebirdir. Geometrik Killing spinorlerinin karelestirme génderimi
(squaring mapping) Killing vektor alanlarina karsilik gelir ve bunlar birlikte manifold
tizerinde simetri siipercebirleri ad1 verilen bir siipercebir yapisi olusturur. Siipercebirlerin
cift kismi, Killing vektor alanlarinin simetri cebiridir ve tek kismi ise geometrik Killing

spinorlere karsilik gelir. Ayrica simetri siipercebirleri Lie siipercebirlerine kargsilik gelir.

g iki bileseninin direk toplami olarak yazilmaktadir:

g=200D g1 9.1)

go cift kismi g’nin bir altcebiridir ve g; tek kismi ise go’1n bir modiiliidiir. Carpim kurali,

bileneer operator

[ ]ieixg , 4,7=0,1 9.2)
tarafindan verilir ve
[, ]:80x g0 —go (9.3)
[, ]:80x g1 =@ 94
[ ] 01 x 91 =90 9.5)
olmaktadir.
Eger [ , | go tizerinde antisimetrikse yani a,b € go icin [a,b] = —[b, a] 6zdesligini
saglhiyorsa ve a, b, c € gy i¢in
[a, [b,c]] + [b, [, a]] + [¢, [b, a]] = O (9.6)

dereceli-Jacobi 6zdesligini sagliyorsa, gy Lie cebiri olarak adlandirilir.
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Eger |, ] gy lizerinde simetrikse yani a, b € g i¢in [a, b] = [b, a] 6zdesligini sagliyor ve

g = go P ¢, lizerinde a, b, c € g icin
[a, [b, ] = [[a, 0], c]] = (=1)1*"I[b, [a, ] = 0 9.7)

Jacobi 6zdesligini sagliyorsa, g Lie siipercebiri olarak adlandirilir. Denklem (9.7)’de |a

)

a’nin gy veya g, e ait olmasina baglh olarak |a|’nin 0 veya 1’e karsilik gelen derecesini
belirtir. Bir siipercebirin boyutu («5) olarak gosterilir ve burada o go’in boyutu, [ ise

g1°1n boyutudur.

Bu boliimiin devaminda KY ve KKKY formlarindan olusturulmus siipercebir yapilari

tizerine yogunlagsilacaktir.
1) Killing-Yano siipercebileri;

Bir M manifoldu iizerinde Killing vektor alanlar1, vektor alanlarinin Lie parantezine gore

Lie cebiri yapisina sahiptir.
[Ki, Kj] = Ciijk (98)

Buna izometri cebri denir ve burada c;j;, yapi sabitleridir. KY formlan i¢in, Schouten-
Nijenhuis parantezi tanimlanmaktadir ve bu | , |sy ile gosterilir. v bir p-form ve  bir

g-form ise bu parantez,
[a,B]SN :iané/\VXaﬂ—f—(—1)pinaﬁ/\VXaOé (9.9)

olarak tanimlanmaktadir. Bunun sonucunda bir (p + ¢ — 1)-form olugur. p = ¢ = 1
icin, [ , |sn vektor alanlarimin Lie parantezine indirgenmektedir. SN parantezi asagida

gosterilen Lie parantezi 6zelliklerini saglar. Bu 6zellikler;

o, Blsn = (=1)"[B, a] s
(_1>p(r+1)[a7 [5a V]SN]SN + (_1)q(p+1)[/8’ [’77 a]SN]SN

(—1)T(q+1)[% [, Blsn]sy =0

ve burada v bir r-formdur.
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Killing vektor alanlari Lie cebiri yapisini sagladigindan dolay1, KY formlarinin [, |sx
altinda Lie cebirini olusturup olusturmadigi incelenebilir. Bir w; KY p-form ve wy KY
g-form icin, hangi kosullarda asagidaki

1
P+q

Vx, w1, walsy = ix,dlwi,ws]sn (9.10)

estiligine sahip oldugu aragtirilmaktadir. Denklem (9.10)’nin sol tarafi i¢in, denklem

(9.9)’un tanim kullanildiginda

an [wl, wg]gN :VXa(iwal A\ bewg -+ (—1)pqixbw2 A\ VXbW1> (9.11)
:vXaiwal AN VXbWQ + ixbwl VAN vXavaWZ

+ (—1)quXaiwa2 A bewl + (—1)pinbw2 A VXQVwal (9.12)

elde edilmektedir. Burada normal koordinatlar igin [iys, Vx,] = 0 ve KY denklemlerinin

(8.36) kullanilmasiyla,

1 o .
Vx, w1, walsn :( (ixvix,dwy A ix,dws

p+1)(g+1)

+ (—1)pinbiXadCU2 A idewl)

1
+ q T 1iwa1 VAN VXaideWQ
(~1)

_|_
p+1

iXbCUQ /\vXaidewl (913)

elde edilmektedir. Vx, ix, = ix,Vx, 0zdesligi ve KY formlarin integrallenebilirlik kosulu

kullanildiginda,

1 o .
Vx, [Wl,WQ]SN :( (beZXadwl A Zdewg

p+1)(g+1)
+ (—1)pqz'sz'Xadw2 A ’ixbdwl)
1. ) )
+ —ixswi Adx, (Req N ixews)
q

L o

iXbCUQ /\iXb(Rca /\z’chl) (914)

elde edilir. Denklem (9.10)’in sag tarafi icin,

1 d[ ] 1
1x,0|W1,W2|sN =
P+q P+q

iXad<iwa1 A Vwag + (—1)pinbWQ VAN Vwal) (915)

bulunur ve biraz cebirle
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1 1
T 2[R
+ (—1)pqixbixadw2 A\ idewl)
(=1
bq

(iXbiXadwl A ideCUQ

iXa (ixbwchb A chw2> (916)

elde edilmektedir.

Genel olarak, denklem (9.14) ve (9.16)’in karsilastirmasindan goriildiigii gibi denklem
(9.10) elde edilmektedir. Fakat denklem (9.14) ve (9.16)’de R,, = ce, A e sabit egrilik
kosulu kullanilirsa denklem (9.10) elde edilmektedir. Bu sebeple KY formlar, sabit egrilikli

manifoldlarda Lie siipercebirleri olustururlar ve bu
E=¢t 9.17)

olarak gosterilmektedir. Buradaki bilesenlerden €, ¢ift kismi tek dereceli KY formlara ve

£, tek kismu c¢ift dereceli KY formlara kargilik gelir.

[, lsnv it x € =ty (p ve qtek ise p+q-1 tek) (9.18)
[, lsnv it x & =8 (ptek, qciftise p+q-1 ¢ift) (9.19)
[, lsv:t x & —t (pve qgiftise p+q-1 tek) (9.20)

ve [, |sn derecelendirilmis Jacobi 6zdegligini saglamaktadir.

KY formlarin integrallenebilirilk kosulundan, K'Y formlarin ikinci ve yliksek dereceden
tirevleri kendi baglarina yazilabilmektedir. Bu sebepten dolay1 n-boyutlu KY p-formlarin

azami sayilari, w ve dw’nin bagimsiz serbestlik derecelerinin sayimindan

n n n+1 0
K, = + - ___(n+ 1) 9.21)
(p+ Dl(n —p)!
P p+1 p+1

olarak bulunabilmektedir ve bu sayilara sabit egrilikli manifoldlarda ulasilabilinmektedir.

Dolayistyla KY siipercebirlerin boyutu (K ek | K ) dir ve burada
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/2 [+ 1 =12 [ 41
K=Y ve Kgn= Y . (9.22)

=L g =2k 41

i1) Konformal Killing-Yano siipercebileri;
Konformal Killing vektor alanlar1 da Lie parantezine gore Lie cebiri yapisina sahiptir.
[Ci, Cj] = fijCr (9.23)

bu cebir, konformal cebir olarak adlandirihir. KKY formlari igin, [ , |k xy KKY parantezi

tanimlanmaktadir. Bir w; KKY p-form ve wy KKY g-form icin, KKY parantezi

. . —1)7 .
[wa, w1 KKy :Q+12Xaw1AzXadw2+ 12Xadw1/\zxaw2
N A bwet — s A (9.24)
A, Wy + ————— 0w Aw )
—— 1 2t~ o1 1 2

KKY parantezi SN parantezinden farklidir fakat hafif modifikasyonlar icermektedir. | , |xxy
de derecelendirilmis Lie parantezinin 6zelliklerini saglamaktadir. Bir w; KKY p-form
ve wy KKY ¢-form i¢in [wy, ws| g iy bir (p + ¢ — 1)-formdur. Bu yiizden KKY formlar,

kiimesi bir siipercebir olusturur ve bu
c=¢ D (9.25)

olarak gosterilir. Buradaki bilesenlerden ¢ ¢ift kismi tek dereceli KKY formlara ve ¢; tek

kismu ¢ift dereceli KY formlara kargilik gelir.

[, Jxky : €0 X co —>¢o (9.26)
[, Jkry 10 X ¢ =0 (9.27)
[, Jxkry 11 X e = (9.28)

KKY formlarin integrallenebilirlik kogulundan, w, dw, dw ve déw’nin bagimsiz serbestlik

derecesinin sayimindan; n-boyutta KKY p-formlarin azami sayilart bulunur:
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C,=2 + + =
p p—1 p+1 p+1
(n+2)!
= ) 9.29
P+ D) n—p1 1) ©-29)
Bu yiizden KKY siipercebirinin boyutu (Ciex|Ciif)

/2] | n+ 2 =172 | n+2
Cek =Y _ ve Cen= Y, : (9.30)

=L 2k =l 2k +1

olmaktadir. Tim KY formlar1 ayn1 anda KKY formlaridir ve KY p-formlarina karsilik

gelmeyen KKY p-formlarinin sayist,

n -+ 2 n+1
C,— K, = —
p+1 p+1
(n+1)!
- - 9.31
plin—p+1)! ( )

tarafindan verimektedir.

Sirada Killing ve twistor spinorleri kullanarak genisletilmis siipercebilerin incelemesi

yapilmaktadir:
1) Killing siipercebileri;
Killing vektorler ve Killing spinorler kullanilarak bir siipercebir yapisi,
=t (9.32)

olarak tanimlanmaktadir. Bilesenlerden €, cift kismi Killing vektor alanlarinin Lie cebrine
kargilik gelir ve €, tek kismi ise Killing spinorlerinin kiimesine kargilik gelir. Siipercebirle-

rin parantezi Killing vektor alanlarinin parantezidir
[,]ZEOXEOA?O (933)

(K1, Ky) = [K1, K. (9.34)
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Cift-tek parantezi spinor alanlari lizerinde Lie tiirevidir,
£t xt =8 (9.35)
(K, ¢) = L1 (9.36)

ve tek-¢ift parantezi Killing spindriiniin Dirac akimidir

()1 : 8 x & — & (9.37)
(1, 8) = (V)1 = Vi (9.38)
Jacobi 6zdeslikleri,
(K1, Ky, Ks]] + [Ko, [K3, Ki] + [ K3, [K1, Ko)] =0 (9.39)
[£x,, L1, |00 = LK, K ¥ (9.40)
LrxWo) = (£x)o+ (£x0)  (941)
£wa =0 (9.42)

esitliklerine karsilik gelir. Bu 6zdesliklerin ilk ii¢ii Lie tiirevinin dzelliklerinden otomatik
olarak saglanmaktadir fakat sonuncusu otomatik olarak saglanamamaktadir. Son 6zdesligin
saglanmadig1 manifoldlar icin, Killing siipercebirleri Lie siipercebirleridir. Bu siipercebir-
lerin yapisi, sabit egrilik manifoldlarinda daha yiiksek dereceli KY formlarii icerecek
sekilde genigletilebilir,

E=taot (9.43)
Bilesenlerden &, ¢ift kismi, tek KY formlarin Lie cebrine karsilik gelir ve £; tek kismu,

Killing spindrlerinin kiimesine karsilik gelir. Genigletilmis siipercebirlerin parantezi asagi-

dakiler olarak tanimlanmaktadir.

Cift-cift parantezi KY formlarin SN parantezidir,
[, ]sn : 0 X & — & (9.44)
(w1, w2) = w1, wa]sn- (9.45)
Cift-tek parantezi Killing spinorlerin simetri operatorleridir,
L:tyxt =¥ (9.46)

_( D
(w,¥) = Ly = (ixew). Vi, + 20+ 1)

dw.ab. (9.47)
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Tek-tek parantezi Killing spindrlerin p-form Dirac akimidir,

Op: &1 x & — & (9.48)
(¥, 0) = (V). (9.49)
Jacobi 6zdeslikleri,
w1, w2, walsn]sn + [wa, [wa, wilsn]sy + [ws, (w1, walsn]sy =0 (9.50)
[Lisss Loy |0 = Ly wn s ¥ (9.51)
[w, (¥0)lsy = (Lut)d + ¥ (Lud) (9.52)
Ly, =0 (9.53)

seklindedir.

Ik 6zdeslik SN parantezinin 6zellikleri nedeniyle saglanmaktadir fakat diger ii¢c 6zdeslik

genellikle saglanmaz. Bu yiizden £ sabit egrilik manifoldlarda bir siipercebirdir.
i1) Konformal siipercebileri;
Konformal Killing vektorler ve twistor spindrleri kullanilarak bir siipercebir yapisi,
c=¢ Dy (9.54)

olarak tamimlanmaktadir. Bilegenlerden ¢ ¢ift kismi konformal Killing vektor alanlarinin
Lie cebrine kargilik gelir ve ¢; tek kismi ise twistor spindrlerinin kiimesine kargilik gelir.
Siipercebirlerin parantezi konformal Killing vektor alanlarinin Lie parantezidir. Genisletil-

mis siipercebirlerin parantezi asagidakiler olarak tanimlanmaktadir.

Cift-cift parantezi konformal Killing vektorlerin Lie parantezidir,

[,]ZCQXCQ%CO (955)

(Cl, CQ) — [Cl, Cg] (9.56)
Cift-tek parantezi twistor alanlari tizerinde Lie tiirevidir,
1
£ — E[L I N ] (957)

1
(C) = Lo — SHY- (9.58)
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Tek-Tek parantezi twistor spindrlerinin Dirac akimudir,

01 e xer = ¢ (9.59)
(¥, 0) = (Vo)1 = Vig. (9.60)
Jacobi 6zdeslikleri otomatik olarak saglanmamaktadir. Bu siipercebir yapisi, sabit egrilik

manifoldlarina daha yiiksek dereceli KKY formlara veya normal KKY formlarina sahip

Einstein manifoldlarini igerecek sekilde genisletilebilir.
<= o D (961)

¢o ¢ift kismi, KKY formlarin (veya normal KKY formlarin) Lie cebirlere karsilik gel-
mektedir ve ¢; ¢ift kismi, twistor spindrlerin kiimesine karsilik gelmektedir. Genigletilmis

konformal siipercebirlerin parantezi asagidakiler olarak tanimlanmaktadir.

Cift-cift parantezi KKY formlarin SN parantezidir,

[, lxry €0 X g — ¢ (9.62)

(w1, w2) = (w1, wol KKy (9.63)
Cift-tek parantezi twistOr spindrlerin lizerinde simetri operatorleridir,

L:cogxce— e (9.64)

s p p
(W, ) = Lyt = (ixaw).Vx, ¥ + —2(p n 1)dw.¢ + —2(n — 1)5w.¢. (9.65)

Tek-tek parantezi twistor spindrlerin p-form Dirac akimidir,

()p : €1 X €1 = co (9.66)
(¢, 9) = (¥)p. (9.67)

Jacobi 6zdeslikleri otomatik olarak saglanmamaktadir. Bu yiizden ¢ sabit egrilik manifold-
larda (veya normal KKY formlarla Einstein manifoldlarda) bir siipercebirdir, fakat bir Lie

stipercebir degildir.
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10. 11-BOYUTLU SUPERGRAVITE

Stipergravite teorisinin tutarlihigl ve degismezIligi i¢in yiiksek boyutlu, yiiksek spinli fermi-
yonik alanlar ve uygun siipersimetri doniisiimleri ile ekstra bozonik alanlarin tanitilmasi

gerekir. Bir S siipergravite eylemi bozonik (¢,) ve fermiyonik (¢;) alanlar1 igerir.
S =5 +5; (10.1)

Buradaki S, bozonik kisim S, = [ £,(¢;, V,.¢;) seklindedir ve kiitle cekimine kargilik
gelir. Sy fermiyonik kisim ise Sy = [ L¢(¢;, V,1;) seklindedir ve maddeye karsilik

gelmektedir.

Siipersimetri doniisiimleri bozonik ve fermiyonik alanlar1 birbiriyle iliskilendirir. Bir

€ spin0r parametresi i¢in, siipersimetri doniistimleri

Sep =€ (10.2)
6cp = (V + f(¢))e (10.3)

olarak yazilir ve burada ¢ alanin varyasyonu anlamina gelir.

Fermiyonik alan ve degiskenleri sifir olarak alindig1 zaman (0, = 0), bozonik siipergravite
elde edilir ve bunun ¢oziimleri teorinin tutarli arka planinm verir. Sicim ve M-teorilerinin
diisiik enerji limitlerinde on- ve on bir-boyutlu siipergravite teorilerinin bozonik kisimlari

tarafindan tanimlanmaktadir.

¥, = 0 i¢in on bir- boyutlu siipergravite teorisinin bozonik kismi ele alinmistir. g bir
metrik, F' bir kapali 4-form ve Mj; bir Lorentzsel spin manifoldu olsun. Burada F' aki
(flux) 4-formu olarak adlandirilir ve M, lizerinde tanimlanan on bir- boyutlu siipergravite

teorisinin bozonik kisminin eylemi,

1 1 1
= —— [ (Rap Asuie’® = SF A F = <ANFAF) 10.4
1262, / ( AB /\ *11€ 5 *11 6A ( )
olarak yazilir. Burada 17 on bir-boyutlu siipergravite ciftlenim sabitidir. A, B =0,1,2,...,10

degerlerini alir ve *;; on bir-boyutta Hodge yildiz operatoriidiir. R, egrilik 2-form, e
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ko-cerceve bazi ve A, I aki 4-formun 3-form potansiyelidir ve
F=dA (10.5)

olarak yazilir. Denklem (10.4)’{in ilk terimi gravitasyona, ikinci terim Maxwell-benzeri
ve iiclincii terimi Chern-Simons terimlerine karsilik gelmektedir. On bir-boyutlu bozonik

siipergravitenin alan denklemleri yukaridaki eylem denkleminden e ve A varyasyonlari

hesaplanarak
x11(ix, Pa) = %z’XAF A kppix, B — égABF A x F (Einstein) (10.6)
d* F = %F ANF (Maxwell-benzeri) (10.7)
dF =0 (kapalilik) (10.8)

bulunur. Burada ¢x, i¢ tiirev veya biiziilme operatorii olarak tanimlanir. g4p metrigin
bilesenleri ve P4, P4 = i x5 Rpa olarak yazabilen egrilik 2-formlarindan tanimlanan Ricci
1-formlaridir. Ayrica fermiyonik kismin i¢indeki gravitino alaninin varyasyonu, siipersi-
metri parametresi olan e spinoriinde bir kosula neden olur ve bozonik kisim asagidaki
stipergravite Killing denlemini verir,

1
Vxa€ = —2—4(eA.F —3F.eY)e (10.9)

¢ slipersimetri parametresi, M, iizerinde R3?’ye karsilik gelen S spinér demetinin bir

elemanidir ve bundan dolay1 bir Majorana spinoriidiir.

Daha sonraki boliimlerde, M = My x My, _q4 tipi (10.6), (10.7), (10.8) alan denklemlerinin
¢oziimleri olan siipergravite arkaplanlarinin ¢arpik-olmayan c¢esitli kompaklastirmalari
(compactification) ele alinacaktir. Bu arka planlarda denklem (10.9)’da tanimlanan siiperg-
ravite Killing spindrlerinin bilineer formlar: olusturulacaktir. Daha sonra i¢ ve dis akilari
olan veya olmayan ¢oziimlerde, bu bilineer formlarin ¢carpim manifoldlari iizerinde KY ve
KKKY formlarina indirgenmesinin (veya indirgenememesinin) AdS veya Minkowski tipi

M ¢oziimlerinin varligini (veya yoklugunu) gerektirdigi gosterilecektir.
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11. 11-BOYUTLU SUPERGRAVITE ARKAPLANLARI

Bu boliimde akinin varlig1 veya yoklugunda carpik-olmayan kompaklastirmalarin siiperg-
ravite arkaplanlari ele alinacaktir. Bu arkapalanlar M = M, x M,,_4 tipinde yazilabilen
¢oziimler olacaktir. Genel olarak siipergravite arkaplanlar1 olarak adlandirilan bu ifade,
d’nin aldig1 6zel durumlar i¢in siipergravite ¢oziimleri olarak adlandirilacaktir. M;; on
bir-boyutlu arkaplanlar i¢in, ¢carpik-olmayan ¢arpim yapilart My x M,, M7 x My, Mz x Mg,

Mg x Ms ve Mg x Msg tipi olan siipergravite ¢oziimleri incelenecektir.
11.1 M, x M7 Tipi Coziimler

Bu boliimde M7, on bir-boyutlu siipergravitenin My, = M, x M tipi carpim yapist dikkate
almacaktir. Burada M, Lorentzsel spin 4-manifold ve M; Riemannsal spin 7-manifoldtur.
Onceki denklemlerde karsimiza ¢ikan cergeve ve ko-gergeve baz indisleri A = {a, o}
olarak iki parcaya ayrilacaktir. Buradaa = 0,1,2,3 ve o = 4,5, ...,9, 10 degerlerini alir.
Clifford cebri bazi,

et = {e" ® 17,0z, @ €} (11.1)

olarak ayrigir. Burada e, M, iizerinde Clifford cebri bazidir ve z4, M, lizerinde hacim

formdur. 1, M- iizerine birimdir ve e®, M- iizerinde Clifford cebri bazidir. Burada

e?.e’ + eb et = 2¢g% (11.2)
e“.e? + el e = 2¢*° (11.3)
olmaktadir ve z42 = —1 6zellidi ve z,’lin My iizerindeki biitiin 1-formlar ile anti-komiite

edebilme 6zelligi kullanilirsa metrik g2 = {g®, g*’} olarak ayrisabilmektedir. Benzer

sekilde F' aki 4-form

F = {Xizg, po} (11.4)

olarak ayrigtiralabilir. Burada A ve p birer sabittir ve ¢, M7 iizerinde bir 4-formdur. M,
ve My iizerindeki aki bilegenleri sirasiyla dis ve i¢ akilar olarak adlandirilir. A ve p ic

ve dis aki bilesenlerinin varlifini veya yoklugunu belirlerler. e siipersimetri parametresi
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dort-boyutta €4 ve yedi-boyutta e€7’den
€E=¢€4 R e€yp (11.5)

seklinde olusturulacaktir. My x M; carpim yapisi icin, (10.6)-(10.8) alan denklemleri
dort- ve yedi-boyutlu denklemlere ayristirilacaktir. (10.6) Maxwell denklemi ve (10.8)
kapalilik kosulu i¢in, denklem (11.4)’deki F' aki 4-formun ayrisimi kullanilacaktir. Bunlara
ek olarak, herhangi M,, = M, x M, ¢arpim yapist i¢in *,, Hodge y1ldiz operatorii

ko (A B) = (—1)l(p_k) s, 0N\ kg3 (11.6)

denklemini saglamaktadir. Burada o, M, iizerinde bir k-form ve 3, M, iizerinde bir

[-formdur. Bu denklem 1s181nda,

*HF =\ *11 <Z4 A 17) + Mo*11 (14 A\ ¢)
= iA(k424 A x717) + p(kg1y A x70)

= —1A27 + pzg \ %70 (11.7)

olarak yazilir. Burada x71; = 27 ve %414 = 24 esitlikleri kullanilmistir. Bu denklemin dig

tiirevinini alirsak ve dz; = 0 = dz, kullanilirsa
d*llF:[LZ4/\d*7¢ (118)
olarak hesaplanir. Denklem (10.7) esitliginin sag tarafi

FAF = (i\zg + po) A (iXzg + po)
= 1Az N 1AZg + A2 A\ o + pdp N idzg + po A\ puo
= N A+ 2\ Ao+ oA

= 2i\uzg A\ @ (11.9)

olarak hesaplanir. Burada 24 A zy = (" Ael Ae2 Ae3 Aet) A (P ANel Ae2Aed Aet) =0
“dir. dzy = 0 ve ¢ A ¢ = 0 (M7 lizerinde 8-form olmadigi i¢in)’dir. Bunun sonucunda

Maxwell denkleminin sol tarafi ve sag tarafi esitlenirse ve dF' = 0 oldugu kullanirsa

d %7 b = i\d
dp =0 (11.10)
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olarak hesaplanir. Bu 6zellikler M7 tizerinde bir zayif GG, yapisi tamimlar ve ¢ birlesmeli
4-forma karsilik gelir. Boylece M7 uygun bir zayif GG, manifolduna veya Sasaki-Einstein
manifolduna ya da 3-Sasakian manifolduna kargilik gelecektir. Dahas1 dF' = 0 oldugundan
¢, M7 iizerinde bir KKKY 4-formdur ve bunun sonucu olarak bir geometrik Killing spiné-
riinden tiretilmelidir. z4 ise M, lizerinde bir hacim form oldugundan dolay1 M, tizerinde
bir KY formudur ve sonug olarak A # 0 ve i # 0 icin F' aki 4-form M, ve M5 iizerinde
KY ve KKKY formlarindan iiretilmektedir.

Denklem (10.6) Einstein alan denklemi M, ve M7 bilesenlerine ayrilabilir. F' ak1 4-formun
ayristmi Einstein alan denklemine yazildiginda ve asagidaki hesaplar sonucunda, Einstein

alan denklemi bilesenlerine ayirilir.

F A F = (X + p?g4(9,9))znn
F' aki 4-formun ig¢ tiirevini alirsak ve dort- ve yedi boyutlu- kisimlarini ayrildiginda,

iXAF = iXa<i)\Z4 VAN 17 + 14 VAN /,L¢>,/L.X&<i)\z4 N 17 iy 14 VAN M¢)
= (iXix,za A7), (s Nix, )

= (IA*q 64 N 17), (uly Nix, d) (11.11)
ve benzer sekilde
ixpF' = (IAxg e N 17), (s Nix,0) (11.12)
olarak yazilir. Denklem (11.12)’e soldan *;; uygulanirsa ve yardimci denklem (11.6) ile,
*110x 5 F = IN(—ey A 27), pi(24 A *7ix,0) (11.13)
olarak hesaplanir. O halde

iXAF N *lliXBF = /\2((*46a A\ eb) N 27), /,62(24 N (’ixagb VAN *7iXﬁ¢))

= {=Ngwz11, 1294 (}, ) gasz11} (11.14)

olarak bulunur.
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(10.6) Einstein alan dekleminin sol tarafi ise ix, P4 = {ix,Ps,i XBPa} olarak ayrigir.
Burada P, ve P, swrasiyla M, ve M; iizerinde Ricci 1-formlardir. Boylece denklemin

sol tarafin1 ve sag tarafini (buldugumuz sonuglari ve katsayilari yerine koyduktan sonra)

esitlersek,
: 1 ) | W
ix, Py = —§<2)\ + a0, gb))gab (11.15)
. 1 2 9 ,U2 . .
i, Po = = (X4 1201(6,6) ) gas + -gs(ix,00ix,0)  (1116)

olarak M, ve M7 ayrigimi yapilir.

Bunun anlami sudur, A = p = 0 i¢in hem M, hem M7 Ricci-diiz manifoldlardir. A # 0
ve i = 0 ozel durumu i¢in M, negatif egrilikli ve M7 ise pozitif egrilikli Einstein
manifoldlaridir(1-form baz1 M; tizerinde saf sanal oldugundan dolayr metrik bilesen-

leri ekstra eksi isaretine sahip olacak).

Sirada denklem (10.9) siipergravite Killing spindr denkleminin ¢arpim manifoldlarina
ayristminin analizi vardir. Denklem (11.5)’den (10.9) siipergravite Killing spinor denkle-

minin sol tarafi,
VxAEZVXa€4®€7+€4®VXa€7 (1117)
olarak yazilmaktadir. Denklemin sag tarafi ise asagida yapilan hesaplamalardan sonra,

e F =(e"®@ 17 +izg ®€Y).(Nizg ® 17 + 14 @ pod)
:(e“ ® 17)()\22’4 ® 17) + (Ba ® 17)(14 ® ,ugb) + (ZZ4 ® €a>.<)\i24 ® ]_7)
+ (iz4 ® €*) (14 © pop)

=(e" Nizg) @ 17 + (€* @ po) + (A4 ® %) + (izs ® pe.¢) (11.18)
olarak yazilmaktadir.

—3Fet = —3Nizg @ 17 + 1, @ pg).(e* @ 17 +izy @ %)
= —3((Nizg.e® @ 17) + (A4 ® €) + (e” @ puop) + (izq4 @ ug.e®)) (11.19)
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olarak yazilir. Simdi buldugumuz bu sonuclarin 1s181nda siipergravite Killing spindr denk-

leminin sag ve sol tarafini esitlersek,

1 1
Vxa€s @ €7 + €4V xa€r = F 8)\6“.64 ® €7 + Ee“.@l ® puo.e7

1 1
+ E)\q ®e“.er F 216 ® p(e*.¢ — 3p.e*).e;  (11.20)

olarak hesaplanir. Burada z, hacim formun cift boyutlar iizerinde 1-form ile anti-komiitesi
zy.€® = —e®.z, ve bir Lorentzsel 4-manifold iizerinde (iz4)? = 1 olmasi kullanilmusgtir.
Ayrica 1z4.€4 = Feq'diir. My ve My tizerinde siipergravite Killing spindr denkleminin
ayrisimi, i¢ ve dig akilarin varligi veya yoklugu i¢in ayr ayri diisiiniilmelidir. Akisiz durum

A =0 = picin,

Vxaey = 0 (11.21)

Vxatr =0 (11.22)

olarak yazilir. Bunun anlami ¢4 ve €; sirasiyla M, ve M iizerinde paralel spinorlerdir.
Bu, (11.15) ve (11.16) denklemlerindeki Ricci-diizliik 6zelligi ile tutarhidir. Paralel spinor-
leri kabul eden 7-boyutlu Riemannsal manifoldlar1 G3 holonomi manifoldlarina kargilik
gelir. Paralel spinorleri kabul eden 4 boyutlu Lorentzsel manifoldlar1 Minkowski veya
diizlem-dalga uzayzamanlar olabilir. Ancak, Ricci-diizliik 6zelligi durumu Minkowski
uzayzamaniyla daraltilmaktadir. O zaman bu durum Mink, x G5 ¢6ztimiine karsilik gel-

mektedir.

Sadece dig akinin varligi A # 0 ve 1 = 0 igin,

1
vXa€4 =F 6)\€a.64 (1123)

1
VXae7 = — E/\ea.@ (1124)

olarak yazilir. Bu €4 ve €7’nin (11.15) ve (11.16) denklemlerinden Einstein manifoldlari ile
tutarli olan sirasiyla My ve M- tizerinde geometrik Killing spinorleri oldugu duruma karsi-
lik gelir. M, ve My tizerindeki geometrik Killing spindrleri sirasiyla reel ve sanal Killing
spinorleridir. Sanal Killing spinérleri kabul eden 7-boyutlu Riemannsal manifoldlar1 zayif
(G manifoldlarina kargilik gelir. Killing spinoriiniin kabul edilmesi durumunda, has bir

zay1f G5 manifoldudur. iki ve ii¢ Killing spindriiniin varhg1 icin, sirastyla Sasaki-Einstein
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ve 3-Sasaki manifoldlarina karsilik gelir. Maksimum sayida Killing spindorii varsa ise M7
bir S” yuvarlak kiiredir. Reel Killing spinorleri kabul eden negatif egrilikli 4-boyutlu
Einstein manifoldlart AdS, uzayzamanina karsilik gelir. O zaman bu durumda ¢6ziimler

AdS, x S™ve AdS, x zayif Gy ye karsilik gelir.

Genel durum )\ # 0 ve i # 0 icin, i¢ ve dis akilar sifirdan farklidir. i¢ aki ¢’nin KKKY
form denklemini sagladigini biliyoruz ki bu onlarin geometrik Killing spindrlerinden
tiretildigi anlamina gelir. Eger ¢, ¢.e7 = :F%€7 denklemini sagliyorsa siipergravite Killing

spindr denkleminin ayrisimi

1 N\ o
VXae4——6(ﬂ:)\+Z)e o (11.25)
1 % 7
4 i—) a e 1 Fyen 112
V xatr 12()\ D)t Lot e (11.26)

olarak yazilir. Dahast denklem (11.26) daha sade bir sekilde yazilabilir. Bir 1-form e“’nin

keyfi bir w ile Clifford ¢carpiminin wedge carpimi ve ic tiirev cinsinden

e*w=e* ANw+ ixew (11.27)

w.e® =e* Anw — ixenw (11.28)
olarak yazilir. Burada 7 otomorfizmi bir p-form w’ya nw = (—1)Pw olarak etkir. O zaman,
h.e% = b — Vixad (11.29)

olarak yazilir. Denklem (11.10)’a 7 x« ic tiirev operatorii uygulanirsa,

A
dixe %7 ¢ = —Szixaqb (11.30)

bulunur. £y« = dixe + ixod Lie tirevinin tanimindan,

iX
Lxo 1§ = —ixad (11.32)

elde ederiz. Eger ¢ iizerinde,

(Lxa *7 @).67 = iXe €7 (11.33)
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kosulu saglaniyorsa o zaman denklem (11.26)

1 25
¥ yetr :E</\ - ?“) e er (11.34)

sekline doniisiir. Simdi eger 4 sabiti 4 = j:% olarak secersek siipergravite Killing spinor

denklemi ayrisimlari

7

VXae4 =F 4—0)\6a.€4 (1135)
1

Vxa€r = — g)\eo‘.@ (11.36)

olur ve bunlar M, ve M; iizerinde geometrik Killing spindrlerine kargilik gelir. Bu,
p.€7 = ;%q kosulu ile uyumludur. Eger ¢, bilineer 4-form e;’den olusturuluyorsa o
zaman Fierz 6zdesliginden bu kosulu otomatik olarak saglamaktadir. Bu nedenle ¢arpim
manifoldlarinda geometrik Killing spinorii elde etmek icin ¢ iizerindeki tek kisitlama
kosulu denklem (11.32)’tir. Aslinda, ¢ tarafindan saglanan denklemler M7 nin bir zayif
(G2 manifoldu oldugu duruma karsilik gelir ve ¢ onun iizerinde tanimlanan ko-birlesmeli 4-
formdur. Bu durumda denklem (11.15) ve (11.16)’daki g4(¢, ¢) sabittir ve g3(ix, P, ix, o)
ile gop orantilidir. Yani denklem (11.15) ve (11.16), M, ve M7 nin Einstein manifoldlar
oldugunu ima eder. O zaman A # 0 ve u # 0 genel durumunda p = i% ozel secimi
icin, ¢oziimler AdS, x ST ve AdS, x zayif Gy’ye karsilik gelir. Fakat A\ # 0 ve 1 # 0
genel durumu igin, (11.20) siipergravite Killing spindr denklemi M, ve M bilesenlerine

ayrilamaz ve genel bir ¢6ziim bulunamaz.

Sadece i¢ akinin varligina karsilik gelen son durum A = 0 ve p # 0 icin denklemler
bir 6nceki duruma benzeyecektir. Fakat denklem (11.15), (11.16), (11.35) ve (11.36)’da
A = 0 alinirsa denklem (11.15) ve (11.16), M, ve M nin Einstein manifoldlar1 oldugunu
ima eder. Fakat bu durumda denklem (11.35) ve (11.36) paralel spinorleri kabul etmeleri
gerektigini ima etmektedir ve durum tutarsizdir. Bu sebepten dolayt A = 0 ve pu # 0

durumu icin ¢6ziim yoktur.

Bilineer Formlar:

Bu kisimda denklem (10.9)’un taniminmi kullanilarak siipergravite Killing spinorlerin bi-

lineer formlar1 kurulacaktir. Bir e spindriiniin spinor bilineeri, ( , ) spindr i¢ ¢arpimi
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tarafindan tanimlanmaktadir ve bu farkli derece diferensiyel formlarin toplami olarak

€€ =(€,€) + (€, eq.€)e” + (€, eap.€)e™ 4 ... + (e, Cayp...aza, -€) €127

+ .+ (DA )2 (11.37)

seklinde yazilir. Burada €4, 4,..q, = €** A €® A ... A e olup ve z de hacim formdur. €

spindriiniin p-form bilneerleri spindr bilneerlerin p-form bilesenleri
(€6)p = (€, €ay...azay €)™ 427 (11.38)

olarak tanimlanir. Fakat M, in spindr demeti {izerinde iki farkli spindr i¢ carpimi ele alina-
bilir. Elimizde C', ; Clifford cebri vardir ve bunun ¢ift alt cebri C' l?o,p Cl; 9’aizomorfiktir.
Bu yiizden spindr uzay1 R3%’ye izomorfiktir ve Majorana spinorleri s6z konusudur. Burada
&n involiisyonu ile R-carpik veya £ involiisyonu ile R-simetrik spindr i¢ carpimi secilebilir.
Bu iki farkli se¢im farkli sonu¢lara neden olacaktir. Sonraki boliimlerde her iki durum
ayr1 ayr1 ele alinacaktir ve iki durumda da ¢arpim manifoldlar {izerinde bilineer formlarin

ayrisimi analiz edilecektir.

R-carpik £n I¢ Carpimi:

Oncelikle spinér i¢ ¢arpimi &7 involiisyonu ile R-carpik olarak segilecektir ve ¢arpim
manifoldlar iizerinde bilneer formlarin ayrisimi bulanacaktir. Bir spindrden olusturulan
bilneer formlar S ® S*’1n elemanlaridir ve burada S spindr uzayi, S* spindr uzayinin
dualidir. V baglantisi (, ) spindr i¢ ¢arpimi ile uyumlu oldugundan ve bir dereceyi koru-
dugundan, p-form bilineerlerin tizerindeki (), iz diigiim operatdrii ile de uyumludur ve bir

e siipergravite Killing spindrii icin,

VX(‘fg)p :((VXE)E)I) + (EV_XE)p

=— i ((XF- 3F.)~().ez)p - 2i4 (e(X.F - 3F.)~().e)p (11.39)

olup, burada denklem (10.9) kullanilmistir. Herhangi ¢ spinérii icin, 1/ dual spinorii

involiisyon operatorii ¢ = 17 olarak yazilir. 7 = &n oldugundan, w formu ve 1 spinérii
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icin w.i) = (w.))8" = P¥.wE = 1.w" olarak yazilir. Bu bilgiler 1s181nda,

(X.F —3F.X).e =.(X.F — 3F.X.F)&"
—¢(F&. X — 3X& Fén)

— —e(FX —3X.F) (11.40)
olarak yazilir. Bunu denklem (11.39)’de kullanirsak,

Vi (€e), = — i (()?.F - 3F.)?).ez> + 2—14 (ez.(F.)? - 3)?.F)) (11.41)

p p

olarak elde edilir. Eger denkleme %(GE. (F.X - X.F )) terimini ekleyip ¢ikartirsak,
p

Vx(€e), = —2—14 (()N(.F - 3F.)N().eE> + i (@.()N(.F - 3F.)~()> + é(@.(F.)N( - )N(.F))

p p p

(11.42)

elde ederiz. Bu yiizden e siipergravite Killing spinoriiniin bileneer form denklemi ayrica

stipergravite Killing form denklemi olarak da adlandirilir ve

1/ < 2 1 -
Vi (€d)y = —— ([(X.F _3F.X), eE]CZ) 4o (eE. 7, X]Cl> (11.43)
24 p 6 p

bulunur. Burada [ , ]¢; Clifford parantezidir. Ayrica,
X.F=XAF+ixF (11.44)
FX=XAF —ixF (11.45)

olarak yazilabildiginden,

X.F—3FX=—2XAF+4ixF (11.46)
FX—X.F=-2ixF (11.47)

yazilabilir. Bu bilgiler sayesinde (11.43) siipergravite Killing form denklemi

Vi (€e), = % ([5( AF, ee]a>p . é([iXF, eE]Cl>p . %(eE.iXF)p (11.48)

sekline doniisiir. Bir on bir-boyutlu Lorentzsel manifoldu iizerinde bir spindriin sifir-

olmayan bilineer formlar sadece, 1—, 2—, 5—, 6—, 9— ve 10— formlardir. Bu bilineer
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formlar1 ekte bulunanan tablo ek2’den iizerinden goriilebilir. Bu yiizden e siipergravite

Killing spindriiniin bilineer formlari,
€€ = (Eg)l + (6@)2 + (Eg)g) + (EE)G + (Eg)g + (6@)10 (1149)

seklindedir. Clifford parantezinin tanimini ve denklem (3.9)’da verilen iz diisiim operato-
riinii g6z oniinde bulundurarak tiim bilineer formlarin denklemleri olusturulur. p = 1 i¢in,

denklem (11.48)’den gelen (€€); bileneer 1-form i¢in

1 . _ 1 —
Vx,(€€); = 144F A ix,(€6)g — EZXAF/2\ (€€)2 (11.50)
olarak hesaplanir. Ayrica
1 1
d(e€); =0 (11.52)

bulunur. Denklem (11.50) ve (11.51) karsilastirildigimizda, kolayca goriilebilir ki (€)1,
L. —
VXA(EE)l = iled(GE)l (1153)

denklemini saglar ve bundan dolay1 (€€); bir KY 1-formdur. (€€); 1-forma dual olan vektor

alani bir Killing vektor alanidir.

Denklem (11.48)’den (€€), bileneer 2-form igin,

1
VXA (EE)Q ~an

1 1
SGFQiXA(EE) 5+ ——ea A\ (F A (€€)5) — §(6€)1 /1\iXAF

144

1
18(66)5/\2XAF (11.54)

olarak hesaplanir ve bu ayrica,

A(ce)s =(ee)y A F (11.55)
d(€€)q :%FQ (€€)5 (11.56)

denklemleri bulunur. Bu yiizden KY denklemini saglamamaktadir.

p = b bilineer form denklemi icin
1 1 1
Vx,(€€)s :g(eA AF) A (€€)2 — gz’XAF A (€€)2 + 6z’XAF A (€€)6
1 1
—%(GA/\F) (EE)6+6(6AAF)/5\(E€)1O (11.57)
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olarak yazilir. Burada denklemin sag tarafindaki terimler (X A F) /k\ a=kF k/\l ixa+
(—1)’“)? N (F 2\ a) 6zdesligi kullanarak daha agik bir sekilde yazilabilir. (11.57)’1n dig

tiirevini ve ko-tiirevini alirsak,
_ _ 1 _
d(€€)5 =—FA (EE)Q + 2—4F/4\ (66)10 (1158)

2 1
d(€€)s :§F/1\ (€€); — E(55)6 A F (11.59)

bulunur ve bu yiizden KY denklemini saglamamaktadir.

p = 6 bilineer form denklemi icin,

_ 1 _ 1 _ _ 1 _ ‘
Vx,(€6)g = 144(6A A F) (€€)g — §(€€)5 /l\ZXAF—i- E(ee)g/g\zXAF
1 1
+6(€A/\F)/\<€E)l_E(eA/\F)é\(GE)E) (1160)
ve
N | y 1 _
d(ﬁe)ﬁ :gF/l\ (66)5 -+ EF A (66)1 (1161)
1 7
d(e€)s = — mF A (€€)g + 6F A (€€), + F A (€€)5 (11.62)

olarak hesaplanir ve bu yilizden KY denklemini saglamamaktadir.

p = 9 bilineer form denklemi icin,

1 1 1. _ 1 _
Vx,(€6)g :6(6,4 A F) (€€)g — —(ea A F) (€€)10 — gZXAF A (€€)g + EF /3\ (€€)10

36
(11.63)
ve
1
5(F/\ €t G—I—F/\(ee)10> (11.64)
1
d(€€)g = EF (€€)10 (11.65)
olarak hesaplanir ve bu yiizden KY denklemini saglamamaktadir.
p = 10 bilineer form denlemi ig¢in,
_ 1 _ 1 _ , 1 _
Vx,(€6)10=— E(BA ANF)A (66)9 - g(ee)g A ix, F+ 6(6,4 ANF) A (€6)s  (11.66)
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ve

d(EE)lO = — %F/l\ (Eg)g (1167)

5(€F) 10 = — %(F A(&e)s + F A (66)o) (11.68)

olarak hesaplanir ve bu yiizden KY denklemini saglamamaktadir. Bu nedenle, 1-form
bilineer hari¢ siipergravite Killing spindrlerinin tiim yiiksek dereceli bilineer formlari , KY

formlara karsilik gelmez ve farkl tipteki denklemleri saglar.

Simdi bilineer formlarin M, ve M7 lizerine ayrisimini ele alaca8iz. e siipergravite Killing
spinorii (11.5) olarak ayrisabildiginden dolay1, spindr bilineerleri €€ = {e4€4, €767} olarak
ayrisir. e 1= ¢,€, ve ee\”) := e;€; tamimlarim yaparsak, carpim manifoldlarinda p-form

bilineerler

(€0)p = {(e™),, (e),} (11.69)

esitligine karsilik gelir. Diferensiyel formlarin derecesi hacim formundan daha biiyiik

olamayacagi icin,

@ — (65(4))1 + (e€(4))2 (11.70)

e = (eM); + (€M)y 4 (D)5 + (e (11.71)

esitliklerine sahip olunur.

Ayrica, Myve M7 tizerindeki spindr i¢ carpim seceneklerine bagli olarak, €4 ve e;’den
olusturulan sifir olmayan bilineerlerin 6zellikleri belirlenebilir. M, Lorentzsel manifoldu
olup spindr uzay1 C? @ C?’ye karsilik gelmektedir ve spinérler Dirac-Weyl spinorleridir.
M, ise Riemannsal manifoldu olup spindr uzay1 R® e karsilik gelmektedir ve spindrler Ma-
jorana spindrleridir. Ekte bulunan tablo ek 2’den dolay1 tablo (11.1)’de verilen bileneerlere
sahip olunur. Bu nedenle, carpim manifoldlari izerindeki bilineer formlarin ayrismasinda

dort farkli durumu ayri ayr ele almaliyiz.
i) My : C*-sym £ ve M7 : R-garpik £ i¢in
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Cizelge 11.1: Farkli spin0r i¢ carpim secenekleri i¢in sifir-olmayan bilineerlerin ozellikleri

i¢c carpim 1 2 5 6

i) M, :C*sim ¢ R I

My : R-carpik £ X v X v

ii) My:C*sim¢ | R I

M7 : R-sim &n X X X X

iii) My :C-garpikén | vV

My : R-carpik £ X v X v

iv) M, :C-arpikén | vV

M7 : R-sim &n 4 X X X

Yukaridaki tabloda sifir-olmayan bilineerleri gbz oniine aldigimiz zaman ve denklem

(11.4)’den F' ak1 4-formun bilesenlerini dikkate aldigimizda, 1-form bilineer denkleminin

ayrisimi
\V4 =(4)), — i =(4)
Xﬂ(EE )1 = — 6 1x, %4 /2\ (66 )2 (1172)
_ P nie (@) — =(7)
0 144¢/4\2Xa(66 )6 62Xa¢/2\(ee )o (11.73)

olarak yazilir. (11.72) esitliginde A reel ve (11.73) esitliginde ise 1« = 0 olmalidir. Ayrica
(11.72) esitliginden,
A

d(eeV), = — o) (ee), (11.74)

5(ee), =0 (11.75)
esitliklerini elde ederiz. O zaman (ee¥));,

Vx, (€eW), = %ixad(eE(‘l))l (11.76)

denklemini saglar ve M, iizerine 1-form bilineerin indirgenmesi bir KY 1-formdur.
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Benzer sekilde, denklem (11.54) 2-form bilineer denklemi

A
Vi ()2 = = Z( )1 A, 2 (11.77)
V., (e7)y =0 (11.78)
olarak ayrigir ve (11.77)’den

d(ee)y =idzy A (e, (11.79)
5(ee™)y =0 (11.80)

esitliklerini elde ederiz. O zaman (eg)),,

@y — L ae®

Vx, (67)y = gzxad(ee )o (11.81)

denklemini saglar ve bir KY 2-formdur.

Fakat (11.78)’deki esitlik (¢¢(7)), nin bir paralel form oldugunu sylemektedir ve bundan
dolay1 €7 paralel spindriinden olusturulmalidir. Bu denklem, (11.23) ve (11.24)’de A’nin 0
olmasini ima etmektedir. O zaman )/, lizerindeki bilineerler paralel formlara karsilik gelir
ve ayrica €4 bir paralel spinordiir. Dolayisiyla, i¢c ¢carpim se¢imi, F' akisini1 yok olmaya
zorlar ve 5-form ve 6-form bilineer denklemlerin ayrigtirilmasi da bunu ima eder. O zaman

sonug olarak ilk carpim secimi sadece Mink, x (G5 ¢Oziimiinii vermektedir.
it) My : C*-sim £ ve My : R-sim &7 igin

Bu durumda M7 iizerinde biitiin bilineer formlar yukarida belirtilen Tablo 10.1°den dolay1
otomatik olarak sifirdir. Bu yiizden yedi-boyutlu kisimlarin ayrisimlar asikardir ve g

tizerinde bir kisitlama vermez. M, icin secilen i¢ carpim birinci durumdaki ile aynidir ve

1
Vx, (eeW), :§ixad(eE(4))1 (11.82)

1
Vx, (e®), :gzxad(ee@))Q (11.83)

denklemleri sagladigi i¢in, dort-boyutlu kismin bilesenleri KY formlara karsilik gelir.
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Dahasi bunlar 6zel KY formlara karsilik gelir ve

2
Vx,d(ee®), :§>\26a A (W), (11.84)

1
Vx,d(ee?), :§A2ea A (™), (11.85)

olarak hesaplanir. Bu, ¢4 iin bir geometrik Killing spindriine karsilik gelmesi gerektigi
anlamina gelir. Bu ayn1 zamanda ) iizerinde bir kisitlama gerektirmez ve bundan dolay1
bu i¢ carpim se¢imi i¢in her tiirlii ¢6ziim miimkiindiir. Bu ¢éziimler AdS, x zayif G,

AdS, x ST ve Mink, x G5’dir.
iit) My : C-garpik £n ve My : R-carpik € igin

Bu durum igin M5 iizerinde segilen spindr i¢ ¢carpimi birinci durum (i) ile aynidir. Bu
nedenle bu se¢im ayrica A = 0 ve . = 0 oldugunu ve bundan dolay1 M ve M7 lizerindeki

bilineerler paralel formlara karsilik gelir. Coziim ise sadece Minky x G5 dir.
iv) M, : C-carpik én ve My @ R-sim £n igin

Bu durum i¢in M7 iizerinde secilen spindr i¢ ¢arpimu ikinci durum (ii) ile aynidir. Bu
yiizden A\ ve p tizerinde kisitlama yoktur. M, lizerinde secilen spindr i¢ carpimin 1-form ve
2-form bilineerlerin reel ya da saf sanal olmasini belirlemez ve bundan dolay1 sadece A reel
olarak secildiginde AdS, x zayif Gy ve AdS,; x S” ¢iziimlerine sahip olunur. Mink, x G

¢Oziimii zaten A\ = p = 0 se¢imi i¢in vardir.

Ozetlenecek olursa, M, iizerinde R-carpik &7 icin spindr i¢ carpim segimi ve My x M;

coziimleri arasidaki iligki agsagidaki tablo (11.2)’de goriilmektedir.

R-sim ¢ I¢ Carpimu:

Bu ikinci durumda spindr i¢ carpiminda M7, on bir-boyutlu Lorentzian manifoldu iizerinde

¢ involiisyonu ile R-sym olarak segildi ve bu durumun bilineer formlarinin ayrigimi dikkate
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Cizelge 11.2: Secilen R-carpik £n i¢ carpim ile ¢oziimler arasindaki iligki

My, : R-garpik &n Coziimler
i) My:Ct-sym¢ Mink, x Go
My : R-carpik &
ii) My :C*-sym¢ Mink, x G
My : R-sym &n AdSy x ST, AdS, x zayif Gy
iii) M, : C-garpik &n Mink, x G

My : R-carpik &

iv) M, : C-carpik &n Mink, x G

My : R-sym &n AdSy x ST, AdS, x zayif G () reel ise)

alindi. p-form bileneer denklemi (11.39)’deki gibi

1

Vx(eg)p = —24

(()?.F . 3F.55).ez) - i <e(55.F ~3F.X).) (11.86)
p

p

ayni sekilde yazilmaktadir. Fakat bu durumdaki involiisyon £’dir. Bir w Clifford formu ve

bir ¢ spindrii icin, w.¢) = ¥*.w¢ = 1¥.w esitliklerine sahip oluruz. Bu yiizden de

(X.F—3FX)e=¢FX —3.XF) (11.87)

olarak yazilir ve burada F¢ = F ve X¢ = X kullanilnustir. Denklem (11.86)’a g (eE. (F.X—

X.F )) terimini ekleyip ¢ikartirsak,
p

1 ~ ~ 1 ~
V(e = — 51 ([(X.F _3F.X), 6€]+Cl> +c (@[F, X]Cl>p (11.88)

p

olarak hesaplanir. Burada | , ],¢; Clifford antikomiitatoriidiir. D1 carpim ve i¢ tiirev
cinsinden siipergravite Killing form denklemi (11.46) ve (11.47)’den

Vx(€e), = % ([)? AF, ee]m)p - é([z’xF, eE]+Cl>p - %(@.@J)p (11.89)
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olarak yazilir. R-sim ¢ i¢ ¢arpimi i¢in sifir-olmayan bilineer formlar 0—, 1—, 4—, 5—, 8—

ve 9— formlardir ve e siipergravite Kiliing spinoril i¢in,
€€ = (€€)o + (€€)1 + (€€)4 + (€€)5 + (€€)s + (€€)g (11.90)

olmaktadir. Onceki boliimde yapilan benzer hesaplamalar ile denklem (11.89)’den farkli

dereceler i¢in bilineer form denklemleri bulunabilir.

p = 0 icin
Vi (@ = T F A () (11.91)
ve
d()g ———F A ()5 (11.92)
144 4
5(c€)o =0 (11.93)

olarak hesaplanir. O zaman (€€)g, Vx , (€€)o = ix,d(€€)y esitligini saglar ve bundan dolay1

bir KY 0-formdur.

p = licin
1 :
Vx,(€€); = 144(6A/\F)/4\(66)4+ 18(66)4/3\2)(AF (11.94)
ve
(@) = — —F A (c0) (11.95)
€eE)1 = 36 A €€ )y .
_ 1 _
d(€€)y mF/l\ (€€)4 (11.96)

olarak hesaplanir. p = 4 i¢in

v%@a“%@AAmqg@y—i@AAF)(&%+¥LFAMAﬁb

36 144
1 1
+ 3(66)1 Nix, F+ - X F/\ (€€)5 (11.97)
ve
A€y = — ZF A (@)1 + —F A (6@)s + = F A (€0 (11.98)
€)=~ ¢ €+ 5 s + T €€ :
9 _ 1 _
d(€€)4 _EF/l\ (e€); — EF/S\ (€€)5 (11.99)
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olarak hesaplanir.

p = 5 icin

1 1 1
VXA(EE)E, :EeA ANE A (EE)O — E(GA VAN F) /2\ (EE)4 + —(BA AN F) /4\ (65)8

144
1, _ _ 1 _ ,
— §<€€)4/1\ZXAF+1—8(€€>8/3\ZXAF

veE

1 _ 1 _
d(€e)s :§F/1\ (€€)s + EF A (€€)s

— 7 _ 13 _ 19 _
d(e€)s = — EF A (€€)o + EF A (€€)4 — ﬂF A (€€)s

olarak heasplanir.

Benzer sekide p = 8 i¢in

p 1 p
Vx,(€6)s :E(GA NF) /1\ (€€)5 — %

1. _
+ EZXAF/Q\ (66)9
ve

1 1
d(€€)g = — 5F A (€€)5 — ZF A (€€)g

1 5
d(€€)s ZEF A (€€)s + %F/g\ (€€)g

olarak hesaplanir.

Son olarak p = 9 i¢in
_ 1 _ 1 _ 1, _ _
Vx,(€6)g =geA NE N (€€)y — E(GA N F) A (€€)g — g(EE)g A ix, F

ve

1 1
(ea NF) y (@) = 5ix, F A (8)s

(11.100)

(11.101)

(11.102)

(11.103)

(11.104)

(11.105)

(11.106)

(11.107)

(11.108)



olarak hesaplanir. Bu yiizden sadece O-fom bilineer KY forma karsilik gelir ve diger yiiksek

dereceli bilineerler farkli denklemleri saglamaktadir.

Simdi bilineer form denklemlerinin M, ve M7 ilizerine ayrigmasini inceleyecegiz. Carpim

manifoldlari tizerinde bilineer formlar

ee® = (W) + (e¥); + (), (11.109)

e = (€M) + () + (ee'")s + (ee')s (11.110)

olarak yazilir. Ekte bulunan Tablo (??) spinér i¢ carpimina bagl olarak bilineer formlarin
ozellikleri asagidaki Tablo (11.3)’te verilmektedir. Bir 6nceki ¢arpim durumunda oldugu

gibi 4 farkli ayrigsma ele alinacaktir.

Cizelge 11.3: Farkli spindr i¢ ¢carpim secenekleri i¢in sifir-olmayan bilineerlerin 6zellikleri

i¢c carpim 0 1 4 5

i) M,y:C*-sym¢ R R R

My : R-carpik & X X X X

ii) M, :C*-sym¢ R R R

M7 : R-sym &n v X v X

iii) M, : C-garpik &n X v X

My : R-¢arpik & X X X X

iv) M, :C-arpikén | v X v

M7 : R-sym &n v X v X

i) My : C*-sim £ ve My : R-¢arpik € icin
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Bu i¢ carpim secenegi icin M, iizerinde bilineer form denklemleri

Vx, ()y =0 (11.111)
Vx, (55(4))1 :224 Nix (65(4))4 + Ae A (24 N (66(4))4)
’ 368 7" 144 ¢ 4
i ,
+1—8(€g(4))4é\zxaz4 (11.112)
A
Vx,(ee), Z%(63(4))1 Nix, 2y (11.113)

olarak yazilir. Bu yiizden (e€'¥)), sabittir ve bilineer formlarin dis tiirev ve ko-tiirevleri

alindiginda,
d(ee®), = (11.114)
?)
S(®)y =224 A (@), (11.115)
1871
ve
d(ee®), =0 (11.116)
A
(e, = — %(66(4))1 Az (11.117)

olarak hesaplanir. O zaman denklem (11.111) - (11.113) ile denklem (11.114) - (11.117)

kargilastirilirsa,

1
Vx, (W), = — 760N (g™, (11.118)

Vx, (eW)y = — e, A 5(eW), (11.119)

KKKY denklemlerini sagladigini goriilmektedir. Dahas1 bunlarin ayrica da

) AN
VXGCS(EE )1 = — TZXa(EE )1 (11120)
)\2
Vx,0(ee), = — EiXQ(GE(4))4 (11.121)

ozel KKKY formlara kargilik geldigi goriilmektedir. Bu yiizden ¢4, 6zel KKKY formlarina
karsilik gelen siipergravite Killing formlar tireten bir geometrik Killing spinoriidiir. M
tizerindeki biitiin bilineer form denklemleri asikardir ve bundan dolay1 bu i¢ ¢carpim se¢imi
igin biitiin ¢oziim tiplerine sahip olunmaktadir. Bu ¢oziimler AdS, x zayif Go, AdS, x S7

ve Mink, x (G5 dir.
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ii) My : C*-sim & ve My : R-sim &7 igin

Bu durum igin, M, bir 6nceki durum ile aynidir. Bundan dolay1 (ee™¥)); ve (ee™)), ozel

KKKY formlardir. M7 igin,

p=0: Vx.(67)y=0 (11.122)
p=1: 0= %¢ A i, (€@ )y + 1%(65(7))4 Nix.®
e =(7) 11.12

+1446a/\(¢/4\(66 )4) (11.123)
p=4: Vx. (M), =0 (11.124)
p=5: 0="Le Ao (D)= L(ean o)A (D),

6 12 2

—%@5%4Quﬂs (11.125)

denklemleri bulunur. ¢+ = 0 olmalidir, yani O- ve 4-form paraleldir. Bundan dolay1 ¢6ztim-

ler A # 0 icin AdS, x zayif G, AdS,; x S7 ve p = 0 igin Mink, x G5 dir.

iii) My : C-garpik £n ve My : R-carpik € igin

Bu durum i¢in M, lizerinde

p=0: 0=0 (11.126)

p=1: Vx, (e®), =0 (11.127)
A

p=4: 0= %;(63“9)1/\¢Xaz4 (11.128)

olarak yazilir ve A = 0’dir. M; iizerinde yedi-boyutlu denklemler agikardir ve ¢oziim

sadece Mink, x Gy dir.

iv) My : C-carpik £n ve M7 @ R-sym &7 igin

Bu durumda M, icin durum (iii) ile ve My icinde de durum (ii) ile aynidir. Bu yiiz-

den A\ ve i yok olur ve ¢oziim sadece Mink, x G5 dir.
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Unutulmamalidir ki, ilgili spinor i¢ ¢carpim secimleri icin AdS ¢oziimleri mevcut oldu-
gunda, siipergravite Killing formlar1 ¢arpim manifoldlar: tizerinde 6zel KKKY formlarina
ayrigmaktadir. Ozetleyecek olursak, M, iizerinde R-sym ¢ i¢ carpimu igin, spinér i¢ ¢arpim

secimi ve My x M, ¢oziimleri arasidaki iliski agsagidaki tablo (11.4)’te goriilmektedir.

Cizelge 11.4: Segilen R-sym £ i¢ carpim ile ¢oziimler arasindaki iligki

M;i; @ R-sim & Coziimler

i) My :C*-sim¢ Mink, x Go

My : R-carpik £ AdSy x ST, AdS, x zayif Gy

ii) My :C*-sim ¢ Mink, x Go

M; : R-sim &n AdS,; x ST, AdS, x zayif G

iii) M, : C-garpik &n Mink, x G
My : R-carpik &

iv) M, : C-arpik &n Mink, x Gs
My : R-sim &n

11.2 M7 x M, Tipi Coziimler

Bu kisimda, M;; on bir-boyutlu arkaplanlanin carpim yapist M;; = M7 x M, olarak
ele alinacaktir. Burada M7 bir Lorentzsel spin 7-manifoldudur ve M, Riemannsal spin
4-manifoldudur. On bir-boyut indisleri A = {a,«a} olarak ayrisacaktir. Burada a =

0,1,2,...,6 vea = 7,8,9, 10’dur. Clifford cebir bazi,
e ={1; ®e", " ® 24} (11.129)

olarak bilesenlerine ayrilir. Burada 17, M7 lizerinde birim; e®, M5 lizerinde Clifford cebri-

nin bazi; z4, M, tizerinde hacim form ve e®, M, lizerinde Clifford cebrinin bazidir. F' aki
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4-form,
F ={\¢, uzys} (11.130)

olarak bilegenlerine ayrilir. Burada \ ve p sabitlerdir. ¢ ise M7 tizerinde 4-formdur. Benzer

sekilde e siipersimetri parametresi
E=€7 R €y (11.131)

olarak yazilabilir. Alan denklemleri bir 6nceki boliimdeki gibi bilesenlerine ayristirilir.

Maxwell-benzeri denklem,

d %7 ¢ = (11.132)
d¢p =0 (11.133)

olarak yazilir. Bunun anlami ¢, M7 lizerinde KKKY 4-formdur ve bir geometrik Killing
spinorii tarafindan tiretilmistir. z4 hacim formu ayn1 zamanda KY 4-form oldugundan, F'
aki formu KY ve KKKY formlari ve dolayisiyla A # 0 ve o # 0 i¢in geometrik Killing

spindrleri tarafindan tiretirilir.

Einstein alan denkleminin ayrisimi asagidaki denklemlerde M, ve M7 iizerinde sirasiyla

2

A 1 2
ix, Py = 7(93(2')(&% ixb¢)§g4(¢, ¢)gab) — %gab (11.134)
1 \?
ixsFa = g( = Sl ¢)>ga,ﬁ (11.135)

olarak yazilir. Bunun anlam1 A = p = 0 i¢in hem M7 hem de M, Ricci-diiz manifoldlardir.
A = 0 ve u # 0 6zel durumu igin M; negatif egrilikli, M, ise pozitif egrilikli Einstein
manifoldlaridir.

Siipergravite Killing spindr denkleminin ¢arpim manifoldlarina ayrigmasi

1 1
Vxa€s Q €7 + €4V xa€y :E)\gb.@ ® ev.e4+ —pet.er @ ey

12
1 1
F 667 X uea.q F ﬁ)\(ea.gb — 3¢.€a).€7 X .€4 (11136)
olarak hesaplanir. Burada z4.e® = —e®.z4 esitligi kullanilmistir ve M, Riemannian mani-

foldu igin 22 = 1°dir ve ayrica z4.¢; = *e4 varsayim yapilacaktr. O zaman A\ = p = 0
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akisiz durum i¢in, ¢carptm manifoldlar iizerinde iki tane denkleme sahip olunur.

V xaer =0 (11.137)

V xaey =0 (11.138)

Bunun anlami sudur ki, €7 ve €4 sirasiyla M; ve M, iizerinde paralel spinorlerdir ve
hem M; hem de M, Ricci-diiz manifoldlardir. Paralel spinorleri kabul eden 4-boyutlu
Riemannsal manifoldlar SU(2) holonomisi ile Calabi-Yau manifoldlarina karsilik gelir
(ve aynt zamanda Sp(1) holonomisi ile hiperkdhler manifoldlarina karsilik gelir fakat
SU(2) holonomisi ile Calabi-Yau manifoldlarina esdeger olur). Paralel spinorleri kabul
eden 7-boyutlu Ricci-diiz manifoldlar Minkowski olmaktadirlar. Bu yiizden akisiz durum

Mink; x C'Y5’ye karsilik gelmektedir. Sadece i¢ akinin varliginda A = 0 ve i # 0 olup

Vxaer =teee, (11.139)
12
Vxets =T %ea.e4 (11.140)

olarak yazilir. Bundan dolay1 €7 ve €, sirastyla M; ve M, iizerinde geometrik Killing
spindrlerine karsilik gelir. Bu sebepten M; ve M, Einstein manifoldlaridir. Geometrik
Killing spindrlerini kabul eden tek 4-boyutlu Riemannsal manifold S*’tiir ve bu durumda
¢oziim AdS; x S*e karsilik gelmektedir. Eger hem i¢ hem de dig aku sifirdan farkli ise
(A # 0) ve pu # 0 ayrica ¢.e; = :I:%e7 esitligi saglaniyor ise siipergravite Killing spinor

denklemi
1 NN
¥ yoer _E(“ _ Z)e et Zoeter (11.141)
1/)
Vieer =% ¢ <Z - u)eo‘.q (11.142)

olarak ayrigir. Bir 6nceki boliimde yaptigimiz benzer hesaplamalar sonucunda eger ¢
(,Cxa *7 ¢).€7 = ,U€a.€7 (11143)

kosulunu saglarsa, denklem (11.139) ve (11.140) bir geometrik Killing spinoriine doniisiir
ve hem €7 hem de ¢, geometrik Killing spinorleridirler. Fakat bu durum yeni bir ¢oziim
vermez ve ¢oziim AdS; x S*’e karsilik gelir. A # 0 ve . = 0 durumu i¢in alan denklemleri
ve Killing spindr denklemi bir tutarsizlik verir ve bu nedenle bu durum bir ¢oziime karsilik

gelmez.
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Siipergravite Killing spinoriiniin bilineer formlarinin ayrisimi farkli spinor i¢ carpim
secenekleri icin ayr1 ayri arastiritlmalidir. My, iizerinde R-carpik &7 spindr i¢ carpim

secimi icin, slipergravite Killing formlari
(), = {(eD),, (e™),} (11.144)
denklem (11.48)’1 saglarlar ve sifir-olmayan bilineer formlar sirasiyla M; ve M, lizerinde
eV = (&) 4 (e M)y 4 (e M)5 + (e (11.145)
e = (eeW), + (@), (11.146)

bi¢imindedirler. M7 bir Lorentzsel 7-manifold oldugundan spindr uzay1 H* tiir ve spinor-
leri, simplektik Majorana spinorleridir. M, bir Riemannsal 4-manifold oldugundan spinor
uzay1 H @ H’dir ve spindrleri, simplektik Dirac-Weyl spindorleridir.Ekte bulunan tablo
(??)’den, Tablo (11.5)’de verilen secilen i¢ ¢carpim secenekleri i¢in bilineerler olusturul-

maktadir. Bunlar i¢in 4 farkli durum ele alinacaktir.

Cizelge 11.5: Farkli spindr i¢ ¢carpim secenekleri i¢in sifir-olmayan bilineerlerin 6zellikleri

i¢c carpim 1 2 5 6
i) My;:H -sim¢ R V R V
M, : H-takas & v X
ii) My :H -sim ¢ R Vv R Vv
My :H —sim@H™ —simp V Vv
iii) My : H"-sim & = = = =)
M, : H-takas & v X
iv) My : H"-sim &n =) = = =)
My :H™ —sim@H™ — sim&p Vv V

1) M7 : H™-sim £ ve M, : H-takas £ i¢in
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Bu durumda M; iizerinde bilineer form denklemleri M, ’deki (€€)1, (€€)2, (€€)s5, (€€)s,

(€€)9, (€€)10 denklemlerinin indirgenmesiyle,

A _
Vx, (€7); 144gz5 Aix, (€™)g — szagb/z\ (eeM), (11.147)
A
=M, =~ ; (7 - =(7)
Vi, (€€ )2—36¢{5\1Xa(€€ )5 + g6 N (@4 (€€7)s)
A A
_ 2 ; e ;
3(66 hAix, ¢+ 18(66 )5 A\ ix, ¢ (11.148)
A A
Vi, (€M) = ACAXIRANC ey — 37X P A (ee™)y
A _ A _
+ 51x.0 ) (€7)6 = 25 (ea A @) A (€7 (11.149)

A . A _
Vx, (€M) = — g(ez(7>)5 Nix, ¢+ g(ea A @) A (7)),

A
_ L =(7)
12(ea/\¢)/2\(66 )5 (11.150)
A A
0 =%(ea N 9) A (D) = Six,0 A (D)o (11.151)
A
0= 6(ea/\¢)/\( eM); (11.152)
bulunurlarken, M, iizerinde ise
Vx, (), =0 (11.153)
0=— g(ez“))l Nix, 74 (11.154)

denklemleri bulunur. M- iizerinde denklem (11.151) ve (11.152), M, iizerinde denklem
(11.154) goriilebilecegi gibi hem A hem de p yok edilmelidir, yani A = p = 0 olmalidir. O
zaman bilineer formlar paraleldir ve bunlar €7 ve €, paralel spindrleri tarafindan tiretilmis-

lerdir. Bundan doaly1 bu durum akisiz duruma karsilik gelir ve ¢6ziim Mink; x C'Y5’dir.

i) M7 : H™-sim £ ve My : H™ — sim @ H~ — sim {7 igin

Bu secenek icin, M; iizerinde bilineer form denklemleri, durum (i) ile i¢ carpimlari

ayni oldugu i¢in aynidir. M, lizerindeki denklemler ise

Vi, (@)1 = = Lix, 20y (2, (11.155)
Vi, (e®)y = — g(ea‘*))l Nix, 7 (11.156)
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olmaktadir. Bundan dolay1 A = 0 ve  # 0’a sahip olunur. (¢e®); ve (¢¢), saf vektor

nicelikleri olduklari i¢ini¢ ¢carpim tablosundan p bir reel sayiya karsilik gelir. Dahasi

denklem (11.155) ve (11.156)’den,

d(ee™), = — §z4 A () (11.157)
5(ee™); =0 (11.158)
ve
d(ee®)y =p(ee™), Nz (11.159)
5(ee®)y =0 (11.160)

olmaktadir. Bu yiizden (e¢); ve (¢e®), KY formlara

1
Vx, (e®), :§ixad(ez(4>)1 (11.161)

1
Vx, (eW), :§ixad(eg(4))2 (11.162)

ve aslinda bunlar 6zel KY formlara

Ly, 2 _(4)
VXad(EE )1 :Tea A (66 )1 (11163)

2

V. d(ee™), :%ea A (D), (11.164)
karsilik gelirler. Bundan dolay1 bu i¢ ¢arpim se¢imi, AdS; x S* ¢oziimiine karsilik gelmek-
tedir. e; geometrik Killing spindrii bir 6zel KKKY formu olan ¢ aki bilesenini ve €4 ise
geometrik Killing spinorii 6zel KY formlar olan (ee®); ve (ee™))y’yi tiretir. Eger 1 = 0
secilirse ¢oziim Mink; x C'Y5’ye indirgenir ve bilineer formlar paralel formlara karsilik

gelir.
iii) My : H"-sim &n ve M, : H-takas € i¢in

My7’deki tiim bilineer formlar da bu i¢ ¢carpim seciminde sifir olmadigindan, bilineer
formlar tarafindan saglanan denklemler, onceki i¢ ¢arpim se¢imlerindekilerle aynidir. Ben-
zer sekilde, M, iizerindeki denklemler durum (i) ile ayni i¢ ¢carpima sahip oldugundan

aynidir ve A = p = 0’a sahip oluruz. Bu yiizden, e; ve ¢, paralel spinorlerdir ve bu se¢im
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Mink; x CY; ¢oziimiinii verir.

iv) M7 : H"-sim &n ve My : H™-sim @ H™ -sym &7 igin,

Bu se¢imdeki bilineer form denklemleri durum (ii) ile ve A = 0 ve u # 0’a sahip oluruz.
e7 geometrik Killing spinorii bir 6zel KKKY formu olan ¢ aki bilegenini ve €, geometrik
Killing spindrii ise 6zel KY formlar olan (ee™)); ve (ee¥))y’yi iiretir. Bu yiizden ¢oziimler
AdS; x S* ve Mink; x CY;’ye karsilik gelir. Sonug olarak M, iizerinde R-carpik &n

spindr i¢ ¢carpim secimi i¢in elde etti§imiz ¢oziimler Tablo (11.6)’da verilmektedir.

Cizelge 11.6: Secilen R-carpik £n i¢ carpim ile ¢oziimler arasindaki iligki

M, : R-carpik &n Coziimler
i) My;:H -sim¢& Mink, x CYy
M, : H-takas &
ii) M;:H -sym¢ Mink,; x CYy

My :H™ —sim@H~ —sim&n AdS; x §*

lll) M7 : H-sim €T7 Mink7 X CY2
M, : H-takas &
iv) M7 : H"-sim 57’] Mink7 X CY2

My :H™ —sim@H™ —sim&n AdS; x S*

AdS ¢oziimlerinin varliginda siipergravite Killing formlarinin 6zel KY formlarina ayrildigi
dikkate alinmalidir. M;; iizerinde R-sym £ spindr i¢ carpim secimi icin, siipergravite

Killing formlari,

(€8), = {(eD),, (e™),} (11.165)

denklem (11.89)’1 saglamaktadirlar ve sifir-olmayan bilineer formlar sirastyla M7 ve My

tizerinde

e = (€M)g + (€)1 + (€7)s + (e7); (11.166)
e = (ee®)g + (e?); + (), (11.167)
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olmaktadirlar. Tablo (11.7)’de verildigi gibi, M7 ve M, te secilen i¢ carpimlar i¢in bilineer

formlarin 6zelliklerine sahip olunur.

Cizelge 11.7: Farkli spindr i¢ ¢carpim secenekleri i¢in sifir-olmayan bilineerlerin 6zellikleri

ic carpim 0 1 4 5

i) M7 :H -sim ¢ R R R R
M, : H-takas & v v v

ii) M7 :H -sim¢ R R R R
My H™ —sim@H™ —simép R Vv R

iii) My - H -sim & + = & &)
M, : H-takas & v v v

iv) Mz : H"-sim {n - = EH O
My :H™ —sim@H™ —simén R 14 R

Siipergravite Killing formlarinin ayrigimi i¢in dort farkli secimi diisiinelim:

i) M7 : H™-sim & ve M, : H-takas £ igin

(€€)o, (€€)1, (€€)4, (€€)s5, (€€)s, (€€)g igin bilineer form denklemleri M tizerinde

A
VXa (GE(7))Q :—¢ A iXa (€€(7))5

144" 4
A A
=My, —_ 2 =(7) (e ;
Vx, (€)1 144(%/\?25){4\(66 )a + 18(66 Ja/ix, ¢

A

Vi () =2 e A 6) ) (D)1 = 2 (ea 1 6) A (D)

36

A A
+ §<65(7))1 A iXa(b + Eixa¢ /2\ (65(7))5
A A
Vi, (67)s =Zea Ao A (D)o — 1 (ea N g) A (7))
A )
- 5(65(7))4 A ix,
_A oy, A ()
0 —6(ea A @) /l\ (ee'))5 32Xaqb/\ ()5

A
0 :gea A ¢ A (€E(7))4
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ve M, tizerinde

Vi, (M) =0 (11.174)
Vi, (™), :%(65(4))4 N7 (11.175)
V. (e®), :§(65(4))1 Nix.z (11.176)

olarak bulunur. Denklem (11.172) ve (11.173) bize A = 0’1 vermektedir. Denklem
(11.174)’dan ise (ee¥)), bir sabittir ve (11.175) ve (11.176)’den

d(ee®); =0 (11.177)
5(ee™), :1“—8(63‘9)4 Az (11.178)
ve
d(ee®), =0 (11.179)
(e, = — §(66(4))1 Ay (11.180)

denklemleri bulunur. Bu yiizden, (X A F) Nov=EEF A e+ (= DX A (F N\o) zdesligi
tekrardan kullanilirsa
_(4) 1 (1)
Vi, (eeV) :—Zea/\(S(ee )1 (11.181)
Vx. () = —eq A d(ee®), (11.182)

bulunurlar; yani (ee™)); ve (¢e®), nicelikleri KKKY formlara karsilik gelir. Dahas1 bunlar

4p?

Vi, 0(ee®), = — Tz'Xa(ez@))l (11.183)
112
Vx, (W) =— gz'xa(eE(A‘))z; (11.184)

denklemlerini sagladiklari i¢in 6zel KKKY formlara karsilik gelirler.

Bundan dolayi, bu i¢ carpim secenegi AdS, x S* ¢coziimiine karsilik gelir ve e; geometrik
Killing spinoérii bir 6zel KKKY form olan ¢ aki bilesenini iiretir ve ¢, geometrik Killing
spinorii ise 6zel KKKY formlar olan (ee))g, (ee™®), ve (ee¥)), bilineer formlarini iiretir.
Eger . = 0 secersek o zaman ¢6ziim Mink; x C'Y5’ye indirgenir ve bilineer formlar paralel

formlara karsilik gelir.
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i) M7 : H -sim & ve My : H™ — sim@ H~ — sim {7 igin

Bu i¢ carpim se¢imi i¢in, M iizerindeki bilineer form denklemleri, (11.168)-(11.173)
denklemleri ile aymidir ve A = 0’a sahip olunur. (i) durumu ile ayni sifir-olmayan biline-
erlere sahip oldundugu i¢in, M, tizerindeki bilineer form denklemleri (11.174)-(11.176)
ile aymdir. Bununla birlikte bu i¢ carpim secimi icin, (¢¢(¥)), bir vektor kuaterniyon iken
(ee™)g ve (¢e™), bilineerleri reel sayilardir. Bu yiizden (11.175) ve (11.176) esitlikleri,
w1’ niin bir vektor kuaterniyonu olmasi gerektigi anlamina gelir. Boylece eger F' aki 4-formu
reel olarak secilirse, denklem (11.175) ve (11.176)’in tutarhilig1 ancak ;o = 0 alarak sagla-

nir. Boylece ¢oziim sadece Mink; x C'Y5 dir.

iii) M, : H"-sim &n ve M, : H-takas £ icin

Bu i¢ carpim secimi icin My ilizerinde biitiin bilineer formlar sifirdan farkli oldukla-
rindan, bunlarin saglandiklar1 saglanan denklemler (11.168)-(11.173) ile aynidir. Benzer
sekilde M, iizerindeki denklemler (i) durumu ile aynidir ve bu durumda (ee™),, (ee®),
ve (¢e™), 6zel KKKY formlaridir ve A = 0 ve y # 0’a sahip olunur. Bu yiizden ¢oziim

AdS; x S* e kargilik gelir ve i = 0 6zel durumu igin Mink; x C'Y, ¢oziimiine sahip oluruz.

iv) My : H"-sim &n ve My : H™ — sim @ H~ — sim £ i¢in,

M tizerinde bilineer form denklemleri (11.168)-(11.173)’e karsilik gelir. M, durum (ii)
ile aymidir ve A = p = (0’a sahip olunur. Bu yiizden €7 ve €, paralel spinorleri paralel

formlar iiretir ve Mink; x C'Y; ¢oziimiine sahip oluruz.

Sonug olarak M, iizerinde R-sim &’nin i¢ ¢arpim secimi i¢in AdS; x S* ve Mink; x C'Y,
¢Oziimleri ile M7 ve M, tizerinde i¢ carpim se¢imleri arasindaki iligki Tablo (11.8)’de
gosterilmigtir. AdS' ¢oziimlerinin varliginda siipergravite Killing formlarinin 6zel KKKY

formlarina ayristigina dikkat edilmelidir.
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Cizelge 11.8: Secilen R-sim £ i¢ ¢arpim ile ¢oziimler arasindaki iligki

M;i; : R-sym & Coziimler

i) My;:H -sim¢ Mink; x CY5
M, : H-takas & AdS; x S4

ii) My :H -sim ¢ Mink; x C'Y,

M, :H™ —sim@H™ —simn

iii) My : H -sim &n Mink; x CY5
M, : H-takas & AdS; x S*
iv) My :H"-sim &n Mink; x CY5

M, :H™ —sim@H~ — sim¢n

11.3 M5 x Mg, Mg x Ms ve M3 x Mg Tipi Arkaplanlar

Bu boliimde M i¢in My x My ve M7 x M4 ayrismalar1 disindaki farkli ayrigsma tiirleri
icin ¢carpim manifoldlarini ele alacagiz. Ornegin My x Mg, Mg x Ms ve Mz x Mg tipi
¢oziimleri inceleyecegiz. Sadece carpik-olmayan carpim manifoldlarini ele aldigimizi
unutmayalim ve bu durumda bu tiir arkaplanlarin, secilen farkli spindr i¢ ¢carpimlari tara-
findan olugturulan KY ve KKKY formlarina indirgenebilen siipergravite Killing formunu
bilineerleri i¢in ilgilendigimiz ornekleri vermeyecektir. Bunun nedeni, AdS ¢oztimlerinin
yalnizca bu tiir arka planlar i¢in bir ¢arpik faktor varliginda ortaya cikabilmektedir ve

carpik-olmayan durumda AdS ¢oziimlerine ulagilamamaktadir.

Ms x Mg tipi ¢Oziim i¢in,

e ={e" ® iz, 15 ® e} (11.185)
F ={\ip, uop} (11.186)
€ =€5 X €¢ (11.187)
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olarak ayrigir. Burada 1), Mj iizerinde bir 4-formdur; ¢, Mg iizerinde bir 4-fordur ve A,
birer sabittir. Fakat bu secim icin Maxwell-benzeri, Einstein ve siipergravite Killing spinor
denklemlerinin tutarli ayrisimi sadece akisiz durum A = g = 0 icin miimkiindiir. Bundan

dolay1 bu durum i¢in ¢oziim Mink; x C'Y3 tiir.
Mg x Mj tipi ¢oziim i¢in, bir 6nceki duruma benzerdir ve tutarli ayrisim sadece aki-
s1z duruma karsilik gelir. Fakat bu durumda herhangi bir ¢oziim yoktur, ¢iinkii paralel

spindrleri kabul eden beg-boyutlu kompakt Riemannsal manifoldlar yoktur.

Ms x Mg tipi ¢dziim i¢in,

e ={e* ® 2,13 ® e} (11.188)
F ={0, uo} (11.189)
€ =€3 ® €3 (11.190)

olarak ayrigir. Burada ¢, Mj iizerinde bir 4-formdur. Benzer sekilde, tutarli ayrigim sadece

1 = 0’da akisiz durumdadir ve spindr i¢ carpiminin biitiin tipleri i¢in ¢dziim sadece

Minks x Spin(7)’dir.

Cizelge 11.9: M, deki spinor i¢ ¢arpim segimine bagli olarak AdS ¢oziimleri i¢in biline-

erlerin KY ve KKKY formlarina indirgenmesi.

M, tizerinde i¢ carpim Arkaplan M, te bilineerlerin indirgenmesi
R-carpik &n AdSy x Mz 0zel KY 1- ve 2-form
R-sim & AdSy x M 0zel KKKY 1- ve 4-form
R-garpik &7 AdS; x S* ozel KY 1- ve 2-form
R-sim & AdS; x S* ozel KKKY 1- ve 4-form
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12. KALIBRASYONLAR

Bir M n-boyutlu manifoldunun, bir N p-boyutlu altmanifoldu ele alindiginda; Vo € N i¢in
her T, N, T\, M teget uzayimin bir p-boyutlu altuzayidir. R" ile 7}, M 6zdeslestirilebilir ve o
zaman 71, M, R™’de p-diizlem ile 6zdestirilmis olur. Euclidessel uzay [E™’de, yonlendirilmis
p-diizlemlerinin kiimesi G (p|n) olarak tanimlanilir ve E™’de yonlendirilmis p-diizlemlerin

Grassmannyan’1 olarak adlandirilir.

p-form ile p-diizlem 6zdeslestirilebilir. 7w, R™’de bir p-diizlem olsun. 7 icin bir baz
€1, €, ..., e, 1se 0 zaman p-vektor e; A es A ... A e, 7 bir hacim eleman:1 tanimlar ve bu 7

icin bir yonelim tanimlar.

E™ de diiz ¢izgi, ayn sinira sahip tiim egriler arasinda yon degistirmeyen egridir ve mini-
mum uzunluktur. Egrinin yerine, [E"’de m-boyutlu bir altmanifold ve bir sabit yon yerine,
teget m-diizlem yonlerinin belirli bir toplulugunun topluluklarin ele alalim. Eger S nin
tiim teget diizlemleri belirlenen bu topluluga ait oluyorsa, o zaman ayni sinira sahip tiim
yonlendirilmis m-yliziiyler arasinda alan-minimize edendir. O zaman S ayn1 sinira sahip
tiim yonlendirilmis yiiziiyler arasinda minimum alandir. Bu tanjant diizlem yonlerinin

toplulugu G(m|n) Grassmannyan’wn yiizii olarak adlandirilir.

¢ € AP(E™)*, E" tizerinde bir sabit katsayili olsun p-form 1; G(p|n) Grassmannyan

tizerinde siirekli bir fonksiyonla kisitlanan, A?(IE™) tizerinde bir lineer fonksiyondur:
v AP(E") — R. (12.1)

G (p|n) kompakt oldugundan, bu fonksiyon bir maksimuma sahip olur ve bu deger ¢’ nin
kokiitlesi olarak adlandirilir ve ||| ile gosterilir. Eger ¢ kokiitlesi 1 olacak sekilde norma-

lize edilmis ise buna kalibrasyon denir.

G(¢), G(p|n)’de ¢’nin maksimuma ulastig1 noktalari belirtsin. G(p) ¢-Grassmannyan
olarak bilinir ve 7 € G(¢) diizlemlerinin ¢ tarafindan kalibre edildigi soylenebilmektedir.

Bu teori, E™’de sabit katsayili kalibrasyonlar ile simirli deildir. Aslinda, herhangi bir (M, g)
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Riemannsal manifoldunda d-kapali formlara genellenebilir. ¢’ nin kokiitlesi, artik her bir

noktada kokiitlelerin supremumudur (M’deki noktalarin tizerinde). Artik bir kalibrasyon,
i) Kapali bir form ¢ (dp = 0),

ii) Bir x noktasinda tiim yonlendirilmis p-diizlemleri i¢in ¢, (£) < vol ¢
esitsizligini saglayan birim kokiitleye sahip olacak sekilde normalize edilmis bir

form olarak tanimlanabilir.

N, p boyutlu M nin bir yonlendirilmis bir altmanifoldu olsun. O zaman Vx € N icin
tanjant uzay 7, N bir yonlendirilmis p-diizlemidir. IV, ¢’ye gore bir kalibre edilmis bir

altmanifold eger |1,y = vol T N ise.

Onerme 12.1 (MM, g) bir Riemannsal manifold, ¢ M (zerinde bir kalibrasyon ve N
M Uzerinde bir kompakt p-altmanifold olsun. O zaman N kendi homoloji sinifinda

minimum hacimdir.

Ispat. dimN = picin [N] € H,(M,R) ve [¢] € H?(M, R) sirastyla, N ve ¢’nin homoloji

ve kohomoloji sinift olsun.

N = N'+ 0% = [N] = [V']
p =1 +da = [¢] = [¢]
ve 0 zaman,
Mﬂﬂz/ me:/’vmnN:me (12.2)
2N eN

oldugundan N bir kalibre edilmis altmanifold olur.

Eger N', [N’] = [N]ile M nin herhangi bagka kompakt p-altmanifoldu ise
[@wpwww:/ %Wg/ IT,N' =vol N, (12.3)
xeN’ xeN’

oldugundan N’ bir kalibre edilmis altmanifold degildir.

Boylece N bu homoloji sinifinda minimumli hacimdir ve bu yiizden kalibre edilmis altma-

nifoldlar minimum hacim altmanifoldlardir. m
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(M, g) iizerinde bir ¢ kalibrasyonu sadece asikar olmayan kalibre edilmis altmanifoldlara

sahiptir. Eger bunlar M iizerinde yonlendirilmis tanjant k-diizliikler ise.

Bir geometri, bir manifold iizerinde belirli tensor alanlarinin varlig1 yoluyla belirlenen
bir tiir yapidir. Ornegin metrik Riemann geometrisine kapal1 dejenere-olmayan 2-form
simplektik geometriye ve kompleks yap1 da (J? = —1) kompleks geometriye kargilik gelir.

Bir geometri tanimlamak, cerceve demetinin yap1 grubunun indirgenmesi ile ilgilidir.

Bir diferensiyel n-manifold iizerinde, ¢ergeve demeti bir temel G L(n, R) demetidir. Bir
metrigin takdimi, yapt gurubunu O(n)’e indirger ve ortonormal ¢ercevelere sahip olunur.
Bir yonelimi tanimlayan bir hacim formu, yap1 grubunu SO(n)’e indirger. n = 2m igin bir

kompleks yapt1, yap1 grubunu G L(m, C)’ye indirger ve kompleks gercevelere sahip olunur.

Genel olarak, bir manifold lizerinde bir G-yap1 ¢erceve demetinin yap1 grubunun G C
G L(n, R)bir indirgemesidir ve yerel ¢cerceveler G-iliskilidir. Cer¢eve demetinin yapi gru-

bunun indirgemesi, manifoldun holonomi grubunun indirgenmesine esdegerdir.

kompleks yap1
simplektik 2-form = Ly (m)’ye indirgenme —— Kihler geometrisi

(Kédhler form)

kompleks yap1
Kihler 2-form —2=2"  SU(m)’ye indirgenme —— Calabi-Yau geometrisi

(holomorfik m-form)

ticlii kompleks yap1
ticlii Kdhler form —r=h g p(k)’ya indirgenme —— hiperkéhler geometrisi
(holomorfik 2k-form) (Ricci-diiz)
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ticlii kompleks yap1
Sp(k) x Sp(1)
Lo

(holomorfik 2k-form) Kihler geometrisi(Einstein)

iiglii Kahler formlari “=5 Sp(k).Sp(1) = ’ya indirgenme — kuaterniyonik

birlesmeli 3-form B SNE. (2)’ye indirgenme —— G5 geometrisi
(ko-birlesmeli 4-form)
Cayley 4-form — =% Spin (7)’ye indirgenme —— Spin (7) geometrisi

Geometriler ayrica kalibre edilmis altmanifoldlarin varligiyla da belirtilebilir. Geometrile-

rin tantminda kullanilan 6zel tensor alanlart kalibrasyonlara karsilik gelir.

Kihler geometrisi: w Kéhler 2-form bir kalibrasyondur ve kalibre edilmis altmani-

foldlar holomorfik egrilerdir. Daha genel olarak,1 < k£ < m i¢in ‘Z—If bir kalibrasyon-

dur ve kalibre edilmis altmanifoldlar kompleks k-boyutlu altmanifoldlardir.

e Kalabi-Yau geometrisi: 6 bir holomorfik hacim m-form. Re(6) reel kismu bir kalib-

rasyondur ve kalibre edilmis altmanifoldlar 6zel Lagrangian (SLAG) altmanifoldlar-

dir.

o (3>-geometrisi: ¢ birlesmeli 3-form ve *x¢ ko-birlesmeli 4-formun ikisi de kalibras-
yondur. Kalibre edilmis ¢-altmanifoldlar: birlegmeli 3-foldlardir ve kalibre edilmis

x¢p-altmanifoldlar1 ko-birlesmeli 4-foldlardir.

e Spin(7) geometri: ¢ Cayley 4-form bir kalibrasyondur ve kalibre edilmig altmani-

foldlar Cayley 4-foldlardir.

e Kuaterniyonik Kéhler geometri: wy, w;, wg li¢li Kdhler formlardir ve 67,0, 60

11

ticlii holomorfik formlardir. = = %01 + 3 Hw’} bir kalibrasyondur. Kalibre edilmig

altmanifoldlar komplex Lagrangian (CLAG) k-manifoldlardir.

Zarlar bu 6zel holonomi manifoldlari tizerinde kalibre edilmis altmanifoldlar sarabilirler.
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12.1 On Bir-Boyutlu Siipergravite Zar Coziimleri
MS5-zar geometrisi i¢in metrik,
ds® = H '3 (n,;d¢'de?) + H*Pdx'da" (g = H Png .y + H*Pgs) (12.4)
ve F' aki 4-form
F =43%5dH (12.5)

olarak yazilir. Buradai,j = 0,1,...,5ve I = 1,2,...,5dir. 5, alu-boyutlu Minkowski

uzayzamanin metrigidir. H harmonik fonksiyonu V2H = 0 olarak tanimlanr.
a
H(r)=1+ —, r*=xz'2' ve o®=7NC

¢, Planck uzunlugudur ve N ise r = 0’da ¢akigan beszarlarin sayisidir. M5-zar1 iki limite

sahiptir. r — oo i¢in lim H(r) = 1’dir ve M5-zar metrigi on bir-boyutlu Minkowski
T—00

¢Oziimiine indirgenir. 7 ~ 0 oldugunda, yakin ufuk limitine sahip olunur. » ~ 0 icin

H(E) ~ —iz olup
2 r i 7¢] G2 2 2

elde edilir ve df24, S* yuvarlak dort-kiire iizerinde metriktir. Bir koordinat doniisiimiinden

sonra,

dEdE + dp? 2
iy de” + dp +£d94 (12.7)

ds* = R?
S 7 1

olarak yeniden yazilir. Bu denklemin sag tarafinin ilk terimi AdS;’ye, ikinci terimi S*’e
kargilik gelir ve R = 2(7N)'/3¢,’dir. Bu metrik AdS; x S* ¢oziimiime karsilik gelir.
R, AdS7; nin yarigapina karsilik gelir. Bundan dolay1 M5-zar geometrisi, Minkowski ve
AdS; x S* arasinda bir interpolasyondur.

M?2-zar geometrisi i¢in metrik ve aki,
ds® = H*P(n,;,d¢d¢’) + H'Pda'dz" (9 = H /1y, + H'Pgs) (12.8)

A= i%dg%dgl ANdE* F=dA =0 (12.9)
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olarak yazilir. Burada i, = 0,1,2ve I = 1,2, ...,8dir. H harmonik form

ab

H(r) =1+ (12.10)

olarak tammlamr. Burada a® = 2°7* N5 ve r? = /2!, M2-zar iki limite sahiptir. 7 — oo
oldugunda TILH; H(r) = 1 olur ve M2-zar metrigi Minkowski ¢6ziimiine indirgenir. 7 ~ 0
oldugunda H (r) ~ (%)b olur ve
A 2
ds* = g(nijdgldgﬂ) + ﬁ(dTQ + 72d€;) (12.11)
elde edilir ve df27, ST yuvarlak yedi-kiire iizerindeki metriktir. Bir koordinat doniisiimiinden

sonra,

+ 4R%dS); (12.12)

2 P2 mﬂfzdf] + dp2
ds“=R [ =
olarak yeniden yazilir. Bu denklemin sa§ tarafinin ilk terimi AdS,’e, ikinci terimi S7’ye

1/6
karsilik gelir ve R = (NT”Q> ¢, dir. R, AdS, tin yarigapina karsilik gelir. Bundan dolay1

M2-zar geometrisi, Minkowski ve AdS; x S” arasinda bir interpolasyondur.
12.2 M2-Zar Evren-Hacim Teorisi

Bir g metrik ve A aki 3-form ile iki boyutlu zarin(M2-zar) sabit bir on birboyutlu geomet-
ride yayildigim diisiinecegiz. Bozonik dinamik alanlar 11/, M2-zarimin evren-hacminden on
bir-boyutlu hedef uzay geometrisine z# (o) génderimleridirler. %, i = 0, 1,2 W lizerinde
koordinatlar ve x#, u = 0,1, ..., 10 ise on bir-boyutlu geometri tizerinde koordinatlardirlar.

M2-zarin yeniden parametrelendirmeler altinda degismez eylemi,

(12.13)

H1HaH3

1 ..
S =T, /W o[~ det 92" 0;" g, ()2 + ge”kﬁix“lajx’bﬁkx“%‘l

olarak yazilir. Burada 75 zarin gerilimidir. Ayrica denklemin sag tarafindaki ilk terim
metrigin evren-hacmine kargilik gelen hacim elemanidir ve Nambu-Goto eylemi olarak
adlandirlir. ikinci terim, zarin elektrik 4-form yiikii tasidig1 icin ortaya cikar; elektrik

yiiklii bir pargacigin bir vektor potansiyeline baglanmasini genellestirir.

A=0ve

ds* = —dt® + gyndazMdzN (12.14)
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metriine sahip bir D = 11 siipergravite arkaplam i¢in ¢ = ¢ alinip (12.13) ifadesi

degerlendirilirse enerji fonksiyoneli
E= T2/ Ao [may)? (12.15)

olarak yazilabilir. Burada a, b = 1, 2, W' evren-hacminin uzaysal kisimi1 ve m,,, ise M2-zar

evren-hacmi iizerinde indirgenmis metrigin uzaysal kistmidir.
Map = 8axM8begMN (1216)

olarak yazilir. Hareket denkleminin enerji fonksiyonelini minimize eden ¢oziimleri M2-
zarin uzaysal kisiminin bir minimal yiizey olmasini1 gerektirir. Simdi kompakt minimal

yiizeyleri saran M2-zarlar ile ilgilenilecektir.

Arkaplan geometrisi A = 0 almarak M;; = R»9=? x M, ile sinirlandirilsin. Burada M,
0zel holonomiye sahipttir. M2-zar evren-hacim teorisi siipersimetriktir ve siipersimetriyi
koruyan sardig1 devirlere siipersimetrik devirler denir. Simdi ise siipersimetrik devirlerin,
ilgili kalibrasyonun Killing spinérlerden olusturuldugu kalibre edilmis devirlere esdeger
oldugununa bakilacak. M2-zarin bir bozonik evren-hacmi i¢in fermiyonlarin siipersimetri

varyasyolari
(1-T)e=0 le=ce (12.17)

kosulu ile verilir. Burada e bir 11-boyutlu siipergravite Killing spinorii ve 1" ise
1
Vdetm

olarak tammlanir. Burada v = (5;6"0,2 9,2 T'5y) ve I'* = 1°dir. Burada dikkat edil-

= I~ (12.18)

mesi gereken nokta onceki boliimlere gore notasyon farkliligidir. I'y,y = %(F vy —

Pyl ilee, Aey = %(ea.eb — ep.€,) benzerdir.

Denklem (12.17) kosulu e spindriinden olusturulmus bir 2-formla kalibre edilmis 2-

diizlemin kosuluna esdegerdir.

(1-1) v ,a-I)
(g ) =g
(1=D)(1-T)

2 2

:H(l;F)EH?Zo (12.19)
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olarak yazilir. Eger € (¢,¢)’ = €'e = 1 olarak normalize ediliyorsa ve I"'mn tanimi

kullanilirsa,
Vdetm > ¢ T y.e = —eye = —(¢,7.€) (12.20)

olarak yazilabilir. Boylece 2-form

1 1
0= —5(6, Larn.€)da™ A da? = —EEFMNedxM A daN (12.21)
tanimlanabilir.
olw < vol W' = Vdetm (12.22)

olmas1 nedeniyle ¢ kalibrasyon kosulunu saglar ve ayrica kapalidir. M2-zar ¢ 2-form
tarafindan kalibre edilmis siipersimetrik bir devri sarar. M arkaplanlari tizerinde sadece

2-form kalibrasyonlar Kéhler kaibrasyonlaridir ve ¢ bir Kéhler 2-forma esittir.

Cizelge 12.1: Ozel holonomi manifoldlarina karsilik gelen kalibrasyonlar

Ozel holonomi manifoldlar Kalibrasyonlar
Spin(7)-holonomi (8 boyut) Cayley 4-form ¥ — Cayley 4-devirleri
G2-holonomi (7 boyut) birlesmeli 3-form ¢ — birlegsmeli 3-devirleri

ko-birlesmeli 4-form x¢ — ko-birlesmeli 4-devirleri

Calabi-Yau m-foldlar (2m-boyut) Kihler kalibrasyonlari ;w"” — Kihler 2k-devirleri
SLAG kalibrasyonlar1 Re(e?®Q) — SLAG m-devirleri
2m = 4 ve k = 1 i¢in — SLAG= Kéhler
2m =8 ve k = 2i¢in —» jw? 4+ Re(e’Q) = ¥

Kihler+SLAG=Cayley

Hiperkidhler m-foldlar (4m-boyut) ticlii Kéhler kalibrasyonlar1 — kuaterniyonik 4-devirleri

CLAG kalibrasyonlar1 — CLAG 2m-devirleri
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Cizelge 12.2: 11-boyutta M2-zarin kalibre edilmis devirleri sarmasinin farkli yollar

Arkaplan M2-zar evren-hacim Kalibrasyon

RY x CY, | Rx (3, CCY,) | Kihler (SLAG)

RY x CY; R x (33 C CY3) Kihler
RY2 x CY, R x (3 C CY}) Kihler
R x CYs R x (35 C CY5) Kihler

12.3 Genellestirilmis Kalibrasyonlar

Akilarin yoklugunda, zar evren-hacimleri kalibre edilmis minimal altmanifoldlara karsilik
gelirler. Akilarin varliginda ise, zar evren-hacimleri minimal ytizeylere karsilik gelmez. p
dereceli bir genellestirilmis kalibrasyon, bir yonlendirilmis A/ manifoldu iizerindeki bir ¢ p-
formudur. Bu 7},, M ’de her yonlendirilmis £ p-diizlem i¢in her m noktasinda ¢§‘m < vol¢
esitsizligini saglamalidir. Standart kalibrasyon icin, d¢ = 0 oldugu 6nceden sdylenmisti.
Fakat bu genellestirilmis kalibrasyonlar i¢in gegerli degildir; d¢ # 0. Sifir-olmayan sag

taraf, sifir-olmayan aki ile iligkilidir. Bu yiizden bir genellestirilmis kalibrasyon

i) < vol¢
ii) d¢ = 1 F (11-boyutlu siipergravite)

durumlarinmi saglayan bir p-formdur. Burada K bir zamansal Killing vektoriidiir ve F' aki
4-formdur. Bir ¢ genellestirilmig kalibrasyonunun bir meM noktasindaki C,,(¢) temas

kiimesi,

Cn(9) ={£ € G(p, TnM)|d; = vol £} (12.23)

olarak tanimlanir. M nin § genellestirilmig kalibre edilmis altmanifoldlari, ¢, = vol £ olan-
laridir. Standart kalibre edilmis altmanifoldlar hacmi minimize ederler. Genellestirilmis

kalibrasyinlar karsilik gelen altmanifoldlar minimize ederler.

Bir D kapali altmanifold i¢in E(D) = vol (D) — [, ¢ fonksiyoneli tanimlansin ve burada

¢ bir p-formdur. Bu zar eylemleri icin enerji fonksiyoneline karsilik gelir.
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Cizelge 12.3: 11-boyutta M5-zarin kalibre edilmis devirleri sarmasinin farkli yollar

Arkaplan MS5-zar evren-hacmi Kalibrasyon
RY x CY, RY3 x (Xy C CYs) Kihler
R x O, R x (33 € CYs) SLAG

RY3 x (323 C OY3) Kihler

RM x (X, C CY3) Kihler

R x CY;3 R x (X C CY3) Kihler

R!2 x CY, R x (3, € CY)) SLAG

R x CY, RV x (3, C OYY) Kihler

R x CY;3 R x (3, C CY3) Kihler

R x CY; R x (85 C CY5) SLAG

R2 x OY, x CY] | RM x (T, € CYa) x (5, € CY) Kihler=SLAG

RxCY, xCY | Rx(Z,CCY) x (S5 C OY) SLAG
R x Spin(7) RM x (X, C Spin(7)) Cayley=SLAG+Kihler

RY2 x HK, RM x (3, C HKS) CLAG

R x G, RM x (X3 C Gy) birlesmeli
RY3 x Gy RU % (3, C Gy) kobirlesmeli

Teorem 12.1 ¢, M’de bir genellestiriimis kalibrasyon olsun, o zaman M’nin X

genellestiriimis kalibre edilmis altmanifoldlari yukaridaki enerjiyi minimalize ederler.

Ispat. X, M nin bir genellestirilmis kalibre edilmis altmanifoldu olsun ve D, X te bir

acik yuvar (ball) olsun. D', M’de a¢ik yuvar olsun dyle ki 0D = 90D'. O zaman

E(D) =vol (D) — /ng

e

=0= / P (12.24)
! D/
102



¢, D tizerinde hacim forma esit oldugundan ¢, = vol D ve ¢, < vol D"diir.

/ 6 < vol (D)
.

<vol(D)— | ¢ = E(D)<E(D)

D/

= E(D) (12.25)

Bu yiizden, genellestirilmis kalibre edilmis altmanifoldlar enerjiyi minimalize ederler. m
Standart kalibrasyonlar, genellestirilmis kalibrasyonlarin (d¢ # 0) 6zel durumudur. Stan-
dart kalibrasyonlar icin enerji fonksiyoneli hacime karsilik gelir. Kalibre edilmis altmani-

foldlar minimal hacimli altmanifoldlardir ve genellestirilmis kalibre edilmis altmanifoldlar

ise minimal enerjili altmanifoldlardir.
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13. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, oncelikle dis cebir ve Clifford cebirlerinin temel tanimlamalar1 yapilmustir.
Daha sonra Pin ve Spin gruplarin1 tanimlayarak spindrler tanitilmigtir. Bu cebir yapilari
tizerindeki hesaplamalar gosterildekten ve temel operatorler tammmlandiktan sonra spin

geometrinin temelleri verilmistir.

Spindr i¢ carpim secimlerinin, ¢arpik olmayan kompaktlagtirmalara karsilik gelen on bir-
boyutlu siipergravite arkaplanlar1 icin merkezi bir role sahip oldugu gériilmiistiir. Ozellikle
cOziimlerin var olmabilmesi, carpim manifoldlar: tizerindeki bazi 6zel tip spindr i¢ ¢carpim-
larinin secimine baghdir. Carpik olmayan M, x My ve My x M, tipi ayristmlarda AdS
cOziimlerinin varlig1, carpim manifoldlarinda spinér i¢ ¢carpim se¢imine biiyiik ol¢iide bag-
lidir. Boliim (11.1) ve (11.2)’de goriildiigii gibi, sadece baz1 6zel spindr i¢ ¢carpim secimleri
icin AdS ¢ozuimleri bulunabilmektedir. Tablo (11.2), (11.4) (11.6) ve (11.8)’de ¢arpim ma-

nifoldlar1 izerinde secilen i¢ carpimlar ile AdS ¢coziimleri arasindaki iligkiler gosterilmisgtir.

Ayrica, AdS ¢oztimleri icin My, de siipergravite Killing formlari ile carpim manifoldlar
iizerindeki gizli simetriler arasinda bir iliski oldugu géstermistir. I¢ carpim se¢imi AdS
coziimleri i¢in, siipergravite Killing spinorlerinin bilineer formlari olan siipergravite Killing
formlari, carpim manifoldlar: iizerindeki KY ve KKKY formlara indirgenmektedir. Bu
sayede on bir-boyutlu siipergravite arkaplanlari tizerinde KY ve KKKY formlari bulun-
mustur. AdS ¢6ziimleri arasindaki iligkilere yol acan yontemler; spindr i¢ ¢arpim secimleri
ve KY-KKKY formlarina indirgeme, sicim ve M-teorisi arkaplanlari i¢in bir siniflandirma

prosediiriiniin ilk adim1 olarak goriilebilir.

M-teorisi arkaplanlarinin ¢arpik ¢arpim kompaktlastirmalari durumu da bagka bir calig-
mada arastirilabilir. Acik¢a goriilmektedir ki, boyle bir durumda carpik ¢arpan icerecekleri
icin, alan ve bilineer form denklemleri ¢arpik olmayan durumdan farkli olacaktir. Ote
yandan bu arastirmalar, on-boyutlu sicim arkaplanlarina kadar genisletilebilir ve bunlarin

spindr i¢ carpim secimlerine bagimliliklar: belirlenebilir.
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Boylece ¢oziimler, spindr i¢ ¢carpimlar ve bilineer formlarin indirgenmesi arasindaki ilig-
kileri bularak, olas1 siniflandirma semalar1 bu sekilde elde edilebilir. Spindr i¢ ¢arpim
seciminin konfomal alan teorisi esdegeri, AdS/C FT karsilik gelimi ¢ercevesinde de arag-

tirilabilir.
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EK 1

iC CARPIM SECIMINE BAGLI OZELLIKLER

Tezde kullanilan manifoldlar icin olas1 spindr i¢ carpimlar: agagidaki tabloda verilmistir.

Manifold I¢ carpim

11-d Lorentzsel R-sim¢ , R-carpik &n

3-d Lorentzsel R-sim¢ , R-carpik &n

4-d Lorentzsel C*-sim¢ , C-garpik &n

5-d Lorentzsel H -sym¢ , H-simén
11-d Lorentzsel R-sim¢ , R-carpik {n

6-d Lorentzsel H™-sim@H -sim ¢ , H-takas &n
7-d Lorentzsel H--sim¢ , H”"-sim&p

8-d Riemannsal R-takas ¢ , R-sim®R-sim &n
7-d Riemannsal R-carpik ¢ , R-sim&n

6-d Riemannsal C-carpik ¢, C*-sim &n

5-d Riemannsal H™-sim¢ , H™-sim&n

4-d Riemannsal | H-takas ¢ , H™-sim@H -sim &n

Tezde dikkate alinan manifoldlarin i¢ ¢arpim se¢imleri icin bilineer p-formlarin 6zellikleri,

bir sonraki sayfada bulunan tabloda verilmistir.

109




q q A A q (13 ws- _prepuis- VIV [esuuRwony

N X X M N 3 seyer- [ VI Tesuuewony

A q aq A A 4 (13 wis- SV TesuuewOTy

g q A A q 4 3 wis-_ SV TesuuewoTy

I I y 4 I I aq 3 uns-,7 9\ [eSUUBWATY

N X X N N X X 3 idaed-n) 9\ TesuuBwAry

N X X M N X X N bSurs-y L\ [esuuBwIALY

Vs Vs X X » M X X 3 yqrdred-yy L7\ TesuuRwWOny

N X X N » X X M U3 wrs-ypurs-y 87/ [eSUUBUIANY

X X N N X X M M 3 seyel-y[ 877 TeSUUBUIANY

- O O ®H ®H O O ™ 13 wis-. Ly pesmueior]

A A d d A A d q 3 wis- LI\ [9SZ)ULI0]

X X N A 3 X N U3 sexer- _[q 97\ [9SZIUI0]

A d d A A d q 3 wis-_peputs- 9N 19s7uaI0]

A Y yq A A aq (i3 wrs- SV [9SZ)URI0]

Y g A A Y Y 3 wis- _H SV [9SZ)URI0]

X X N N X U3 yidred-5 VI [9SZ3uQ10]

q I 1 q q 3 wis-,0) TV [9S7ua107]

X N N X U3 yidred-y €77 [9SZIUAIO]

X X N N 3 wirs-y| €77 [9SZIUAIO]

X X X X N P X X N N 3 wrs-y Ty [9sZ1ualo]

X N X A N X X 2 N X U3 rdred-y TI7\ UIezjualo|
IT 01 L 9 S 14 ¢ T I 0 widred 31 projruey
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