
Ó×ÐÅÆÄÅÍÈÅ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
�ÃÎÌÅËÜÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

ÈÌÅÍÈ ÔÐÀÍÖÈÑÊÀ ÑÊÎÐÈÍÛ�

ÓÄÊ 512.542
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ìîëîêîâà Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà

ÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÅ ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÃÐÓÏÏ ÏÎ
ÑÈÑÒÅÌÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ ÖÅÍÒÐÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà,
àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü �
÷ëåí�êîððåñïîíäåíò ÀÍ Áåëàðóñè,
äîêòîð ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð Ë.À.Øåìåòêîâ

Ãîìåëü � 2005



ÎÃËÀÂËÅÍÈÅ

Ïåðå÷åíü îïðåäåëåíèé è óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
Ãëàâà 1. Îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Ãëàâà 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2. Èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Ãëàâà 3. Õàðàêòåðèçàöèÿ êîíå÷íûõ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Êðàòêèå âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
Ãëàâà 4. Î p-ñâåðõðàçðåøèìûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïïàõ êîíå÷íûõ
ãðóïï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Êðàòêèå âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Ãëàâà 5. Õàðàêòåðèçàöèÿ íàñûùåííûõ ôîðìàöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
Êðàòêèå âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
Ãëàâà 6. Ãðóïïû ñ S-êâàçèíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè . . . . . . . . . . . . . . . . 47
Êðàòêèå âûâîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Çàêëþ÷åíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



3

ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ È ÓÑËÎÂÍÛÕ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå ãðóïïû êîíå÷íû. Âñå èñïîëüçóåìûå
îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðèíÿòûì â êíèãàõ [12], [2], [3].

Íèæå âåçäå G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà.

Áóäåì ðàçëè÷àòü çíàê âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ ⊆ è çíàê ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ
⊂;
∩ è ∪ � ñîîòâåòñòâåííî çíàêè ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ;
P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë;
π � íåêîòîðîå ïóñòîå èëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë;
π′ = P\π � äîïîëíåíèå ê π â ìíîæåñòâå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë; â ÷àñòíîñòè,

p′ = P\{p};
p, q � ïðîñòûå ÷èñëà;
ïðèìàðíîå ÷èñëî � ëþáîå ÷èñëî âèäà pα, p ∈ P;

|G| � ïîðÿäîê ãðóïïû G;
1 � åäèíè÷íûé ýëåìåíò è åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G;
π(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n;
π(G) = π(|G|) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû G;
π-ãðóïïà � ãðóïïà G, äëÿ êîòîðîé π(G) ⊆ π;
p-ãðóïïà � ãðóïïà G, äëÿ êîòîðîé π(G) = {p};
F (G) � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G, ò.å. ïðîèçâåäåíèå âñåõ íîðìàëü-

íûõ íèëüïîòåíòíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G;
Φ(G) � ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè ãðóïïû G, ò.å. ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëü-

íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G;
Op(G) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G;
Gp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G;
Gp′ � äîïîëíåíèå ê ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå â ãðóïïå G, ò.å. p′ - õîëëîâñêàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G;
H ≤ G � H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G;
H < G � H ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G;
íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà � íååäèíè÷íàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà;
H E G � H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G;
M < ·G � M ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G;
M · < G � M ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G;
M ·CG � M ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G;
|G : H| � èíäåêñ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G;
π(G : H) = π(|G : H|)
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CG(H) � öåíòðàëèçàòîð ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G;
NG(H) � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G;
Z(H) � öåíòð ãðóïïû G;

Åñëè A è B � ãðóïïû, òî A×B � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A è B;
AλB � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû A è ïîäãðóïïû

B, (A ∩B = 1);
A ' B � ïîäãðóïïû A è B èçîìîðôíû.

Ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî aH ýëåìåíòîâ âèäà ah, ãäå a � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç G, à h
ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H. Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòå-
ëåì ñìåæíîãî êëàññà aH. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ
Ha = {ha|h ∈ H}.

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé â G, åñëè xH = Hx äëÿ
âñåõ x ∈ G. Ðàâåíñòâî xH = Hx îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî h1 ∈ H ñóùåñòâóåò
h2 ∈ H òàêîé, ÷òî xh1 = h2x.

Ñîâîêóïíîñòü G = {xH|x ∈ G} ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî
ïîäãðóïïå H ñ îïåðàöèåé (xH)(yH) = xyH îáðàçóåò ãðóïïó ñ åäèíè÷íûì
ýëåìåíòîì eH è îáðàòíûì ýëåìåíòîì (aH−1) = a−1H.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç G/H.

Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ
ïî ïîäãðóïïå H òàêæå êîíå÷íî è îíî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â
ãðóïïå G è îáîçíà÷àåòñÿ |G : H|.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîäãðóïïà P êîíå÷íîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ
ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé, åñëè |P | åñòü íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p,
äåëÿùåãî ïîðÿäîê ãðóïïû G. Åñëè |G| = pαn, (p, n) = 1, òî ïîðÿäîê ñèëîâ-
ñêîé p-ïîäãðóïïû ðàâåí pα. Åñëè p íå äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G, òî óêàçàííîé
ñòåïåíüþ áóäåò p0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà áóäåò åäèíè÷íîé
ïîäãðóïïîé.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ p-ãðóïïîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ñèëîâñêîé
p-ïîäãðóïïîé, ò.å. |G| = pα.

Ïîäãðóïïà ïîðÿäêà |G|π íàçûâàåòñÿ π-õîëëîâñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.
Åñëè π ñîñòîèò èç îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p , òî π-õîëëîâñêàÿ ïîäãðóïïà

ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé.
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Ïîäãðóïïà H íàçûâàåòñÿ π-ïîäãðóïïîé, åñëè ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëè-
òåëåé ïîðÿäêà H ñîäåðæèòñÿ â π. Ïî îïðåäåëåíèþ, åäèíè÷íàÿ ïîäãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ π-ïîäãðóïïîé.

Êîíå÷íóþ ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ïðèìàðíîé, åñëè ïîðÿäîê åå åñòü ñòå-
ïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà. Åäèíè÷íóþ ãðóïïó áóäåì ñ÷èòàòü ïðèìàðíîé.

Ïóñòü G � íååäèíè÷íàÿ ãðóïïà è ïóñòü M � òàêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G,
êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé äðóãîé ïîäãðóïïå, îòëè÷íîé îò G. ÒîãäàM
íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà åäèíè÷íîé
ãðóïïû � åñòü îíà ñàìà. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû ñëåäóåò,
÷òî îíà ëèáî íîðìàëüíà, ëèáî ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ:
ïðèìàðíîé, åñëè |π(G)| ≤ 1;
áèïðèìàðíîé, åñëè |π(G)| = 2.

Öåïü � ýòî ñîâîêóïíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäãðóïï. Ðÿä ïîäãðóïï
� ýòî öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãðóïïó
G è åäèíè÷íóþ ïîäãðóïïó 1.

Ðÿä ïîäãðóïï G = H0 ⊇ H1 ⊇ . . . ⊇ Ht = 1 íàçûâàåòñÿ:
ñóáíîðìàëüíûì, åñëè Hi E Hi−1 äëÿ ëþáîãî i > 0;
íîðìàëüíûì, åñëè Hi E G äëÿ ëþáîãî i;
ãëàâíûì, åñëè Hi/Hi+1 · / G/Hi+1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , t− 1.
öåíòðàëüíûì, åñëè âñå ïîäãðóïïû ýòîãî ðÿäà íîðìàëüíû â G èHi/Hi+1 ⊆

Z(G/Hi).
êîìïîçèöèîííûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñóáíîðìàëüíûì è äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , t

âûïîíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé:
1) Hi−1/Hi � ïðîñòàÿ ãðóïïà;
2) ìåæäó Hi−1 è Hi íåëüçÿ âñòàâèòü íè îäíîé ïîäãðóïïû, íîðìàëüíîé â

Hi−1.

Ãðóïïà Øìèäòà � ýòî êîíå÷íàÿ íåíèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, âñå ñîáñòâåí-
íûå ãðóïïû êîòîðîé íèëüïîòåíòíû.

Ñåêöèÿ ãðóïïû G � ýòî ôàêòîð-ãðóïïà åå íåêîòîðîé ïîäãðóïïû. Ïîä-
ãðóïïà R ïîêðûâàåò (èçîëèðóåò) ñåêöèþ A/B, åñëè RB ⊇ A (ñîîòâåòñòâåííî
R ∩ A ⊆ B). Ïðåäïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò 1, ÷ëåí ãëàâíîãî ðÿäà ãðóïïû G
áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.
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Ôàêòîðû ãëàâíîãî ðÿäà íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè ôàêòîðàìè. Ãëàâíûé ôàê-
òîð H/K ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íåôðàòòèíèåâûì, åñëè H/K * Φ(G/K).

Ãðóïïó G íàçûâàþò:
p-çàìêíóòîé, åñëè Gp E G;
p-íèëüïîòåíòíîé, åñëè Gp′ E G;
p-ðàçðåøèìîé, åñëè â G ñóùåñòâóåò íîðìàëüíûé ðÿä, ôàêòîðû êîòîðîãî

ëèáî p-ãðóïïû, ëèáî p′-ãðóïïû;
p-ñâåðõðàçðåøèìîé, åñëè êàæäûé åå ãëàâíûé ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèáî p′-

ãðóïïîé, ëèáî öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé;
íèëüïîòåíòíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ðàâíî-

ñèëüíûõ óñëîâèé:
1) G ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï:
G = P1 × P2 × · · · × Pk;
2) âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû G íîðìàëüíû;
p-íèëüïîòåíòíîé, åñëè Gp′ E G;
ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íîìåð n òàêîé, ÷òî G(n) = 1 (G(n) � n-é

êîììóòàíò ãðóïïû G), òî åñòü ðÿä êîììóòàíòîâ çàêàí÷èâàåòñÿ åäèíè÷íîé
ïîäãðóïïîé: G = G(0) ⊇ G(1) ⊇ · · · ⊇ G(t) = 1;

ñâåðõðàçðåøèìîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ðàâíî-
ñèëüíûõ óñëîâèé:

1) îáëàäàåò ãëàâíûì ðÿäîì, âñå èíäåêñû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè
÷èñëàìè;

2) îáëàäàåò íîðìàëüíûì ðÿäîì, ó êîòîðîãî âñå ôàêòîðû � öèêëè÷åñêèå
ïîäãðóïïû.

Ýêñïîíåíòà ãðóïïû G � ýòî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïîðÿäêîâ âñåõ åå
ýëåìåíòîâ.

Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï A1, A2, · · · ,
At, t ≥ 1, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

à) Ai E G, i = 1, 2, · · · , t
á) G = A1 A2 · · ·At

â) Ai ∩ (A1 A2 · · ·Ai−1 Ai+1 · · ·At) = E. G = A1 × A2 × · · · × At � ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå.

Öåíòðàëèçàòîð � ýòî ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ïåðåñòàíîâî÷-
íûõ ñ êàæäûì ýëåìåíòîì èç ìíîæåñòâà S:

CG(S) = {x ∈ G|xs = sx, s ∈ S}.
Åñëè S = G, òî ãîâîðÿò î öåíòðå ãðóïïû: CG(S) = Z(G) � ñîâîêóïíîñòü

ýëåìåíòîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ êàæäûì ýëåìåíòîì èç ãðóïïû G:
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Z(G) = {x ∈ G|xz = zx, z ∈ G}.

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò g, íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì g: < g >, ò.å. < g >=⋂
g∈H≤G

H.

Êëàññîì ãðóïï íàçûâàþò âñÿêîå ìíîæåñòâî ãðóïï, ñîäåðæàùåå âìåñòå ñ
êàæäîé ñâîåé ãðóïïîé G è âñå ãðóïïû, èçîìîðôíûå G.

Êëàññ ãðóïï íàçûâàåòñÿ ôîðìàöèåé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

1) êàæäàÿ ôàêòîð-ãðóïïà ëþáîé ãðóïïû èç F òàêæå ïðèíàäëåæèò F.
2) èç H/A ∈ F, H/B ∈ F âñåãäà ñëåäóåò H/A ∩B ∈ F.

Êëàññû ãðóïï è ôîðìàöèè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ãîòè÷åñêèìè
áóêâàìè.

Åñëè ôîðìàöèè F è H òàêîâû, ÷òî H ⊆ F, òî H íàçûâàåòñÿ ïîäôîðìàöèåé
ôîðìàöèè F.

Çà íåêîòîðûìè êëàññàìè çàêðåïëåíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:
E � êëàññ âñåõ ãðóïï;
A � êëàññ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï;
N � êëàññ âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï;
U � êëàññ âñåõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï;
S � êëàññ âñåõ ðàçðåøèìûõ ãðóïï;
Sπ � êëàññ âñåõ ðàçðåøèìûõ π-ãðóïï;
Np � êëàññ âñåõ p-ãðóïï;
Nπ � êëàññ âñåõ íèëüïîòåíòíûõ π-ãðóïï.

Åäèíè÷íàÿ ôîðìàöèÿ � ýòî íåïóñòîé êëàññ ãðóïï, ñîñòîÿùèé ëèøü èç
åäèíè÷íûõ ãðóïï.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé (ïóñòàÿ ôîðìà-
öèÿ).

Ïóñòü F � íåêîòîðûé êëàññ ãðóïï, G � ãðóïïà.
F - êîðàäèêàëîì GF ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ òåõ íîðìàëü-

íûõ ïîäãðóïï N èç G, äëÿ êîòîðûõ G/N ∈ F. Åñëè F � ôîðìàöèÿ, òî GF

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ôàêòîðãðóïïà ïî
êîòîðîé ïðèíàäëåæèò F.
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Åñëè F = U � ôîðìàöèÿ âñåõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï, òî GU íàçûâàåòñÿ
ñâåðõðàçðåøèìûì êîðàäèêàëîì ãðóïïû G.

Oπ(G) � π-êîðàäèêàë ãðóïïû G.

Ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ íàñûùåííîé, åñëè âñåãäà èç G/Φ(G) ∈ F ñëåäóåò,
÷òî è G ∈ F. Êëàññ ãðóïï X íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì èëè çàìêíóòûì
îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïï, åñëè èç òîãî, ÷òî G ∈ X ñëåäóåò, ÷òî è êàæäàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G òàêæå ïðèíàäëåæèò X.

Ïðîèçâåäåíèå ôîðìàöèé F è H ñîñòîèò èç âñåõ ãðóïï G, äëÿ êîòîðûõ
GH ∈ F, ò.å. FH = {G ∈ G|GH ∈ F}

Ôóíêöèÿ âèäà f : ïðîñòûå÷èñëà→ {ôîðìàöèè ãðóïï} íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-
íûì ñïóòíèêîì.

Ïðè n ≥ 1 ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ n-êðàòíî ω-íàñûùåííîé, åñëè F =
LFω(f), ãäå âñå çíà÷åíèÿ f ÿâëÿþòñÿ (n− 1)-êðàòíî ω-íàñûùåííûìè ôîðìà-
öèÿìè. Íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî ω-íàñûùåííîé, åñëè îíà
n-êðàòíî ω-íàñûùåííà äëÿ âñåõ n. Ïóñòóþ ôîðìàöèþ � ñ÷èòàþò òîòàëüíî
ω-íàñûùåííîé.

Ãëàâíûé ôàêòîðH/K ãðóïïûG íàçîâåì F-öåíòðàëüíûì (F-ýêñöåíòðàëüíûì),
åñëè H/K f -öåíòðàëåí (ñîîòâåòñòâåííî f -ýêñöåíòðàëåí) â G äëÿ íåêòîðîãî
âíóòðåííåãî ëîêàëüíîãî ñïóòíèêà f ôîðìàöèè F. Ïðè K = 1 ìû ïîëó÷àåì
ïîíÿòèå F-öåíòðàëüíîé è F-ýêñöåíòðàëüíîé ìèíèìàëüíîé ïîäãðóïïû.

Íîðìàëüíàÿ ñåêöèÿ (â ÷àñòíîñòè, ãëàâíûé ôàêòîð) H/K 6= 1 ãðóïïû G
íàçûâàåòñÿ f -öåíòðàëüíîé â G, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëî-
âèé:

1) äëÿ ëþáîãî p ∈ π(H/K) G/CG(H/K) ∈ f(p);
2) H/K � πd-ãðóïïà è G/CG(H/K) ∈ f(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ π ∩ π(H/K).
Ïóñòü F � íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ. Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ãðóïïû G

íàçûâàåòñÿ F-ãèïåðöåíòðàëüíîé â G, åñëè ñóùåñòâóåò ðÿä 1 = H0 E N1 E
· · · E Nr = N , ïðè÷åì ôàêòîðû Ni+1/Ni ÿâëÿþòñÿ F-öåíòðàëüíûìè ãëàâ-
íûìè â ãðóïïå G. Ïðîèçâåäåíèå âñåõ F-ãèïåðöåíòðàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû
G âíîâü ÿâëÿåòñÿ F-ãèïåðöåíòðàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Îíà îáîçíà-
÷àåòñÿ ZF(G) è íàçûâàåòñÿ F-ãèïåðöåíòðîì ãðóïïû G. Äëÿ ôîðìàöèè N
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ÷àñòî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå Z∞(G) âìåñòî ZN(G).

×åðåç LF (f) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ âñå ãëàâíûå ôàê-
òîðû f -öåíòðàëüíû. Êëàññ F = LF (f) ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííîé ôîðìàöèåé; ïðè
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ýòîì f íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ñïóòíèêîì ôîðìàöèè F. Ñïóòíèê f íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííèì, åñëè f(p) ⊆ LF (f) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

Ýëåìåíò x 6= 1 ãðóïïû G íàçîâåì ZF,G-ýëåìåíòîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî
èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1)K 6= xK ∈ ZF(G/K) äëÿ íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû K èç G;
2) ãðóïïà G èìååò òàêîé F-öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð L/K, ÷òî x ∈ L

è x /∈ K. Åäèíè÷íûé ýëåìåíò òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü ZF,G-ýëåìåíòîì.

Ëîêàëüíûé ñïóòíèê f íàñûùåííîé ôîðìàöèè F íàçîâåì ïîëóâíóòðåííèì,
åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ëèáî f(p) ⊆ F, ëèáî f(p) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì E
âñåõ ãðóïï.

Ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà M ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ F-íîðìàëüíîé, åñëè
M ⊇ GF. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå M íàçûâàåòñÿ F-àáíîðìàëüíîé.

Ñêàæåì, ÷òî ïîäãðóïïà K ãðóïïû G îáëàäàåò π-äîïîëíåíèåì H â ãðóïïå
G, åñëè HK = G è |H ∩K| íå äåëèòñÿ íà ÷èñëà èç π. Ïîäãðóïïó H ñ ýòèì
ñâîéñòâîì áóäåì íàçûâàòü π-äîïîëíåíèåì äëÿ ïîäãðóïïû (ê ãðóïïå) K â
ãðóïïå G, à ïîäãðóïïó K � π-äîïîëíÿåìîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Äîáàâëåíèåì ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
ïîäãðóïïà H èç G, ÷òî HK = G.

Íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó R ãðóïïû G íàçîâåì F-ïðåäåëüíîé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé, åñëè R/R∩Φ(G) ÿâëÿåòñÿ F-ýêñöåíòðàëüíûì ãëàâíûì ôàêòî-
ðîì ãðóïïû G.

Ýëåìåíò x êîíå÷íîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ Q-öåíòðàëüíûì â G, åñëè
ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð H/K ãðóïïû G òàêîé, ÷òî x ∈
H\K.

Íàçîâåì ãðóïïó M ìèíèìàëüíûì äîáàâëåíèåì ê ãðóïïå K ãðóïïû G,
åñëè G = MK, íî G 6= M1K äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïû M1 ãðóïïû
M .

Ïîäãðóïïó H ãðóïïû G íàçîâåì äîáàâëÿåìîé â G, åñëè â G ñóùåñòâóåò
ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà K, òàêàÿ, ÷òî G = HK.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå Ãàøþöà [1] 1963 ãîäà áûë âïåðâûå âûäåëåí êëàññ íàñûùåííûõ
ôîðìàöèé, à òàêæå áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá èõ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé. Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìàöèÿ F íàçûâàåòñÿ íàñûùåí-
íîé, åñëè âñåãäà èç G/Φ(G) ∈ F ñëåäóåò, ÷òî G ∈ F. Â ðàáîòå [1] òàêæå áû-
ëà ââåäåíà êîíöåïöèÿ f -öåíòðàëüíîãî ãëàâíîãî ôàêòîðà: ïóñòü ôóíêöèÿ f
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ãðóïïå íåêîòîðóþ ôîðìàöèþ. Ãëàâíûé ôàêòîð H/K
ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ f -öåíòðàëüíûì, åñëè G/CG(H/K) ∈ f(H/K). Íàïîì-
íèì, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ ÷èñåë ñî çíà÷å-
íèÿìè âî ìíîæåñòâå âñåõ ôîðìàöèé, íàçûâàåòñÿ ôîðìàöèîííîé ôóíêöè-
åé. Åñëè ôîðìàöèÿ F ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
âñå ãëàâíûå ôàêòîðû F-öåíòðàëüíû, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñïóòíèêîì
ôîðìàöèè F.

Èäåè, çàëîæåííûå â îòìå÷åííîé ðàáîòå Ãàøþöà, ïðèâëåêëè âíèìàíèå
ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ ïî àëãåáðå (ñì., íàïðèìåð, [2], [3], [4]), è èññëåäîâà-
íèÿ, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì ñïóòíèêîâ ôîðìàöèé, ñîñòàâèëè îäíî èç äîìè-
íèðóþùèõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé òåîðèè êëàññîâ ãðóïï.

Â 1991ã. Ë.À.Øåìåòêîâûì áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ êîíöåïöèÿ îáîáùåííî
öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ýëåìåíò x ãðóïïû G îí íàçâàë Qf -öåíòðàëüíûì
(f -íåêîòîðûé ñïóòíèê), åñëè x ∈ H \ K äëÿ íåêîòîðîãî f -öåíòðàëüíîãî
ãëàâíîãî ôàêòîðà H/K ãðóïïû G. Ýòî ïîíÿòèå áûëî èñïîëüçîâàíî â ðàáîòå
Õ.À.Àëü-Øàðî è Ë.À.Øåìåòêîâà [5] ïîä íàçâàíèåì Zf,G-ýëåìåíòà; â ýòîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü ïðîáëåìà ôîðìàöèîííîé ðàñïîçíàâàåìîñòè ãðóïïû
ïî çàäàííîé ñèñòåìå Qf -öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòîé æå ïðîáëåìå è ïî-
ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ.

Ïóñòü f � ñïóòíèê ôîðìàöèè F, Θ � ôóíêòîð, âûäåëÿþùèé â êàæäîé
ãðóïïå íåêîòîðóþ ñèñòåìó åå ýëåìåíòîâ. Ìû ñêàæåì, ÷òî ãðóïïà G F-
ðàñïîçíàâàåìà ïî ñèñòåìå Θ(G), åñëè èç òîãî, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç Θ(G)
Qf -öåíòðàëüíû, âûòåêàåò, ÷òî G ∈ F.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ôóíêòîðîâ Θ
ãðóïïà G F-ðàñïîçíàâàåìà?

Â 1954 ãîäó Õóïïåðò â ðàáîòå [6] â êà÷åñòâå ñèñòåìû Θ(G) ðàññìàòðè-
âàë ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, íå ñîäåðæàùèõñÿ â ïîäãðóïïå Ôðàòòèíè
Φ(G); â ýòèõ òåðìèíàõ òåîðåìà Õóïïåðòà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f � âíóòðåííèé ëîêàëüíûé ñïóòíèê ôîðìàöèè
âñåõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï U, òî èç òîãî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
G, íå ëåæàùèé â Φ(G), ÿâëÿåòñÿ Qf -öåíòðàëüíûì, âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà
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G ñâåðõðàçðåøèìà. Îáîáùåíèþ òåîðåìû Õóïïåðòà áûëà ïîñâÿùåíà ðàáîòà
Áýðà 1959 ãîäà [7], â êîòîðîé â êà÷åñòâå ñèñòåìû Qf -öåíòðàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ âûñòóïàëî ìíîæåñòâî H \ Φ(H), ãäå H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G. Â ðàáîòàõ [8], [10] áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñâåðõðàçðåøèìî-
ñòè è p-ñâåðõðàçðåøèìîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï, ñâÿçàííûå ñ äîïîëíÿåìîñòüþ
èëè äîáàâëÿåìîñòüþ ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîò [8], [10] îáóñëîâëåíû íàëè÷èåì Qf -öåíòðàëüíûõ
ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôîðìàöèîííîé ðàñïîçíàâàåìîñòè ãðóïïû ñ ñèñòå-
ìîé åå îáîáùåííî öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è äàëüíåé-
øåé åå ðåàëèçàöèè ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà.
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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.
Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ 40 ëåò ïðåäìåòîì ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ

èññëåäîâàòåëåé ïî òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îäíî èç âàæíûõ è èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé�òåîðèÿ ôîðìàöèé.

Ïîíÿòèå ôîðìàöèè áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå Ãàøþöà [1]. Ôîðìàöèÿ
� ýòî êëàññ ãðóïï, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðà-
çîâ è êîíå÷íûõ ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Â ðàáîòå Ãàøþöà [1] ïðåäëîæåíû
òàêæå êîíöåïöèÿ íàñûùåííîé ôîðìàöèè è êîíöåïöèÿ f -öåíòðàëüíîãî ãëàâ-
íîãî ôàêòîðà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ãðóïïå íåêîòîðóþ
ôîðìàöèþ. Ãëàâíûé ôàêòîð H/K ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ f -öåíòðàëüíûì,
åñëè G/CG(H/K) ∈ f(H/K).

Åñëè êëàññ ãðóïï F ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ òåõ ãðóïï, ó êîòîðûõ
âñå ãëàâíûå ôàêòîðû F-öåíòðàëüíû, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñïóòíèêîì
êëàññà F. Èçó÷åíèþ ñïóòíèêîâ ôîðìàöèé áûëè ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå
ðàáîòû (ñì.[12], [2], [4].)

Â 1991ã. Ë.À.Øåìåòêîâ ïðåäëîæèë íîâóþ êîíöåïöèþ îáîáùåííî öåí-
òðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ýëåìåíò x ãðóïïû G îí íàçâàë Qf -öåíòðàëüíûì (f -
íåêîòîðûé ñïóòíèê), åñëè x ∈ H\K äëÿ íåêîòîðîãî f -öåíòðàëüíîãî ãëàâíî-
ãî ôàêòîðà H/K ãðóïïû G. Ýòî ïîíÿòèå áûëî èñïîëüçîâàíî â ðàáîòå [5] ïîä
íàçâàíèåì Zf,G-ýëåìåíòà; â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü ïðîáëåìà ôîðìà-
öèîííîé ðàñïîçíàâàåìîñòè ãðóïïû ïî çàäàííîé ñèñòåìå Qf -öåíòðàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Ýòîé æå ïðîáëåìå è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ. Âñå
ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè ãðóïïû ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè.

Ïóñòü f � ñïóòíèê ôîðìàöèè F, Θ � ôóíêòîð, âûäåëÿþùèé â êàæäîé
ãðóïïå íåêîòîðóþ ñèñòåìó åå ýëåìåíòîâ. Ìû ñêàæåì, ÷òî ãðóïïà G F-
ðàñïîçíàâàåìà ïî ñèñòåìå Θ(G), åñëè èç òîãî, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç Θ(G)
Qf -öåíòðàëüíû, âûòåêàåò, ÷òî G ∈ F.

Â äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ.
Îñíîâíîé âîïðîñ.
Ïðè çàäàííîé ôîðìàöèè F ñî ñïóòíèêîì f äëÿ êàêèõ ôóíêòîðîâ Θ êàæ-

äàÿ ãðóïïà G F-ðàñïîçíàâàåìà?
Â ðàáîòå [5] â êà÷åñòâå ñèñòåìû Θ(G) ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà ýëå-

ìåíòîâ ïðîñòîãî ïîðÿäêà è ïîðÿäêà 4. Â êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Õóïïåðòà
1954 ãîäà [6] â êà÷åñòâå Θ(G) ðàññìàòðèâàëîñü ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ,
íå ñîäåðæàùèõñÿ â ïîäãðóïïå Ôðàòòèíè Φ(G); â ýòèõ òåðìèíàõ òåîðå-
ìà Õóïïåðòà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f �
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âíóòðåííèé ëîêàëüíûé ñïóòíèê ôîðìàöèè âñåõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï U,
òî èç òîãî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G, íå ëåæàùèé â Φ(G), ÿâëÿåò-
ñÿ Qf -öåíòðàëüíûì, âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà. Îáîáùåíèþ
òåîðåìû Õóïïåðòà áûëà ïîñâÿùåíà ðàáîòà Áýðà 1959 ãîäà [7], â êîòîðîé
â êà÷åñòâå ñèñòåìû Qf -öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ âûñòóïàëî ìíîæåñòâî
H \Φ(H), ãäå H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Â ðàáîòàõ [9], [10] áû-
ëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñâåðõðàçðåøèìîñòè è p-ñâåðõðàçðåøèìîñòè êîíå÷-
íûõ ãðóïï, ñâÿçàííûå ñ äîïîëíÿåìîñòüþ èëè äîáàâëÿåìîñòüþ ïðèìàðíûõ
öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîò [9], [10]
îáóñëîâëåíû íàëè÷èåì Qf -öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôîðìàöèîííîé ðàñïîçíàâàåìîñòè ãðóïïû ïî ñè-
ñòåìå åå îáîáùåííî öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ âïîëíå àêòóàëüíà.

Ñâÿçü ðàáîòû ñ êðóïíûìè íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè.
Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñáþäæåòíîé òåìû "Ñòðóêòóðíàÿ

òåîðèÿ êëàññîâ ãðóïï"Ãîìåëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè
Ô.Ñêîðèíû (� ãîñðåãèñòðàöèè â ÁåëÈÑÀ - 20011227). Òåìà âõîäèò â Ìåæ-
âóçîâñêóþ ïðîãðàììó ôóíäîìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé "Àíàëèç è äèíàìè÷å-
ñêèå ñèñòåìû". Âûïîëíåíèå òåìû çàïëàíèðîâàíî íà 2001-2005ã.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ.
Öåëü äèññåðòàöèè � íàõîæäåíèå ñèñòåì îáîáùåííî öåíòðàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ, âëèÿþùèõ íà âõîæäåíèå ãðóïïû â íàñûùåííóþ ôîðìàöèþ. Äëÿ
äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè â äèññåðòàöèè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà-
÷è:

� óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ñâåðõðàçðåøèìîñòüþ ãðóïïû G è íàëè÷è-
åì ïðèìàðíûõ îáîáùåííî öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íå âõîäÿùèõ â ïîäãðóïïó
Ôðàòòèíè ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï è âñåé ãðóïïû;

� õàðàêòåðèçàöèÿ íàñûùåííûõ ôîðìàöèé ñ ïîìîùüþ îáîáùåííî öåí-
òðàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííàÿ ñèñòåìà p-ýëåìåíòîâ ãðóï-

ïû G. Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � âëèÿíèå îáîáùåííîé öåíòðàëüíîñòè âûäå-
ëåííûõ ýëåìåíòîâ íà âõîæäåíèå ãðóïïû â íàñûùåííóþ ôîðìàöèþ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà àáñòðàêòíîé òåî-

ðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è òåîðèè ôîðìàöèé. Èç àáñòðàêòíîé òåîðèè ãðóïï èñ-
ïîëüçîâàëèñü òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íåïðîñòûõ êîíå÷-
íûõ ãðóïï, ïðè÷åì îñíîâíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä π-ñâîéñòâ êîíå÷íûõ



14

ãðóïï. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è
ðåäóêöèè ê èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì. Èç òåîðèè êëàññîâ ãðóïï èñïîëüçó-
þòñÿ ìåòîäû ôîðìàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ íàáîðîâ ïîäãðóïï, à òàê æå ìå-
òîäèêè èññëåäîâàíèÿ, îïóáëèêîâàííûå â æóðíàëüíûõ ñòàòüÿõ ðàçëè÷íûõ
àâòîðîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Óñòàíîâëåíû íîâûå

ôàêòû ôîðìàöèîííîé îïðåäåëÿåìîñòè êîíå÷íîé ãðóïïû ïî ñèñòåìå îáîá-
ùåííî öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ðàáîòå ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå
ðåçóëüòàòû Ð.Áýðà, Â.Õóïïåðòà, Ñ.Í.×åðíèêîâà, Â.À.Âåäåðíèêîâà è Í.È.Êóëåøîâà
(ñì. [1], [7], [9], [10]).

Ïðàêòè÷åñêàÿ (ýêîíîìè÷åñêàÿ, ñîöèàëüíàÿ) çíà÷èìîñòü ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â äèñ-
ñåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â èññëåäîâàíèÿõ ïî
òåîðèè ãðóïï. Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì
ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ ÂÓÇîâ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ðàñïîçíàâàíèå p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï ïî ñèñòåìå QU-öåíòðàëüíûõ

ýëåìåíòîâ (òåîðåìà 3.1 [29]).
2. Ñâîéñòâà G-ãëàâíûõ ôàêòîðîâ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ íîðìàëüíûõ ïîä-

ãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï ñ ñèñòåìîé QU-öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ (òåîðåìà 4.1
[30]).

3. F-ðàñïîçíàâàíèå êîíå÷íîé ãðóïïû ñ ñèñòåìîé QF-öåíòðàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (F � íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ) (òåîðåìû 5.3, 5.4, 5.5 [31]).

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ.
Â ñîâìåñòíî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùèå èäåè

äîêàçàòåëüñòâ ïðèíàäëåæàò íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, à ñàìè äîêàçàòåëü-
ñòâà ïîëó÷åíû ñîèñêàòåëåì ñàìîñòîÿòåëüíî è íåçàâèñèìî îò ñîàâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåä-

ðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè Ãîìåëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.
Ô.Ñêîðèíû, íà XXVI íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ïî åñòåñòâåííûì, òåõíè÷åñêèì
è ãóìàíèòàðíûì íàóêàì (Áåëàðóñü, ã.Ìèíñê, 1998ã.); íà VII Áåëîðóññêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Áåëàðóñü, ã.Ìèíñê, 19�24 èþíÿ 2000ã.); íà
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IV Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 60-ëåòèþ ïðî-
ôåññîðà Þ.È.Ìåðçëÿêîâà (Ðîññèÿ, ã.Íîâîñèáèðñê, 7�11 àâãóñòà 2000ã.); íà
IV Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè â Óêðàèíå (Óêðàèíà, ã.Ëüâîâ,
4�9 àâãóñòà 2003ã.); íà V Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è òåî-
ðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ"(Ðîññèÿ, ã.Òóëà, 19�24 ìàÿ
2003ã.); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ ïðîôåññîðà À.È.Êîêîðèíà (Ðîññèÿ, ã.Èðêóòñê, 25�28 àâãóñòà 2004ã.);
íà IX Áåëîðóññêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Áåëàðóñü, ã.Ãðîäíî, 2004ã.);
íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ�2005"(Óêðàèíà, ã.Ñåâàñòîïîëü, 2005ã.).

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3 ñòàòüÿõ, 1 ïðå-

ïðèíòå è 7 òåçèñàõ äîêëàäîâ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ñòðàíèö îïóáëèêîâàííûõ
ìàòåðèàëîâ � 36.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, îá-

ùåé õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, 6 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ
èñòî÷íèêîâ (38 íàèìåíîâàíèé). Îáúåì äèññåðòàöèè � 54 ñòðàíèöû.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-
äèòåëþ � ÷ëåíó-êîððåñïîíäåíòó ÍÀÍ Áåëàðóñè, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîðó Ëåîíèäó Àëåêñàíäðîâè÷ó Øåìåòêîâó çà âíèìàíèå, îêàçàí-
íîå èì ïðè íàïèñàíèè äàííîé äèññåðòàöèè.
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ÃËÀÂÀ 1

ÎÁÇÎÐ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè ãðóïïû êîíå÷íû. Òåðìèíîëîãèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíû, èõ ìîæíî íàéòè â [12], [2], [3].

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðîåíèÿ p-ñâåðõðàçðå-
øèìûõ ãðóïï.

Äàëåå èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì.
Ãëàâà 1 ñîäåðæèò îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
Â ãëàâå 2 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â

îñíîâíîì òåêñòå äèññåðòàöèè.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíî â ãëàâàõ 3 � 6.
Öåëü òðåòüåé ãëàâû �Õàðàêòåðèçàöèÿ êîíå÷íûõ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï"ÿâëÿåòñÿ

èçó÷åíèå p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï ñ ñèëîâñêèìè p-ïîäãðóïïàìè, èñïîëüçóÿ
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå (ïðåäëîæåíî Ë.À. Øåìåòêîâûì). Ýëåìåíò x íàçîâåì
QU-öåíòðàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé ôàêòîð
H/K ãðóïïû G, ÷òî x ∈ H\K.

Áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

3.1. Òåîðåìà [29]. Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû
G. Ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëå-
ìåíò èç P\Φ(P ) ∪ Phi(G) QU-öåíòðàëåí â G.

Öåëü ÷åòâåðòîé ãëàâû ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íîâûõ ñâîéñòâ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï. Èçó÷åíèþ ãðóïï, îïðåäåëÿåìûõ ñâîé-
ñòâàìè ñèñòåìû ïîäãðóïï, óäåëÿëè âíèìàíèå ìíîãèå àâòîðû. Íàïðèìåð,
Ñ.Í. ×åðíèêîâ âíåñ âûäàþùèéñÿ âêëàä â èññëåäîâàíèå ãðóïï ñ îãðàíè÷åíèÿ-
ìè äëÿ ïîäãðóïï. Â ðàáîòå [10] èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ñ
àáåëåâûìè ñèëîâñêèìè ïîäãðóïïàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà ñâåðõðàçðåøèìà,
êîãäà êàæäàÿ åå ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ õîòÿ áû â
îäíîé ñîäåðæàùåé åå ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå èç G, äîïîëíÿåìà è â ñàìîé ãðóï-
ïå G. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [19], [23], [5] è äð.).

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå �Î p-ñâåðõðàçðåøèìûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïïàõ êîíå÷-
íûõ ãðóïï� íàìè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëå-
íèè.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 3.1. ãëàâû 3, áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:
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4.1. Òåîðåìà [30]. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, H E G, P � ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà èç H. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç P\(Φ(P ) ∪ Φ(G)) ÿâëÿåòñÿ
QU-öåíòðàëüíûì â G, òî H p-ñâåðõðàçðåøèìà è êàæäûé åå íåôðàòòèíèåâ
G-ãëàâíûé p-ôàêòîð èìååò ïîðÿäîê p.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 4.1 âûòåêàåò òåîðåìà 3.1.

Âàæíîå ìåñòî â èññëåäîâàíèÿõ ãðóïï ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì ñèñòåìû
ïîäãðóïï çàíèìàþò âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì ôàêòîðèçàöèè ãðóïïû.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ âïîëíå ôàêòîðèçóåìîé, åñëè êàæäàÿ åå
ïîäãðóïïà äîïîëíÿåìà â íåé. Êîíå÷íûå âïîëíå ôàêòîðèçóåìûå ãðóïïû áûëè
îïèñàíû â ðàáîòå Õîëëà [18]. Â äàëüíåéøåì Þ.Ì. Ãîð÷àêîâ óñòàíîâèë â [6],
÷òî äëÿ ïîëíîé ôàêòîðèçóåìîñòè êîíå÷íîé ãðóïïû G äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
â G áûëè äîïîëíÿåìûìè ëèøü åå ìèíèìàëüíûå ïîäãðóïïû.

Íà÷èíàÿ ñ 1953 ã., Ñ.Í. ×åðíèêîâ è åãî ó÷åíèêè âûïóñòèëè ñåðèþ ðàáîò,
èññëåäóþùèõ ãðóïïû ñ ñèñòåìîé äîïîëíÿåìûõ ïîäãðóïï. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
(ñì. [20], ÷àñòè 7 � 8 è ïðèëîæåíèå) ãðóïïû èëè îêàçûâàëèñü ñâåðõðàçðå-
øèìûìè, èëè èìåëè ñâîéñòâà, ñõîäíûå ñ ñâîéñòâàìè U-ãðóïï.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ñòðîãî äîáàâëÿåìà â G, åñëè ñóùåñòâóåò
äîáàâëåíèå B 6= G ê A â ãðóïïå G. Â.À. Âåäåðíèêîâ è Í.È. Êóëåøîâ äîêà-
çàëè, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàæäàÿ ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ñòðîãî äîáàâëÿåìàÿ â ñèëîâñêîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ñòðîãî äîáàâëÿåìà â ãðóïïå G.

Öåëüþ ïÿòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [10] è [19]
ðàññìàòðèâàÿ U � ïðîèçâîëüíóþ íàñûùåííóþ ôîðìàöèþ.

Ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå Zf,G-ýëåìåíòà,
ïðåäñòàâëåííîãî â [12].

Â ãëàâå 5. � Õàðàêòåðèçàöèÿ ãðóïï è ôîðìàöèé� äîêàçàíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû:

5.1. Ëåììà[31]. Ïóñòü G = AB, ãäå B � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû G è A =< a > � öèêëè÷åñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ
ZN,G-ýëåìåíòîì. Áîëåå òîãî, G = AM äëÿ íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ìàêñè-
ìàëüíîé ïîäãðóïïû M ãðóïïû G.

5.2. Ëåììà[31]. Ïóñòü G = AB, ãäå B 6= G è A =< a > � öèêëè÷åñêàÿ
p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, p > 2. Äîïóñòèì, ÷òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñ
àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì.

5.3. Ëåììà[31]. Ïóñòü G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà, ñòðîãî äîáàâëÿåìàÿ â ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå
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ãðóïïû G, ñòðîãî äîáàâëÿåìà â G. Òîãäà êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà
ñòðîãî äîáàâëÿåìàÿ â ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ïîðîæäàåòñÿ ZU,G-
ýëåìåíòîì.

5.3. Òåîðåìà [31].Ïóñòü F = LF (f), ãäå f � ïîëóâíóòðåííèé ñïóòíèê.
Ïóñòü ω = {p ∈ P : f(p) 6= E}, G � ãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
p ∈ ω âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: êàæäûé ýëåìåíò x ∈ Gp\Φ(Gp)
ÿâëÿåòñÿ Zf,G-ýëåìåíòîì. Òîãäà G ∈ F.

Èç òåîðåìû 5.3 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ:

5.3.1. Ñëåäñòâèå [31]. Ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç Gp\Φ(Gp) ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì.

5.3.2. Ñëåäñòâèå [31]. Ãðóïïà G p-íèëüïîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç Gp\Φ(Gp) ÿâëÿåòñÿ ZN,G-ýëåìåíòîì.

5.4. Òåîðåìà [31]. Ïóñòü F = LF (f), ãäå f � ïîëóâíóòðåííèé ñïóò-
íèê. Ïóñòü ω = {p ∈ P : f(p) 6= E}, G � ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ àáåëåâó
ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó äëÿ êàæäîãî p ∈ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî p ∈ ω âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-
ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ïîðîæäàåòñÿ
Zf,G-ýëåìåíòîì. Òîãäà G ∈ F.

Èç òåîðåìû 5.4 áûëè ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ:

5.4.1. Ñëåäñòâèå [31]. Ïóñòü G � ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ àáåëåâó ñèëîâ-
ñêóþ p-ïîäãðóïïó Gp. Òîãäà ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â Gp, ïîðîæäàåò-
ñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì.

5.4.2. Ñëåäñòâèå [31]. Ïóñòü G � ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ àáåëåâó ñèëîâ-
ñêóþ p-ïîäãðóïïó Gp. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, äîïîëíÿåìàÿ â Gp,
ïîðîæäàåòñÿ ZN,G-ýëåìåíòîì.

5.5. Òåîðåìà [31]. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, H E G è ïîäãðóïïà Hp

àáåëåâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ
â Hp, ïîðîæäàåòñÿ QU-öåíòðàëüíûì â ãðóïïå G ýëåìåíòîì. Òîãäà H p-
ñâåðõðàçðåøèìà è êàæäûé åå G-ãëàâíûé p-ôàêòîð èìååò ïîðÿäîê p.

Â ãëàâå 6 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùèõ
ãëàâ è èññëåäîâàíèÿìè ãðóïï, îáëàäàþùèõ çàäàííîé ñèñòåìîé S-êâàçèíîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï.



19

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

6.1 Òåîðåìà [39]. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, p �
ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî H p-ðàçðåøèìà, ëèáî p � íàè-
ìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùåå ïîðÿäîê H. Åñëè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóï-
ïû ñèëîâñêîé p-ãðóïïû èç H ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè â G, òî H
p-ñâåðõðàçðåøèìà è å¼ íåôðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå p-ôàêòîðû öèêëè÷åñêèå.

6.2 Òåîðåìà [39]. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè
ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï èçK ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè
â G, òî K ñâåðõðàçðåøèìà è å¼ íåôðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå ôàêòîðû öèê-
ëè÷åñêèå.
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ÃËÀÂÀ 2

ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

2.1. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà àáñòðàêòíîé òåî-
ðèè êîíå÷íûõ ãðóïï. Ïðèâëå÷åíû òàêæå ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë è ìåòîäû
òåîðèè êëàññîâ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû òåîðèè ôîðìàöèé.

2.2. Èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ðÿä îáùèõ ïîíÿòèé, èãðàþùèõ âàæ-
íóþ ðîëü â äàííîé ðàáîòå, à òàêæå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû,
êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äèññåðòàöèè íàèáîëåå ÷àñòî. Îñòàëüíûå èñïîëü-
çóåìûå ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿ ñî ññûëêàìè â îñíîâíîì òåêñòå ðàáîòû.

2.2.1. Òåîðåìà [12, Òåîðåìà 4.1] Â ëþáîé pd-ãðóïïå G ïîäãðóïïà Fp(G)
ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì öåíòðàëèçàòîðîâ â G âñåõ ãëàâíûõ pd-ôàêòîðîâ
ãðóïïû G.

2.2.2. Òåîðåìà [2, Òåîðåìà À.9.13] Ïóñòü H1 è H2 � G-ãëàâíûå ðÿäû
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû H êîíå÷íîé ãðóïïû G. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãëàâíûìè ôàêòîðàìè ýòèõ ðÿäîâ òà-
êîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôàêòîðû G-èçîìîðôíû è ôðàòòèíèåâû ãëàâ-
íûå ôàêòîðû èç H1 îòîáðàæàþòñÿ âî ôðàòòèíèåâû ôàêòîðû èç H2.

2.2.3. Òåîðåìà [12, Òåîðåìà 12.4] Ïóñòü H � íåêîòîðîå ìèíèìàëü-
íîå äîáàâëåíèå ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû G. Åñëè H ñîäåðæèò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíó ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó ãðóïïû K, òî K p-íèëüïîòåíòíà.

2.2.4. Òåîðåìà [12, Òåîðåìà 4.2] Ïóñòü F � íåêîòîðàÿ ëîêàëüíàÿ
ôîðìàöèÿ, N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è N/N ∩ Φ(G) ∈ F. Òîãäà
N ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ N = N1 × N2, ìíîæèòåëè
êîòîðîãî óäîñòîâåðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1)N1 ∈ F;
2) π(N2) ∩ π(F) = �;
3) N2 ⊆ Φ(G)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè N/N∩Φ(G) èìååò íîðìàëüíóþ õîëëîâñêóþ π-ïîäãðóïïó,

òî N òàêæå îáëàäàåò íîðìàëüíîé õîëëîâñêîé π-ïîäãðóïïîé.

2.2.5. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.2.1] Ïóñòü F � ëîêàëüíàÿ ôîðìàöèÿ,
ñîäåðæàùàÿ N. Åñëè N E G è N/N ∩ Φ(G) ∈ F, òî N ∈ F.
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2.2.6. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.2.2] Åñëè N E G è N/N ∩ Φ(G) π-
ñâåðõðàçðåøèìà, òî è N π-ñâåðõðàçðåøèìà.

2.2.7. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.2.3] Åñëè N E G è N/N ∩Φ(G) ñâåðõ-
ðàçðåøèìà, òî è N ñâåðõðàçðåøèìà.

2.2.8. Òåîðåìà [12, Òåîðåìà 4.4] Ãðóïïà G 6= 1 ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èìååò ïðîñòîé
èíäåêñ.

2.2.9. Ëåììà [26, Ñëåäñòâèå V.1.2] Åñëè ôàêòîðãðóïïà G/Φ(G) öèê-
ëè÷åñêàÿ, òî ãðóïïà G òàêæå öèêëè÷åñêàÿ.

2.2.10. Òåîðåìà [2, Òåîðåìà À.7.12 ] Åñëè ãðóïïà G ñîäåðæèò íîð-
ìàëüíóþ öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó K è ôàêòîðãðóïïà G/K ñâåðõðàçðåøèìà,
òî ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà.

2.2.11. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.2.1] Ïóñòü N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà ãðóïïû G, ïðè÷åì ôàêòîðãðóïïà N/N ∩Φ(G) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé.
Òîãäà ïîäãðóïïà N òàêæå íèëüïîòåíòíà.

2.2.12. Ëåììà [14, Ëåììà 3.1] Ïóñòü N è L � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû
ãðóïïû G. Ïóñòü P/L � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû NL/L, à ãðóïïàM/L
� ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû P/L. Åñëè Pp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà
ãðóïïû P ∩N , òî Pp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû N , ïðè÷åì D = M ∩
N ∩ Pp � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå Pp è M = LD.

2.2.13. Ëåììà [2, ñ.36] Ïóñòü H/K � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Òîãäà
F (G) ⊆ CG(H/K).

2.2.14. Ëåììà [2, c.36] Ïóñòü G � ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà CG(F (G)) ⊆
F (G).

2.2.15. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.1.1] Â ëþáîé ãðóïïå G ïîäãðóïïà
Ôèòòèíãà F (G) ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì öåíòðàëèçàòîðîâ â G âñåõ ãëàâ-
íûõ ôàêòîðîâ ãðóïïû G.

2.2.16. Ëåììà [26, Ëåììà I.3.4] Åñëè G/Z(G) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà,
òî G = Z(G) è ãðóïïà G àáåëåâà.

2.2.17. Ëåììà [15, Ëåììà 26.5] Åñëè G � ñâåðõðàçðåøèìàÿ ãðóïïà
è p � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà G, òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà
ãðóïïû G íîðìàëüíà.
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2.2.18. Ëåììà [10, ñ. 3] Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è âñå ñèëîâñêèå
ïîäãðóïïû ãðóïïû G àáåëåâû. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, äîïîëíÿå-
ìàÿ â ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, äîïîëíÿåìà è â ãðóïïå G.

2.2.19. Ëåììà [9, ñ. 107] Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, äîáàâëÿ-
åìàÿ â ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, äîáàâëÿåìà è â ãðóïïå G.

2.2.20. Òåîðåìà [2, Òåîðåìà (Ãàøþöà) IV. 4.6] Íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ
F íàñûùåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò ëîêàëüíûé ñïóòíèê.

2.2.21. Ëåììà [12, Òåîðåìà 8.1] Ïóñòü F = LF (f), ãäå f � ïîëóâ-
íóòðåííèé ñïóòíèê. Ïóñòü H/L � íåôðàòòèíèåâ G-ãëàâíûé ôàêòîð èç
GF òàêîé, ÷òî f(p) ⊆ F äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ π(H/L). Òîãäà ôàêòîð H/L
f -ýêñöåíòðàëåí â G.

2.2.22. Ëåììà [12, Ëåììà 11.6] Ïóñòü G = AB. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p ñóùåñòâóþò òàêèå ñèëîâñêèå p-ãðóïïû P, P1, P2 ñîîòâåò-
ñòâåííî â G,A è B, ÷òî P = P1P2.

2.2.23. Ëåììà [16] Åñëè G = AB, N E A, N ⊆ A ∩B, òî BG ⊇ N .

2.2.24. Òåîðåìà [3, ãëàâà VI]
1) U = LF (f), ãäå f � ëîêàëüíûé ñïóòíèê, òàêîé, ÷òî f(p) äëÿ êàæäîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p åñòü êëàññ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ýêñïîíåíòû, äåëÿùåé p−1.
2) Ïóñòü pU � êëàññ âñåõ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï. Òîãäà pU = LF (f),

ãäå f � ëîêàëüíûé ñïóòíèê, òàêîé ÷òî f(p) åñòü êëàññ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï
ýêñïîíåíòû, äåëÿùåé p− 1 è f(q) = E äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî q 6= p.

3) Ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò ïîðÿäîê ãëàâíîãî ôàêòîðà H/K ãðóïïû
G. Òîãäà H/KpU-öåíòðàëåí (U � öåíòðàëåí) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
|H/K| = p.

2.2.25. Òåîðåìà [3, Òåîðåìà 6.6] Ïóñòü G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñ
àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Òîãäà lp(G) ≤ 1.

2.2.26. Ëåììà [3, Òåîðåìà 9.1] Åñëè ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà,òî
lp(G) ≤ 1.

2.2.27. Ëåììà [17, ñ. 1324] Ïóñòü F � íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ, G �
ãðóïïà. Åñëè GF èìååò àáåëåâó ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó äëÿ êàæäîãî ïðîñòî-
ãî ÷èñëà p ∈ ω, òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà H òàêàÿ, ÷òî G = HGF è H∩GF

åñòü ω′-ãðóïïà.
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2.2.28. Ëåììà [17, ñ. 1326] Ïóñòü F = LF (f) è f(p) ∈ F äëÿ íåêîòî-
ðîãî ïðîñòîãî p. Åñëè ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â GF àáåëåâà, òî GF íå èìååò
f -öåíòðàëüíûõ G-ãëàâíûõ p-ôàêòîðîâ.

2.2.29. Ëåììà [17] Åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû G S-êâàçèíîðìàëüíà, òî
NG(H) ⊇ Op(G) = GNp.

2.2.30. Ëåììà [17] Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, L
� íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, L ⊆ H. Åñëè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû
â ãðóïïå H S-êâàçèíîðìàëüíû â G, òî ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû èç ãðóïïû
H/L òàêæå S-êâàçèíîðìàëüíû â G/L.

2.2.31. Ëåììà [17] Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, L �
S-êâàçèíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà H ∩ L S-êâàçèíîðìàëüíà â
ãðóïïå G.

2.2.32. Ëåììà [21] Åñëè p-ïîäãðóïïà H ãðóïïû G S-êâàçèíîðìàëüíà,
òî H ñóáíîðìàëüíà â G è NG(H) ⊇ Op(G) = GNp.

2.2.33. Ëåììà [5] Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, L � S-
êâàçèíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ãðóïïà H∩L S-êâàçèíîðìàëüíà
â ãðóïïå G.

2.2.34. Ëåììà Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, Hp ⊆ Gp, P � ìàêñè-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Gp, P 6⊇ Hp. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå P ∩Hp ìàêñèìàëüíî â
Hp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê P � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Gp, òî Gp =

PHp, |Gp : P | = p. Òîãäà |Gp| : |P | = p, |Gp| = |P | |Hp

|Hp∩P | . Çíà÷èò, |Hp : Hp∩P | =
p. Ëåììà äîêàçàíà.

2.2.35. Ëåììà [12] Ïóñòü F = LF (f).ÒîãäàFèìååòâíóòðåííèéëîêàëüíûéñïóòíèêf1,
ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî p èìååò ìåñòî f1(p) = f(p) ∩ F.

2.2.36. Ëåììà [12] Ïóñòü F = LF (f), A è B � f -ãèïåðöåíòðàëüíûå
íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Òîãäà AB òàêæå ÿâëÿåòñÿ f -ãèïåðöåíòðàëüíîé
â G.

2.2.37. Ëåììà [12] Ïóñòü F = LF (f), ãäå ñïóòíèê f âíóòðåííèé.
Ïóñòü R � òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ÷òî G/R ∈ F. Åñëè
R f -ãèïåðöåíòðàëüíà â G, òî G ∈ F.
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2.2.38. Ëåììà [12] Ïóñòü ôîðìàöèÿ F = LF (f) ÿâëÿåòñÿ S-çàìêíóòîé,
H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè K � F-ãèïåðöåíòðàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G, òî ëþáîé H-ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû K ∩H F-öåíòðàëåí
â H.

2.2.39. Ëåììà [9, Òåîðåìà 1] Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G òîãäà è òîëüêî
òîãäà ñâåðõðàçðåøèìà, êîãäà êàæäàÿ åå ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóï-
ïà, äîáàâëÿåìàÿ õîòÿ áû â îäíîé ñîäåðæàùåé åå ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå èç G,
äîáàâëÿåìà è â ãðóïïå G.

2.2.40. Ëåììà [9, Ëåììà 1] Ïóñòü G = AB, ãäå A è B � ïîäãðóïïû
ãðóïïû G, ïðè÷åì ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà A2 èç A íå ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé
2-ïîäãðóïïîé â G, B � àáåëåâà ñ öèêëè÷åñêîé 2-ïîäãðóïïîé B2. Òîãäà â G
ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N , òàêàÿ, ÷òî G = B2N è |G : N | = 2.

2.2.41. Ëåììà [9, Ëåììà 2] Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ñâåðõðàçðåøèìîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G = G/O′p(G) = GpλH, ãäå Gp íîðìàëüíî

âëîæåíà â G, H � àáåëåâà ïîäãðóïïà èç G.

2.2.42. Ëåììà [9, Ëåììà 3] Ãðóïïà G òîãäà è òîëüêî òîãäà 2-íèëüïîòåíòíà,
êîãäà êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, äîáàâëÿåìàÿ â ñîäåðæà-
ùåé åå ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå èç G, äîáàâëÿåìà è â G.

2.2.43. Ëåììà [9, Ëåììà 4] Âñÿêàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà, äîáàâëÿ-
åìàÿ â ñîäåðæàùåé åå ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû G, äîáàâëÿåìà â ñàìîé
ãðóïïå G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äîáàâëÿåìà â G êàæäàÿ p-ïîäãðóïïà,
äîáàâëÿåìàÿ â ñîäåðæàùåé åå ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå.

2.2.44. Ëåììà [9, Ëåììà 5] Åñëè â p-ðàçðåøèìîé ãðóïïå G äîáàâëÿåìà
êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà èç Gp, äîáàâëÿåìàÿ â Gp, òî ãðóïïà G p-
ñâåðõðàçðåøèìà.

2.2.45. Ëåììà [9, Ëåììà 6] Åñëè ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà, òî êàæ-
äàÿ p-ïîäãðóïïà èç G, äîáàâëÿåìàÿ â ñîäåðæàùåé åå ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå
èç G, äîáàâëÿåìà è â ãðóïïå G.

2.2.46. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 8.1.2] Ïóñòü F � ñòóïåí÷àòàÿ ôîðìà-
öèÿ, L/K −G � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû GF. Òîãäà ñïàðâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè L/K F-öåíòðàëåí â G, òî L/K ⊆ Φ(G/K) ∩ Z(GF/K)
2) åñëè L/K 6⊆ Φ(G/K), òî L/K F-ýêñöåíòðàëåí â G.
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2.2.47. Ëåììà [12, Ëåììà 1.2] Ïóñòü F � íåïóñòàÿ ôîðìàöèÿ, K E
G. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) (G/K)F = GFK/K;
2) åñëè G = HK, òî HFK = GFK;
3) åñëè G = HK è K ⊆ GF, òî HFK = GF.

2.2.48. Ëåììà [10, Ëåììà 1] Ïóñòü K E G è P � íåêîòîðàÿ p-
ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè P1 ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà PK, òî NG/K(P/K) =
NG(P1)K/K.

2.2.49. Ëåììà [10, Ëåììà 1] Ïóñòü K E G è P � íåêîòîðàÿ p-
ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè P ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé â PK è P
f -ãèïåðöåíòðàëüíà â NG(P ), òî PK/K f -ãèïåðöåíòðàëüíà â NG/K(PK/K).

2.2.50. Ëåììà [10, Ëåììà 4] Ïóñòü G = ML, ãäå M � ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà, à L � ìèíèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè M ∩
L = 1 è L ⊆ GF, òî MF = GF ∩M .

2.2.51. Ëåììà [12, Ëåììà 3.9] Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè H/K � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G è p ∈ π(H/K), òî G/CG(H/K)

íå ñîäåðæèò íååäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ p-ïîäãðóïï, ïðè÷åì Fp(G) ⊆ CG(H/K);
2) åñëè A � ãðóïïà îïåðàòîðîâ ãðóïïû G è R/T � A-êîìïîçèöèîííûé

p-ôàêòîð ãðóïïû G, òî A/CA(R/T ) íå èìååò íååäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ p-
ïîäãðóïï.

2.2.52. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.1.2] Äëÿ ëþáîé π-ðàçðåøèìîé ãðóïïû
G èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå CG(Fπ(G)) ⊆ Fπ(G).

2.2.53. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.1.5] Êîììóòàíò ñâåðõðàçðåøèìîé
ãðóïïû íèëüïîòåíòåí.

2.2.54. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.1.4] Êîììóòàíò p-ñâåðõðàçðåøèìîé
ãðóïïû p-íèëüïîòåíòåí.

2.2.55. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.5.41] Ïóñòü K E G è |G : M | åñòü
ïðîñòîå ÷èñëî äëÿ ëþáîé íå ñîäåðæàùåé K ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû M
ãðóïïû G. Òîãäà K-ñâåðõðàçðåøèìà.

2.2.56. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.8.1] Ïóñòü ãðóïïà G èìååò äâå íîð-
ìàëüíûå π-ñâåðõðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû, èíäåêñû êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû.
Òîãäà G π-ñâåðõðàçðåøèìà.
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2.2.57. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 4.8.2] Ïóñòü ãðóïïà G èìååò äâå íîð-
ìàëüíûå ñâåðõðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû, èíäåêñû êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû.
Òîãäà G ñâåðõðàçðåøèìà.

2.2.58. Ëåììà [12, Ëåììà 5.9] Ïóñòü H/K � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû
G 6= 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) H/K N-öåíòðàëåí â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H/K ⊆ Z(G/K);
2) åñëè H/K S-öåíòðàëåí â G, òî |H/K| � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà;
3) åñëè F � ôîðìàöèÿ âñåõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï, òî ôàêòîð H/K F

-öåíòðàëåí â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |H/K| � ïðîñòîå ÷èñëî.

2.2.59. Ëåììà [12, ñ. 97] Ïóñòü êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G îá-
ëàäàåò öèêëè÷åñêîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Òîãäà p-ñâåðõðàçðåøèìûé êî-
ðàäèêàë ãðóïïû G îáëàäàåò àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé è íå èìååò
êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ ïîðÿäêà p.

2.2.60. Ëåììà [12, Òåîðåìà 8.2] Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ðàçðåøèìîé ãðóïïû G, F � ôîðìàöèÿ ñ âíóòðåííèì ñïóòíèêîì f . Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M F-íîðìàëüíà â G;
2) åñëè M íå ïîêðûâàåò ãëàâíûé ôàêòîð H/K ãðóïïû G, òî M/MG ∈

f(H/K).

2.2.61. Ëåììà [12, Òåîðåìà 8.4] Ïóñòü F � ñòóïåí÷àòàÿ ôîðìàöèÿ,
M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, íå ïîêðûâàþùàÿ íåêîòîðûé åå
ãëàâíûé ôàêòîð L/K. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè L/K F-öåíòðàëåí, òî M íå ïîêðûâàåò ôàêòîð LGF/KGF, êî-
òîðûé G-èçîìîðôåí L/K;

2) åñëè L/K F-öåíòðàëåí, òî M íå ïîêðûâàåò ôàêòîð L ∩GF/K ∩GF,
êîòîðûé G-èçîìîðôåí L/K.

2.2.62. Ëåììà [12, ñ. 678] Ïóñòü M � ìèíèìàëüíîå äîáàâëåíèå ê íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå K â ãðóïïå G, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè M ñîäåðæèò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó ãðóïïû K, òî K ÿâëÿåòñÿ p-
íèëüïîòåíòíîé.

2.2.63. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 9.3.1] Ïóñòü F � êîìïîçèöèîííàÿ ôîð-
ìàöèÿ, H � F-ãèïåðöåíòðàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Òîãäà G/CG(H) ∈ F.
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2.2.64. Ëåììà [12, Ëåììà 11.1] Ïîäãðóïïà H òîãäà è òîëüêî òîãäà
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äîáàâëåíèåì ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû G,
êîãäà HK = G è H ∩K ⊆ Φ(H).

2.2.65. Ëåììà [12, Ëåììà 11.2] Ïóñòü H � ìèíèìàëüíîå äîáàâëåíèå
ê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå K ãðóïïû G. Òîãäà π(H) = π(G/K).

2.2.66. Ëåììà [12, Ëåììà 11.4] Åñëè K E G è P � ñèëîâñêàÿ p-
ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî P ∩ K ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé â K, à
PK/K ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G/K.

2.2.67. Ëåììà [1, ñ. 97] Ïóñòü K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) G/K ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé;
2) K = Op(K);
3) K èìååò àáåëåâó ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó P .
Òîãäà K äîïîëíÿåìà â G.

2.2.68. Ëåììà [12, Ëåììà 11.7] Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K ãðóï-
ïû G îáëàäàåò π-äîïîëíåíèåì â G. Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ π ñèëîâñêàÿ p-
ïîäãðóïïà èç K äîïîëíÿåìà â ëþáîé åå ñîäåðæàùåé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå
ãðóïïû G.

2.2.69. Ëåììà [24, ñ. 263] Ïóñòü ãðóïïà G èìååò öèêëè÷åñêóþ ñè-
ëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó. Òîãäà G ëèáî p-ñâåðõðàçðåøèìà, ëèáî èìååò ãëàâíûé
ôàêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé ïîðÿäêà, äåëÿùåãîñÿ íà |G|p.

2.2.70. Ëåììà [1, ñ. 97] Ïóñòü K � íîðìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà
ãðóïïû G. Åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ïîäãðóïïà Gp ∩K äîïîëíÿåìà â Gp,
òî K äîïîëíÿåìà â G.

2.2.71. Ëåììà [25, ñ. 678] Ïóñòü π = σ ∪ τ . Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
K ãðóïïû G îáëàäàåò π-äîïîëíåíèåì â G, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) ëþáîå ìèíèìàëüíîå äîáàâëåíèå ê K â G ÿâëÿåòñÿ σ-äîïîëíåíèåì;
2) äëÿ ëþáîãî p ∈ τ ïîäãðóïïà Gp ∩K àáåëåâà è äîïîëíÿåìà â Gp.

2.2.72. Ëåììà [22, ñ. 50] Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K ãðóïïû G îáëàäàåò
π-äîïîëíåíèåì â G, åñëè äëÿ ëþáîãî p ∈ π ïîäãðóïïà Gp ∩ K àáåëåâà è
äîïîëíÿåìà â Gp.
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2.2.73. Ëåììà [22, ñ. 50] Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K ãðóïïû G îáëàäàåò
äîïîëíåíèåì â G, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p èíäåêñà |G : K|
ïîäãðóïïà Gp ∩K àáåëåâà è äîïîëíÿåìà â Gp.

2.2.74. Ëåììà [12, Ñëåäñòâèå 11.5.1] Åñëè ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç
Oπ(G) àáåëåâà äëÿ ëþáîãî p ∈ π, òî Oπ(G) îáëàäàåò äîïîëíåíèåì â G.
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ÃËÀÂÀ 3

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÛÕ
p-ÑÂÅÐÕÐÀÇÐÅØÈÌÛÕ ÃÐÓÏÏ

Íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ p-ñâåðõðàçðåøèìîé (p �
ïðîñòîå ÷èñëî), åñëè ïîðÿäîê êàæäîãî åå ãëàâíîãî ôàêòîðà èëè ðàâåí p, èëè
íå äåëèòñÿ íà p. Öåëü íàñòîÿùåé ãëàâû � äàòü õàðàêòåðèçàöèþ êîíå÷íûõ
p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå (ïðåäëîæåíî Ë.À. Øåìåòêîâûì). Ýëåìåíò x íàçû-
âàåòñÿ QU -öåíòðàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé
ôàêòîð H/K ãðóïïû G, ÷òî x ∈ H\K.

3.1. Ëåììà Ïóñòü P � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, Φ(P ) � ïîäãðóïïà Ôðàò-
òèíè ãðóïïû P , K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Òîãäà Φ(P )K/K ⊆ Φ(PK/K).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì C = Φ(P )K. Òàê êàê Φ(P ) ⊆ P , òî C = Φ(P )K ⊆ PK.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå:
ϕ : xK 7→ x(P ∩K), ãäå x ∈ P .
ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì ôàêòîðãðóïïû PK/K íà ôàê-

òîðãðóïïó P/P ∩K.
Ïî ëåììå 2.2.15 èìååì:
ϕ : C/K 7→ C ∩ P/(P ∩K) = Φ(P )(P ∩K)/(P ∩K).
Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.2.14, ïîëó÷àåì, ÷òî
Φ(P )(P ∩K)/(P ∩ C) ⊆ Φ(P/(P ∩K)).
Òàê êàê ϕ � èçîìîðôèçì, òî Φ(P )K/K ⊆ Φ(PK/K). ×òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

3.2. Ëåììà Ïóñòü G = AB, ãäå A è B � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû
G, B � p′-ãðóïïà. Òîãäà âñå p-ýëåìåíòû ãðóïïû G ñîäåðæàòñÿ â A.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èçâåñòíî, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû G:

|G| = |A| |B|
|A∩B| . Îòñþäà |G|p = |A|p.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà èç ãðóïïû A ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé
p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Ïóñòü Ap � íåêîòîðàÿ ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû A. Òîãäà âñå ñîïðÿ-
æåííûå ñ Ap ïîäãðóïïû ñîäåðæàòñÿ â A: Ax

p ⊆ A, òàê êàê ïîäãðóïïà A
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íîðìàëüíà â ãðóïïå G. Çíà÷èò, âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû G ñîäåð-
æàòñÿ â A. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.1.Òåîðåìà [29] Ïóñòü P � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû
G. Òîãäà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò
èç P\Φ(P ) ∪ Φ(G) QU-öåíòðàëåí â G.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà. Î÷åâèäíî, ëþáîé p-ýëåìåíò ãðóïïû

G QU-öåíòðàëåí â G, à çíà÷èò, è ëþáîé ýëåìåíò èç P\Φ(P ) QU-öåíòðàëåí
â G. Îáðàòíî, ïóñòü êàæäûé ýëåìåíò èç P\Φ(P ) QU-öåíòðàëåí â G. Äî-
êàæåì, ÷òî G p-ñâåðõðàçðåøèìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå
íåâåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ îíî íå âûïîëíÿåòñÿ. Âû-
áåðåì ñðåäè âñåõ òàêèõ ãðóïï ãðóïïó G íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà. Ïîëîæèì
R = Op′(G). Ðàññìîòðèì èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ϕ : P → PR/R. Î÷å-
âèäíî,

(P/Φ(P ))ϕ = (PR/R)\Φ(PR/R).
Âîçüìåì ýëåìåíò y ∈ P\Φ(P ). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò öèêëè-

÷åñêèé ãëàâíûé ôàêòîð S/L ãðóïïû G , òàêîé, ÷òî y ∈ S\L. Î÷åâèäíî,
÷òî

SR/LR ∼= S/S ∩ LR = S/L(S ∩R).
Òàê êàê S/L � ãëàâíûé ôàêòîð, òî L(S ∩ R) ñîâïàäàåò ëèáî ñ S, ëèáî

ñ L. Ïóñòü L(S ∩ R) = S. Òàê êàê S ∩ R � p′-ïîäãðóïïà, òî ïî ëåììå
3.2 âñå p-ýëåìåíòû èç L(S ∩ R) ñîäåðæàòñÿ â L. Ñëåäîâàòåëüíî, èç L(S ∩
R) = S ñëåäóåò, ÷òî y ∈ L. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, L(S ∩ R) =
L. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SR/LR èçîìîðôíà S/L. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî y ∈
SR\LR. Èòàê, åñëè R 6= 1, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ, G/R p-ñâåðõðàçðåøèìà.
Íî òîãäà ãðóïïà G òàêæå ÿâëÿåòñÿ p-ñâåðõðàçðåøèìîé. Òàêèì îáðàçîì,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R = Op′(G) = 1.

Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ âñåõ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï. Ðàññìîòðèì F-
êîðàäèêàë T ãðóïïû G. Ïî òåîðåìå Ãàøþöà [òåîðåìà 2.2.20], T íå ñîäåð-
æèòñÿ â Φ(G).

Ïóñòü K/T ∩ Φ(G) � ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G, òàêîé, ÷òî K/T ∩
Φ(G) ⊆ T/T ∩Φ(G). ßñíî, ÷òî p äåëèò ïîðÿäîê K/T ∩Φ(G). Òîãäà ïî ëåììå
2.2.20, K/T ∩ Φ(G) � F-ýêñöåíòðàëüíûé íåôðàòòèíèåâ ãëàâíûé ôàêòîð
ãðóïïû G. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
K ⊆ T è K/K ∩Φ(G) � íåôðàòòèíèåâ F-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð
ãðóïïû G.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: Φ = K∩Φ(G). Ðàññìîòðèì G-ãëàâíûé ðÿä ïîäãðóï-
ïû K, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç K ∩ Φ(G):

K ⊃ K ∩ Φ(G) = Φ = Φ0 ⊃ Φ1 ⊃ · · · ⊃ Φn = 1 (1).
Ôàêòîð K/Φ ÿâëÿåòñÿ íåôðàòòèíèåâûì, à ôàêòîðû Φi−1/Φi ôðàòòè-

íèåâû äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, · · · , n. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.2.2 êàæäûé G-ãëàâíûé
ðÿä ãðóïïû K èìååò òîëüêî îäèí íåôðàòòèíèåâ ãëàâíûé ôàêòîð, è âñå
íåôðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå ôàêòîðû ãðóïïû K G-èçîìîðôíû. Ïóñòü D/Φ
� ìèíèìàëüíîå äîáàâëåíèå ê K/Φ â G/Φ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P ñîäåð-
æèò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó Dp ãðóïïû D. Çíà÷èò, P = DpKp,
ãäå Kp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç K. Ïî òåîðåìå 2.2.3, Dp/Φ íå ñîäåð-
æèò Kp/Φ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ P , ÷òî xΦ ∈
(Kp/Φ)\Φ(P/Φ). Ïîñêîëüêó Φ(P )Φ/Φ ñîäåðæèòñÿ â Φ/(P/Φ), òî x /∈ Φ(P )
è x /∈ Φ. Òàê êàê Φ = K ∩ Φ(G), x ∈ Kp ⊆ K è x /∈ Φ, òî x /∈ Φ(G). Ïî
óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé ôàêòîð S/L ãðóïïû G, òàêîé,
÷òî x ∈ S\L. Î÷åâèäíî, ÷òî SK/LK G-èçîìîðôíà ãðóïïå S/L(S ∩ K), è
L(S ∩K) ñîâïàäàåò ëèáî ñ L, ëèáî ñ S.

Òàê êàê x ∈ (S ∩ K)\L, òî ïîëó÷àåì S = L(S ∩ K). Èòàê, S/L G-
èçîìîðôíà S ∩K/L ∩K. Áîëåå òîãî, x ∈ S ∩K è x /∈ L ∩K.

Ðàññìîòðèì ðÿä
K ⊃ · · · ⊃ S ∩K ⊃ L ∩K · · · ⊃ 1 (2).
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôàêòîð S ∩ K/L ∩ K íåôðàòòèíèåâ, òî îí

G-èçîìîðôåí ôàêòîðó K/Φ ðÿäà (1). Íî ôàêòîð S ∩ K/L ∩ K ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì, à ôàêòîð K/Φ öèêëè÷åñêèì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîëó÷àåì ïðîòè-
âîðå÷èå.

Èòàê, S ∩K/L ∩K � ôðàòòèíèåâ ãëàâíûé ôàêòîð.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1 ñëó÷àé. L ∩K ⊆ Φ.
Ðàññìîòðèì G-ãëàâíûé ðÿä:
K ⊃ · · · ⊃ S ∩K ⊃ L ∩K = L0 ⊃ L1 ⊃ · · · ⊃ Li−1 ⊃ Li ⊃ · · · ⊃ 1.
Ïî òåîðåìå 2.2.2K/Φ G-èçîìîðôåí íåôðàòòèíèåâó ôàêòîðó Li−1/Li äëÿ

íåêîòîðîãî i.
Òàê êàê |Li−1| < |K|, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì K.

2 ñëó÷àé. L ∩K ⊆ Φ(G) ∩K = Φ.
Ïîñêîëüêó ôàêòîð S ∩ K/L ∩ K ôðàòòèíèåâ, è L ∩ K ⊆ Φ(G), òî ïî

ëåììå 2.2.13 S ∩K/L∩K ⊆ Φ(G/L∩K) = Φ(G)/L∩K è, çíà÷èò, S ∩K ⊆
Φ(G). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S ∩K ⊆ Φ(G) ∩K = Φ.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x ïðèíàäëåæèò S ∩K, íî íå ïðèíàä-
ëåæèò Φ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3.1 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ñëåäóþùåãî êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòà-
òà Õóïïåðòà:

3.2. Òåîðåìà [6] Åñëè G/Φ(G) p-ñâåðõðàçðåøèìà, òî è G p-ñâåðõðàçðåøèìà.

Â óñëîâèè òåîðåìû 3.2 êàæäûé p-ýëåìåíò, íå ëåæàùèé â Φ(G), ÿâëÿ-
åòñÿ QU-öåíòðàëüíûì. Â òåîðåìå 3.1. óñëîâèå QU-öåíòðàëüíîñòè íàêëà-
äûâàåòñÿ òîëüêî íà òàêèå ýëåìåíòû ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P ãðóïïû G,
êîòîðûå íå ëåæàò â Φ(P ) è â Φ(G).
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Êðàòêèå âûâîäû.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êîíå÷íûõ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ
ãðóïï ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ QU-öåíòðàëüíîñòè ýëåìåíòà x. Ïîëó-
÷åíî ðàñøèðåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà Õóïïåðòà î òîì, ÷òî èç p-
ñâåðõðàçðåøèìîñòè ôàêòîðãðóïïû G/Φ(G) ñëåäóåò p-ñâåðõðàçðåøèìîñòü
ãðóïïû G. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç P\Φ(P ) ∪ Φ(G) QU-öåíòðàëåí â G.
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ÃËÀÂÀ 4

Î p-ÑÂÅÐÕÐÀÇÐÅØÈÌÛÕ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ
ÏÎÄÃÐÓÏÏÀÕ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÃÐÓÏÏ

Â 1959ã. Áýð äîêàçàë, ÷òî åñëè H íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è êàæ-
äûé G-ãëàâíûé pd-ôàêòîð ãðóïïû H/Φ(H) öèêëè÷åñêèé, òî H p-ñâåðõðàçðåøèìà
è êàæäûé åå G-ãëàâíûé p-ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì. (ñì. [7]). Â óñëî-
âèè ýòîé òåîðåìû êàæäûé p-ýëåìåíò èç ïîäãðóïïû H, íå ëåæàùèé â Φ(H),
ÿâëÿåòñÿ QU-öåíòðàëüíûì. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå
îáùóþ ñèòóàöèþ. Ìû èçó÷àåì ñëó÷àé, êîãäà H � òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû P èç H, íå
ëåæàùèé â Φ(P ) ∪ Φ(G), ÿâëÿåòñÿ QU-öåíòðàëüíûì â ãðóïïå G. Â òàêîé
ñèòóàöèè ïîäãðóïïà H òàêæå îêàçûâàåòñÿ p-ñâåðõðàçðåøèìîé.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

4.1 Òåîðåìà [30] Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, H E G, P � ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà èç H.Åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç P\(Φ(P )∪Φ(G)) ÿâëÿåòñÿ QU-
öåíòðàëüíûì â G, òî H p-ñâåðõðàçðåøèìà è êàæäûé åå íåôðàòòèíèåâ G-
ãëàâíûé p-ôàêòîð èìååò ïîðÿäîê p.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñëó÷àå H = G ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1. Ïîýòîìó áóäåì

ñ÷èòàòü H 6= G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Ïóñòü G � ãðóïïà
íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà íåâåðíà. Ïî óñëîâèþ, êàæäûé
ýëåìåíò èç P\(Φ(P ) ∪ Φ(G)) QU-öåíòðàëåí â ãðóïïå G. Ïîëîæèì R =
Op′(H). Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G/R. Ïî ëåììå 3.1

Φ(P )R/R = Φ(PR/R) (1),
Φ(G)R/R ⊆ Φ(G/R) (2).
Âîçüìåì ýëåìåíò
yR ∈ (PR/R)\(Φ(PR/R) ∪ Φ(G/R)), ãäå y ∈ P .
Òîãäà ââèäó (1) è (2) y ∈ P\(Φ(P ) ∪ Φ(G)). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùå-

ñòâóåò öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé ôàêòîð S/L ãðóïïû G, òàêîé, ÷òî y ∈ S\L.
Î÷åâèäíî, ÷òî SR/LR ∼= S/S ∩ LR = S/L(S ∩ R). Òàê êàê S/L � ãëàâíûé
ôàêòîð, òî L(S ∩ R) ñîâïàäàåò ëèáî ñ S, ëèáî ñ L. Ïóñòü L(S ∩ R) = S.
Òàê êàê S ∩R � p′-ïîäãðóïïà, òî âñå p-ýëåìåíòû èç L(S ∩R) ñîäåðæàòñÿ
â L. Ñëåäîâàòåëüíî, èç L(S ∩ R) = S ñëåäóåò, ÷òî y ∈ L. Ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå. Èòàê, L(S ∩ R) = L. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî SR/LR, èçîìîðôíà
S/L. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî y ∈ SR\LR, yR ∈ (SR/R)\(LR/R). Çíà÷èò,
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óñëîâèå òåîðåìû äëÿ G/R âûïîëíÿåòñÿ. Èòàê, åñëè R 6= 1, òî ïî èíäóêöèè
H/R p-ñâåðõðàçðåøèìà è êàæäûé åå G/R-ãëàâíûé p-ôàêòîð öèêëè÷åñêèé.
Íî òîãäà H òàêæå p-ñâåðõðàçðåøèìà è êàæäûé åå G -ãëàâíûé p-ôàêòîð
öèêëè÷åñêèé. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R = Op′(H) = 1.

Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ âñåõ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï. Ðàññìîòðèì F-
êîðàäèêàë GF ãðóïïû G. Ïîðÿäîê êàæäîãî G-ãëàâíîãî ôàêòîðà ìåæäó HGF

è GF ëèáî ðàâåí p, ëèáî íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà ÿñíî, ÷òî ïîðÿäîê êàæ-
äîãî G-ãëàâíîãî ôàêòîðà ìåæäó H è H ∩ GF òàêæå ëèáî ðàâåí p, ëèáî
íå äåëèòñÿ íà p. Ïóñòü T � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç G íàèìåíüøåãî ïî-
ðÿäêà ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: T ñîäåðæèòñÿ â H ∩ GF, à êàæäûé íåô-
ðàòòèíèåâ G-ãëàâíûé pd-ôàêòîð ìåæäó H ∩ GF è T èìååò ïîðÿäîê p.
Î÷åâèäíî, T íå ñîäåðæèòñÿ â Φ(G). Ïóñòü K/T ∩ Φ(G) � ãëàâíûé ôàê-
òîð ãðóïïû G òàêîé, ÷òî K/T ∩ Φ(G) ⊆ T/T ∩ Φ(G). Ïî òåîðåìå 2.2.1
p äåëèò ïîðÿäîê K/T ∩ Φ(G). Òîãäà ïî ëåììå 2.2.46 K/T ∩ Φ(G) � F-
ýêñöåíòðàëüíûé íåôðàòòèíèåâ ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G íàèìåíüøåãî
ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: K ⊆ T è K/K ∩ Φ(G) �
íåôðàòòèíèåâ F-ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå: Φ = K ∩ Φ(G). Ïî òåîðåìå 2.2.2 êàæäûé G-ãëàâíûé ðÿä ãðóïïû
K èìååò òîëüêî îäèí íåôðàòòèíèåâ G-ãëàâíûé ôàêòîð, è âñå íåôðàòòè-
íèåâû G-ãëàâíûå ôàêòîðû ãðóïïû K G-èçîìîðôíû. Ïóñòü D/Φ � ìèíè-
ìàëüíîå äîáàâëåíèå ê K/Φ â G/Φ. Î÷åâèäíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P ñî-
äåðæèò íåêîòîðóþ ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó (H∩D)p ãðóïïû H∩D. Çíà÷èò,
P = (H ∩ D)pKp, ãäå Kp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà èç K. Ïî òåîðåìå 2.2.3
(H ∩ D)p/Φ íå ñîäåðæèò Kp/Φ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-
ìåíò x ∈ P , ÷òî xΦ ∈ (Kp/Φ)\Φ(P/Φ). Ïîñêîëüêó Φ(P )Φ/Φ ñîäåðæèòñÿ
â Φ(P/Φ), òî x /∈ Φ(P ) è x /∈ Φ(G). Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò öèêëè÷å-
ñêèé ãëàâíûé ôàêòîð S/L ãðóïïû G, òàêîé, ÷òî x ∈ S\L. Î÷åâèäíî, ÷òî
SK/LK G-èçîìîðôíà ãðóïïå S/L(S ∩ K) è L(S ∩ K) ñîâïàäàåò ëèáî ñ L,
ëèáî ñ S.

Òàê êàê x ∈ (S ∩ K)\L, òî ïîëó÷àåì S = L(S ∩ K). Èòàê, S/L G-
èçîìîðôíà S ∩K/L ∩K. Áîëåå òîãî, x ∈ S ∩K è x /∈ L ∩K. Åñëè ôàêòîð
S ∩K/L∩K íåôðàòòèíèåâ, òî îí G-èçîìîðôåí K/Φ, è ìû ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå. Èòàê, S ∩K/L∩K � ôðàòòèíèåâ ãëàâíûé ôàêòîð. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 2.2.2, îïÿòü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Èòàê, L ∩ K ⊆ Φ. Ïî-
ñêîëüêó ôàêòîð S ∩ K/L ∩ K ôðàòòèíèåâ, òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:
S ∩K ⊆ Φ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x ïðèíàäëåæèò S ∩K, íî íå
ïðèíàäëåæèò Φ. Òåîðåìà äîêàçàíà.



36

Êðàòêèå âûâîäû

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï, èç êîòîðûõ ðåçóëüòàòû ïðåäûäó-
ùåé ãëàâû âûòåêàþò êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè. Äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû
Áýðà î p-ñâåðõðàçðåøèìîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êàæ-
äûé ýëåìåíò èç P\(Φ(P ) ∪ Φ(G)) ÿâëÿåòñÿ QU-öåíòðàëüíûì â G, òî H
p-ñâåðõðàçðåøèìà è êàæäûé åå íåôðàòòèíèåâ G-ãëàâíûé p-ôàêòîð èìå-
åò ïîðÿäîê p ( H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, P � ñèëîâñêàÿ p-
ïîäãðóïïà èç H).
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ÃËÀÂÀ 5

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖÈß ÍÀÑÛÙÅÍÍÛÕ ÔÎÐÌÀÖÈÉ

Íàïîìíèì, ÷òî äîáàâëåíèåì ê ïîäãðóïïå K ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ òà-
êàÿ ïîäãðóïïà H èç G, ÷òî HK = G. Åñëè A ∩ B = 1, òî B íàçûâàåòñÿ
äîïîëíåíèåì ê A â G.

Âïîëíå ôàêòîðèçóåìûå ãðóïïû (òî åñòü ãðóïïû, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïîä-
ãðóïïà äîïîëíÿåìà) âî ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ ãðóïï áûëè èññëåäîâàíû â [18] è
â îáùåì ñëó÷àå áûëè èññëåäîâàíû â [19], [8]. Çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íûå âïîëíå
ôàêòîðèçóåìûå ãðóïïû ñîäåðæàòñÿ â ôîðìàöèè U âñåõ ñâåðõðàçðåøèìûõ
êîíå÷íûõ ãðóïï. Íàëè÷èå ó ãðóïïû òåõ èëè èíûõ ïîäãðóïï è èõ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå â ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòîé ãðóïïû.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâèëîñü îñíîâíûì ñòèìóëîì äëÿ ïîÿâëåíèÿ áîëüøîãî
÷èñëà ïóáëèêàöèé, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ãðóïï ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè
ïîäãðóïï. Íà÷èíàÿ ñ 1953 ã., Ñ.Í. ×åðíèêîâ è åãî ó÷åíèêè îïóáëèêîâàëè ñå-
ðèþ ðàáîò, èññëåäóþùèõ ãðóïïû ñ ñèñòåìîé äîïîëíÿåìûõ ïîäãðóïï. Âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ [ñì.[20], ãëàâû 7 � 8 è ïðèëîæåíèå] èññëåäîâàííûå ãðóïïû èëè
îêàçûâàëèñü ñâåðõðàçðåøèìûìè, èëè èìåëè ñâîéñòâà, ñõîäíûå ñâîéñòâàì
U-ãðóïï. Íàïîìíèì ñëåäóþùóþ òåîðåìó ×åðíèêîâà:

5.1. Òåîðåìà[10]. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ ñè-
ëîâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G àáåëåâà. Ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, äîïîëíÿ-
åìàÿ â ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, äîïîëíÿåìà â G.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ãðóïï ñ ñèñòåìîé äî-
áàâëÿåìûõ ïîäãðóïï. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ñòðîãî äîáàâëÿåìà â G,
åñëè ñóùåñòâóåò äîáàâëåíèå B 6= G ê A â ãðóïïå G.

Â.À. Âåäåðíèêîâ è Í.È. Êóëåøîâ äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

5.2. Òåîðåìà[9]. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ñòðîãî äîáàâëÿåìàÿ
â ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ñòðîãî äîáàâëÿåìà â ãðóïïå G.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû äàäèì õàðàêòåðèçàöèþ ïðîèçâîëüíûõ íàñûùåí-
íûõ ôîðìàöèé ñ ïîìîùüþ Zf,G-ýëåìåíòîâ. Ìû ðàñïðîñòðàíèì òåîðåìû 5.1
è 5.2 íà ïðîèçâîëüíûå íàñûùåííûå ôîðìàöèè. Ñ ïîìîùüþ ëåìì, ïðèâåäåí-
íûõ íèæå, ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìû 5.1 è 5.2 â äåéñòâèòåëüíîñòè îïèñûâà-
þò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà Zf,G-ýëåìåíòîâ ïðåä-
ïîëàãàåò âêëþ÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû â ôîðìàöèþ U ñâåðõðàçðåøè-
ìûõ ãðóïï.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé ëåììû 5.2 ïîòðåáóþòñÿ ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå â ëåììå 2 èç [6].

5.1. Ëåììà [31]. Ïóñòü G = AB, ãäå B � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G è A =< a > � öèêëè÷åñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà a � ZN,G-
ýëåìåíò. Áîëåå òîãî, G = AM äëÿ íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ìàêñèìàëüíîé
ïîäãðóïïû M ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî BG 6= 1 è ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G/BG. Ïî èí-

äóêöèè xBG ÿâëÿåòñÿ ZN,G/BG
-ýëåìåíòîì. Ñëåäîâàòåëüíî, x ÿâëÿåòñÿ ZN,G-

ýëåìåíòîì, è ëåììà âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî BG = 1. Òîãäà, ïî ëåììå
2.2.23, ìû èìååì A ∩ B = 1. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ïîä-
ñòàíîâêàìè ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå B. Òàê êàê BG = 1, òî
ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñòåïåíè n = |A|. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.
ßñíî, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêîé. Îòñþäà AAn = Sn. Çíà÷èò,
G = A(G ∩ An) è |G : G ∩ An| = 2.

5.2. Ëåììà [31]. Ïóñòü G = AB, ãäå B 6= G è A =< a > � öèêëè÷åñêàÿ
p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, p > 2. Äîïóñòèì, ÷òî G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà ñ
àáåëåâîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó 2.2.24, íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé ôàêòîð H/K ãðóïïû G òàêîé, ÷òî a ∈ H
è a /∈ K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà íåâåðíà è ïóñòü G � êîíòðïðèìåð
íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà. Î÷åâèäíî, ÷òî AG 6= A è BG 6= B. Åñëè BG 6= 1, òî
aBG ÿâëÿåòñÿ ZU,G/BG

-ýëåìåíòîì. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì. Îò-
ñþäà ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî BG = 1. Òîãäà ïî ëåììå 2.2.23 ïîëó÷àåì:
A ∩ B = 1. Òàê êàê BG = 1, òî Op′(G) = 1. Ïî òåîðåìå 2.2.25, ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà P ãðóïïû G íîðìàëüíà. Î÷åâèäíî, ÷òî P = A × (P ∩ B), ãäå
ïåðåñå÷åíèå P ∩B íîðìàëüíî â ãðóïïå G. Ôàêòîð P/P ∩B � öèêëè÷åñêèé, è
åñëè ìû ðàññìîòðèì ãëàâíûé ôàêòîð P/S ãðóïïû G òàêîé, ÷òî S ⊇ P ∩B,
òî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì.

5.3. Ëåììà [31].Ïóñòü G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà, ñòðîãî äîáàâëÿåìàÿ â ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå
ãðóïïû G, ñòðîãî äîáàâëÿåìà â G. Òîãäà êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà,
ñòðîãî äîáàâëÿåìàÿ â ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ïîðîæäàåòñÿ ZU,G-
ýëåìåíòîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G � ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð. Åñëè Op′(G) 6=

1, òî ëåììà âåðíà äëÿ G/Op′(G) ïî èíäóêöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðóïïû
G. Òàêèì îáðàçîì, Op′(G) = 1. Îáîçíà÷èì Φ = Φ(G)∩GF. Ïóñòü H/Φ � G-
ãëàâíûé ôàêòîð èç GF. Òàê êàê Op′(G) = 1, òî ïî òåîðåìå 2.2.4 è òåîðåìå
2.2.24 ôàêòîðãðóïïà H/Φ íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ïóñòü M � ìàêñè-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òàêàÿ ÷òî MH = G è M ∩H = Φ. Òîãäà ïî
ëåììå 2.2.22 MpH = Gp, ãäå Mp è Gp � ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû â M è G
ñîîòâåòñòâåííî. Áîëåå òîãî, Mp ∩H = Φ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H ñîäåð-
æèò ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî x /∈ Φ(Gp) è x /∈ Φ. Ïî óñëîâèþ, < x > C = G,
ãäå C � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê xp ∈ Φ, òî |G : C| = p.
Îòñþäà |H/Φ| = p. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

5.3. Òåîðåìà [31]. Ïóñòü F = LF (f), ãäå f � ïîëóâíóòðåííèé ñïóòíèê.
Ïóñòü ω = {p ∈ P : f(p) 6= E}, G � ãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
p ∈ ω âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: êàæäûé ýëåìåíò x ∈ Gp\Φ(Gp)
ÿâëÿåòñÿ Zf,G-ýëåìåíòîì. Òîãäà G ∈ F.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Ïóñòü G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî

ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà íåâåðíà. Òàê êàê ñïóòíèê f ïîëóâíóòðåí-
íèé, òî êàæäàÿ ω′-ãðóïïà ñîäåðæèòñÿ â ôîðìàöèè F. Ñëåäîâàòåëüíî, |G|
äåëèòñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà èç ω. Îáîçíà÷èì T = Oω′(G). Ðàññìîòðèì ãî-
ìîìîðôèçì G → G = G/T . Ïîêàæåì, ÷òî G = G/T óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ òåîðåìû. Ïóñòü x ∈ Gp\Φ(Gp), p ∈ ω. Òàê êàê T � ω′-ãðóïïà, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x ∈ Gp\Φ(Gp). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò f -
öåíòðàëüíûé ôàêòîð H/L ãðóïïû G òàêîé, ÷òî x ∈ H x /∈ L. ßñíî, ÷òî
ôàêòîð HT/LT G-èçîìîðôåí ôàêòîðó H/L(H ∩ T ).

Áîëåå òîãî, L(H∩T ) ñîâïàäàåò ëèáî ñ L, ëèáî ñ H. Ðàâåíñòâî L(H∩T ) =
H íåâîçìîæíî, òàê êàê x ∈ H è x /∈ L. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîð
HT/LT G-èçîìîðôåí ôàêòîðó H/L. Î÷åâèäíî, ÷òî x ∈ HT è x /∈ LT .

Òàêèì îáðàçîì, H/L � f -öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G, è x ∈
H, x /∈ L. Åñëè T 6= 1, òî ïî èíäóêöèè G ïðèíàäëåæèò ôîðìàöèè F. Íî
òîãäà è ãðóïïà G òàêæå ïðèíàäëåæèò ôîðìàöèè F. Òàêèì îáðàçîì, T =
Oω′(G) = 1.

Íàçîâåì íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó U ãðóïïû G �f -ïðåäåëüíîé�, åñëè U ⊆
GF è U/U ∩ Φ(G) � f -ýêñöåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Òàê êàê
G íå ïðèíàäëåæèò íàñûùåííîé ôîðìàöèè F, òî èìååì GF 6= GF ∩ Φ(G).
Åñëè K/GF ∩ Φ(G) � G-ãëàâíûé ôàêòîð èç GF, òî ãðóïïà K ÿâëÿåòñÿ f -
ïðåäåëüíîé, òàê êàê ôàêòîð K/K ∩ Φ(G) � f -ýêñöåíòðàëåí ïî òåîðåìå
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2.2.21 (çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2.2.4 ïîðÿäîê ãðóïïû K/K ∩ Φ(G) äåëÿò
ïðîñòûå ÷èñëà èç ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà G íå èìååò f -ïðåäåëüíûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî è K �
f -ïðåäåëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ïóñòü K èìååò ìèíèìàëü-
íûé ïîðÿäîê ñðåäè âñåõ f -ïðåäåëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G.

Îáîçíà÷èì Φ = K ∩ Φ(G) è ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì G → G = G/Φ.
Íèæå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ôàêò: ïî òåîðåìå 2.2.2 êàæäûé G-ãëàâíûé
ðÿä ãðóïïû K èìååò òîëüêî íåôðàòòèíèåâû ãëàâíûå ôàêòîðû è âñå íåô-
ðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå ôàêòîðû ãðóïïû K ïîïàðíî G-èçîìîðôíû. Ïóñòü
M � ìèíèìàëüíîå äîáàâëåíèå ê K â G è p � ïðîñòîå ÷èñëî èç ω, äåëÿùåå
|K|.

Ïî ëåììå 2.2.22 Gp = Mp Kp, ãäå Gp, Mp è Kp � ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû
ãðóïïû G, M è K ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Mp íå ñîäåðæèò Kp. Òîãäà Gp

èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïîäãðóïïóMp
∗
, êîòîðàÿ ñîäåðæèòMp è íå ñîäåðæèò

Kp. Ïóñòü x ∈ Kp\Mp
∗
. Î÷åâèäíî, ÷òî x ∈ Kp\Φ(Gp). Òàê êàê Φ(Gp)Φ\Φ

ñîäåðæèòñÿ â Φ(Gp), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî x /∈ Φ(Gp) è x /∈ Φ. Ïî óñëîâèþ
òåîðåìû ñóùåñòâóåò f -öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð H/L ãðóïïû G òà-
êîé, ÷òî x ∈ H è x /∈ L. Î÷åâèäíî, ÷òî ôàêòîð HK/LK G-èçîìîðôåí
ôàêòîðó H/L(H ∩K), è L(H ∩K) ñîâïàäàåò ëèáî ñ L, ëèáî ñ H. Òàê êàê
x ∈ H ∩K è x /∈ L, òî ðàâåíñòâî L = L(H ∩K) íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, H = L(H ∩K). Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîð H/L G-èçîìîðôåí H ∩K/L∩K.
Áîëåå òîãî, x ∈ H ∩K è x /∈ L∩K. Åñëè ôàêòîð H ∩K/L∩K íåôðàòòè-
íèåâ, òî îí G-èçîìîðôåí K/Φ ïî òåîðåìå 2.2.2, è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâî-
ðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, H ∩K/L ∩K � ôðàòòèíèåâ ãëàâíûé ôàêòîð. Åñëè
L ∩K íå ñîäåðæèòñÿ â Φ, òî, ïî âûáîðó K, ïîäãðóïïà L ∩K íå ÿâëÿåòñÿ
f -ïðåäåëüíîé, òî åñòü L ∩K/L ∩K ∩ Φ � f -öåíòðàëüíûé íåôðàòòèíèåâ
ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2.2, ñíîâà ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ∩ K ñîäåðæèòñÿ â Φ. Òàê êàê ôàêòîð
H ∩ K/L ∩ K ôðàòòèíèåâ, òî ïîëó÷àåì: H ∩ K ⊆ Φ. Íàïîìíèì, ÷òî
x ∈ H ∩K è x /∈ Φ. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.3.1. Ñëåäñòâèå [31]. Ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç Gp\Φ(Gp) ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì.

5.3.2. Ñëåäñòâèå [31]. Ãðóïïà G p-íèëüïîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç Gp\Φ(Gp) ÿâëÿåòñÿ ZN,G-ýëåìåíòîì.

5.1. Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.1 è ëåììó 5.3, ìîæåì ñäåëàòü âû-
âîä, ÷òî òåîðåìà 5.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 5.3. Äåéñòâèòåëüíî,
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Ïóñòü ãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 5.2. ßñíî, ÷òî öèêëè÷å-
ñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äîáàâëÿåìîé â ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå G2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì, íå ëåæàùèì â
Φ(G2). Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 5.1 êàæäûé ýëåìåíò a èç G2\Φ(G2) ÿâëÿ-
åòñÿ ZN,G-ýëåìåíòîì. Ïî ñëåäñòâèþ 5.3.2 ãðóïïà G2 2-íèëüïîòåíòíà, à,
çíà÷èò, ðàçðåøèìà. Òåïåðü ïî ëåììå 5.3 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p > 2 êàæ-
äûé ýëåìåíò x èç Gp\Φ(Gp) ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì. Ïî ñëåäñòâèþ 5.3.1
ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà.

5.4. Òåîðåìà [31]. Ïóñòü F = LF (f), ãäå f � ïîëóâíóòðåííèé ñïóò-
íèê. Ïóñòü ω = {p ∈ P : f(p) 6= E}, G � ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ àáåëåâó
ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó äëÿ êàæäîãî p ∈ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî p ∈ ω âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-
ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå ãðóïïû G, ïîðîæäàåòñÿ
Zf,G-ýëåìåíòîì. Òîãäà G ∈ F.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà

íåâåðíà è ïóñòü ãðóïïà G � êîíòðïðèìåð íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà. Îáîçíà-
÷èì T = Oω′(G) è ðàññìîòðèì Gp = G/T . Âîçüìåì p-ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî
p ∈ ω, a ∈ Gp, ãðóïïà < a > äîïîëíÿåìà â ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå Gp ãðóïïû
G. Òàê êàê îòîáðàæåíèå x → x = xT , x ∈ Gp, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
èç Gp â Gp, òî < a > äîïîëíÿåìà â Gp. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò
f -öåíòðàëüíûé ãëàâíûé ôàêòîð H/L ãðóïïû G òàêîé, ÷òî a ∈ H è a /∈ L.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôàêòîð HT/LT G-èçîìîðôåí ôàêòîðó H/L(H ∩T ). Òàê êàê
a ∈ H è a /∈ L, òî ðàâåíñòâî H = L(H ∩ T ) íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôàêòîð HT/LT G-èçîìîðôåí ôàêòîðó H/L. Ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðå-
ìû ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ G. Åñëè T 6= 1, òî ïî èíäóêöèè èìååì: G/T ∈ F. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî G ∈ F, òàê êàê f(p) = E äëÿ êàæäîãî p ∈ π(T ). Ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, Oω′(G) = 1. Òåïåðü ðàññìîòðèì F-êîðàäèêàë
GF ãðóïïû G. Òàê êàê Oω′(G) = 1, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà èç ω
äåëÿò ïîðÿäîê |GF|. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, GF ñîäåðæèò àáåëåâó ñèëîâñêóþ
p-ïîäãðóïïó äëÿ êàæäîãî p ∈ ω. Ïî ëåììå 2.2.27 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà M
òàêàÿ, ÷òî G = MGF èM∩GF ÿâëÿåòñÿ ω′-ãðóïïîé. Âûáåðåì ïðîñòîå ÷èñ-
ëî p èç π(GF)∩ω è ðàññìîòðèì ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó P èç GF. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ëåììó 2.2.22, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî Gp = MpP , ãäå Gp

è Mp � ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû G è M ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî,
÷òî Mp ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê P â ãðóïïå Gp. Âîçüìåì â P äîïîëíÿåìóþ
öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó A =< a >. Î÷åâèäíî, ÷òî A äîïîëíÿåìà â Gp. Ïî
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óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò f -öåíòðàëüíûé G-ãëàâíûé ôàêòîð H/L, òàêîé, ÷òî
a ∈ H è a /∈ L.

Ðàññìîòðèì
HGF/LGF ' H/H ∩ LGF = H/L(H ∩GF).
Åñëè H = L(H ∩ GF), òî H/L è H ∩ GF/L ∩ GF � G-èçîìîðôíûå ãëàâ-

íûå ôàêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, H ∩GF/L∩GF � f -öåíòðàëüíûé G-ãëàâíûé
ôàêòîð, ñîäåðæàùèé íååäèíè÷íûé p-ýëåìåíò a(L ∩ GF). Ñëåäîâàòåëüíî,
H ∩GF/L∩GF � f -öåíòðàëüíûé G-ãëàâíûé p-ôàêòîð. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ëåììå 2.2.28. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé L = L(H∩GF). Íî è â ýòîì ñëó÷àå
ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê a /∈ L è a ∈ H ∩GF.

5.4.1. Ñëåäñòâèå [31]. Ïóñòü G � ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ àáåëåâó ñèëîâ-
ñêóþ p-ïîäãðóïïó Gp. Òîãäà ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â Gp, ïîðîæäàåò-
ñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì.

5.4.2. Ñëåäñòâèå [31]. Ïóñòü G � ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ àáåëåâó ñèëîâ-
ñêóþ p-ïîäãðóïïó Gp. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, äîïîëíÿåìàÿ â Gp,
ïîðîæäàåòñÿ ZN,G-ýëåìåíòîì.

5.2. Çàìå÷àíèå. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 5.2 è ëåììó 5.3, âèäèì, ÷òî òåîðåìà
5.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 5.2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ãðóïïà G
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 5.1. Ïî ëåììå 5.2 êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ 2-
ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå G2 ãðóïïû G, ïîðîæäàåòñÿ
ZN,G-ýëåìåíòîì. Ïî ñëåäñòâèþ 5.4.2 ãðóïïà G 2-íèëüïîòåíòíà, à, çíà÷èò,
ðàçðåøèìà. Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.3 è ñëåäñòâèå 5.4.1, ìû âèäèì, ÷òî
G ñâåðõðàçðåøèìà.

5.5. Òåîðåìà[31]. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, H EG è Hp àáåëåâà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â Hp, ïîðîæ-
äàåòñÿ QU-öåíòðàëüíûì â ãðóïïå G ýëåìåíòîì. Òîãäà H p-ñâåðõðàçðåøèìà
è êàæäûé åå G-ãëàâíûé p-ôàêòîð èìååò ïîðÿäîê p.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà íåâåðíà. Ïóñòü G � ãðóïïà íàèìåíüøåãî

ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà íåâåðíà. Ïî óñëîâèþ, êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ
ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â Hp, ïîðîæäàåòñÿ QU-öåíòðàëüíûì â ãðóïïå G
ýëåìåíòîì. Ïîëîæèì R = Op(H). Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G/R. Ïî
óñëîâèþ H E G è Hp àáåëåâà. Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó HpR/R. Òàê êàê
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Hp àáåëåâà, òî ôàêòîðãðóïïà HpR/R ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû < yR > è ôàêòîðãðóïïû K/R:

HpR/R =< yR > ×K/R, ãäå y ∈ HpR
Òîãäà y = xr, ãäå x ∈ Hp, r ∈ R.
Çíà÷èò, yR = xrR = xr, òàê êàê r ∈ R.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
ϕ : h→ hR, ãäå h ∈ Hp.
ϕ : Hp → HpR/R ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Çíà÷èò, ϕ ïåðåâîäèò ýëåìåíò x â xR, ϕ :< x >7→< xR >=< x >ϕ.
Îòñþäà,
Hp = (< xR > ×K/R)ϕ

−1 =< x > ×K1. Òîãäà HpR/R =< yR >
×K/R =< xR > ×K/R.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé ôàêòîð S/L ãðóï-
ïû G òàêîé, ÷òî y ∈ S, y /∈ L. Î÷åâèäíî, ÷òî SR/LR ∼= S/S ∩ LR =
S/L(S ∩R).

Òàê êàê S/L � ãëàâíûé ôàêòîð, òî L(S ∩R) = S èëè L(S ∩R) = L.
Ðàâåíñòâî L(S ∩R) = S íåâîçìîæíî, òàê êàê y ∈ S è y /∈ L.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê S ∩ R � p′-ïîäãðóïïà, òî âñå p-ýëåìåíòû èç

L(S ∩R) ñîäåðæàòñÿ â L (ïî ëåììå 3.2).
Ñëåäîâàòåëüíî, èç L(S ∩ R) = S ñëåäóåò, ÷òî y ∈ L. Ïîëó÷àåì ïðîòè-

âîðå÷èå.
Èòàê, L(S ∩R) = L. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SR/LR èçîìîðôíà S/L.
Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G/R. S/L ∼= SR/R/(LR/R) � ãëàâíûé ôàê-

òîð ãðóïïû G/R. Âîçüìåì ýëåìåíò x ∈ S\L. Òîãäà ýëåìåíò y = xr ∈ SR,
y = xr /∈ LR. Äåéñòâèòåëüíî, xr = lr1, ãäå l ∈ L. [1]

Îòñþäà x = lr1r
−1 ∈ LR.

Òîãäà lr1r
−1 ∈ L, r1r−1 ∈ L. Ýòî çíà÷èò, ÷òî r1r−1 = 1, òî åñòü r1 =

r/$.
Íî òîãäà xr = lr èç ðàâåíñòâà [1].
Ñëåäîâàòåëüíî, x = l ∈ L. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî x ∈ S, íî

x /∈ L.
Çíà÷èò, y ∈ SR\LR. Òîãäà yR ∈ SR/R, yR /∈ LR/R. Çíà÷èò, óñëîâèå

òåîðåìû äëÿ G/R âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè R 6= 1, òî ïî èíäóêöèè H/R p-ðàçðåøèìà è êàæäûé åå G/R-

ãëàâíûé ôàêòîð öèêëè÷åñêèé. Íî òîãäà H òàêæå p-ñâåðõðàçðåøèìà, è êàæ-
äûé åå G-ãëàâíûé p-ôàêòîð öèêëè÷åñêèé. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî R = Op′(H) = 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ñëó÷àÿ.
1 ñëó÷àé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G p-ðàçðåøèìà.
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Òàê êàê R = Op′(H) = 1 è Hp � àáåëåâà, òî Hp E H (ïî òåîðå-
ìå 2.2.25). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Hp = H ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé p-
ãðóïïîé. Ïóñòü ïîäãðóïïà H ïðåäñòàâèìà â âèäå H =< x > ×B, ãäå B �
íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H. Òîãäà íàéäåòñÿ öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé ôàê-
òîð S/L ãðóïïû G òàêîé, ÷òî x ∈ S\L.

Ðàññìîòðèì G-èçîìîðôèçì:
SH/LH ∼= S/(S ∩ LH) = S/L(S ∩H)
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: L(S ∩H) = L èëè L(S ∩H) = S.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(S ∩H) = L.
Òàê êàê ýëåìåíò x ∈ S, x /∈ L, x ∈ H, òî x ∈ S∩H. Òîãäà x ∈ L(S∩H) =

L.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, L(S ∩ H) = S. Òîãäà S/L ∼= S ∩ H/(L ∩ H). Òàêèì îáðàçîì,

S ∩H/(L ∩H) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì G-ãëàâíûì ôàêòîðîì ïîäãðóïïû H,
ïðè÷åì, x ∈ (S ∩H)\(L ∩H).

Ïóñòü < x1 >, < x2 >, · · · , < xn > � ñîâîêóïíîñòü âñåõ öèêëè÷åñêèõ
ïîäãðóïï, äîïîëíÿåìûõ â H. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, ïîäãðóïïà H îáëà-
äàåò öèêëè÷åñêèì G-ãëàâíûì ôàêòîðîì Si/Li, òàêèì, ÷òî xi ∈ Si, xi /∈ Li,
i = 1, 2, · · · , n.

Ïóñòü f � ëîêàëüíûé ñïóòíèê ôîðìàöèè U òàêîé, ÷òî f(p) � êëàññ
âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ýêñïîíåíòû, äåëÿùåé p − 1 (òåîðåìà 2.2.24.). Òîãäà
G/CG(Si/Li) ∈ f(p), à, çíà÷èò, G/C ∈ f(p), ãäå C =

⋂
i=1

(Si/Li).

Òàê êàê H - àáåëåâà p-ïîäãðóïïà, òî H ⊆ C.
Ïóñòü Q � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà èç C, q 6= p. Ôàêòîð Si/Li ÿâëÿåòñÿ

öåíòðàëüíûì â C, à, çíà÷èò, îí ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì è â HQ. Òîãäà
ýëåìåíòû x1, x2, · · · , xn ÿâëÿþòñÿ QU-öåíòðàëüíûìè â HQ. Ïî ñëåäñòâèþ
5.3.2. ïîäãðóïïà HQ áóäåò p-íèëüïîòåíòíà, à, çíà÷èò, è íèëüïîòåíòíà.
Òîãäà HQ = H × Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C/CC(H) ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé.
Òàêèì îáðàçîì, G/CC(H) ∈ Npf(p). Òàê êàê

G/CG(H) ∼= G/CC(H)/(CG(H)/CC(H))
è Npf(p) � ôîðìàöèÿ, òî G/CG(H) ∈ Npf(p).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ãëàâíûé p-ôàêòîð ïîäãðóïïû H ÿâëÿåò-

ñÿ U-öåíòðàëüíûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê ïî òåîðåìå
Õóïïåðòà (òåîðåìà 2.2.274).

2 ñëó÷àé. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íå p-ðàçðåøèìà.
Ïóñòü R � p-ðàçðåøèìûé êîðàäèêàë ïîäãðóïïû H. Òàê êàê ñèëîâñêàÿ p-

ïîäãðóïïà Rp èç R àáåëåâà, òî ïî ëåììå 2.2.30 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäãðóïïà
D, ÷òî H = DR è ïîðÿäîê |D∩R| íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà Hp = Dp×Rp äëÿ
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íåêòîðûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï Hp, Dp è Rp èç ïîäãðóïï H, D, R ñîîòâåò-
ñòâåííî (ïî ëåììå 2.2.22). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
èç Rp, äîïîëíÿåìàÿ â Rp, äîïîëíÿåìà è â Hp.

Ïóñòü Rp =< x > ×B, ãäå B � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Rp. Òîãäà
íàéäåòñÿ öèêëè÷åñêèé ãëàâíûé ôàêòîð S/L ãðóïïû H òàêîé, ÷òî x ∈ S,
íî x /∈ L.

Ðàññìîòðèì H-èçîìîðôèçì:
SRp/LRp

∼= S/S ∩ LRp = S/L(S ∩Rp).
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: L(S ∩Rp) = L èëè L(S ∩Rp) = S.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(S∩Rp) = L. Òàê êàê ýëåìåíò x ∈ S, x /∈ L, x ∈ Rp,

òî x ∈ S ∩Rp. Òîãäà x ∈ L(S ∩Rp) = L.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, L(S ∩ Rp) = S.Òîãäà S/L ∼= S ∩ Rp/(L ∩ Rp). Òàêèì îáðàçîì,

S ∩Rp/(L ∩Rp) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì H-ãëàâíûì ôàêòîðîì ïîäãðóïïû R
, ïðè÷åì x ∈ (S ∩Rp)\(L ∩Rp).

Ñëåäîâàòåëüíî, S∩R/(L∩R) ÿâëÿåòñÿ U-öåíòðàëüíûì H-ãëàâíûì ôàê-
òîðîì ïîäãðóïïû R. Íî ïî òåîðåìå 2.2.28 ýòî íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Êðàòêèå âûâîäû.

Â ãëàâå 5 �Õàðàêòåðèçàöèÿ ãðóïï è ôîðìàöèé� íàéäåíà õàðàêòåðèçà-
öèÿ íàñûùåííûõ ôîðìàöèé ñ ïîìîùüþ Zf,G-ýëåìåíòîâ. Äàíî ðàñøèðåíèå
ðåçóëüòàòîâ ðàáîò Ñ.Í. ×åðíèêîâà [27], à òàêæå Â.À. Âåäåðíèêîâà è Í.È.
Êóëåøîâà [9] íà ïðîèçâîëüíûå íàñûùåííûå ôîðìàöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóï-
ïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç
Gp\Φ(Gp) ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì; ãðóïïà G p-íèëüïîòåíòíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò èç Gp\Φ(Gp) ÿâëÿåòñÿ ZN,G-ýëåìåíòîì;
ãðóïïà G p-ñâåðõðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ öèêëè÷å-
ñêàÿ p-ïîäãðóïïà, äîïîëíÿåìàÿ â Gp, ïîðîæäàåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì; ãðóïïà
G ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ öèêëè-
÷åñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G, äîïîëíÿåìàÿ â Gp, ïîðîæäàåòñÿ ZN,G-ýëåìåíòîì.
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ÃËÀÂÀ 6

ÃÐÓÏÏÛ Ñ S-ÊÂÀÇÈÍÎÐÌÀËÜÍÛÌÈ ÏÎÄÃÐÓÏÏÀÌÈ

Â äàííîé ãëàâå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ïðåäû-
äóùèõ ãëàâ è èññëåäîâàíèÿìè ãðóïï, îáëàäàþùèõ çàäàííîé ñèñòåìîé S-
êâàçèíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçû-
âàåòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíîé, åñëè îíà ïåðåñòàíîâî÷íà ñ êàæäîé ñèëîâñêîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Áîëüøîå âíèìàíèå S-êâàçèíîðìàëüíûì ïîäãðóïïàì óäåëÿë Î.Êåãåëü â
ðàáîòå [21]. Â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî åñëè K � òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G, ÷òî G/K ñâåðõðàçðåøèìà, à ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû
ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï èç K ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè â G, òî G ñâåðõ-
ðàçðåøèìà.

Ìû óñòàíîâèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò äàæå â áîëåå îáùåì âèäå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí êàê ïðèëîæåíèå íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ î ãðóïïàõ
ñ ñèñòåìîé ZU,G-ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

6.1 Òåîðåìà [39]. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, p �
ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî H p-ðàçðåøèìà, ëèáî p � íàè-
ìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùåå ïîðÿäîê H. Åñëè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóï-
ïû ñèëîâñêîé p-ãðóïïû èç H ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè â G, òî H
p-ñâåðõðàçðåøèìà è å¼ íåôðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå p-ôàêòîðû öèêëè÷åñêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü P � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç Hp. Ïî óñëîâèþ ïîäãðóïïà P S-
êâàçèíîðìàëüíà â ãðóïïå G, à, çíà÷èò, è â ïîäãðóïïå H. Ïî ëåììå 2.2.46
ïîäãðóïïà P íîðìàëüíà â H. Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 3.1 êàæäûé ýëå-
ìåíò èç Hp\Φ(Hp) ÿâëÿåòñÿ ZU,G-ýëåìåíòîì. Ïî òåîðåìå 3.1 H p-ñâåðõðàçðåøèìà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè H = G òåîðåìà âåðíà.

Ïóñòü òåïåðü H � ñîáñòâåííàÿ p-ñâåðõðàçðåøèìàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G. Åñëè â ïîäãðóïïå Hp èìååòñÿ òîëüêî îäíà ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî
Hp ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Òîãäà âñå G-ãëàâíûå p-ôàêòîðû ïîäãðóïïû H ÿâ-
ëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â ãðóïïå Hp ñîäåðæèòñÿ áîëåå îäíîé
ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïû, ïðè÷¼ì ïî óñëîâèþ îíè S-êâàçèíîðìàëüíû, à ïî
ëåììå 2.2.32 ñóáíîðìàëüíû. Ïîýòîìó Hp íîðìàëüíà â ãðóïïå G. Çíà÷èò,
ââèäó èíäóêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Hp = H.
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Â ñëó÷àå H ⊆ Φ(G) òåîðåìà âåðíà. Ïóñòü H 6⊆ Φ(G). Òîãäà HX = G,
ãäå X � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê H ñîäåðæèòñÿ â Gp,
òî ïî ëåììå 2.2.22 HpXp = Gp, Xp ⊆ P1, ãäå P1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû Gp, P1 íîðìàëüíà â Gp.

Ïåðåñå÷åíèå H1 = P1 ∩H ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû H
ïî ëåììå 2.2.34, ïðè÷¼ì P1 ∩H EGp.

Ïóñòü H = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hk � öåïü ìàêñèìàëüíîé äëèíû ñî ñâîé-
ñòâàìè: Hi E G, |Hi−1 : Hi| = p, ãäå i = 1, 2, . . . , k. Åñëè Hk ⊆ Φ(G), òî
òåîðåìà âåðíà. Ïóñòü Hk 6⊆ Φ(G). Òîãäà HkY = G, ãäå Y � ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òàê êàê Hk ñîäåðæèòñÿ â Gp, òî HkYp = Gp, Yp ñîäåð-
æèòñÿ â P2, ãäå P2 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Gp, P2 íîðìàëüíà â
Gp. Ïåðåñå÷åíèå P2 ∩ H ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû H ïî
ëåììå 2.2.34, ïîäãðóïïà P2 ∩ H S-êâàçèíîðìàëüíà â ãðóïïå G ïî óñëîâèþ
òåîðåìû.

Ïåðåñå÷åíèå P2∩Hk = (P2∩H)∩HkEGp ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóï-
ïîé ãðóïïû Hk. Òîãäà ïî ëåììå 2.2.33 ïåðåñå÷åíèå P2∩Hk S-êâàçèíîðìàëüíî
â ãðóïïå G. Ñëåäîâàòåëüíî, P2 ∩Hk EG ïî ëåììå 2.2.32.

Îáîçíà÷èì Hk+1 = P2 ∩ Hk. Ïîëó÷èì öåïü H = H0 ⊃ H1 ⊃ . . . ⊃ Hk+1,
ãäå Hi E G, |Hi−1 : Hi| = p, i = 1, 2, . . . , k + 1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ
âûáîðîì öåïè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.2 Òåîðåìà [39]. Ïóñòü K � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè
ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï èçK ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè
â G, òî K ñâåðõðàçðåøèìà è å¼ íåôðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå ôàêòîðû öèê-
ëè÷åñêèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðèìåíÿåì òåîðåìó 6.1 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ ïîðÿäêà H.

6.2.1. Ñëåäñòâèå [39]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K � òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G, ÷òî G/K ñâåðõðàçðåøèìà, à ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû
ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï èç K ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè â ãðóïïå G. Òîãäà
G ñâåðõðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî òåîðåìå 6.2 âñå íåôðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå ôàêòîðû ãðóïïû H öèê-

ëè÷åñêèå. Òàê êàê G/K ñâåðõðàçðåøèìà, òî âñå íåôðàòòèíèåâû ãëàâíûå
ôàêòîðû ãðóïïû G öèêëè÷åñêèå. Îòñþäà è èç íàñûùåííîñòè ôîðìàöèè U
ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà G ñâåðõðàçðåøèìà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Êðàòêèå âûâîäû

Â ãëàâå 6 íàéäåíû ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäó-
ùèõ ãëàâàõ, ê èññëåäîâàíèþ ãðóïï ñ çàäàííîé ñèñòåìîé S-êâàçèíîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ñèëîâñêîé p-ãðóïïû
èç H (H íîðìàëüíà â G, H p-ðàçðåøèìà, ëèáî p � íàèìåíüøåå ïðîñòîå
÷èñëî, äåëÿùåå ïîðÿäîê H) ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè â G, òî H p-
ñâåðõðàçðåøèìà è å¼ íåôðàòòèíèåâû G-ãëàâíûå p-ôàêòîðû öèêëè÷åñêèå;
åñëè ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï èç K (K íîðìàëüíà â G)
ÿâëÿþòñÿ S-êâàçèíîðìàëüíûìè â G, òî K ñâåðõðàçðåøèìà è å¼ íåôðàòòè-
íèåâû G-ãëàâíûå ôàêòîðû öèêëè÷åñêèå.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåì îáîáùåííî öåí-
òðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, âëèÿþùèõ íà âõîæäåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû â íàñûùåí-
íóþ ôîðìàöèþ.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

� äîêàçàíî ðàñïîçíàâàíèå p-ñâåðõðàçðåøèìûõ êîíå÷íûõ ãðóïï ïî ñèñòå-
ìå QU-öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ [29];

� íàéäåíû íîâûå ñâîéñòâà G-ãëàâíûõ ôàêòîðîâ p-ñâåðõðàçðåøèìûõ íîð-
ìàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íûõ ãðóïï ñ ñèñòåìîé QU-öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ
[30];

� äîêàçàíî F-ðàñïîçíàâàíèå êîíå÷íîé ãðóïïû ñ ñèñòåìîé QF-öåíòðàëüíûõ
ýëåìåíòîâ(F�íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ) [31].
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