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IKi EKSENDE DARALAN ANKASTRE KiRiSLERIN SONLU ELEMAN
YONTEMI iLE SERBEST TiTRESIM ANALIZI

OZET

Kiris problemleri giiniimiizde birgok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Insaat
miithendisliginde binalar, kopriiler vb. yapilarda cesitli kesitlere sahip sekillerde
kullanilirken, makina miithendisliginde saftlar, kaldirag sistemleri gibi yapilarda, ugak
miithendisliginde ise  helikopter palleri, kanat kirisleri vb. yapilarda
kullanilabilmektedirler.

Kiriglerin bu genis kullanim alanlar1 bazi sorunlar1 da ¢6zmemizi gerektirmektedir.
Bunlardan en 6nemlilerinden biri de titresim problemleridir. Kirigler farkli kesitlerde
olabildikleri gibi daralan veya genisleyen profillere de sahip olabilmektedirler. Bu
tezdeki amag ise iki eksende de daralan veya genisleyen ankastre kirislerin serbest
titresim durumlarinin incelenmesidir.

Kiris teorileri bu tarz sistemlerin yapisal analizlerinde 6nemli bir rol oynamaktadir.
Basit bir sekilde sistemlerin analizlerini gergeklestirmemize olanak saglamaktadir. Bu
tezde kiris teorileri, giiniimiizde pek ¢ok arastirmanin da konusu olan sonlu eleman
yontemi ile kullanilmistir. Her ne kadar sonlu eleman yontemi hesaplari karmagik
gozikse de gliniimiizde gelisen bilgisayar sistemleri ile olduk¢a kolay bir sekilde bu
analizler gergeklestirilebilmektedir. Bu tezde ise Euler-Bernoulli sonlu eleman kiris
teorisi kullanilmistir. Bu teoride kayma kaynakli etkiler géz 6niine alinmamaktadir.
Euler- Bernoulli kiris teorisine gore kirisin tarafsiz ekseni sekil degistirme sonrasi da
kiris eksenine dik olan dogrular ile dik a1 yapmaktadir. Yani kesit diizleminde
herhangi bir deformasyon meydana gelmemektedir. Bu tezdeki sonlu eleman
¢Oziimiinde herbir elemanin iki diiglim noktasindan olustugu ve bu noktalarin da ikiser
serbestlik dercesine sahip oldugu kabul edilmistir. Bundan dolay: herbir eleman 4
serbestlik derecesine sahiptir. Bu teori ile ilgili formiilasyonlar MATLAB
programinda kodlanmistir ve verdigi sonuglar incelendiginde ise gercege oldukca
yakin oldugu goriilmiistiir. Daha sonra ABAQUS paket programi ile ayni kirisin
bilgisayar ortaminda analizi tekrar gergeklestirilmistir. MATLAB’deki koddan alinan
sonuglar literatiir ile uyumlulugu agisindan boyutsuz olarak da elde edilmistir.

Bu tez kapsaminda kabul edilen kiris ankastre olarak bir ucundan yataklanmis,
izotropik, iki eksende daralan ve kesiti iki eksende de simetrik olan bir kiristir. Ayn1
zamanda bu kiris simetrik ve izotropik olarak kabul edilmektedir. Bundan dolay1 iki
diizlemdeki titresim hareketi birbirini etkilememektedir.

Girig boliimiinde kirislerin kullanim alanlari, tezin amaci, kullanilan yontemler,
yazilimlar ve yapilan kabullerden bahsedilmistir. Cok sik kullanilan iki sonlu eleman
metodu ile ilgili yiizeysel bilgiler de verilmistir. Bu metodlar Euler-Bernoulli ve
Timoshenko teorileridir. ki teorinin birbirinden en énemli farklar1 Euler-Bernoulli
teorisinde kayma etkileri géz ardi edilirken Timoshenko teorisinde ise kayma etkileri
g0z Oniline alinmaktadir. Daha sonra literatiir arastiramasina yer verilmistir.
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Daha sonra tezin konusu kapsaminda oldugundan dolayi titresim hakkinda genel bir
bilgilendirme yapilmistir. Ardindan titresim siniflandirilmistir ve bu siniflar hakkinda
da kisa bilgiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise sonlu eleman ydntemi ile alakali bilgiler verilmistir. Burada sonlu
eleman yonteminin gelisen teknoloji ile isimizi nasil kolaylastirdigindan ve kullanilan
programdan bahsedilmistir. Bu islemler yapilirken en 6nemli noktalardan birinin de
kullanilan teoriye uygun sekil fonksiyonlarinin bulunmasi oldugu belirtilmistir.
Buradaki amag ileride daha detayli olarak kullanilacak sonlu eleman metodu hakkinda
fikir sahibi olunmasidir.

Sonraki boliimde kiris teorileri hakkinda daha detayli bilgi verilmistir. Burada ilk
literatiirdeki teorilerden bazilar1 belirtilmistir. Bunlardan siklikla kullanilan Euler-
Bernoulli ve Timoshenko teorileri hakkinda detayli agiklama yapilmistir. Bu tez
kapsaminda da kullanmilan Euler-Bernoulli teorisi detaylar1 ile anlatilmus,
formiilasyonlar1  gosterilmistir. Daha sonra uygun sekil fonksiyonlarinin
hesaplanmasindan sonra herbir elemana ait rijitlik ve kiitle matrisleri bulunmustur.
Daha sonra bu matrisler uygun formatta birlestirilerek genellestirilmis rijitlik ve kiitle
matrisleri elde edilmistir. Ardindan ankastre kiris sinir kosullart uygulanmis ve
indirgenmis rijitlik ve kiitle matrisleri bulunmustur. Bu matrisler uygun formiillerde
yerlerine konularak sonuglar literatiir ile uyumlu olacak sekilde boyutsuz olarak elde
edilmistir. Daha sonra MATLAB programinda yazilmis kod ile elde edilen sonuglari
dogrulamak adina farkli daralma oranlarindaki kirisler Catia V5 programinda
modellenip, Hypermesh programinda sonlu elemanlarina ayrilmistir. Daha sonra da
ABAQUS paket programi ile analizleri yapilip MATLAB’de yazilan kod
dogrulanmustir.

Son kisimda ise literatiirdeki ¢alismalara ek olarak kirisin boyunun dogal frekans
lizerine etkisi incelenmistir.

Sonuglar literatiir ile karsilastirildiginda ise yiizdesel olarak ¢ok ufak sapmalar oldugu
gorilmiistiir.

XX



FREE VIBRATION ANALYSIS OF DOUBLE TAPERED CANTILEVER
BEAMS BY USING FINITE ELEMENT METHODS

SUMMARY

A beam is a structure which one of its dimensions is larger than the other ones. Larger
dimension is defined as the axis of the beam and the sections of the beams can vary
from C section to | section or varying sections at different locations, which is called as
tapered beams, of the beam or the constant section etc.

Beams are one of the most regularly used structures in different engineering
operations. Because of this, analysis of the beam structures drew attention of lots of
resarchers. Beams’ simple and effective structure caused them to be used in different
areas of engineering. Examples for these areas are helicopter blades or wings at
aeronautical engineering, as | or T beams at buildings or bridges at civil enginnering,
levers and shafts at mechanical engineering etc.

With the usage of beams one can encounter different engineering problems. These
problems can vary from dynamic to static. In this thesis free vibration problems of the
double tapered beams are the focus. The beam that is considered in this thesis is
isotropic, symmetric in two axis, homogenous and cantilever.

Lots of beam theories have been produced depending on various assumptions, and
these assumptions ended up with different accuracy levels.With the help of these
theories one can easily solve the engineering problems of the beams. In these theories
Euler-Bernoulli theory is one of the simplest and commonly used one. The main
supposition of this theory is that no deformation exist in the plane of the cross section.

Finite element methods have been used as the main tool to get results for the dynamic
behaviour of the double tapered beams in this thesis. The most commonly used finite
element methods are Euler-Bernoulli and Timoshenko theories. As it is stated before
in Euler-Bernoulli beam theory there is no deformation in the cross section plane. This
also means that shear effects are dismissed in Euler-Bernoulli beam theory, while in
Timoshenko theory all calculations are performed by taking shear effect into
considiration. Finite element methods have recieved considirable amounts of attention
in recent years with help of progress in computer technologies. Since by using
computers to calculate finite element equations, scientists save lots of time. In this
thesis MATLAB computer program is used to solve the equations. With the help of
this program, the results can be obtained easily, more accurately and swiftly. With the
code, which is written in MATLAB, element number, taper ratios, material properties
etc. can be assigned manually. The results obtained from the program are accurately
close to the results obtained from the literature. After this step, the beam has been
analyzed in ABAQUS program to verify the results gathered from the MATLAB code.
These two results are quite similar to the results of the literature. The results which are
obtained from the MATLAB are in dimensionless form since the literature results are
in this type.
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In finite element solution, every element has two nodes and each node has two degrees
of freedom.Which means that the each element has four degrees of freedom. While
solving by using Euler-Bernouilli finite element beam theory two neighboring element
must have continued deflection and slope at common nodes.

In the first chapter of the thesis, common areas of usage for the beams, purpose of the
thesis, programs that have been used, theories which are benefited and assumptions
are explained. After this the the most commonly used beam theories explained. These
theories are Euler-Bernoulli and Timoshenko theories as stated before. In order to
prove the accuracy of the results that are taken from the MATLAB code, both
ABAQUS analysis have been made and a literature overview performed. After this
section a detailed literature review is represented.

After this chapter a general representation of the vibration,since the vibration is the
main problem of the thesis, is demonstrated. After a general overview to the vibration,
different types of it have been explained. These are free or forced vibrations, damped
or undamped vibrations and linear or nonlinear vibrations. In free vibrations there is
no outer force to trigger the vibration of the system, while in forced vibration there
must be an outer effect to generate the vibration. Damped vibrations’ oscillation
amplitude decrease over time because of the damping effects such as force. While
undamped vibrations preserve their amplitude. Linear vibration means that the
magnitude of the system output must be proportional to the magnitude of the input.
For example, if in a linear system t input gets 2t output, then an input of 4t provide 8t
output. But in real systems these kind of excellence does not exist. These types of
oscillation systems are called as nonlinear vibration systems.

In the third chapter, a brief explanation for the finite element methods has been made
to clarify the main solution method for this thesis. A methematical model has to be
developed to analyze an engineering problem with some assumptions depending on
the solution method. Obtaining the results of these mathematical problems are mostly
difficult. With the help of progresing of the computer science, it is much easier than
before to solve such problems. There are lots of numerical solution techniques to
obtain the results of these engineering problems. Specially, the finite element methods
are the most commonly used techniques. Also in this chapter, a brief example of
solving a finite element problem has been given. The first thing that has to be done is
meshing the beam, which means that the beam has to be divided into small parts, to
solve the problem. These small parts are called as “finite elements”. Each element has
at least one common point with the neighbouring element. These points are called as
“nodes”. Then, suitable shape functions have to be obtained based on the solution
method. At the end of this chapter a brief explanation of both global and reduced
stiffness and mass matrix have been obtained. The aim of this section is to give some
basic information about the technique that has been used in this thesis
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The fourth chapter consist of beam theories. Firstly, some of these theories have been
mentioned and then the most commonly used ones explained in detail. These
commonly used theories are Euler-Bernoulli and Timoshenko theories. Since the
Euler-Bernoulli theory is the main solution method for this thesis, this theory has been
represented precisely. After that the suitable shape functions have been acquired and
the stiffness and mass matrix for every single element have been obtained. Then, these
matrixes have been gathered together in a suitable way to get the global stiffness and
mass matrixes. Afterwards, the boundary conditions of the cantilever beam have been
aplied to acquire the reduced mass and stiffness matrixes. These matrixes have been
applied to the suitable formulas to obtain the results in dimensionless form to be able
to compare with results of the literature.

After that to improve the MATLAB code results’ reliablity, beams have been modelled
in Catia V5 and then meshed in Hypermesh. After these steps ABAQUS program has
been used to get the results for different taper ratios.

The last part is about the effect of the length of the beam on natural frequency in
addition to literature.

After comparing all outcomes, the deviation from the literature was unnoticeable.
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1. GIRIS

1.1 Tezin Amaci

Kirigler giiniimiiz miihendislik uygulamalarinda sik¢a karsimiza ¢ikan elemanlardir.
Bu elemanlar farkli sekillerde sabit kesitli olarak kullanilabildigi gibi ¢esitli amaglar
dogrultusunda  daralan, genisleyen, ince cidarh  vb. sekillerde de
kullanilabilmektedirler. Pratik olarak diisiiniildiigiinde degisen kesitlere sahip kirisler
sabit kesitli kiriglere gore yer yer daha uygun ve/veya iyi kiitle dagilimi1 ve mukavemet

oOzelliklerine sahip olabilmektedirler.

Bu konu fizerine literatiirde ¢ok fazla kaynak bulunmaktadir. Bunlardan bazilarinda
daha eski metodlar kullanilabildigi gibi gilinlimiizde artik paket programlarin da
yardimiyla daha popiiler olan Sonlu Eleman Metodu (SEM) kullanilanlar1 da
bulunmaktadir. Bu kirisler kullanim amaclaria gore statik, dinamik veya her ikisine
birden maruz kalabilmektedirler. Bundan dolayr dinamik ve statik analizlerinin
yapilmas1 ve uygunlugunun kanitlanmasi gerekmektedir. Aksi taktirde can ve/veya
mal kaybu ile sonuglanan kazalara sebebiyet verebilmektedirler. Dinamik zorlanmalar
bu tezin kapsama alani dahilindedir. Dinamik zorlanmalar disaridan bir etki ile
olabildigi gibi serbest titresim sonucu da ger¢eklesebilmektedir. Bu tezdeki calisma

serbest titresimleri kapsamaktadir.

Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris teoriler olduk¢a sik kullanilan yontemlerdir.
Euler-Bernoulli sonlu eleman kiris teorisinde kayma etkileri g6z oniine alinmazken,
Timoshenko teorisinde kayma kaynakli etkiler g6z Oniine alinmaktadir. Bu tez
kapsaminda titresim genliklerinin ¢ok fazla olmadigi ve bundan dolay1 olusan kayma
etkilerinin goz ard1 edilebilecegi kabul edilmistir.

Tez kapsaminda dikdortgen kesitli ve her kenarinin uzunlugu sabit bir orana bagl
olarak kiris ekseni boyunca degistigi kirisler géz dniine alinmistir. Kiris malzemesi ise
homojen ve izotropik olarak kabul edilmistir. Kiris Euler Bernoulli kirisi olarak

modellenmis ve dinamik analizleri ise serbest titresim diisiiniilerek sonlu eleman

metodu ile gergeklestirilmistir. Sonlu eleman metodu ise MATLAB programinda



yazilan kod ile gerceklestirilmistir. Kodun dogrulugunu kanitlama agisindan daha
sonra hem ABAQUS paket programinda analizleri yapilmistir hem de literatiirdeki
makaleler ve tez ¢iktilari ile karsilastirilmistir. Literatiirdeki kaynaklarda genellikle
daralma oraninin dogal frekans iizerine etkileri odak noktasi olmustur. Bu tezde hem
bu konu iizerinde hem de degisken kesitli kirisin uzunlugunun dogal frekans

tizerindeki etkilerine ¢alisilmistir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Bailey, calismasi ile degisken kesitlere sahip kirislerin farkli sinir kosullari ile ve hem
siireksizligin oldugu hem de siireksizligin olmadigr sartlar altinda titresim
davranislarini incelemistir. Bu calismasini ise basit cebirsel matematik kullanarak
gerceklestirmistir. Yaptig1r ¢alisma sonuglart ile gergek sonuglar birbirine yakin

¢ikmaktadir [1].

Downs, yaptig1 calisma ile iki eksende simetrik kesite sahip izotropik ve ankastre
kirislerin serbest titresim altinda dinamik analizlerini yapmistir. Bu calismada ise
Kirigleri Timoshenko ve Euler-Bernouilli metodlarina gére ayri ayri modellemis ve

elde ettigi sonuglar1 karsilagtirmistir [2].

Lau, uniform kesite sahip olmayan bir kirisin ilk bes dogal frekansini hesaplamistir.
Bunu yaparken ise Euler-Bernoulli kiris metodunu kullanmistir. Bu ¢alismada farkli
sinir kosullari altinda kiris davraniglar1 incelenmistir. Bu sinir kosullarina 6rnek olarak

ise, serbest ugta kiitle, ankastre kiris vb. verilebilir [3].

Chelirem ve Lakhdar, ¢aligmasi ile iki eksende konik olan, donen ve egilmeye maruz
kiriglerin serbest titresimlerini incelemiglerdir. Tiiretilen enerji denklemlerine
Lagrange yaklasimi uygulanmis ve korunum denklemleri elde edilmistir. Daha sonra
bu denklemlere donme hizi, daralma/genisleme oranlart eklenmistir ve SEM ile

hareket denklemleri ¢oziilmiistiir [4].

Kwon ve Bang, ¢alismasinda sonlu eleman yonteminin giris ve ileri seviyeleri ile
alakali onemli bilgiler vermislerdir. Bunu yaparken kitabin odak noktasi olan
MATLAB programu iizerinden gesitli drneklere de yer vermislerdir. Buradan Euler-
Bernoulli sonlu eleman yontemine uygun olarak rijitlik ve kiitle matrisleri elde

edilmistir [5].

Sahin, c¢alismasinda iki eksende daralan helikopter pallerinin serbest titresim

davraniglarin1 incelemistir. Bunu yaparken helikopter pal kok g¢apini, iki farklh



eksendeki daralma oranlarini ve donme hizin1 degistirerek bu parametrelerin sonuca
nasil etkidigini arastirmistir. Bunlar1 yaparken de Euler-Bernoulli sonlu eleman
yaklasimimi ve Timoshenko sonlu eleman yaklagimlarini kullanmistir. Bunlarin

verdikleri sonuglar1 karsilastirmistir [6].

Gupta ve Rao, yaptiklar1 calisma ile genisligi ve derinligi lineer olarak degisen
burulmus kiriglerin rijitlik matrislerini incelemislerdir. Calismada burkulma agisinin
kiris boyunca lineer olarak degistigi kabul edilmektedir. Donme eylemsizlik momenti
ve kayma deformasyonlar1 rijitlik ve kiitle matrislerinin hesaplarinda gozoniine
alimmistir. Calismada iki eksende de degisken kesit oranina sahip ankastre kirisin ilk

4 dogal frekans modu bulunmustur [7].

Mabie ve Rogers, ¢alismasinda iki farkli diizlemde serbest titresim halinde olan ve iki
eksende daralan kirisleri incelemistir. Bu ¢alismalarinda Euler-Bernoulli
denklemlerini kullanmiglardir. Bu ¢alismada ilk 5 mod degeri elde edilmistir. Calisma
ile farkl1 daralma oranlarinin frekans iizerindeki etkileri incelenmistir. ikinci durumda
ise, kirigin iizerine bir kiitle konmus ve bu kiitle ile kirisin kiitle oranlar1 ile daralma

oranlarindan olusan bir tablo olusturulmustur [8].

Raju ve arkadaslar1 yaptiklar1 ¢alismada basit bir Sonlu Eleman Method formiilasyonu
kullanarak bir kirigin titresim davraniglarini bulmuslardir. Calismada kullanilan kirig
iki eksende de degisken kesitlere sahiptir. Coziimleri ise Ritz-Galerkin metodu

kullanarak gerceklestirmislerdir [9].

Ece ve arkadaslari degisken kesit oranlarina sahip izotropik bir kirisin titresim
davraniglarini incelemislerdir. Bu c¢alismada yer denklemleri, adi diferansiyel
denkleme indirgenmistir ve kirisin kesitleri ise eksponansiyel olarak degismektedir.
Analitik ¢oziimleri yapilan kiris i¢in 3 farkli sinir kosulu secilmistir ve dogal frekanslar

herbir sinir kosulu i¢in ayr1 ayr1 bulunmustur [10].

Attarnejad ve Shahba, ¢alismalarinda donen ve degisken kesit oranlarina sahip kirisler
i¢in temel yerdegistirme fonksiyonlarin1 bulmuslardir. Bu ¢alismada Euler-Bernoulli

kiris teorisi yaklagimi uygulamislardir [11].






2. TITRESIM

Titresim bir sistemin nominal bir konuma veya referans olarak kabul edilen bir eksene
gore tekrarlanan hareketi anlamina gelmektedir. Titresim gilinlimiizde birgok alanda
karsimiza ¢ikmakla birlikte yer yer istenen bir durum olabilirken yer yer de yikici
sonuglara sebebiyet verebilmektedir. Ornegin; miizik aletlerinde gerekli ve istenen bir
durum olarak ortaya ¢ikabilirken, ugaklar gibi yapilarda ise yorulmaya sebep olarak
yapinin zamanla zarar gormesine neden olabilmektedir. Miihendislik a¢isindan ise bu

durumlarin incelenmesi 6nemli bir konu olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Titresimde cisimlerin salinim hareketleri incelenir. Bu hareketler kendiliginden
gerceklesebilecegi gibi dis bir zorlanma sonucu da meydana gelebilmektedir. Sabit
zaman araliklarinda gergeklesen titresim hareketlerine periyodik titresimler
denilmektedir. Sekil 2.1°de periyodik bir titresim hareketinin zamana gore yer

degistirme veya kuvvet grafigi goriilmektedir.

Yer Degistirme (kuvvet) x(t)

A

Periyot

\ |

»  Zaman. t

-X +

Sekil 2.1 : Periyodik titresim hareket grafigi.

Bu grafikte T periyodu, ® acisal frekansi, X hareket genligini ve t zamam
gostermektedir. Her hareket periyodik olmak zorunda degildir. Periyodik olmayan

hareketlerde



hareket sabit bir zaman araliginda tekrarlanmamakta, rastgele olarak
gerceklesmektedir. Sekil 2.2°de rastgele titresim hareket grafigi icin bir Ornek

bulunmaktadir.

Yer Degistirme (X)
A

Zaman (t)

Sekil 2.2 : Periyodik olmayan titresim hareketi.

2.1 Titresim Simiflar1

Titresim problemleri asagidaki sekilde siniflandirilabilir [16].
1. Serbest ve zorlanmus titresimler

2. Sonlimsiiz ve sonimlii titresimler

3. Lineer ve lineer olmayan titresimler

2.1.1 Serbest ve zorlanmus titresimler

Sisteme dis herhangi bir miidehale olmadan titresiyor ise boyle titresimlere serbest
tiresimler denilmektedir. Eger sistem dig bir zorlanma sonucu titresiyor ise bdyle
titresimlere zorlanmais titresimler denilmektedir. Bu zorlayici dis etkenler kuvvet, yiik,

donme vb. sebepler ile olusabilmektedir.

2.1.2 Soniimsiiz ve soniimlii titresimler

Sisteme siirtiinme vb. direngler ile enerjide kayip yaratacak etkiler mevcut degilse
sistem sOnlimsiiz olarak kabul edilmektedir. Eger bu tarz etkiler mevcut ise sistem
sontimlii olarak kabul edilmektedir. Bu kuvvetlere ise viskoz soniim kuvvetleri

denilmektedir. SOntim etkisi bazi miithendislik sistemlerine istenerek katilabilmektedir.



2.1.3 Lineer ve lineer olmayan titresimler

Titresim sisteminin elemanlariin hepsi dogrusal bir davranisa sahip ise boyle
titresimlere lineer titresimler denilmektedir. Sekil 2.3’te bir lineer sistem Ornegi
gosterilmektedir. Eger sistem elemanlarindan herhangi biri dogrusal olmayan bir

davranisa sahip ise bu tarz sistemlere ise lineer olmayan sistemler denilmektedir.

(1)
k -

’
AN — E(t)
r m
=
L= ]

R

-\1\ SR Y

Sekil 2.3 : Lineer titresim hareketi yapan bir sistem.






3. SONLU ELEMAN METODU

Bir miihendislik sistemini anlayabilmek i¢in onun matematiksel bir modeli
olusturulmaktadir. Bu matematiksel model olusturulurken ise bazi kabuller ve
basitlestirmeler yapilabilmektedir. Bunlarin sonucunda diferansiyel ifadelerden olusan
matematiksel korunum denklemleri elde edilmektedir. Bu diferansiyel denklemlerin
coztimleri genellikle ¢cok zor olmaktadir. Giiniimiiz teknolojisi ile gelisen bilgisayar
sistemleri bu denklemlerin ¢oziilmesini kolaylastirmaktadir. Bu teknolojilerin
gelismesi ile daha da 6nem kazanan Sonlu Eleman Metodu ile bu miihendislik

problemleri ¢oziilebilmektedir [5].

Sonlu eleman yontemi ile ¢ok kompleks sekillere ve yiiklemelere sahip ve farkli
miihendislik alanlarindan problemlerin ¢6ziimii gerceklestirilebilmektedir. Bunlara
ornek olarak ise; akis problemleri, 1s1 problemleri, dinamik problemler vb. verilebilir.
Sonlu eleman yontemi ile elde edilen sonuglar kesin sonuglara olduk¢a yakin degerler

vermektedir.

Sonlu eleman yonteminde sistem ¢ok sayida kiigiik pargalara ayrilir. Bu elemanlarin
herbirine sonlu eleman denilmektedir. Bu sekilde miihendislik problemleri ¢ok sayida
sonlu elemana béliinerek ¢oziiliir. Sekil 3.1°de sonlu eleman yontemine uygun olarak

elemanlarina ayrilmis bir anahtar 6rnegi verilmistir.

DUgum Noktasi

Eleman

Sekil 3.1 : Sonlu eleman yontemine gore elemanlarina ayrilmig bir anahtar.

Sonlu eleman yontemi ile diiglim noktalarinda istedigimiz degiskenlere (gerilme,

sicaklik vb.) ait degerleri elde edebilmekteyiz. Ancak diiglim noktalar1 arasindaki



bolgeler hakkinda da fikir sahibi olabilmek icin sekil fonksiyonlari adi verilen
ifadelerin elde edilmesi gerekmektedir. Bu islem yapilirken ise bulmaya galistigimiz
degiskene uygun mertebeden sekil fonksiyonu polinomu bulunmalidir. Bu tezin
kapsami iki eksende daralan kirislerin dinamik analizleri oldugundan dolayi ilk olarak
uygun sekil fonksiyonlar: bulunmustur. Daha sonra bu sekil fonksiyonlari ile probleme
ait kiitle ve rijitlik matrisi elde edilmistir. Daha sonra bunlara sinir kosullari
uygulanmistir ve elemanin istedigimiz sayida modu MATLAB’de yazilan kod

tarafindan bize verilmistir.
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4. KIRIS TEORILERI

Kirigler, bir boyutu diger boyutlarina gore oldukga biiyiik olan ve tek boyutta incelenen
elemanlara denilmektedir. Bu teori glinlimiizdeki bir¢gok miihendislik uygulamalarinda
da kullanilmaktadir. Ornegin; kopriilerde kullanilan boylamsal elemanlar, riizgar

tiirbinlerinin palleri, helikopter palleri vb. bunlara 6rnek olarak verilebilir.

Simetrik kesite sahip ve izotropik kiris durumunda iki diizlemdeki titresim hareketleri
birbirlerini etkilememektedir. Fakat sadece bir eksende simetriklik durumu ve/veya
izotropik olmama durumu mevcut olan kiriglerde ise farkli diizlemlerdeki egilme-

egilme, egilme-burulma hareketleri birbirlerini etkilemektedirler [6].
Siklikla kullanilan kiris teorilerine asagidakiler 6rnek olarak verilebilir [17].

e Euler-Bernoulli kiris teorisi

e Timoshenko kirig teorisi

e Iki boyutlu kiris teorileri

e Ug boyutlu kiris teorileri
Yukaridaki teorilerden en ¢ok kullanilanlar1 Euler-Bernoulli kiris teorisi ve
Timoshenko kiris teorisidir. Bu teorilerden Euler-Bernoulli teorisinde kirisin tarafsiz

ekseni Sekil 4.1°de gosterildigi gibi elemanlarina ayrilmis kirigin ortasindan dik olarak

gecmektedir.
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Sekil 4.1 : Elementlerine ayrilmig bir ankastre kiris.

Daha sonra F yiikiiniin etkisi ile kiris Sekil 4.2°deki gibi egilmektedir. Euler-Bernoulli
kiris teorisine gore F yiikii uygulanmadan 6nce gubuk orta eksenine dik ve diizlemsel
olan kesitler, F yiikiiniin etkisi ile olusan sekil degisimi sonras1 da cubuk eksenine dik
ve diizlemsel olarak kaldig1 kabul edilmektedir. Bu da kiris eksenine dik kuvvetlerin
neden olacagi kayma etkilerinin ihmal edilecegi anlamina gelmektedir. Euler-

Bernoulli kiris teorisi ince ve uzun ¢ubuklarda daha dogru sonuglar vermektedir.

Sekil 4.2 : F yiikiiniin etkisi ile egilmeye maruz kalmis ankastre Euler-Bernoulli
kirisi.
Euler-Bernoulli kiris teorisinin aksine Timoshenko kiris teorisinde kayma gerilmeleri
ihmal edilmemektedir. Bu teoride kayma gerilmeleri bir kayma faktorii ile hesaba
katilmaktadir. Timoshenko teorisinde sekil degisimi dncesi durumda gubuk eksenine
dik ve diizlemsel olan kesitler, F yiikiiniin etkisi ile meydana gelen sekil degisimi

sonrasi diizlemsel kalmaktadir ancak kiris eksenine dik olmadig1 kabul edilmektedir.

12



Timoshenko teorisi kirisin narin olmadigi durumlarda kullanilmaktadir. Bu teoriye
gore ise ince-uzun ¢ubuk olmasi durumunda egilme ve kayma degerleri arasinda fark
olusmaktadir. Cubuk kisa ve kalin ise egilme ve kayma degerleri birbirine neredeyse
esittir. Sekil 4.3’te yukaridaki sekilde belirtilen kirisin Timoshenko Kiris teorisi
durumundaki hali gosterilmistir. Burada a agis1 Euler-Bernoulli teorisinde 90° iken

Timoshenko teorisinde 90°den daha biiytik bir agidir.

Sekil 4.3 : F yiikiiniin etkisi ile egilmeye maruz kalmis Timoshenko kirisi.

Euler-Bernoulli kiris teorisi ince ve uzun gubuklarda oldukga iyi sonuglar vermektedir.
Tezin kapsaminda ele alinan ¢ubuk da ince ve uzun olarak degerlendirilebileceginden

dolay1 tezde Euler-Bernoulli kiris teorisinden yararlanilarak sonuglar elde edilmistir.

4.1 Euler-Bernoulli Kirisi Sonlu Eleman Formiilasyonu

Egilmeye maruz bir kirisin Euler-Bernoulli esitligi asagidaki sekilde verilmektedir:

029 9% 929
— 27 = (4.1)
ot?2 0x?2 (EI 6x2) q(x 1)

Bu denklemde 9(x,t) kiriste kayma sebebi ile olusan yer degistirmeyi, p yogunlugu,
EI kirisin rijitligini, q(x,t) ise disaridan kirise uygulanan basing kuvvetini, t zamani, x
ise kirig ekseni boyunca uzunlugu goéstermektedir. Daha sonra denkleme Galerkin
Metodu veya Artik Gerilme metodlarindan biri uygulanir ve asagidaki denklem elde
edilir:
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Denklem 4.2°de L kiris uzunlugu anlamina gelmektedir. Daha sonra bu denklemin
kismi integralini aliriz. Buna ek olarak kirisi ¢ok sayida sonlu elemana boldiiglimiizde
asagidaki denklem elde edilmektedir:

_ won 829 829 8%w
1=, [fﬂe pozwdx + Joe Elom == dx — [ . qwdx] +

0x?2 9x2?

(4.3)
vw— M2 _y
[ E)x]o

Denklem 4.3’te V kayma kuvvetini, M ise egilme momentini, n ise element sayisini
temsil etmektedir. Bu iglemleri yaparken kabul edilen sistem 2 noktadan olusan bir

elemanl kiris sistemidir. Bu sistem Sekil 4.4’te gosterilmistir.

i
"

) 1o

2
¥
(Y (] xz
J }

=0 =1

Sekil 4.4 : iki noktadan olusan kiris sistemi.

Euler-Bernoulli sonlu eleman kiris teorisinde ardisik iki elemanin ortak noktalarinda
ayn1 degerlere sahip yer degistirme ve ac1 degisimleri olusmaktadir. Herbir nokta v;
yer degistirmesine ve 6; egim agisina sahiptir. Euler-Bernoulli kiris teorisinde daha
once de bahsedildigi lizere tarafsiz eksene dik ve diizlemsel olan kesitler sekil degisimi
sonrasi da dik konumdadir. Bundan dolay1 8 = d,,/d,, olmaktadir. Yukaridaki sekilde
gosterilen kiris 2 noktaya ve herbir nokta da 2 serbestlik derecesine sahip oldugundan
toplamda 4 serbestlik derecesine sahiptir. Bundan dolay1 yer degistirme fonksiyonu

asagidaki sekilde ifade edilmistir.[19]

v(x) = co + c1x + c3x% + c3x3 (4.4)

Euler-Bernoulli sonlu eleman yontemi kabuliinden egim agis1 asagidaki gibidir:

14



0(x) = c; + 2c5x + 3c3x? (4.5)

Denklem 4.4 matris formunda asagidaki gibi yazilabilir:

Y(x)=[1 x x? x3]
Cs (4.6)

Y (x)=[B] [c]
Bu denklemde:
[Bl=[1 x x* x3]

& (4.7)
€1

C2
C3
Baslangi¢ noktasi koordinati x1=0, bitis noktasi koordinati xo=| kabul edelim. Bu sinir

kosullarin1 denklem 4.4 ve denklem 4.5’e uyguladigimizda asagidaki sonuglari elde

ederiz:
v, = ¢
0, =¢
vy =co + 1l + 12 + ¢33 (4.8)

92 = Cl + 2C2l + 3C3lz

Denklem 4.8’deki ifadeyi matris formunda asagidaki gibi yazabiliriz:

%1
V2| _
vs|
Vs

Denklem 4.9’daki ifade asagidaki sekilde yazilabilir:

R —Fk O

0 0 Co

1 1 (o5}

21 3l [Cz (4.9)
21

312

O R O K
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(4.10)
{c}=[A]" [a]

Denklem 4.6 ve denklem 4.10 birlestirilirse asagidaki sonug elde edilmektedir:

Y(x) = [B][A]*[a] (4.11)
Y(x) = [H][a]

Bu denklemde:

[H] = [B][A]™*

1 0 0 0 1

0 1 0 0

-3 42 3.-1 (4.12)

SERNTENERNR

Denklem 4.12’den [H] matrisi bulunarak sekil fonksiyonlar1 elde edilir. Hermitian

sekil fonksiyonlari olarak adlandirilan bu denklemler ise asagida verilmistir.

[H] = [Hi(x) Hy(x) H3(x) Ha(x)]

3x?  2x3

Hl(x) =1 _l_2+l_3

2x?%  x3

HZ(X) =X — T + l—z (413)

3x?  2x3
Hy(0) ==
2,3
Hi) =~ 470

4.1.1 Rijitlik matris formiilasyonu

Sekil fonksiyonlarinin hesaplanmasindan sonra sirada rijitlik matrisinin hesaplanmasi
vardir. Denklem 4.3’e sekil fonksiyonlarinin eklenmesi ve Galerkin’in metodunun

uygulanmasi sonucunda asagidaki denklem elde edilmektedir. Bu denklemde K® bir
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sonlu elemanm rijitlik matrisini, EI kirisin rijitligini, B ifadesi ise sekil

fonksiyonlarmin ikinci dereceden tiirevlerini belirtmektedir.

l
[Ke] = f [B]TEI[B] dx
0 (4.14)

[B]={H; H, Hy H}
Denklem 4.14°deki “1” ifadesi bir sonlu elemanin boyunu ifade etmektedir.

4.1.2 Kiitle matris formiilasyonu

Kiriglerin dinamik analizleri i¢in eylemsizlik kuvvetinin de hesaba katilmasi
gerekmektedir. Titresim problemlerinde kiris eksenine dik yondeki deplasman x ve
t’nin fonksiyonlaridir. Daha 6nce de belirtildigi gibi x kiris ekseni boyunca uzunlugu,
t ise zamani temsil etmektedir. Kiris elemanindaki bu deplasman ise asagidaki formiil

ile hesaplanabilir [5].
v(x,t) = Hi (v, (t) + Hy(x)01(t) + H3(x)v, () + Ha(x)0,(t) (4.14)

Denklem 4.14’ten de goziilecegi lizere noktasal degiskenler zamanin bir

fonksiyonudur. Denklem 4.3’{in ilk ifadesi asagidaki gibi olmaktadir:

l
f p[H]T[H] dx{d*} (4.15)
0

Denklem 4.15’teki “H” ifadesi ise asagidaki gibidir:

[H]=[H1 H, H3 H, (4.16)

Bu denklemlerden bir eleman i¢in kiitle matrisi asagidaki gibi yazilabilir:

[Me¢] = J lpA [H]T[H]dx (4.17)
0
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4.1.3 Indirgenmis rijitlik-kiitle matrislerinin bulunmasi ve frekans hesabi

Denklem 4.14 ve 4.17 eleman sayisina bagli olarak ve sonlu eleman yontemine uygun
bir sekilde birlestirilerek global rijitlik ve global kiitle matrisleri elde edilmektedir. Bu
matrisler elde edilirken dikkat edilmesi gereken en 6nemli noktalardan biri daha 6nce
de belirtildigi gibi komsu iki elementin ortak noktalarinin agisal degisim ve deplasman

miktarlar1 birbirine esit olmaktadir.

Daha sonra elde edilen bu matrislere bu tez kapsaminda kabul edilen bir ucu serbest
bir ucu ankastre kiris sinir kosullari uygulanir ve indirgenmis rijitlik ve kitler

matrisleri elde edilir. Ankastre sinir kosullar1 asagida ifade edilmistir:
x=0 i¢in v(x) =60(x)=0 (4.18)

Denklem 4.18’den de goriilecegi iizere ankastre uca ait agisal degisim ve deplasman

degerleri sifirdir.

Sistemin titresim davranigini elde etmek i¢in kullanilacak denklem asagidaki gibi

yazilabilir:

[M°1{G} + [K*1{q} = O (4.19)

Denklem 4.19°da M® indirgenmis kiitle matrisini, K® ise indirgenis rijitlik matrisini
belirtmektedir. § ve q ise sirasi ile ivme ve yer degistirme ifadeleridir. Sistemin serbest
titresim davraniglarinin hesaplanabilmesi i¢in Denklem 4.19’un 6zdeger denklemi

bulunmalidir. Bunun i¢in ise asagidaki denklemin ¢oziilmesi gerekmektedir:
det[[KS] — w?[M5]] = 0 (4.20)

Yukaridaki denklemden “®” agisal hiz1 radyan cinsinden hesaplanmaktadir. Ancak
literatiirden elde edilen sonuglar boyutsuz parametreler cinsinden oldugundan dolay1
acisal hiz ifadesi asagidaki formiil yardimi ile boyutsuzlastirilmalidir.

_|pALt
H=9 EL,

(4.21)
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Bu denklemde “p” ifadesi boyutsuz dogal frekans, L kiris uzunlugu, E elastisite
modiilii, Ao kirisin kok ucundaki kesit alani, Iyo kirisin kok ucundaki alan atalet

momenti, p ise malzemenin yogunlugunu gostermektedir.
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5. LINEER SEKILDE iKi EKSENDE DARALAN KIiRiSIN
MODELLENMESI

Bu tez kapsaminda ele alinan kiris lineer bir sekilde ve iki eksende de daralmaktadir.
Kiris bir ucundan ankastre olarak yataklanmisken diger ucu serbesttir. Sekil 5.1°de bu
Ozelliklere sahip bir kirisin modellenmesi goziikmektedir. Bu resimde “h” kirisin

kalinligini, “b” derinligini, L ise uzunlugunu gostermektedir.

Ankastre Ug 4|

Y

% L

b
Cb—l—b—o
h
Ch:l_h_o

(5.1)
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Yukaridaki formiilde “Iyo” ve “Ao” sirasi ile kirigin kokiindeki alan atalet momenti ve

2

kesit alanin1 vermektedir. “cp” ve “cp” degerleri ise sirasi ile kirisin derinlik ve
kalinligindaki daralma oranlarini belirtmektedir. A(x) ve I(x) ise sirasi ile kirisin bir x

konumundaki Alan kesit alanini ve alan atalet momentini belirtmektedir.

“m” ve “n” degerleri ise kirisin daralma parametrelerini gosteren lstel katsayilardir.
Genellikle lineer daralan kirislerde m=n=1 kabul edilebilmektedir [6]. Bu degerler

ayni zamanda asagidaki formiiller yardimi ile de hesaplanabilmektedirler.

In _%

LA
m=—

In @

|y

I (5.2)
7,

ho
In h_l]

In

n =

Bu denklemlerde “Ai1” ve “I1” sirasi ile serbest uctaki kesit alam1 ve alan atalet

momentini vermektedir. “h;” ise serbest ugtaki cubugun kalinligini belirtmektedir.
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Selkdl Falcarleri
Seldller ve Acildamalan
]
!—k Ill Genis flans va da I kesit
- Eﬂi |a Sabit b ve t degerleri 2. 1'den 2.6'va Degisken
L : hl' Yiiksekdik degisebilir (d)
ot Kapah kesit
= r b ve t degerleri sabit
1'1 r Yiikselklik degisebilir (d) 2.1'den 2.6'va Degisken
tw Loy “Tiy Yatay eksen etrafinda egilme
Kat, dikdérigen kesit
41 la Sabit b degeri 3 )
4 Yiiksekdik degisebilir (d)
(| Yatay eksen etrafinda egilme
| - Kat, dikdérigen kesit
I _L Sabit b degeri ! 1
[ ] s Yitkseklik degisebilir (d)
[ Dikey eksen etrafinda egilme
4 Acik kesit
!:]_—1 ¥ Sabit b ve t degerleri
B i » Yiikseklik degisebilir () 2 0
Lo .J- ﬁ: Yatay eksen etrafinda egilme
F
L_ __d I Kule seklinde kesit . 0
: ' d degeri degisehilir -
;-—-—d—q
O ¥ Kat, dairesel keesit 4 a
f d capt degisebilir -
L Kati, kcare kesit
- 4 2
L | d degeri degisebilir
q_

Sekil 5.2 : Farkli kesitlere sahip boylamsal elemanlarin “m” ve “n” sekil faktorleri.
[18]

Sekil 5.2°den de farkli kesitlere sahip boylamsal elemanlar i¢in “m” ve “n” sekil
faktorleri degerleri okunabilir. Tablodan da goriilecegi iizere m=n=1 kabuli

yapilabilmektedir.
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6. SONLU ELEMAN YONTEMI SONUCLARI

Bu kisimda yukaridaki formiilasyonlardan yararlanilarak MATLAB programinda
yazilan koddan alinan sonuglara yer verilecektir. Kod sayesinde herhangi bir daralma
velveya genisleme oranina sahip kirigin istenen eleman sayisinda serbest titresim
analiz sonuglarinin ilk dort modu alinabilmektedir. Asagidaki cizelgelerde farkli
eleman sayilar1 kullanilarak koddan alinan sonuglarin gercege ne kadar yakin degerler
verdigini gorebilmekteyiz. Cizelge 6.1°de analizleri yapilan kirigin boyut ve malzeme

ozellikleri yer almaktadir.

Cizelge 6.1 Analizleri yapilan kirigin 6zellikleri

Kirisin Ozellikleri
ho=0.01 m | E=206.8 GPa
bo=0.1m | p=7850 kg/m?3

L=2 m

Cizelge 6.2°de kiris 50 elemana boliinmiistiir ve MATLAB kodundan alinan ilk 4 mod
degeri ile literatiirdeki degerler karsilastirilmistir. Koddan elde edilen frekans degerleri
daha once de belirtildigi gibi literatiire uyumlulugu agisindan denklem 4.21°deki
formiil kullanilarak boyutsuzlastirilmistir. Bu tablodan da goriilecegi tizere daralma
oranlar arttikca koddan elde edilen sonug literatiirden sapmaktadir. En ¢ok sapma
orani ise ¢h=0,8 ve cy=0,8 degerlerinde %1,32 olarak Sl¢iilmiistiir. Bir diger dikkat
edilmesi gereken nokta ise en yiiksek sapma oranlari 4.modda ortaya ¢ikmaktadir.
Ayni zamanda asagidaki ¢izelgeden, daralma oraninin arttik¢a dogal frenkansin da

arttig1 gériilmektedir.
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Cizelge 6.2 50 elemana boliinmiis ve Euler-Bernoulli sonlu eleman yontemi ile

¢oziilmiis ankastre kirigin farkli daralma oranlart i¢in ilk dért modu

ch

0

0.3

0.6

0.8

cb

MATLAB

Ref.[2]

MATLAB

Ref.[2]

MATLAB

Ref.[2]

MATLAB

Ref.[2]

3,5160

3,5160

3,6769

3,6667

3,9525

3,9343

4,3088

4,2925

22,0345

22,0345

19,9451

19,8806

17,6183

17,4879

15,9146

15,7427

61,6972

61,6972

53,5032

53,3222

44,3954

44,0248

37,3978

36,8846

120,9021

120,9020

103,6262

103,267

84,2852

83,5541

69,1488

68,1164

0.3

3,9144

3,916

4,0765

4,0669

4,355

4,3362

4,7165

4,6991

22,7821

22,786

20,6186

20,555

18,2118

18,0803

16,4489

16,2744

62,4303

62,4361

54,1926

54,0152

45,0277

44,6583

37,9773

37,4635

121,6391

121,648

104,3237

103,975

84,9369

84,2101

69,7506

68,7209

0.6

4,5739

4,5853

4,739

4,7372

5,0218

5,009

5,3885

5,3761

23,9974

24,0211

21,7183

21,6699

19,1869

19,0649

17,334

17,1657

63,7192

63,7515

55,3791

55,2224

46,0928

45,7384

38,942

38,4392

122,9823

123,025

105,5616

105,241

86,0487

85,3438

70,7553

69,7438

0.8

5,362

5,3976

5,5325

5,5529

5,8214

5,8288

6,1902

6,1964

25,573

25,6558

23,156

23,1578

20,4762

20,3952

18,5184

18,3855

65,6266

65,747

57,0982

57,0157

47,6

47,3051

40,2864

39,8336

125,1063

125,264

107,455

107,231

87,6826

87,0561

72,1866

71,2418

Cizelge 6.3’te kiris 100 elemana boliinmistiir ve ilk 4 mod degeri liiteratiirdeki

degerler ile karsilastirilmistir. Beklenildigi lizere eleman sayisinin artmasi ile birlikte

elde edilen sonuclar literatiirdeki degerlere yaklagmaktadir. 50 elemana boliinmiis

kirigte hesaplanan en yiiksek sapma yiizdesi %1,32’idi. Ancak burada 6lgiilen sonugta

bu degerin %0,7 oldugu goérilmiistiir.
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Cizelge 6.3 100 elemana boliinmiis ve Euler-Bernoulli sonlu eleman yontemi ile
¢oziilmiis ankastre kirigin farkli daralma oranlar i¢in ilk dort modu

ch
0 0.3 0.6 0.8
cb | MATLAB | Ref.[2] | MATLAB | Ref.[2] | MATLAB | Ref.[2] | MATLAB | Ref.[2]
3,5160 3,5160 3,6719 | 3,6667 | 3,9436 | 3,9343 | 4,3010 | 4,2925
22,0345 | 22,0345 | 19,9133 |19,8806| 17,5543 |17,4879| 15,8312 | 15,7427
0 61,6972 | 61,6972 | 53,414 |53,3222| 44,2134 |144,0248| 37,1484 | 36,8846
120,90191120,90201 103,4471 103,267 | 83,9261 | 83,5541 | 68,647 |68,1164
3,9152 3,916 4,0719 | 4,0669 | 4,3459 | 4,3362 | 4,7083 | 4,6991
22,7843 | 22,786 | 20,5878 | 20,555 | 18,1476 | 18,0803 | 16,3646 | 16,2744
0.3 62,434 | 62,4361 | 54,106 |54,0152| 44,8472 |44,6583| 37,7286 37,4635
121,6449] 121,648 | 104,1535(103,975( 84,5816 | 84,2101 | 69,2519 | 68,7209
4,5797 4,5853 4,7383 | 4,7372 | 5,0158 5,009 5,383 5,3761
24,01 24,0211 | 21,6954 21,6699 19,1281 (19,0649 ( 17,2536 | 17,1657
0.6 63,7376 | 63,7515 | 55,3044 |55,2224 ] 45,9215 (45,7384 | 38,7008 | 38,4392
123,0081 | 123,025 | 105,4084 (105,241 | 85,7076 | 85,3438 | 70,2695 | 69,7438
5,3799 5,3976 5,543 5,5529 | 5,8257 | 5,8288 | 6,1941 | 6,1964
0.8 25,6158 | 25,6558 | 23,159 |23,1578| 20,4388 |20,3952| 18,4569 | 18,3855
65,6913 | 65,747 57,063 |57,0157| 47,4612 |47,3051| 40,0735 | 39,8336
125,1945| 125,264 |107,3554 107,231 | 87,3864 | 87,0561 | 71,7406 | 71,2418

Cizelge 6.4’te 1se kiris 200 elemana boliinmiistiir ve farkli daralma oranlarindaki ilk

4 mod degeri MATLAB kodu ile hesaplanip literatiir ile karsilastirilmistir. Buradaki

en yiiksek sapma degeri ise %0,4 olarak dl¢iilmiistiir. Sapma yine en yliksek daralma

oranlarinin goziiktiigii cn=0,8 ve cp=0,8 degerlerinde goziikmiistiir. Yukaridaki

cizelgelerde dikkat edilmesi gereken bir diger konu ise cp’deki daralma oraninin

sapma degerleri iizerinde daha biiyiik bir etkisi oldugudur.
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Cizelge 6.4 200 clemana boliinmiis ve Euler-Bernoulli sonlu eleman yontemi ile
¢oziilmiis ankastre kirigin farkli daralma oranlar i¢in ilk dort modu

ch
0 0.3 0.6 0.8
cb MATLAB | Ref.[2] | MATLAB | Ref.[2] | MATLAB | Ref.[2] [ MATLAB | Ref.[2]
3,5160 3,5160 3,6693 | 3,6667 | 3,9390 | 3,9343 | 4,2969 | 4,2925
22,0345 | 22,0345 | 19,8971 | 19,8806 | 17,5214 |17,4879| 15,7876 | 15,7427
0 61,6972 | 61,6972 | 53,3684 |53,3222| 44,12 |44,0248| 37,0183 | 36,8846
120,9019]120,9020(103,3577 103,267 | 83,7417 | 83,5541 | 68,3854 (68,1164
3,9156 3,916 4,0694 | 4,0669 | 4,3411 | 4,3362 | 4,7038 | 4,6991
03 22,7852 | 22,786 | 20,5719 | 20,555 | 18,1143 (18,0803 | 16,3203 | 16,2744
62,4352 | 62,4361 | 54,0611 (54,0152 | 44,7538 | 44,6583 37,5981 37,4635
121,6468 | 121,648 |104,0654|103,975| 84,3979 | 84,2101 | 68,9905 | 68,7209
4,5825 4,5853 4,7378 | 4,7372 | 5,0125 5,009 5,3797 | 5,3761
24,0158 | 24,0211 | 21,683 [21,6699| 19,0971 |119,0649| 17,2106 (17,1657
0.6 63,7451 | 63,7515 | 55,2644 |55,2224| 45,8314 | 45,7384 | 38,5726 | 38,4392
123,0177| 123,025 | 105,3265|105,241 | 85,5286 | 85,3438 70,0117 | 69,7438
5,3888 5,3976 5,5481 | 5,5529 | 5,8274 | 5,8288 | 6,1955 | 6,1964
25,6362 | 25,6558 | 23,1589 |23,1578| 20,4178 | 20,3952 | 18,4224 | 18,3855
0.8 65,7203 | 65,747 | 57,0409 (57,0157 47,3854 |47,3051| 39,957 |39,8336
125,2316| 125,264 |107,2965|107,231| 87,2256 | 87,0561 | 71,498 (71,2418

Sekil 6.1, Sekil 6.2, Sekil 6.3 ve Sekil 6.4’te ¢,=0,3, ch=0,6 degerleri i¢in farkli eleman

sayillarinda MATLAB’den okunan ilk 4 mod degerini referans degerlerle karsilastiran

grafiklere yer verilmistir.

Boyutsuz Frekans

Birinci Mod Degeri igin Eleman Sayisi-Frekans
Grafigi

4,36

4,355

4,345
4,34
4,335
4,33

4,325

4,355

50 Eleman

4,3459

100 Ele

man

4,3411

200 Eleman

4,3362

Referans Deger

Sekil 6.1 : cv=0,3 ve cn=0,6 degerleri i¢in birinci mod degeri eleman sayisi-frekans
grafigi.
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ikinci Mod Degeri icin Eleman Sayisi-Frekans
Grafigi

18,25
18,2118
18,2

18,15

18,1

Boyutsuz Frekans

18,05

18
50 Eleman 100 Eleman 200 Eleman Referans Deger

Sekil 6.2 : c,=0,3 ve ch=0,6 degerleri i¢in ikinci mod degeri eleman sayisi-frekans
grafigi.

Uclinci Mod Degeri icin Eleman Sayisi-Frekans
Grafigi

45,1 45,0277

IS
»
(o]

IS
»
N

Boyutsuz Frekans

B
>
[e)]

44,5

44,4
50 Eleman 100 Eleman 200 Eleman Referans Deger

Sekil 6.3 : cv=0,3 ve cn=0,6 degerleri i¢in tiglincli mod degeri eleman sayisi-frekans
grafigi.
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Dordiinci Mod Degeri icin Eleman Sayisi-Frekans
Grafigi

85 84,9369

84,8

84,6

84,4

84,2

Boyutsuz Frekans

84

83,8
50 Eleman 100 Eleman 200 Eleman Referans Deger

Sekil 6.4 : cv=0,3 ve ch=0,6 degerleri i¢in dordiincii mod degeri eleman sayisi-
frekans grafigi.

Bu grafiklere bakildiginda ise beklenildigi tizere eleman sayisi arttikca sonuglarin

referans degere yaklastig1 goriillmektedir.
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7. PAKET PROGRAMDAN ALINAN SONUCLAR

Bu bolimde ABAQUS paket programindan alinan sonuglara yer verilecektir.
MATLAB’de yazilan kodun dogrulugunu kanitlamak adia yukaridaki ¢izelgelerde
verilen farkli daralma oranlarindaki kirigler Catia v5 programinda modellenmistir.
Ardindan Hypermesh programinda sonlu elemanlarina ayrilip malzeme 6zellikleri
tanimlanmistir. Daha sonra ABAQUS programma aktarilarak  analizleri

gerceklestirilmistir.

Asagida farkli daralma oranlart igin elde edilen sonuglara yer verilmistir. Burada
yukaridaki c¢izelgelerdeki biitiin daralma oranlar1 icin degil kodun dogrulugunu
kanitlamak adina yeterli goriildiigiinden bunlardan 3 adedi i¢in yapilan analizlere yer

verilmigtir.

Sekil 7.1’de ch=0, c,=0.3 degerleri i¢in Catia v5 ortaminda ¢izilen modele yer

verilmistir.

Sekil 7.1 : ch=0, cv=0.3 degerleri i¢in Catia v5 ortaminda ¢izilen kiris.

Sekil 7.2°de ise ch=0, cv=0.3 degerleri i¢in Hypermesh programinda elemanlarina
ayrilmis kirig goziikmektedir. Yine ayni programda kirigin malzeme 6zellikleri

atanmistir.
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Sekil 7.2 : ch=0, cv=0.3 degerleri i¢in Hypermesh programinda elemanlarina ayrilmis
kiris.

Sekil 7.3 te ise Hypermesh programindan ABAQUS’a aktarilan modelin ilk moddaki

hali goziikmektedir. Mavi ile gosterilen bolgenin baslangici kirigin ankastre olarak

baglandig1 yeri gostermektedir. Cizelge 7.1°de ise MATLAB ve ABAQUS tan alinan

degerler karsilagtirllmaktadir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta ise

ABAQUS’tan okunan degerler Hz cinsinden oldugundan dolayt MATLAB’deki

boyutsuz frekans degerleri Hz birimine cevrilerek ¢izelgeye aktarilmistir.

Sekil 7.3 : ¢h=0, cv=0.3 degerleri icin ABAQUS ta yapilan analiz sonucu kirisin ilk
mod degerindeki hali goziikmektedir.
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Cizelge 7.1 ch=0, cp=0.3 degerleri icin MATLAB ve ABAQUS’tan okunan degerler

Hz cinsinden
ch
0
b MATLAB | ABAQUS
(Hz) (Hz)
2,3077 2,3094
13,4308 13,46
03 36,8048 36,902
71,7106 | 71,9200

Cizelge 7.1°den de goriilecegi lizere MATLAB’den elde edilen degerler literatiirle
uyumlu oldugu gibi ABAQUS’ta elde edilen degerlere de olduk¢a yakin sonuglar
vermektedir.

Sekil 7.4’te ch=0, c,=0.8 degerleri i¢in Catia v5 ortaminda c¢izilen modele yer

verilmigtir.

Sekil 7.4 : ch=0, cv=0.8 degerleri i¢in Catia v5 ortaminda ¢izilen kiris.

Sekil 7.5’te ise ayni kirisin Hypermesh ortaminda elemanlarina bolinmis hali
goziikkmektedir. Hypermesh’te girilen degerler mm cinsinden oldugundan dolay1

malzeme Ozellikleri girilirken gerekli diizenlemeler yapilmalidir.
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Sekil 7.5 : ch=0, cvb=0.8 degerleri i¢in Hypermesh programinda elemanlarina ayrilmis
kiris.

Sekil 7.6°da kirisin ABAQUS taki analizleri sonrasi ilk modunda aldigr sekil
gozikmektedir.

Sekil 7.6 : ch=0, cv=0.8 degerleri icin ABAQUS ta yapilan analiz sonucu kirisin ilk
mod degerindeki hali goziikkmektedir.

34



Cizelge 7.2 ch=0, cp=0.8 degerleri icin MATLAB ve ABAQUS tan okunan degerler

Hz cinsinden
ch
0
b MATLAB | ABAQUS
(Hz) (Hz)
3,1611 3,1399
15,0762 | 15,054
08 38,6892 | 38,713
73,7546 | 73,8630

cn=0, cv=0.8 degerleri i¢in hazirlanan yukaridaki ¢izelgeye bakildiginda hata oraninin

oldukge diisiik seviyelerde oldugu goriilmektedir.

Sekil 7.7°de ise ch=0.3, c,=0.6 degerleri icin Catia v5 ortaminda ¢izilen kiris modeline

yer verilmistir.

Sekil 7.7 : ¢n=0.3, c,=0.6 degerleri i¢in Catia v5 ortaminda ¢izilen kiris.
Sekil 7.8”de ise bu kirisin Hypermesh programinda elemanlarina boliinmiis hali

gosterilmistir.
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Sekil 7.8 : ch=0.3, cr=0.6 degerleri i¢in Hypermesh programinda elemanlarina
ayrilmis kiris.

Sekil 7.9°da ise Hypermesh’ten ABAQUS programina aktarilan ankastre kirigin

serbest titresim analiz sonucunun ilk mod degerindeki hali gosterilmistir.

Sekil 7.9 : ¢n=0.3, ¢,=0.6 degerleri i¢in ABAQUS’ta yapilan analiz sonucu kirigin ilk
mod degerindeki hali goziikkmektedir.

36



Cizelge 7.3 cn=0.3, cp=0.6 degerleri igin MATLAB ve ABAQUS’tan okunan
degerler Hz cinsinden

ch
0.3
b MATLAB | ABAQUS
(Hz) (Hz)
2,7938 2,7740
12,8037 | 12,819
06 32,648 32,773
62,2323 | 62,5320

Cizelge 7.3’te cn=0.3, cr=0.6 degerleri icin MATLAB ve ABAQUS’tan okunan
degerler Hz cinsinden verilmistir. Buradan da goriildiigi izere diger 3 durumdaki gibi
MATLAB’den okunan degerler ile paket programin verdigi sonuglar arasinda
ylizdesel olarak ¢ok ufak sapmalar meydana gelmistir. Bu sapmalara neden olarak ise
element sayisi, paket programlarin arka planda yaptiklar1 kabuller etkin rol

oynamaktadir.

Kirisin ilk 4 moddaki sekil degisimleri ise sirasi ile Sekil 7.10, Sekil 7.11, Sekil 7.12
ve Sekil 7.13’te gosterilmistir. Bu sekillerdeki sekil degisimi 6l¢ek degeri ise

ortalama olarak 7’dir.

Sekil 7.10 : Kirisin 1. modda aldig sekil.
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Sekil 7.11 : Kirisin 2. modda aldig sekil.

Sekil 7.12 : Kirisin 3. modda aldig sekil.

Sekil 7.13 : Kirisin 4. modda aldig sekil.
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8. KiRiS UZUNLUGUNUN DOGAL FREKANSA ETKIiSi

Literatiirdeki diger ¢alismalara ek olarak tez kapsaminda kirisin boyunun dogal
frekans iizerindeki etkileri de incelenmistir. Bu kisimda, farkli daralma oranlarinda
kirisin boyundaki degisimlerin ilk 4 modun frekanslar1 iizerindeki -etkilerine

bakilmustir.

Onceki boliimlerde MATLAB’de yazilan kodun literatiirden ve ABAQUS paket
programindan alinan degerler ile Ortiistiigii gdsterilmistir. Bu da kodun dogru sonuglar
verdiginin kanitidir. Burada yine ayni kod tizerinde kirisin boyu degistirilerek okunan

degerler asagidaki tabloda belirtilmistir.

Asagidaki tablolarda farkli daralma oranlarindaki kirislerin uzunluklarinin dogal
frekans tizerindeki etkilerini gosteren ¢izelgeler yer almaktadir.
Cizelge 8.1°de ch=0.3 ve cy=0.6 degerleri i¢in kirisin L=2.2m ve L=2m uzunlugu i¢in

Hertz cinsinden dogal frekans degerlerine yer verilmistir.

Cizelge 8.1 c1=0.3 ve c,=0.6 degerleri i¢in kirisin L=2,2m ve L=2m degerlerindeki
ilk dort dogal frekans degeri (Hertz cinsinden)

ch

0.3

cb L=2,2 L=2
2,3089 2,7938

10,5816 | 12,8037

26,9818 | 32,6480

51,4316 62,2323

0.6
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¢,=0.3 ve ¢,=0.6 icin Dogal Frekans Grafigi

70
60
50
40
30

20

Dogal Frekans Degerleri (Hz)

10

1 2 3 4
— =22 M 2,3089 10,5816 26,9818 51,4316
=2 m 2,7938 12,8037 32,648 62,2323

Sekil 8.1 : ch=0.3 ve cp=0.6 degerleri i¢in kirisin L=2,2m ve L=2m degerlerindeki ilk
dort dogal frekans degerini Hertz cinsinden gosteren grafik.

Sekil 8.1’de x ekseni ilk 4 modu, y ekseni ise Hz cinsinden dogal frekans degerlerini

temsil etmektedir. Buradan L=2,2 metre ve L=2 metre degerleri i¢cin dogal frekansin

degisimleri goriilmektedir. Tabloya bakildiginda kiris uzunlugu arttik¢a dogal frekans

degerlerinin azaldig1 gézlenmektedir. Bu iki farkli uzunluk degerinin dogal frekanslari

arasindaki fark ise yaklasik olarak %21°dir.

Cizelge 8.2°de yine aym1 L=2.2m ve L=2m degerleri i¢in ancak cy=0.3 ve c,=0.3
daralma oranlar i¢in ilk 4 modun dogal frekans degerleri MATLAB’deki kod
kullanilarak belirtilmistir.

Cizelge 8.2 c1=0.3 ve c,=0.3 degerleri i¢in kirisin L=2,2m ve L=2m degerlerindeki
ilk dort dogal frekans degeri (Hertz cinsinden)

ch

0.3

cb L=2,2 L=2
1,9862 2,4033

10,0458 12,1554

26,4037 | 31,9485

50,8286 | 61,5025

0.3
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¢,=0.3 ve ¢,=0.3 icin Dogal Frekans Grafigi

70
60
50
40
30

20

Doagl Frekans Degerleri (Hz)

10

1 2 3 4
e—|=2,2m 1,9862 10,0458 26,4037 50,8286
L=2m 2,4033 12,1554 31,9485 61,5025

Sekil 8.2 : ch=0.3 ve cp=0.3 degerleri i¢in kirisin L=2,2m ve L=2m degerlerindeki ilk

dort dogal frekans degerini Hertz cinsinden gosteren grafik.

Sekil 8.2°de ise L=2,2m ve L=2 m ve cy=0.3 ve ¢,=0.3 degerleri i¢in ilk dort dogal
frekans degeri Hz cinsinden grafik seklinde gosterilmistir. Bu grafikte x ekseni ilk 4
modu, y ekseni ise dogal frekans degerlerini Hz cinsinden gostermektedir. Bu grafikte
de Sekil 8.1°deki grafikten goriildiigii tizere beklenildigi gibi uzunlugun artmasi ile

dogal frekans degeri biitiin mod degerleri i¢in azalmistir.
Cizelge 8.3’te ise ch=0.6 ve Cp=0.3 degerleri i¢in kirisin L=22m ve L=2m

degerlerindeki ilk dort dogal frekans degerini Hertz cinsinden gosterilmistir.

Cizelge 8.3 c1=0.6 ve c,=0.3 degerleri i¢in kirisin L=2,2m ve L=2m degerlerindeki
ilk dort dogal frekans degeri (Hertz cinsinden).

ch

0.6

cb L=2,2 L=2
2,1218 2,5674
8,8731( 10,7365

21,9384 26,5454

41,3829| 50,0733

0.3
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¢,=0.6 ve ¢,=0.3 i¢in Dogal Frekans Grafigi

60
50
40
30

20

Dogal Frekans Degerleri (Hz)

10

1 2 3 4
—=2,2 m 2,1218 8,8731 21,9384 41,3829
— =2 M 2,5674 10,7365 26,5454 50,0733

Sekil 8.3 : ch=0.6 ve cp=0.3 degerleri icin kirisin L=2,2m ve L=2m degerlerindeki ilk

dort dogal frekans degerini Hertz cinsinden gosteren grafik.

Sekil 8.3’teki grafikte, diger grafiklerdeki sonuglardan beklenildigi gibi kiris uzunlugu
arttikca dogal frekans degerleri diismektedir. Bir diger dikkat edilmesi gereken nokta
ise onceki kisimlarda da belirtildigi iizere c» degerindeki degisimlerin dogal frekans

tizerindeki etkisi ch degerinin etkisinden daha fazladir.

Asagidaki sekilde ise ch=0.3 ve cp=0.8 degerleri i¢in kirisin farkli uzunluk degerlerinde

Hertz cinsinden dogal frekans degerlerine yer verilmistir.
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¢,=0.3 ve ¢,=0.8 icin Dogal Frekans Grafigi

200
N
T 180
— 160
| -
QL 140
| -
)
O 120
)
A 100
»n 80
c
©
T 60
V4
L
— 20
©
ble]o} 0
8 1 2 3 4
—=1,2 9,0601 37,9203 93,504 175,9681
—=1,4 6,6564 27,8598 68,6968 129,2827
e [ 21,6 5,0963 21,3302 52,596 98,9821
L=1,8 4,0267 16,8535 41,5573 78,2081
— =) 3,2616 13,6513 33,6614 63,3485
— 22,2 2,6956 11,2821 27,8194 52,3542
Axis Title
—|=],) =]l e—|=16 [=1,8 o]z o—|=22

Sekil 8.4 : Farkli L degerlerinin ch=0.3 ve ¢,=0.8 degerleri i¢in dogal frekans grafigi.

Sekil 8.5, 8.6, 8.7 ve 8.8’de ch=0.3 ve c,=0.8 degerleri i¢in farkli uzunluklardaki ilk

dort dogal frekans degerlerini gosteren grafikler mevcuttur.

Birinci Mod Degeri icin Farkli Uzunluklardaki
Frekans Degerleri

=
o

9,0601

Frekans Degerleri (Hz)

O R, N WA U N 0OV

L=1,2 L=1,4 L=1,6 L=1,8 L=2 L=2,2

Uzunluk Degerleri

Sekil 8.5 : ch=0.3 ve cv=0.8 degerleri i¢in farkli uzunluklardaki birinci mod degeri.
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ikinci Mod Degeri icin Farkli Uzunluklardaki
Frekans Degerleri

37,9203
40

35
30
25
20
15
10

Frekans Degerleri (Hz)

L=1,2 L=1,4 L=1,6 L=1,8 L=2 L=2,2
Uzunluk Degerleri

Sekil 8.6 : ch=0.3 ve cv=0.8 degerleri i¢in farkli uzunluklardaki ikinci mod degeri.

Ucilincii Mod Degeri icin Farkli Uzunluklardaki
Frekans Degerleri

100 93,504

90
80
70
60
50
40
30
20
10

Frekans Degerleri (Hz)

L=1,2 L=1,4 L=1,6 L=1,8 L=2 L=2,2
Uzunluk Degerleri

Sekil 8.7 : ch=0.3 ve cx=0.8 degerleri icin farkli uzunluklardaki ti¢lincii mod degeri.
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D6rdincli Mod Degeri igin Farkh Uzunluklardaki
Frekans Degerleri

200 - 175,9681
180

160
140
120
100
80
60
40
20

Frekans Degerleri (Hz)

L=1,2 L=1,4 L=1,6 L=1,8 L=2 L=2,2

Uzunluk Degerleri

Sekil 8.8 : ch=0.3 ve ¢,=0.8 degerleri i¢in farkli uzunluklardaki dérdiincii mod
degeri.

Yukaridaki grafiklerden de net bir sekilde goriildiigli lizere kiris uzunlugu arttikca

frekans degerleri azalmaktadir.
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9. SONUCLAR VE YORUMLAR

Bu tez kapsaminda yapinin uzunluk ekseni boyunca iki eksende lineer olarak degisen
kalinliga sahip kirisler incelenmistir. Tezde ilk olarak bu konuda literatiirde ¢okca
kullanilan kiris teorilerinden yiizeysel olarak bahsedilmistir. Daha sonra ise tez
kapsaminda olan Euler-Bernoulli kiris teorisi detayl1 bir sekilde anlatilmistir. Bu teori
kullanilarak MATLAB programinda kod yazilmis ve farkli daralma oranlar i¢in ilk 4
moda ait dogal frekans degerleri elde edilmistir. Bu inceleme kapsaminda kiris farkl1
eleman sayilarina ayrilarak incelenmistir. Analizlerde kullanilan kiris izotropik ve

homojen olarak kabul edilmistir.

MATLAB kodundan elde edilen degerler literatiirdeki sonuglar ile karsilagtirilmistir.
Sonuglar detayli bir sekilde incelendiginde ise 200 elemana boliindiigii durumda

literatlirdeki degerlerden olduke¢a az saptigr goriilmiistiir.

Ardindan kodun dogrulugunu paket program sonuglari ile tekrar dogrulamak adina
farkl1 daralma oranlarindaki kirisler Catia v5 programinda ¢izilip, Hypermesh
programinda sonlu elemanlarina ayrilip malzeme 6zellikleri tanimlanmistir. Kiris
burada 2000 elemana bolinmiistiir. Daha sonra Hypermesh’ten alinan model
ABAQUS programina aktarilmistir ve ankastre sinir kosullari verilerek titresim
analizleri gerceklestirilmistir. Sonuclar incelendiginde ise MATLAB kod sonuglari ile

oldukca yakin degerler verdigi goriilmistiir.

Literatiirdeki ¢aligmalara ek olarak iki eksende daralan kirislerin daralma oranlarinin
dogal frekanslar1 {iizerindeki etkilerine ek olarak kiris uzunlugunun da etkisi

incelenmistir.
Tez kapsaminda yapilan ¢aligmanin sonuglar1 asagidaki gibidir.

e Yiiksek mod sayist degerlerinde MATLAB kodundan elde edilen degerlerin
literatiirden sapmasi artmaktadir.

e Daralma oranlarindan cp, Ch’a gore dogal frekans degerleri iizerinde daha
blyiik etkiye sahiptir. Mod sayismin  artmasit ile bu fark daha

belirginlesmektedir.
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ch degeri arttik¢a ilk mod degeri dogal frekansi artmaktayken diger 3 mod
degerininki ise azalmaktadir.

Ch degeri arttik¢a biitiin mod degerlerinde dogal frekans artmaktadir.

Kiris uzunlugu arttikga ilk 4 mod degerinin dogal frekans degerleri

azalmaktadir.
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