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OZET

VANISHING MORREY UZAYLARINDA KLASIK OPERATORLERIN VE
KOMUTATORLERININ SINIRLILIGI

DOKTORA TEZi

Aysegiil CELIK ALABALIK

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2020

Bu tez calismasi bes ana boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim girig kismina ayrilmustir.
Ikinci béliimde, temel tanimlar ve dnemli teoremler yer almakta ve calistigimz operatorler ile
komiitatorleri tanitilmaktadir.

Ucgiincii boliimde Morrey uzaylarinin hem klasik hem de genellestirilmis alt uzaylar1 yer
almakta ve bu uzaylarda kullanilan baz1 6zel teorem ve kilit 6zelliklere yer verilmektedir.

Dordiineti boliim dort alt kisimdan olugmaktadir. Birinci kisminda vanishing Morrey
uzaylarinda ele aldigimiz Kklasik operatérlerin smirlhiliklart kamitlanmistir. ikinci kisimda,
genellestirilmis vanishing Morrey uzaylarinda elde ettigimiz sonuglara yer verilmistir. Ugiincii
kisimda, genellestirilmis vanishing Morrey uzaylarinda maksimal ve fraksiyonel maksimal
operatorlerinin  komiitatorlerinin  sinirliliklar1  ispatlanmistir.  Dordiincti  kisimda  agirlikli
vanishing genellestirilmis Morrey uzay1 tamitilmis ve bu uzayda klasik operatorlerin ve
komutatdrlerinin sinirhiliklar ortaya konulmustur.

Son olarak besinci boliimde elde ettigimiz sonuglarin analizi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler : Morrey uzaylari, Vanishing Morrey uzaylari, genellestirilmis Vanishing
Morrey uzaylari, Hardy-Littlewood maksimal operatdrii, fraksiyonel maksimal operatori, Riesz
potansiyel operatorleri, Hardy operatorii, Oscillatory integral operatorii, komiitatorler



ABSTRACT

THE BOUNDEDNESS OF CLASSICAL OPERATORS AND THEIR
COMMUTATORS ON VANISHING MORREY SPACES

PhD THESIS

Aysegiil CELIK ALABALIK

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2020

This thesis consists of five main sections. The first section, is devoted to introduction. In
the second section the basic definitons and important theorems are involved and the operators
and the commutators which we have studied are defined.

In the third section both classical and the generalized Morrey subspaces are appeared and
some special theorems and key features which are used on these spaces are detailed.

The fourth section consists of four subsections. In the first part the boundedness of the
classical operators which we studied are proved on the Vanishing Morrey spaces. In the second
part the results which we obtained in the Vanishing generalized Morrey spaces are involved. In
the third part the boundedness of the commutators of the Maximal and the fractional maximal
operators are proved on the Vanishing generalized Morrey spaces. In the fourth part weighted
Vanishing generalized Morrey spaces are defined and the boundedness of the classical operators
and their commutators are proved in these spaces.

Finally in the fifth section the results which we obtained are analyzed.

Anahtar Kelimeler : Morrey spaces, Vanishing Morrey spaces, generalized Vanishing Morrey
spaces, Hardy-L.ittlewood maximal operator, fractional maksimal operator, Riesz potential
operator, Hardy operator, Oscillatory integral operator, commutators
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KISALTMALAR VE SIMGELER

:n boyutlu 6klid uzay:

: F bolgesinin Lebesgue 6l¢timii

: Lebesgue uzayi

: p. mertebeden lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifi
: Agirlikh Lebesgue uzay1

: Sinirh salimml fonksiyonlar uzay:

: Kuvvet tipli agirlik fonksiyonu

: Kompakt destege sahip siirekli fonksiyonlar uzay1
: Genellestirilmis Morrey Uzay1

: x merkezli r yaricaph acik yuvar

: A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

: f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu

: Morrey uzayi

: Zorko uzayi

: Orijinde vanishing Morrey uzay1

: Sonsuzda vanishing Morrey uzay1

: % Ogzelligine sahip vanishing Morrey uzay1
: Vanishing Morrey uzaylarinin ara kesiti

: Agirlikhh Morrey uzayi

: Maksimal operator

: Sharp maksimal operator

: Kesirli maksimal operator

: Riesz potansiyel operator

: Calderon Zygmund integral operator

: Hardy operatorleri

: Hardy tipli operatorler

: Oscillatory integral operatorii

: Fraksiyonel oscillatory integral operatorii

: Bir T operatoriiniin komutatorii
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1. GIRIS

Bu tez galigmasinda yakin zamanda [7] ve [9] galismalarinda tanimlanmig, Mor-
rey uzaylarmin alt uzaylar1 olan Vanishing Morrey uzaylar1 calisilmig olup, bahsi
gecen uzaylarda harmonik analizin bazi 6énemli operatorlerinin ve komutatorlerinin
sinirhiliklar: aragtirilmaktadir.

B(z,r) merkezi x ve yarigapt r olan agik yuvari belirtmek tizere 1 < p < oo ve
0 < X\ < n olsun. LP* (R™) Morrey uzaylar,

A
ny = ‘= sup r » <(C <o
iy = Ul = 500 77 1 e

T

sartin saglayan f € LY ;? (Q) fonksiyonlarin lineer uzay1 olarak tanimlanir. LP* (R")
ilk olarak, 1938 yilinda Morrey [43] tarafindan eliptik kismi diferansiyel denklemler
(PDE) ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ¢ikmigtir.
Morrey uzaylarinin diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davranislarinin ¢aligil-
mas1 ve lokal diizgiinliigiiniin tanimlanmasinda Lebesgue uzaylarina oranla daha
kullanigh oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle son zamanlarda Morrey uzaylar: iizerine
bir ¢ok galigma yaymlanmigtir. Morrey’ in fikirleri daha sonra Campanato [15] ve
Peetre [49] tarafindan gelistirilmigtir. Bu uzaylarla ilgili detayli ozellikler i¢in [3],
[27], [51], [69], [67] kaynaklarinin okurlar tarafindan incelenmesi yararh olacaktir.

Morrey uzaylari, Lebesgue uzaylarina gore daha iyi lokal davraniglar gosterdikleri
halde, ayrilabilirlik ve iyi fonksiyonlar yardimiyla yaklasim gibi bazi ¢énemli 6zel-
liklere sahip degildirler. Morrey uzayimda birim fonksiyonla yaklasim iyi davranig
sergilememektedir c¢iinkii bu uzaylarda tekillige sahip baz fonksiyonlar vardir. Bu
durum yeni uzaylarm tanimlanmasim gerektirmistir. 1986 da [74] galigmasinda, Mor-
rey normuyla dteleme oparatoriiniin siirekli oldugu Morrey fonksiyonlarindan olusan
LP*(R™) Zorko uzay1 tamimlanmstir. (Ayrica bakimz [17],[36]).

Morrey normunda ¢ (1) = 7* alimarak olusturulan genellestirilmis Morrey uzayn,
R™ de

1
o= s (s [ irra) . wer s
x€R™, >0 SO(T) B(z,r)
sonlu normuna sahip, p-integrallenebilen f fonksiyonlarinin uzayi olarak tanimlanir
ve LP¥(R™) ile gosterilir. Bu uzay bazi gomiilme durumlar ile beraber, bilindigi
kadariyla ilk olarak [23] caligmasinda goriilmiigtiir. [74] makalesinde bu uzaylar Cam-
panato uzaylarinin daha genel bir durumu gibi aragtirilmigtir. Genellestirilmis Mor-
rey uzaylarinda, harmonik analizin operatorlerinin sinirhliklar [38, 42, 47, 60, 66]

calismalarinda ele alinmigtir.
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Genellestirilmis Morrey uzayina iyi ozellikler kazandirabilmek amaciyla ¢ para-
metresine bir takim kogullar birakilmasina ihtiya¢ duyulmustur. Bunun igin bazi
ozel kogullar saglayan bir ® sinifi tanimlanmigtir. Bu ® siifi genellestirilmis Mor-
rey uzaylarinda sikca kargimiza gikmaktadir. [48] caligmasinda gozlemlendigi gibi,
eger p € ® ise LP¥(R") uzay1 non-trivial olur. Ornegin ¢ fonksiyonu i¢in yapilan
kabullerle, yuvar tizerindeki tiim karakteristik fonksiyonlar LP#(R™) uzayina ait olur.

Morrey uzaylarimin ayrilabilir olmamasi [55] ve bu durumdan kaynaklanan bir
takim eksiklikler, 6teleme operatoriiniin siirekli oldugu tiim Morrey fonksiyonlarini
iceren Zorko uzay1 ve vanishing ozelligine sahip Vo), V(o) ve V() gibi alt uzaylarin
tanimlanmasini motive etmistir.

Morrey uzaymin bir alt uzayi olan Vanishing Morrey uzay1 V, LP*(R™), ilk olarak
1990 yilinda Vitanza [71] tarafindan 0 < A < n ve 1 < p < 0o olmak iizere

lim  sup LA lf (y)]" dy =0, reR"r>0
=0 gern, 0<p<r pr
B(z,p)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzay: olarak tanimlanmistir. Bu uzaylarin kismi
diferansiyel denklemlerin uygulamalariyla iligkisi [17, 71, 70] makalelerinde ortaya
konmustur. Vanishing Morrey uzayinin 6zellikleri ve bu uzaya ait uygulamalar i¢in
[52] g¢alismas: faydali olacaktir. Morrey uzaymin baz vanishing kosullarina sahip
alt uzaylari, A. Almeida ve S. Samkonun [7] ve [9] galigmalarinda yer almigtir.[7]
calismasinda bu gibi vanishing ozelliklerinin, integrallenebilir ¢ekirdege sahip kon-
voliisyon operatorleri tarafindan korundugu ortaya konulmustur. Orijinde vanishing
kogulunu saglayan Vo LP* alt uzayinda [50, 52, 57, 58] caligmalar onerilir. Bu uza-
ylarm yeni tanimlanmis olmasi itibariyle Vo, LP* ve V(*)Lp”\ uzaylarinda harmonik
analizin klasik operatorlerinin sinirliliklar: heniiz ¢alisilmamigtir. Bu konudaki calig-
malarin noksanligi bu uzaylarda calismay1 cekici hale getirmigtir.

[7] calismasida yazarlar vanishing tipli kogullar kullanarak LP*(R™) uzaymm
yeni bir kapali alt uzaymi tanimladilar. Bu uzay Zorko smifindan kesinlikle daha
kiigiiktiir, uzaymn tiim elemanlari Vo(,sz’/\(Rn) ile sembolize edilir ve Morrey nor-
muyla Cg° fonksiyonlar1 yardimiylayaklagilabilinmektedir. Ozel olarak [7] makalesinde,
Ce°(R"™) uzaymim LPA(R"™) uzayinda kapanist agikar bir bigimde ortaya konmustur.
Morey uzayindaki bu kapalilik harmonik analizde, Calderén-Zygmund teorisinde
onemli bir rol oynar ¢iinkii duali, bir 6ndual olugturur [3, 2, 56, 68]. Bu kapanigin ben-
zer bir tasviri farkl bir gekilde [73] de verilmistir. [32], [33] calismalarinda yazarlar
Morrey uzayinda kompleks interpolasyonda C§°(R™) uzaymin (ve compakt destege
sahip sinirh fonksiyonlar kiimesinin) kapanigini kullandilar ancak bu kapaniglara
karakterizasyon saglayamadilar.

Genellestirilmig Morrey uzayinin vanishing versiyonu V LP»#(R"™) uzay1 olarak gos-

terilir. Klasik durumun diginda ¢(r) = r* olarak diizenlenen genellestirilmis Morrey
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uzaymin yeni alt uzaylar1 yakin zamanda [9] ¢aligmasinda tanitilmigtir. Bu uzay-
lar orijinde vanishing o6zelligine sahip Vo L% (R") uzay1, sonsuzda vanishing 6zel-
ligine sahip Vo, LP#(R™) uzay1 ve yildiz kogulu olarak tamimlanan o6zellige sahip
V) P9 (R™) uzay1 olarak adlandirilmistir. Her ii¢ uzay, Morrey normuyla L?¢(R")
uzaymda kapalidir. Vo LP#(R™) yani orijinde vanishing genellestirilmis Morrey uzay1
[57, 9] makalelerinde gahgilmigtir. PDE uygulamalarinda ise bu uzay [17, 71, 70|
caligmalarinda goriilmiistiir. Vo, L% (R") ve V) LP#(R™) alt uzaylar1 Morrey uza-
ylarinda iyi davranigh fonksiyonlar yardimiyla yaklagim problemlerini galigabilmek
amaciyla, literatiirde ilk defa [9] ¢alismasinda tamitilmig ve caligilmigtir. Sonsuzda
vanishing 6zelligini saglayan V., LP* uzay1 ve yildiz kosulu verilen bir tzellige sahip
diger Vi, LP* uzay1 da yine ilk defa [9] cahsmasinda tanimlanmigtir. Bu galigmada
klasik Morrey uzaylari igin [7] da gelistirilen yaklagim plani, genellestirilmis Mor-
rey uzayma genisletilmistir. Bu amacla klasik Morrey uzayr normunda 7* ifadesi
daha genel ve monotonluk kogullarimi saglayan ¢(r) pozitif fonksiyonuyla degistir-
ilmigtir. Bu uzaylar sobolev tipli kritik gomiilmelerin ¢aligilmasinda oldukca fay-
dalidirlar [59], [72]. Vanishing ozellikleriyle, genellegtirilmiy Morrey normunda, ele-
manlar1 C§° fonksiyonlar1 yardimiyla yaklagimlanan LP¢(R") uzaymn kapal bir alt
uzayini tanimlamiglardir. Ayrica bazi gomiilmeleri ispatlayarak ve bir takim 6rnek-
lerle, Zorko sinifinin genellestirilmis bir versiyonu da dahil Morrey alt uzaylarinin bir-
birleri ile iligkisini ortaya koymuslardir. [9] calismasinda son olarak bu gibi vanishing
ozelliklerinin, integrallenebilir cekirdege sahip konvoliisyon operatorleri tarafindan
korunurlugu ortaya konulmustur.

Bu tez ¢caligmasinda; A. Almeida ve S. Samko nun [7] ve [9] makalelerinde ¢aligtig
uzaylar esas alinmig olup bu uzaylarda p- admissible singular tipli integral oper-
atorii T, C-Z singular integral operatorii S, Hardy-Littlewood Maksimal operatorii
M, Fraksiyonel Maksimal operator M, Riesz potansiyel operatorii 1%, Hardy op-
eratorleri H* ve 'H® ele alinmigtir. Operatorlerin tanimlar: verilerek daha 6nceki
calismalarda Morrey uzayindaki sinirlilik durumlarina ait teoremler verilmis olup
sinirlilik kogullarindan bahsedilmigtir.

Literatiirde V, LP*(R™) uzayn ile ilgili caligmalar yetersiz kalmakta, Vo, LP* (R") ve
V&) LPA(R™) Morrey alt uzaylarinda ise klasik operatorlere ait calismalar neredeyse
bulunmamaktadir. Bu alanda yalmzca iki adet ¢alisma [7], [9] bulunmustur. Bu
eserlerde, bahsi gecen uzaylarda yalnizca integrallenebilir ¢ekirdekli konvoliisyon op-
eratorlerinin sinirhhigr ortaya konulmustur. Tez calismamizin esas amaci, ilk olarak
VoLPA(R™), Voo LPA(R™) ve V *) LPA(R™) uzaylarini belirleyen vanishing 6zelliklerinin,
Harmonik Analizin énemli operatorlerinden maksimal, singular, potansiyel ve Hardy
operatorlerinin davramiglar: altinda korundugunu gostermektir. Calismamizin ana
sonuclardan biri de V) L»*(R") uzaymin Hardy-Littlewood maksimal operatérii ile

degismezligini gostermek olmustur.
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Tez calismamizda yer alan fraksiyonel maksimal operator M, ve fraksiyonel in-
tegral operatorii I, harmonik analizin 6nemli operatorlerindendir. I, fraksiyonel
integral operatoriiniin simirhilig klasik Morrey uzayinda Adams [1] tarafindan ispat-
lanmigtir. [31] galismasinda M, ve I, operatorlerinin genellegtirilmis Morrey uza-
yindan, bir bagka genellestirilmis Morrey uzayima, sinirliligin1 garantileyecek sekilde
(i1, @) tizerine kogullar birakilmigtir. Agirlikli Morrey uzayimnda klasik operatorlerin
siirhligi Komori and Shirai [37] tarafindan gosterilmistir. 7,, fraksiyonel integral op-
eratoriiniin komutatorii olan I, nin simirhhigr klasik Morrey uzayinda Di Fazio ve
Ragusa [22] tarafindan, genellestirilmis Morrey uzayinda Guliyev and Shukurov [31]
tarafindan, agirhikh Morrey uzayimda ise Komori and Shirai [37] tarafindan kanitlan-
nmugtir. Yakin zamanda LP¥ (w) genellesgtirilmig agirlikli Morrey uzayinda fraksiyonel
integral operatorii I, fraksiyonel maksimal operator M, ve bunlarin komutator-
lerinin simirhihigr Guliyev tarafindan ortaya konulmustur [29].

Vanishing Morrey uzaymda [, , nin smrhiligim ilk olarak Ragusa [53] elde et-
migtir. Hardy operatorlerinin komutatorlerinin vanishing Morrey uzayinda sinirlilik-
larim ise Persson ve arkadaglar1 [50] kamitlamiglardir. Daha sonra N. Samko [57]
V LZ¥ (Q) vanishing Morrey uzaymi tammlamig ve bu uzayda M, ve I, operator-
lerininin siirhliklarim ortaya koymustur. [10] makalesinde V,, LP*(R™) ve V) LPA(R™)
uzaylarinda M, M, ve I, kommutatorlerinin sinirhliklar ispatlanmigtir.

Bu galigmalardan ilham alarak, tez calismamizin bulgular kisminda LP¥¢ (w)
uzaymin bir alt uzay1 olan V LT:¥ (R™; w?) aguwlikl vanishing genellegtirilmis Mor-
rey uzayl tamimlanmis ve bu uzayda M, ve [, operatorlerinin simirliliklar: ortaya
konulmustur. Ayrica M, and I, operatorlerinin komutatérlerinin bu uzayda simir-
liliklar gosterilmigtir. Ortaya konulan sinirlilik kogullari; ¢, ¢, r tizerine monotonluk
sart1 konulmaksizin, (¢, ) i¢in Zygmund-tipli integral esitsizlikleri elde edilerek ver-
ilmigtir.

Tez calismamizda ele aldigimiz operatorlerden biri olan fraksiyonel oscillatory in-
tegral operatoriiniin simirhligy, agirhiklh genellestirimis Morrey uzayinda Eroglu [24]
tarafindan kanitlanmigtir. LP"(w) uzayinda bu operatorlerin ve komutatoérlerinin
simirhlik kogullar ise Shi, Fu ve Lu [63] tarafindan ortaya konulmustur. Rough
cekirdekli alt lineer operatoriin sinirliligi, genellestirilmis Morrey uzayinda Yang and
Zhou tarafindan [40], LP*(w) uzayinda ise Shi and Fu [62] tarafindan kanitlanmigtir.
Ayrica agirlikli genellestirilmis Morrey uzayinda alt lineer operatorlerin sinirliligimi
Mustafayev [46] ispatlamigtir.

Bu tez galigmasinda [63] den farkli olarak agirlikli vanishing genellegtirilmis Mor-
rey uzaylarinda oscillatory ve fraksiyonel oscillatory integral operatorleri ve komu-
tatorlerinin simirhliklar: ortaya konulmakta ve bu simirlilik kosullar1 Zygmund tipli

kosullar olarak sunulmaktadir.
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Bu tez caligmasi beg ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina
ayrilmugtir. Ikinci boliimde, temel tanimlar ve énemli teoremler yer almakta ve
calistigimz operatorler ile komiitatorleri tanitilmaktadir. Uctincii boliimde Morrey
uzaylarinin hem klasik hem de genellegtirilmis alt uzaylar1 yer almakta ve bu uza-
ylarda kullanmlan baz 6zel teorem ve kilit 6zelliklere yer verilmektedir. Dordiincii
boliim dort alt kissmdan olugsmaktadir. Birinci kisminda vanishing Morrey uzay-
larinda ele aldigimiz klasik operatorlerin sinirhiliklar: kanitlanmistir. Tkinci kisimda,
genellestirilmis vanishing Morrey uzaylarinda elde ettigimiz sonuclara yer verilmistir.
Uctincii kisimda, genellestirilmis vanishing Morrey uzaylarinda maksimal, fraksiy-
onel maksimal ve Riesz operatorlerinin komiitatorlerinin sinirhiliklar: ispatlanmigtir.
Dordiincii kisimda agirlikli vanishing genellestirilmis Morrey uzayinda fraksiyonel
maksimal, Riesz, oscillatory ve fraksiyonel oscillatory integral operatorlerinin ve ko-
mutatorlerinin sinirliliklar: ispatlanmigtir.

Son olarak beginci boliimde elde ettigimiz sonuglarin analizi yapilmigtir.



1. GIRIS
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2. ON BILGILER

Tez caligmasinin bu boliimiinde, tez iginde kullanilan temel tanim ve teoremlerden

bahsedilecek ve ardindan ele alinan operatorler tanimlanacaktir.

2.1. Normlu Uzay

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve F, (reel ya da karmagik) say1 cismi

olmak iizere;

+ X xX—-X, (r,y)—zx+y
FxX — X (o, ) — ax

doniisiimleri ile yukarida tanimlanan toplama ve carpma iglemleri ile eger;

A) X, + islemine gore degigmeli bir grup,

Al) Herz,ye Xigmz+ye X

o) Herz, y, z€ X igina + (y+2)=(x+y)+ 2

3) Her z € X igin  + 6 = 0 + = = x olacak gekilde 6 € X vardir
)

)

BN

Ay) Her x € X i¢in x + (—x) = (—z) + = = 6 olacak sekilde —x € X vardir
As)Herz,ye X igmar+y=y+=x

B) Her z, y € X ve a, 5 € F olmak iizere

Ss!

1) alz+y) =ar+ ay
By) (o + B)xr = ax + fx
Bs) (af)z = a(Bz)

)

By lz =2

kosullar1 saglaniyorsa X kiimesine yukarida tanimlanan iglemler ile birlikte F
cismi iizerinde bir vektor uzay: (veya lineer uzay1) denir. (X, IF) sirali ¢ifti bir dogrusal

uzay olur.

Tanim 2.1.2. X, [F say1 cismi iizerinde bir vektor uzay: olmak {izere, her z, y € X

ve her a € F igin ||-|| : X — R fonksiyonu
Ny) |lz] = 0
No)||z|| =0 <=2z =10
Ns) [laz|| = |af [l]
Na) |z +yll < [lz]l + [yl
kogullarini saghyorsa, ||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ciftine ise

normlu uzay denir.
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Eger Ny kosulu, x = 0 igin ||z|| = 0 kogulu ile degistirilirse, ||| fonksiyonu yar

norm olur.

Tanim 2.1.3. (X, [|]|) bir normlu uzay, x € X ve r € R pozitif olmak {izere;
B(z,7r) ={y € X : ||z — y|| < r} ifadesi, z merkezli ve r yaricapl bir agik yuvari
belirtir.

A C X olsun. Her z € A igin B(z,r) C A olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa A’ya
acik kiime denir.

K C X olsun. Eger X\ K = K’ agik kiime ise K kiimesine kapali kiime denir.

Tanim 2.1.4. (X, ||-||) herhangi bir normlu uzayi (z,) bu uzayda bir dizi ve zy € X
olsun. Her € > 0 i¢in n > n, iken ||z, — z¢|| < ¢ olacak sekilde n. € N varsa (z,)

dizisine, zy noktasina yakinsiyor denir. Yani,
n— oo iken ||z, — ol — 0 oluyorsa

(x,) dizisi zo noktasina yakinsar.

Tanim 2.1.5. (X, ||-||) herhangi bir normlu uzay: (z,) bu uzayda bir dizi olsun.
Her € > 0 igin n,m > n. iken ||z, — 7,||y < € olacak sekilde n. € N varsa, (z,,) bir

Cauchy dizisidir denir.

Tanim 2.1.6. Bir (X, ||-||) normlu uzaymmdan alinan her Cauchy dizisi yakinsak

ise bu uzaya Banach uzay1 adi verilir.

Tamm 2.1.7. (X, |-]|;) ve (Y, ]||,) normlu uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon
ve xo € X olmak tizere, verilen her € > 0 sayisina karsilik ||z — 2¢]|; < § oldugunda
| f(z) — f(z0)|, < € olacak sekilde 6 > 0 bulunabiliyorsa f fonksiyonu icin = nok-
tasinda stiireklidir denir. Bu gekilde tanimlanan f fonksiyonu siirekli ise f diizgiin

stireklidir denir.

Tanim 2.1.8. (X, ||-||) normlu uzayinda X in bir D altkiimesi verilsin. Eger, her
x € X, D deki elemanlardan olusan bir (x,,) dizisinin limiti ise D kiimesi X uzayinda

yogundur denir.

Tanim 2.1.9. (X, |-||) normlu uzaymmn, sayilabilir yogun bir altkiimesi varsa

(X, ||-]]) normlu uzaymma ayrilabilir uzay denir.

Tamm 2.1.10. |||, ve |||, , X vektor uzay: tizerinde tanimh farkl iki norm olsun.
Her z € X icin
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Cylllly < ll=lly < G lllly
olacak sekilde C7 > 0 ve Cy > 0 sabitleri varsa bu iki norma denk normlar denir.
Tanim 2.1.11. X ve Y aym F cismi iizerinde iki vektor uzayr ve D(T), X in bir
altkiimesi olsun. 7' : D(T) C X — Y doniigiimii D(7") nin her bir elemani Y

nin yalniz bir elemanina gotiiriiyorsa, 7" ye D(7T') den Y ye bir operator adi verilir.

Burada D(T') ye T operatériiniin tanim kiimesi denir.

RT)={yeY :y=Tx, € D(T)}
kiimesine ise 7" operatoriiniin deger (goriintii) kiimesi ad: verilir.
Tanim 2.1.12. X ve Y aym F cismi iizerinde iki vektor uzayr ve D(T) C X, X in

bir alt uzay: olmak tizere 7' : D(T') C X — Y bir operatér olsun. Her x,y € D(T)
ve her a, f € F igin

T (o + By) = oT (z) + 5T (y)

kosulu saglaniyorsa 1" operatoriine, lineer operator denir.

Tanim 2.1.13. (X, [|-||;) ve (Y, ||-|l,) iki normlu uzay olmak tizere; 7' : X — Y

bir operator, (x,), X de bir dizi ve x € X verilsin. n — oo igin
|z, — |, = 0 iken [Tz, —Tz|, —0

saglaniyorsa T' operatorii i¢in x noktasinda siireklidir denir. Eger T operatorii,

X’deki her noktada siirekli ise T"ye siirekli operator denir.

Tanim 2.1.14. (X, |-||;) ve (Y, ]]-|ly) iki normlu uzay, T : X — Y lineer bir

operator olmak iizere her x € X igin
[T, < elllly (2.1)

olacak sekilde, pozitif bir ¢ reel sayis1 varsa T’ye sinirli lineer operator denir.
(2.1) esitsizligini saglayan ¢ degerlerinin infimumuna 7" operatériiniin normu denir

ve bu norm

| Tx|]
2 = sup ||T$||2
et0zex |Tlly ey <t

17|} =

seklinde tanimlanir.
Bir T operatoriiniin siirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul 7' nin smrl ol-

masidir.
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Tamm 2.1.15. (X, [|-||;) ve (Y,]|]|,) iki normlu uzay olmak iizere X C Y ve her
r € X i¢gin X den Y ye tamimlanan /x = x (birim operatorii) siirekli ise X normlu

uzayl i¢in Y normlu uzayina gémiiliir denir ve X — Y ile gosterilir.

Tanim 2.1.16. (X, ||-||) normlu uzaymnda tanimh tiim lineer ve stirekli fonksiy-
onellerden olugan uzaya X in dual uzay: denir ve X' ile gosterilir. Bu uzay f, g €
X',z € X ve ¢ € C olmak {izere

(f +9)(x) = f(x) + g(x) ve (cf)(x) = cf(x)
ile tanimlanan iglemler ile bir vektor uzayidir.

Tanim 2.1.17. Bir X vektor uzaymin X’ duali de yukarida belirtildigi iizere
yine bir normlu vektor uzay1 oldugundan, bu uzayin da duali tanimlanabilir. X in
dualinin duali (X’)" = X" lineer vektor uzayma X in ikinci duali denir.

Dualinin duali kendisine esit olan uzaya, yansimali uzay adi verilir.

Teorem 2.1.18. (X, |[|-||) uzay1 yansimah bir Banach uzayi ise X in her alt uzay:

da yansimalidir.

Teorem 2.1.19. Bir (X, ||-||) normlu zayinin yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul X uzayimun yansimal olmasidir. Eger X ayrilabilir bir uzay ise, X uzay1 da
ayrilabilirdir. X ayrilabilir ve yansimali bir uzay ise X' de ayrilabilir ve yansimal

bir uzay olur.

2.2. Olciilebilir Fonksiyonlar ve Lebesgue Integrali

Tanmim 2.2.1. R” in altkiimelerinin bir ¥ sinifi agagidaki sartlar: sagliyorsa
i) R" e X,
ii)AcYiken A={zeR":x¢ A} € X
iii) j = 1,2, ..., olmak tizere A; € ¥ iken UAj >

i=1
Y. sinifina bir o-cebiri denir.

Tanim 2.2.2. p: ¥ — R" U {+oo} fonksiyonu tammh olsun. {A;}, 5, ¥ sifin-

daki ayrik kiimelerin bir toplulugu olmak iizere, bu toplulugun sayilabilir her bir-

lesimi i¢in agagidaki esitlik saglaniyorsa,

u(UAJ) => w(A), VA NA =2,j #k
j=1 j=1

10
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1 fonksiyonu ¥ simifi iizerinde bir 6lgiimdiir denir.

Tanim 2.2.3. R"’nin altkiimelerinde bir o-cebiri ¥ ve bu sinif iizerinde agagidaki
ozelliklere sahip pozitif bir y 6l¢timiiniin varligr sdylenebilir.

i) R” de bulunan tiim agik kiimeler ¥’ya aittir,

ii) ACB,BeXveu(B)=0iken, A€ ¥ ve u(A) =0 dir,

i) A={z €R":0; <x; <b;,j=1,2,...,n}iken A € Svep(A) = [[ (b; — ay)
j=1
iv) p olglimii 6telemeye gore invaryanttir. Yani z € R” ve A € ¥ olmak iizere

r+A={z+y:ycAeX} ve pulz+A) =u(4)

saglanir.
Yukaridaki ozellikleri saglayan bir ¥ simifinin elemanlarina, R™'nin (Lebesgue)
olciilebilir altkiimeleri ve p 6l¢iim fonksiyonuna da R"’de Lebesgue 6lgiimii denir.

A € ¥ olmak tizere p (A) igin A kiimesinin 6l¢iimii denir ve |A| ile gosterilir.

Tamim 2.2.4. B C A C R" ve |B| = 0 iken, A — B kiimesinin her noktasinda
saglanmakta olan bir 6zellik igin, A kiimesinde hemen hemen her yerde (hhhy)

gecerli bir ozellik denir.

Tamm 2.2.5. A olgiilebilir bir kiime ve bu kiime iizerinde, f : A — RU{—o00, 400}

fonksiyonu taniml olsun. Eger V a € R icin
{reA: f(zx)>a}
kiimesi olgiilebilir oluyorsa, f fonksiyonuna 6lgiilebilir bir fonksiyon denir.

Tanim 2.2.6. A C R" olmak iizere, A kiimesinin karakteristik fonksiyonu agagidaki

gibi tanmimlanir.

() 1, eger z€ A
€Tr) =
X4 0, eger x¢ A

Tanim 2.2.7. f fonksiyonu A C R" de 6lgiilebilir ve reel degerli bir fonksiyon

olsun. A; C A olgiilebilir olmak tizere bir s = Z a;jX 4, basit fonksiyonu i¢in
j=1

[s@ o= am(a)

A j=1

ifadesi tanimhidir. f negatif olmayan degerli ve olciilebilir olmak iizere

11
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/f(x)dx:sup/s(:c)d:c

A A
olarak tanimlanir. Buradaki supremum, A kiimesinin diginda vanishing olan ve A
da 0 < s(z) < f(x) sartim saglayan olgiilebilir basit s fonksiyonlar: iizerinden
alinmaktadir. f* = max (f,0) ve f~ = —min(f,0) fonksiyonlarinin her ikisi de
olgiilebilir ve negatif olmayan fonksiyonlar olmak {izere, f fonksiyonunu f = f* —

f~seklinde yazalim. Asagidaki ifade

/f(:c)dxz/f*(x)dx—/f(x)dx

sag taraftaki integrallerden en az biri sonlu olacak sekilde tanimlidir. Eger her iki
integral de sonlu ise, f fonksiyonuna A iizerinde Lebesgue integrallenebilir denir

ve A bolgesinde integrallenebilir tiim fonksiyonlarin simfi L'(€) ile ifade edilir.

2.3. Lebesgue Uzaylari

Fonksiyonel analizin 6nemli bir boliimiinii Lebesgue uzaylar: olusturur. Bu
uzaylar sonlu boyutlu vektor uzaynin genellesmesi olan bir fonksiyon uzayidir. Ilk
olarak 1910 yilinda F.Riesz tarafindan tanitilmig ancak ismini 1958 yilinda Fran-
siz matematik¢i H. Lebesgue’ den almigtir [11]. Bu uzayin uygulamalari, istatistik,
fizik, finans ve muhendislik gibi alanlarda goriilmektedir. Lebesgue uzayimin 6zellik-

lerinden bahsedebilmek igin siirekli fonksiyonlar uzayindan bahsetmek énemlidir.

Tanim 2.3.1. (Siirekli Fonksiyonlar Uzayi) (, R" de bir bolge ve m negatif

olmayan bir tamsay1 olsun. Siirekli her ¢ fonksiyonunun |a| < m mertebeden kismi

tiirevlerinin de siirekli oldugu vektor uzayma C™ () uzayr denir. C° (Q) = C (Q)

olarak sembolize edilir. Ozel olarak;

C®(Q) =[] C™(Q)

olacak gekilde tanimlanir. Cy (Q2) ve Cg° (§2) uzaylar sirasiyla C' (2) ve C™ (§2) uza-

ylarinda, € iizerinde kompakt destege sahip fonksiyonlarin uzay: olarak adlandirilir

Tanim 2.3.2. (Oteleme Operatéril) y € R" olmak iizere 7,f = f(z + y) ile

tanimlanan x noktasini x +y noktasina dteleyen operatore, dteleme operatorii denir.

Tanim 2.3.3. 2, R" de olciilebilir bir bolge ve p pozitif bir reel bir say1 olmak

iizere, ) bolgesinde tanimli, olgiilebilir ve

12
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/Q |f (x)]P dz < o0 (2.2)

sartin1 saglayan tiim f fonksiyonlarmin uzayma LP (§2) Lebesgue uzay: denir.
LP(Q2) uzaymin elemanlari, (2.2) kosulunu saglayan olgiilebilir fonksiyonlarin den-
klik simiflaridar.

Eger f fonksiyonu (2.2) ozelligini sagliyorsa f € LP(Q) olur.  iizerinde hhh
yerde f(x) =0 ise LP(2) uzaymda f = 0 olur.

Acgikca goriiliir ki eger f € LP(Q2) ve ¢ € C ise cf € LP(Q) olur . Ayrica f,g €
LP(Q2) iken

() + 9(@)I" < (If (@) + lg(@)])" <27 (If (@) + |g(2) ")

ve f+ g € LP(Q) oldugundan dolay1 LP(2) bir vektdr uzay: olur.
1 < p < o0 igin, LP(£2) uzay1

1/p

191, =4 [1f @ s

normu ile bir Banach uzayidir.

Co (R2) ve Cg° (£2) uzaylar Lebesgue uzayinda yogundurlar. Boylelikle Lebesgue
uzay1 ayrilabilirdir [4].

Lebesgue uzay1 ayrilabilir olmasinin yaninda diizgiin konveks ve yansimahdir [4].

Oteleme operatorii, Lebesgue uzaymda stireklidir [4].

Tanim 2.3.4. () bolgesinde dlgiilebilir bir f fonksiyonu i¢in hhh yerde |f(z)| < K
olacak gekilde bir K sabiti varsa f fonksiyonu i¢in hemen hemen sinirhdir denir.
K sabitlerinin en biiyiik alt simirina | f| in € bolgesindeki esas supremumu denir

ve esssup | f(z)| ile gosterilir.
€N
Bu sekilde tamml f fonksiyonlarinin uzayi L>(12) ile gosterilir ve agagidaki norm

ile tanimhdir.

[flloe = ess sup [ f(x)]
€N

L>(€2) uzay ||.||  normu ile bir Banach uzayidir.

C () uzay1 L () uzaymin kapali bir 6z alt uzay1 oldugu halde bu uzayda yogun
degildir.

L> () uzay: ayrilabilir degildir.

Tamim 2.3.5. C§° (2) uzaymn reel degerli, non negatif bir J fonksiyonu i¢in ¢ > 0

iken J. (x) = e~ "J (x/e) non negatif ve

13
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(1) |z| > eise J. (z) =0
(17) /JE (x)dr =1

Rﬂ/
ozelliklerini sagliyorsa .J. bir molifier olarak adlandirilir.

Tamm 2.3.6. 1 <p <ooiginl<p <ooves+ . =1 olmak tizere p = 25

sayisina p nin eslenigi adi verilir.

Tanim 2.3.7.  Olgiilebilir bir f fonksiyonu ve kompakt (kapal ve smirh) bir K

kiimesi iizerinde

K/\fldu<oo

oluyorsa f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir denir. L}, (Q) ve L}

loc loc

(Q) uzaylar

Lhe @) =47+ [Ufldn< o0 K C 9
K

L@ =41+ [ UfPdn< oo K c 9
K
seklinde tanimhdir.

Teorem 2.3.8. (Holder Esitsizligi)
l<p<oovefclLP(),gec LP(Q)iken fg € L'(Q) olur ve

/ﬁﬂ@ﬂ@hwéﬂfmmﬂﬂ
Q

esitsizligi gergeklenir.

Teorem 2.3.9. (Minkowski Esitsizligi)
2 olgiilebilir bir uzay. 1 < p < oo ve f,g € L (€2) olmak tizere (f + g) € L? (Q)
olur. Yani 1 < p < 00 i¢in

I1f+gll, <1171, + llgll,

esitsizligi saglanir. Minkowski integral esitsizligi ise asagidaki gibi tanimlhidir.
f fonksiyonu R™ x R"™ de olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere, hemen hemen

her y € R™ igin f(z,y) € L? (R™) ve y — ||f (-, y)|l, gm fonksiyonu L' (R") uzayma

ait olsun. Bu durumda = — / f(z,y)dy, L (R™) uzaymna ait olur ve

Rn

14
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f(z,y)dy

Rn

pdx);’g/n (/m\f<m,y>|pdx)’l’dy

R

(/.

yani

1 (5 y) dyll, g
R’ﬂ

p,RTn

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.3.10. (Lebesgue Baskin Yakinsama Teoremi)
fn: R — [—00, 00] dlgiilebilir fonksiyonlar: igin lim f (z) = lim f, (z) limiti var
ve g : R — [0, oo] integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Her = € R i¢in | f,, (z)| < g (x)

olmak iizere

lim fnd,u:/lim fadp = /fd,u
R R R

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.3.11. (Fubini Teoremi)

f fonksiyonu R™*™ de 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve

L - / f (&, )| dady,

Rn+7n

I = / / f (9l do | dy,
I =R[ ercc,y)my dr,

integrallerinden en az biri var ve sonlu ise asagidaki ifadeler gecerlidir;

) Hemen hemen her y € R™ i¢in f (-,y) € Ly (R™),
) Hemen hemen her x € R™ i¢in f (z,-) € Ly (R™),

/f dx € Ly (R™),

/f y)dy € Ly (R") , v

)5_5_@

15
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2.4. Agirlikhh Lebesgue Uzaylar:

Tanim 2.4.1. A, agirhk fonksiyonlar1, B. Muckenhoupt [44] tarafindan tanimlan-
mugtir.

1 < p < oo veher BCR" yuvar igin

p—1

/w(x)dx /w (2)" " dw <¢,|BJ’

B B
esitsizligini saglayan pozitif bir ¢, sabiti var ise w fonksiyonu A, agirhk simifina aittir
denir.

1 <p<oovep=1i¢gin z € B hemen hemen her yerde

Jwwy < w5

B

ifadesini saglar. Burada en kiigiik ¢, sabiti [w] Apile gosterilir. Ay, = U A, olarak
p>1
tanimlanir.

1<p<q<oove%+1%zlolsun

1/q 1/p'

/w (x)"dx /w (2) " dz <C ]B|1+%7%

B B

esitsizligini saglayan C' > 1 bulunabiliyorsa w agirhik fonksiyonu A, , sinifindandir

denir. Ayrica asagidaki esitsizlik saglanir.
_ 1—2
HwHLQ(B) Hw lHLp’(B) S C|B| " (23)

A, , smifi Muckenhoupt and R. Wheeden [45] tarafindan fraksiyonel integral

operatorlerinin agirlikli norm esitsizliklerinin elde edilmesinde kullanilmigtir.

Tanim 2.4.2.  w, hemen hemen her z € R™ i¢in w(z) > 0 olacak gekilde bir

agirlik fonksiyonu ve F kiimesi Lebesgue olciimii |F| ile gosterilen olgiilebilir bir

kiime olmak iizere w (F) = / w (x) dz olarak tanimlanir.

E
1 <p<ooveQCR”igin agirhikh Lebesgue uzay1 LP* ()

1/p

1l = / Ol w@dr | < oo
Q

16
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normu ile tanimhidir.

Lemma 2.4.3. 1 < p < g olmak tizere w? € Ay, 4 ise w € A, , elde edilir [39].
p

2.5. Baz1 Klasik Operatorler

Bu tez caligmasinda ele alinan operatorler asagida tanimlanmaktadir. Bu

operatorler ayni1 zamanda [57] ¢aligmasinda da yer almigtr.

Tamim 2.5.1 (Alt lineer Operator)
f,9 € L. (R") ve a,b € R olmak iizere bir T' operatorii igin

loc

T(af +bg) < la|Tf+ 0| Tg
kosulu saglaniyorsa 1" ye alt lineer operatordiir denir.

Tanim 2.5.2 1 < p < 0o olmak iizere bir T" alt lineer operatorii, LP(R™) uzayinda

sinirli ve her € R™ ve r > 0 icin agsagidaki kosulu sagliyorsa

XB(a) (2) ‘T (f XR”\B(zQT)) (Z)‘ S XBan(2) / |/ ()]

R7\B(z,2r) |y - Z|n

dy

T operatoriine p-admissible singular tipli operator denir. p-admissible singular tipli

operatorler siifi agagidaki operatorleri de kapsar.

Tanim 2.5.3 (Calderon-Zygmund Operatorii)

Bu operatorlerin LP(R"™) Lebesgue uzayinda simirhiligina dair esas teorem 1938
yilnda yilinda S.G. Mikhlin tarafindan yaymlanmigtir [41]. 1952 yilinda bu oper-
atorler, A.P. Calderén ve A. Zygmund [14] tarafinfan analiz edilmis ve 1960 larda
Mikhlin—Calderén—Zygmund operatorleri olarak sikga anilmigtir. Ancak giintimiizde
Calder6n-Zygmund operatorleri kavrami, G. David ve J.L. Journé [19] tarafindan
1983 yilinda tanimlanmig olan operatorler sinifi i¢in kullanilmaktadir.

Cekirdek fonksiyonu K (z,y)

Her z #y i¢in  |K(z,y)| S lz —y[™ (2.4)

olmak {izere,

Calderon Zygmund operatorii S,

Sf(z) = [ K(x,y)f(y)dy = lim K(z,y)f(y) dy

R" e—=0 lz—y|>e

olacak gekilde tanimlanir ve LP(R™) uzayinda sinirhdir [41].
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Tanim 2.5.6. (Hardy Littlewood Maksimal operatorii)
f fonksiyonu R™ de lokal integrallenebilir olsun. f in bir B(x,r) yuvar iizerinde

ortalama degeri

1
[B@r) = Blar)] /) |f(y)| dy

B(z,r

olmak iizere f : R" — [—00, 00| fonksiyonunun Hardy Littlewood maksimal fonksiy-

onu, M f: R" — [0, o]

1
Mf(x) = su —/ d
f@) = swpepes [ 1wl
B(z,r)
= SUPfp(a)
r>0

olarak tammhdir. M maksimal operator alt lineerdir, dolayisiyla f, g € L], (R™) ve

a,b € R olmak iizere

M (af +bg) < |a| Mf + |b] Mg

esitsizligi gecerlidir.
Tanim 2.5.7. (Fraksiyonel Maksimal operator)
0 < a < n olmak iizere f : R" — [—00, 00| lokal integrallenebilir fonksiyonu igin

fraksiyonel maksimal fonksiyon

>0

Maf @) = s [l dy
B(z,r)

olarak tanmimlanir. Fraksiyonel maksimal fonksiyonun kismi diferansiyel denklem-
lerde birgok uygulamalar: vardir. & = 0 alinirsa Hardy-Littlewood maksimal fonksiy-
onuna kargilik gelir.

Maksimal operator harmonik analizde genellikle diger operatorleri kontrol etmek
icin kullanilir.

Sharp Maksimal fonksiyonu ise

1
f o _
M f(w) := sup |B(z,1)| /B(a:,t) () = Faendy

t>0

olarak tanimlanir. Maksimal fonksiyon ile mukayese edersek,
(MFf)(w) < 2(Mf)(z), z€R" (2.5)
esitsizligi elde edilir.
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Teorem 2.5.8. f € LP(R"), 1 < p < oo olmak iizere Hardy-Littlewood maksimal

operatorii klasik Lebesgue uzayinda smirhdir [65]

Tanim 2.5.9. (Riesz potansiyel Operatorii)
Her iki ¢arpan fonksiyondan lokal olarak daha iyi davranan bir fonksiyon tiretmek
i¢in, her birinin diizensizligini kaldiran iki fonksiyonun noktasal olmayan ¢arpimini

olugturmak kullanighdir.

frg(x)= /f (z —y) g(y)dy (2.6)

integrali var olmak iizere (2.6) ile tamimlanan f ve g fonksiyonlarmin f % g kon-

voliisyonudur. f fonksiyonun bir K cekirdegi ile konvoliisyonu ise
FeE@) = [ F)K - y)dy
Rn

seklindedir. Konvoliisyon operatoriiniin ¢ekirdeginin integrallenemeyen tekilligi varsa
singiiler integral, zayif (integrallenebilen) tekilligi varsa potansiyel adi verilir.
0 < a < n olmak iizere |z|* " ¢ekirdegine Riesz g¢ekirdek fonksiyonu denir.
Bu fonksiyonun orijinde zayif tekilligi vardir. Bir fonksiyonun Riesz potansiyeli
f(y)dy
uﬂw—u*nw—/—;ﬁz
Rn

|z
seklinde tanimlanir.

Teorem 2.5.10. O<a<n,1§p<q<oo,éz%—%vep>1olmakﬁzere

Riesz potansiyel operatorii klasik Lebesgue uzaymda sinirhdir [65].

Tanim 2.5.11. (Hardy Operatérleri) Cok boyutlu Hardy operatorleri H ve H,

: L ve T) = M
Hf(z) /| Twdy e Hfw): / dy

K PNERE

olarak tammmlanir. |z — y| < 2|z| kosulu H nin integral taniminda kullanihirsa

agsagidaki noktasal esitsizlik elde edilir:
H|f(x)] <2"v, M f(z), z€R" (2.7)

0 < a < n olmak iizere uygun f fonksiyonlar1 alinarak daha genel olarak, H®

and ‘H* Hardy tipli operatorler
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H (@) i= ol

ly|<|z|

Fdy ve Hef@) =Lt [ 1) 4,

PRERE

olarak tanmimlanir.
Kolayca goriiliir ki H operatorii ile fraksiyonel Maksimal operator ve Riesz

operatorii arasinda noktasal esitsizlik yazilabilir. 0 < oo < n i¢in

M f(x) := sup !

= E fyldy, zeR"
t>0 ‘B(ZL’,t)P_n /B(Jz,t)‘ ( )|

ve

Iaf(x)::/R &d(y, r e R"

o |z =yl

olmak iizere
(R f(2)] < v 2" (M f) (z) < 2" I%([f|)(z), =z €R” (2.8)

noktasal esitsizligi kolayca elde edilebilir. Bu noktasal esitsizlikte Hardy operatorii
‘H®, Riesz potansiyel operatorii tarafindan simirlandirilmigtir. Bu noktasal esitsizlik
bilinmektedir ancak bu esitsizlige referans bulunamadigindan asagida basitce ispati

verilmistir.
Lemma 2.5.12. 0 < a < n olmak iizere,
(R f ()] <2 1([f])(z), = eR" (2.9)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Yukaridaki esitsizlik

|I‘a 2n—a

< -
ly|® = |-yl

ly| > |z| igin

ifadesinde ¢t = %" ve 1’ = Tl Yy = ﬁ, kabulleri alinarak elde edilir. Aym zamanda
bu ifadeye denk olan
n—a 277,7&
|z =y |ta! — g/

esitsizligi ¢t < 1 ve |[tz’ — y/| < 2 alinarak elde edilir.
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Tanim 2.5.13. (Oscillatory integral operatorleri)

Bu operatorler matematik ve fizik alanlarinda kullanilmaktadir. Harmonik analiz
icin onemli operatorler olarak kabul edilmektedir c¢iinkii harmonik analizde kul-
lanilan bir ¢ok operator oscillatory integrallerinin bir versiyonudur. Bunlardan bazilar
Fourier transformu, Bocher-Riesz ortalagmislar1 ve Radon transformudur. Oscilla-
tory integrallerinin tzellikleri E. Stein tarafindan ¢ahgilmigtir [65].

Bir K dagilim g¢ekirdegi asagidaki kogullar1 sagliyor ise

C
K(z,y)] < —0 z#y
[z =y
C
VoK (2, y)[ + |V K(z,y)| < =y T F Y

standart Calderén-Zygmund (kisaltma olarak C-Z) cekirdegi olarak adlandirilir.
P (z,y) polinomu R" x R™ de reel degerli bir polinom olmak iizere C-Z integral

operatorii 7,

Tf (z) = pv. / K (z,9) f (4) dy

ve oscillatory integral operatorii S,

51 (@) = piv. [ €PEVK (2,9) ] () dy
R
olarak tanimlanir. Lu ve Zhang 1 < p < oo iken S operatoriiniin L” sinirhiligini elde
etmek igin 7' operatériiniin L? simrhhgim kullanmglardir [39).

Ricci and Stein K, standart fraksiyonel C-Z g¢ekirdegini, 0 < o < n olmak {izere

|Ko(7,y)| £ ——
|z —y|"e

Vala (2, y)| + [Vy Kao(2,y)] < TFy

|z — |t

seklinde tanimlamiglardir [54]. P (z,y) polinomu R™ x R™ de reel degerli bir polinom
ve K, standart fraksiyonel C-Z ¢ekirdegi olmak iizere, fraksiyonel oscillatory integral

operatorii agagidaki gibi tanimlanmigtir [21].

Suf (£) = pv. / FPEDE, (2,y) f (y) dy

Rn

a=0iken S, =S ve K, = K elde edilir.
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Lemma 2.5.14. K bir standart C-Z ¢ekirdegi ve C-Z singular integral operatorii
T, (L*(R™), L? (R™)) tipli olsun. P(z,y) reel degerli bir polinom ve w € A4, (1 <

p < 00) olmak iizere S operatorii LP*(R"™) uzaymda smirhdir [63].

Lemma 2.5.15. w € A,(1 <p < 00), K bir C-Z cekidegi, P(z,y) reel degerli bir
polinom ve T operatorii (L? (R™), L? (R™)) tipli olsun. Bu durumda b € BMO (R")

olmak iizere

1S6f 1| oo ny < C N0l NN oo geny

esitsizligini saglayan P den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir [61].

2.6. Baz1 Klasik Operatorlerin Kommutatorleri

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayi, John ve Nirenberg [34] tarafindan 1961
yilinda tanimlanmigtir. BMO uzayi, L* uzayi ile benzer 6zelliklere sahiptir ve sikca
L yerine kullanilir. Klasik singiiler integral operatorleri L*° uzayindan L*> uzayina
sinirli olmamasina ragmen, L*° uzayindan BMO uzayina sinirhidir. Fefferman, 1971

yilinda BMO uzayimmin, H; Hardy uzaymnin duali oldugunu gostermistir.

Lemma 2.6.1. Bir f € L (R") fonksiyonu

I fllga0 = sup ‘er|/ — [Ban| dy < o0 (2.10)

zeR™,r>0
B(z,r)

sartim sagliyor ise f fonksiyonuna siirh salimimli fonksiyon denir. BMO (R™) uzay,

| fll garo < oo olacak sekilde R™ deki tiim f fonksiyonlarinin uzayi olarak tanimlanir.
BMO (R") = {f € L (R") : || f]| prsoo < o0}

(i) Her 1 < p < oo i¢in

=

dy ~ HfHBMO (2.11)

sup
z€R™,r>0 |B x,r ‘ /

olur.
(11) By C By olacak sekilde R™ deki her By, By yuvarlari igin

[/, = fBa| S IIfHBMo (2.12)
esitsizligi gecerlidir.
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(7i1) Her 6 > 1 igin
| fB@sr) = fBen| < Cn (6 + 1) [| £l 5o (2.13)

esitsizligi f, x,r ve 6 dan bagimsiz bir C keyfi sabiti ile elde edilir.
Lokal integrallenebilir bir b fonksiyonu igin T" operatorii ve b fonksiyonundan elde

edilen kommutator agagidaki gibi tanimlanir:

[0, T]f =0T (f) =T (bf)

Ozel olarak, Maksimal operatoriin komutatorii asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

Myf(2) = sup m/ b(x) — ()| If ()] dy

z€R™,r>0
B(z,t)
Eger b negatif degil ise her f € L (R") icin

|[b, M] f ()| < My f (x) (2.14)

olur.

Lemma 2.6.2. 1 <p < oo veb e BMO (R") olmak iizere her f € L} (R") ve

loc

herhangi bir B (x, ) yuvar igin

. t\ o
1Mo fll o 8oy S N0l a0 ™ Sup (1 +1In ;)t P || f e (Bt (2.15)
dir [31].

Tanim 2.6.3. Lokal integrallenebilen b fonksiyonundan elde edilen fraksiyonel
Maksimal operatoriin komutatorii M, ;, ve fraksiyonel integral (Riesz) operatoriiniin

komutatorti I, , asagidaki gibi tammlanmaktadir:
Moy f () = b(2) Mof (x) — Mq (0f) (2)

Lopf (x) = b(z) Lo f (x) = Lo (bf) (x)

Aymni gekilde yine lokal integrallenebilen b fonksiyonundan elde edilen oscillatory
integral operatoriiniin komutatorii S, ve fraksiyonel oscillatory integral operatoriiniin

komutatorii S, sirasiyla

Sof (x) = Sf (x)b(x) = S (bf) ()
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Sapf (€) = Saf (2) b(x) — Sa (bf) ()

olarak tanmimlanir.

2.7. [P* Morrey Uzaylar:

Morrey Uzaylar: LP* (€2), 1938 yilinda C.B. Morrey tarafindan ikinci derece-
den eliptik kismi diferansiyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisinde yer alan
problemlerle ugragirken ortaya cikarilmigtir. Ardindan Navier-Stokes ve Schrodinger
denklemlerinde, siireksiz katsayili eliptik problemler ile ilgili uygulamalarda giindeme
gelmigtir. Morrey uzaylar1 LP Lebesgue uzaylarinin iyilestirilmig halidir ve Hoélder
ile BMO uzaylarim ihtiva eden Morrey-Campanato uzaylarinin bir parcasidirlar.

Tez icerisinde B (z,7) = B(x,7) N Q olarak kabul edilmektedir.

Tanim 2.7.1. (Klasik Morrey Uzay1) 2, R" in simirh acik bir alt bolgesi, 0 < A

ve 1 < p < oo olmak iizere LP* (€2) Morrey uzay1
A
1l zor) = Ifllpx == sup 7% £l gam < C < o0 (2.16)
€, r>0

kogulunu saglayan f € LP () fonksiyonlarin lineer uzay1 olarak tammlanir. Yukari-
daki C' sabiti sadece f ye baghdur. || f||, snormu, LP* (Q) uzaymda bir yar1 normdur.

LPA (Q) Morrey uzay || f|| . normu ile bir Banach uzayidir.

Teorem 2.7.2. (2, R” de sinirh acik bir alt bolge ve 1 < p < oo olmak iizere;
1) A =0ise LPY(Q) = LP(R),
2) A =nise LP"(Q) = L>®(Q),
3) A > nise LPA(Q) = {0}.
4) 0 < X < nise LPA(Q) uzayr ayrilabilir degildir.

Teorem 2.7.3. €, R" de siirh acgik bir alt bolge, 0 < A < n ve 0 < u < n olmak

iizere p < ¢ ve "T?’\ > % kogullar1 altinda
LY (Q) — LP(Q)
gommesi gecerlidir. €2 bolgesi sinirsiz iken yukaridaki gémme gecersizdir.

Teorem 2.7.4. 1 <p <oovel < A< nolmak iizere Hardy-littlewood maksimal
operatorii LP* (Q) klasik Morrey uzayinda sinirhidir [16].
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Teorem 2.7.5. 0<oz<n,1<p<2,0<)\<n—apve%—%:ﬁolmak

tizere I, Riesz potansiyel operatorii LP* () klasik Morrey uzaymda smirhdir [1].

2.8. LF "ﬁ(w) Agirlikli Morrey Uzaylar:

Komori and Shirai, 2019 yilinda yayinlanan [37] ¢alismalarinda LP*(w) agir-
likli Morrey uzaylarini tanmimlamiglardir. Harmonik analizin klasik operatorlerinin

sinirhiliklar: bu uzaylarda arastirilmigtar.

Tanim 2.8.1. (Doubling kosulu) B = B (x,r) olmak iizere verilen bir w
agirlik fonksiyonu igin w(2B) < Dw(B) sartim saglayan bir D var ise w, doubling

kogulunu sagliyor denir ve w € A, ile gosterilir.

Tanim 2.8.2. (Agirlikli Morrey Uzay1) 1 <p < 00,0 < k < 1 ve w bir agirhk
fonksiyonu olsun. Agirlikli Morrey uzayn,
1/p

Il =30 | =imsse [ @ w0 (@) ds

z€R™ >0

normu ile
1 (w) = { £ € Lo () : 1f | pngay < 0}

olarak tanimlamr [37].
Uyar1 2.8.3.

1. 0<A<niken kK =\/nvew=1ise L"*(w) = LP*(R") klasik Morrey uzay
elde edilir.

2. w € Ay olsun. £ = 0 iken LP'(w) = L**(w), k = 1 iken L7} (w) = L>(w)
olur.

3. Bir boyutlu durumda —1/2 < a < 0 i¢in bir agirhik fonksiyonu w(z) = |z|* ve
f(@) = X0 () || /2 olmak iizere, f € ke (w) \L2*+Y (w) elde edilir
[37].

Teorem 2.8.4. w € A,, 1 < p < oo olmak tizere M Hardy-Littlewood maximal
fonksiyonu LP*(w) agirhikli Morrey uzayinda sinirhdir [44].

Teorem 2.8.5. 1 <p <o00,0 <k <1vew € A, olmak tizere S Calderon—
Zygmund operatorii LP"(w) agirlikh Morrey uzaymda simirhdir [37].
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Teorem 2.8.6. 0 < a<n, 1<p<n/a l/g=1/p—a/n, 0 <k < p/q ve
w € A, , olmak iizere M, fraksiyonel Maksimal operatorii ve I, fraksiyonel integral

operatorii LP*(w?, w?) uzaymdan L%%/P(w?) uzayma siirhdir [37].

Teorem 2.8.7. b€ BMO(R™) ve I, fraksiyonel integral operatorii olsun. 0 < o <
n,l<p<n/a,1/qg=1/p—a/n,0 <k <p/qvew € A,, olmak iizere olmak tizere

[b, I,] komutatorii LP*(w?, w?) uzaymdan L9%9/P(w?) uzayma smrhdir [37].

Teorem 2.8.8. b € BMO(R") ve S bir Calderon-Zygmund operatorii olsun.
l1<p<oo,0<k<1vewe A, olmak tizere [b,S] komutatorii LP*(w) uzaymmda
siurhdir [37].

2.9. Genellestirilmis Morrey Uzaylari

A nin negatif olmayan bir ¢ (z,7)

Genellegtirilmis Morrey uzay1 LP¢ (R"), r
fonksiyonu ile degistirilmesiyle olusturulmustur. Bu uzay baz gémiilme durumlar:
ile beraber, ilk olarak [23] calisgmasinda goriilmiigtiir. [74] makalesinde bu uzay-
lar Campanato uzaylarinin daha genel bir durumu gibi aragtirilmistir. Bu uzay-
lar sobolev tipli kritik gomiilmelerin galigilmasinda oldukg¢a faydahdirlar [59], [72].
Genellestirilmis Morrey uzaylarinda, harmonik analizin operatorlerinin sinirhiliklar:
[38, 42, 47, 60, 66] galismalarinda ele alinmigtir. Genellegtirilmis Morrey uzayinda
Maksimal operator, Riesz potansiyel operator, fraksiyonel maksimal operator ve sin-
gular integral operatoriiniin siirhiligr [28] caligmasinda ele alinmigtir.

Bu boliimde, [42] , [29] ¢ahismalar1 ve bu tez galigmasinda ele alinan ii¢ farkh

genellestirilmis Morrey uzay1 tanimi verilmektedir.

Tamim 2.9.1. (MP¥ Genellestirilmis Morrey Uzay1)
1 <p < oo ve p(x,r) fonksiyonu R" x (0,00) iizerinde pozitif dlgiilebilir bir

fonksiyon olsun.

-1
||f||MPa<P(R”) = S}Llp @ (z,7) Hf“LP(B(a:,r)) < o0

z€R™ r>0

normuna sahip tim f € Lé"c (R™) fonksiyonlarimin uzayi olarak tanimlanmigtir [42].

Tanim 2.9.2. (M?¥ Genellestirilmis Morrey Uzay1)
1 < p < oo ve p(x,r) fonksiyonu R" x (0,00) iizerinde pozitif ol¢iilebilir bir

fonksiyon olsun. M?¥ (R™) genellegtirilmis Morrey uzayi,

_ 1
I lssee = sUP_ o (2,7) B (@) 1l sy

z€R", r>
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normunu sonlu yapan tiim f € LI°°(R") fonksiyonlarmm uzay1 olarak tanimlan-

mugtir. Eger ¢(r) = 7" almirsa bu uzay klasik Morrey uzayiyla gakigir [29].

Teorem 2.9.3. 1 < p < oo ve dlgiilebilir ¢, ¢, fonksiyonlar: i¢in

r dr
Jorwn T <@y
t

esitsizligi x ve t den bagimsiz bir C' sabiti i¢in saglaniyorsa, p > 1 i¢in M maksimal

operatorii MP¥1(R") uzayindan M?¥2(R") uzaymna siirhdir [28].

Teorem 2.9.4. 1<p<oo,0<a<n/p 1/qg=1/p— a/n ve dlgiilebilir ¢,, ¢,

fonksiyonlari i¢in

dt
e @0 G < 0 @r)

t
esitsizligi x ve r den bagimsiz bir C' sabiti icin saglamiyorsa p > 1 i¢in M, ve I,
operatorleri MP#1(R™) uzayindan M%¥2(R™) uzayna simurhdir [28].

Lemma 2.9.5. 1<p<oo,0<a< %, % = %—% ve b € BMO olsun. Bu durumda

n t -_n
HMb,aHLLI(B(zo,r) = ol grrore tS;12p (1 +In ;) ta HfHLp(B(mO,t) (2.17)

esitsizligi herhangi bir B(zo, r) yuvari ve tiim f € L} _ (R") fonksiyonlar i¢in saglanmr[31].

n

Teorem 2.9.6. 1 <p<oo,0<a<

— % ve b € BMO olsun. (¢, ¢,)

1 1
’q P

|

icin
t
sup (1 tin ) 0, (2,1) < Oy (2,7)
r<t<oo r

esitsizligi saglanacak gekilde z ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. Bu durumda
M, operatorii MP#1(R") uzayindan M%#2(R") uzayma siirhdir[31].

Lemma 2.9.7. 0 <a<n,1<p<2,g>pvebec BMO olsun. ¢(x,t) fonksiyonu
icin
t _ap
sup (1 +1In —) % (x,t) < Cr-ar
r<t<oo r

esitsizligi saglanacak sekilde x ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. Bu durumda

r>0vex e R"igin

Monf ()] < O ellparo (Maf (DI 7 (218)
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noktasal esitsizligi gecerlidir[31].

Teorem 2.9.8. 1<p<g<oo,0<a< % ve b € BMO olsun. ¢ fonksiyonu icin

p
sup (1 +In E) ¢ (x,t) < Co(x,7)
T

r<t<oo

t a
sup <1 +1In —> t%p (z,t) < Cr-ar
r

r<t<oo
esitsizlikleri saglanacak sekilde = ve r den bagimsiz C' sabitleri var olsun. Bu du-
1 1

rumda M, komutatorii MP#” (R") uzaymdan M%¢? (R") uzayma smirhdir[31].

Lemma 2.9.9. 1<p<oo,0<a< %, % = >—2veb & BMO olsun. Bu durumda

1
p

[e o]

(R[PSS |

2r

t —n_
(1405 7 W gt (219

p
loc

esitsizligi herhangi bir B(xg, r) yuvari ve tiim f € L7 (R") fonksiyonlari igin saglanir[31].

Teorem 2.9.10. 1<p<oo,0<a< %, % =_->—2vebe BMO olsun. (01, P2)

S

icin

/ (1 +1In E) t%p; (z,t) dt < Cpy(z,71)
. r

esitsizligi saglanacak sekilde = ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. Bu durumda
b, I,] operatorii MP#1(R") uzaymdan M%¥2(R"™) uzayma smirhdir[31].

Lemma 2.9.11. 0 <a<n, 1 <p<?Z ¢g>pvebe BMO olsun. o(z,t)

fonksiyonu ic¢in

o t dt ap
/ <1 +1In —) t%p (x,t) - < Cr-ar
, T

esitsizligi saglanacak sekilde x ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. Bu durumda

r>0vex e R"igin

.11 £ @] < Cbllgaio VF @) IAF (220)
noktasal esitsizligi gegerlidir[31].
Teorem 2.9.12. 1<p<g<oo,0<a< % ve b € BMO olsun. ¢ fonksiyonu i¢in

p
sup (1 +1In ;) o(x,t) < Cp(x,r)

r<t<oo
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> t dt ap
/ (1—i—ln;) gp(a:t)?<C’r a-p

esitsizlikleri saglanacak §ek11de x ve r den bagimsiz C’ sabitleri var olsun. Bu du-
rumda [b, [,] komutatorii M pio? (R™) uzaymdan M a0 (R™) uzayma smirhdir[31].

Bu tez caligmasinin bir ¢ok boliimiinde sonuglar Mizuharanin tanimladigi nor-
mda, ¢ (x,r) yerine @ (r) alinarak elde edilmigtir. Bunun icin asagidaki ® simfi
tanimlanmigtir. Bu ® sinifi genellestirilmis Morrey uzaylarinda sik¢a karsimiza c¢ik-

maktadir.

Tanim 2.9.13. LP%(R") Genellestirilmis Morrey uzayina iyi 6zellikler kazandira-
bilmek amaciyla ¢ parametresine bir takim kosullar birakilmasina ihtiya¢ duyul-
mugtur.

Asagidaki gartlar saglayan tiim olgiilebilir ¢ : (0,00) — (0, 00) fonksiyonlarinin

sinifi ® ile temsil edilir.
1. ¢ hemen hemen artan
2. ¢(t)/t" hemen hemen azalan
3. Her 0 > 0 icin infy~s5 p(t) > 0.

Asagidaki tamimda genellegtirilmis Morrey uzayi, modular fonksiyonu ile tanim-
lanmaktadir.

Tanim 2.9.14. 1 <p < o0, ¢ € ® ve modular

1
Wy (fiwr)i=— [ f@Pdy. se®L r>0 (@2
@(T) B(z,r)
olmak {izere,

I fllzre = sup 9, (fia,m)!"

ZE€R™, >0
normunu sonlu yapan R" de lokal integrallenebilir tiim fonksiyonlardan olusan uzaya
genellegtirilmis Morrey uzay:r denir ve LP¥(R") ile gosterilir. Eger 0 < A < n iken
o(r) = r* alimirsa LP#(R") = LP* klasik Morrey uzayiyla cakisir.
Eger ¢ € ® ise LP?(R™) uzay1 non-trivial olur [48]. ¢ fonksiyonu i¢in belirlenen
bu kosullar ile yuvar iizerindeki tiim karakteristik fonksiyonlar L»¥(R™) uzayina ait

olur. Ayrica xg € R™ ve 19 > 0 igin

||XB($0,7"0)||Z,¢ , T € Rn, To > 0 (222)

elde edilir [26]. Ayrica p, 1) € ® olmak tizere ¢ < 1 iken (2.22) yardimiyla LP#(R") —
LP¥(R™) gomiilmesi gergeklesir.
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2.10. Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylari

Tanim 2.10.1. (M?¥(w) Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzay1) 1 < p <
00, ¢ (x,r) fonksiyonu R™ x (0, 00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ve w
fonksiyonu R" de bir agirlik fonksiyonu olsun. Genellestirilmis agirlikli Morrey uzay1

MP# (R™ w) = MP¢ (R"), asagidaki yar1 normu sonlu yapan

— =1
||f||M5,"p(R”) = sup QO(ZL‘,T) 1’LU (B(l‘,?”)) P ||f||LP7w(B(w,7‘))

z€R™,r>0

tim f € Lgfn (R™) fonksiyonlarimin uzay: olarak tanimlanir.
0 < a < n olmak iizere T, lineer veya alt lineer operatorii herhangi bir kompakt

destege sahip ve f € L; (R") i¢gin C' > 0 sabiti f ve x den bagimsiz olmak {iizere

mr@l<c [ W4 o ¢ supps (2.23)

relz =y
esitsizligi saglayan operatorii temsil etsin.
a = 0 igin (2.23) kosulu ilk olarak Soria ve Weiss (1994) tarafindan tanim-
lanmigtir. (2.23) kosulu Calderon-Zygmund operatoérii, Hardy Littlewood Maksimal
operatorii, Riesz potansiyel operatorii ve fraksiyonel maksimal operatorii gibi har-

monik analizin pek ¢ok operatorii icin saglanir.

Lemma 2.10.2. 1 <p < oo, w € A,, Ty operatorii (2.23) kosulunu saglayan bir alt
lineer opetator ve p > 1 igin LP*(R™) iizerinde smirh olsun. Bu durumda 1 < p < oo

icin

1/p - ) dt
1T f oo ianmy < €101 o) / Y e P ey
(2.24)

p7w
loc

esitsizligi herhangi bir B(zg,r) yuvari ve tiim f € LD (R") fonksiyonlar1 igin

saglanir [35].

Teorem 2.10.3. 1 <p < oo vew € A, olsun. (p,, p,) icin

t<s<oo
e dt < Cpy(x,7)

/oo essinf ¢, (x, s)s"

esitsizligi saglanacak gekilde = ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. Ty operatorii
(2.23) kogulunu saglayan bir alt lineer opetator ve p > 1 igin LP*(R") tizerinde smurh
olsun. Bu durumda Ty operatoérii M., ** (R™) uzayindan My, *? (R") uzayma simrhdir
[35].

n
)

Lemma 2.104. 1<p<q¢g<oo,0<a< w € A4, T, operatorii

S
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(2.23) kogulunu saglayan bir alt lineer opetator ve p > 1 i¢in LP*"(R") uzayindan

Lev*(R™) siirh olsun. Bu durumda 1 < p < 2 i¢in

dt
- (2.25)

1 [ -1
”TafHLq’wq(B) = (w?(B))s /2 HfHLP’wp(B(aco,t)) (w? (B (o, 1))) @

r

p?w
loc

esitsizligi herhangi bir B = B(z,r) yuvari ve tiim f € L (R™) fonksiyonlar i¢in

saglanir [29].

Teorem 2.10.5. 1 <p<g<oo,0<a< %, % = — 2 we Ay, T, operatorii

1
P
(2.23) kosulunu saglayan bir alt lineer opetator ve p > 1 icin LP*"(R") uzaymdan
Lo (R™) siirh olsun. (¢4, ,) igin

dt < Cpy(z,71)

-

soessinf o, (r, ) (w? (B (z,5)))

/ (w? (B (2,1)))"
esitsizligi saglanacak gekilde x ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. T,, operatorii
(2.23) kogulunu saglayan bir alt lineer opetator ve p > 1 igin LP*(R") {izerinde siirh

olsun. Bu durumda T}, operatorii M., ** (R") uzaymdan M *? (R™) uzayma simirhdir
[29)].

Bir b fonksiyonu icin 0 < a < n olmak ftizere Ty, komiitatorii herhangi bir
kompakt destege sahip ve f € L; (R") i¢gin C' > 0 sabiti f ve x den bagimsiz olmak

{izere

@< [ b -s) L agsmr 220)

esitsizligi saglayan operatorii temsil etsin.

Lemma 2.10.6. 1 <p<oo, w € A, be BMO ve Ty, (2.26) kosulunu saglayan

bir alt lineer opetator olsun ve

1To0f Nl oo eny = M0l aso 11l oo eny (2.27)

saglansin. Bu durumda

1
1Topf oy = 0laro w(B)? (2.28)

* t Ly dt
/2 In (6 + ;) ||f||Lp,w(B(xo,t)) Hw pHLP/(B(a:o,t)) g+l

T

p,w
loc

esitsizligi herhangi bir B = B(xg, r) yuvar ve tiim f € L7” (R™) fonksiyonlar igin

saglanir [30].
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Teorem 2.10.7. 1 <p<oo, we Ay, be BMO ve (¢, ,) igin

o0 ¢\ essinf oy (z, s)s"
/ In (e + —) fessee dt < Cpy(z,7)
. r

tn+1

esitsizligi saglanacak sekilde x ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. 7}, operatorii
(2.26) ve (2.27) kosullarini saglayan bir alt lineer opetatér olsun. Bu durumda 7j,
operatorii My, ?* (R™) uzaymdan M;,*? (R") uzayma smirhdir [30].

1

Lemma 2.10.8. 1<p<q<oo,()<a<%,%:Z—)—g,wEAM,bEBMOve

Top (2.26) kosulunu saglayan bir alt lineer operator olsun ve

1T b f 1l paws gy 210l paso (11| oo ey (2.29)

saglansin. Bu durumda

1 [ t -1 dt
1 Tep fll Lo () 2 10l paso (w (B))e / In <€ + ;) I o (Bao ) (W (B (0, 2))) 7
2

y (2.30)
(R™) fonksiyonlar: i¢in

p,wP
loc

esitsizligi herhangi bir B = B(xg,r) yuvar ve tiim f € L
saglanir [29].

Teorem 2.10.9. 1<p<q<oo,0<a<%,%:
(01, 2) igin

-2, w € Apg, b€ BMO ve

1
p

3=

- y ?ssinf ©1(z, ) (WP (B (z,s)))
In (e - ) fse=ee 1 dt < Cipy(, )
/’r ( 7"> (w (B (z,s)))s i

esitsizligi saglanacak sekilde x ve r den bagimsiz bir C' sabiti var olsun. T, ;, operatorii
(2.26) ve (2.29) kosullarmn saglayan bir alt lineer opetator olsun. Bu durumda 7,

operatorii M2;7* (R") uzaymdan M27? (R") uzayma simrhdir [29).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bolimde tez calismamizda yararlandigimiz temel tanim ve teoremlerden
bahsedilmekte ve yeni tanimlanan Morrey alt uzaylari; klasik, genellestirilmis ve
agirlikli versiyonlar: ile tanitilmaktadir.. Ayrica bu uzaylarda kullanilan baz 6zel

lemma ve teoremlere yine bu boliimde yer verilmektedir.

3.1. Morrey Uzaylarimin Yeni Alt Uzaylari

LA (R™) Morrey uzaylar1 heat esitsizlikleri ve Navier-Stokes esitsizlikleri igeren
kismi diferansiyel denklemlerin (PDE) ¢tziimlerine ait diizgiinliik ¢zellikleri ve lokal
davraniglarini ¢alisirken énemli bir rol oynamaktadir. Bu konuda kapsamli ¢aligmalar
icin [36, 64, 67, 68] ve bu ¢alismalardaki referanslar incelenebilir. Morrey uzaylari,
Lebesgue uzaylarina gore daha iyi lokal davramiglar gosterdikleri halde, ayrilabilirlik
ve iyi fonksiyonlar yardimiyla yaklagim gibi baz1 énemli 6zelliklere sahip degildirler.
Morrey uzaylarinin ayrilabilir olmamasi [56] ve hatta baz1 Morrey fonksiyonlarina,
siirekli fonksiyonlar yardimiyla bile yaklagimin miimkiin olmamasindan kaynaklanan
bir takim eksiklikler, tteleme operatoriiniin siirekli oldugu tiim Morrey fonksiyon-
larim igeren Zorko uzayinda oldugu gibi vanishing ozelligine sahip Vj, V, ve V. gibi
alt uzaylarin tanimlanmasini motive etmistir.

Morrey uzaymin bir alt uzayi olan Vanishing Morrey uzay1 V, LP*(R"), ilk olarak
1990 yilinda Vitanza [71] tarafindan 0 < A < n ve 1 < p < oo olmak iizere

lim  sup LA \f (y)]" dy =0, reR"r>0
=0 geRn, 0<p<r pr
B(w,p)
kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanmistir. Bu uzaylarin kismi
diferansiyel denklemlerin uygulamalariyla iligkisi [17, 71, 70] makalelerinde ortaya
konmusgtur. Vanishing Morrey uzayinin ¢zellikleri ve bu uzaya ait uygulamalar igin
[52] ¢ahismasi faydah olacaktir. Morrey uzaymin baz vanishing kosullarina sahip
alt uzaylari, A. Almeida ve S. Samko’nun [7] ve [9] ¢aligmalarinda yer almigtir.[7]
calismasinda bu gibi vanishing ozelliklerinin, integrallenebilir ¢ekirdege sahip kon-
voliisyon operatorleri tarafindan korunurlugu ortaya konulmustur. Orijinde vanish-
ing kogulunu saglayan VoLP* alt uzaymda [50, 52, 57, 58] caligmalar1 6nerilir. Bu
uzaylarin yeni tanimlanmis olmasi itibariyle Vo, LP* ve V(*)Lp”\ uzaylarinda harmonik
analizin klasik operatorlerinin sinirliliklar: heniiz ¢alisilmamigtir. Bu konudaki ¢alig-
malarin noksanligi bu uzaylarda calismay1 cekici hale getirmistir.

[7] calismasinda yazarlar vanishing tipli kosullar kullanarak LP*(R") uzaymmn
yeni bir kapali alt uzayimi tanmimladilar. Bu uzay Zorko smifindan kesinlikle daha

kiiciiktiir, uzayn tiim elemanlar: VO(ZLP’)‘(]R”) ile sembolize edilir ve Morrey nor-
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muyla C§° fonksiyonlar tarafindan yaklagim, bu uzayda miimkiindiir. Ozel olarak
[7] makalesinde, C$°(R") uzaymin LP*(R") uzayimda kapanist ortaya konulmustur.
Morey uzayindaki bu kapalilik harmonik analizde, Calderén-Zygmund teorisinde
onemli bir rol oynamaktadir ¢iinkii duali bir éndual olugturur. Bu kapanisin bir ben-
zeri farkl bir sekilde [73] ¢aligmasinda verilmistir. [32], [33] ¢alismalarinda yazarlar
Morrey uzayinda kompleks interpolasyonda C§°(R™) uzaymin (ve compakt destege
sahip smirh fonksiyonlar kiimesinin kapanmigini) kullandilar ancak bu kapaniglara
karakterizasyon saglayamadilar. LP*(R"™) uzaylarinin A > 0 igin ayrilabilir olmadigin
biliyoruz [56]. Klasik Morrey uzaymin vanishing tzelligine sahip diger alt uzaylari,
Almeida ve Samko tarafindan [7] galismasinda tammlanmigtir.

1 <p<oovel<\<n olsun, klasik LP*(R") Morrey uzaymin modular

1
Mosifirr)= i [ fG . eeR s

olmak {izere Morrey normu

[ fllpx = sup Oﬂﬁn)\(f;a:,r)l/p

zeR™, r>

olarak alinmaktadir.

Tamim 3.1.1. V,LP*(R") Morrey Alt Uzay1

Morrey uzaylar tekillige sahip fonksiyonlar igerebilmektedir. Bu yiizden Morrey
uzayinda birim fonksiyon ile yaklagim iyi davraniglar gostermemektedir. Bu durum
Morrey uzaylarinin daha iyi 6zelliklere sahip alt uzaylarinin tanimlamasini gerekli
kilmigtar.

LPA(R™) uzaymin Vo LPA(R™) ile gosterdigimiz, orijinde vanishing ézelligine sahip
Morrey alt uzay1

lim sup M, \(f;2,7) =0 (Vo)

r—0 LcRrn

kogulunu saglayan tiim f € LP*(R") fonksiyonlarindan olusur. Ayrica bu uzayda
tiim f € L»*(R") fonksiyonlar1 icin

lim sup M, \(f;2,7) =0« lim sup M, \(f;2,t) =0
=0 zern =0 gern
t€]0,7]
yazilabilir.

Vo LPA(R™) uzayr LP*(R™) uzayimin kapali bir alt uzayidir ve Chiarenza and Fran-
ciosi [17] tarafindan raksak olmayan formdaki elliptik denklemler ile ilgililenirken
tanimlanmigtir ayrica bu alt uzaylar icin, eliptik denklemlerin diizgiinliik sonuclar:
Vitanza [71, 70] tarafindan ortaya konulmugtur. LP uzaymdaki tiim fonksiyonlar
bu ozellige sahip oldugundan Vo LP2(R") = LPAR"). Eger A > 0 ise bu durumda
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VoLPO(R™) uzay1 LPA(R™) uzaymim bir 6z alt kiimesi olur. V4 LP?(R") uzaymmn bir
bagka ilging 6zellgi de siirh bolgelerde sinirli fonksiyonlar ile yaklagimin bu uzayda

miimkiin olmasidir [17].

Tamim 3.1.2. (Zorko Uzayi) LP*(R") uzaymin bir bagka alt uzay1 olan Zorko
uzayl, Steleme operatoriiniin siirekli oldugu tiim f € LP*(R") fonksiyonlarindan

olusur. Yani 1 <p < oo ve { € R" ve 7¢f := f(- — ) olmak tizere
LPAR™) := {re LPMR™) : € — 0 iken e f = fllpe — 0}

olarak tanimlidir. Bu uzay Morrey uzayinin kapali bir alt uzayidir ve molifier yardimiyla

yaklagim bu uzayda miimkiindiir [74].

Asagida verilen vanishing tipli Vo, LP*(R") ve V) LPA(R™) alt uzaylar1, Morrey
uzaylarinda iyi davranigh fonksiyonlar yardimiyla yaklagim problemlerini incelemek

amaciyla Almeida ve Samko’nun [7, 9] ¢alismalarinda tanitilmigtir.

Tanmim 3.1.3. V,LP*(R") Morrey Alt Uzay1
Sonsuzda vanishing 6zellligine sahip V., LP*(R") Morrey alt uzayi, VoLP*(R")
uzay1 gibi tammmlanmaktadir ancak bu uzay icin vanishing kosulu sonsuzda gercek-
lesmektedir.
0<A<nvel <p< oo olmak iizere
lim sup M, \(f;2,7) =0 (Vo)
00 zeRn
ifadesini saglayan tiim f € LP*(R™) fonksiyonlarmdan olugan uzaya sonsuzda van-
ishing ozellligine sahip V., LP*(R™) Morrey alt uzay1 denir. Bu uzay Morrey normuna
gore LPAR™) uzayinda kapahdir. V,,LP*(R™) uzay1 ayrica, interpolasyon problem-

lerinde de ele alinmugtir [73].

Tanim 3.1.4. V®LPAR") Morrey Alt Uzayi
Bir baska vanishing 6zelligine sahip V) LP»*(R™) Morrey alt uzayi;

XN = Xgm\Bo,Ny, N EN

ve

Anp(f) := sup /B( N Lf )P xn(y) dy

zeR™

olmak {izere

Jim_ Ay, (f) =0 (V)

kogulunu saglayan tiim f € LP*(R™) fonksiyonlarmim uzayi olarak tanimlanir. Lebesgue

baskin yakinsama teoremi ile tiim f fonksiyonlarmm V® zelligine sahip oldugu
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goriiliir. Boylece VI LPO = [P yazihir. Bir agidan V) ozelligi, fonksiyonlar LP
uzayina ait olmadigi durumlarda kargilagilan zorluklarin iistesinden gelmeyi sagla-
maktadir. V) LPA(R™) alt uzayi, Morrey uzaylarinda iyi davramsh fonksiyonlar

yardimiyla yaklagim problemlerini incelemek amaciyla [7] caligmasinda tamtilmigtir.

Lemma 3.1.5. Bir f € LP* fonksiyonunun V) &zelligini saglamasi icin ancak ve

ancak Ry > 0 igin r €]0, Ry iizerinde diizgiin olarak

N—0oo pern

lim Sup/( )|f(y)|”><zv(y)dy=0
B(x,r

olmalidir [7].

Tanim 3.1.6. 0 < )X <nvel<p< oo olmak iizere Vo(in”\(R") uzayl,

Vi L = VoLPA O Voo LPA 0 V*LPA

olacak gekilde LP* Morrey uzaymin bir alt uzayidir. Bu uzay C§°(R™) uzaymn,
Morrey normuyla kapamsgina kargilik gelir [7]. Diger alt uzaylar gibi VOQZLLP’A uzayl
da LP? uzayinda kapalidir.

Asagidaki lemmalar, [57] caligmasinda yer almaktadir.

Lemma 3.1.7. 1 <p < oo, 0 < A < n veT operatorii, p-admissible altliner

singuler tipli operator olmak iizere,

o0 n i P
M, (T f:2,7) < Cri=> ( [ R s dt)

esitsizligi, C' sabiti x € R", r > 0 ve f € L} (R") fonksiyonundan bagimsiz olarak

loc
elde edilir.

Uyar: 3.1.8. Lemma 3.1.7. de verilen kosullar p-admissible altliner singular tipli
operatorlerin 1 < p < co ve 0 < A\ < n icin LPA(R") uzaymda siirhhgim saglar.
Ayrica [57] de aym kosullar kullanilarak bu operatorlerin Vo LP*(R™) uzaymda sinir-

hiliklar: gosterilmigtir.

Lemma 3.1.9. O0<a<n,l1<p<n/a,1/g=1/p—a/nved <\ pu <n olsun.

Bu durumda agagida verilen egitsizlik

A_n_q

) 1 q
M, (Lfyx,r) < Cr </ tr o (M (f52,1))7 dt)

sag taraftaki C' sabiti v € R", r > 0 ve f € L} (R") ifadelerinden bagimsiz olarak
elde edilir.

36



Aysegiil CELIK ALABALIK

Uyar1 3.1.10. Lemma 3.1.9. da verilen kosullar altinda I* Riesz potansiyel op-
eratoriiniin LP* — L9* smirhihg igin 0 < A < n — ap ve \/p = pu/q ek kabiilleri
altinda bir Sobolev-Spanne tipli bir sonug elde edilir. Ayrica [57] calismasinda aym
kosullar altinda, Riesz potansiyel operatorii I* ve fraksiyonel maksimal operator M@

nin Vo LPA(R™) uzaymdan VL% (R™) uzayma simirhliklar ortaya konulmustur.

3.2. Genellestirilmis Morrey Uzayinin Yeni Alt Uzaylar:

Genellegtirilmis Morrey Uzayinin yeni bir alt uzayi olan Vanishing genellegtir-
ilmig Morrey uzay1 Vo LP¥ daha 6nce [57, 58, 13, 52, 50] caligmalarinda goriilmiigtiir.
Natasha Samko orijinde vanishing kogulunu saglayan Vo LP¥ alt uzayini tanimladig
[57] galismasinda, Hardy-Littlewood maksimal operatorii ve standart ¢ekirdekli Calderon-
Zygmund singiiler operatorlerinin de aralarinda bulundugu bir alt lineer singiiler
operator simifimin sinirliligim ispatlamistir. Ayrica ayni makalede [, potansiyel op-
eratorii icin Sobolev-Spanne tipli bir teoremin ispati verilmistir. Sinirlilik kogullar:
¢ (x, r) iizerine monotonluk kogulu birakilmadan Zygmund-tipli integral esitsizlikleri
ile elde edilmigtir.

Morrey uzaymin bazi vanishing kosullarina sahip diger alt uzaylar1 V., LP¥ ve
Vi LP?, ilk olarak A. Almeida ve S. Samko'nun [9] calismasinda tanitilmstir. Bu
makalede klasik Morrey uzaylar i¢in gelistirilen yaklagim plani genellestirilmis Mor-
rey uzayina genisletilmistir. Bu amacla vanishing Morrey uzay1 normunda r* ifadesi
daha genel ve monotonluk kogullarim saglayan ¢ (z,7) yerine ¢(r) pozitif fonksiy-
onuyla degistirilmistir. Uygun vanishing 6zellikleriyle, genellestirilmis Morrey nor-
muyla elemanlar1 C§° fonksiyonlar1 yardimiyla yaklagimin, miimkiin oldugu L»#(R")
uzaymin kapali bir alt uzaymi tammlamiglardir. [9] ¢aligmasinda baz1 gomiilmeler
ispatlanarak ve bir takim o6rneklerle, Zorko smnifinin genellestirilmis bir versiyonu
ve Morrey alt uzaylarinin birbirleri ile iligkisini ortaya konulmustur, ayrica bu gibi
vanishing ozelliklerinin, integrallenebilir c¢ekirdege sahip konvoliisyon operatorleri
tarafindan korunurlugu gosterilmigtir.

Bu uzaylarin yeni tanimlanmig olmasi itibariyle harmonik analizin klasik oper-
atorlerinin siirhiliklar: heniiz Voo LP¢ ve V) LP¢ uzaylarinda caliglmamustir. Bu
konudaki ¢aligmalarin noksanligi bu uzaylarda calismay cekici hale getirmistir.

Tez ¢alisgmasinin bu kisminda genellestirilmis Morrey uzayimin [57] ve [9] makalelerinde
yer alan yeni alt uzaylar1 tanitilmakta ve gerekli temel tanim ve teroemlere yer ver-

ilmektedir.

Natasha Samko VyLP¥ (R™) vanishing genellestirilmis Morrey uzayim asagidaki

gibi tamimlamaktadir.
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Tanim 3.2.1. Q, R" de agik bir bolge ve IT, € nin keyfi bir alt kiimesi olsun. ¢ (z, )
non-negatif fonksiyonu II x [0,1) (I gap) iizerinde tanimh ve her (z,t) € IT x (0,)
igin pozitif olsun. B (z,r) = B(z,r) N Q ve 1 < p < oc.olmak tizereV LY () ile

gosterilen vanishing genellestirilmis Morrey uzay1

1
, = sup ——— oo (Blwr
||f||VL%‘/’(Q) er,1P>0<p% (:C,?“) ”f”L ao(B( , ))

yarl normunu sonlu yapan ve

1
lim sup——— || £l oo (Heapy) = O 3.1
ity 30— Lo 5 (3.)

kosulunu saglayan f € Lé"c (Q) fonksiyonlarinin uzayi olarak tanimlanir.

Uzayin non trivial olmasi i¢in ¢ (z,7) iizerine

TTL
lim sup—— = 0 3.2
oy sup ) (3.2

}*I>1£ 21;3(,0 (x,7) > 0
kosullar1 birakilmigtir.
@ (z,7), II x [0,1) tizerinde non-negatif vl¢iilebilir ve her (z,t) € II x (0,1) icin,
pozitif bir fonksiyon olsun. Eger ¢ fonksiyonu (3.2) kosullarini saghyor ise ¢ € B
olarak kabul edilir.

Almeida ve Samko [9] ¢aligmasinda Vanishing Morrey uzaylarini modular yardimi

ile agagidaki gibi tanimlamiglardir.

Tanmim 3.2.2. Orijinde vanishing ¢zelligine sahip vanishing genellegtirilmis Morrey
uzay1 Vo LP¥(R"),
lim sup M, ,(f;2,7) = 0. (Vo)

r—0 TER?

p
loc

kogulunu saglayan tiim f € L7 (R"™) fonksiyonlariin uzayi olarak tanimlamaktadir.

Vo LP#(R™) uzaymin non-trivial olmasi igin ¢ € ® ve

,},,’n

lim
r—0 ¢(r)

=0 (3.3)

kogulu gereklidir. Boylece uzay, kompakt destege sahip sinirli fonksiyonlar: kapsar.

Ayrica (3.3) koguluyla sinirh Morrey fonksiyonlari daima (V) vanishing 6zelligini

saglar. VoLP?(R™) uzay1 LP¥ normu ile bir Banach uzayidir.

Lemma 3.2.3. 1 <p < oo, ¢ € ® fonksiyonu (3.3) kogulunu saglamak iizere
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LP#(R™) N L®(R™) C Vo LP#(R™)

ve
e(r)~1 iken VHLP¥(R") = L*(R")

oldugu goriiliir.

Tanim 3.2.4. Sonsuzda vanishing 6zelligine sahip vanishing genellegtirilmis Mor-
rey uzay1 Voo LP#(R™),
lim sup M, (f;2,7) =0

T—00 xrER™

kosulunu saglayan f € LP#(R") fonksiyonlarindan olusur.

Voo LP#(R™) uzayinda, bazi e > 0 igin % hemen hemen artan ve her 6 > 0 i¢in
112% ©(r) > 0 olmak iizere uzaym non-trivial olmasi gerceklenir. ¢ iizerine birakilan bu
kabullerle kompakt destege sahip sinirh fonksiyonlar V,, L”¥(R") uzayma ait olur.

Bundan sonra kisaca Vo LP?(R") and V,, LP¥(R™) uzaylarina sirasiyla orijinde ve

sonsuzda vanishing Morrey uzaylar1 adini verecegiz. Bu uzaylar ¢(r) = r* alindiginda
klasik durumda , Vo LPA(R") ve V,, LPA(R") uzaylarina karsilik gelir.

Asagida verilen uzayin klasik versiyonu [7] calismasinda ele almmistir. [9] ¢alig-
masinda yazarlar, biiyiik yuvarlarda kesme islemi yaparak bagka bir vanishing kosu-

lunu ortaya koymuslardir. Bunun icin asagidaki notasyon kullanilmigtir.

Tamim 3.2.5. N € Nigin xy := Xgn\p(o,n) -0lsun.

Al £)i=sw [ F@P (o) dy
z€R™ J B(x,1)

olacak sgekilde
im .ANJ,(f) = O

1
N—oo
ozelligine sahip f € LP¥(R") fonksiyonlarmm uzay1 V*) L (R") ile gosterilir.
Bir f Morrey fonksiyonunun (V*) kosulunu saglamasi i¢in Ry > 0 sabit ve r €

10, Rp] olmak iizere

N—oo rER?

lim sup /( )\f(y)|pXN(y) dy =0
B(z,r

olmasi gereklidir.
Lebesgue baskin yakinsama teoremi yardimiyla tiim LP-fonksiyonlarimm (V*)

ozelligine sahip oldugu goriiliir ve boylelikle

p(r)~1 iken V®LP?(R") = LP(R")
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olur.

VoLP#(R™) ve V) LP#(R™) alt uzaylar Lebesgue uzaylarinin diginda kalan Mor-
rey uzaylari ile ilgilenirken énem arz eder. Ciinkii tiim LP-fonksiyonlar (Vp) ve (V*)
vanishing ozelligine sahiptirler. Ayrica tteleme operatorii P normuna gore siirek-

lidir. Bundan dolay1 p € [1,00) ve ¢(r) ~ 1 igin
LP¢(R") = Vo LP#(R™) = V(*)LP’SD(R") = LP(R")

elde edilir.

Orijinde genellegtirilmis vanishing Morrey uzay1 VoLP?(R"), birgok galigmada
[13], [50], [52], [57] yer almig ancak Vi LP*(R™) ve V*) [P+ (R"™) uzaylan literatiirde
ilk defa [9] ¢aligmasinda Morrey uzaylarinda iyi davramigh fonksiyonlar yardimiyla

yaklagim problemlerini ¢alisabilmek amaciyla tanitilmigtir.

Bilindigi iizere birim fonksiyona yaklagim, Morrey uzayi i¢inde iyi davranis goster-
mez ¢iinkii bu uzayda tekillige sahip fonksiyonlar vardir. Bu 6zelligin eksikligi kuvvet
fonksiyonunun ¢(r) = 7* oldugu daha uygun Morrey uzaylarimin arastirilmasini
motive etmistir. Ornegin 1986 da [74] calismasinda, Morrey normuyla 6teleme op-
eratoriiniin stirekli oldugu Morrey fonksiyonlarindan olusan LP*(R") Zorko uzay1

tamimlanmigtir. Asagida genellestirilmis Zorko uzayinin tanimi verilmektedir.

Tanim 3.2.6. 1 < p < oo ve ¢ € ® olmak iizere £ € R” oyle ki & — 0 ve

Tef == f(- — &) iken
LP?(R") :={f € LP?(R") : |[|Tef = fllpee — O}
uzayina genellestirilmis Zorko uzay1 adi verilir.
Tanim 3.2.7. 1 <p < oo ve ¢ €  olmak {izere
Vol LP#(R™) := Vo LP# (R™) N Voo LP#(R™) N V) LP#(R™)

elde edilir. Yukarida tanimi verilen kiicilk Morrey sinifi, ilerleyen boliimlerde

onemli bir rol oynamaktadir.

Uyar1 3.2.8. Morrey uzaymin alt uzaylari olan LP#(R"), V, LP#(R™), V,, LP# (R™),V ) [P (R™)
ve VO(;)OL”"P(R") uzaylari, LP#(R™) genellestirilmis Morrey uzayinda kapahdirlar [9].

Lemma 3.2.9. 1< p < oo vep € ® olsun. T bir p-admissible sublinear singuler

tipli operator olmak tizere

- Y
M, (T f;,7) < Cg;(r) (/ “;T(?(mp7¢(f;a:,t))p dt)
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esitsizligi, C sabiti x € R™, r > 0 ve f € L} (R") den bagimsiz olarak elde edilir
[57].

Her ne kadar bu lemma f € L] (R") fonksiyonlar: icin gegerli olsa da, esitsi-
zligin sag tarafinin sonlu olmasi f fonksiyonunun hali hazirda sonsuzda bir takim
saptanmig davraniglara sahip olmasini zorunlu kilar ve 7" operatoriiniin iyi davranigh

olmasini garantiler.
Teorem 3.2.10. 1 < p < oo olsun. ¢ € B olmak iizere her § > 0 icin

1
» t
/sup pr (@, ﬁ) < 00
t p

zeR™
1)

Ik

T

oluyor ve

'B\'-‘

n

TP

(. 0)dt _ gt (@.7)
thr

"U\:

esitsizligini saglayan z € R™ ve r > 0 den bagimsiz bir C' > 0 sabiti varsa p-

admissible singiiler integral operatorii V L%7 (R™) uzayinda simrhdir [57].

Lemma 3.2.11. 0<a<n,1<p<n/a,1/g=1/p—a/n ve ¢ € ® olsun. Bu

durumda

o(r)

Mo (1 i, 1) < CO— </ "l oy i) ‘”)

esitsizligi, C sabiti z € R", r > 0 ve f € LV
[57].

(R™) den bagimsiz olarak elde edilir

loc

3.3. Morrey Uzaylarinda Konvoliisyon

Cekirdegi L' (R") uzaymin elamani olan konvoliisyonlar i¢in Young esitsizligi kul-
lamilmaktadir. Bu esitsizlik ayn1 zamanda L” ve Morrey uzaylarinda da gecerlidir.
Young esitsizliginin Morrey uzayimda kullanim ile ilgili [12] ¢aligmasi faydali ola-
caktir. Tez caligmamizda konvoliisyon operatorlerince (Vp), (V) ve (V*) vanishing
ozelliklerinin korunmasini ele alacagiz.

Agagidaki iki lemma [9] ¢aligmasindan alimmugtr.

Lemma 3.3.1. 1< p < oo ve ¢ € ® olmak iizere, eger £ € L'(R") ve f , R" de

lokal olarak p - integrallenebilir ise her z € R™ ve r > 0 i¢in

My, (Kx fr,7) < |KIT sup My o (f; 2,7) (3-4)

z€R®
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ve dolayisiyla,

1K * Fllpe < KT Fllpe

olur.

Lemma 3.3.2. 1 < p < oo olsun. Eger K € L}(R") ve f, R" de lokal integral-
lenebilir ise N € N igin

(Awp(K 5 )7 < | K (A1) (3.5)

elde edilir.

(3.4) esitsizliginden, hem orijinde hem de sonsuzdaki vanishing ozelliklerinin,
integralllenebilir ¢ekirdekli konvoliisyon operatorlerince korundugu goriiliir. Ayrica
ayni durum (V*) i¢in de gegerlidir. Gergekten (3.5) esitsizligi ve Lebesgue baskin
yakinsama teoremi ile

N — oo iken Ay ,(K* f) — 0

elde edilir.

Sonug 3.3.3. 1 <p < ocovep € & olmak iizere VoLP?(R"), Vo, LP#(R")
ve VI LP#(R™) Morrey altuzaylarmin tiimii, X € L'(R") cekirdekli konvoliisyon

operatorlerince degismezdir.
feWLP?R") = Kxf € VHLP?(R"), fEVLLP?R") = Kxf € Vo LP¥(R")

ve  feVWIPPRY) = Kxfe VHLPPRY)

Lemma 3.4.1. in varhigiyla integrallenebilir ¢ekirdekli konvoliisyon operatorlerinin
LP#(R™) uzayinda simirhgim bilinmektedir. Boylece gekirdege ekstra iyi ozellikler

birakilarak bir morrey fonksiyonunun smirhligi elde edilebilir [9].

Teorem 3.3.4. 1< p < oo vep € ® olsun. k , [0,00) da non-negatif bir !

fonksiyonu olmak iizere K(z) = k(|z|) ¢ekirdegi R" de integrallencbilir ve

~ n 1

r— 00 iken k(r)re ¢(r)» — 0 yakinsar. (3.6)

Ayrica
cmmm:/|Mmﬁ¢NW<m (3.7)
0

olmak tizere K ¢ekirdekli konvoliisyon operatorii LP#(R"™) uzaymdan L>°(R") uza-

yina sinirhdir ve her f € LP#(R™) i¢in

1 flloo < wd OO, 0,0) | fllpe
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elde edilir [9)].

Uyar:1 3.3.5. Teorem 3.3.4. iin kosullarini asagida verilen heat cekirdegi sagla-

maktadir :
1\2

Ki(z)=cpt 2e 1, t>0 (3.8)

Burada ¢, > 0 sabiti n’e baghdir. Bu 6zel durum [36] ¢aligmasinda klasik Morrey
uzay1 icin ele alinmigtar.

Standart molifier yardimiyla Zorko ozellikli Morrey fonksiyonlarina yaklagim igin
asagidaki bilgiler faydal olacaktir.

K R" de |||y = 1 olacak sekilde t > 0 igin Ki(x) = ¢t "K(x/t) geniglemesine

sahip integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Minkowski esitsizligi ile
15~ Pl < [ 72ef = Sl K2

elde edilir. Eger f € LP?(R") ise t — 0 iken |74, f — f|lp, — 0 dir.
T f = fllpe < 2| fllpe oldugundan dolay1r herhangi bir ¢ > 0 ve z € R™ igin

Lebesgue baskin yakinsama teoremi yardimiyla

t—0 iken ||f*xKi— fllppo—0 (3.9)

oldugu goriiliir [9].
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Tez ¢aligmasinin bu boliimiinde klasik operatorlerin ve komutatorlerinin, van-
ishing Morrey tipli uzaylarda sinirhiliklarina dair elde edilen bulgular dort farkh
kisimda sunulmaktadir. Birinci kisimda Vo, LPA(R™) ve V) LPA(R") uzaylarinda
ele aldigimiz operatorlerin sinirliliklart ispatlanmigtir. Tkinci kisimda V,, L (R™) ve
V) [P (R™) genellestirilmis vanishing Morrey uzaylarmda elde edilen sonuglara yer
verilmis ve bu alt uzaylarin klasik operatorlerin davraniglarina gore degismez oldugu
gosterilmistir. Ugtincii kisimda, Vo LP#?(R™) ve V) LP#(R™) uzaylarmda maksimal.
fraksiyonel maksimal ve Riesz operatorlerinin komutatorlerinin sinirliliklar: ispatlan-
migtir. Dordiincii kisimda ise agirlikli genellestirilmis vanishing Morrey uzaylarinda,
M, ve I, operatorleri ile S oscillatory ve S, fraksiyonel oscillatory integral oper-
atorlerinin simirhliklar ispatlanmig ve ardindan M, ve 1, komutatorleri ile Sy, ve
S komutatérlerinin V LE? (R™; wP) uzaymdan, VLEY (R™; w?) uzayma smrhliklar:

gosterilmigtir.

4.1. Vanishing Morrey uzayinda Klasik Operatorlerin Sinirlilig:

Bu boliimde Vo, LPA(R™) ve V *) LPA(R™) alt-uzaylarinda klasik operatérlerin sinir-
liligi ispatlanmaktadir. Klasik operatorlerin Morrey uzaylarinda sinirhiliklar: bilindigi
i¢in ele aldigimiz operatorler tarafindan vanishing zelliklerinin korundugunu goster-
memiz yeterlidir. Bu operatérler igin sirasiyla (V*°) ve (V) ozelliklerinin korun-
dugu gosterilmektedir. Bu kesimde elde ettigimiz sonuglar [5] makalesinde yayimlan-

mugtr.

Teorem 4.1.1. 1 <p<oovel < A< n olmak iizere p-admissible alt lineer

singular tipli T operatorii V,, LP*(R") uzaymnda smirhdir.

Ispat: f € Voo LP*R™) olsun. Her # € R", t > R ve hernangi bir ¢ > 0 igin
M, \(f;x,t) < € olacak sekilde R = R(e) > 0 vardir. Bu durumda » > R igin ve

Lemma 3.1.7 den
o0 A—n p
M\ (Tf;2,7) < Cer™? (/ tp_ldt) < Ce

esitsizligi yazilabilir. Bu egitsizligin sag tarafindaki ifade = ve r den bagimsiz oldugun-
dan
lim sup M, \(T'f;2z,7) =0

r—00 TERM

elde edilir ki bu T'f € V,, LP*(R") oldugunu gosterir.
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Sonug 4.1.2. 1< p<ooveO<\<nolmak iizere M, H, H ve S operatorleri
Voo LPA(R™) uzaymda smirhdir.

Bu kisim ve devaminda 0 < a < n olmak iizere %, M%, H* ve H* operator-

lerinden herhangi biri i¢in 7 semboliinii kullanacagiz.

Teorem 4.1.3. 0 < a <n, 1l <p<nf/a,0 < AX<n-—ap, 1/g=1/p—a/n ve
Ap = p/q olmak iizere T® operatorii Vi, LP*(R™) uzaymdan Vi, L9*(R") uzayma

sinirhdar.

Ispat: I* operatorii teoremin kosullar altinda LP*(R") uzaymdan L% (R") uzaymna
sirhidir [49]. Boylelikle M, H* and H® operatorleri igin de benzer norm esitsizlik-
leri saglanir. Riesz potansiyel operatorii Vi, LPA(R™) uzaymda, vanishing 6zelligini
korudugundan dolayr Maksimal ve Hardy operatorlerinin de benzer yaklagimla bu

uzayda V. 0zelligini korudugu soylenebilir. Bu yiizden r — oo iken

sup My \(f;2,7) = 0 = sup M, (I f;2,r) =0

z€Rn zEeRn
onermesini ispatlamak yeterlidir. Teorem 4.1.1 in ispatinda oldugu gibi, Lemma 3.1.9
daki modular yaklagim kullanilarak da istenen sonug elde edilebilir. Ancak Lebesgue
baskin yakinsama teoremi uygulayarak, farkli bir sekilde ispati verecegiz. x € R" ve

r > 0 olmak iizere
00 n 1 q
M, (1 fiz,r) S 1 ( [ @) dt)
[e'e) q
= ([ o)} i) (1)
1

elde edilir. Burada esitsizligin sag tarafinda elde edilen sabit x € R™ ve r > 0 dan
bagimsiz oldugundan, f € LPAR") ve A\/p < n/q oldugunu goz oniine alarak (4.1)
esitsizliginin sag tarafinin » — oo iken her x € R" igin sifira diizgiin yakinsadig

sonucu elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.4. 0<a<n,0<A<n,l<p<(n—=A)/avel/g=1/p—a/(n—2X\)

olmak tizere T operatorii Va, L7 (R™) uzayimdan V,,L%*(R") uzayna simirhdar.

Ispat: Teorem 4.1.3. de oldugu gibi yalnizca Riesz potansiyel operatorii igin
siirhligl géstermemiz yeterlidir. I operatoriiniin teoremin kosullar: altinda LP* —
L% simirhilhigim biliyoruz [1]. Sonsuzda vanishing ézelliginin korundugunu gostermek

icin agsagidaki noktasal esitsizligi kullanacagiz. f € LP*(R") ve 2 € R™ olmak fizere

1 @) < e (MF@)E | Flloy? (4.2)
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esitsizligini saglayan bir ¢ > 0 sayws1 vardir [13, 3]. (4.2) esitsizliginde r > 0 ve
r € R" i¢in
Map (L fr2,7) < ClfI50" DMpn (M fr2,7)

esitsizligi yazilabilir. Sonug 4.1.2. geregi f € V, LPA(R") iken M f € Vo LPA(R™)
oldugundan yukaridaki noktasal esitsizlikten f € V,, LP*(R") iken I®f € V,, L%*(R™)
elde edilir.

Asagidaki teoremlerde, klasik operatorlerin davraniglar: altinda V' ®) LPA(R™) uza-

yinin invaryant oldugu gosterilmistir.

Teorem 4.1.5. 1 <p<ooveO <A< nolmak iizere M maksimal operatorii
V) LPA(R™) uzaymda siirhdir.

Ispat: M operatorii LP*(R") uzayinda sirh oldugundan [16], yalmizca (V*)

vanishing 6zelliginin korundugunu yani

lim Ay,(f) =0 = lim Ay, (M) =0

N—o0

oldugunu gostermek yeterlidir. x € R” ve N € N olmak {izere
Q. n = B(z,2)n(R"\ B(0,N))
notasyonunu kullanarak

f=h+/f, ve fi:= fXQ%N/Q, fa= fXRn\QM/2

f fonksiyonunu yukaridaki gibi iki parca olarak kabul edelim.

M operatoriiniin alt lineerliginden
ANJJ(Mf) S AN,p(Mfl) +AN,p(Mf2)- (4-3)

yazilabilir. Ardindan esitsizligin sag tarafindaki her iki niceligin N — oo i¢in sifira
gittigini gostermemiz gerekiyor. M operatoriiniin LP(R") uzayindaki sinirhlig sayesinde

[y e s [ 0rmeyas [ sk = [ e
B(z,1) R™ Qe N2

esitsizligi x, N ve f den bagimsiz olarak elde edilir. f € V®) LPAR") oldugundan
iistteki egitsizligin sag tarafi N — oo iken her x € R" i¢in sifira diizgiin yakinsar.

(V*) ozelligi « merkezli yuvarlarda yaricapimin zel segimine bagh olmadigindan [7],
lImpy_ oo Anp(M f1) = 0 olur.
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(4.3) esitsizliginin ikinci terimini hesaplayalim, £ > 0 keyfi olmak iizere her t > ¢;

icin +*~" < ¢ olacak sekilde bir ¢; > 1 vardir. Sabitlenmis bir ¢; icin

P
1( ) B Xn(y) s 0<t<t1 ]B y, 1) Jg yt) 2)| X "\Q, N/Q( z) Y

ve

p
Io(x, N ::/ [ / XRrn dz] dy
2( ) B(:’Cl ( ) t>t1 |B y? ‘ B(y,t) ‘ R\, N/2( )

olmak iizere

(M(f2)W)" xn(W)dy < Ii(z, N) + Io(z, N)

B(z,1)
seklinde iki parcaya ayiralim. Ik énce I(z, N) ifadesini hesaplayalim. Holder esit-

sizliginden

1
o) dz < e I llin
B(y, t \/yt | B(y, )|/ P Bw0)

elde ediriz. Bﬁylece

1
I, N) < / sup / Pdz < C / sup - 1150 < < 1712
B(z,1) t=2t1 IB y,t ’ B(y,t) B(z,1) t= L U A p)\

hesabina ulagilir. [;(z, N) ifadesi icin 2z € B(y,t) ve z ¢ €, n/2 olacak gekilde iki

durumu analiz etmemiz gerekmektedir. Eger z € B(0, N/2) alirsak t > |z — y| >
|z| = |y| > N/2 olur. Bu durumda N > 2t; i¢in ¢ € (0,t;) iizerinde supremum
alinirken bir etkisi yoktur. Eger z ¢ B(z,2) ahmwsat > |z—y| > [z—z|—|y—x| > 1
olur ve geriye t € (1,t;) iizerinden supremum alimirken 7; (z, N) ifadesini hesaplamak

kalir. ¢ nin bu degerleri i¢in

e [ @@ d s [ il [ i)
B(y.t) B(y:t1) B(0t1)

yazilabilir. Minkowski esitsizligi ve degisken degistirme yontemi kullanilarak

he ) < [ ) | [ xaow @ =2l dy

(/n XB(0.0)(2) [5&3 /B(m) F) Xy o () du] 1/p dz>p
= </n gn(2) dz)p

elde ederiz.

IA

a<O0ise x,:=1 ve a>0isex, = Xgm\B0,a)
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almirsa, I;(x, N) icin diizgiin siirhlik elde edilir. f € LPA(R") ve gn(2), t1’e bagh bir
iist siira sahip olacak sekilde integrallenebildiginden, Lebesgue yakinsama teoremi
kullamlarak N — oo iken [, gn(2) dz — 0 elde edilir. Bu N — oo iken I1(z, N) — 0

yakinsamasinin diizgiin oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.1.6. 1 < p < oo ve 0 <\ < n olmak iizere M# operatorii ile H ve H
Hardy operatorleri V) LA (R") uzayinda siirhdir.

Ispat: M* ve H operatoriiniin V® LPA(R") uzaydaki siirliligi Teorem 4.1.5
ve (2.7) esitsizliginin bir sonucudur. Ancak H operatoriinii, maksimal operator ile

mukayese edemedigimiz icin farkli bir yaklagima ihtiyag¢ vardir.

lim Hf(z)=0

2| =00

olursa £ > 0 igin tiim |y| > N. igin |Hf(y)| < (¢/v,)"/? olacak sekilde N. € N vardir.
Bu sayede her N > N. icin

/ (Hf(y))" XB(z,l)ﬂ{y:|y\>N}<y) dy < 5/%/]R XB(w,l)ﬁ{y:|y\>N}<y> dy <e

ifadesi her € R™ i¢in sifira diizgiin yakmsar. Buradan N — oo iken Ay, (Hf) — 0
elde edilir.

‘H Hardy operatoriiniin davranigina bagh olarak (V*) ézelliginin korunumu ile ilgili
daha giiclii bir sonug elde edilebilir. Gergekten yukaridaki ispatta da goriilecegi gibi

H Hardy operatérii LP*(R™) uzaymin tamamimdan V ®) LPA(R™) uzayma sinirhdir.

Teorem 4.1.7. 0<a<n,0<A<n,l<p<(n—-A)/avel/g=1/p—a/(n—2A)

olmak tizere T operatorii V) LPA(R") uzaymdan V) L@ (R") uzayma smirhdir.
Ispat: (4.2) esitsizligi yardimiyla
Ang (1°f) < Clfllpa" Anp(Mf)

yazilabilir. Bu egitsizlikte sag tarafta elde edilen sabit N € N ve f fonksiyonundan
bagimsizdir. Teorem 4.1.5. geregi f € V) LPAR™) ise M f € V) LPA(R™) oldugun-
dan yukaridaki esitsizlikten ayni zamanda I®f € V) L% (R") sonucu elde edilir.

C°(R™) Uzaymin Kapanisinin Degismezligi
Literatiirde, [7] ¢alismasinda ortaya konuldugu iizere
Vol LPAR™) = Vo LPA(R™) N Voo LPA(R™) 0V LPA(R™)
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alt uzay1, Cg°(R"™) uzaymim Morrey normuna gore kapanigi ile ¢akigir. Bu kapanig
harmonik analizde Morrey uzaylar1 i¢in 6nemli bir rol oynamaktadir ¢iinkii duali
Morrrey uzaylari igin bir predual olugturur [3, 2, 56, 68]. Ayrica agsagidaki gomiil-

menin varhg: bilinmektedir [7].
Vil LPAR™Y) G VLPAR™ NV LPAR™Y) G VLPAR™Y) G LPA(R™)

Bu bilgiler ig1iginda ve Vo LP*(R") uzayindaki bilinen simirhliklar yardimiyla agagi-

daki sonuglar elde edilmigtir.

Sonug. 4.1.8. 1 <p < ooveO < A< n olmak tizere M, H ve H operatorleri

%{ZLLP”\(R”) uzayinda sinirhdirlar.

Sonug. 4.1.9. 0<a<n,0<A<n,l<p<(n—A/avel/g=1/p—a/(n—2\)

olmak iizere T* operatorii ‘/E)(’Z)OLP”\(R”) uzaymdan %EZL‘J”\(R”) uzayma siurhdir.

Simdi de gekirdegi (2.4) kosulunu saglayan singular integral operatorii i¢in bir
sonug verelim. 1 < p < co ve 0 < XA < n olmak iizere S operatorii VoL (R™)
uzayinda sinirhdir [57]. Ayrica S operatériiniin V,, LP* (R") uzayinda simirh oldugunu
da biliyoruz (Sonug 4.1.2.). Ancak ne yazik ki S operatoriiniin (V*) kogulunu saglayip

saglamadigini bilmiyoruz. Bu nedenle asagidaki teorem ispatlanmigtir.

Teorem 4.1.10. 1 <p < oo ve 0 <\ < n olmak iizere S operatorii %ﬁzLP’A(R”)

uzayinda sinirhdir.

ispat:
Kompakt destege sahip sinirhl f fonksiyonlari, yeterince biiyiik |y| ler igin ¢ > 0

sabiti y den bagimsiz olacak sekilde

C

ISfW)| < 7 (4.4)

ly|™

esitsizligi saglanir. Gergekten supp f C B(0, M) alirsak

<M ve lyl 200 igin ly— 2| > |y~ 0 >

elde edilir. Buradan (4.4) esitsizligi, size kogulu (2.4) yardimiyla elde edilir.
S VO(’ZLLP’/\(]R”) olsun. Bu durumda k& — oo iken LP*(R") uzayinda f, — f
olacak gekilde bir (fy) C C°(R™) dizisi vardir. S operatoriiniin siirekliliginden

Sf =S(lim fi) = lim (Sfy)
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yazilabilir. Vo LPA(R™) alt uzayr LP*(R") da kapali oldugundan Sf € V Y LPA(R™)

sonucu elde edilir.

2. Genellestirilmis Vanishing Morrey Uzayinda Klasik Operatorlerin
Siirhilig:

Bu boliimde klasik operatorlerin, Vi, LP#(R") ve V() LP#(R™) genellestirilmis
vanishing Morrey uzaylarinda simirhiliklar ispatlanmistir. Bu operatorlerin Morrey
uzaymda sinirh oldugu bilindiginden, operatorlerin (V) ve (V®) vanishing 6zel-
liklerini korundugunu gostermemiz yeterlidir. Bu kesimde elde edilen sonuglar [6]

makalesinde yayinlanmigtir.

Teorem 4.2.1. 1< p < oo ve ¢ € & olmak iizere

1+
t+ TP

/ W()dt<(]“@ (r) (4.5)

esitsizligi saglanacak gsekilde » > 0 dan bagimsiz bir C' > 0 sabiti var olsun. Bu
durumda p-admissible alt-lineer singular tipli T operatorii Vo, LP*(R™) uzayinda

sinirhdar.

Ispat: Teorem 3.2.10 dan p-admissible alt-lineer singular tipli 7' operatériiniin
siurhlig bilindiginden f € VLP#?(R"™) iken T'f € Vo LP#(R™) oldugunu gostermek
yeterlidir. f € VLP?(R") olsun. Bu durumda herhangi bir ¢ > 0 i¢in her t > R
ve © € R" iken M, ,(f;x,t) < e olacak sekilde bir R = R(¢) > 0 vardir. Buradan
r > R ic¢in ve Lemma 3.2.9. dan

1 p
rr > pr(t)
m, (T7: < . <
p,@( fﬂ$7r> _05 (,0(7') (/7: t1+ dt) JSE

elde edilir. Esitsizligin sag tarafinda elde edilen sabit, x ve r den bagimsiz oldugun-

dan
lim sup M, ,(T'f;z,r) =0

r—00 rER"

yazilabilir ve buradan T'f € VLP*(R") oldugu sonucu elde edilir.

Sonug 4.2.2. 1 < p < oo ve p € ® olsun. Eger ¢ fonksiyonu (4.5) integral kogulunu
saglhyorsa M, H, H ve S operatorleri V,, LP#(R™) uzayinda sinirhdir.
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Teorem 4.2.3. 0<a<n,1<p<n/a,1/qg=1/p—a/n ve p,i) € & olmak

/ml@mgcﬂgl (4.6)

1+
't T

iizere, eger

esitsizligi saglanacak gekilde » > 0 dan bagimsiz bir C' > 0 sabiti var ise bu durumda
T operatorii Vo, LP?(R™) uzaymdan V,, L% (R"™) uzayna simrhdir.

Ispat: I® operatoriiniin LP*(R") uzaymdan L9 (R") uzayma smirh oldugundan
dolay1 [47], benzer norm egitsizlikleri M*, H* ve H® operatorleri igin de saglanir.
Bu nedenle yalnizca Riesz potansiyel operatoriiniin davranigini incelemek yeterlidir.

Yani

r—oo iken sup M, (f;z,7) — 0 = sup M, (I f;2,7) — 0
reR"” rER™

ifadesini kanitlamamiz gerekiyor. Lemma 3.2.11 de verilen

r

. " [ e AN
My (1°f,7) < C s ( / S O (fi0,0)7 dt)

esitsizlik yardimiyla Teorem 4.2.1. deki yol izlenerek istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.4. 0 <a <n,1<p<n/aveq>polsun. p € ® fonksiyonunu (4.5)

kosulunu saglasin. Eger

o0 % t ap
/ th(jZdt < Cr ity (4.7)

esitsizligi saglanacak sekilde » > 0 dan bagimsiz bir C' > 0 sabiti var ise bu durumda

T operatorii Vo, LP¥(R") uzaymdan Vo, L9¥(R") uzayma smirhdir.

Ispat: Teorem 4.2.3 de oldugu gibi ispat1 sadece Riesz operatorii icin yapmak yeter-
lidir. (4.5) kosulunu altinda I operatoriiniin LP¥(R") uzaymdan L%¥(R") uzayma
siirh oldugu (Guliyev) galigmasindan bilindiginden sonsuzda vanishing ©zelligini
gostermek yeterlidir. (4.7) kosulu altinda r > 0 ve x € R" i¢in

My, (I fsz,m) < O fIILF My (M f;z,r)

pﬁa
esitsizligi yazilabilir. Sonug 4.2.2 geregi f € V, LP?(R"™) ise Mf € V LP¥?(R")
oldugundan yukaridaki egitsizlikten I*f € V, L??(R™) sonucu elde edilir.

Teorem 4.2.5. 1 < p < oco ve p € & olsun. Eger ¢ fonksiyonu (4.5) kosulunu

sagliyor ve

i & (t)

t—oo N

=0 (4.8)
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ise bu durumda M maksimal operatorii V) LP#(R") uzayinda sinirhdir.

Ispat: ¢ fonksiyonu (4.5) kosulunu sagladiginda M operatorii LP#(R™) uzaymda
siirh oldugundan [16], yalmzca (V*) vanishing 6zelliginin saglandigini géstermemiz

yeterlidir. Yani

lim ANJ,(f) =0 = ]\;im .ANJ)(Mf) =0

N—oo
onermesini ispatlamamiz gerekir. Verilen x € R" ve N € N igin
Q. n = B(z,2)n (R"\ B(0,N))
olmak {izere f fonksiyonunu
fi:= JCXQIJW2 ve fy= fX]Rn\QM,/2

olmak iizere f = f; + f> seklinde yazalim.

M operatoriiniin alt linerliginden
Anp(M[) S Anp(Mf1) + Anp(M f2) (4.9)

yazilabilir. Simdi N — oo iken esitsizligin sag tarafindaki iki terimin de sifira gittigini
gostermeliyiz.

M operatoriiniin LP(R™) uzayindaki simirhligs ile agagidaki esitsizlik,

[ weeraon < [ onaora

IN

C | 1Ay Pdy

]Rn

= C Pd
/Q ey

z, N ve f den bagimsiz bir C sabitiyle elde edilir. f € V) LP#(R") oldugundan {ist-
teki esitsizligin sag tarafi N — oo iken sifira diizgiin yakimsar. (V*) ozelligi yuvarin
merkez noktasindan ve yaricapindan bagimsiz oldugundan [7], limy e Ay (M f1) =
0 olur.

Simdi (4.9) esitsizligindeki toplamin ikinci terimiyle ilgilenelim. £ > 0 keyfi olacak
sekilde her ¢ > ¢; igin t7"p () < € olacak gekilde bir ¢; > 1 vardir. Sabitlenmis bu
t1 icin

/B I )y < CL(r V) + Do V)
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esitsizligini

P
ILi(x, N ::/ [ / i dz} p
1 ) ) xn(y) s 0<t<t1 1B(y, )] B 2)| xr \Q, N/Q( z) Y

ve

p
L(z, N ::/ [ / dz} p
2( ) B(z.1) ( ) t>t1 |B y) | Bly.t) |XR "\Qy, N/Q( ) Yy

olacak sekilde iki terimli olarak ele alalim. Oncelikle I5(z, N) ifadesini hesaplayalim.

Holder esitsizligi yardimiyla

1
2 dz < s s,
B(y, t |/yt |B(y, t)[t/e I 1 BED)

yazilabilir. Boylece

|
Iz, N) < / sup z)|Pdz
(e, N) B(a,1) t>t1 [B(y, )] B(y.t) 7=l
(t)
< c/ p
- B(z,1) t2t1 m ||f||p,<p
< ellfliye

esitsizligi elde edilir. I;(x, N) ifadesini hesaplayabilmek i¢in iki ayr1 durumu incele-
mek gerekir. z € B(y,t) ve z ¢ €, n/2 olacak gekilde iki durumda analiz etmemiz
gerekmektedir. Eger z € B(0, N/2) aliwsak t > |z — y| > |z| — |y| > N/2 olur.
Boylece N > 2t; igin t € (0,t;) lizerinden alinan supremumum sonuca bir etkisi
yoktur. Ancak z ¢ B(x,2) almirsa t > |z —y| > |z — 2| — |y — x| > 1 olur ki geriye
t € (1,t;) tizerinden supremum alimirken 7 (z, N) ifadesini hesaplamak kalir. ¢ nin

bu degerleri icin

C ) UGS [ @l = [ - )l
B(yvt) B(yztl) B(Ovtl)

elde edilir. Minkowski esitsizligi ve degisken degistirme yontemiyle

B ) < [ ) | [ xaow @) =2l dy

</Rn o) [ [ @i dzf
= (/n gn(2) dz)p

IN
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elde edilir.
a<0ise x,:=1 ve a>01isex, = Xgn\B(0,q)

almirsa, I;(x, N) icin diizgiin sinirhilik elde edilir. f € LPA(R") ve gn(z), t1’e bagl bir
iist sinira sahip olacak sekilde integrallenebildiginden, Lebesgue yakinsama teoremi
kullamlarak N — oo iken [, gn(2) dz — 0 elde edilir. Bu N — oo iken I1 (2, N) — 0

yakinsamasinin diizgiin oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.6. 1 < p < oo ve p € ¢ olsun. ¢ fonksiyonu (4.5) ve (4.8) kosullari
sagliyor ise bu durumda M# operatorii ve H Hardy operatorii V *) LP#(R™) uzayinda

sinirhdar.

Ispat: (2.5) ve (2.7) esitsizlikleri kullanilarak Teorem 4.2.5. den istenen sonug elde

edilir.

Uyari: H Hardy operatoriiniin davramgina bagh olarak (V*) 6zelliginin korunumu
ile yukaridaki ispatta da goriilecegi gibi ‘H Hardy operatorii, LP#(R"™) uzaymin

tamamindan V) LP¢(R") uzayma smirhdir.

Teorem 4.2.7. 0 < a <n,1 <p < n/aveq > polsun. p € & fonksiyonu
(4.5), (4.7) ve (4.8) kosullarini sagliyor ise bu durumda 7 operatorii V *) LP#(R™)

uzaymdan V*) L9¢(R") uzayma smirhdir.

Ispat: f fonksiyonunu

f=h+fe L) =FWxse)y oY) =TW)Xe_B@2r
olacak sekilde iki parca olarak alirsak;
I"f(y) =1°fi(y) + I* f2(y)

elde ederiz. I f1(y) igin
1 i) S M f(y)

yazilabilir. 1% f5(y) igin ise

1% fo(y)] < 0/ I fll (Bt »  dt

esitsziligi gecerlidir. Boylece Teoremde kabul edilen kogullar yardimiyla her f €
VE LPe(R™) ve r > 0 icin

1 F ()] < CroMf(y) + 57 | fllpe
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yazilabilir. Boylelikle

Ang (I°f) < Clfll53" Anp(Mf)

esitsizligi, C' sabiti N € N ve f den bagimsiz olacak sekilde elde edilir. Boylece
Teorem 4.2.5. geregi f € VX LP¥ iken M f € V®LP#¥ oldugundan yukaridaki esit-
sizlikten 1°f € V) L29(R") elde edilir.

C°(R™) Uzaymin Kapanmiginin Degismezligi

C5°(R™) uzaymm |||, , Morrey normuna gére kapamsim Lg* (R") ile gostere-

lim. ¢ fonksiyonu (3.3) ve

log ¢
lim —2 " = (4.10)
t—o0 (t)

kosulunu sagliyor ise
LE#(R™) = VoLP# (R™) N Vi LP#(R™) N VO LP#(R™) =: V) LP#(R™)

seklinde vanishing 6zelligine sahip ii¢ alt uzay yardim ile agikca ifade edilebilir [9].
Bu kapanig harmonik analizde Morrey uzaylar: i¢in, énemli bir rol oynamaktadir
¢iinkii duali Morrrey uzaylar i¢in bir predual olugturur [3, 2, 56, 68]. Ayrica [9]

calismasinda
Vil LPP(R™) G VoLP#(R™) NV LPP(R™) G VoLP#(R™) G LP#(R")
seklindeki gomiilmelerin gecerli oldugu ispatlanmigtir.

Sonug 4.2.8. 1 <p < oo ve p € ® olsun. Eger ¢ fonksiyonu (4.5) Zygmund tipli
integral kogulunu ve (3.3), (4.8) ve (4.10) limit kogullarim1 saghyor ise M, M#, H

ve H operatorleri L{¥(R") uzayinda simirhdirlar.

Sonug 4.2.9. 0 <a<n,1<p<2Zveq>polsun. Eger p € ¢ fonksiyonu (4.5)
Zygmund tipli integral kogulunu ve (3.3), (4.8) ve (4.10) limit kogullarini saghyor ise
bu durumda M, M#, H ve H operatorleri L5#(R") uzayinda siirhdirlar.
Teorem 4.2.10. 1 < p < oo ve ¢ € ® olmak iizere, eger ¢ fonksiyonu (4.5)
Zygmund tipli integral kosulunu ve (3.3) ve (4.10) limit kogullarimi saglhyor ise bu

durumda S operatorii Lj¥(R") uzayinda simirhdir.

Ispat: Smurh kompakt destege sahip f fonksiyonlar: , yeterince biiyiik |y| ler icin
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c > 0, y den bagimsiz olacak sekilde

SFY)| < (4.11)

ly|™

esitsizligini saglar. Gergekten supp f C B(0, M) alirsak
A<M ve 220 gyl >y - 2> Y

elde edilir ve boylece (2.4) esitsizligi yardimiyla (4.11) saglanir.

f € LP¥?(R™) olarak kabul edersek £ — oo iken LP?(R") uzaymda f, — f
olacak sekilde bir (fx) C C§°(R™) dizisi vardir. S operatoriiniin L>#(R™) uzayindaki
siirekliliginden

Sf=S(lim fi) = lim (Sfy)
yazilabilir. Boylece vanishing tipli alt uzaylarmm LP?(R"™) deki kapalihgindan Sf €
LE?(R™) elde edilir.

4.3. Genellestirilmis Vanishing Morrey Uzayinda Klasik Operatorlerin

Kommutatoérlerinin sinirhilig:

Bu boliimde V, LP#(R™) ve V*LP#(R™) genellestirilmis vanishing Morrey uza-
ylarinda, maksimal operator, fraksiyonel maksimal operator ve Riesz operatoriiniin
komutatorlerinin siirhiliklar ispatlanmgtir. Vo, LPA(R™) ve V* LPA(R™) uzaylarinda
maksimal operatoriin ve fraksiyonel maksimal operatériin komutatorlerinin sinir-

hiliklar1 A. Almedia tarafindan [10] ¢alismasinda ispatlanmigtar.

Teorem 4.3.1. 1< p < oo ve p € ¢ fonksiyonu

t —-n —n
sup (1 +1In —) tTQD%(t) < 7“790% (r) (4.12)
r

r<t<oo

kogulunu saglasin. b € BMO iken M, komutatorii V,, LP¥(R"™) uzaymnda siirhdir.

Ispat: M, komutatoriiniin siurh oldugu Teorem 2.9.6. dan bilindiginden ispat
icin Voo LP?(R™) uzaymnin M, komutatoriine gore degismezligini gostermek yeterlidir.
Yani

lim sup M, (f;2,7) =0 = lim sup M, (M, f;z,7) =0

r—00 pcRn r—00 zeRn

onermesini ispatlamak yeterlidir. Eger f € V,LP¥(R") ise ¢ > 0 olmak iizere her
t > R i¢in supyepn M, o(f;2,7) < € olacak sekilde R = R () > 0 vardir. ¢ € ®
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olmak iizere (2.15) esitsizligini kullanarak (4.12) kogulu altinda her x € R" ve r > R

icin

n t .
Moo Ji2:7) S o —osup (14185) 7

n t p Y
= Wllo g (1107 ) 0 (0B
S ellblipumo
yazilabilir. Boylece
lim sup M, (M, f;2,7) =0

r—00 rER”

elde edilir.

Sonug 4.3.2. 1< p < oo ve p € P olsun. ¢ fonksiyonu (4.12) kogulunu saglasin.
Eger b € BMO negatif olmayan bir fonksiyon ise bu durumda [b, M] operatorii
Voo LP?(R™) de smirhdir.

Teorem 4.3.3. 1 <p < oo ve ¢ € ® olsun. ¢ fonksiyonu (4.12) ve

lim In® ¢

t—o00

% —0 (4.13)

kosulunu saglasin. Eger b € BMO ise M, komutatorii V *) LP#(R™) uzayinda smir-
lidar.

Ispat: M, komutatoriiniin L (R™) uzaynda smirli olmasi nedeniyle [31]

lim AN’p (f) =0 = ]\}lm AN,p (be) =0

—00

oldugunu géstermemiz yeterlidir. Ispat 4 adimda gerceklestirilecektir.
Adim 1: x € R" ve N € N, i¢in f fonksiyonunu

Quar = B(z,2) N (R™\ B(0,M)), M >0
olmak iizere

foi=TXo, e fo=FXena, .y, 60 f=h+f

yukaridaki gibi iki parcaya ayiralim.

M, nin alt lineerliginden

Anp (Myf) < ClANp (My (f1)) + Anp (My (f2))] (4.14)
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yazilabilir. Ayrica M, nin LP(R") deki simirhihigindan

/ My (£2) ()" X (0) dy < / (M (£2) ) xu () dy

B(z,1)
C/|f1 |”dy—0/ DI dy

Q ,N/2

IN

ifadesi elde edilir. Burada esitsizligin sag tarafindaki keyfi sabit =, N ve f den bagim-
siz olarak elde edilir. Bu durumda f € V®) LP#(R") oldugundan N — oo iken sag

taraf her x € R" igin sifira diizgiin yaklagir. Boylece
A}i_I)HOOAN,p (Myfr) =0

elde edilir.
Adim 2: Tkinci terimi hesaplayabilmek icin ¢ > ¢, (sabitlenmis asagidaki gibi
secilmek iizere) agagidaki gibi

P
TNt = [ @y s | o [ b0 =bEI1f s,y (| dy
0<t<to
B(z,1) B(y,t)
ve
p
1
II (x, N, tg) := dysup | ——— b(y)—b(z z n z)dz| d
@)= [ v | [ B0 =0 (o, (2| dy
B(z,1) B(y,t)
parcalanmas segilerek
(M (f2) ()" xn (y) dy < C'I (x, N, to) + 11 (x, N, 10)]
B(z,1)
olacak sekilde diizenlenir.
Adim 3: IT(z,N,tp) terimini hesaplayabilmek igin ¢ > 0 keyfi olmak iizere
yeniden bir parcalamaya gidilerek
p
ITy (z,N, o) = / XN (y)dyfutp ‘ / 0(y) = bawal| |f (2) xema, y, (2)d2| dy
>
B(x1) ’ By.)

99



4. ARASTIRMA BULGULARI

ve

IIQ <$7N7 tO) = / XN (y) dy Sup |B y | / |b yt)| |f |XR "\Qp N/2 (Z) dz dy

t>to
B(z,1) B(y,t)

olmak tizere
]](l’,N,t()) S IIl (I,N,to) +I]2 (ZL’,N,to)

yazilabiliriz. Holder esitsizligi ve (2.10) dan, (4.13) geregi her t > ty igin el o ¢

tTL
olacak gekilde £y > 1 yeterince biiyiik alinirsa

1T, (2. N, 1) < 11l 0 / o () s / )P dedy < [blaso 112, €
Byt

t>to
B(z,1)

elde edilir.

I (z, N, tg) teriminin hesaplanabilmesi i¢in;

b(y) = bp.y| < [0 (Y) = been| + |bB(x,1) — baw2| + |bBw2) — bBwY|

parcalamasi ile

®),
I (2, N, to) < [bllaro 1 f 115 € + 1L £115 / f;lplbzs(yz) yt>|p dy
0
B(z,1)

elde edilir. Her ¢t > to > 2 igin B(y,2) C B (y,t) oldugundan her t > ¢, igin
In? (1+1¢/2) % < ¢ olacak sekilde ¢ yeteri kadar biiyiik alinirsa (2.13) 6zelliginden

@ (t) p(t)
‘bB(ya) - bB(y,t)‘p t—” SJ In (1 + t/2) HbHBMO n < HbHBMo8

yazilabilir. Bu yiizden
Ty (z, N, to) < C|Ibl[pp0 /115, €

elde edilir. Uygun t se¢imiyle Il ve Il i¢in buldugumuz sonuclardan
I (z,N,to) < C[bllgao I f1, €

ifadesinin her x € R" icin diizgiin sinirh oldugunu goriiriiz.
Adim 4: Son olarak I (x, N, o) ifadesini hesaplayalim. z ¢ €, /2 ( ve z € B (y,1))
iken, iki ayr1 durum ortaya ¢ikar. Eger z € B (0, N/2)iset > |z — y| > |y|—|z| > N/2

olur ve burada N > 2t, i¢in ¢ € (0,ty) iizerinde supremum sorun ¢ikarmaz. Ancak
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eger z ¢ B(z,2)iset > |z —y| > |z — x| — |y — x| > 1 olur ve geriye t € (1.ty)
iizerinden supremum almirken [ (x, N, ty) ifadesini hesaplamak kalir. Bunun icin

agagidaki ifadeyi

p
HeNa) £ [ ]| [ bo)-b@Is el d
B(R?,l) B(yvto)
:]1($,N,t0)+12($,N,t0)+I3(IL'7N,750)
seklinde pargalayalim. Bu parcalanmalar sirasiyla;
P
BNt = [ o | [ 1) = bae| 17 ()l dz| dy
B(z,1) B(yto)
P
L Noto) = [ xw@ | [ [baen ~ baen| I () 2| dy
B(I,l) B(yvto)
p
BNt [ )| [ [t =@/ @] dy
B({l‘,l) B(yvto)

olarak segilsin. I3 (z, N, to) ifadesinde s € (1,p) iissii ile Holder egitsizligi uygula-
narak (2.12) yardimuyla;

/ ‘bByto ||f Ndz < HbB(y,to)_b(')‘

B(yvto)

L' (B(y,to)) ||f L3 (B(y,to0))

< Clbllpuoty™ |If
= [Ibll gaso If

Ls(B(y,to))

Ls(B(y,to))

elde edilir.
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Eger a <0 ise x,:=1veegera>0 ise Xx,:= Xgn/p(,q) alinarak Minkowski

esitsizligi ve degisken degistirme yontemi kullamlarak

@ I3

LNt < bl / /XN@)xB(o,to)<z>|f<y—z>|3dz dy

B(z,1) n

3 e
» IS

IN

151530 / / Yo (8) Xoomn (2)|f (4 — )P dz| dy
R™ |B(z,1)

EES)

p

< b0 | [ o () |swp [ o 1 @) du| -z

veER™
NG B(v,1)

esitsizligi bulunur. f € LP* (R") oldugundan Lebesgue yakinsama teoreminden N —
oo iken her x € R™ igin I3 (x, N, ty) — 0 yakinsamas: diizgiindiir sonucu elde edilir.

Benzer bir yakinsamay1 I (x, N, tg) i¢in gostermek amaciyla 6ncelikle

1b5,1) — bB(yt0)| < 16 161500

oldugunu goz oniine alarak, tg > 2 ve y € B (x,1) icin B (z,1) C B (y,to) oldugun-
dan, I3 (x, N, tg) ifadesinde oldugu gibi degisken degistirme ve Minkowski esitsizligi
uygulayarak istenen sonug elde edilmis olur.

Son olarak I (x, N, ) ifadesini hesaplamak durumundayiz. x (y) < Xy_y, (2)
ve her z € B (y,tp) icin |y| > N dir. y € B(x,1) i¢in B (y,to) C B (z,2t) oldugun-

dan Holder esitsizligini uygulayarak

p

Iz N.ty) < / 16() - bogen|” / s (2) 1 () dz| dy

B(z,1) B(y,to)

[ IO = by, [ v @@

B(z,1) B(z,2to)

1580 / v (2)|f ()P dz

B(z,2tg)

IN

Q

sonucu elde edilir. (V*) 6zelligi  merkezli yuvarlarin yarigapindan bagimsiz oldugun-
dan [7];
]1 (I, N7 to) < C ||b||%MO AN—tOJ? (f)

elde edilir. ty sabitlenmig oldugundan N — oo iken her x € R" igin [ (x, N, ty) — 0
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yakinsamast diizgiindiir. 2-4 adimlarinda elde edilen tiim sonuclar géz 6niine alinarak
N — oo iken Ay, (M (f2)) — 0 oldugu goriiliir. Adim 1 ve (4.14) esitsizliginden

Jim Ay, (My (f2)) =0
elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.

Ayrica (2.14) egitsizliginin yardimiyla agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.4. Teorem 4.3.3 iin kogullarini saglasm. Eger b € BMO (R") negatif
olmayan bir fonksiyon ise [b, M| komiitatorii V*LP?(R™) uzayinda simrhdir.
1 o

Teorem 4.3.5. 0 <a<n,1<p<Z, % =, nvepc ® olsun. ¢ € P fonksiyonu

Q=

sup <1 +In ;) ta_%goé (t) < Cr pa (r) (4.15)

r<t<oo

kosulunu saglasin. Eger b € BMO (R") ise M, ; kommutatorii Vo, LP¥ (R™) uzayin-

dan Vo L% (R™) uzayma smirhdir.

Ispat: Teorem 2.9.6. dan M, kommutatoriiniin sinirh oldugu biliniyor. (2.17)

esitsizliginden yararlanarak her z € R™ ve r > 0 icin

r" t —n 1 1\
My (Mol 5 2:7)) < C 1% 110 (sup (1 n ln—) £ ot (1) (fmp,w(f;l“,t))”)
o (r) \t>2r r

yazilabilir. Buradan istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.3.6. 0 <a<n, 1<p<Z qg>pveypec ®olsun. ¢ €  fonksiyonu
(4.12) ve

t n 1 ap
sup (1 +1In —) t* " rpr (t) < Cr-ar (4.16)
r

r<t<oo
kosullarini saglasm. Eger b € BMO (R") ise M,;, kommutatorii Vo, LP? (R™) uza-

yindan Vo, L?? (R™) uzayma smirhdir.

Ispat: Teorem 2.9.8. den M, ; kommutatoriiniin simirh oldugu biliniyor. (2.18)

esitsizliginden yararlanarak her z € R™ ve r > 0 igin

My (Map(f;2,7)) < Clblsas0 1AL My (Ma(f; 2, 7))

yazilabilir. Teorem 4.3.1 geregi f € V,LP¢ (R™) iken M,f € VLP¥ (R") oldugun-
dan M, of € Voo L% (R™) elde edilir.
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Teorem 4.3.7. 0 <a<n,1<p<Z qg>pvepec ®olsun. ¢ € ¢ fonksiyonu
(4.12), (4.16) ve

o(1)

lim log” tt—n =0

t—o00

kosullarm saglasin. Eger b € BMO (R") ise M, , kommutatsrii V *) LP# (R") uza-
yindan V) L9 (R") uzayma smirhdir.

Ispat: Teorem 2.9.8. den M, ;, kommutatoriiniin sinirh oldugu bilindiginden (V(*))

ozelliginin korundugunu gostermek yeterlidir. Esitsizlik (2.18) den

Ang (Mapf) < C0l5a0 1% Anp (Mf)

yazilabilir. Burada esitsizligin sag tarafindaki C' sabiti z, N ve r den bagimsiz gelmek-
tedir. Teorem 4.3.3 geregi f € VW LP# (R") ise Mf € V™ LP¢ (R") oldugundan
M, f € VB LE# (R™) elde edilir.

Teorem 4.3.8. 0 <a<n,1<p<?2, % = - —2ve p € P olsun. p € ¢ fonksiyonu

& t n 1 dt —-n 1
/ (1 +in ;> hoh (1) % < or e () (4.17)
kogulunu saglasin. Eger b € BMO (R") ise [b, I,,] kommutatorii Vo, LP¢ (R™) uzayin-

dan VL% (R™) uzayma smirhdir.

Ispat: Teorem 2.9.10. dan [b, I,] kommutatériiniin smirh oldugu biliniyor. (2.19)

esitsizliginden yararlanarak her z € R™ ve r > 0 igin

r

My (L) (Fi.7)) < C oo s (/Oo (1 ! 1“9 17 0 (1) (M fr2.1)) %)

yazilabilir. Buradan istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.3.9. 0 <a<n,1<p<Z qg>pvepec ®olsun. ¢ € ¢ fonksiyonu
(4.12) ve

/ (1 +1In f) b pr (t)% < Croas (4.18)
r T

kogullarimi saglasm. Eger b € BMO (R") ise [b, I,] kommutatorii Vo, LP# (R™) uza-

yindan V,, L?? (R") uzaymna smirhdir.

Ispat: Teorem 2.9.12. den [b, I,,] kommutatoriiniin smirli oldugu biliniyor. (2.20)

esgitsizliginden yararlanarak her z € R™ ve r > 0 icin
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Myp ([b, L] (f52,7)) < C bl paso 110 Dhpe (Mo(f 5 2,7))

yazilabilir. Teorem 4.3.1 geregi f € V,,LP¥ (R") iken M,f € Vo LP¥ (R™) oldugun-
dan [b, I,] € Voo L% (R") elde edilir.

Teorem 4.3.10. 0 <a<n,1<p<Z g>pvepe ®olsun. p € ¢ fonksiyonu
(4.12), (4.18) ve

tligi) log” t% =0
kosullarim saglasin. Eger b € BMO (R") ise |b, I,] kommutatorii V) LP# (R™) uza-
yindan V) L9 (R") uzayma smirhdir.

Ispat:  Teorem 2.9.12. den [b, I,] kommutatoriiniin smirh oldugu bilindiginden

(V(*)) ozelliginin korundugunu gostermek yeterlidir. (2.20) esitsizliginden

Ang (Mo f) < C bl 5a0 1A% Anp (Mof)

yazilabilir. Burada esitsizligin sag tarafindaki C' sabiti z, N ve r den bagimsiz gelmek-
tedir. Teorem 4.3.3 geregi f € VW LP¢ (R") ise M,f € V*LP# (R") oldugundan
b, I,) f € VX L1# (R™) elde edilir.

4.4. Genellegtirilmis Agirlikli Vanishing Morrey uzayinda Klasik Oper-

atorlerin ve Kommutatorlerinin Sinirlilig:

Bu kisimda genellestirilmis agirlikli vanishing Morrey uzayinda klasik operator-
lerin ve komutatorlerinin siirhiliklar aragtirilmistir. Ik olarak S, M, I, ve S, op-
eratorlerinin sinirhiliklar: ispatlanmigtir. Daha sonra Sy, I, 5 M, ve son olarak S,
komutatorlerinin V L% (R"; w?) uzaymdan, V LEY (R™; w?) uzayma simrhliklar gos-
terilmigtir. Sinirlilik kogullar1, monotonluk kogulu kullanmaksizin, (¢, 1)) fonksiyon-
lar1 tizerine Zygmund tipli integral kogullar1 birakilarak elde edilmistir. Bu béliimde

elde ettigimiz sonuclarin bazilari [18] makalesinde yayilanmigtir.

Tanim 4.4.1. €, R" de agik bir bolge ve II, €2 nin keyfi bir alt kiimesi olsun.
¢ (z,7) fonksiyonu IT x [0,1) (I gap) iizerinde tamimh ve her (z,t) € II x (0,1) igin
pozitif olsun. w, € iizerinde bir agirhk fonksiyonu ve VLEY (Q;w) := VIE? (w) ile
gosterilen agirlikl vanishing genellegtirilmis Morrey uzay1 B (z,r) = B (z,r) N ve

1 < p < co.olmak iizere

1
P, = Ssup —F|——— w( B
”fHVLH‘P(w) xel’[,vp>0g0% x 7’) Hf”LIL (B(w,r))
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yar1t normunu sonlu yapan

1
lim sup————||f| ;o0 ( Bz = 0 4.19
r=0 zell pr (z,7) 171 (Ben) &19)
olacak gekilde f € LI (Q) fonksiyonlarmin uzay: olarak tammlamir.

Uzaym non trivial olmasi i¢in ¢ (x,r) tizerine

lim su
r—0 xeg 2 (33, T)

inf supy (z,7) > 0
r>1 el
kosullarinin birakilmasi dogaldir.
¢ (x,r), IT x [0,1) iizerinde non-negatif olgiilebilir ve her (z,t) € II x (0,1) igin
pozitif bir fonksiyon olsun. Eger ¢ fonksiyonu (4.20) kogullarii saghyor ise ¢ €
B (w) dir denir.
w = 1 ise bu durumda V L% (2; w) uzay1 [57] ¢aligmasinda sunulan V LE¥ ()

uzayina karsilik gelir.

Teorem 4.4.2. ), R" de acik bir bolge ve II C R”, 2 nin keyfi bir alt kiimesi olsun.
1 <p<oo,we A, ve ) e B (w)olmak iizere P(x,y) reel degerli bir polinom,
K standart C-Z gekirdegine sahip C-Z singular operatorii 7, (L* (R"), L* (R™)) tipli
olsun. Her ¢ > 0 i¢in

oo 1
Cs 1= /sup —cppl(x,t) @ < o0 (4.21)
s velt ||w||21(3(m))
ve .
/—90;' (z.1) dt _ co—w% (z,7) (4.22)
P

1 1
r ”wHII:l(B(x,t)) ||w||fl(3(x,r))

esitsizligi x € Il ve r > 0 den bagimsiz ¢y sabiti i¢in saglaniyorsa S oscillatory

integral operatorii V L%¥ (R"; w) uzaymdan VLEY (R™; w) uzayma simirhdir.

Ispat: (2.24) esitsizligini kullanarak

1
S R = sup —|S (Bl
R Yo w1 L
1 0
||wH£1(B(:cr)) -1 dt
R S S A P —
=  setlrn0 v (x,7) /||f||”"w<3<“” HwHLl(B(z’t))t

[e.9]

=

1
[wll7 (B(z,r)) 1 —2 dt
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yazilabilir. (4.22) den
HSfHVLII’]"p(w) S & HfHVL%’(p(w)

elde edilir. VL% (w) uzayma ait oldugunu gosterebilmek icin

1
iy 5D ——— 1/ oy = 0 = B suD ——— 1Sl .7 = 0
r—0 2cI1 QOP T, T 0 zem ¢p (:L‘ 7“)

oldugunu kanmitlamak gereklidir. Yeterince kiiciik r ler i¢in sup :
€Il PP (z,r

e gostermek amacl, dg > 0 ve r < dpolmak iizere (dp < 1 alnabilir) (2.24) esitsi-

: ISF o By <

zliginin sag tarafim

do

1
lwll}, e v (z,t 1 dt
|

1 sup 1 HfHLP“ B(z,r))
Q/Jp (3;7 r) |w”L1(B(x,t)) 0<r<tppr (Q;7 T’) lf

ve

1 l
Wz, (B o (x,t) 1 dt
Js, (x,7) = S / T Sup —3 ||f||LPaw(B(w,r)) +

Y7 (@1) NG wll?, gy "< PP (@)
olacak sekilde
1
; ISl Lo (Bary < C sy (1) + sy (2,7)] (4.23)
(CENENY

iki pargaya ayirlalim. 69 > 0 sabitlenerek, ¢y ve C sabitleri sirasiyla (4.22) ve (4.23)

deki sabitler olmak tizere

sup s il :
up sup —g——— w(
zell O<r<t(pp (gg r) L 2C ¢y
yazilabilir. Buradan

sup Cls, (z,71) < < o0<r< do

z€ell 2

elde edilir. r yeterince kiigiik alimip (4.21) goz oniinde bulundurularak

||w||§1( B(z,r))
oo (2,7) < o1 | fllvrew)
r(z,7)

elde edilir. (4.20) den r yi yeterince kiigiik alarak

[ P e ’
sup —= <
€Il ¢ ($7 T) 2C'650 ||f||VL113[‘<P(w)
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elde edilir ve ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.4.3. O<a<n, l<p<?2 i=1_2ecA peBuP)veEe

1
a’ g 5 )
B (w?) olsun. Her § > 0 i¢in

o0 1

P t) dt

Cs 1= /SUPM_ = 20
/ z€ll HwHLQ(B(:E,t)) ¢

oluyor ve
1 1
o (1) dt _ ()

- S G
d HwHLq(B(z,t)) t Hw”LQ(B(z,r))

(4.25)

esitsizligini saglayan x € Il ve r > 0 den bagimsiz bir ¢, bulunabiliyorsa M, ve I,

operatorleri VLE? (R™; w?) uzaymdan V LEY (R"; w?) uzayma smrhdir.

Ispat: M, f(z) < I,(]f]) (z) noktasal esitsizligini kullanarak, her 0 < a < n

icin yalnizca fraksiyonel integral operatoriiniin sinirliligini gostermek yeterlidir. Her
f e VLE? (R™; wP) igin

HIafHVLgf”f’(wq) <c HfHVLgS"(wp)

ve

lim sup ———— || Taf || ot (5(zy) = 0
—Vaell )a xT,r

ifadelerinin gegerli oldugunu gostermeliyiz. Oncelikle f € VL%? (wP) iken I,f €
VLEY (w9) oldugunu yani

. 1 . 1
1111(1) sup ————— || f |l powr (o, = 0 = Imsup ————[[ Lo f| ows (5 (zr)) = 0
=V zell pr (1’77”) =0 eIl 9/ T, T
varligini gosterelim. 0 < r < &g igin sup ———— || 1, f|| Lot (B(z,ry) < € Oldugunu ortaya

zell 1/15 (.Z,T‘)
koyabilmek icin

60 1
w x,r » 7t 1
Ay, (2.7 = | ||1Lq(B( ) / pr (z,t) sup — 11 o (B ryy
t HwHLq(B(x,t))0<r<t<pP (x,r ’

CERCAY

T

ve

Il pory ([ @7 (2.) 1
Bs, (z,71) := (B(z.r)) / Sup —3 ||f||Lvap(B(x,r)) dt

@/J% (x,7) : t ||wHLq(B(z,t))0<7’<tg05 (x,r
0
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secilerek )
T oS || Lot (B < C1As (2,7) + Bs, (2,7)] (4.26)
a(x,r

olacak gekilde diizenlemeler yapilir. ¢y ve C sirasiyla (4.25) ve (4.26) deki sabitler

olmak iizere
€

sup sup ———— w
z€ll 0<r<t<pp (:)3 r) ”f“LP P( 2C' ¢

saglanacak sekilde dy > 0 sabitleyelim. Boylece 0 < r < ¢ i¢in diizgiin olarak

sup CAs, (z,71) <
zell

DO | ™

elde edilir. Tkinci terimin hesaplanmas igin (4.24) kosuluyla

] o
By (2,7) < 50— || £l
a(x,r)

elde edilir. ¢ € B (w?) oldugundan r yi yeterince kiigiik alarak

q
sup ||w HLl z,r)) < €
z€ll w ('I7 T) 26(650 "f|’VL%’w(wp)

istenen sonu. elde edilir.

Normun tanimi ve Lemma 2.10.4. yardimiyla

1
Tofllvgoey = 50— af | pawraer
L Tyt L [
dt
<
< cmes&lgow ooy / (VTN [ .

yazilabilir. Boylelikle (4.25) kullamlarak

||IafHVLqH’¢(w‘1) <c ”fHVL%’“’(wP)

elde edilir ve Teorem 4.4.3. iin ispat1 tamamlanmig olur.

Uyar1 4.4.4. Agirlik fonksiyonunun w = 1 olma durumu i¢in Teorem 4.4.3. nin

ispat1 [57] calismasinda yer almaktadir.

Teorem 4.4.5. 1 <p<oo,0<a< % =+ —2 P (x,y) reel degerli bir polinom,
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w e Ay o €B(wP) ve p € B (w?) olsun. Her 6 > 0 igin

o0

1

p t) dt
/Sup _erlwt) db
J z€ll ”wHLq(B(x,t)) L

/ (x,t) dtSC wé(x,r)
Hw“Lq 1)) HwHLq(B(w,r))

esitsizligini saglayan x € Il ve r den bagimsiz bir C' sabiti bulunabiliyorsa S, oper-

ve

atorii VLP¥ (wP) uzaymdan VLEY (w?) uzayma smirhdir.
Ispat: |S.f (2)] < I, (|f]) (2) esitsizligi ve lemma 4.4.3. den ispat elde edilir.

Ornek 4.4.6. Eger w bir agirlik fonksiyonu ve hemen hemen z € R” icin C' <
w(z) < D olacak sekilde C' ve D sabitleri varsa 1 < p < g < oo olmak iizere
wEAp,qolur.0<a<n,1<p<gve()<)\<n—ozpolsun.§:%—%,
o(z,r) = ve Yz, 1) = r# olmak iizere M, ve I, operatorleri V LEY (R™; wP)
uzayindan VL#) (R™; w?) uzayma simirhdir.

Ornek 4.4.7. 0<a<n, 1<p<§ve0<)\<n—ap,%:%—%, o(z,r) =1
ve Y(x,r) = 7 olsun. v(y) = |y|” olmak iizere eger 0 < 8 < n(p — 1) ise v € A,,
1 < p < ooolur. (2.3) ten eger 0 < 8 < nl% ise w(y) = |y|§ cAy,l<p<g<oo

elde edilir. Boylece

. n+p8

” H |3;|<3r iken roa

w ~ q
HEED T g > 3 dken v (|z] 4 1)

yazilabilir.

A

Eger |x| < 3r ise S = # < 0 oldugundan (4.23) esitsizliginin sag tarafi

/ (@1) @<OT: =
||w||Lq

elde edilir.
Diger yandan asagidaki degerlendirme yapilarak

w%(x,r)  A_ns

||w||LQ(B(x7r))

|z| > 3r iken
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o0 1 A_n A_n
or (x,t) dt re a4 |x|P 9

<c :
] HwHLQ(B(x,t)) t ‘x|5
olur ve
1 A_n
1/)(1 (_1;77“) N re q

Hw”Lq(B(m,r)) (|ﬂrf|+7")g
oldugundan dolay1

A_n i | ‘A,, A_n
P q p q p q
|z| > 3r iken ! ;j d 3
|| (Jo| 4+ 1)«
elde edilir. Buradan
A_ntB
65 > 51’ q

bulunur. Boylelikle M, ve I, operatorleri V LE? (R™; wP) uzaymdan V LY (R”; w?)

uzayina sinirhdir.

Teorem 4.4.8. 1 < p < oovebe BMO(R") olsun. w € A, ve p,¢ € B(w)

olmak tizere her § > 0 igin

o0 1
P t) dt
> / In(e + 1) sup —22 @D _db (4.27)
0<r<é T zeRn || || t
5 Li(B(,t))
ve
o0 1 1
t v (x,t) dt »
/Mﬁ_%ﬁﬁ;L_g%Jgﬁﬁ_ (4.28)
r ||U)||L1 B(z,t)) ||w||£1(B(I,T))

esitsizligini saglayan x € R™ ve r > 0 den bagimsiz bir ¢y sabiti bulunabiliyorsa Sj,
komutatorii V LE? (R™; w) uzaymdan VLEY (R™; w) uzayma smirhdir.

Ispat:  Ispat i¢in Lemma 2.10.8. ve Teorem 4.4.2. den yararlanacagiz. Smirlihig

gosterebilmek icin

1
hm sup —— || f w( = 0= lim sup —— || f|| tpw Bz, = 0
OxelR" gpp (x ’]") || ||Lp r—0 TcR™ w (x’ ,,,) || ||L;D (B( ) ))

oldugunu ispatlamak gerekir. 0 < r < dg olsun. (4.28) den

o)

1 0. HwHE (B(z,r)) t -1 dt
pEa 1S6 f 1| oo 32y < C——1— )x /hl <€+ ;) Nz ey 10l L )

z (@, e (x,r

(4.29)
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< ¢ oldugunu gostere-
z€R™ w )
bilmek amaciyla, (4.29) esitsizliginin sag taraflm

Joll? - Pol/o(z,1)In et
[50 (:C7T> - ||bH i )/ 1 ( )Os<ugt<,01/p(x T) ||f||pr dt
77Z) (x7 /r) > t ||w“zl(3($,t)) "
ve
[|w HL (B(z,t)) wwl/p(x t)In (e + 1) 1
Js, (x,7r) = ||b ne / 7 T~ su w dt
5o (,7) = [|bl], o () i oorl o (2, 1) W2y

@2 ey
alarak asagidaki gibi diizenleyelim

1
¢;—) ”SbeLp,w(B(x,r)) < Cls, (7)) + Js, (,7)]

v (x,r
Ardindan ¢ > 0 sabitlenerekC' ve c¢q sirasiyla (4.27) ve (4.28) den olmak iizere

€

pow( < s~
Hf”L 2000 ”bH*

sup sup
TeR™ 0<r<t§01/p( )

yazilir. Bu durum r € (0, §¢) igin ilk terimin

sup Cls, (z,71) <
TER?

s O<T<50.

DO | ™

oldugunu gosterir.

Ikinci terimin hesabr icin 7 yeterince kiiciik alinarak (4.20) den

HWHE (B)

oo (z,7) <0l cs0 1 fllvaggeqwy —1——
° PR s ()

esitsizligi cs, sabiti (4.27) den olacak sekilde elde edilir. Boylece (4.20) den, yeterince

kiigiik r ler icin

[wll, ) € g
sup <
cern Y (7,7) 2Ccs, ”bH* Hf”VLp,eo(w)

elde edilerek ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.9. 0 <a<n,1<p< =1-2be BMO(R"), we Ay, ,

a’q p
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¢ € B(wP) ve ¢ € B(w?) olsun. Eger her § > 0 igin

o 1
t P t) dt
Cs = Sup /ln (e + —) sup _pr (@) dt < 0 (4.30)
0<r<é J T ) zell HwHLfI(B(x,t)) t

oluyor ve

7111 (e + f) _ort) dt i) (4.31)

- >0
J r ||wHLtI(B(:p,t))t ||w||L‘I(B(9c,r))

esitsizligini saglayan x € II ve r > 0 den bagimsiz bir ¢, sabiti bulunabiliyorsa I,

komutatorii VLYY (w?) uzaymdan VLEY (w) uzayma simirhdir.

ispat: Bu teoremin ispati, Lemma 2.10.8. den yararlanarak Teorem 4.4.3. nin

ispatina benzer olarak elde edilir.

Sonug 4.4.10. O <a<n, l<p<2 . =_-2b€BMOR"), we A,
, p € B(wP) ve ¢ € B(w?) olsun. Eger ¢ ve v fonksiyonlar icin (4.30) ve (4.31)
kogullar1 saglaniyorsa M, , komutatorii VL% (w?) uzaymdan VLEY (w?) uzayma

sinarhidar.

Teorem 4.4.11. 1<p<oo,be BMOR"),0< a< %,%:%—%,Ve P (x,y)

reel degerli bir polinom olsun. ¢ € B(wP) ve ¥ € B(w?) olmak iizere her § > 0 i¢in

o0 1
t P t) dt
sup /ln (e—l——) sup—gpp (z.1) — <00
0<r<s J T) axell HwHLq(B(z,t)) t

o0

gecerli ve
1
g (z,7)

[[w]] L4(B(x,r))

1
er (z,1) %g o

/ ||w||Lq(B(ac,t))

esitsizligi « ve r den bagimsiz C' sabitleri i¢in saglaniyorsa S, , komutatorii V LEY (wP)

uzaymdan V LEY (w?) uzayma sirhdir.

Ispat: |[S.uf (2)| < Iy (If]) (2) esitsizliginden ve I, komutatoriiniin siirhiligin-
dan (Teorem 4.5.9.) ispat elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUQ

Harmonik analizde lineer ve altlineer operatorler ve komiitatorlerinin sinirhilik-
lar1 kismi tiirevli denklemler PDE teorisinde, siireksiz katsayili elliptik ve parabo-
lik denklemlerin ¢6ziimlerinin 6n egitsizliklerinin elde edilmesinde 6nemli bir yer
olugturmaktadir. Diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarinin ¢alisil-
masinda ve lokal diizgiinliigiiniin tanimlanmasinda Morrey uzaylarinin, Lebesgue
uzaylarina gore daha kullanigh oldugu goriilmiistiir. Morrey uzaylari, Lebesgue uza-
ylarina gore daha iyi lokal davraniglar gosterdikleri halde, ayrilabilirlik ve iyi fonksiy-
onlar yardimiyla yaklagim gibi baz1 énemli 6zelliklere sahip degildirler. Morrey uza-
yinda birim fonksiyonla yaklasim iyi davrams sergilememektedir ¢iinkii bu uzay-
larda tekillige sahip bazi fonksiyonlar vardir. Ayrica Morrey uzaylarimin ayrilabilir
olmadig: bilinmektedir [56]. Bu durumdan kaynaklanan bir takim eksiklikler, 6teleme
operatoriiniin siirekli oldugu tiim Morrey fonksiyonlarini igeren Zorko uzay1 ve van-
ishing &zelligine sahip V{g), Vi«) Ve V() gibi alt uzaylarin tanimlanmasim motive
etmigtir.

Morrey uzaymin bazi vanishing kosullaria sahip alt uzaylari, A. Almeida ve S.
Samkonun [7] ve [9] ¢alismalarinda yer almigtir. Yazarlar vanishing tipli kogullar
kullanarak Morrey uzayinin yeni bir kapali alt uzayini VO(ZZ) tanimladilar. Bu uzay
Zorko smifindan kesinlikle daha kiiciiktiir ve Morrey normuyla C§°(R™) uzayinin
Morrey uzayinda kapanisina karsilik gelmektedir. Morey uzayindaki bu kapalilik
harmonik analizde, Calderén-Zygmund teorisinde énemli bir rol oynamaktadir ¢iinkii
duali, bir 6ndual olugturur.

Literatiirde V; uzay ile ilgili cahsmalar yetersiz kalmakta, V., ve V) 6zelligine
sahip Morrey alt uzaylarinda ise klasik operatorlere ait caligmalar neredeyse bu-
lunmamaktadir. Bu alanda yalnizca iki adet ¢alisma [7], [9] bulunmugtur. Bu eser-
lerde, bahsi gecen uzaylarda yalnizca integrallenebilir ¢ekirdekli konvoliisyon oper-
atorlerinin sinirhihig1 ortaya konulmustur.

Tez calismamizin esas amaci, Vp, Voo ve V) vanishing ézelliklerinin, Harmonik
Analizin 6nemli operatorlerinden maksimal, singular, potansiyel ve Hardy operator-
lerinin davramiglar1 altinda korundugunu gostermektir. Bu tez calismasinda elde

edilen sonuclar asagida ozetlenmigtir.

1) [7] makalesinde ortaya konulan sonuclarin bir devami olarak, p-admissible alt
lineer singular tipli 7" operatorii, M, H, H ve S ile I*, H*/H*, Kz ve Kz oper-
atorlerinin V,, LPA(R"™) uzaymda smirhilik kogullar1 ortaya konulmustur. Ayrica M,
H, H ile M*, I*, H* H® operatorlerinin V*) 6zelligine sahip vanishing uzayinda,
simirhiliklar: ispatlanmig ve M, H, H ve S operatorlerinin VO(’ZLP”\(R") uzayinda

sinirliliklar: gosterilmistir.
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2) [9] makalesi ileriye taginarak p-admissible alt lineer singular tipli 7' oper-
atoriiniin ve M, H, H, M* 1% H®* H® operatorlerinin, sirasiyla V. L»¥(R"™) ve
V&) LPe(R™) uzaylarinda smirhhgn ispatlanmis ve M, H, H ve S operatorlerinin

VE)(’*;LPW(R”) uzayinda sinirlilik kogullar ortaya konulmustur.

3) [10] makalesindeki sonuglar, genellestirilmis vanishing Morrey uzaylarina tagi-
narak M, komutatoriiniin sirasiyla Vi, LP#(R™) ve V) [P#(R") uzaylarida smirhlik
kosullar1 ortaya konulmustur. Ayrica M, ; kommutatoriiniin, vanishing Morrey uza-

ylarinda siirlilign kanitlanmigtar.

4) Genellegtirilmig agirhkh vanishing Morrey uzaylari tammmlanarak S, M,, I,
ve S, operatorlerinin bu uzaylardaki sinirhilik kosullar: ortaya konulmugtur. Daha
sonra Sy, Inp My ve son olarak S, komutatorlerinin V L%Y (R™; wP) uzaymndan,
VL%’QJ’ (R™; w?) uzayma siirliliklar gosterilmigtir. Simirlilik kogullari, monotonluk
kogulu kullanmaksizin, (¢, ) fonksiyonlar iizerine Zygmund tipli integral kogullar:

birakilarak elde edilmigtir.
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RAPOR TURU Tez Savunma Sinavi Sonrasi
[ SAYFA SAYISI 88
BENZERLIK ORANI %21
RAPORLAMA TARIHI 10/08/ 2020

Yukarida baghigi/konusu gosterilen tez calismamin kapak sayfasi, giris, ana boliimler, sonug ve tartisma
kisimlarindan olusan toplam 88 sayfalik kismina iligkin, 10/08/ 2020 tarihinde sahsim/tez danigsmanim
tarafindan Turnitin adli intihal tespit programindan asagida belirtilen filtrelemeler uygulanarak alinmis olan
intihal raporuna gore, tezimin benzerlik oran1 %21 “dir.

Uygulanan filtrelemeler:

[[]Kabul/Onay sayfalar1 harig,

[ |Kaynakgea harig

[]Alintilar harig/dahil

[ IDiger

Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Lisansiistii Programlarda Tez Calismasi Intihal Raporu
Uygulama Esaslari’ni inceledim ve bu Uygulama Esaslari’nda belirtilen azami benzerlik oranlarina gore tez
¢alismamin herhangi bir intihal igermedigini; aksinin tespit edilmesi durumunda dogabilecek her tiirlii hukuki
sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Geregini saygilarimla arz ederim.

Aysegiil CELIK ALABALIK
10/08/2020
Prof. Dr. Bilal CEKIC
Tez Damismam Prof. Dr. H. Ozlem GUNEY
10/08/2020 Anabilim Dah Baskani
10/08/2020

Formdaki bilgiler bilgisayar ortaminda doldurulmahdir. El yazsi ile doldurulan formlar gecersiz sayilmaktadir.
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