
 

 T.C.  

DİCLE ÜNİVERSİTESİ  

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ  

 

 

 

VANISHING MORREY UZAYLARINDA KLASİK 

OPERATÖRLERİN VE KOMUTATÖRLERİNİN SINIRLILIĞI 

 

 

 

 

 

Ayşegül ÇELİK ALABALIK 

 

 

 

 

 DOKTORA TEZİ  

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI  

 

 

 

 

DİYARBAKIR 

Ağustos - 2020 



 
T.C  

DİCLE UNİVERSİTESİ  

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ MÜDÜRLÜĞÜ  

DİYARBAKIR 

 

         Ayşegül Çelik ALABALIK tarafından yapılan “Vanishing Morrey Uzaylarında 

Klasik Operatörlerin ve Komütatörlerinin Sınırlılığı” konulu bu çalışma, jürimiz 

tarafından Matematik Anabilim Dalında DOKTORA tezi olarak kabul edilmiştir  
                                  

 

                                  Jüri Üyesinin 

          Ünvanı              Adı Soyadı     

       Başkan : Prof. Dr. Rabil AYAZOĞLU                 

       Üye   : Prof. Dr. Sezai OĞRAŞ 

       Üye      : Prof. Dr. Bilal ÇEKİÇ 

       Üye      : Prof. Dr. Bilal ŞEKER 

       Üye      : Dr. Öğr. Üyesi Hacer BOZKURT 

 

        Tez Savunma Sınavı Tarihi:   10 / 07 / 2020 

 

Yukarıdaki bilgilerin doğruluğunu onaylarım.  

.../...../20 

 

 

Prof. Dr. Sevtap SÜMER EKER 

ENSTİTÜ MÜDÜRÜ 

( MÜHÜR ) 

 



 

I 

 

TEŞEKKÜR 

 

Tez çalışmamın başlangıcından bitimine dek engin bilgilerinden faydalandığım, 

bilimsel çalışmaları ile örnek aldığım, beni en doğru şekilde yönlendiren, manevi desteğini 

esirgemeyen, hoşgörü ve sabrından dolayı minnettar olduğum değerli hocam Prof. Dr. Bilal 

ÇEKİÇ’e, Aveiro Üniversitesi’nde beraber çalışma fırsatı bulduğum, tez çalışmama önemli 

katkılar sağlayan değerli bilim insanı Prof. Dr. Alexandre ALMEIDA’ya, sonsuz teşekkürlerimi 

sunarım. 

 

Ders ve tez aşamasında yardımlarını esirgemeyen, önerileriyle yolumu aydınlatan Prof. 

Dr. Sevtap SÜMER EKER’e çok teşekkür ederim. 

 

Bugünlerimi borçlu olduğum annem, babam ve kardeşlerime, her türlü desteği ve 

yardımı esirgemeyen sevgili eşime ve biricik kızlarıma sonsuz teşekkürlerimi sunarım. 

 



 

II 
 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa 

TEŞEKKÜR…………………………………….……………………………………………. I 

İÇİNDEKİLER…………………………………………….……………............................... II 

ÖZET……………………………………………………........................................................ III 

ABSTRACT……………………………………………………………................................. IV 

KISALTMA VE SİMGELER……………………………………………….………...……. V 

1. GİRİŞ……………………………………………………………......................................... 1 

2. ÖN BİLGİLER …………...……………………………………………………………….. 7 

2.1. Normlu Uzay………………………………………………................................................ 7 

2.2. Ölçülebilir Fonksiyonlar ve Lebesgue İntegrali……………………………………….…. 10 

2.3. Lebesgue Uzayları……………………………. ………………..…………………….….. 12 

2.4. Ağırlıklı Lebesgue Uzayları ………………………………………………………...….…16 

2.5. Bazı Klasik Operatörler………………………..…………………………………...….…. 17 

2.6. Bazı Klasik Operatörlerin Komutatörleri …………………............................................... 22 

2.7. Morrey Uzayları………………………………………………………………………...... 24 

2.8. Ağırlıklı Morrey Uzayları……………………………………………………………....... 25 

2.9. Genelleştirilmiş Morrey Uzayları….……………………………………..……………….26 

2.10. Genelleştirilmiş Ağırlıklı Morrey Uzayları ………………………………………..…... 30 

3. MATERYAL VE METOT………………………………………………………….......... 33 

3.1. Morrey Uzaylarının yeni Alt Uzayları……………………………………........................ 33 

3.2. Genelleştirilmiş Morrey Uzaylarının yeni Alt Uzayları …………....................................  37 

3.3. Morrey Uzaylarında Konvolüsyon……………………………………………………….. 41 

4. ARAŞTIRMA BULGULARI     …………………………………………..........................45 

4.1. Vanishing Morrey Uzayında Klasik Operatörlerin Sınırlılığı……...………………….......45 

4.2. Genelleştirilmiş Vanishing Morrey Uzayında Klasik Operatörlerin Sınırlılığı …………. 51 

4.3. Genelleştirilmiş Vanishing Morrey Uzayında Klasik Operatörlerin Komutatörlerinin 

Sınırlılığı…………………….………………………..………………………………………. 57 

4.4. Genelleştirilmiş Ağırlıklı Vanishing Morrey Uzayında Klasik Operatörlerin ve 

Komutatörlerinin Sınırlılığı .………………………………………………….………………. 65 

5. TARTIŞMA VE SONUÇ…………..……………………………………….…………...... 75 

6. KAYNAKLAR………………………………………………………….............................. 77 

ÖZGEÇMİŞ……………………………………………………………………………….…... 83 



 

III 
 

ÖZET 

 

 

VANISHING MORREY UZAYLARINDA KLASİK OPERATÖRLERİN VE 

KOMUTATÖRLERİNİN SINIRLILIĞI 

 

 

DOKTORA TEZİ 

 

 

Ayşegül ÇELİK ALABALIK 

 

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

2020 

 

 

     
         Bu tez çalışması beş ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölümde, temel tanımlar ve önemli teoremler yer almakta ve çalıştığımız operatörler ile 

komütatörleri tanıtılmaktadır. 

        Üçüncü bölümde Morrey uzaylarının hem klasik hem de genelleştirilmiş alt uzayları yer 

almakta ve bu uzaylarda kullanılan bazı özel teorem ve kilit özelliklere yer verilmektedir. 

       Dördüncü bölüm dört alt kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısmında vanishing Morrey 

uzaylarında ele aldığımız klasik operatörlerin sınırlılıkları kanıtlanmıştır. İkinci kısımda, 

genelleştirilmiş vanishing Morrey uzaylarında elde ettiğimiz sonuçlara yer verilmiştir. Üçüncü 

kısımda, genelleştirilmiş vanishing Morrey uzaylarında maksimal ve fraksiyonel maksimal 

operatörlerinin komütatörlerinin sınırlılıkları ispatlanmıştır. Dördüncü kısımda ağırlıklı 

vanishing genelleştirilmiş Morrey uzayı tanıtılmış ve bu uzayda klasik operatörlerin ve 

komutatörlerinin sınırlılıkları ortaya konulmuştur.  

        Son olarak beşinci bölümde elde ettiğimiz sonuçların analizi yapılmıştır.  
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         This thesis consists of five main sections. The first section, is devoted to introduction. In 

the second section the basic definitons and important theorems are involved and the operators 

and the commutators which we have studied are defined. 

        In the third section both classical and the generalized Morrey subspaces are appeared and 

some special theorems and key features which are used on these spaces are detailed.  

        The fourth section consists of four subsections. In the first part the boundedness of the 

classical operators which we studied are proved on the Vanishing Morrey spaces. In the second 

part the results which we obtained in the  Vanishing generalized Morrey spaces are involved. In 

the third part the boundedness of the commutators of the Maximal and the fractional maximal 

operators are proved on the Vanishing generalized Morrey spaces. In the fourth part weighted 

Vanishing generalized Morrey spaces are defined and the boundedness of the classical operators 

and their commutators are proved in these spaces.  

       Finally in the fifth section the results which we obtained are analyzed. 
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KISALTMALAR VE S·IMGELER

Rn : n boyutlu öklid uzay¬

jEj : E bölgesinin Lebesgue ölçümü

Lp : Lebesgue uzay¬

Lploc : p: mertebeden lokal integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬

Lpw : A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬

BMO : S¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyonlar uzay¬

Lp;� : Kuvvet tipli a¼g¬rl¬k fonksiyonu

C10 : Kompakt deste¼ge sahip sürekli fonksiyonlar uzay¬

Lp;' : Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬

B(x; r) : x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar

�A : A kümesinin karakteristik fonksiyonu

f � g : f ve g fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonu

Lp;� : Morrey uzay¬

Lp;� : Zorko uzay¬

V0L
p;� : Orijinde vanishing Morrey uzay¬

V1L
p;� : Sonsuzda vanishing Morrey uzay¬

V(�)L
p;� : � Özelli¼gine sahip vanishing Morrey uzay¬

V
(�)
0;1L

p;� : Vanishing Morrey uzaylar¬n¬n ara kesiti

Lp;�w : A¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬

M : Maksimal operatör

M ] : Sharp maksimal operatör

M� : Kesirli maksimal operatör

I� : Riesz potansiyel operatör

S : Calderon Zygmund integral operator

H ve H : Hardy operatörleri

H� ve H� : Hardy tipli operatörler

S : Oscillatory integral operatorü

S� : Fraksiyonel oscillatory integral operatorü

Tb : Bir T operatörünün komutatörü
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Ayşegül ÇEL·IK ALABALIK

1. G·IR·IŞ

Bu tez çal¬̧smas¬nda yak¬n zamanda [7] ve [9] çal¬̧smalar¬nda tan¬mlanm¬̧s, Mor-

rey uzaylar¬n¬n alt uzaylar¬olan Vanishing Morrey uzaylar¬ çal¬̧s¬lm¬̧s olup, bahsi

geçen uzaylarda harmonik analizin baz¬önemli operatörlerinin ve komutatörlerinin

s¬n¬rl¬l¬klar¬araşt¬r¬lmaktad¬r.

B(x; r) merkezi x ve yar¬çap¬r olan aç¬k yuvar¬belirtmek üzere 1 � p < 1 ve

0 � � � n olsun. Lp;� (Rn) Morrey uzaylar¬,

kfkLp;�(Rn) = kfkp;� := sup
x2Rn; r>0

r�
�
p kfkp;B(x;r) � C <1

şart¬n¬sa¼glayan f 2 Lp;�loc (
) fonksiyonlar¬n lineer uzay¬olarak tan¬mlan¬r. Lp;� (Rn)
ilk olarak, 1938 y¬l¬nda Morrey [43] taraf¬ndan eliptik k¬smi diferansiyel denklemler

(PDE) ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Morrey uzaylar¬n¬n diferansiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davran¬̧slar¬n¬n çal¬̧s¬l-

mas¬ ve lokal düzgünlü¼günün tan¬mlanmas¬nda Lebesgue uzaylar¬na oranla daha

kullan¬̧sl¬oldu¼gu görülmüştür. Bu nedenle son zamanlarda Morrey uzaylar¬üzerine

bir çok çal¬̧sma yay¬nlanm¬̧st¬r. Morrey�in �kirleri daha sonra Campanato [15] ve

Peetre [49] taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Bu uzaylarla ilgili detayl¬özellikler için [3],

[27], [51], [69], [67] kaynaklar¬n¬n okurlar taraf¬ndan incelenmesi yararl¬olacakt¬r.

Morrey uzaylar¬, Lebesgue uzaylar¬na göre daha iyi lokal davran¬̧slar gösterdikleri

halde, ayr¬labilirlik ve iyi fonksiyonlar yard¬m¬yla yaklaş¬m gibi baz¬önemli özel-

liklere sahip de¼gildirler. Morrey uzay¬nda birim fonksiyonla yaklaş¬m iyi davran¬̧s

sergilememektedir çünkü bu uzaylarda tekilli¼ge sahip baz¬fonksiyonlar vard¬r. Bu

durum yeni uzaylar¬n tan¬mlanmas¬n¬gerektirmi̧stir. 1986 da [74] çal¬̧smas¬nda, Mor-

rey normuyla öteleme oparatörünün sürekli oldu¼gu Morrey fonksiyonlar¬ndan oluşan

Lp;�(Rn) Zorko uzay¬tan¬mlanm¬̧st¬r. (Ayr¬ca bak¬n¬z [17],[36]).
Morrey normunda ' (r) = r� al¬narak oluşturulan genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬,

Rn de

kfkp;' := sup
x2Rn; r>0

�
1

'(r)

Z
B(x;r)

jf(y)jp dy
� 1

p

; x 2 Rn; r > 0

sonlu normuna sahip, p-integrallenebilen f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r

ve Lp;'(Rn) ile gösterilir. Bu uzay baz¬ gömülme durumlar¬ ile beraber, bilindi¼gi
kadar¬yla ilk olarak [23] çal¬̧smas¬nda görülmüştür. [74] makalesinde bu uzaylar Cam-

panato uzaylar¬n¬n daha genel bir durumu gibi araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Genelleştirilmi̧s Mor-

rey uzaylar¬nda, harmonik analizin operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬[38, 42, 47, 60, 66]

çal¬̧smalar¬nda ele al¬nm¬̧st¬r.
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1. G·IR·IŞ

Genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na iyi özellikler kazand¬rabilmek amac¬yla ' para-

metresine bir tak¬m koşullar b¬rak¬lmas¬na ihtiyaç duyulmuştur. Bunun için baz¬

özel koşullar¬sa¼glayan bir � s¬n¬f¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu � s¬n¬f¬genelleştirilmi̧s Mor-

rey uzaylar¬nda s¬kça kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. [48] çal¬̧smas¬nda gözlemlendi¼gi gibi,

e¼ger ' 2 � ise Lp;'(Rn) uzay¬non-trivial olur. Örne¼gin ' fonksiyonu için yap¬lan
kabullerle, yuvar üzerindeki tüm karakteristik fonksiyonlar Lp;'(Rn) uzay¬na ait olur.
Morrey uzaylar¬n¬n ayr¬labilir olmamas¬[55] ve bu durumdan kaynaklanan bir

tak¬m eksiklikler, öteleme operatörünün sürekli oldu¼gu tüm Morrey fonksiyonlar¬n¬

içeren Zorko uzay¬ve vanishing özelli¼gine sahip V(0); V(1) ve V(�) gibi alt uzaylar¬n

tan¬mlanmas¬n¬motive etmi̧stir.

Morrey uzay¬n¬n bir alt uzay¬olan Vanishing Morrey uzay¬V0Lp;�(Rn); ilk olarak
1990 y¬l¬nda Vitanza [71] taraf¬ndan 0 � � < n ve 1 � p <1 olmak üzere

lim
r!0

sup
x2Rn; 0<�<r

1

�
�
p

Z
B(x;�)

jf (y)jp dy = 0; x 2 Rn; r > 0

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar¬n uzay¬olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu uzaylar¬n k¬smi

diferansiyel denklemlerin uygulamalar¬yla ili̧skisi [17, 71, 70] makalelerinde ortaya

konmuştur. Vanishing Morrey uzay¬n¬n özellikleri ve bu uzaya ait uygulamalar için

[52] çal¬̧smas¬ faydal¬ olacakt¬r. Morrey uzay¬n¬n baz¬ vanishing koşullar¬na sahip

alt uzaylar¬, A. Almeida ve S. Samko�nun [7] ve [9] çal¬̧smalar¬nda yer alm¬̧st¬r.[7]

çal¬̧smas¬nda bu gibi vanishing özelliklerinin, integrallenebilir çekirde¼ge sahip kon-

volüsyon operatörleri taraf¬ndan korundu¼gu ortaya konulmuştur. Orijinde vanishing

koşulunu sa¼glayan V0Lp;� alt uzay¬nda [50, 52, 57, 58] çal¬̧smalar¬önerilir. Bu uza-

ylar¬n yeni tan¬mlanm¬̧s olmas¬itibariyle V1Lp;� ve V(�)Lp;� uzaylar¬nda harmonik

analizin klasik operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬henüz çal¬̧s¬lmam¬̧st¬r. Bu konudaki çal¬̧s-

malar¬n noksanl¬¼g¬bu uzaylarda çal¬̧smay¬çekici hale getirmi̧stir.

[7] çal¬̧smas¬nda yazarlar vanishing tipli koşullar kullanarak Lp;�(Rn) uzay¬n¬n
yeni bir kapal¬alt uzay¬n¬tan¬mlad¬lar. Bu uzay Zorko s¬n¬f¬ndan kesinlikle daha

küçüktür, uzay¬n tüm elemanlar¬V (�)
0;1L

p;�(Rn) ile sembolize edilir ve Morrey nor-
muylaC10 fonksiyonlar¬yard¬m¬ylayaklaş¬labilinmektedir. Özel olarak [7] makalesinde,

C10 (Rn) uzay¬n¬n Lp;�(Rn) uzay¬nda kapan¬̧s¬aşikar bir biçimde ortaya konmuştur.
Morey uzay¬ndaki bu kapal¬l¬k harmonik analizde, Calderón-Zygmund teorisinde

önemli bir rol oynar çünkü duali, bir öndual oluşturur [3, 2, 56, 68]. Bu kapan¬̧s¬n ben-

zer bir tasviri farkl¬bir şekilde [73] de verilmi̧stir. [32], [33] çal¬̧smalar¬nda yazarlar

Morrey uzay¬nda kompleks interpolasyonda C10 (Rn) uzay¬n¬n (ve compakt deste¼ge
sahip s¬n¬rl¬ fonksiyonlar kümesinin) kapan¬̧s¬n¬ kulland¬lar ancak bu kapan¬̧slara

karakterizasyon sa¼glayamad¬lar.

Genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬n¬n vanishing versiyonu V Lp;'(Rn) uzay¬olarak gös-
terilir. Klasik durumun d¬̧s¬nda '(r) = r� olarak düzenlenen genelleştirilmi̧s Morrey
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Ayşegül ÇEL·IK ALABALIK

uzay¬n¬n yeni alt uzaylar¬yak¬n zamanda [9] çal¬̧smas¬nda tan¬t¬lm¬̧st¬r. Bu uzay-

lar orijinde vanishing özelli¼gine sahip V0L
p;'(Rn) uzay¬; sonsuzda vanishing özel-

li¼gine sahip V1L
p;'(Rn) uzay¬ ve y¬ld¬z koşulu olarak tan¬mlanan özelli¼ge sahip

V (�)Lp;'(Rn) uzay¬olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. Her üç uzay, Morrey normuyla Lp;'(Rn)
uzay¬nda kapal¬d¬r. V0Lp;'(Rn) yani orijinde vanishing genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬
[57, 9] makalelerinde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. PDE uygulamalar¬nda ise bu uzay [17, 71, 70]

çal¬̧smalar¬nda görülmüştür. V1Lp;'(Rn) ve V (�)Lp;'(Rn) alt uzaylar¬Morrey uza-
ylar¬nda iyi davran¬̧sl¬fonksiyonlar yard¬m¬yla yaklaş¬m problemlerini çal¬̧sabilmek

amac¬yla, literatürde ilk defa [9] çal¬̧smas¬nda tan¬t¬lm¬̧s ve çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Sonsuzda

vanishing özelli¼gini sa¼glayan V1Lp;� uzay¬ve y¬ld¬z koşulu verilen bir özelli¼ge sahip

di¼ger V(�)Lp;� uzay¬da yine ilk defa [9] çal¬̧smas¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada

klasik Morrey uzaylar¬ için [7] da geli̧stirilen yaklaş¬m plan¬, genelleştirilmi̧s Mor-

rey uzay¬na geni̧sletilmi̧stir. Bu amaçla klasik Morrey uzay¬ normunda r� ifadesi

daha genel ve monotonluk koşullar¬n¬sa¼glayan '(r) pozitif fonksiyonuyla de¼gi̧stir-

ilmi̧stir. Bu uzaylar sobolev tipli kritik gömülmelerin çal¬̧s¬lmas¬nda oldukça fay-

dal¬d¬rlar [59], [72]. Vanishing özellikleriyle, genelleştirilmi̧s Morrey normunda, ele-

manlar¬C10 fonksiyonlar¬yard¬m¬yla yaklaş¬mlanan Lp;'(Rn) uzay¬n¬n kapal¬bir alt
uzay¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r. Ayr¬ca baz¬gömülmeleri ispatlayarak ve bir tak¬m örnek-

lerle, Zorko s¬n¬f¬n¬n genelleştirilmi̧s bir versiyonu da dahil Morrey alt uzaylar¬n¬n bir-

birleri ile ili̧skisini ortaya koymuşlard¬r. [9] çal¬̧smas¬nda son olarak bu gibi vanishing

özelliklerinin, integrallenebilir çekirde¼ge sahip konvolüsyon operatörleri taraf¬ndan

korunurlu¼gu ortaya konulmuştur.

Bu tez çal¬̧smas¬nda; A. Almeida ve S. Samko nun [7] ve [9] makalelerinde çal¬̧st¬¼g¬

uzaylar esas al¬nm¬̧s olup bu uzaylarda p- admissible singular tipli integral oper-

atörü T , C-Z singular integral operatörü S; Hardy-Littlewood Maksimal operatörü
M , Fraksiyonel Maksimal operatör M�, Riesz potansiyel operatörü I�, Hardy op-

eratörleri H� ve H� ele al¬nm¬̧st¬r. Operatörlerin tan¬mlar¬ verilerek daha önceki

çal¬̧smalarda Morrey uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬k durumlar¬na ait teoremler verilmi̧s olup

s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬ndan bahsedilmi̧stir.

Literatürde V0Lp;�(Rn) uzay¬ile ilgili çal¬̧smalar yetersiz kalmakta, V1Lp;�(Rn) ve
V (�)Lp;�(Rn) Morrey alt uzaylar¬nda ise klasik operatörlere ait çal¬̧smalar neredeyse
bulunmamaktad¬r. Bu alanda yaln¬zca iki adet çal¬̧sma [7], [9] bulunmuştur. Bu

eserlerde, bahsi geçen uzaylarda yaln¬zca integrallenebilir çekirdekli konvolüsyon op-

eratörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ortaya konulmuştur. Tez çal¬̧smam¬z¬n esas amac¬, ilk olarak

V0L
p;�(Rn); V1Lp;�(Rn) ve V (�)Lp;�(Rn) uzaylar¬n¬belirleyen vanishing özelliklerinin,

Harmonik Analizin önemli operatörlerinden maksimal, singular, potansiyel ve Hardy

operatörlerinin davran¬̧slar¬ alt¬nda korundu¼gunu göstermektir. Çal¬̧smam¬z¬n ana

sonuçlardan biri de V (�)Lp;�(Rn) uzay¬n¬n Hardy-Littlewood maksimal operatörü ile
de¼gi̧smezli¼gini göstermek olmuştur.
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Tez çal¬̧smam¬zda yer alan fraksiyonel maksimal operatör M� ve fraksiyonel in-

tegral operatörü I� harmonik analizin önemli operatörlerindendir. I� fraksiyonel

integral operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬klasik Morrey uzay¬nda Adams [1] taraf¬ndan ispat-

lanm¬̧st¬r. [31] çal¬̧smas¬nda M� ve I� operatörlerinin genelleştirilmi̧s Morrey uza-

y¬ndan, bir başka genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na, s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬garantileyecek şekilde

('1; '2) üzerine koşullar b¬rak¬lm¬̧st¬r. A¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬nda klasik operatörlerin

s¬n¬rl¬l¬¼g¬Komori and Shirai [37] taraf¬ndan gösterilmi̧stir. I� fraksiyonel integral op-

eratörünün komutatörü olan I�;b nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬klasik Morrey uzay¬nda Di Fazio ve

Ragusa [22] taraf¬ndan, genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda Guliyev and Shukurov [31]

taraf¬ndan, a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬nda ise Komori and Shirai [37] taraf¬ndan kan¬tlan-

m¬̧st¬r. Yak¬n zamanda Lp;' (w) genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬nda fraksiyonel

integral operatörü I�, fraksiyonel maksimal operator M� ve bunlar¬n komutatör-

lerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬Guliyev taraf¬ndan ortaya konulmuştur [29].

Vanishing Morrey uzay¬nda I�;b nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ ilk olarak Ragusa [53] elde et-

mi̧stir. Hardy operatörlerinin komutatörlerinin vanishing Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬k-

lar¬n¬ ise Persson ve arkadaşlar¬ [50] kan¬tlam¬̧slard¬r. Daha sonra N. Samko [57]

V Lp;'� (
) vanishing Morrey uzay¬n¬tan¬mlam¬̧s ve bu uzayda M� ve I� operatör-

lerininin s¬n¬rl¬l¬klar¬n¬ortaya koymuştur. [10] makalesinde V1Lp;�(Rn) ve V (�)Lp;�(Rn)
uzaylar¬nda Mb; M�;b ve I�;b kommutatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smalardan ilham alarak, tez çal¬̧smam¬z¬n bulgular k¬sm¬nda Lp;' (w)

uzay¬n¬n bir alt uzay¬olan V Lp;'� (Rn;wp) a¼g¬rl¬kl¬vanishing geneIleştirilmi̧s Mor-
rey uzay¬ tan¬mlanm¬̧s ve bu uzayda M� ve I� operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ortaya

konulmuştur. Ayr¬ca M� and I� operatörlerinin komutatörlerinin bu uzayda s¬n¬r-

l¬l¬klar¬gösterilmi̧stir. Ortaya konulan s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬; ',  , r üzerine monotonluk

şart¬konulmaks¬z¬n, (';  ) için Zygmund-tipli integral eşitsizlikleri elde edilerek ver-

ilmi̧stir.

Tez çal¬̧smam¬zda ele ald¬¼g¬m¬z operatörlerden biri olan fraksiyonel oscillatory in-

tegral operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬, a¼g¬rl¬kl¬genelleştirimi̧s Morrey uzay¬nda Ero¼glu [24]

taraf¬ndan kan¬tlanm¬̧st¬r. Lp;�(w) uzay¬nda bu operatörlerin ve komutatörlerinin

s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬ ise Shi, Fu ve Lu [63] taraf¬ndan ortaya konulmuştur. Rough

çekirdekli alt lineer operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬, genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda Yang and

Zhou taraf¬ndan [40], Lp;�(w) uzay¬nda ise Shi and Fu [62] taraf¬ndan kan¬tlanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca a¼g¬rl¬kl¬genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda alt lineer operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

Mustafayev [46] ispatlam¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda [63] den farkl¬olarak a¼g¬rl¬kl¬vanishing genelleştirilmi̧s Mor-

rey uzaylar¬nda oscillatory ve fraksiyonel oscillatory integral operatörleri ve komu-

tatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ortaya konulmakta ve bu s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬Zygmund tipli

koşullar olarak sunulmaktad¬r.
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Bu tez çal¬̧smas¬beş ana bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na

ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci bölümde, temel tan¬mlar ve önemli teoremler yer almakta ve

çal¬̧st¬¼g¬m¬z operatörler ile komütatörleri tan¬t¬lmaktad¬r. Üçüncü bölümde Morrey

uzaylar¬n¬n hem klasik hem de genelleştirilmi̧s alt uzaylar¬yer almakta ve bu uza-

ylarda kullan¬lan baz¬özel teorem ve kilit özelliklere yer verilmektedir. Dördüncü

bölüm dört alt k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Birinci k¬sm¬nda vanishing Morrey uzay-

lar¬nda ele ald¬¼g¬m¬z klasik operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬kan¬tlanm¬̧st¬r. ·Ikinci k¬s¬mda,

genelleştirilmi̧s vanishing Morrey uzaylar¬nda elde etti¼gimiz sonuçlara yer verilmi̧stir.

Üçüncü k¬s¬mda, genelleştirilmi̧s vanishing Morrey uzaylar¬nda maksimal, fraksiy-

onel maksimal ve Riesz operatörlerinin komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r.

Dördüncü k¬s¬mda a¼g¬rl¬kl¬vanishing genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda fraksiyonel

maksimal, Riesz, oscillatory ve fraksiyonel oscillatory integral operatörlerinin ve ko-

mutatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r.

Son olarak beşinci bölümde elde etti¼gimiz sonuçlar¬n analizi yap¬lm¬̧st¬r.
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2. ÖN B·ILG·ILER

Tez çal¬̧smas¬n¬n bu bölümünde, tez içinde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremlerden

bahsedilecek ve ard¬ndan ele al¬nan operatörler tan¬mlanacakt¬r.

2.1. Normlu Uzay

Tan¬m 2.1.1. X boş olmayan bir küme ve F, (reel ya da karmaş¬k) say¬cismi
olmak üzere;

+ : X �X ! X, (x; y)! x+ y

� : F�X ! X, (�; x)! �x

dönüşümleri ile yukar¬da tan¬mlanan toplama ve çarpma i̧slemleri ile e¼ger;

A) X, + i̧slemine göre de¼gi̧smeli bir grup,

A1) Her x; y 2 X için x+ y 2 X
A2) Her x; y; z 2 X için x+ (y + z) = (x+ y) + z

A3) Her x 2 X için x+ � = � + x = x olacak şekilde � 2 X vard¬r

A4) Her x 2 X için x+ (�x) = (�x) + x = � olacak şekilde �x 2 X vard¬r

A5) Her x; y 2 X için x+ y = y + x

B) Her x; y 2 X ve �; � 2 F olmak üzere
B1) �(x+ y) = �x+ �y

B2) (�+ �)x = �x+ �x

B3) (��)x = �(�x)

B4) 1x = x

koşullar¬ sa¼glan¬yorsa X kümesine yukar¬da tan¬mlanan i̧slemler ile birlikte F
cismi üzerinde bir vektör uzay¬(veya lineer uzay¬) denir. (X;F) s¬ral¬çifti bir do¼grusal
uzay olur.

Tan¬m 2.1.2. X; F say¬cismi üzerinde bir vektör uzay¬olmak üzere, her x, y 2 X
ve her � 2 F için k�k : X ! R fonksiyonu

N1) kxk � 0
N2) kxk = 0() x = �

N3) k�xk = j�j kxk
N4) kx+ yk � kxk+ kyk

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, k�k fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X; k�k) çiftine ise
normlu uzay denir.

7
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E¼ger N2 koşulu, x = 0 için kxk = 0 koşulu ile de¼gi̧stirilirse, k�k fonksiyonu yar¬
norm olur.

Tan¬m 2.1.3. (X; k�k) bir normlu uzay, x 2 X ve r 2 R pozitif olmak üzere;
B(x; r) ={y 2 X : kx� yk < r} ifadesi, x merkezli ve r yar¬çapl¬bir aç¬k yuvar¬
belirtir.

A � X olsun. Her x 2 A için B(x; r) � A olacak şekilde bir r > 0 say¬s¬varsa A�ya

aç¬k küme denir.
K � X olsun. E¼ger XnK = K 0 aç¬k küme ise K kümesine kapal¬küme denir.

Tan¬m 2.1.4. (X; k�k) herhangi bir normlu uzay¬(xn) bu uzayda bir dizi ve x0 2 X
olsun. Her " > 0 için n � n" iken kxn � x0k < " olacak şekilde n" 2 N varsa (xn)
dizisine, x0 noktas¬na yak¬ns¬yor denir. Yani,

n �!1 iken kxn � x0k �! 0 oluyorsa

(xn) dizisi x0 noktas¬na yak¬nsar.

Tan¬m 2.1.5. (X; k�k) herhangi bir normlu uzay¬(xn) bu uzayda bir dizi olsun.
Her " > 0 için n;m � n" iken kxn � xmkX < " olacak şekilde n" 2 N varsa, (xn) bir
Cauchy dizisidir denir.

Tan¬m 2.1.6. Bir (X; k�k) normlu uzay¬ndan al¬nan her Cauchy dizisi yak¬nsak
ise bu uzaya Banach uzay¬ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.7. (X; k�k1) ve (Y; k�k2) normlu uzaylar, f : X �! Y bir fonksiyon

ve x0 2 X olmak üzere, verilen her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k kx� x0k1 < � oldu¼gunda

kf(x)� f(x0)k2 < " olacak şekilde � > 0 bulunabiliyorsa f fonksiyonu için x0 nok-

tas¬nda süreklidir denir. Bu şekilde tan¬mlanan f fonksiyonu sürekli ise f düzgün
süreklidir denir.

Tan¬m 2.1.8. (X; k�k) normlu uzay¬nda X in bir D altkümesi verilsin. E¼ger, her

x 2 X; D deki elemanlardan oluşan bir (xn) dizisinin limiti iseD kümesiX uzay¬nda

yo¼gundur denir.

Tan¬m 2.1.9. (X; k�k) normlu uzay¬n¬n, say¬labilir yo¼gun bir altkümesi varsa
(X; k�k) normlu uzay¬na ayr¬labilir uzay denir.

Tan¬m 2.1.10. k�k1 ve k�k2 ; X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬farkl¬iki norm olsun.

Her x 2 X için
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C1 kxk1 � kxk2 � C2 kxk1

olacak şekilde C1 > 0 ve C2 > 0 sabitleri varsa bu iki norma denk normlar denir.

Tan¬m 2.1.11. X ve Y ayn¬F cismi üzerinde iki vektör uzay¬ve D(T ); X in bir

altkümesi olsun. T : D(T ) � X �! Y dönüşümü D(T ) nin her bir eleman¬n¬Y

nin yaln¬z bir eleman¬na götürüyorsa, T ye D(T ) den Y ye bir operatör ad¬verilir.
Burada D(T ) ye T operatörünün tan¬m kümesi denir.

R(T ) = fy 2 Y : y = Tx; x 2 D(T )g

kümesine ise T operatörünün de¼ger (görüntü) kümesi ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.12. X ve Y ayn¬F cismi üzerinde iki vektör uzay¬ve D(T ) � X; X in

bir alt uzay¬olmak üzere T : D(T ) � X �! Y bir operatör olsun. Her x; y 2 D(T )
ve her �; � 2 F için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

koşulu sa¼glan¬yorsa T operatörüne, lineer operatör denir.

Tan¬m 2.1.13. (X; k�k1) ve (Y; k�k2) iki normlu uzay olmak üzere; T : X ! Y

bir operatör, (xn) ; X de bir dizi ve x 2 X verilsin. n!1 için

kxn � xk1 ! 0 iken kTxn � Txk2 ! 0

sa¼glan¬yorsa T operatörü için x noktas¬nda süreklidir denir. E¼ger T operatörü,

X�deki her noktada sürekli ise T�ye sürekli operatör denir.

Tan¬m 2.1.14. (X; k�k1) ve (Y; k�k2) iki normlu uzay, T : X ! Y lineer bir

operatör olmak üzere her x 2 X için

kTxk2 � c kxk1 (2.1)

olacak şekilde, pozitif bir c reel say¬s¬varsa T�ye s¬n¬rl¬ lineer operatör denir.
(2:1) eşitsizli¼gini sa¼glayan c de¼gerlerinin in�mumuna T operatörünün normu denir
ve bu norm

kTk := sup
x 6=0;x2X

kTxk2
kxk1

= sup
kxk1�1

kTxk2

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bir T operatörünün sürekli olmas¬ için gerek ve yeter koşul T nin s¬n¬rl¬ol-
mas¬d¬r.
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Tan¬m 2.1.15. (X; k�k1) ve (Y; k�k2) iki normlu uzay olmak üzere X � Y ve her

x 2 X için X den Y ye tan¬mlanan Ix = x (birim operatörü) sürekli ise X normlu

uzay¬için Y normlu uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.16. (X; k�k) normlu uzay¬nda tan¬ml¬tüm lineer ve sürekli fonksiy-

onellerden oluşan uzaya X in dual uzay¬denir ve X 0
ile gösterilir. Bu uzay f; g 2

X 0; x 2 X ve c 2 C olmak üzere

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ve (cf)(x) = cf(x)

ile tan¬mlanan i̧slemler ile bir vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.1.17. Bir X vektör uzay¬n¬n X 0 duali de yukar¬da belirtildi¼gi üzere

yine bir normlu vektör uzay¬oldu¼gundan, bu uzay¬n da duali tan¬mlanabilir. X in

dualinin duali (X 0)0 = X 00 lineer vektör uzay¬na X in ikinci duali denir.
Dualinin duali kendisine eşit olan uzaya, yans¬mal¬uzay ad¬verilir.

Teorem 2.1.18. (X; k�k) uzay¬yans¬mal¬bir Banach uzay¬ise X in her alt uzay¬

da yans¬mal¬d¬r.

Teorem 2.1.19. Bir (X; k�k) normlu zay¬n¬n yans¬mal¬olmas¬için gerek ve yeter
koşul X

0
uzay¬n¬n yans¬mal¬olmas¬d¬r. E¼ger X ayr¬labilir bir uzay ise, X

0
uzay¬da

ayr¬labilirdir. X ayr¬labilir ve yans¬mal¬bir uzay ise X
0
de ayr¬labilir ve yans¬mal¬

bir uzay olur.

2.2. Ölçülebilir Fonksiyonlar ve Lebesgue ·Integrali

Tan¬m 2.2.1. Rn in altkümelerinin bir � s¬n¬f¬aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa
i) Rn 2 �,
ii) A 2 � iken Ac = fx 2 Rn : x =2 Ag 2 �

iii) j = 1; 2; :::, olmak üzere Aj 2 � iken
1[
j=1

Aj 2 �

� s¬n¬f¬na bir �-cebiri denir.

Tan¬m 2.2.2. � : �! R+ [ f+1g fonksiyonu tan¬ml¬olsun. fAjgj2N ; � s¬n¬f¬n-
daki ayr¬k kümelerin bir toplulu¼gu olmak üzere, bu toplulu¼gun say¬labilir her bir-

leşimi için aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬yorsa,

�

 1[
j=1

Aj

!
=

1X
j=1

� (Aj) ; 8Aj \ Ak = ?; j 6= k
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� fonksiyonu � s¬n¬f¬üzerinde bir ölçümdür denir.

Tan¬m 2.2.3. Rn�nin altkümelerinde bir �-cebiri � ve bu s¬n¬f üzerinde aşa¼g¬daki
özelliklere sahip pozitif bir � ölçümünün varl¬¼g¬söylenebilir.

i) Rn de bulunan tüm aç¬k kümeler ��ya aittir,

ii) A � B, B 2 � ve � (B) = 0 iken, A 2 � ve � (A) = 0 d¬r,

iii)A = fx 2 Rn : aj � xj � bj; j = 1; 2; :::; ng ikenA 2 � ve � (A) =
1Y
j=1

(bj � aj)

iv) � ölçümü ötelemeye göre invaryantt¬r. Yani x 2 Rn ve A 2 � olmak üzere

x+ A = fx+ y : y 2 A 2 �g ve � (x+ A) = � (A)

sa¼glan¬r.

Yukar¬daki özellikleri sa¼glayan bir � s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬na, Rn�nin (Lebesgue)
ölçülebilir altkümeleri ve � ölçüm fonksiyonuna da Rn�de Lebesgue ölçümü denir.

A 2 � olmak üzere � (A) için A kümesinin ölçümü denir ve jAj ile gösterilir.

Tan¬m 2.2.4. B � A � Rn ve jBj = 0 iken, A � B kümesinin her noktas¬nda

sa¼glanmakta olan bir özellik için, A kümesinde hemen hemen her yerde (hhhy)
geçerli bir özellik denir.

Tan¬m 2.2.5. A ölçülebilir bir küme ve bu küme üzerinde, f : A! R[f�1;+1g
fonksiyonu tan¬ml¬olsun. E¼ger 8 a 2 R için

fx 2 A : f (x) > ag

kümesi ölçülebilir oluyorsa, f fonksiyonuna ölçülebilir bir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.2.6. A � Rn olmak üzere,A kümesinin karakteristik fonksiyonu aşa¼g¬daki
gibi tan¬mlan¬r.

�A(x) =

(
1; e¼ger x 2 A
0; e¼ger x =2 A

Tan¬m 2.2.7. f fonksiyonu A � Rn de ölçülebilir ve reel de¼gerli bir fonksiyon

olsun. Aj � A ölçülebilir olmak üzere bir s =
mX
j=1

aj�Aj basit fonksiyonu içinZ
A

s (x) dx =
mX
j=1

aj� (Aj)

ifadesi tan¬ml¬d¬r. f negatif olmayan de¼gerli ve ölçülebilir olmak üzere
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Z
A

f (x) dx = sup

Z
A

s (x) dx

olarak tan¬mlan¬r. Buradaki supremum, A kümesinin d¬̧s¬nda vanishing olan ve A

da 0 � s (x) � f (x) şart¬n¬ sa¼glayan ölçülebilir basit s fonksiyonlar¬ üzerinden

al¬nmaktad¬r. f+ = max (f; 0) ve f� = �min (f; 0) fonksiyonlar¬n¬n her ikisi de
ölçülebilir ve negatif olmayan fonksiyonlar olmak üzere, f fonksiyonunu f = f+ �
f�şeklinde yazal¬m. Aşa¼g¬daki ifadeZ




f(x)dx =

Z



f+(x)dx�
Z



f�(x)dx

sa¼g taraftaki integrallerden en az biri sonlu olacak şekilde tan¬ml¬d¬r. E¼ger her iki

integral de sonlu ise, f fonksiyonuna A üzerinde Lebesgue integrallenebilir denir
ve A bölgesinde integrallenebilir tüm fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬L1(
) ile ifade edilir.

2.3. Lebesgue Uzaylar¬

Fonksiyonel analizin önemli bir bölümünü Lebesgue uzaylar¬oluşturur. Bu

uzaylar sonlu boyutlu vektör uzay¬n¬n genelleşmesi olan bir fonksiyon uzay¬d¬r. ·Ilk

olarak 1910 y¬l¬nda F.Riesz taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧s ancak ismini 1958 y¬l¬nda Fran-

s¬z matematikçi H. Lebesgue�den alm¬̧st¬r [11]. Bu uzay¬n uygulamalar¬, istatistik,

�zik, �nans ve muhendislik gibi alanlarda görülmektedir. Lebesgue uzay¬n¬n özellik-

lerinden bahsedebilmek için sürekli fonksiyonlar uzay¬ndan bahsetmek önemlidir.

Tan¬m 2.3.1. (Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬) 
, Rn de bir bölge ve m negatif

olmayan bir tamsay¬olsun. Sürekli her � fonksiyonunun j�j � m mertebeden k¬smi

türevlerinin de sürekli oldu¼gu vektör uzay¬na Cm (
) uzay¬denir. C0 (
) � C (
)

olarak sembolize edilir. Özel olarak;

C1 (
) =

1\
m=0

Cm (
)

olacak şekilde tan¬mlan¬r. C0 (
) ve C10 (
) uzaylar¬s¬ras¬yla C (
) ve C
1 (
) uza-

ylar¬nda, 
 üzerinde kompakt deste¼ge sahip fonksiyonlar¬n uzay¬olarak adland¬r¬l¬r

Tan¬m 2.3.2. (Öteleme Operatörü) y 2 Rn olmak üzere � yf = f(x + y) ile

tan¬mlanan x noktas¬n¬x+y noktas¬na öteleyen operatöre, öteleme operatörü denir.

Tan¬m 2.3.3. 
; Rn de ölçülebilir bir bölge ve p pozitif bir reel bir say¬olmak
üzere, 
 bölgesinde tan¬ml¬, ölçülebilir ve
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Z



jf (x)jp dx <1 (2.2)

şart¬n¬ sa¼glayan tüm f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬na Lp (
) Lebesgue uzay¬ denir.
Lp(
) uzay¬n¬n elemanlar¬, (2:2) koşulunu sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n den-

klik s¬n¬�ar¬d¬r.

E¼ger f fonksiyonu (2:2) özelli¼gini sa¼gl¬yorsa f 2 Lp(
) olur. 
 üzerinde hhh

yerde f(x) = 0 ise Lp(
) uzay¬nda f = 0 olur.

Aç¬kça görülür ki e¼ger f 2 Lp(
) ve c 2 C ise cf 2 Lp(
) olur . Ayr¬ca f; g 2
Lp(
) iken

jf(x) + g(x)jp � (jf(x)j+ jg(x)j)p � 2p (jf(x)jp + jg(x)jp)

ve f + g 2 Lp(
) oldu¼gundan dolay¬Lp(
) bir vektör uzay¬olur.
1 � p <1 için, Lp(
) uzay¬

kfkp =

8<:
Z



jf (x)jp dx

9=;
1=p

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

C0 (
) ve C10 (
) uzaylar¬Lebesgue uzay¬nda yo¼gundurlar. Böylelikle Lebesgue

uzay¬ayr¬labilirdir [4].

Lebesgue uzay¬ayr¬labilir olmas¬n¬n yan¬nda düzgün konveks ve yans¬mal¬d¬r [4].

Öteleme operatörü, Lebesgue uzay¬nda süreklidir [4].

Tan¬m 2.3.4. 
 bölgesinde ölçülebilir bir f fonksiyonu için hhh yerde jf(x)j � K

olacak şekilde bir K sabiti varsa f fonksiyonu için hemen hemen s¬n¬rl¬d¬r denir.
K sabitlerinin en büyük alt s¬n¬r¬na jf j in 
 bölgesindeki esas supremumu denir
ve ess sup

x2

jf(x)j ile gösterilir.

Bu şekilde tan¬ml¬f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬L1(
) ile gösterilir ve aşa¼g¬daki norm

ile tan¬ml¬d¬r.

kfk1 = ess sup
x2


jf(x)j

L1(
) uzay¬k:k1normu ile bir Banach uzay¬d¬r.
C (
) uzay¬L1(
) uzay¬n¬n kapal¬bir öz alt uzay¬oldu¼gu halde bu uzayda yo¼gun

de¼gildir.

L1(
) uzay¬ayr¬labilir de¼gildir.

Tan¬m 2.3.5. C10 (
) uzay¬n¬n reel de¼gerli, non negatif bir J fonksiyonu için " > 0

iken J" (x) = "�nJ (x=") non negatif ve

13
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(i) jxj � " ise J" (x) = 0

(ii)

Z
Rn

J" (x) dx = 1

özelliklerini sa¼gl¬yorsa J" bir moli�er olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.3.6. 1 < p < 1 için 1 < p0 < 1 ve 1
p
+ 1

p0 = 1 olmak üzere p
0 = p

p�1
say¬s¬na p nin eşleni¼gi ad¬verilir.

Tan¬m 2.3.7. Ölçülebilir bir f fonksiyonu ve kompakt (kapal¬ve s¬n¬rl¬) bir K

kümesi üzerinde Z
K

jf j d� <1

oluyorsa f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir denir. L1loc(
) ve L
p
loc(
) uzaylar¬

L1loc (
) =

8<:f :
Z
K

jf j d� <1; K � 


9=;
Lploc(
) =

8<:f :
Z
K

jf jp d� <1; K � 


9=;
şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Teorem 2.3.8. (Hölder Eşitsizli¼gi)
1 < p <1 ve f 2 Lp(
); g 2 Lp0(
) iken fg 2 L1(
) olur veZ




jf(x)g(x)j dx � kfkp kgkp0

eşitsizli¼gi gerçeklenir.

Teorem 2.3.9. (Minkowski Eşitsizli¼gi)

 ölçülebilir bir uzay. 1 � p � 1 ve f; g 2 Lp (
) olmak üzere (f + g) 2 Lp (
)

olur. Yani 1 < p <1 için

kf + gkp � kfkp + kgkp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Minkowski integral eşitsizli¼gi ise aşa¼g¬daki gibi tan¬ml¬d¬r.

f fonksiyonu Rm � Rn de ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere, hemen hemen
her y 2 Rn için f(x; y) 2 Lp (Rm) ve y ! kf (�; y)kp;Rm fonksiyonu L1 (Rn) uzay¬na

ait olsun. Bu durumda x!
Z
Rn

f (x; y) dy; Lp (Rm) uzay¬na ait olur ve

14
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�Z
Rm

����Z
Rn
f (x; y) dy

����p dx� 1
p

�
Z
Rn

�Z
Rm
jf (x; y)jp dx

� 1
p

dy

yani 



Z
Rn
f (�; y) dy






p;Rm

�
Z
Rn
kf (�; y) dykp;Rm

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 2.3.10. (Lebesgue Bask¬n Yak¬nsama Teoremi)
fn : R ! [�1;1] ölçülebilir fonksiyonlar¬için lim f (x) = lim

n!1
fn (x) limiti var

ve g : R! [0;1] integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Her x 2 R için jfn (x)j � g (x)

olmak üzere

lim
n!1

Z
R

fnd� =

Z
R

lim
n!1

fnd� =

Z
R

fd�

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Teorem 2.3.11. (Fubini Teoremi)
f fonksiyonu Rn+m de ölçülebilir bir fonksiyon ve

I1 =

Z
Rn+m

jf (x; y)j dxdy;

I2 =

Z
Rm

0@Z
Rn

jf (x; y)j dx

1A dy;

I3 =

Z
Rn

0@Z
Rm

jf (x; y)j dy

1A dx;

integrallerinden en az biri var ve sonlu ise aşa¼g¬daki ifadeler geçerlidir;

a) Hemen hemen her y 2 Rm için f (�; y) 2 L1 (Rn) ;
b) Hemen hemen her x 2 Rn için f (x; �) 2 L1 (Rm) ;

c)
Z
Rn

f (x; �) dx 2 L1 (Rm) ;

d)
Z
Rm

f (�; y) dy 2 L1 (Rn) ; ve

e) I1 = I2 = I3:

15
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2.4. A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue Uzaylar¬

Tan¬m 2.4.1. Ap a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬, B. Muckenhoupt [44] taraf¬ndan tan¬mlan-

m¬̧st¬r.

1 � p <1 ve her B � Rn yuvar¬için0@Z
B

w (x) dx

1A0@Z
B

w (x)1�p
0
dx

1Ap�1

� cp jBjp

eşitsizli¼gini sa¼glayan pozitif bir cp sabiti var ise w fonksiyonu Ap a¼g¬rl¬k s¬n¬f¬na aittir

denir.

1 < p <1 ve p = 1 için x 2 B hemen hemen her yerdeZ
B

w (y) dy � c1w (x) jBj

ifadesini sa¼glar. Burada en küçük cp sabiti [w]Ap ile gösterilir. A1 =
[
p�1

Ap olarak

tan¬mlan¬r.

1 < p < q <1 ve 1
p
+ 1

p0 = 1 olsun0@Z
B

w (x)q dx

1A1=q0@Z
B

w (x)�p
0
dx

1A1=p0

� C jBj1+
1
q
� 1
p

eşitsizli¼gini sa¼glayan C > 1 bulunabiliyorsa w a¼g¬rl¬k fonksiyonu Ap;q s¬n¬f¬ndand¬r

denir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r.

kwkLq(B)


w�1



Lp0 (B)
� C jBj1�

�
n (2.3)

Ap;q s¬n¬f¬Muckenhoupt and R. Wheeden [45] taraf¬ndan fraksiyonel integral

operatörlerinin a¼g¬rl¬kl¬norm eşitsizliklerinin elde edilmesinde kullan¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.4.2. w, hemen hemen her x 2 Rn için w(x) > 0 olacak şekilde bir

a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve E kümesi Lebesgue ölçümü jEj ile gösterilen ölçülebilir bir

küme olmak üzere w (E) =
Z
E

w (x) dx olarak tan¬mlan¬r.

1 � p <1 ve 
 � Rn için a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬Lp;w (
)

kfkLp;w(
) =

0@Z



jf(x)jpw(x)dx

1A1=p

<1
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normu ile tan¬ml¬d¬r.

Lemma 2.4.3. 1 < p < q olmak üzere wq 2 A1+ q
p0
ise w 2 Ap;q elde edilir [39].

2.5. Baz¬Klasik Operatörler

Bu tez çal¬̧smas¬nda ele al¬nan operatörler aşa¼g¬da tan¬mlanmaktad¬r. Bu

operatörler ayn¬zamanda [57] çal¬̧smas¬nda da yer alm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.5.1 (Alt lineer Operatör)
f; g 2 L1loc(Rn) ve a; b 2 R olmak üzere bir T operatörü için

T (af + bg) � jajTf + jbjTg

koşulu sa¼glan¬yorsa T ye alt lineer operatördür denir.

Tan¬m 2.5.2 1 < p <1 olmak üzere bir T alt lineer operatörü, Lp(Rn) uzay¬nda
s¬n¬rl¬ve her x 2 Rn ve r > 0 için aşa¼g¬daki koşulu sa¼gl¬yorsa

�B(x;r)(z)
��T �f �RnnB(x;2r)� (z)�� . �B(x;r)(z)

Z
RnnB(x;2r)

jf(y)j
jy � zjndy

T operatörüne p-admissible singular tipli operatör denir. p-admissible singular tipli

operatörler s¬n¬f¬aşa¼g¬daki operatörleri de kapsar.

Tan¬m 2.5.3 (Calderon-Zygmund Operatörü)
Bu operatörlerin Lp(Rn) Lebesgue uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬na dair esas teorem 1938

y¬l¬nda y¬l¬nda S.G. Mikhlin taraf¬ndan yay¬nlanm¬̧st¬r [41]. 1952 y¬l¬nda bu oper-

atörler, A.P. Calderón ve A. Zygmund [14] taraf¬nfan analiz edilmi̧s ve 1960 larda

Mikhlin�Calderón�Zygmund operatörleri olarak s¬kça an¬lm¬̧st¬r. Ancak günümüzde

Calderón�Zygmund operatörleri kavram¬, G. David ve J.L. Journé [19] taraf¬ndan

1983 y¬l¬nda tan¬mlanm¬̧s olan operatörler s¬n¬f¬için kullan¬lmaktad¬r.

Çekirdek fonksiyonu K(x; y)

Her x 6= y için jK(x; y)j . jx� yj�n (2.4)

olmak üzere,

Calderon Zygmund operatörü S;

Sf(x) :=
Z
Rn
K(x; y)f(y) dy := lim

"!0

Z
jx�yj>"

K(x; y)f(y) dy

olacak şekilde tan¬mlan¬r ve Lp(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [41].

17
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Tan¬m 2.5.6. (Hardy Littlewood Maksimal operatörü)
f fonksiyonu Rn de lokal integrallenebilir olsun. f in bir B(x; r) yuvar¬üzerinde

ortalama de¼geri

fB(x;r) =
1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

olmak üzere f : Rn ! [�1;1] fonksiyonunun Hardy Littlewood maksimal fonksiy-
onu, Mf : Rn ! [0;1]

Mf(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

= sup
r>0

fB(x;r)

olarak tan¬ml¬d¬r. M maksimal operatör alt lineerdir, dolay¬s¬yla f; g 2 L1loc(Rn) ve
a; b 2 R olmak üzere

M (af + bg) � jajMf + jbjMg

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 2.5.7. (Fraksiyonel Maksimal operatör)
0 � � < n olmak üzere f : Rn ! [�1;1] lokal integrallenebilir fonksiyonu için

fraksiyonel maksimal fonksiyon

M�f (x) = sup
r>0

r�

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

olarak tan¬mlan¬r. Fraksiyonel maksimal fonksiyonun k¬smi diferansiyel denklem-

lerde birçok uygulamalar¬vard¬r. � = 0 al¬n¬rsa Hardy-Littlewood maksimal fonksiy-

onuna kaŗs¬l¬k gelir.

Maksimal operatör harmonik analizde genellikle di¼ger operatörleri kontrol etmek

için kullan¬l¬r.

Sharp Maksimal fonksiyonu ise

M ]f(x) := sup
t>0

1

jB(x; t)j

Z
B(x;t)

jf(y)� fB(x;r)jdy

olarak tan¬mlan¬r. Maksimal fonksiyon ile mukayese edersek,

(M ]f)(x) � 2(Mf)(x); x 2 Rn (2.5)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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Teorem 2.5.8. f 2 Lp (Rn) ; 1 < p � 1 olmak üzere Hardy-Littlewood maksimal

operatörü klasik Lebesgue uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [65]

Tan¬m 2.5.9. (Riesz potansiyel Operatörü)
Her iki çarpan fonksiyondan lokal olarak daha iyi davranan bir fonksiyon üretmek

için, her birinin düzensizli¼gini kald¬ran iki fonksiyonun noktasal olmayan çarp¬m¬n¬

oluşturmak kullan¬̧sl¬d¬r.

f � g(x) =
Z
Rn

f (x� y) g(y)dy (2.6)

integrali var olmak üzere (2:6) ile tan¬mlanan f ve g fonksiyonlar¬n¬n f � g kon-
volüsyonudur. f fonksiyonun bir K çekirde¼gi ile konvolüsyonu ise

f �K(x) =
Z
Rn

f(y)K(x� y)dy

şeklindedir. Konvolüsyon operatörünün çekirde¼ginin integrallenemeyen tekilli¼gi varsa

singüler integral, zay¬f (integrallenebilen) tekilli¼gi varsa potansiyel ad¬verilir.
0 < � < n olmak üzere jxj��n çekirde¼gine Riesz çekirdek fonksiyonu denir.

Bu fonksiyonun orijinde zay¬f tekilli¼gi vard¬r. Bir fonksiyonun Riesz potansiyeli

I�f(x) = I� � f(x) =
Z
Rn

f(y)dy

jx� yjn��

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.5.10. 0 < � < n; 1 � p < q < 1 , 1
q
= 1

p
� �

n
ve p > 1 olmak üzere

Riesz potansiyel operatörü klasik Lebesgue uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [65].

Tan¬m 2.5.11. (Hardy Operatörleri) Çok boyutlu Hardy operatörleri H ve H,

Hf(x) :=
1

jxjn
Z
jyj<jxj

f(y) dy ve Hf(x) :=
Z
jyj>jxj

f(y)

jyjn dy

olarak tan¬mlan¬r. jx � yj < 2jxj koşulu H nin integral tan¬m¬nda kullan¬l¬rsa

aşa¼g¬daki noktasal eşitsizlik elde edilir:

H jf(x)j � 2nvnMf(x); x 2 Rn (2.7)

0 � � < n olmak üzere uygun f fonksiyonlar¬al¬narak daha genel olarak, H�

and H� Hardy tipli operatörler
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H�f(x) := jxj��n
Z
jyj<jxj

f(y) dy ve H�f(x) := jxj�
Z
jyj>jxj

f(y)

jyjn dy

olarak tan¬mlan¬r.

Kolayca görülür ki H� operatörü ile fraksiyonel Maksimal operatör ve Riesz

operatörü aras¬nda noktasal eşitsizlik yaz¬labilir. 0 < � < n için

M�f(x) := sup
t>0

1

jB(x; t)j1��
n

Z
B(x;t)

jf(y)jdy; x 2 Rn

ve

I�f(x) :=

Z
Rn

f(y)

jx� yjn��dy; x 2 Rn

olmak üzere

jH�f(x)j � vn2
n�� (M�f) (x) � 2n��I�(jf j)(x); x 2 Rn (2.8)

noktasal eşitsizli¼gi kolayca elde edilebilir. Bu noktasal eşitsizlikte Hardy operatorü

H�; Riesz potansiyel operatörü taraf¬ndan s¬n¬rland¬r¬lm¬̧st¬r. Bu noktasal eşitsizlik

bilinmektedir ancak bu eşitsizli¼ge referans bulunamad¬¼g¬ndan aşa¼g¬da basitçe ispat¬

verilmi̧stir.

Lemma 2.5.12. 0 < � < n olmak üzere,

jH�f(x)j � 2n�� I�(jf j)(x) ; x 2 Rn (2.9)

eşitsizli¼gi geçerlidir.

·Ispat. Yukar¬daki eşitsizlik

jyj > jxj için
jxj�
jyjn �

2n��

jx� yjn��

ifadesinde t = jxj
jyj ve x

0 = x
jxj , y

0 = y
jyj , kabulleri al¬narak elde edilir. Ayn¬zamanda

bu ifadeye denk olan

t� � 2n��
�

jyj
jx� yj

�n��
veya t� � 2n��

jtx0 � y0jn��

eşitsizli¼gi t < 1 ve jtx0 � y0j � 2 al¬narak elde edilir.
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Tan¬m 2.5.13. (Oscillatory integral operatörleri)
Bu operatörler matematik ve �zik alanlar¬nda kullan¬lmaktad¬r. Harmonik analiz

için önemli operatörler olarak kabul edilmektedir çünkü harmonik analizde kul-

lan¬lan bir çok operatör oscillatory integrallerinin bir versiyonudur. Bunlardan baz¬lar¬

Fourier transformu, Bocher-Riesz ortalaşm¬̧slar¬ve Radon transformudur. Oscilla-

tory integrallerinin özellikleri E. Stein taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r [65].

Bir K da¼g¬l¬m çekirde¼gi aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yor ise

jK(x; y)j � C

jx� yjn ; x 6= y

jrxK(x; y)j+ jryK(x; y)j �
C

jx� yjn+1 ; x 6= y

standart Calderón-Zygmund (k¬saltma olarak C-Z) çekirde¼gi olarak adland¬r¬l¬r.

P (x; y) polinomu Rn � Rn de reel de¼gerli bir polinom olmak üzere C-Z integral

operatorü T;

Tf (x) = p.v.
Z
Rn

K (x; y) f (y) dy

ve oscillatory integral operatorü S;

Sf (x) = p.v.
Z
Rn

eiP (x;y)K (x; y) f (y) dy

olarak tan¬mlan¬r. Lu ve Zhang 1 < p <1 iken S operatörünün Lp s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde

etmek için T operatörünün L2 s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬kullanm¬̧slard¬r [39].

Ricci and Stein K� standart fraksiyonel C-Z çekirde¼gini, 0 < � < n olmak üzere

jK�(x; y)j �
C

jx� yjn��

jrxK�(x; y)j+ jryK�(x; y)j �
C

jx� yjn+1�� ; x 6= y

şeklinde tan¬mlam¬̧slard¬r [54]. P (x; y) polinomu Rn�Rn de reel de¼gerli bir polinom
veK� standart fraksiyonel C-Z çekirde¼gi olmak üzere, fraksiyonel oscillatory integral

operatörü aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r [21].

S�f (x) = p.v.
Z
Rn

eiP (x;y)K� (x; y) f (y) dy

� = 0 iken S� = S ve K� = K elde edilir.
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Lemma 2.5.14. K bir standart C-Z çekirde¼gi ve C-Z singular integral operatorü

T; (L2 (Rn) ; L2 (Rn)) tipli olsun. P (x; y) reel de¼gerli bir polinom ve w 2 Ap (1 <

p <1) olmak üzere S operatörü Lp;w(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [63].

Lemma 2.5.15. w 2 Ap(1 < p <1); K bir C-Z çekide¼gi, P (x; y) reel de¼gerli bir

polinom ve T operatörü (L2 (Rn) ; L2 (Rn)) tipli olsun. Bu durumda b 2 BMO (Rn)
olmak üzere

kSbfkLp;w(Rn) � C kbk� kfkLp;w(Rn)

eşitsizli¼gini sa¼glayan P den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r [61].

2.6. Baz¬Klasik Operatörlerin Kommutatörleri

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzay¬, John ve Nirenberg [34] taraf¬ndan 1961

y¬l¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r. BMO uzay¬, L1 uzay¬ile benzer özelliklere sahiptir ve s¬kça

L1 yerine kullan¬l¬r. Klasik singüler integral operatorleri L1 uzay¬ndan L1 uzay¬na

s¬n¬rl¬olmamas¬na ra¼gmen, L1 uzay¬ndan BMO uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Fe¤erman, 1971

y¬l¬nda BMO uzay¬n¬n, H1 Hardy uzay¬n¬n duali oldu¼gunu göstermi̧stir.

Lemma 2.6.1. Bir f 2 Lloc1 (Rn) fonksiyonu

kfkBMO := sup
x2Rn;r>0

1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

��f (y)� fB(x;r)
�� dy <1 (2.10)

şart¬n¬sa¼gl¬yor ise f fonksiyonuna s¬n¬rl¬sal¬n¬ml¬fonksiyon denir. BMO (Rn) uzay¬,
kfkBMO <1 olacak şekilde Rn deki tüm f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r.

BMO (Rn) =
�
f 2 Lloc1 (Rn) : kfkBMO <1

	
(i) Her 1 < p <1 için

sup
x2Rn;r>0

0B@ 1

jB (x; r)j

Z
B(x;r)

��f (y)� fB(x;r)
��p dy

1CA
1
p

� kfkBMO (2.11)

olur.

(ii) B1 � B2 olacak şekilde Rn deki her B1; B2 yuvarlar¬için

jfB1 � fB2j .
B2
B1
kfkBMO (2.12)

eşitsizli¼gi geçerlidir.
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(iii) Her � > 1 için

��fB(x;�r) � fB(x;r)
�� � C ln (� + 1) kfkBMO (2.13)

eşitsizli¼gi f; x; r ve � dan ba¼g¬ms¬z bir C key� sabiti ile elde edilir.

Lokal integrallenebilir bir b fonksiyonu için T operatörü ve b fonksiyonundan elde

edilen kommutatör aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

[b; T ] f := bT (f)� T (bf)

Özel olarak, Maksimal operatörün komutatörü aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanmaktad¬r:

Mbf (x) := sup
x2Rn;r>0

1

jB (x; t)j

Z
B(x;t)

jb (x)� b (y)j jf (y)j dy

E¼ger b negatif de¼gil ise her f 2 Lloc1 (Rn) için

j[b;M ] f (x)j �Mbf (x) (2.14)

olur.

Lemma 2.6.2. 1 < p < 1 ve b 2 BMO (Rn) olmak üzere her f 2 Lploc (Rn) ve
herhangi bir B (x0; r) yuvar¬için

kMbfkLp(B(x0;r)) . kbkBMO r
n
p sup

t>r

�
1 + ln

t

r

�
t�

n
p kfkLp(B(x0;t)) (2.15)

dir [31].

Tan¬m 2.6.3. Lokal integrallenebilen b fonksiyonundan elde edilen fraksiyonel

Maksimal operatörün komutatörüM�;b ve fraksiyonel integral (Riesz) operatörünün

komutatörü I�;b aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanmaktad¬r:

M�;bf (x) = b (x)M�f (x)�M� (bf) (x)

I�;bf (x) = b (x) I�f (x)� I� (bf) (x)

Ayn¬şekilde yine lokal integrallenebilen b fonksiyonundan elde edilen oscillatory

integral operatorünün komutatörü Sb ve fraksiyonel oscillatory integral operatorünün

komutatörü S�;b s¬ras¬yla

Sbf (x) = Sf (x) b (x)� S (bf) (x)
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ve

S�;bf (x) = S�f (x) b (x)� S� (bf) (x)

olarak tan¬mlan¬r.

2.7. Lp;� Morrey Uzaylar¬

Morrey Uzaylar¬Lp;� (
), 1938 y¬l¬nda C.B. Morrey taraf¬ndan ikinci derece-

den eliptik k¬smi diferansiyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisinde yer alan

problemlerle u¼graş¬rken ortaya ç¬kar¬lm¬̧st¬r. Ard¬ndan Navier-Stokes ve Schrödinger

denklemlerinde, süreksiz katsay¬l¬eliptik problemler ile ilgili uygulamalarda gündeme

gelmi̧stir. Morrey uzaylar¬Lp Lebesgue uzaylar¬n¬n iyileştirilmi̧s halidir ve Hölder

ile BMO uzaylar¬n¬ihtiva eden Morrey-Campanato uzaylar¬n¬n bir parças¬d¬rlar.

Tez içerisinde ~B (x; r) = B(x; r) \ 
 olarak kabul edilmektedir.

Tan¬m 2.7.1. (Klasik Morrey Uzay¬) 
, Rn in s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölgesi, 0 � �

ve 1 � p <1 olmak üzere Lp;� (
) Morrey uzay¬

kfkLp;�(
) = kfkp;� := sup
x2
; r>0

r�
�
p kfkp; ~B(x;r) � C <1 (2.16)

koşulunu sa¼glayan f 2 Lp (
) fonksiyonlar¬n lineer uzay¬olarak tan¬mlan¬r. Yukar¬-
daki C sabiti sadece f ye ba¼gl¬d¬r. kfkp;�normu, Lp;� (
) uzay¬nda bir yar¬normdur.

Lp;� (
) Morrey uzay¬kfkp;� normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Teorem 2.7.2. 
, Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölge ve 1 � p <1 olmak üzere;

1) � = 0 ise Lp;0(
) �= Lp(
),

2) � = n ise Lp;n(
) �= L1(
),

3) � > n ise Lp;�(
) = f0g :
4) 0 < � � n ise Lp;�(
) uzay¬ayr¬labilir de¼gildir.

Teorem 2.7.3. 
, Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölge, 0 � � � n ve 0 � � � n olmak

üzere p � q ve n��
p
� n��

q
koşullar¬alt¬nda

Lq;� (
) ,! Lp;� (
)

gömmesi geçerlidir. 
 bölgesi s¬n¬rs¬z iken yukar¬daki gömme geçersizdir.

Teorem 2.7.4. 1 < p <1 ve 0 < � < n olmak üzere Hardy-littlewood maksimal

operatörü Lp;� (
) klasik Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [16].
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Teorem 2.7.5. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 0 < � < n � �p ve 1

p
� 1

q
= �

n�� olmak

üzere I� Riesz potansiyel operatörü Lp;� (
) klasik Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [1].

2.8. Lp;�(w) A¼g¬rl¬kl¬Morrey Uzaylar¬

Komori and Shirai, 2019 y¬l¬nda yay¬nlanan [37] çal¬̧smalar¬nda Lp;�(w) a¼g¬r-

l¬kl¬Morrey uzaylar¬n¬ tan¬mlam¬̧slard¬r. Harmonik analizin klasik operatörlerinin

s¬n¬rl¬l¬klar¬bu uzaylarda araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.8.1. (Doubling koşulu) B = B (x0; r) olmak üzere verilen bir w

a¼g¬rl¬k fonksiyonu için w(2B) � Dw(B) şart¬n¬sa¼glayan bir D var ise w; doubling

koşulunu sa¼gl¬yor denir ve w 2 �2 ile gösterilir.

Tan¬m 2.8.2. (A¼g¬rl¬kl¬Morrey Uzay¬) 1 � p <1, 0 < � < 1 ve w bir a¼g¬rl¬k

fonksiyonu olsun. A¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬,

kfkLp;�(w) = sup
x2Rn;r>0

0@ 1

w (B (x; r))�

Z
Rn

jf (x)jpw (x) dx

1A1=p

normu ile

Lp;�(w) :=
n
f 2 Lploc (w) : kfkLp;�(w) <1

o
olarak tan¬mlan¬r [37].

Uyar¬2.8.3.

1. 0 < � < n iken � = �=n ve w � 1 ise L�;w(w) = Lp;�(Rn) klasik Morrey uzay¬
elde edilir.

2. w 2 �2 olsun. � = 0 iken Lp;0(w) = L�;w(w), � = 1 iken Lp;1(w) = L1(w)

olur.

3. Bir boyutlu durumda �1=2 < � < 0 için bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu w(x) = jxj� ve
f(x) = �(0;1) (x) jxj�1=2 olmak üzere, f 2 L1;

�+1=2
�+1 (w) nL2(�+1) (w) elde edilir

[37].

Teorem 2.8.4. w 2 Ap; 1 < p < 1 olmak üzere M Hardy-Littlewood maximal

fonksiyonu Lp;�(w) a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [44].

Teorem 2.8.5. 1 < p < 1, 0 < � < 1 ve w 2 Ap olmak üzere S Calderon�
Zygmund operatorü Lp;�(w) a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [37].
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Teorem 2.8.6. 0 < � < n; 1 < p < n=�, 1=q = 1=p � �=n, 0 < � < p=q ve

w 2 Ap;q olmak üzere M� fraksiyonel Maksimal operatörü ve I� fraksiyonel integral

operatörü Lp;�(wp; wq) uzay¬ndan Lq;�q=p(wq) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r [37].

Teorem 2.8.7. b 2 BMO(Rn) ve I� fraksiyonel integral operatörü olsun. 0 < � <

n; 1 < p < n=�, 1=q = 1=p��=n, 0 < � < p=q ve w 2 Ap;q olmak üzere olmak üzere
[b; I�] komutatörü Lp;�(wp; wq) uzay¬ndan Lq;�q=p(wq) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r [37].

Teorem 2.8.8. b 2 BMO(Rn) ve S bir Calderon�Zygmund operatörü olsun.
1 < p < 1, 0 < � < 1 ve w 2 Ap olmak üzere [b; S] komutatörü Lp;�(w) uzay¬nda
s¬n¬rl¬d¬r [37].

2.9. Genelleştirilmi̧s Morrey Uzaylar¬

Genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬Lp;' (Rn), r� n¬n negatif olmayan bir ' (x; r)
fonksiyonu ile de¼gi̧stirilmesiyle oluşturulmuştur. Bu uzay baz¬gömülme durumlar¬

ile beraber, ilk olarak [23] çal¬̧smas¬nda görülmüştür. [74] makalesinde bu uzay-

lar Campanato uzaylar¬n¬n daha genel bir durumu gibi araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu uzay-

lar sobolev tipli kritik gömülmelerin çal¬̧s¬lmas¬nda oldukça faydal¬d¬rlar [59], [72].

Genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬nda, harmonik analizin operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬

[38, 42, 47, 60, 66] çal¬̧smalar¬nda ele al¬nm¬̧st¬r. Genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda

Maksimal operatör, Riesz potansiyel operatör, fraksiyonel maksimal operatör ve sin-

gular integral operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬[28] çal¬̧smas¬nda ele al¬nm¬̧st¬r.

Bu bölümde, [42] , [29] çal¬̧smalar¬ve bu tez çal¬̧smas¬nda ele al¬nan üç farkl¬

genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬tan¬m¬verilmektedir.

Tan¬m 2.9.1. (Mp;' Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬)
1 � p < 1 ve ' (x; r) fonksiyonu Rn � (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir bir

fonksiyon olsun.

kfkMp;'(Rn) = sup
x2Rn; r>0

' (x; r)�1 kfkLp(B(x;r)) <1

normuna sahip tüm f 2 Llocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlanm¬̧st¬r [42].

Tan¬m 2.9.2. (Mp;' Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬)
1 � p < 1 ve ' (x; r) fonksiyonu Rn � (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir bir

fonksiyon olsun. Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬,

kfkMp;' = sup
x2Rn; r>0

' (x; r)�1 jB (x; r)j�
1
p kfkLp(B(x;r))
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normunu sonlu yapan tüm f 2 Llocp (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬ olarak tan¬mlan-
m¬̧st¬r. E¼ger '(r) = r

��n
p al¬n¬rsa bu uzay klasik Morrey uzay¬yla çak¬̧s¬r [29].

Teorem 2.9.3. 1 � p <1 ve ölçülebilir '1; '2 fonksiyonlar¬için

1Z
t

'1 (x; r)
dr

r
� C'2 (x; t)

eşitsizli¼gi x ve t den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti için sa¼glan¬yorsa, p > 1 için M maksimal

operatörü Mp;'1(Rn) uzay¬ndan Mp;'2(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r [28].

Teorem 2.9.4. 1 � p < 1, 0 < � < n=p; 1=q = 1=p � �=n ve ölçülebilir '1; '1
fonksiyonlar¬için

1Z
t

t�'1 (x; t)
dt

t
� C'2 (x; r)

eşitsizli¼gi x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti için sa¼glan¬yorsa p > 1 için M� ve I�
operatörleri Mp;'1(Rn) uzay¬ndan M q;'2(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r [28].

Lemma 2.9.5. 1 < p <1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve b 2 BMO olsun. Bu durumda

kMb;�kLq(B(x0;r) � kbkBMO r
n
q sup
t>2r

�
1 + ln

t

r

�
t
�n
q kfkLp(B(x0;t) (2.17)

eşitsizli¼gi herhangi birB(x0; r) yuvar¬ve tüm f 2 Lploc (Rn) fonksiyonlar¬için sa¼glan¬r[31].

Teorem 2.9.6. 1 < p < 1; 0 � � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve b 2 BMO olsun. ('1; '2)

için

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�
t�'1 (x; t) � C'2 (x; r)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. Bu durumda

Mb;� operatörü Mp;'1(Rn) uzay¬ndan M q;'2(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r[31].

Lemma 2.9.7. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; q > p ve b 2 BMO olsun. '(x; t) fonksiyonu

için

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�
t�' (x; t) � Cr�

�p
q�p

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. Bu durumda

r > 0 ve x 2 Rn için

jM�;bf (x)j � C kbkBMO (Mbf (x))
p
q kfk1�

p
q

Mp;'
1
p

(2.18)
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noktasal eşitsizli¼gi geçerlidir[31].

Teorem 2.9.8. 1 < p < q <1; 0 � � < n
p
ve b 2 BMO olsun. ' fonksiyonu için

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�p
' (x; t) � C' (x; r)

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�
t�' (x; t) � Cr�

�p
q�p

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z C sabitleri var olsun. Bu du-

rumda Mb;� komutatörü Mp;'
1
p
(Rn) uzay¬ndan M q;'

1
q
(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r[31].

Lemma 2.9.9. 1 < p <1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve b 2 BMO olsun. Bu durumda

k[b; I�]kLq(B(x0;r) � kbkBMO r
n
q

Z 1

2r

�
1 + ln

t

r

�
t
�n
q
�1 kfkLp(B(x0;t) dt (2.19)

eşitsizli¼gi herhangi birB(x0; r) yuvar¬ve tüm f 2 Lploc (Rn) fonksiyonlar¬için sa¼glan¬r[31].

Teorem 2.9.10. 1 < p < 1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve b 2 BMO olsun. ('1; '2)

için Z 1

r

�
1 + ln

t

r

�
t�'1 (x; t) dt � C'2 (x; r)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. Bu durumda

[b; I�] operatörü Mp;'1(Rn) uzay¬ndan M q;'2(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r[31].

Lemma 2.9.11. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; q > p ve b 2 BMO olsun. '(x; t)

fonksiyonu için Z 1

r

�
1 + ln

t

r

�
t�' (x; t)

dt

t
� Cr�

�p
q�p

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. Bu durumda

r > 0 ve x 2 Rn için

j[b; I�] f (x)j � C kbkBMO (Mbf (x))
p
q kfk1�

p
q

Mp;'
1
p

(2.20)

noktasal eşitsizli¼gi geçerlidir[31].

Teorem 2.9.12. 1 < p < q <1; 0 � � < n
p
ve b 2 BMO olsun. ' fonksiyonu için

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�p
' (x; t) � C' (x; r)
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Z 1

r

�
1 + ln

t

r

�
t�' (x; t)

dt

t
� Cr�

�p
q�p

eşitsizlikleri sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z C sabitleri var olsun. Bu du-

rumda [b; I�] komutatörü Mp;'
1
p
(Rn) uzay¬ndan M q;'

1
q
(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r[31].

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n bir çok bölümünde sonuçlar Mizuhara�n¬n tan¬mlad¬¼g¬nor-

mda, ' (x; r) yerine ' (r) al¬narak elde edilmi̧stir. Bunun için aşa¼g¬daki � s¬n¬f¬

tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu � s¬n¬f¬genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬nda s¬kça kaŗs¬m¬za ç¬k-

maktad¬r.

Tan¬m 2.9.13. Lp;'(Rn) Genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬na iyi özellikler kazand¬ra-
bilmek amac¬yla ' parametresine bir tak¬m koşullar b¬rak¬lmas¬na ihtiyaç duyul-

muştur.

Aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glayan tüm ölçülebilir ' : (0;1)! (0;1) fonksiyonlar¬n¬n
s¬n¬f¬� ile temsil edilir.

1. ' hemen hemen artan

2. '(t)=tn hemen hemen azalan

3. Her � > 0 için inft>� '(t) > 0.

Aşa¼g¬daki tan¬mda genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬, modular fonksiyonu ile tan¬m-

lanmaktad¬r.

Tan¬m 2.9.14. 1 � p <1, ' 2 � ve modular

Mp;'(f ;x; r) :=
1

'(r)

Z
B(x;r)

jf(y)jp dy ; x 2 Rn; r > 0 (2.21)

olmak üzere,

kfkLp;' := sup
x2Rn; r>0

Mp;'(f ;x; r)
1=p

normunu sonlu yapan Rn de lokal integrallenebilir tüm fonksiyonlardan oluşan uzaya
genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬denir ve Lp;'(Rn) ile gösterilir. E¼ger 0 � � � n iken

'(r) = r� al¬n¬rsa Lp;'(Rn) = Lp;� klasik Morrey uzay¬yla çak¬̧s¬r.

E¼ger ' 2 � ise Lp;'(Rn) uzay¬non-trivial olur [48]. ' fonksiyonu için belirlenen
bu koşullar ile yuvar üzerindeki tüm karakteristik fonksiyonlar Lp;'(Rn) uzay¬na ait
olur. Ayr¬ca x0 2 Rn ve r0 > 0 için

k�B(x0;r0)k
p
p;' �

rn0
'(r0)

; x0 2 Rn; r0 > 0 (2.22)

elde edilir [26]. Ayr¬ca ';  2 � olmak üzere ' .  iken (2:22) yard¬m¬yla Lp;'(Rn) ,!
Lp; (Rn) gömülmesi gerçekleşir.
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2.10. Genelleştirilmi̧s A¼g¬rl¬kl¬Morrey Uzaylar¬

Tan¬m 2.10.1. (Mp;'(w) Genelleştirilmi̧s A¼g¬rl¬kl¬Morrey Uzay¬) 1 � p <

1; ' (x; r) fonksiyonu Rn � (0;1) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve w
fonksiyonu Rn de bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬
Mp;' (Rn;w) �Mp;'

w (Rn), aşa¼g¬daki yar¬normu sonlu yapan

kfkMp;'
w (Rn) = sup

x2Rn;r>0
' (x; r)�1w (B(x; r))

�1
p kfkLp;w(B(x;r))

tüm f 2 Llocp;w (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r.
0 � � < n olmak üzere T� lineer veya alt lineer operatörü herhangi bir kompakt

deste¼ge sahip ve f 2 L1 (Rn) için C > 0 sabiti f ve x den ba¼g¬ms¬z olmak üzere

jT�f(x)j � C

Z
Rn

jf(y)j
jx� yjn��

dy; x =2 suppf (2.23)

eşitsizli¼gi sa¼glayan operatörü temsil etsin.

� = 0 için (2.23) koşulu ilk olarak Soria ve Weiss (1994) taraf¬ndan tan¬m-

lanm¬̧st¬r. (2.23) koşulu Calderon-Zygmund operatörü, Hardy Littlewood Maksimal

operatörü, Riesz potansiyel operatörü ve fraksiyonel maksimal operatörü gibi har-

monik analizin pek çok operatörü için sa¼glan¬r.

Lemma 2.10.2. 1 < p <1; w 2 Ap; T0 operatörü (2.23) koşulunu sa¼glayan bir alt
lineer opetatör ve p > 1 için Lp;w(Rn) üzerinde s¬n¬rl¬olsun. Bu durumda 1 < p <1
için

kT0fkLp;w(B(x0;r)) � c kwk1=pL1(B(x0;t))

Z 1

2r

kfkLp;w(B(x0;t))


w�1=p



Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1

(2.24)

eşitsizli¼gi herhangi bir B(x0; r) yuvar¬ ve tüm f 2 Lp;wloc (Rn) fonksiyonlar¬ için
sa¼glan¬r [35].

Teorem 2.10.3. 1 < p <1 ve w 2 Ap olsun. ('1; '2) için

Z 1

r

essinf
t<s<1

'1(x; s)s
n

tn+1
dt � C'2(x; r)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. T0 operatörü

(2.23) koşulunu sa¼glayan bir alt lineer opetatör ve p > 1 için Lp;w(Rn) üzerinde s¬n¬rl¬
olsun. Bu durumda T0 operatörüM

p;'1
w (Rn) uzay¬ndanMp;'2

w (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r
[35].

Lemma 2.10.4. 1 < p < q < 1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� n

�
; w 2 Ap;q; T� operatörü
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(2.23) koşulunu sa¼glayan bir alt lineer opetatör ve p > 1 için Lp;w
p
(Rn) uzay¬ndan

Lq;w
q
(Rn) s¬n¬rl¬olsun. Bu durumda 1 < p < n

�
için

kT�fkLq;wq (B) � (wq (B))
1
q

Z 1

2r

kfkLp;wp (B(x0;t)) (w
q (B (x0; t)))

�1
q
dt

t
(2.25)

eşitsizli¼gi herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve tüm f 2 Lp;wloc (Rn) fonksiyonlar¬için
sa¼glan¬r [29].

Teorem 2.10.5. 1 < p < q < 1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� n

�
; w 2 Ap;q; T� operatörü

(2.23) koşulunu sa¼glayan bir alt lineer opetatör ve p > 1 için Lp;w
p
(Rn) uzay¬ndan

Lq;w
q
(Rn) s¬n¬rl¬olsun. ('1; '2) için

Z 1

r

essinf
t<s<1

'1(x; s) (w
p (B (x; s)))

1
p

(wq (B (x; t)))
1
q

dt � C'2(x; r)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. T� operatörü

(2.23) koşulunu sa¼glayan bir alt lineer opetatör ve p > 1 için Lp;w(Rn) üzerinde s¬n¬rl¬
olsun. Bu durumda T� operatörüM

p;'1
w (Rn) uzay¬ndanMp;'2

w (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r
[29].

Bir b fonksiyonu için 0 � � < n olmak üzere T�;b komütatörü herhangi bir

kompakt deste¼ge sahip ve f 2 L1 (Rn) için C > 0 sabiti f ve x den ba¼g¬ms¬z olmak

üzere

jT�;bf(x)j � C

Z
Rn
jb(x)� b(y)j jf(y)j

jx� yjn��
dy; x =2 suppf (2.26)

eşitsizli¼gi sa¼glayan operatörü temsil etsin.

Lemma 2.10.6. 1 < p <1; w 2 Ap; b 2 BMO ve T0;b (2.26) koşulunu sa¼glayan

bir alt lineer opetatör olsun ve

kT0;bfkLp;w(Rn) � kbkBMO kfkLp;w(Rn) (2.27)

sa¼glans¬n. Bu durumda

kT0;bfkLp;w(B) � kbkBMO w(B)
1
p (2.28)Z 1

2r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp;w(B(x0;t))



w�1=p


Lp0 (B(x0;t))

dt

tn+1

eşitsizli¼gi herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve tüm f 2 Lp;wloc (Rn) fonksiyonlar¬için
sa¼glan¬r [30].
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Teorem 2.10.7. 1 < p <1; w 2 Ap; b 2 BMO ve ('1; '2) için

Z 1

r

ln

�
e+

t

r

� essinf
t<s<1

'1(x; s)s
n

tn+1
dt � C'2(x; r)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. T0;b operatörü

(2.26) ve (2.27) koşullar¬n¬sa¼glayan bir alt lineer opetatör olsun. Bu durumda T0;b
operatörü Mp;'1

w (Rn) uzay¬ndan Mp;'2
w (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r [30].

Lemma 2.10.8. 1 < p < q < 1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� n

�
; w 2 Ap;q; b 2 BMO ve

T�;b (2.26) koşulunu sa¼glayan bir alt lineer operatör olsun ve

kT�;bfkLq;wq (Rn) � kbkBMO kfkLp;wp (Rn) (2.29)

sa¼glans¬n. Bu durumda

kT�;bfkLq;wq (B)�kbkBMO (w
q (B))

1
q

Z 1

2r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp;wp (B(x0;t)) (w

q (B (x0; t)))
�1
q
dt

t
(2.30)

eşitsizli¼gi herhangi bir B = B(x0; r) yuvar¬ve tüm f 2 Lp;w
p

loc (Rn) fonksiyonlar¬için
sa¼glan¬r [29].

Teorem 2.10.9. 1 < p < q < 1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� n

�
; w 2 Ap;q; b 2 BMO ve

('1; '2) için

Z 1

r

ln

�
e+

t

r

� essinf
t<s<1

'1(x; s) (w
p (B (x; s)))

1
p

(wq (B (x; s)))
1
q

dt � C'2(x; r)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde x ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti var olsun. T�;b operatörü

(2.26) ve (2.29) koşullar¬n¬sa¼glayan bir alt lineer opetatör olsun. Bu durumda T�;b
operatörü Mp;'1

wp (Rn) uzay¬ndan M q;'2
wq (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r [29].
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde tez çal¬̧smam¬zda yararland¬¼g¬m¬z temel tan¬m ve teoremlerden

bahsedilmekte ve yeni tan¬mlanan Morrey alt uzaylar¬; klasik, genelleştirilmi̧s ve

a¼g¬rl¬kl¬versiyonlar¬ ile tan¬t¬lmaktad¬r.. Ayr¬ca bu uzaylarda kullan¬lan baz¬özel

lemma ve teoremlere yine bu bölümde yer verilmektedir.

3.1. Morrey Uzaylar¬n¬n Yeni Alt Uzaylar¬

Lp;� (Rn) Morrey uzaylar¬heat eşitsizlikleri ve Navier-Stokes eşitsizlikleri içeren
k¬smi diferansiyel denklemlerin (PDE) çözümlerine ait düzgünlük özellikleri ve lokal

davran¬̧slar¬n¬çal¬̧s¬rken önemli bir rol oynamaktad¬r. Bu konuda kapsaml¬çal¬̧smalar

için [36, 64, 67, 68] ve bu çal¬̧smalardaki referanslar incelenebilir. Morrey uzaylar¬,

Lebesgue uzaylar¬na göre daha iyi lokal davran¬̧slar gösterdikleri halde, ayr¬labilirlik

ve iyi fonksiyonlar yard¬m¬yla yaklaş¬m gibi baz¬önemli özelliklere sahip de¼gildirler.

Morrey uzaylar¬n¬n ayr¬labilir olmamas¬[56] ve hatta baz¬Morrey fonksiyonlar¬na,

sürekli fonksiyonlar yard¬m¬yla bile yaklaş¬m¬n mümkün olmamas¬ndan kaynaklanan

bir tak¬m eksiklikler, öteleme operatörünün sürekli oldu¼gu tüm Morrey fonksiyon-

lar¬n¬içeren Zorko uzay¬nda oldu¼gu gibi vanishing özelli¼gine sahip V0; V1 ve V� gibi

alt uzaylar¬n tan¬mlanmas¬n¬motive etmi̧stir.

Morrey uzay¬n¬n bir alt uzay¬olan Vanishing Morrey uzay¬V0Lp;�(Rn); ilk olarak
1990 y¬l¬nda Vitanza [71] taraf¬ndan 0 � � < n ve 1 � p <1 olmak üzere

lim
r!0

sup
x2Rn; 0<�<r

1

�
�
p

Z
B(x;�)

jf (y)jp dy = 0; x 2 Rn; r > 0

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar¬n uzay¬olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu uzaylar¬n k¬smi

diferansiyel denklemlerin uygulamalar¬yla ili̧skisi [17, 71, 70] makalelerinde ortaya

konmuştur. Vanishing Morrey uzay¬n¬n özellikleri ve bu uzaya ait uygulamalar için

[52] çal¬̧smas¬ faydal¬ olacakt¬r. Morrey uzay¬n¬n baz¬ vanishing koşullar¬na sahip

alt uzaylar¬, A. Almeida ve S. Samko�nun [7] ve [9] çal¬̧smalar¬nda yer alm¬̧st¬r.[7]

çal¬̧smas¬nda bu gibi vanishing özelliklerinin, integrallenebilir çekirde¼ge sahip kon-

volüsyon operatörleri taraf¬ndan korunurlu¼gu ortaya konulmuştur. Orijinde vanish-

ing koşulunu sa¼glayan V0Lp;� alt uzay¬nda [50, 52, 57, 58] çal¬̧smalar¬önerilir. Bu

uzaylar¬n yeni tan¬mlanm¬̧s olmas¬itibariyle V1Lp;� ve V(�)Lp;� uzaylar¬nda harmonik

analizin klasik operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬henüz çal¬̧s¬lmam¬̧st¬r. Bu konudaki çal¬̧s-

malar¬n noksanl¬¼g¬bu uzaylarda çal¬̧smay¬çekici hale getirmi̧stir.

[7] çal¬̧smas¬nda yazarlar vanishing tipli koşullar kullanarak Lp;�(Rn) uzay¬n¬n
yeni bir kapal¬alt uzay¬n¬tan¬mlad¬lar. Bu uzay Zorko s¬n¬f¬ndan kesinlikle daha

küçüktür, uzay¬n tüm elemanlar¬V (�)
0;1L

p;�(Rn) ile sembolize edilir ve Morrey nor-
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muyla C10 fonksiyonlar¬taraf¬ndan yaklaş¬m, bu uzayda mümkündür. Özel olarak

[7] makalesinde, C10 (Rn) uzay¬n¬n Lp;�(Rn) uzay¬nda kapan¬̧s¬ortaya konulmuştur.
Morey uzay¬ndaki bu kapal¬l¬k harmonik analizde, Calderón-Zygmund teorisinde

önemli bir rol oynamaktad¬r çünkü duali bir öndual oluşturur. Bu kapan¬̧s¬n bir ben-

zeri farkl¬bir şekilde [73] çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. [32], [33] çal¬̧smalar¬nda yazarlar

Morrey uzay¬nda kompleks interpolasyonda C10 (Rn) uzay¬n¬n (ve compakt deste¼ge
sahip s¬n¬rl¬ fonksiyonlar kümesinin kapan¬̧s¬n¬) kulland¬lar ancak bu kapan¬̧slara

karakterizasyon sa¼glayamad¬lar. Lp;�(Rn) uzaylar¬n¬n � > 0 için ayr¬labilir olmad¬¼g¬n¬
biliyoruz [56]. Klasik Morrey uzay¬n¬n vanishing özelli¼gine sahip di¼ger alt uzaylar¬,

Almeida ve Samko taraf¬ndan [7] çal¬̧smas¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r.

1 � p <1 ve 0 � � � n olsun, klasik Lp;�(Rn) Morrey uzay¬n¬n modular¬

Mp;�(f ;x; r) :=
1

r�

Z
B(x;r)

jf(y)jp dy; x 2 Rn; r > 0

olmak üzere Morrey normu

kfkp;� := sup
x2Rn; r>0

Mp;�(f ;x; r)
1=p

olarak al¬nmaktad¬r.

Tan¬m 3.1.1. V0L
p;�(Rn) Morrey Alt Uzay¬

Morrey uzaylar¬tekilli¼ge sahip fonksiyonlar içerebilmektedir. Bu yüzden Morrey

uzay¬nda birim fonksiyon ile yaklaş¬m iyi davran¬̧slar göstermemektedir. Bu durum

Morrey uzaylar¬n¬n daha iyi özelliklere sahip alt uzaylar¬n¬n tan¬mlamas¬n¬gerekli

k¬lm¬̧st¬r.

Lp;�(Rn) uzay¬n¬n V0Lp;�(Rn) ile gösterdi¼gimiz, orijinde vanishing özelli¼gine sahip
Morrey alt uzay¬

lim
r!0

sup
x2Rn

Mp;�(f ;x; r) = 0 (V0)

koşulunu sa¼glayan tüm f 2 Lp;�(Rn) fonksiyonlar¬ndan oluşur. Ayr¬ca bu uzayda
tüm f 2 Lp;�(Rn) fonksiyonlar¬için

lim
r!0

sup
x2Rn

Mp;�(f ;x; r) = 0, lim
r!0

sup
x2Rn
t2]0;r]

Mp;�(f ;x; t) = 0

yaz¬labilir.

V0L
p;�(Rn) uzay¬Lp;�(Rn) uzay¬n¬n kapal¬bir alt uzay¬d¬r ve Chiarenza and Fran-

ciosi [17] taraf¬ndan ¬raksak olmayan formdaki elliptik denklemler ile ilgililenirken

tan¬mlanm¬̧st¬r ayr¬ca bu alt uzaylar için, eliptik denklemlerin düzgünlük sonuçlar¬

Vitanza [71, 70] taraf¬ndan ortaya konulmuştur. Lp uzay¬ndaki tüm fonksiyonlar

bu özelli¼ge sahip oldu¼gundan V0Lp;0(Rn) = Lp;�(Rn). E¼ger � > 0 ise bu durumda
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V0L
p;0(Rn) uzay¬Lp;�(Rn) uzay¬n¬n bir öz alt kümesi olur. V0Lp;0(Rn) uzay¬n¬n bir

başka ilginç özell¼gi de s¬n¬rl¬bölgelerde s¬n¬rl¬fonksiyonlar ile yaklaş¬m¬n bu uzayda

mümkün olmas¬d¬r [17].

Tan¬m 3.1.2. (Zorko Uzay¬) Lp;�(Rn) uzay¬n¬n bir başka alt uzay¬olan Zorko
uzay¬, öteleme operatörünün sürekli oldu¼gu tüm f 2 Lp;�(Rn) fonksiyonlar¬ndan
oluşur. Yani 1 � p <1 ve � 2 Rn ve � �f := f(� � �) olmak üzere

Lp;�(Rn) :=
�
f 2 Lp;�(Rn) : � ! 0 iken k� �f � fkp;' ! 0

	
olarak tan¬ml¬d¬r. Bu uzayMorrey uzay¬n¬n kapal¬bir alt uzay¬d¬r ve moli�er yard¬m¬yla

yaklaş¬m bu uzayda mümkündür [74].

Aşa¼g¬da verilen vanishing tipli V1Lp;�(Rn) ve V (�)Lp;�(Rn) alt uzaylar¬, Morrey
uzaylar¬nda iyi davran¬̧sl¬fonksiyonlar yard¬m¬yla yaklaş¬m problemlerini incelemek

amac¬yla Almeida ve Samko�nun [7, 9] çal¬̧smalar¬nda tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.1.3. V1L
p;�(Rn) Morrey Alt Uzay¬

Sonsuzda vanishing özellli¼gine sahip V1Lp;�(Rn) Morrey alt uzay¬, V0Lp;�(Rn)
uzay¬gibi tan¬mlanmaktad¬r ancak bu uzay için vanishing koşulu sonsuzda gerçek-

leşmektedir.

0 � � < n ve 1 � p <1 olmak üzere

lim
r!1

sup
x2Rn

Mp;�(f ;x; r) = 0 (V1)

ifadesini sa¼glayan tüm f 2 Lp;�(Rn) fonksiyonlar¬ndan oluşan uzaya sonsuzda van-
ishing özellli¼gine sahip V1Lp;�(Rn)Morrey alt uzay¬denir. Bu uzay Morrey normuna
göre Lp;�(Rn) uzay¬nda kapal¬d¬r. V1Lp;�(Rn) uzay¬ayr¬ca, interpolasyon problem-
lerinde de ele al¬nm¬̧st¬r [73].

Tan¬m 3.1.4. V (�)Lp;�(Rn) Morrey Alt Uzay¬
Bir başka vanishing özelli¼gine sahip V (�)Lp;�(Rn) Morrey alt uzay¬;

�N := �RnnB(0;N) ; N 2 N

ve

AN;p(f) := sup
x2Rn

Z
B(x;1)

jf(y)jp �N(y) dy

olmak üzere

lim
N!1

AN;p(f) = 0 (V (�))

koşulunu sa¼glayan tüm f 2 Lp;�(Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r. Lebesgue
bask¬n yak¬nsama teoremi ile tüm f fonksiyonlar¬n¬n V (�) özelli¼gine sahip oldu¼gu
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görülür. Böylece V (�)Lp;0 = Lp yaz¬l¬r. Bir aç¬dan V (�) özelli¼gi, fonksiyonlar Lp

uzay¬na ait olmad¬¼g¬durumlarda kaŗs¬laş¬lan zorluklar¬n üstesinden gelmeyi sa¼gla-

maktad¬r. V (�)Lp;�(Rn) alt uzay¬, Morrey uzaylar¬nda iyi davran¬̧sl¬ fonksiyonlar
yard¬m¬yla yaklaş¬m problemlerini incelemek amac¬yla [7] çal¬̧smas¬nda tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Lemma 3.1.5. Bir f 2 Lp;� fonksiyonunun V (�) özelli¼gini sa¼glamas¬için ancak ve

ancak R0 > 0 için r 2]0; R0] üzerinde düzgün olarak

lim
N!1

sup
x2Rn

Z
B(x;r)

jf(y)jp �N(y) dy = 0

olmal¬d¬r [7].

Tan¬m 3.1.6. 0 � � < n ve 1 � p <1 olmak üzere V (�)
0;1L

p;�(Rn) uzay¬,

V
(�)
0;1L

p;� = V0L
p;� \ V1Lp;� \ V �Lp;�

olacak şekilde Lp;� Morrey uzay¬n¬n bir alt uzay¬d¬r. Bu uzay C10 (Rn) uzay¬n¬n,
Morrey normuyla kapan¬̧s¬na kaŗs¬l¬k gelir [7]. Di¼ger alt uzaylar gibi V (�)

0;1L
p;� uzay¬

da Lp;� uzay¬nda kapal¬d¬r.

Aşa¼g¬daki lemmalar, [57] çal¬̧smas¬nda yer almaktad¬r.

Lemma 3.1.7. 1 < p < 1 , 0 � � < n ve T operatörü, p-admissible altliner

singuler tipli operatör olmak üzere,

Mp;�(Tf ;x; r) � Crn��
�Z 1

r

t
��n
p
�1 (Mp;�(f ;x; t))

1
p dt

�p
eşitsizli¼gi, C sabiti x 2 Rn, r > 0 ve f 2 Lploc(Rn) fonksiyonundan ba¼g¬ms¬z olarak
elde edilir.

Uyar¬3.1.8. Lemma 3.1.7. de verilen koşullar p-admissible altliner singular tipli

operatörlerin 1 < p < 1 ve 0 � � < n için Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬sa¼glar.
Ayr¬ca [57] de ayn¬koşullar kullan¬larak bu operatörlerin V0Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬r-
l¬l¬klar¬gösterilmi̧stir.

Lemma 3.1.9. 0 < � < n, 1 < p < n=�, 1=q = 1=p� �=n ve 0 � �; � < n olsun.

Bu durumda aşa¼g¬da verilen eşitsizlik

Mq;�(I
�f ;x; r) � Crn��

�Z 1

r

t
�
p
�n
q
�1 (Mp;�(f ;x; t))

1
p dt

�q
sa¼g taraftaki C sabiti x 2 Rn, r > 0 ve f 2 Lploc(Rn) ifadelerinden ba¼g¬ms¬z olarak
elde edilir.
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Uyar¬3.1.10. Lemma 3.1.9. da verilen koşullar alt¬nda I� Riesz potansiyel op-

eratörünün Lp;� ! Lq;� s¬n¬rl¬l¬¼g¬için 0 � � < n � �p ve �=p = �=q ek kabülleri

alt¬nda bir Sobolev-Spanne tipli bir sonuç elde edilir. Ayr¬ca [57] çal¬̧smas¬nda ayn¬

koşullar alt¬nda, Riesz potansiyel operatörü I� ve fraksiyonel maksimal operatörM�

n¬n V0Lp;�(Rn) uzay¬ndan V0Lq;�(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬klar¬ortaya konulmuştur.

3.2. Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬n¬n Yeni Alt Uzaylar¬

Genelleştirilmi̧s Morrey Uzay¬n¬n yeni bir alt uzay¬olan Vanishing genelleştir-

ilmi̧s Morrey uzay¬V0Lp;' daha önce [57, 58, 13, 52, 50] çal¬̧smalar¬nda görülmüştür.

Natasha Samko orijinde vanishing koşulunu sa¼glayan V0Lp;' alt uzay¬n¬tan¬mlad¬¼g¬

[57] çal¬̧smas¬nda, Hardy-Littlewood maksimal operatörü ve standart çekirdekli Calderon-

Zygmund singüler operatorlerinin de aralar¬nda bulundu¼gu bir alt lineer singüler

operatör s¬n¬f¬n¬n s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r. Ayr¬ca ayn¬makalede I� potansiyel op-

eratörü için Sobolev-Spanne tipli bir teoremin ispat¬verilmi̧stir. S¬n¬rl¬l¬k koşullar¬

' (x; r) üzerine monotonluk koşulu b¬rak¬lmadan Zygmund-tipli integral eşitsizlikleri

ile elde edilmi̧stir.

Morrey uzay¬n¬n baz¬vanishing koşullar¬na sahip di¼ger alt uzaylar¬V1Lp;' ve

V(�)L
p;', ilk olarak A. Almeida ve S. Samko�nun [9] çal¬̧smas¬nda tan¬t¬lm¬̧st¬r. Bu

makalede klasik Morrey uzaylar¬için geli̧stirilen yaklaş¬m plan¬genelleştirilmi̧s Mor-

rey uzay¬na geni̧sletilmi̧stir. Bu amaçla vanishing Morrey uzay¬normunda r� ifadesi

daha genel ve monotonluk koşullar¬n¬sa¼glayan ' (x; r) yerine '(r) pozitif fonksiy-

onuyla de¼gi̧stirilmi̧stir. Uygun vanishing özellikleriyle, genelleştirilmi̧s Morrey nor-

muyla elemanlar¬C10 fonksiyonlar¬yard¬m¬yla yaklaş¬m¬n, mümkün oldu¼gu L
p;'(Rn)

uzay¬n¬n kapal¬bir alt uzay¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r. [9] çal¬̧smas¬nda baz¬gömülmeler

ispatlanarak ve bir tak¬m örneklerle, Zorko s¬n¬f¬n¬n genelleştirilmi̧s bir versiyonu

ve Morrey alt uzaylar¬n¬n birbirleri ile ili̧skisini ortaya konulmuştur, ayr¬ca bu gibi

vanishing özelliklerinin, integrallenebilir çekirde¼ge sahip konvolüsyon operatörleri

taraf¬ndan korunurlu¼gu gösterilmi̧stir.

Bu uzaylar¬n yeni tan¬mlanm¬̧s olmas¬itibariyle harmonik analizin klasik oper-

atörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ henüz V1Lp;' ve V (�)Lp;' uzaylar¬nda çal¬̧s¬lmam¬̧st¬r. Bu

konudaki çal¬̧smalar¬n noksanl¬¼g¬bu uzaylarda çal¬̧smay¬çekici hale getirmi̧stir.

Tez çal¬̧smas¬n¬n bu k¬sm¬nda genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬n¬n [57] ve [9] makalelerinde

yer alan yeni alt uzaylar¬tan¬t¬lmakta ve gerekli temel tan¬m ve teroemlere yer ver-

ilmektedir.

Natasha Samko V0Lp;' (Rn) vanishing genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬n¬aşa¼g¬daki
gibi tan¬mlamaktad¬r.
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Tan¬m 3.2.1. 
; Rn de aç¬k bir bölge ve �; 
 n¬n key�bir alt kümesi olsun. ' (x; r)
non-negatif fonksiyonu � � [0; l) (l çap) üzerinde tan¬ml¬ve her (x; t) 2 � � (0; l)
için pozitif olsun.fB (x; r) = B (x; r) \ 
 ve 1 � p � 1:olmak üzereV Lp;'� (
) ile

gösterilen vanishing genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬

kfkV Lp;'� (
) = sup
x2�;r>0

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;'( eB(x;r))
yar¬normunu sonlu yapan ve

lim
r!0

sup
x2�

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;'( eB(x;r)) = 0 (3.1)

koşulunu sa¼glayan f 2 Llocp (
) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r.

Uzay¬n non trivial olmas¬için ' (x; r) üzerine

lim
r!0

sup
x2�

rn

' (x; r)
= 0 (3.2)

inf
r>1

sup
x2�

' (x; r) > 0

koşullar¬b¬rak¬lm¬̧st¬r.

' (x; r) ; �� [0; l) üzerinde non-negatif ölçülebilir ve her (x; t) 2 �� (0; l) için,
pozitif bir fonksiyon olsun. E¼ger ' fonksiyonu (3:2) koşullar¬n¬sa¼gl¬yor ise ' 2 B
olarak kabul edilir.

Almeida ve Samko [9] çal¬̧smas¬nda Vanishing Morrey uzaylar¬n¬modular yard¬m¬

ile aşa¼g¬daki gibi tan¬mlam¬̧slard¬r.

Tan¬m 3.2.2. Orijinde vanishing özelli¼gine sahip vanishing genelleştirilmi̧s Morrey

uzay¬V0Lp;'(Rn),
lim
r!0

sup
x2Rn

Mp;'(f ;x; r) = 0: (V0)

koşulunu sa¼glayan tüm f 2 Lploc (Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlamaktad¬r.
V0L

p;'(Rn) uzay¬n¬n non-trivial olmas¬için ' 2 � ve

lim
r!0

rn

'(r)
= 0 (3.3)

koşulu gereklidir. Böylece uzay, kompakt deste¼ge sahip s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬kapsar.

Ayr¬ca (3:3) koşuluyla s¬n¬rl¬Morrey fonksiyonlar¬daima (V0) vanishing özelli¼gini

sa¼glar. V0Lp;'(Rn) uzay¬Lp;' normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Lemma 3.2.3. 1 � p <1, ' 2 � fonksiyonu (3:3) koşulunu sa¼glamak üzere
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Lp;'(Rn) \ L1(Rn) � V0L
p;'(Rn)

ve

'(r) � 1 iken V0L
p;' (Rn) = Lp (Rn)

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 3.2.4. Sonsuzda vanishing özelli¼gine sahip vanishing genelleştirilmi̧s Mor-

rey uzay¬V1Lp;'(Rn),
lim
r!1

sup
x2Rn

Mp;'(f ;x; r) = 0

koşulunu sa¼glayan f 2 Lp;'(Rn) fonksiyonlar¬ndan oluşur.
V1L

p;'(Rn) uzay¬nda, baz¬" > 0 için '(r)
r"
hemen hemen artan ve her � > 0 için

inf
r>�
'(r) > 0 olmak üzere uzay¬n non-trivial olmas¬gerçeklenir. ' üzerine b¬rak¬lan bu

kabullerle kompakt deste¼ge sahip s¬n¬rl¬fonksiyonlar V1Lp;'(Rn) uzay¬na ait olur.
Bundan sonra k¬saca V0Lp;'(Rn) and V1Lp;'(Rn) uzaylar¬na s¬ras¬yla orijinde ve

sonsuzda vanishingMorrey uzaylar¬ad¬n¬verece¼giz. Bu uzaylar '(r) = r� al¬nd¬¼g¬nda

klasik durumda , V0Lp;�(Rn) ve V1Lp;�(Rn) uzaylar¬na kaŗs¬l¬k gelir.

Aşa¼g¬da verilen uzay¬n klasik versiyonu [7] çal¬̧smas¬nda ele al¬nm¬̧st¬r. [9] çal¬̧s-

mas¬nda yazarlar, büyük yuvarlarda kesme i̧slemi yaparak başka bir vanishing koşu-

lunu ortaya koymuşlard¬r. Bunun için aşa¼g¬daki notasyon kullan¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.2.5. N 2 N için �N := �RnnB(0;N) ;olsun.

AN;p(f) := sup
x2Rn

Z
B(x;1)

jf(y)jp �N(y) dy

olacak şekilde

lim
N!1

AN;p(f) = 0

özelli¼gine sahip f 2 Lp;'(Rn) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬V (�)Lp;'(Rn) ile gösterilir.
Bir f Morrey fonksiyonunun (V �) koşulunu sa¼glamas¬için R0 > 0 sabit ve r 2

]0; R0] olmak üzere

lim
N!1

sup
x2Rn

Z
B(x;r)

jf(y)jp �N(y) dy = 0

olmas¬gereklidir.

Lebesgue bask¬n yak¬nsama teoremi yard¬m¬yla tüm Lp-fonksiyonlar¬n¬n (V �)

özelli¼gine sahip oldu¼gu görülür ve böylelikle

'(r) � 1 iken V (�)Lp;'(Rn) = Lp(Rn)
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olur.

V0L
p;'(Rn) ve V (�)Lp;'(Rn) alt uzaylar¬Lebesgue uzaylar¬n¬n d¬̧s¬nda kalan Mor-

rey uzaylar¬ile ilgilenirken önem arz eder. Çünkü tüm Lp-fonksiyonlar¬(V0) ve (V �)

vanishing özelli¼gine sahiptirler. Ayr¬ca öteleme operatörü Lp normuna göre sürek-

lidir. Bundan dolay¬p 2 [1;1) ve '(r) � 1 için

Lp;'(Rn) = V0L
p;'(Rn) = V (�)Lp;'(Rn) = Lp(Rn)

elde edilir.

Orijinde genelleştirilmi̧s vanishing Morrey uzay¬ V0Lp;'(Rn); birçok çal¬̧smada
[13], [50], [52], [57] yer alm¬̧s ancak V1Lp;'(Rn) ve V (�)Lp;'(Rn) uzaylar¬literatürde
ilk defa [9] çal¬̧smas¬nda Morrey uzaylar¬nda iyi davran¬̧sl¬fonksiyonlar yard¬m¬yla

yaklaş¬m problemlerini çal¬̧sabilmek amac¬yla tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Bilindi¼gi üzere birim fonksiyona yaklaş¬m, Morrey uzay¬içinde iyi davran¬̧s göster-

mez çünkü bu uzayda tekilli¼ge sahip fonksiyonlar vard¬r. Bu özelli¼gin eksikli¼gi kuvvet

fonksiyonunun '(r) = r� oldu¼gu daha uygun Morrey uzaylar¬n¬n araşt¬r¬lmas¬n¬

motive etmi̧stir. Örne¼gin 1986 da [74] çal¬̧smas¬nda, Morrey normuyla öteleme op-

eratörünün sürekli oldu¼gu Morrey fonksiyonlar¬ndan oluşan Lp;�(Rn) Zorko uzay¬
tan¬mlanm¬̧st¬r. Aşa¼g¬da genelleştirilmi̧s Zorko uzay¬n¬n tan¬m¬verilmektedir.

Tan¬m 3.2.6. 1 � p < 1 ve ' 2 � olmak üzere � 2 Rn öyle ki � ! 0 ve

� �f := f(� � �) iken

Lp;'(Rn) := ff 2 Lp;'(Rn) : k� �f � fkp;' ! 0g

uzay¬na genelleştirilmi̧s Zorko uzay¬ad¬verilir.

Tan¬m 3.2.7. 1 � p <1 ve ' 2 � olmak üzere

V
(�)
0;1L

p;'(Rn) := V0L
p;'(Rn) \ V1Lp;'(Rn) \ V (�)Lp;'(Rn)

elde edilir. Yukar¬da tan¬m¬ verilen küçük Morrey s¬n¬f¬, ilerleyen bölümlerde

önemli bir rol oynamaktad¬r.

Uyar¬3.2.8. Morrey uzay¬n¬n alt uzaylar¬olan Lp;'(Rn), V0Lp;'(Rn), V1Lp;'(Rn),V (�)Lp;'(Rn)
ve V (�)

0;1L
p;'(Rn) uzaylar¬, Lp;'(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬nda kapal¬d¬rlar [9].

Lemma 3.2.9. 1 < p < 1 ve ' 2 � olsun. T bir p-admissible sublinear singuler
tipli operatör olmak üzere

Mp;'(Tf ;x; r) � C
rn

'(r)

 Z 1

r

'
1
p (t)

t1+
n
p

(Mp;'(f ;x; t))
1
p dt

!p
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eşitsizli¼gi, C sabiti x 2 Rn, r > 0 ve f 2 Lploc(Rn) den ba¼g¬ms¬z olarak elde edilir
[57].

Her ne kadar bu lemma f 2 Lploc(Rn) fonksiyonlar¬ için geçerli olsa da, eşitsi-
zli¼gin sa¼g taraf¬n¬n sonlu olmas¬f fonksiyonunun hali haz¬rda sonsuzda bir tak¬m

saptanm¬̧s davran¬̧slara sahip olmas¬n¬zorunlu k¬lar ve T operatörünün iyi davran¬̧sl¬

olmas¬n¬garantiler.

Teorem 3.2.10. 1 < p <1 olsun. ' 2 B olmak üzere her � > 0 için

1Z
�

sup
x2Rn

'
1
p (x; t) dt

t1+
n
p

<1

oluyor ve

1Z
r

'
1
p (x; t) dt

t1+
n
p

� C
'
1
q (x; r)

r
n
p

eşitsizli¼gini sa¼glayan x 2 Rn ve r > 0 den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti varsa p-

admissible singüler integral operatörü V Lp;'� (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [57].

Lemma 3.2.11. 0 < � < n, 1 < p < n=�, 1=q = 1=p � �=n ve ' 2 � olsun. Bu
durumda

Mq;'(I
�f ;x; r) � C

rn

'(r)

 Z 1

r

'
1
p (t)

t1+
n
q

(Mp;'(f ;x; t))
1
p dt

!q

eşitsizli¼gi, C sabiti x 2 Rn, r > 0 ve f 2 Lploc(Rn) den ba¼g¬ms¬z olarak elde edilir
[57].

3.3. Morrey Uzaylar¬nda Konvolüsyon

Çekirde¼gi L1(Rn) uzay¬n¬n elaman¬olan konvolüsyonlar için Young eşitsizli¼gi kul-
lan¬lmaktad¬r. Bu eşitsizlik ayn¬zamanda Lp ve Morrey uzaylar¬nda da geçerlidir.

Young eşitsizli¼ginin Morrey uzay¬nda kullan¬m¬ile ilgili [12] çal¬̧smas¬ faydal¬ola-

cakt¬r. Tez çal¬̧smam¬zda konvolüsyon operatörlerince (V0), (V1) ve (V �) vanishing

özelliklerinin korunmas¬n¬ele alaca¼g¬z.

Aşa¼g¬daki iki lemma [9] çal¬̧smas¬ndan al¬nm¬̧st¬r.

Lemma 3.3.1. 1 � p <1 ve ' 2 � olmak üzere, e¼ger K 2 L1(Rn) ve f , Rn de
lokal olarak p - integrallenebilir ise her x 2 Rn ve r > 0 için

Mp;' (K � f ;x; r) � kKkp1 sup
z2Rn

Mp;'(f ; z; r) (3.4)
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ve dolay¬s¬yla,

kK � fkp;' � kKk1 kfkp;'

olur.

Lemma 3.3.2. 1 � p < 1 olsun. E¼ger K 2 L1(Rn) ve f , Rn de lokal integral-
lenebilir ise N 2 N için

(AN;p(K � f))1=p �
Z
Rn
jK(z)j

�
AN�jzj;p(f)

�1=p
dz (3.5)

elde edilir.

(3:4) eşitsizli¼ginden, hem orijinde hem de sonsuzdaki vanishing özelliklerinin,

integralllenebilir çekirdekli konvolüsyon operatörlerince korundu¼gu görülür. Ayr¬ca

ayn¬durum (V �) için de geçerlidir. Gerçekten (3:5) eşitsizli¼gi ve Lebesgue bask¬n

yak¬nsama teoremi ile

N !1 iken AN;p(K � f)! 0

elde edilir.

Sonuç 3.3.3. 1 � p < 1 ve ' 2 � olmak üzere V0Lp;'(Rn), V1Lp;'(Rn)
ve V (�)Lp;'(Rn) Morrey altuzaylar¬n¬n tümü, K 2 L1(Rn) çekirdekli konvolüsyon
operatörlerince de¼gi̧smezdir.

f 2 V0Lp;'(Rn) =) K�f 2 V0Lp;'(Rn) ; f 2 V1Lp;'(Rn) =) K�f 2 V1Lp;'(Rn)

ve f 2 V (�)Lp;'(Rn) =) K � f 2 V (�)Lp;'(Rn)

Lemma 3.4.1. in varl¬¼g¬yla integrallenebilir çekirdekli konvolüsyon operatörlerinin

Lp;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬¼g¬n¬bilinmektedir. Böylece çekirde¼ge ekstra iyi özellikler
b¬rak¬larak bir morrey fonksiyonunun s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde edilebilir [9].

Teorem 3.3.4. 1 � p < 1 ve ' 2 � olsun. ek , [0;1) da non-negatif bir C1
fonksiyonu olmak üzere K(x) = ek(jxj) çekirde¼gi Rn de integrallenebilir ve

r !1 iken ek(r) r np0 '(r) 1p ! 0 yak¬nsar. (3.6)

Ayr¬ca

C(K; '; p) :=
Z 1

0

jek0(r)j r np0 '(r) 1pdr <1 (3.7)

olmak üzere K çekirdekli konvolüsyon operatörü Lp;'(Rn) uzay¬ndan L1(Rn) uza-
y¬na s¬n¬rl¬d¬r ve her f 2 Lp;'(Rn) için

kK � fk1 � !
1
p0
n C(K; '; p) kfkp;'
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elde edilir [9].

Uyar¬3.3.5. Teorem 3.3.4. ün koşullar¬n¬aşa¼g¬da verilen heat çekirde¼gi sa¼gla-

maktad¬r :

Kt(x) = cn t
�n
2 e�

jxj2
4t ; t > 0 (3.8)

Burada cn > 0 sabiti n�e ba¼gl¬d¬r. Bu özel durum [36] çal¬̧smas¬nda klasik Morrey

uzay¬için ele al¬nm¬̧st¬r.

Standart moli�er yard¬m¬yla Zorko özellikli Morrey fonksiyonlar¬na yaklaş¬m için

aşa¼g¬daki bilgiler faydal¬olacakt¬r.

K ,Rn de kKk1 = 1 olacak şekilde t > 0 için Kt(x) = t�nK(x=t) geni̧slemesine

sahip integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Minkowski eşitsizli¼gi ile

kf � Kt � fkp;' �
Z
Rn
k� tzf � fkp;' jK(z)j dz

elde edilir. E¼ger f 2 Lp;'(Rn) ise t! 0 iken k� tzf � fkp;' ! 0 dir.

k� tzf � fkp;' � 2 kfkp;' oldu¼gundan dolay¬herhangi bir t > 0 ve z 2 Rn için
Lebesgue bask¬n yak¬nsama teoremi yard¬m¬yla

t! 0 iken kf � Kt � fkp;' ! 0 (3.9)

oldu¼gu görülür [9].
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Tez çal¬̧smas¬n¬n bu bölümünde klasik operatörlerin ve komutatörlerinin, van-

ishing Morrey tipli uzaylarda s¬n¬rl¬l¬klar¬na dair elde edilen bulgular dört farkl¬

k¬s¬mda sunulmaktad¬r. Birinci k¬s¬mda V1L
p;�(Rn) ve V (�)Lp;�(Rn) uzaylar¬nda

ele ald¬¼g¬m¬z operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r. ·Ikinci k¬s¬mda V1Lp;'(Rn) ve
V (�)Lp;'(Rn) genelleştirilmi̧s vanishing Morrey uzaylar¬nda elde edilen sonuçlara yer
verilmi̧s ve bu alt uzaylar¬n klasik operatörlerin davran¬̧slar¬na göre de¼gi̧smez oldu¼gu

gösterilmi̧stir. Üçüncü k¬s¬mda, V1Lp;'(Rn) ve V (�)Lp;'(Rn) uzaylar¬nda maksimal.
fraksiyonel maksimal ve Riesz operatörlerinin komutatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlan-

m¬̧st¬r. Dördüncü k¬s¬mda ise a¼g¬rl¬kl¬genelleştirilmi̧s vanishing Morrey uzaylar¬nda,

M� ve I� operatörleri ile S oscillatory ve S� fraksiyonel oscillatory integral oper-

atörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧s ve ard¬ndan M�;b ve I�;b komutatörleri ile Sb ve

S�;b komutatörlerinin V L
p;'
� (Rn;wp) uzay¬ndan, V Lq; � (Rn;wq) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬klar¬

gösterilmi̧stir.

4.1. Vanishing Morrey uzay¬nda Klasik Operatörlerin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu bölümde V1Lp;�(Rn) ve V (�)Lp;�(Rn) alt-uzaylar¬nda klasik operatörlerin s¬n¬r-
l¬l¬¼g¬ispatlanmaktad¬r. Klasik operatörlerin Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬klar¬bilindi¼gi

için ele ald¬¼g¬m¬z operatörler taraf¬ndan vanishing özelliklerinin korundu¼gunu göster-

memiz yeterlidir. Bu operatörler için s¬ras¬yla (V 1) ve (V (�)) özelliklerinin korun-

du¼gu gösterilmektedir. Bu kesimde elde etti¼gimiz sonuçlar [5] makalesinde yay¬nlan-

m¬̧st¬r.

Teorem 4.1.1. 1 < p < 1 ve 0 � � < n olmak üzere p-admissible alt lineer

singular tipli T operatorü V1Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: f 2 V1L
p;�(Rn) olsun. Her x 2 Rn; t � R ve hernangi bir " > 0 için

Mp;�(f ;x; t) < " olacak şekilde R = R(") > 0 vard¬r. Bu durumda r � R için ve

Lemma 3.1.7 den

Mp;�(Tf ;x; r) � C" rn��
�Z 1

r

t
��n
p
�1dt

�p
� C"

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ifade x ve r den ba¼g¬ms¬z oldu¼gun-

dan

lim
r!1

sup
x2Rn

Mp;�(Tf ;x; r) = 0

elde edilir ki bu Tf 2 V1Lp;�(Rn) oldu¼gunu gösterir.
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Sonuç 4.1.2. 1 < p < 1 ve 0 � � < n olmak üzere M , H, H ve S operatörleri
V1L

p;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Bu k¬s¬m ve devam¬nda 0 < � < n olmak üzere I�, M�, H� ve H� operatör-

lerinden herhangi biri için T� sembolünü kullanaca¼g¬z.

Teorem 4.1.3. 0 < � < n, 1 < p < n=�, 0 � � < n � �p, 1=q = 1=p � �=n ve

�=p = �=q olmak üzere T� operatörü V1Lp;�(Rn) uzay¬ndan V1Lq;�(Rn) uzay¬na
s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: I� operatörü teoremin koşullar¬alt¬nda Lp;�(Rn) uzay¬ndan Lq;�(Rn) uzay¬na
s¬n¬rl¬d¬r [49]. BöylelikleM�, H� and H� operatörleri için de benzer norm eşitsizlik-

leri sa¼glan¬r. Riesz potansiyel operatörü V1Lp;�(Rn) uzay¬nda, vanishing özelli¼gini
korudu¼gundan dolay¬Maksimal ve Hardy operatörlerinin de benzer yaklaş¬mla bu

uzayda V1 özelli¼gini korudu¼gu söylenebilir. Bu yüzden r !1 iken

sup
x2Rn

Mp;�(f ;x; r)! 0 ) sup
x2Rn

Mq;�(I
�f ;x; r)! 0

önermesini ispatlamak yeterlidir. Teorem 4.1.1 in ispat¬nda oldu¼gu gibi, Lemma 3.1.9

daki modular yaklaş¬m kullan¬larak da istenen sonuç elde edilebilir. Ancak Lebesgue

bask¬n yak¬nsama teoremi uygulayarak, farkl¬bir şekilde ispat¬verece¼giz. x 2 Rn ve
r > 0 olmak üzere

Mq;�(I
�f ;x; r) . rn��

�Z 1

r

t
�
p
�n
q
�1 (Mp;�(f ;x; t))

1
p dt

�q
=

�Z 1

1

s
�
p
�n
q
�1 (Mp;�(f ;x; rs))

1
p ds

�q
(4.1)

elde edilir. Burada eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬nda elde edilen sabit x 2 Rn ve r > 0 dan

ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan, f 2 Lp;�(Rn) ve �=p < n=q oldu¼gunu göz önüne alarak (4:1)

eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n r ! 1 iken her x 2 Rn için s¬f¬ra düzgün yak¬nsad¬¼g¬
sonucu elde edilir ki bu ispat¬tamamlar.

Teorem 4.1.4. 0 < � < n, 0 � � < n, 1 < p < (n��)=� ve 1=q = 1=p��=(n��)
olmak üzere T� operatörü V1Lp;�(Rn) uzay¬ndan V1Lq;�(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 4.1.3. de oldu¼gu gibi yaln¬zca Riesz potansiyel operatörü için

s¬n¬rl¬l¬¼g¬göstermemiz yeterlidir. I� operatörünün teoremin koşullar¬alt¬nda Lp;� !
Lq;� s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬biliyoruz [1]. Sonsuzda vanishing özelli¼ginin korundu¼gunu göstermek

için aşa¼g¬daki noktasal eşitsizli¼gi kullanaca¼g¬z. f 2 Lp;�(Rn) ve x 2 Rn olmak üzere

jI�f(x)j � c (Mf(x))
p
q kfk1�

p
q

p;� (4.2)
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eşitsizli¼gini sa¼glayan bir c > 0 say¬s¬ vard¬r [13, 3]. (4:2) eşitsizli¼ginde r > 0 ve

x 2 Rn için
Mq;� (I

�f ;x; r) � Ckfkq�pp;� Mp;� (Mf ;x; r)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Sonuç 4.1.2. gere¼gi f 2 V1L
p;�(Rn) iken Mf 2 V1L

p;�(Rn)
oldu¼gundan yukar¬daki noktasal eşitsizlikten f 2 V1Lp;�(Rn) iken I�f 2 V1Lq;�(Rn)
elde edilir.

Aşa¼g¬daki teoremlerde, klasik operatörlerin davran¬̧slar¬alt¬nda V (�)Lp;�(Rn) uza-
y¬n¬n invaryant oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Teorem 4.1.5. 1 < p < 1 ve 0 � � < n olmak üzere M maksimal operatörü

V (�)Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: M operatörü Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬ oldu¼gundan [16], yaln¬zca (V �)

vanishing özelli¼ginin korundu¼gunu yani

lim
N!1

AN;p(f) = 0 ) lim
N!1

AN;p(Mf) = 0

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. x 2 Rn ve N 2 N olmak üzere


x;N := B(x; 2) \ (Rn nB(0; N))

notasyonunu kullanarak

f = f1 + f2; ve f1 := f �
x;N=2 ; f2 = f �Rnn
x;N=2

f fonksiyonunu yukar¬daki gibi iki parça olarak kabul edelim.

M operatörünün alt lineerli¼ginden

AN;p(Mf) . AN;p(Mf1) +AN;p(Mf2): (4.3)

yaz¬labilir. Ard¬ndan eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki her iki niceli¼gin N ! 1 için s¬f¬ra

gitti¼gini göstermemiz gerekiyor.M operatörünün Lp(Rn) uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬sayesindeZ
B(x;1)

(M(f1)(y))
p �N(y) dy �

Z
Rn
(M(f1)(y))

p dy .
Z
Rn
jf1(y)jpdy =

Z

x;N=2

jf(y)jp dy

eşitsizli¼gi x, N ve f den ba¼g¬ms¬z olarak elde edilir. f 2 V (�)Lp;�(Rn) oldu¼gundan
üstteki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬N ! 1 iken her x 2 Rn için s¬f¬ra düzgün yak¬nsar.
(V �) özelli¼gi x merkezli yuvarlarda yar¬çap¬n¬n özel seçimine ba¼gl¬olmad¬¼g¬ndan [7],

limN!1AN;p(Mf1) = 0 olur.
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(4:3) eşitsizli¼ginin ikinci terimini hesaplayal¬m, " > 0 key�olmak üzere her t � t1

için t��n < " olacak şekilde bir t1 > 1 vard¬r. Sabitlenmi̧s bir t1 için

I1(x;N) :=

Z
B(x;1)

�N(y) sup
0<t<t1

�
1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)j�Rnn
x;N=2(z) dz
�p
dy

ve

I2(x;N) :=

Z
B(x;1)

�N(y) sup
t�t1

�
1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)j�Rnn
x;N=2(z) dz
�p
dy

olmak üzere Z
B(x;1)

(M(f2)(y))
p �N(y) dy . I1(x;N) + I2(x;N)

şeklinde iki parçaya ay¬ral¬m. ·Ilk önce I2(x;N) ifadesini hesaplayal¬m. Hölder eşit-

sizli¼ginden
1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)j dz � 1

jB(y; t)j1=p kfkL
p(B(y;t))

elde ediriz. Böylece

I2(x;N) �
Z
B(x;1)

sup
t�t1

1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)jpdz � C

Z
B(x;1)

sup
t�t1

1

tn��
kfkpp;� � " kfkpp;�

hesab¬na ulaş¬l¬r. I1(x;N) ifadesi için z 2 B(y; t) ve z =2 
x;N=2 olacak şekilde iki
durumu analiz etmemiz gerekmektedir. E¼ger z 2 B(0; N=2) al¬rsak t > jz � yj >
jzj � jyj > N=2 olur. Bu durumda N � 2t1 için t 2 (0; t1) üzerinde supremum

al¬n¬rken bir etkisi yoktur. E¼ger z =2 B(x; 2) al¬n¬rsa t > jz�yj � jz�xj�jy�xj � 1
olur ve geriye t 2 (1; t1) üzerinden supremum al¬n¬rken I1(x;N) ifadesini hesaplamak
kal¬r. t nin bu de¼gerleri için

t�n
Z
B(y;t)

jf(z)j�Rnn
x;N=2(z) dz �
Z
B(y;t1)

jf(z)j dz =
Z
B(0;t1)

jf(y � z)j dz

yaz¬labilir. Minkowski eşitsizli¼gi ve de¼gi̧sken de¼gi̧stirme yöntemi kullan¬larak

I1(x;N) �
Z
B(x;1)

�N(y)

�Z
Rn
�B(0;t1)(z) jf(y � z)j dz

�p
dy

�
 Z

Rn
�B(0;t1)(z)

�
sup
v2Rn

Z
B(v;1)

jf(u)jp �N�jzj(u) du
�1=p

dz

!p

=:

�Z
Rn
gN(z) dz

�p
elde ederiz.

a � 0 ise �a := 1 ve a > 0 ise �a := �RnnB(0;a)
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Ayşegül ÇEL·IK ALABALIK

al¬n¬rsa, I1(x;N) için düzgün s¬n¬rl¬l¬k elde edilir. f 2 Lp;�(Rn) ve gN(z), t1�e ba¼gl¬bir
üst s¬n¬ra sahip olacak şekilde integrallenebildi¼ginden, Lebesgue yak¬nsama teoremi

kullan¬larakN !1 iken
R
Rn gN(z) dz ! 0 elde edilir. BuN !1 iken I1(x;N)! 0

yak¬nsamas¬n¬n düzgün oldu¼gunu gösterir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.1.6. 1 < p <1 ve 0 � � < n olmak üzere M# operatörü ile H ve H
Hardy operatorleri V (�)Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: M� ve H operatörünün V (�)Lp;�(Rn) uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬Teorem 4.1.5

ve (2:7) eşitsizli¼ginin bir sonucudur. Ancak H operatörünü, maksimal operatör ile

mukayese edemedi¼gimiz için farkl¬bir yaklaş¬ma ihtiyaç vard¬r.

lim
jzj!1

Hf(z) = 0

olursa " > 0 için tüm jyj � N" için jHf(y)j � ("=vn)1=p olacak şekilde N" 2 N vard¬r.
Bu sayede her N � N" içinZ

Rn
(Hf(y))p �B(x;1)\fy:jyj>Ng(y) dy � "=vn

Z
Rn
�B(x;1)\fy:jyj>Ng(y) dy � "

ifadesi her x 2 Rn için s¬f¬ra düzgün yak¬nsar. Buradan N !1 iken AN;p (Hf)! 0

elde edilir.

H Hardy operatorünün davran¬̧s¬na ba¼gl¬olarak (V �) özelli¼ginin korunumu ile ilgili

daha güçlü bir sonuç elde edilebilir. Gerçekten yukar¬daki ispatta da görülece¼gi gibi

H Hardy operatörü Lp;�(Rn) uzay¬n¬n tamam¬ndan V (�)Lp;�(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.1.7. 0 < � < n, 0 � � < n, 1 < p < (n��)=� ve 1=q = 1=p��=(n��)
olmak üzere T� operatörü V (�)Lp;�(Rn) uzay¬ndan V (�)Lq;�(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: (4:2) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

AN;q (I
�f) � Ckfkq�pp;� AN;p(Mf)

yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte sa¼g tarafta elde edilen sabit N 2 N ve f fonksiyonundan
ba¼g¬ms¬zd¬r. Teorem 4.1.5. gere¼gi f 2 V (�)Lp;�(Rn) ise Mf 2 V (�)Lp;�(Rn) oldu¼gun-
dan yukar¬daki eşitsizlikten ayn¬zamanda I�f 2 V (�)Lq;�(Rn) sonucu elde edilir.

C10 (Rn) Uzay¬n¬n Kapan¬̧s¬n¬n De¼gi̧smezli¼gi

Literatürde, [7] çal¬̧smas¬nda ortaya konuldu¼gu üzere

V
(�)
0;1L

p;�(Rn) := V0L
p;�(Rn) \ V1Lp;�(Rn) \ V (�)Lp;�(Rn)
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alt uzay¬, C10 (Rn) uzay¬n¬n Morrey normuna göre kapan¬̧s¬ile çak¬̧s¬r. Bu kapan¬̧s
harmonik analizde Morrey uzaylar¬ için önemli bir rol oynamaktad¬r çünkü duali

Morrrey uzaylar¬için bir predual oluşturur [3, 2, 56, 68]. Ayr¬ca aşa¼g¬daki gömül-

menin varl¬¼g¬bilinmektedir [7].

V
(�)
0;1L

p;�(Rn) $ V0L
p;�(Rn) \ V1Lp;�(Rn) $ V0L

p;�(Rn) $ Lp;�(Rn)

Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬nda ve V0Lp;�(Rn) uzay¬ndaki bilinen s¬n¬rl¬l¬klar yard¬m¬yla aşa¼g¬-
daki sonuçlar elde edilmi̧stir.

Sonuç. 4.1.8. 1 < p < 1 ve 0 � � < n olmak üzere M , H ve H operatörleri

V
(�)
0;1L

p;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬rlar.

Sonuç. 4.1.9. 0 < � < n, 0 � � < n, 1 < p < (n��)=� ve 1=q = 1=p��=(n��)
olmak üzere T� operatörü V (�)

0;1L
p;�(Rn) uzay¬ndan V (�)

0;1L
q;�(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Şimdi de çekirde¼gi (2:4) koşulunu sa¼glayan singular integral operatörü için bir

sonuç verelim. 1 < p < 1 ve 0 � � < n olmak üzere S operatörü V0L
p;�(Rn)

uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r [57]. Ayr¬ca S operatörünün V1Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gunu
da biliyoruz (Sonuç 4.1.2.). Ancak ne yaz¬k ki S operatörünün (V �) koşulunu sa¼glay¬p

sa¼glamad¬¼g¬n¬bilmiyoruz. Bu nedenle aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.1.10. 1 < p <1 ve 0 � � < n olmak üzere S operatörü V (�)
0;1L

p;�(Rn)
uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat:
Kompakt deste¼ge sahip s¬n¬rl¬f fonksiyonlar¬, yeterince büyük jyj ler için c > 0

sabiti y den ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

jSf(y)j � c

jyjn (4.4)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Gerçekten supp f � B(0;M) al¬rsak

jzj �M ve jyj � 2M için jy � zj � jyj �M � jyj
2

elde edilir. Buradan (4:4) eşitsizli¼gi, size koşulu (2:4) yard¬m¬yla elde edilir.

f 2 V
(�)
0;1L

p;�(Rn) olsun. Bu durumda k ! 1 iken Lp;�(Rn) uzay¬nda fk ! f

olacak şekilde bir (fk) � C10 (Rn) dizisi vard¬r. S operatörünün süreklili¼ginden

Sf = S( lim
k!1

fk) = lim
k!1

(Sfk)
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yaz¬labilir. V (�)
0;1L

p;�(Rn) alt uzay¬Lp;�(Rn) da kapal¬oldu¼gundan Sf 2 V (�)
0;1L

p;�(Rn)
sonucu elde edilir.

4.2. Genelleştirilmi̧s Vanishing Morrey Uzay¬nda Klasik Operatörlerin

S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu bölümde klasik operatörlerin, V1Lp;'(Rn) ve V (�)Lp;'(Rn) genelleştirilmi̧s
vanishing Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r. Bu operatörlerin Morrey

uzay¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gu bilindi¼ginden, operatörlerin (V1) ve (V (�)) vanishing özel-

liklerini korundu¼gunu göstermemiz yeterlidir. Bu kesimde elde edilen sonuçlar [6]

makalesinde yay¬nlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.2.1. 1 < p <1 ve ' 2 � olmak üzere

Z 1

r

'
1
p (t)

t1+
n
p

dt � C
'
1
p (r)

r
n
p

(4.5)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde r > 0 dan ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti var olsun. Bu

durumda p-admissible alt-lineer singular tipli T operatörü V1L
p;�(Rn) uzay¬nda

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 3.2.10 dan p-admissible alt-lineer singular tipli T operatörünün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬bilindi¼ginden f 2 V1Lp;'(Rn) iken Tf 2 V1Lp;'(Rn) oldu¼gunu göstermek
yeterlidir. f 2 V1L

p;'(Rn) olsun. Bu durumda herhangi bir " > 0 için her t � R

ve x 2 Rn iken Mp;'(f ;x; t) < " olacak şekilde bir R = R(") > 0 vard¬r. Buradan

r � R için ve Lemma 3.2.9. dan

Mp;'(Tf ;x; r) � C"
rn

'(r)

 Z 1

r

'
1
p (t)

t1+
n
p

dt

!p

. "

elde edilir. Eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬nda elde edilen sabit, x ve r den ba¼g¬ms¬z oldu¼gun-

dan

lim
r!1

sup
x2Rn

Mp;'(Tf ;x; r) = 0

yaz¬labilir ve buradan Tf 2 V1Lp;'(Rn) oldu¼gu sonucu elde edilir.

Sonuç 4.2.2. 1 < p <1 ve ' 2 � olsun. E¼ger ' fonksiyonu (4:5) integral koşulunu
sa¼gl¬yorsa M , H, H ve S operatörleri V1Lp;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.
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Teorem 4.2.3. 0 < � < n, 1 < p < n=�, 1=q = 1=p � �=n ve ';  2 � olmak
üzere, e¼ger Z 1

r

'
1
p (t)

t1+
n
q

dt � C
 

1
q (r)

r
n
q

(4.6)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde r > 0 dan ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti var ise bu durumda

T� operatörü V1Lp;'(Rn) uzay¬ndan V1Lq; (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r:

·Ispat: I� operatörünün Lp;�(Rn) uzay¬ndan Lq;�(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬oldu¼gundan
dolay¬[47], benzer norm eşitsizlikleri M�, H� ve H� operatörleri için de sa¼glan¬r.

Bu nedenle yaln¬zca Riesz potansiyel operatorünün davran¬̧s¬n¬incelemek yeterlidir.

Yani

r !1 iken sup
x2Rn

Mp;'(f ;x; r)! 0 ) sup
x2Rn

Mq; (I
�f ;x; r)! 0

ifadesini kan¬tlamam¬z gerekiyor. Lemma 3.2.11 de verilen

Mq; (I
�f ;x; r) � C

rn

 (r)

 Z 1

r

'
1
p (t)

t1+
n
q

(Mp;'(f ;x; t))
1
p dt

!q

eşitsizlik yard¬m¬yla Teorem 4.2.1. deki yol izlenerek istenen sonuç elde edilir.

Teorem 4.2.4. 0 < � < n, 1 < p < n=� ve q > p olsun. ' 2 � fonksiyonunu (4.5)
koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger Z 1

r

'
1
p (t)

t1��+
n
q

dt � Cr�
�p
q�p (4.7)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde r > 0 dan ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti var ise bu durumda

T� operatörü V1Lp;'(Rn) uzay¬ndan V1Lq;'(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 4.2.3 de oldu¼gu gibi ispat¬sadece Riesz operatörü için yapmak yeter-
lidir. (4.5) koşulunu alt¬nda I� operatörünün Lp;'(Rn) uzay¬ndan Lq;'(Rn) uzay¬na
s¬n¬rl¬ oldu¼gu (Guliyev) çal¬̧smas¬ndan bilindi¼ginden sonsuzda vanishing özelli¼gini

göstermek yeterlidir. (4.7) koşulu alt¬nda r > 0 ve x 2 Rn için

Mq;' (I
�f ;x; r) � Ckfkq�pp;' Mp;' (Mf ;x; r)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Sonuç 4.2.2 gere¼gi f 2 V1L
p;'(Rn) ise Mf 2 V1L

p;'(Rn)
oldu¼gundan yukar¬daki eşitsizlikten I�f 2 V1Lq;'(Rn) sonucu elde edilir.

Teorem 4.2.5. 1 < p < 1 ve ' 2 � olsun. E¼ger ' fonksiyonu (4:5) koşulunu
sa¼gl¬yor ve

lim
t!1

' (t)

tn
= 0 (4.8)
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ise bu durumda M maksimal operatörü V (�)Lp;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: ' fonksiyonu (4:5) koşulunu sa¼glad¬¼g¬nda M operatörü Lp;'(Rn) uzay¬nda
s¬n¬rl¬oldu¼gundan [16], yaln¬zca (V �) vanishing özelli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermemiz

yeterlidir. Yani

lim
N!1

AN;p(f) = 0 ) lim
N!1

AN;p(Mf) = 0

önermesini ispatlamam¬z gerekir. Verilen x 2 Rn ve N 2 N için


x;N := B(x; 2) \ (Rn nB(0; N))

olmak üzere f fonksiyonunu

f1 := f �
x;N=2 ve f2 = f �Rnn
x;N=2

olmak üzere f = f1 + f2 şeklinde yazal¬m.

M operatörünün alt linerli¼ginden

AN;p(Mf) . AN;p(Mf1) +AN;p(Mf2) (4.9)

yaz¬labilir. ŞimdiN !1 iken eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki iki terimin de s¬f¬ra gitti¼gini

göstermeliyiz.

M operatörünün Lp(Rn) uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ile aşa¼g¬daki eşitsizlik,Z
B(x;1)

(M(f1)(y))
p �N(y) dy �

Z
Rn
(M(f1)(y))

p dy

� C

Z
Rn
jf1(y)jpdy

= C

Z

x;N=2

jf(y)jp dy

x, N ve f den ba¼g¬ms¬z bir C sabitiyle elde edilir. f 2 V (�)Lp;'(Rn) oldu¼gundan üst-
teki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬N !1 iken s¬f¬ra düzgün yak¬nsar. (V �) özelli¼gi yuvar¬n

merkez noktas¬ndan ve yar¬çap¬ndan ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan [7], limN!1AN;p(Mf1) =

0 olur.

Şimdi (4:9) eşitsizli¼gindeki toplam¬n ikinci terimiyle ilgilenelim. " > 0 key�olacak

şekilde her t � t1 için t�n' (t) < " olacak şekilde bir t1 > 1 vard¬r. Sabitlenmi̧s bu

t1 için Z
B(x;1)

(M(f2)(y))
p �N(y) dy � CI1(x;N) + I2(x;N)

53
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eşitsizli¼gini

I1(x;N) :=

Z
B(x;1)

�N(y) sup
0<t<t1

�
1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)j�Rnn
x;N=2(z) dz
�p
dy

ve

I2(x;N) :=

Z
B(x;1)

�N(y) sup
t�t1

�
1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)j�Rnn
x;N=2(z) dz
�p
dy

olacak şekilde iki terimli olarak ele alal¬m. Öncelikle I2(x;N) ifadesini hesaplayal¬m.

Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)j dz � 1

jB(y; t)j1=p kfkL
p(B(y;t))

yaz¬labilir. Böylece

I2(x;N) �
Z
B(x;1)

sup
t�t1

1

jB(y; t)j

Z
B(y;t)

jf(z)jpdz

� C

Z
B(x;1)

sup
t�t1

'(t)

tn
kfkpp;'

� " kfkpp;'

eşitsizli¼gi elde edilir. I1(x;N) ifadesini hesaplayabilmek için iki ayr¬durumu incele-

mek gerekir. z 2 B(y; t) ve z =2 
x;N=2 olacak şekilde iki durumda analiz etmemiz
gerekmektedir. E¼ger z 2 B(0; N=2) al¬rsak t > jz � yj > jzj � jyj > N=2 olur.

Böylece N � 2t1 için t 2 (0; t1) üzerinden al¬nan supremumum sonuca bir etkisi

yoktur. Ancak z =2 B(x; 2) al¬n¬rsa t > jz � yj � jz � xj � jy � xj � 1 olur ki geriye
t 2 (1; t1) üzerinden supremum al¬n¬rken I1(x;N) ifadesini hesaplamak kal¬r. t nin

bu de¼gerleri için

t�n
Z
B(y;t)

jf(z)j�Rnn
x;N=2(z) dz �
Z
B(y;t1)

jf(z)j dz =
Z
B(0;t1)

jf(y � z)j dz

elde edilir. Minkowski eşitsizli¼gi ve de¼gi̧sken de¼gi̧stirme yöntemiyle

I1(x;N) �
Z
B(x;1)

�N(y)

�Z
Rn
�B(0;t1)(z) jf(y � z)j dz

�p
dy

�
 Z

Rn
�B(0;t1)(z)

�
sup
v2Rn

Z
B(v;1)

jf(u)jp �N�jzj(u) du
�1=p

dz

!p

= :

�Z
Rn
gN(z) dz

�p
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elde edilir.

a � 0 ise �a := 1 ve a > 0 ise �a := �RnnB(0;a)

al¬n¬rsa, I1(x;N) için düzgün s¬n¬rl¬l¬k elde edilir. f 2 Lp;�(Rn) ve gN(z), t1�e ba¼gl¬bir
üst s¬n¬ra sahip olacak şekilde integrallenebildi¼ginden, Lebesgue yak¬nsama teoremi

kullan¬larakN !1 iken
R
Rn gN(z) dz ! 0 elde edilir. BuN !1 iken I1(x;N)! 0

yak¬nsamas¬n¬n düzgün oldu¼gunu gösterir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.2.6. 1 < p <1 ve ' 2 � olsun. ' fonksiyonu (4:5) ve (4.8) koşullar¬n¬
sa¼gl¬yor ise bu durumdaM# operatörü veH Hardy operatörü V (�)Lp;'(Rn) uzay¬nda
s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: (2.5) ve (2.7) eşitsizlikleri kullan¬larak Teorem 4.2.5. den istenen sonuç elde

edilir.

Uyar¬: H Hardy operatorünün davran¬̧s¬na ba¼gl¬olarak (V �) özelli¼ginin korunumu

ile yukar¬daki ispatta da görülece¼gi gibi H Hardy operatörü, Lp;'(Rn) uzay¬n¬n
tamam¬ndan V (�)Lp;'(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.2.7. 0 < � < n, 1 < p < n=� ve q > p olsun. ' 2 � fonksiyonu

(4.5), (4.7) ve (4.8) koşullar¬n¬sa¼gl¬yor ise bu durumda T� operatörü V (�)Lp;'(Rn)

uzay¬ndan V (�)Lq;'(Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: f fonksiyonunu

f = f1 + f2; f1(y) = f(y)�B(x;2r); f2(y) = f(y)�Rn�B(x;2r)

olacak şekilde iki parça olarak al¬rsak;

I�f(y) = I�f1(y) + I�f2(y)

elde ederiz. I�f1(y) için

jI�f1(y)j . r�Mf(y)

yaz¬labilir. I�f2(y) için ise

jI�f2(y)j � C

Z 1

r

kfkLp(B(y;t))t��
n
p
�1dt

eşitszili¼gi geçerlidir. Böylece Teoremde kabul edilen koşullar yard¬m¬yla her f 2
V (�)Lp;'(Rn) ve r > 0 için

jI�f(y)j � Cr�Mf(y) + r�
�p
q�pkfkp;�
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yaz¬labilir. Böylelikle

AN;q (I
�f) � Ckfkq�pp;� AN;p(Mf)

eşitsizli¼gi, C sabiti N 2 N ve f den ba¼g¬ms¬z olacak şekilde elde edilir. Böylece

Teorem 4.2.5. gere¼gi f 2 V (�)Lp;' iken Mf 2 V (�)Lp;' oldu¼gundan yukar¬daki eşit-

sizlikten I�f 2 V (�)Lq;'(Rn) elde edilir.

C10 (Rn) Uzay¬n¬n Kapan¬̧s¬n¬n De¼gi̧smezli¼gi

C10 (Rn) uzay¬n¬n k�kp;' Morrey normuna göre kapan¬̧s¬n¬L
p;'
0 (R

n) ile göstere-

lim. ' fonksiyonu (3.3) ve

lim
t!1

logp t

'(t)
= 0 (4.10)

koşulunu sa¼gl¬yor ise

Lp;'0 (Rn) = V0L
p;'(Rn) \ V1Lp;'(Rn) \ V (�)Lp;'(Rn) =: V (�)

0;1L
p;'(Rn)

şeklinde vanishing özelli¼gine sahip üç alt uzay yard¬m¬ile aç¬kça ifade edilebilir [9].

Bu kapan¬̧s harmonik analizde Morrey uzaylar¬ için, önemli bir rol oynamaktad¬r

çünkü duali Morrrey uzaylar¬ için bir predual oluşturur [3, 2, 56, 68]. Ayr¬ca [9]

çal¬̧smas¬nda

V
(�)
0;1L

p;'(Rn) $ V0L
p;'(Rn) \ V1Lp;'(Rn) $ V0L

p;'(Rn) $ Lp;'(Rn)

şeklindeki gömülmelerin geçerli oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.

Sonuç 4.2.8. 1 < p < 1 ve ' 2 � olsun. E¼ger ' fonksiyonu (4:5) Zygmund tipli
integral koşulunu ve (3.3), (4.8) ve (4.10) limit koşullar¬n¬sa¼gl¬yor ise M , M#; H

ve H operatörleri Lp;'0 (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬rlar.

Sonuç 4.2.9. 0 < � < n; 1 < p < n
�
ve q > p olsun. E¼ger ' 2 � fonksiyonu (4:5)

Zygmund tipli integral koşulunu ve (3.3), (4.8) ve (4.10) limit koşullar¬n¬sa¼gl¬yor ise

bu durumda M , M#; H ve H operatörleri Lp;'0 (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬rlar.

Teorem 4.2.10. 1 < p < 1 ve ' 2 � olmak üzere, e¼ger ' fonksiyonu (4:5)

Zygmund tipli integral koşulunu ve (3.3) ve (4.10) limit koşullar¬n¬sa¼gl¬yor ise bu

durumda S operatörü Lp;'0 (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: S¬n¬rl¬kompakt deste¼ge sahip f fonksiyonlar¬, yeterince büyük jyj ler için
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c > 0 , y den ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

jSf(y)j � c

jyjn (4.11)

eşitsizli¼gini sa¼glar. Gerçekten supp f � B(0;M) al¬rsak

jzj �M ve jyj � 2M için jy � zj � jyj �M � jyj
2

elde edilir ve böylece (2:4) eşitsizli¼gi yard¬m¬yla (4:11) sa¼glan¬r.

f 2 Lp;'(Rn) olarak kabul edersek k ! 1 iken Lp;'(Rn) uzay¬nda fk ! f

olacak şekilde bir (fk) � C10 (Rn) dizisi vard¬r. S operatörünün Lp;'(Rn) uzay¬ndaki
süreklili¼ginden

Sf = S( lim
k!1

fk) = lim
k!1

(Sfk)

yaz¬labilir. Böylece vanishing tipli alt uzaylar¬n Lp;'(Rn) deki kapal¬l¬¼g¬ndan Sf 2
Lp;'0 (Rn) elde edilir.

4.3. Genelleştirilmi̧s Vanishing Morrey Uzay¬nda Klasik Operatörlerin

Kommutatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu bölümde V1Lp;'(Rn) ve V �Lp;'(Rn) genelleştirilmi̧s vanishing Morrey uza-
ylar¬nda, maksimal operatör, fraksiyonel maksimal operatör ve Riesz operatörünün

komutatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r. V1Lp;�(Rn) ve V �Lp;�(Rn) uzaylar¬nda
maksimal operatörün ve fraksiyonel maksimal operatörün komutatörlerinin s¬n¬r-

l¬l¬klar¬A. Almedia taraf¬ndan [10] çal¬̧smas¬nda ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.3.1. 1 < p <1 ve ' 2 � fonksiyonu

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�
t
�n
p '

1
p (t) � r

�n
p '

1
p (r) (4.12)

koşulunu sa¼glas¬n. b 2 BMO iken Mb komutatörü V1Lp;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Mb komutatörünün s¬n¬rl¬ oldu¼gu Teorem 2.9.6. dan bilindi¼ginden ispat

için V1Lp;'(Rn) uzay¬n¬nMb komutatörüne göre de¼gi̧smezli¼gini göstermek yeterlidir.

Yani

lim
r!1

sup
x2Rn

Mp;'(f ;x; r) = 0 =) lim
r!1

sup
x2Rn

Mp;'(Mb f ;x; r) = 0

önermesini ispatlamak yeterlidir. E¼ger f 2 V1L
p;'(Rn) ise " > 0 olmak üzere her

t � R için supx2Rn Mp;'(f ;x; r) < " olacak şekilde R = R (") > 0 vard¬r. ' 2 �

57



4. ARAŞTIRMA BULGULARI

olmak üzere (2:15) eşitsizli¼gini kullanarak (4.12) koşulu alt¬nda her x 2 Rn ve r � R

için

Mp;'(Mb f ;x; r) . kbkpBMO

rn

' (r)
sup
t>r

�
1 + ln

t

r

�p
t�nkfkpLp(B(x0;t))

= kbkpBMO

rn

' (r)
sup
t>r

�
1 + ln

t

r

�p
t�n' (t)Mp;'(f ;x; r)

. " kbkpBMO

yaz¬labilir. Böylece

lim
r!1

sup
x2Rn

Mp;'(Mb f ;x; r) = 0

elde edilir.

Sonuç 4.3.2. 1 < p <1 ve ' 2 � olsun. ' fonksiyonu (4:12) koşulunu sa¼glas¬n.
E¼ger b 2 BMO negatif olmayan bir fonksiyon ise bu durumda [b;M ] operatörü

V1L
p;'(Rn) de s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.3.3. 1 < p <1 ve ' 2 � olsun. ' fonksiyonu (4:12) ve

lim
t!1

lnp t
'(t)

tn
= 0 (4.13)

koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO ise Mb komutatörü V (�)Lp;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬r-
l¬d¬r.

·Ispat: Mb komutatörünün Lp;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬olmas¬nedeniyle [31]

lim
N!1

AN;p (f) = 0 =) lim
N!1

AN;p (Mbf) = 0

oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir. ·Ispat 4 ad¬mda gerçekleştirilecektir.

Ad¬m 1: x 2 Rn ve N 2 N; için f fonksiyonunu


x;M := B(x; 2) \ (Rn nB(0;M)) ; M > 0

olmak üzere

f1 := f �
x;N=2 ; f2 = f �Rnn
x;N=2 için f = f1 + f2

yukar¬daki gibi iki parçaya ay¬ral¬m.

Mb nin alt lineerli¼ginden

AN;p (Mbf) � C [AN;p (Mb (f1)) +AN;p (Mb (f2))] (4.14)
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yaz¬labilir. Ayr¬ca Mb nin Lp(Rn) deki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndanZ
B(x;1)

(Mb (f1) (y))
p �N (y) dy �

Z
Rn

(Mb (f1) (y))
p �N (y) dy

� C

Z
Rn

jf1 (y)jp dy = C

Z

x;N=2

jf (y)jp dy

ifadesi elde edilir. Burada eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki key�sabit x;N ve f den ba¼g¬m-

s¬z olarak elde edilir. Bu durumda f 2 V (�)Lp;'(Rn) oldu¼gundan N ! 1 iken sa¼g

taraf her x 2 Rn için s¬f¬ra düzgün yaklaş¬r. Böylece

lim
N!1

AN;p (Mbf1) = 0

elde edilir.

Ad¬m 2: ·Ikinci terimi hesaplayabilmek için t > t0 (sabitlenmi̧s aşa¼g¬daki gibi

seçilmek üzere) aşa¼g¬daki gibi

I (x;N; t0) :=

Z
B(x;1)

�N (y) dy sup
0<t<t0

264 1

jB (y; t)j

Z
B(y;t)

jb (y)� b (z)j jf (z)j�Rnn
x;N=2 (z) dz

375
p

dy

ve

II (x;N; t0) :=

Z
B(x;1)

�N (y) dysup
t>t0

264 1

jB (y; t)j

Z
B(y;t)

jb (y)� b (z)j jf (z)j�Rnn
x;N=2 (z) dz

375
p

dy

parçalanmas¬seçilerekZ
B(x;1)

(Mb (f2) (y))
p �N (y) dy � C [I (x;N; t0) + II (x;N; t0)]

olacak şekilde düzenlenir.

Ad¬m 3: II (x;N; t0) terimini hesaplayabilmek için " > 0 key� olmak üzere

yeniden bir parçalamaya gidilerek

II1 (x;N; t0) :=

Z
B(x;1)

�N (y) dy sup
t>t0

264 1

jB (y; t)j

Z
B(y;t)

��b (y)� bB(y;t)
�� jf (z)j�Rnn
x;N=2 (z) dz

375
p

dy
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ve

II2 (x;N; t0) :=

Z
B(x;1)

�N (y) dy sup
t>t0

264 1

jB (y; t)j

Z
B(y;t)

��b (z)� bB(y;t)
�� jf (z)j�Rnn
x;N=2 (z) dz

375
p

dy

olmak üzere

II (x;N; t0) � II1 (x;N; t0) + II2 (x;N; t0)

yaz¬labiliriz. Hölder eşitsizli¼gi ve (2:10) dan, (4.13) gere¼gi her t > t0 için
'(t)
tn

< "

olacak şekilde t0 > 1 yeterince büyük al¬n¬rsa

II2 (x;N; t0) � kbkpBMO

Z
B(x;1)

�N (y) dysup
t>t0

1

jB (y; t)j

Z
B(y;t)

jf (z)jp dzdy . kbkpBMO kfk
p
p;' "

elde edilir.

II1 (x;N; t0) teriminin hesaplanabilmesi için;��b (y)� bB(y;t)
�� � ��b (y)� bB(x;1)

��+ ��bB(x;1) � bB(y;2)
��+ ��bB(y;2) � bB(y;t)

��
parçalamas¬ile

II1 (x;N; t0) � kbkpBMO kfk
p
p;' "+ kfk

p
p;'

Z
B(x;1)

sup
t>t0

��bB(y;2) � bB(y;t)
��p ' (t)

tn
dy

elde edilir. Her t � t0 � 2 için B (y; 2) � B (y; t) oldu¼gundan her t � t0 için

lnp (1 + t=2) '(t)
tn
� " olacak şekilde t0 yeteri kadar büyük al¬n¬rsa (2:13) özelli¼ginden

��bB(y;2) � bB(y;t)
��p ' (t)

tn
. lnp (1 + t=2) kbkpBMO

' (t)

tn
� kbkpBMO "

yaz¬labilir. Bu yüzden

II1 (x;N; t0) � C kbkpBMO kfk
p
p;' "

elde edilir. Uygun t0 seçimiyle II1 ve II2 için buldu¼gumuz sonuçlardan

II (x;N; t0) � C kbkpBMO kfk
p
p;' "

ifadesinin her x 2 Rn için düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gunu görürüz.
Ad¬m 4: Son olarak I (x;N; t0) ifadesini hesaplayal¬m. z =2 
x;N=2 ( ve z 2 B (y; t))

iken, iki ayr¬durum ortaya ç¬kar. E¼ger z 2 B (0; N=2) ise t > jz � yj � jyj�jzj > N=2

olur ve burada N � 2t0 için t 2 (0; t0) üzerinde supremum sorun ç¬karmaz. Ancak
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e¼ger z =2 B (x; 2) ise t > jz � yj � jz � xj � jy � xj > 1 olur ve geriye t 2 (1:t0)
üzerinden supremum al¬n¬rken I (x;N; t0) ifadesini hesaplamak kal¬r. Bunun için

aşa¼g¬daki ifadeyi

I (x;N; t0) .
Z

B(x;1)

�N (y)

264 Z
B(y;t0)

jb (y)� b (z)j jf (z)j dz

375
p

dy

: = I1 (x;N; t0) + I2 (x;N; t0) + I3 (x;N; t0)

şeklinde parçalayal¬m. Bu parçalanmalar s¬ras¬yla;

I1 (x;N; t0) :=

Z
B(x;1)

�N (y)

264 Z
B(y;t0)

��b (y)� bB(x;1)
�� jf (z)j dz

375
p

dy

I2 (x;N; t0) :=

Z
B(x;1)

�N (y)

264 Z
B(y;t0)

��bB(x;1) � bB(y;t0)
�� jf (z)j dz

375
p

dy

I3 (x;N; t0) :=

Z
B(x;1)

�N (y)

264 Z
B(y;t0)

��bB(y;t0) � b (z)
�� jf (z)j dz

375
p

dy

olarak seçilsin. I3 (x;N; t0) ifadesinde s 2 (1; p) üssü ile Hölder eşitsizli¼gi uygula-
narak (2:12) yard¬m¬yla;

Z
B(y;t0)

��bB(y;t0) � b (z)
�� jf (z)j dz �



bB(y;t0) � b (�)



Ls

0 (B(y;t0))
kfkLs(B(y;t0))

� C kbkBMO t
n=s0

0 kfkLs(B(y;t0))
t kbkBMO kfkLs(B(y;t0))

elde edilir.
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E¼ger a � 0 ise �a := 1 ve e¼ger a > 0 ise �a := �Rn=B(0;a) al¬narak Minkowski

eşitsizli¼gi ve de¼gi̧sken de¼gi̧stirme yöntemi kullan¬larak

I3 (x;N; t0) . kbkpBMO

Z
B(x;1)

24Z
Rn

�N (y)�B(0;t0) (z) jf (y � z)js dz

35
p
s

dy

� kbkpBMO

0BB@Z
Rn

264 Z
B(x;1)

�N (y)�B(0;t0) (z) jf (y � z)jp dz

375
s
p

dy

1CCA
p
s

� kbkpBMO

0BB@Z
Rn

�B(0;t0) (z)

264 sup
v2Rn

Z
B(v;1)

�N�jzj (u) jf (u)j
p du

375
s
p

dz

1CCA
p
s

eşitsizli¼gi bulunur. f 2 Lp;� (Rn) oldu¼gundan Lebesgue yak¬nsama teoremindenN !
1 iken her x 2 Rn için I3 (x;N; t0)! 0 yak¬nsamas¬düzgündür sonucu elde edilir.

Benzer bir yak¬nsamay¬I2 (x;N; t0) için göstermek amac¬yla öncelikle��bB(x;1) � bB(y;t0)
�� � tn0 kbk

p
BMO

oldu¼gunu göz önüne alarak, t0 � 2 ve y 2 B (x; 1) için B (x; 1) � B (y; t0) oldu¼gun-

dan, I3 (x;N; t0) ifadesinde oldu¼gu gibi de¼gi̧sken de¼gi̧stirme ve Minkowski eşitsizli¼gi

uygulayarak istenen sonuç elde edilmi̧s olur.

Son olarak I1 (x;N; t0) ifadesini hesaplamak durumunday¬z. �N (y) � �N�t0 (z)

ve her z 2 B (y; t0) için jyj > N dir. y 2 B (x; 1) için B (y; t0) � B (x; 2t0) oldu¼gun-

dan Hölder eşitsizli¼gini uygulayarak

I1 (x;N; t0) �
Z

B(x;1)

��b (y)� bB(x;1)
��p
264 Z
B(y;t0)

�N�t0 (z) jf (z)j dz

375
p

dy

�
Z

B(x;1)



b (:)� bB(x;1)


p
Lp(B(x;1))

Z
B(x;2t0)

�N�t0 (z) jf (z)j
p dz

� kbkpBMO

Z
B(x;2t0)

�N�t0 (z) jf (z)j
p dz

sonucu elde edilir. (V �) özelli¼gi xmerkezli yuvarlar¬n yar¬çap¬ndan ba¼g¬ms¬z oldu¼gun-

dan [7];

I1 (x;N; t0) � C kbkpBMOAN�t0;p (f)

elde edilir. t0 sabitlenmi̧s oldu¼gundan N !1 iken her x 2 Rn için I1 (x;N; t0)! 0
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yak¬nsamas¬düzgündür. 2-4 ad¬mlar¬nda elde edilen tüm sonuçlar göz önüne al¬narak

N !1 iken AN;p (Mb (f2))! 0 oldu¼gu görülür. Ad¬m 1 ve (4:14) eşitsizli¼ginden

lim
N!1

AN;p (Mb (f2)) = 0

elde edilir ve ispat tamamlanm¬̧s olur.

Ayr¬ca (2:14) eşitsizli¼ginin yard¬m¬yla aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.4. Teorem 4.3.3 ün koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO (Rn) negatif
olmayan bir fonksiyon ise [b;M ] komütatörü V �Lp;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.3.5. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve ' 2 � olsun. ' 2 � fonksiyonu

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�
t��

n
p'

1
p (t) � Cr

�n
q '

1
q (r) (4.15)

koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO (Rn) ise M�;b kommutatörü V1Lp;' (Rn) uzay¬n-
dan V1Lq;' (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 2.9.6. dan M�;b kommutatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu biliniyor. (2:17)

eşitsizli¼ginden yararlanarak her x 2 Rn ve r > 0 için

Mq;' (M�;b(f ;x; r)) � C kbkqBMO

rn

' (r)

�
sup
t>2r

�
1 + ln

t

r

�
t
�n
q '

1
p (t) (Mp;'(f ;x; t))

1
p

�q
yaz¬labilir. Buradan istenen sonuç elde edilir.

Teorem 4.3.6. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; q > p ve ' 2 � olsun. ' 2 � fonksiyonu

(4.12) ve

sup
r<t<1

�
1 + ln

t

r

�
t��

n
p'

1
p (t) � Cr�

�p
q�p (4.16)

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO (Rn) ise M�;b kommutatörü V1Lp;' (Rn) uza-
y¬ndan V1Lq;' (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 2.9.8. den M�;b kommutatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu biliniyor. (2:18)

eşitsizli¼ginden yararlanarak her x 2 Rn ve r > 0 için

Mq;' (M�;b(f ;x; r)) � C kbkqBMO kfk
q�p
Lp;'Mp;' (Mb(f ;x; r))

yaz¬labilir. Teorem 4.3.1 gere¼gi f 2 V1L
p;' (Rn) iken Mbf 2 V1L

p;' (Rn) oldu¼gun-
dan Mb;�f 2 V1Lq;' (Rn) elde edilir.
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Teorem 4.3.7. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; q > p ve ' 2 � olsun. ' 2 � fonksiyonu

(4.12), (4.16) ve

lim
t!1

logp t
'(t)

tn
= 0

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO (Rn) ise M�;b kommutatörü V (�)Lp;' (Rn) uza-
y¬ndan V (�)Lq;' (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 2.9.8. denM�;b kommutatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu bilindi¼ginden
�
V (�)�

özelli¼ginin korundu¼gunu göstermek yeterlidir. Eşitsizlik (2.18) den

AN;q (M�;bf) � C kbkqBMO kfk
q�p
Lp;' AN;p (Mbf)

yaz¬labilir. Burada eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki C sabiti x;N ve r den ba¼g¬ms¬z gelmek-

tedir. Teorem 4.3.3 gere¼gi f 2 V (�)Lp;' (Rn) ise Mbf 2 V (�)Lp;' (Rn) oldu¼gundan
M�;bf 2 V (�)Lq;' (Rn) elde edilir.

Teorem 4.3.8. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 1
q
= 1

p
� �

n
ve ' 2 � olsun. ' 2 � fonksiyonuZ 1

r

�
1 + ln

t

r

�
t��

n
p'

1
p (t)

dt

t
� Cr

�n
q '

1
q (r) (4.17)

koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO (Rn) ise [b; I�] kommutatörü V1Lp;' (Rn) uzay¬n-
dan V1Lq;' (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 2.9.10. dan [b; I�] kommutatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu biliniyor. (2:19)

eşitsizli¼ginden yararlanarak her x 2 Rn ve r > 0 için

Mq;' ([b; I�] (f ;x; r)) � C kbkqBMO

rn

' (r)

�Z 1

2r

�
1 + ln

t

r

�
t
�n
q '

1
p (t) (Mp;'(f ;x; t))

1
p
dt

t

�q
yaz¬labilir. Buradan istenen sonuç elde edilir.

Teorem 4.3.9. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; q > p ve ' 2 � olsun. ' 2 � fonksiyonu

(4.12) ve Z 1

r

�
1 + ln

t

r

�
t��

n
p'

1
p (t)

dt

t
� Cr�

�p
q�p (4.18)

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO (Rn) ise [b; I�] kommutatörü V1Lp;' (Rn) uza-
y¬ndan V1Lq;' (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 2.9.12. den [b; I�] kommutatörünün s¬n¬rl¬oldu¼gu biliniyor. (2:20)

eşitsizli¼ginden yararlanarak her x 2 Rn ve r > 0 için
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Mq;' ([b; I�] (f ;x; r)) � C kbkqBMO kfk
q�p
Lp;'Mp;' (Mb(f ;x; r))

yaz¬labilir. Teorem 4.3.1 gere¼gi f 2 V1L
p;' (Rn) iken Mbf 2 V1L

p;' (Rn) oldu¼gun-
dan [b; I�] 2 V1Lq;' (Rn) elde edilir.

Teorem 4.3.10. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; q > p ve ' 2 � olsun. ' 2 � fonksiyonu

(4.12), (4.18) ve

lim
t!1

logp t
'(t)

tn
= 0

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger b 2 BMO (Rn) ise [b; I�] kommutatörü V (�)Lp;' (Rn) uza-
y¬ndan V (�)Lq;' (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Teorem 2.9.12. den [b; I�] kommutatörünün s¬n¬rl¬ oldu¼gu bilindi¼ginden�
V (�)� özelli¼ginin korundu¼gunu göstermek yeterlidir. (2.20) eşitsizli¼ginden

AN;q (M�;bf) � C kbkqBMO kfk
q�p
Lp;' AN;p (Mbf)

yaz¬labilir. Burada eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki C sabiti x;N ve r den ba¼g¬ms¬z gelmek-

tedir. Teorem 4.3.3 gere¼gi f 2 V (�)Lp;' (Rn) ise Mbf 2 V (�)Lp;' (Rn) oldu¼gundan
[b; I�] f 2 V (�)Lq;' (Rn) elde edilir.

4.4. Genelleştirilmi̧s A¼g¬rl¬kl¬Vanishing Morrey uzay¬nda Klasik Oper-

atörlerin ve Kommutatörlerinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Bu k¬s¬mda genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬vanishing Morrey uzay¬nda klasik operatör-

lerin ve komutatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r. ·Ilk olarak S, M�, I� ve S� op-

eratörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r. Daha sonra Sb; I�;b; M�;b ve son olarak S�;b
komutatörlerinin V Lp;'� (Rn;wp) uzay¬ndan, V Lq; � (Rn;wq) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬klar¬gös-
terilmi̧stir. S¬n¬rl¬l¬k koşullar¬, monotonluk koşulu kullanmaks¬z¬n, (';  ) fonksiyon-

lar¬üzerine Zygmund tipli integral koşullar¬b¬rak¬larak elde edilmi̧stir. Bu bölümde

elde etti¼gimiz sonuçlar¬n baz¬lar¬[18] makalesinde yay¬nlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.4.1. 
; Rn de aç¬k bir bölge ve �; 
 n¬n key� bir alt kümesi olsun.
' (x; r) fonksiyonu � � [0; l) (l çap) üzerinde tan¬ml¬ve her (x; t) 2 � � (0; l) için
pozitif olsun. w, 
 üzerinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve V Lp;'� (
;w) := V Lp;'� (w) ile

gösterilen a¼g¬rl¬kl¬vanishing genelleştirilmi̧s Morrey uzay¬ eB (x; r) = B (x; r)\
 ve
1 � p <1:olmak üzere

kfkV Lp;'� (w) = sup
x2�;r>0

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;w( eB(x;r))
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yar¬normunu sonlu yapan

lim
r!0

sup
x2�

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;w( eB(x;r)) = 0 (4.19)

olacak şekilde f 2 Llocp;w (
) fonksiyonlar¬n¬n uzay¬olarak tan¬mlan¬r.
Uzay¬n non trivial olmas¬için ' (x; r) üzerine

lim
r!0

sup
x2�

kwkL1( eB(x;r))
' (x; r)

= 0 (4.20)

inf
r>1

sup
x2�

' (x; r) > 0

koşullar¬n¬n b¬rak¬lmas¬do¼gald¬r.

' (x; r) ; � � [0; l) üzerinde non-negatif ölçülebilir ve her (x; t) 2 � � (0; l) için
pozitif bir fonksiyon olsun. E¼ger ' fonksiyonu (4:20) koşullar¬n¬ sa¼gl¬yor ise ' 2
B (w) dir denir.

w � 1 ise bu durumda V Lp;'� (
;w) uzay¬[57] çal¬̧smas¬nda sunulan V Lp;'� (
)

uzay¬na kaŗs¬l¬k gelir.

Teorem 4.4.2. 
 , Rn de aç¬k bir bölge ve � � Rn, 
 n¬n key�bir alt kümesi olsun.
1 < p < 1, w 2 Ap ve ';  2 B (w) olmak üzere P (x; y) reel de¼gerli bir polinom,
K standart C-Z çekirde¼gine sahip C-Z singular operatorü T; (L2 (Rn) ; L2 (Rn)) tipli
olsun. Her � > 0 için

c� :=

1Z
�

sup
x2�

'
1
p (x; t)

kwk
1
p

L1(B(x;t))

dt

t
<1 (4.21)

ve
1Z
r

'
1
p (x; t)

kwk
1
p

L1(B(x;t))

dt

t
� c0

 
1
p (x; r)

kwk
1
p

L1(B(x;r))

(4.22)

eşitsizli¼gi x 2 � ve r > 0 den ba¼g¬ms¬z c0 sabiti için sa¼glan¬yorsa S oscillatory

integral operatorü V Lp;'� (Rn;w) uzay¬ndan V Lp; � (Rn;w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: (2:24) eşitsizli¼gini kullanarak

kSfkVMp;	
� (w) = sup

x2�;r>0

1

 
1
p (x; r)

kSfkLp;w(B(x;r))

� c sup
x2�;r>0

kwk
1
p

L1(B(x;r))

 
1
p (x; r)

1Z
r

kfk
Lp;w(B(x;t))

kwk�
1
p

L1(B(x;t))

dt

t

� c kfkV Lp;'� (w) sup
x2�;r>0

kwk
1
p

L1(B(x;r))

 
1
p (x; r)

1Z
r

'
1
p (x; t) kwk�

1
p

L1(B(x;t))

dt

t
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yaz¬labilir. (4:22) den

kSfkV Lp;'� (w) � c kfkV Lp;'� (w)

elde edilir. V Lp; � (w) uzay¬na ait oldu¼gunu gösterebilmek için

lim
r!0

sup
x2�

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;w(B(x;r)) = 0) lim
r!0

sup
x2�

1

 
1
p (x; r)

kSfkLp;w(B(x;r)) = 0

oldu¼gunu kan¬tlamak gereklidir. Yeterince küçük r ler için sup
x2�

1

 
1
p (x;r)

kSfkLp;w(B(x;r)) <

" göstermek amaçl¬, �0 > 0 ve r < �0olmak üzere (�0 < 1 al¬nabilir) (2:24) eşitsi-

zli¼ginin sa¼g taraf¬n¬

I�0 (x; r) :=
kwk

1
p

L1(B(x;r))

 
1
p (x; r)

0@ �0Z
r

'
1
p (x; t)

kwk
1
p

L1(B(x;t))

sup
0<r<t

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;w(B(x;r))
dt

t

1A
ve

J�0 (x; r) :=
kwk

1
p

L1(B(x;r))

 
1
p (x; r)

0@ lZ
�0

' (x; t)

kwk
1
p

L1(B(x;t))

sup
0<r<t

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;w(B(x;r))
dt

t

1A
olacak şekilde

1

 
1
p (x; r)

kSfkLp;w(B(x;r)) � C [I�0 (x; r) + J�0 (x; r)] (4.23)

iki parçaya ay¬rlal¬m. �0 > 0 sabitlenerek, c0 ve C sabitleri s¬ras¬yla (4:22) ve (4:23)

deki sabitler olmak üzere

sup
x2�

sup
0<r<t

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;w(B(x;r)) <
"

2Cc0

yaz¬labilir. Buradan

sup
x2�

CI�0 (x; r) <
"

2
; 0 < r < �0

elde edilir. r yeterince küçük al¬n¬p (4:21) göz önünde bulundurularak

J�0 (x; r) � c�0
kwk

1
p

L1(B(x;r))

 
1
p (x; r)

kfkV Lp;'� (w)

elde edilir. (4:20) den r yi yeterince küçük alarak

sup
x2�

kwkL1(B(x;r))
 (x; r)

<

 
"

2Cc�0 kfkV Lp;'� (w)

!p
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elde edilir ve ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.4.3. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 1
q
= 1

p
� �

n
; w 2 Ap;q, ' 2 B (wp) ve  2

B (wq) olsun. Her � > 0 için

c� :=

1Z
�

sup
x2�

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
<1 (4.24)

oluyor ve
1Z
r

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
� c0

 
1
q (x; r)

kwkLq(B(x;r))
(4.25)

eşitsizli¼gini sa¼glayan x 2 � ve r > 0 den ba¼g¬ms¬z bir c0 bulunabiliyorsa M� ve I�
operatörleri V Lp;'� (Rn;wp) uzay¬ndan V Lq; � (Rn;wq) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: M�f(x) � I� (jf j) (x) noktasal eşitsizli¼gini kullanarak, her 0 < � < n

için yaln¬zca fraksiyonel integral operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir. Her

f 2 V Lp;'� (Rn;wp) için

kI�fkV Lq; � (wq) � c kfkV Lp;'� (wp)

ve

lim
r!0

sup
x2�

1

 
1
q (x; r)

kI�fkLq;wq (B(x;r)) = 0

ifadelerinin geçerli oldu¼gunu göstermeliyiz. Öncelikle f 2 V Lp;'� (wp) iken I�f 2
V Lq; � (wq) oldu¼gunu yani

lim
r!0

sup
x2�

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;wp (B(x;r)) = 0) lim
r!0

sup
x2�

1

 
1
q (x; r)

kI�fkLq;wq (B(x;r)) = 0

varl¬¼g¬n¬gösterelim. 0 < r < �0 için sup
x2�

1

 
1
q (x;r)

kI�fkLq;wq (B(x;r)) < " oldu¼gunu ortaya

koyabilmek için

A�0 (x; r) :=
kwkLq(B(x;r))
 

1
q (x; r)

0@ �0Z
r

'
1
p (x; t)

t kwkLq(B(x;t))
sup
0<r<t

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;wp (B(x;r)) dt

1A
ve

B�0 (x; r) :=
kwkLq(B(x;r))
 

1
q (x; r)

0@ 1Z
�0

'
1
p (x; t)

t kwkLq(B(x;t))
sup
0<r<t

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;wp (B(x;r)) dt

1A

68
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seçilerek
1

 
1
q (x; r)

kI�fkLq;wq (B(x;r)) � C [A�0 (x; r) +B�0 (x; r)] (4.26)

olacak şekilde düzenlemeler yap¬l¬r. c0 ve C s¬ras¬yla (4:25) ve (4:26) deki sabitler

olmak üzere

sup
x2�

sup
0<r<t

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;wp (B(x;r)) <
"

2Cc0

sa¼glanacak şekilde �0 > 0 sabitleyelim. Böylece 0 < r < �0 için düzgün olarak

sup
x2�

CA�0 (x; r) <
"

2

elde edilir. ·Ikinci terimin hesaplanmas¬için (4:24) koşuluyla

B�0 (x; r) � c�0
kwkLq(B(x;r))
 

1
q (x; r)

kfkV Lp;'� (wp)

elde edilir.  2 B (wq) oldu¼gundan r yi yeterince küçük alarak

sup
x2�

kwqkL1(B(x;r))
 (x; r)

<

 
"

2Cc�0 kfkV Lp;'� (wp)

!q

istenen sonu. elde edilir.

Normun tan¬m¬ve Lemma 2.10.4. yard¬m¬yla

kI�fkV Lq; � (wq) = sup
x2�;r>0

1

 
1
q (x; r)

kI�fkLq;wq (B(x;r))

� c sup
x2�;r>0

1

 
1
q (x; r)

kwkLq(B(x;r))

1Z
r

kfk
Lp;w

p
(B(x;t))

kwk�1Lq(B(x;t))
dt

t

yaz¬labilir. Böylelikle (4:25) kullan¬larak

kI�fkV Lq; � (wq) � c kfkV Lp;'� (wp)

elde edilir ve Teorem 4.4.3. ün ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Uyar¬4.4.4. A¼g¬rl¬k fonksiyonunun w � 1 olma durumu için Teorem 4.4.3. nin

ispat¬[57] çal¬̧smas¬nda yer almaktad¬r.

Teorem 4.4.5. 1 < p <1; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
; P (x; y) reel de¼gerli bir polinom,
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w 2 Ap;q, ' 2 B (wp) ve  2 B (wq) olsun. Her � > 0 için

1Z
�

sup
x2�

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
<1

ve
1Z
r

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
� C

 
1
q (x; r)

kwkLq(B(x;r))

eşitsizli¼gini sa¼glayan x 2 � ve r den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti bulunabiliyorsa S� oper-

atörü V Lp;'� (wp) uzay¬ndan V Lq; � (wq) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: jS�f (x)j � I� (jf j) (x) eşitsizli¼gi ve lemma 4.4.3. den ispat elde edilir.

Örnek 4.4.6. E¼ger w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve hemen hemen x 2 Rn için C �
w(x) � D olacak şekilde C ve D sabitleri varsa 1 < p < q < 1 olmak üzere

w 2 Ap;q olur. 0 < � < n; 1 < p < n
�
ve 0 < � < n � �p olsun. 1

q
= 1

p
� �

n
;

'(x; r) = r� ve  (x; r) = r
�q
p olmak üzere M� ve I� operatörleri V L

p;'
� (Rn;wp)

uzay¬ndan V Lq; � (Rn;wq) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Örnek 4.4.7. 0 < � < n; 1 < p < n
�
ve 0 < � < n� �p, 1

q
= 1

p
� �

n
; '(x; r) = r�

ve  (x; r) = r
�q
p olsun. v(y) = jyj� olmak üzere e¼ger 0 < � < n(p � 1) ise v 2 Ap;

1 < p < 1 olur. (2:3) ten e¼ger 0 < � < n q
p0 ise w(y) = jyj

�
q 2 Ap;q, 1 < p < q < 1

elde edilir. Böylece

kwkLq(B(x;r)) �
(
jxj < 3r iken r

n+�
q

jxj � 3r iken r
n
q (jxj+ r)

�
q

yaz¬labilir.

E¼ger jxj < 3r ise �
p
� n+�

q
< 0 oldu¼gundan (4:23) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬

1Z
r

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
� Cr

�
p
�n+�

q

elde edilir.

Di¼ger yandan aşa¼g¬daki de¼gerlendirme yap¬larak

 
1
q (x; r)

kwkLq(B(x;r))
� r

�
p
�n+�

q :

jxj � 3r iken
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1Z
r

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
� C

r
�
p
�n
q + jxj

�
p
�n
q

jxj
�
q

olur ve
 

1
q (x; r)

kwkLq(B(x;r))
� r

�
p
�n
q

(jxj+ r)
�
q

:

oldu¼gundan dolay¬

jxj � 3r iken
r
�
p
�n
q + jxj

�
p
�n
q

jxj
�
q

� C
r
�
p
�n
q

(jxj+ r)
�
q

elde edilir. Buradan

c� � �
�
p
�n+�

q

bulunur. Böylelikle M� ve I� operatörleri V L
p;'
� (Rn;wp) uzay¬ndan V Lq; � (Rn;wq)

uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.4.8. 1 < p < 1 ve b 2 BMO (Rn) olsun. w 2 Ap ve ';  2 B(w)
olmak üzere her � > 0 için

c� := sup
0<r<�

1Z
�

ln(e+
t

r
) sup
x2Rn

'
1
p (x; t)

kwk
1
p

L1(B(x;t))

dt

t
<1 (4.27)

ve
1Z
r

ln(e+
t

r
)

'
1
p (x; t)

kwk
1
p

L1(B(x;t))

dt

t
� c0

 
1
p (x; r)

kwk
1
p

L1(B(x;r))

(4.28)

eşitsizli¼gini sa¼glayan x 2 Rn ve r > 0 den ba¼g¬ms¬z bir c0 sabiti bulunabiliyorsa Sb
komutatörü V Lp;'� (Rn;w) uzay¬ndan V Lp; � (Rn;w) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: ·Ispat için Lemma 2.10.8. ve Teorem 4.4.2. den yararlanaca¼g¬z. S¬n¬rl¬l¬¼g¬

gösterebilmek için

lim
r!0

sup
x2Rn

1

'
1
p (x; r)

kfkLp;w(B(x;r)) = 0) lim
r!0

sup
x2Rn

1

 
1
p (x; r)

kSbfkLp;w(B(x;r)) = 0

oldu¼gunu ispatlamak gerekir. 0 < r < �0 olsun. (4:28) den

1

 
1
p (x; r)

kSbfkLp;w(B(x;r)) � C
kbk� kwk

1
p

L1(B(x;r))

 
1
p (x; r)

1Z
r

ln

�
e+

t

r

�
kfkLp;w(B(x;t)) kwk

� 1
p

L1(B(x;t))

dt

t

(4.29)
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yaz¬l¬r. Yeterince küçük r ler için sup
x2Rn

1

 
1
p (x;r)

kSbfkLp;w(B(x;r)) < " oldu¼gunu göstere-

bilmek amac¬yla, (4:29) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬

I�0 (x; r) := kbk�
kwk

1
p

L1(B)

 
1
p (x; r)

�0Z
r

'1=p(x; t) ln
�
e+ t

r

�
t kwk

1
p

L1(B(x;t))

sup
0<r<t

1

'1=p(x; r)
kfkLp;w(B(x;r)) dt

ve

J�0 (x; r) := kbk�
kwk

1
p

L1(B(x;t))

 
1
p (x; r)

1Z
�0

'1=p(x; t) ln
�
e+ t

r

�
t kwk

1
p

L1(B(x;t))

sup
0<r<t

1

'1=p(x; r)
kfkLp;w(B(x;r)) dt

alarak aşa¼g¬daki gibi düzenleyelim

1

 
1
p (x; r)

kSbfkLp;w(B(x;r)) � C [I�0 (x; r) + J�0 (x; r)]

Ard¬ndan �0 > 0 sabitlenerekC ve c0 s¬ras¬yla (4:27) ve (4:28) den olmak üzere

sup
x2Rn

sup
0<r<t

1

'1=p(x; r)
kfkLp;w(B(x;r)) <

"

2Cc0 kbk�

yaz¬l¬r. Bu durum r 2 (0; �0) için ilk terimin

sup
x2Rn

CI�0 (x; r) <
"

2
; 0 < r < �0:

oldu¼gunu gösterir.
·Ikinci terimin hesab¬için r yeterince küçük al¬narak (4:20) den

J�0 (x; r) � kbk� c�0 kfkVMp;'
� (w)

kwk
1
p

L1(B)

 
1
p (x; r)

eşitsizli¼gi c�0 sabiti (4:27) den olacak şekilde elde edilir. Böylece (4:20) den, yeterince

küçük r ler için

sup
x2Rn

kwkL1(B(x;t))
 (x; r)

�
 

"

2Cc�0 kbk� kfkV Lp;'(w)

!p

elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.4.9. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 1
q
= 1

p
� �

n
; b 2 BMO (Rn), w 2 Ap;q ,
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' 2 B(wp) ve  2 B(wq) olsun. E¼ger her � > 0 için

c� := sup
0<r<�

1Z
�

ln

�
e+

t

r

�
sup
x2�

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
<1 (4.30)

oluyor ve
1Z
r

ln

�
e+

t

r

�
'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
� c0

 
1
q (x; r)

kwkLq(B(x;r))
(4.31)

eşitsizli¼gini sa¼glayan x 2 � ve r > 0 den ba¼g¬ms¬z bir c0 sabiti bulunabiliyorsa I�;b
komutatörü V Lp;'� (wp) uzay¬ndan V Lq; � (wq) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Bu teoremin ispat¬, Lemma 2.10.8. den yararlanarak Teorem 4.4.3. nin

ispat¬na benzer olarak elde edilir.

Sonuç 4.4.10. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 1
q
= 1

p
� �

n
; b 2 BMO (Rn), w 2 Ap;q

, ' 2 B(wp) ve  2 B(wq) olsun. E¼ger ' ve  fonksiyonlar¬ için (4:30) ve (4:31)

koşullar¬ sa¼glan¬yorsa M�;b komutatörü V Lp;'� (wp) uzay¬ndan V Lq; � (wq) uzay¬na

s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.4.11. 1 < p < 1; b 2 BMO (Rn) ; 0 < � < n
p
; 1
q
= 1

p
� �

n
; ve P (x; y)

reel de¼gerli bir polinom olsun. ' 2 B(wp) ve  2 B(wq) olmak üzere her � > 0 için

sup
0<r<�

1Z
�

ln

�
e+

t

r

�
sup
x2�

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
<1

geçerli ve
1Z
r

'
1
p (x; t)

kwkLq(B(x;t))
dt

t
� C

 
1
q (x; r)

kwkLq(B(x;r))

eşitsizli¼gi x ve r den ba¼g¬ms¬zC sabitleri için sa¼glan¬yorsa S�;b komutatörü V L
p;'
� (wp)

uzay¬ndan V Lq; � (wq) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: jS�;bf (x)j � I�;b (jf j) (x) eşitsizli¼ginden ve I�;b komutatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n-
dan (Teorem 4.5.9.) ispat elde edilir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Harmonik analizde lineer ve altlineer operatörler ve komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬k-

lar¬k¬smi türevli denklemler PDE teorisinde, süreksiz katsay¬l¬elliptik ve parabo-

lik denklemlerin çözümlerinin ön eşitsizliklerinin elde edilmesinde önemli bir yer

oluşturmaktad¬r. Diferansiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davran¬̧slar¬n¬n çal¬̧s¬l-

mas¬nda ve lokal düzgünlü¼günün tan¬mlanmas¬nda Morrey uzaylar¬n¬n, Lebesgue

uzaylar¬na göre daha kullan¬̧sl¬oldu¼gu görülmüştür. Morrey uzaylar¬, Lebesgue uza-

ylar¬na göre daha iyi lokal davran¬̧slar gösterdikleri halde, ayr¬labilirlik ve iyi fonksiy-

onlar yard¬m¬yla yaklaş¬m gibi baz¬önemli özelliklere sahip de¼gildirler. Morrey uza-

y¬nda birim fonksiyonla yaklaş¬m iyi davran¬̧s sergilememektedir çünkü bu uzay-

larda tekilli¼ge sahip baz¬fonksiyonlar vard¬r. Ayr¬ca Morrey uzaylar¬n¬n ayr¬labilir

olmad¬¼g¬bilinmektedir [56]. Bu durumdan kaynaklanan bir tak¬m eksiklikler, öteleme

operatörünün sürekli oldu¼gu tüm Morrey fonksiyonlar¬n¬içeren Zorko uzay¬ve van-

ishing özelli¼gine sahip V(0); V(1) ve V(�) gibi alt uzaylar¬n tan¬mlanmas¬n¬motive

etmi̧stir.

Morrey uzay¬n¬n baz¬vanishing koşullar¬na sahip alt uzaylar¬, A. Almeida ve S.

Samko�nun [7] ve [9] çal¬̧smalar¬nda yer alm¬̧st¬r. Yazarlar vanishing tipli koşullar

kullanarak Morrey uzay¬n¬n yeni bir kapal¬alt uzay¬n¬V (�)
0;1 tan¬mlad¬lar. Bu uzay

Zorko s¬n¬f¬ndan kesinlikle daha küçüktür ve Morrey normuyla C10 (Rn) uzay¬n¬n
Morrey uzay¬nda kapan¬̧s¬na kaŗs¬l¬k gelmektedir. Morey uzay¬ndaki bu kapal¬l¬k

harmonik analizde, Calderón-Zygmund teorisinde önemli bir rol oynamaktad¬r çünkü

duali, bir öndual oluşturur.

Literatürde V0 uzay¬ile ilgili çal¬̧smalar yetersiz kalmakta, V1 ve V (�) özelli¼gine

sahip Morrey alt uzaylar¬nda ise klasik operatörlere ait çal¬̧smalar neredeyse bu-

lunmamaktad¬r. Bu alanda yaln¬zca iki adet çal¬̧sma [7], [9] bulunmuştur. Bu eser-

lerde, bahsi geçen uzaylarda yaln¬zca integrallenebilir çekirdekli konvolüsyon oper-

atörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ortaya konulmuştur.

Tez çal¬̧smam¬z¬n esas amac¬, V0; V1 ve V (�) vanishing özelliklerinin, Harmonik

Analizin önemli operatörlerinden maksimal, singular, potansiyel ve Hardy operatör-

lerinin davran¬̧slar¬ alt¬nda korundu¼gunu göstermektir. Bu tez çal¬̧smas¬nda elde

edilen sonuçlar aşa¼g¬da özetlenmi̧stir.

1) [7] makalesinde ortaya konulan sonuçlar¬n bir devam¬olarak, p-admissible alt

lineer singular tipli T operatorü, M , H, H ve S ile I�, H�,H�; K� ve K� oper-
atörlerinin V1Lp;�(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬ortaya konulmuştur. Ayr¬ca M ,
H, H ile M�; I�, H� ,H� operatorlerinin V (�) özelli¼gine sahip vanishing uzay¬nda

s¬n¬rl¬l¬klar¬ ispatlanm¬̧s ve M , H, H ve S operatörlerinin V
(�)
0;1L

p;�(Rn) uzay¬nda
s¬n¬rl¬l¬klar¬gösterilmi̧stir.
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2) [9] makalesi ileriye taş¬narak p-admissible alt lineer singular tipli T oper-

atorünün ve M , H, H, M�; I�, H�, H� operatörlerinin, s¬ras¬yla V1Lp;'(Rn) ve
V (�)Lp;'(Rn) uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ispatlanm¬̧s ve M , H, H ve S operatörlerinin
V
(�)
0;1L

p;'(Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬ortaya konulmuştur.

3) [10] makalesindeki sonuçlar, genelleştirilmi̧s vanishing Morrey uzaylar¬na taş¬-

narakMb komutatörünün s¬ras¬yla V1Lp;'(Rn) ve V (�)Lp;'(Rn) uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬k
koşullar¬ortaya konulmuştur. Ayr¬caM�;b kommutatörünün, vanishing Morrey uza-

ylar¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬kan¬tlanm¬̧st¬r.

4) Genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬vanishing Morrey uzaylar¬tan¬mlanarak S, M�, I�
ve S� operatörlerinin bu uzaylardaki s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬ortaya konulmuştur. Daha

sonra Sb; I�;b; M�;b ve son olarak S�;b komutatörlerinin V L
p;'
� (Rn;wp) uzay¬ndan,

V Lq; � (Rn;wq) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬klar¬ gösterilmi̧stir. S¬n¬rl¬l¬k koşullar¬, monotonluk
koşulu kullanmaks¬z¬n, (';  ) fonksiyonlar¬üzerine Zygmund tipli integral koşullar¬

b¬rak¬larak elde edilmi̧stir.
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