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OZET

Uzun yillardir bilim insanlarinin ilgisini ¢eken ve hakkinda bircok bilimsel calisma
yayinlanmis olan sayi1 dizileri hala bir¢ok yeni ve ilging sonuglar vermekte, aragtirmacilarin
ilgisini ¢ekmektedir. Bu ¢alisma baslica dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde
calismamizin amag¢ ve kapsami agiklanmis, bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.
Ikinci boliimde c¢ahismamiza zemin teskil eden kaynak incelenmesi verilmistir.
Calismamizin esas kismi olan tigiincii boliimde ise tanimlanan bir blok matris ile balancing
sayilar1 arasindaki iliskiler incelenmistir. Son boliimde ise yapilan ¢alisma ile ilgili baz1
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢aligmada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

Al

!
AT
A®B
Bn

Fa

Ln

I

n

MH(F)

M...(F)

Pf(A)
per(A)

Aciklamalar

A kare matrisinin determinanti

A matrisinin tersi (inversi)

A matrisinin transpoz matrisi
Kroneker carpim

n. Balancing sayis1

n. Fibonacci sayisi

n. Lucas sayis1
nxn boyutlu birim matris

Elemanlar1 F cisminde olan buitiin hx n kare
matrislerin kiimesi

Elemanlar: F cisminde olan biitiin mxn kare

matrislerin kiimesi

A kare matrisinin Pfaffiani

A kare matrisinin permanenti



1. GIRIS

Dogada meydana gelen bir olayin sonucu olarak veya bir soruna matematiksel bir model
vermek i¢in tanimlanan; matematik, biyoloji ve miithendislik gibi alanlarda uygulamalar1

olan say1 dizileri ve genellemeleri bir¢ok arastirmaci tarafindan yillardir incelenmektedir.

Tez calismamizda, son yillarda iizerine bircok arastirma makalesi yazilan, baslangic

kosullar1 B, =1, B, =60lan

B,,=6B,-B

n+1 n n-1?

n>2

indirgeme bagintisi ile tanimlanan balancing sayilar1 incelenmis, genis bir literatiir taramasi

yapilmistir. Genel formu

o

ile verilen 2x2 blok matris tanimindan hareketle bir blok matris tanimlanmis ve blok

matrislerin 6zelliklerinden faydalanilarak balancing sayilarinin yeni bazi 6zellikleri elde

edilmistir. “A ve B iki kare matris olmak iizere B =P AP olacak sekilde tekil olmayan
(yani det(P) #0 ) bir P matrisi varsa, A ve B matrislerine benzer matris denir” tanimi ve

benzer matrislerin Ozelliklerinden hareketle tanimlanan blok matrisin 6zelliklerinin
incelenmesi ve balancing sayilar ile iliskilendirilmesi kolaylagsmistir. Sonuclar Maple

programu ile kontrol edilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. {1k boliim giris, ikinci boliimde ¢alismada kullanilacak
bazi tanim ve dzellikler verilmistir. Ugiincii boliimde kaynak arastirmasi yapilmistir. Esas
sonuglarin verildigi son bdliimde ise blok matris ve balancing sayilarinin matris gosterimi

tanimlanmis ve bu matrisler ile ilgili bazi1 esitlikler elde edilmistir.






2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR ve TEOREMLER

Bu bolimde c¢alismamiza temel teskil eden, bazi temel tanimlara ve Ozelliklere yer

verecegiz.

Tanim 2.1.

Fibonacci say1 dizisi F, =0, F, =1 baslangi¢ kosulu olmak iizere, n>0 igin,

F

n+2

=F.,+F

n+1 n

rekiirans bagmtisi ile tammlanmustir. Fibonacci dizisinin ilk birkag terimi asagidaki tabloda

verilmistir.

Sekil 2.1. Fibonacci sayilar1

Bir¢ok bilim insani tarafindan yillardir ¢alisilan, her defasinda ilging sonuglar veren ve
tavsanlarla ilgili bir problemin ¢dziimii neticesinde ortaya ¢ikan Fibonacci sayilari en bilinen

say1 dizilerinden biridir.

Tavsan problemi soyle 6zetlenebilir. Biri erkek digeri disi yeni dogmus iki tavsan olsun.

e Her bir ¢iftin olgunlagmasi bir ay sirsiin.
e Her bir ¢ift tavsan ikinci aydan itibaren her ay erkek-disi bir ¢ift diinyaya getirsin.

e Diinyaya gelen biitiin tavsanlar 6liimsiiz olsun.

Bu kosullar altinda bir y1lda diinyaya gelen tavsan sayis1 hesaplanmak istensin. Kabul edelim
ki tavsanlarn ilk ¢iftleri 1 Ocak’ta dogsun. Olgunlagmalar1 bir ay siireceginden bu nedenle
1 Subat’ta hala 1 ¢ift olur. 1 Mart’ta iki ayliklar ve yeni bir ¢ift iirettiler. Boylece toplam 2
cift oldu. Bu sekilde ilerleyerek, Nisan aymnda 3 ¢ift, Mayis ayinda 5 ¢ift olacak sekilde



devam eder. Buradaki her bir say1; 1, 1, 2, 3, 5, 8 ..., kendinden 6nceki iki sayinin toplami

olarak ifade edilen Fibonacci sayilaridir.

Tanim 2.2.

Her n>0dogal sayisive L, =2, L =1 i¢in,

L.,=L,. +L

n+2 — n+l n

indirgeme bagintis1 ile tanimlanan {Ln} say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir. Bu say1

n>0

dizisinin elemanlarina Lucas sayilar1 denir.

Bazi Lucas sayilar1 asagida verilmistir.

Sekil 2.1. Lucas sayilar1

Tanim 2.3.
a,, &, &,,..., &,,... reel sayilar olmak tizere,
g(X) =a, +ax+a,x* +...+a X" +...

fonksiyonu{a,}dizisinin iirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir. Sonlu dizilerin {ireteg

fonksiyonu da sonludur. Yani,

g, &y, &y,-.., 8,

gibi sonlu dizilerin iirete¢ fonksiyonu
g(x) =a, +ax+a,x’ +...+a X"

seklindedir.
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Ureteg fonksiyon tammmi kullanarak Fibonacci rekiirans bagmtisini ¢dzelim. Fibonacci

dizisinin tirete¢ fonksiyonu,
g(X)=F, +FX+FEX* +...+F X" +...

olsun. F,_,ve F, ,sayilarmm mertebesi, F,’in mertebesinden sirasiyla 1 ve 2 daha az

oldugundan;

xg(X) =FxX* +F,X° +...+F X" +...
X*g(X) =F X + Fx* 4. +F X" +...

g(X)—xg(x) = x*g(X) =F x+(F, -F)xX* +(F,-F, - F)X*+...+(F, -F, , - F ,)x"+...
— T [N

1 0 0 0
=X
olacaktir.
2 X
g(x)L-x-x]=x<=g(X)=——
1-x—-X

1 1 1

Zf{l—ax_l—ﬂx}

Dolayisiyla iirete¢ fonksiyonun esitligini kullanarak F igin Binet formiili ; o =

1+J§
2



1-+5

denklemin pozitif kokii ve S = — denklemin negatif kokii olmak tizere:

"B a-p
dir [1].
Tanim 2.4.

x e[-1,1] ve x=co0s@ igin

sin(n+1)@

U =g

2.1)

seklindeki polinoma ikinci tiir Chebyshev polinomu denir. Diger bir ifadeyle, n>2 ve

X=C0S8 i¢in,
sin(n+1)¢ sinn@ sin(n-1)¢
UxX)=——, U . (X)=——, U__ (X)=—————
() sing w2 (X) sing ' " :(%) sin®

yazilabilir. Buradan

sin(n+1)6 N sin(n—-1)6

U (x)+U X) =
10 +U; (%) sin@ sin@

_sinng-cosd +sin 0.cosn0+sin ng-cosd —sin 6 -cosnd
sind sin®

_ 2-cos@-sinnd
sing

_ 2xsinn@
sing

=2xU, ,(X)



dir. Dolayisiyla
U n (X) =2xU n—l(x) -U n-2 (X)

esitligi elde edilir. ikinci tiir Chebyshev polinomlarinmn ilk dért terimi

U,(¥) =1, U,(X) =2x, U,(X) =4x* -1, U,(x) =8x> —4x,...

yukaridaki gibidir [2].
Tanim 2.5.

Bir tiggensel say1, 1'den n’ye kadar olan n tane dogal saymnin toplamidir. ninci tiggensel

sayinin formiili soyledir:

n(n+1)

T,=> k=1+2+3+...+(n-2)+(n-)+n=
k=1

Bazi liggensel say1 sunlardir: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, 136...
Tanim 2.6.

F bir cisimve a; e F (1<i<m, 1< j<n) olmak iizere,

a; Q, -,
Ay Ay oy,
aml am 2 e a'mn

seklindeki bir dikdortgen tabloya matris denir. m satir n siitunlu matrise mxn

boyutlu(mertebeli) ya da kisacasi bir mxnmatris denir [3].



Tanim 2.7

A bir kare matris olmak iizere AT = -A ise A matrisine ters simetrik matris denir. Yani

transpozesi negatifine esit olan matrise ters simetrik matris denir.

Tanim 2.8.

Eger Anxn bir kare matris ve | nxn birim matris olmak iizere, AB = BA = | olacak sekilde

bir nxn B matrisi varsa o0 zaman B matrisine A matrisinin tersi denir ve B = A™ ile gosterilir.
g

Tersi olan matrislere de ters ¢evrilebilir (diizgiin, tekil olmayan) matrisler denir [3].

Tanim 2.9.

A bir kare matris olmak iizere A = JAJ *olacak sekilde ters-kdsegen elemanlar 1 ve diger
elemanlar 0 olan bir anti-diagonal J matrisi varsa A matrisine centro-simetrik matris denir.
Eger A=-JAJ'ise A matrisine skew-centro-simetrik matris denir. Ters simetrik

matrislerin sagladigi bazi 6zellikler asagida siralanmaistir.

e Iki ters simetrik matrisin toplamu, ters simetriktir.
e Ters simetrik bir matrisin bir skaler kati ters simetriktir.
e Ters simetrik matrisin kosegenindeki elemanlar sifirdir ve dolayisiyla izi de sifirdir.

e A reel elemanl bir ters simetrik matris ise det A>0dir.

Tanim 2.10.

Eger A=(q;),,, kare matrisi i¢in &, =1 a, =1 ve diger biitiin elamanlar sifir oluyorsa

0 zaman A matrisine permiitasyon matris denir. Uglincii mertebeden permiitasyon matrisine

Ornek olarak

o O -
o - O



matrisinin verebiliriz [3].

Tanim 2.11.

t=a, 1=L2,...,n-k igcin

T ) = t,=d, i=12,...,n icin

TR e =a, i1=12,..,n—-k icin
0 diger durumlarda

seklinde tanimlanan matrise k-tridiagonal matris denir. k = 1 i¢in bu matrislere tridiagonal
matris denir. Bilim insanlar1 tarafindan ilgi géren k-tridiagonal matrislerin mithendislik ve
fen alanlarinda bir¢ok uygulamasi bulunmaktadir. Spline yaklasimi, telekomiinikasyon

sistem analizi, paralel hesaplama bu tipteki matrislerin uygulama alanlarma 6rnek olarak

verilebilir [4].

Tanim 2.12.

A= (aij )bir n-kare matris olmak iizere, A matrisinin determinanti

det(A) = > Sgn(a)f[aia(i)

ce S,

= Z sgn(o) Ao0) Bp2) -+ Bno(n)

S

seklinde tanimlanir. Burada S, simetrik grup ve sgn(o);

+1, o cift ise
-1, o tek ise

sgn(o) :{

seklinde tanimlanan isaret fonksiyonudur [3].
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Determinantla ilgili bazi temel 6zellikler agagida siralanmustir.

e A ve B nxn iki matris ise det(A-B) = det(A)-det(B) dir.
e AveP aym boyutlu karesel matrisler ve Pters cevrilebilir bir matris ise

det( PAP’l) = det(A)dur.
Ornek

n = 3 i¢in {1,2,3} kiimesinin 3! = 6 tane permiitasyonu vardir. Simdi bunlar1 yazarak

isaretlerinin inceleyelim. Buna gore;

123 123

o, = ,sgn(o)=+1, o, = = (23), sgn(o,)=-1
123 132
213 231

o, :(1 2 3j:(12), sgn(o;)=-1, o, :(1 2 3)2(13)(21), sgn(o,)=1

7[5 3)-0209 s+ 0= 5 - 09 i1

isaretleri bulunur. Buna gore 3x3tipindeki A matrisinin determinanti,

a; &, 9 123
det(A) =|ay, @, ay|= Z Sgn(i i j‘fj‘iil"’lziz""ei3
8, &, ay T T

123 123 123
=sgn 123 81855853 + SN 132 818,385, + SgN 213 83285853

123 123 123
+3Sgn 231 858,383 + SgN 312 838,85, + SgN 321 81385785

=8,;8,,85; —8,;8,385, T 8,8585; —8;,8,38;, +8,38,,85, —8,38,,d5,

olarak bulunur.
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Tanim 2.13.

Bir Ae M, (F) matrisinin permanenti

per(A) = Z ﬁaia(i)

oe§, i=1

seklinde tanimlanir. P(A) veya per(A) ile gosterilir. Burada S, simetrik grubu ve o

permiitasyonu gosterir. A nxn kare matris olmak iizere herhangi bir « skaleri i¢in,
per(aA) = a" per(A)

dir [3].

Ornek

n =3 i¢in {1,2,3} kiimesinin 3! = 6 tane permiitasyonu vardir. Simdi bunlar1 yazalim. Buna

gore;

123 123 123 123 123 123
0'1: ’0'2: ’0'3: ’0'4: ’0'5: ’0-6:

123 132 213 231 312 321
Buna gore, 3x 3tipindeki A matrisinin permanenti,

a;, &, a5
per(A)=la, a, a,

8y 8y g
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per(A) = Z ﬁaia(i)

oe§, i=1l

=2 ﬁaia(i)

ce$; i=l

=8, 1)06,2%0,3) T o, 00,2 R0, 3) T Vo, )20, (200, (3)
+ a164 1) a20'4 (2) aSUA 3) + alas 1) a20'5 (2) a305 3) + alas @ a2 06(2) a30'6 3)

:a11a22a33 + a11a23a32 + a12a21a33 + a12a23a'31 + a13a21a32 + a13a22a33
dir.

Tanim 2.14

A= [ajj] satir vektorleri r,1,,...,r, olacak sekilde mxn mertebeli bir matris olsun. Eger A

matrisinin k. siitununda tam iki elemani sifirdan farkli diger elamanlarm hepsi sifir ise A
matrisinin k. siitununa gore contraction (biiziisme) uygulanabilir denir. Farz edelim ki, A

matrisinde a, #0=a; Vvei= j olmak iizere k. siituna gore contraction uygulayalim. O
halde A, olarak adlandiracagimiz (m-1)x(n-1) mertebeli matris A matrisinde i. satira
a; 1 +a,r, vektdrii yazilip j. satir ve K. siitunun silinmesi ile elde edilir. Bu islem A

matrisinin k. slitununa gore contraction (biiziisme) olarak adlandirilir. Eger A matrisi

a, #0=a, vei= jolmak lizere k. satira gbre contraction (bliziisme) yapilabilirse

A = (Aif, ) ifadesi dogrudur. Eger A matrisi tam sayilardan olusan bir matris ve B matrisi

de A matrisinden contraction (biiziisme) ile elde ediliyorsa,

perA = perB

dir [5].
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Teorem 2.1.
Baslangic sartlariu, =0, u, =1,u, =a olan
u,=au,,+bcu ,

n

olmak iizere,

a b O 0
a b
T.(ab,c)=|0 ¢ . 0
b
0 0 c¢c a

seklinde tanimlanan matrisin permanent degeri

per (Tn ) = un+l

dir [6].

fspat

Bu esitligi gostermek icin permanent hesaplama yontemi olan “‘contraction” ydntemini

kullanacagiz.
r =1 i¢in
a b 0 0
c a b
TH=|0 .0
c a b
0 0 cu, u,

(n-1)x(n-1)



r =2 icin

a b 0 0

c a b
T =|0 .0

c a b

0 0 cu, u, (- 2(n-2)

r=n-3i¢in
a b 0

olur. per(T,)= per(Tn{'} ) oldugundan

per (T,)=au, +bcu, ,

olur ki, ispat tamamlanur.

Tanim 2.15.

A bir nxnboyutlu kare matris olsun. Eger A bir skaler ve x vektorii de sifir olmayan, X =0
bir siitun vektorii olmak lizere, Ax = AXesitligi saglaniyorsa X vektorii, A matrisinin 6z
vektorii, A skaleri de A matrisinin 6z degeridir. Ayni zamanda X, A 6z degerine karsilik

gelen 6z vektordiir.
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Ayrica bir matrisin 6z degerlerinin ¢arpimi, matrisin determinantina esittir. Yani
A, .. A =det(A)

dir [7].

Tanim 2.16.

Ters simetrik A=(a, ;)eM,,,, (F)matrisinin Pfaffian;, 1<i, < j, <n ve 1<s<n olmak

uzere,

1 2 3 4 -.- 2n-1 2n
P(A) = - 4 wi Ay, A,
2n

il | T PR I jn
seklinde tanimlanir [8].
Pfaffian, determinanta benzer olarak asagidaki 6zellikleri saglar:

e Bir satirin ve bir siitunun bir sabit ile ¢arpimi, Pfaffian ayni sabit ile ¢arpilmasma
esdegerdir.

e Iki farkli satrm ve karsilik gelen siitunlarin es zamanh degisimi Pfaffian isaretini
degistirir.

e Bir satira ve ilgili silituna eklenen bir satirin ve karsilik gelen siitunun katlar1, Pfaffianin

degerini degistirmez.

Bu o6zellikleri kullanarak Pfaffian, determinanta benzer ve hizli bir sekilde hesaplanabilir.

Bir 2nx2n ters simetrik A matris igin asagidaki 6zellikler gegerlidir.

e pf(A)=(-D)"pf(A)
o pf(1A)=A"pf (A)
o pf(A)? =detA

Pfaffian tanimindan hareketle, bazi matrislerin Pfaffian’inin hesabi asagidaki gibi verilebilir.
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A2=[a“ a“} ise pf (A) =a,,,
a'21 22
a, &, a; a,
A4 — a'21 a22 a23 a24
ay Q QA 4y
a'4l a'42 a43 a44
ise
1 2 3 4
P(A4) :ngn{' 1 1 1 } ai1j1aizjz
L h L ) 2n

=sgn{l234}a,a, +sgn{l324}a,a,+sgn{l423}a,a,

=ap,ay, - a3d,, 1 A4,a,

Cift mertebeli herhangi bir tridiagonal matrisin Pfaffian hesab1 asagidaki gibidir:

0 &
2 0 b
b 0 a,
A = —a,
bn—l
_bn—l 0 a,
-a 0

pf (A) = aa, .3,

drr.
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Tanim 2.17.

A=(a;)eM, (F) ve B=(b;)eM_  (F) matrislerinin Kroneker garpmi A®B ile

gosterilir ve

ailB aiZB ainB
A®B = a,B a,B - a,B
mlB amZ

a

mn

seklinde tanimlanir. Burada A®BeM__ (F) dir. Kroneker ¢arpimda ayni zamanda

mp,nq

matrislerin tensor ¢arpim ya da direkt ¢arpimda denir [3].

Kroneker carpimiin bazi temel 6zellikler asagida siralanmustir.

Genel olarak Kronoker ¢arpimi degismeli degildir. Yani A B=B® A dir.

HeraeF, AeM, (F) ve feF, BeM, (F)isin (¢A)®B = A (aB) dir.

AeM, (F),BeM, (F)ve CeM, (F)isin (A®B)®C = A®(B®C) dir.

AeM, (F),BeM  (F)icin (A® B)' = A’ ®B’ dir.

A ve B tekil olmayan iki matris olmak iizere,

A€M, (F), B<M,(F) icin det(A® B) = det(B® A) = (det(A))" (det(B))" .

A ve B tekil olmayan iki matris olmak iizere, (A®B)™ = A" ® B™ dir.

Tanim 2.18.

A herhangi bir matris olmak tizere A’nin bir kisim satir ve siitunlarmn silinmesiyle elde
edilen matrise A matrisinin bir alt matrisi denir. Alt matris olarak adlandirilan boliimlere
ayrilmis matrislere blok matris denir. Ayrica verilen bir matris farkli yollarla bloklara
boliinebilir [9].
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3. LITERATUR OZETi

Say1 sistemleri antik ¢aglardan bu yana matematikgiler i¢in ilgi kaynagi olmustur. Bu

boliimde tez ¢alismamiza zemin teskil eden bazi makalelerin 6zetleri verilmistir.

Behera ve Panda
1+24+--+(n=-)=n+)+(N+2)+---+(n+r) ,(reZ*ve n>2)
seklinde Diophantine denkleminin ¢6zliimii olarak calismamizin giris kisminda tanimi

verilen balancing say1 dizisini elde etmislerdir. Daha sonra bir n pozitif tam sayisinin

balancing sayisi olmasi gerek ve yeter sart igin n?’nin bir iiggensel sayt ya da 8n°+ 1 in

miikemmel bir kare olmasidir. Ayrica

|im%=3+@

n—o B

oldugunu géstermislerdir [10].

Kulkarni, Schmidt ve Tsui,

a b 0
c .o

Th@beos=" . . (3.2)
0 c a

seklindeki tridiagonal Toeplitz matrisin 6z degerlerini
kz

A, =a—2+/bc cos 1) k=12,..,n (3.2)
n+

olarak elde etmiglerdir [6].
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Ray birinci ve ikinci tiir Chebyshev polinomlarin 6zelliklerini kullanarak balancing
sayilarmnt:

n-1
B, :H(G—zcosl%). (3.3)
k=1

seklinde ¢arpanlara ayrrmustir. Ayrica A, , n-kare (n=1,2,...) matrisi

Ar A
Ay Ay Ay
A = Ay Ay
- . A(n-l)n
Apsy  An

formda bir matris ise n'nin ardisik degerleri i¢in A, 'in determinanti,

det(A)= A,

det(Az):Au'Azz_Azl'Aiz

det(ph) = Ann 'det(A'n-l) - AYn-l)n . A’u(n-l) 'det(p\1-2)'

rekiirans bagintisiyla elde etmistir. Bu baglamda,

—i, Jj=i+1 igin,
D,=[d;]=11, i=]+1 igin,
6, I=] icin,

formunda tanimlanan matrisinin determinantini, yukarida verilen tridiagonal matris

determinant hesabindan hareketle,
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det(D,) =6

det(D,) =36+i% =35

det(D,) =6det(D, ;) —det(D, ,),
olarak elde etmistir. Ayrica yazarn>2 igin
B, =det(D, ,)

oldugunu gostermistir. Bunun yaninda D, matrisini

olmak tizere D, =61 +S, seklinde yazmus, 4,, K =1,2,3,...,n,S, matrisinin 6z degerleri ve

bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler X, olmak tizere, her j i¢in,
D,X; =(61 +S,)X,

=6IX; + S X

=6X; + 4, X;

=(6+4,)X;

dir. Boylece, 06, =6 + 4, D, matrisinin 6z degerleridir. Sonug olarak k =1, 2, 3,...,n igin,
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detD, =] J(6+4), k=1
k=1

dir. Ikinci tiir Chebyshev polinomlarinm &zelliklerinden ve (3.2) esitliginden hareketle (3.3)
esitligin saglandigimi gostermislerdir [11].

Kog ve Tekcan ¢alismasinda, k-balancing sayilarinin bazi cebirsel 6zelliklerini ele almislar,
k-balancing sayilarinin en biylik ortak bdleni, k-balancing sayilarinin bolinebilirlik
ozellikleri, k-balancing sayilarmm toplami ve k-balancing sayilarmm basit siirekli kesir

genislemesi i¢in bazi formiiller ortaya ¢ikarmiglardir [12].

Panda ¢alismasinda yiiksek mertebeli balancing ve cobalancing say1 dizileri tanimlamistir
[13].

Panda ve Ray makalelerinde balancing ve cobalancing sayilarinin Pell ve Pell benzeri say1

dizileri ile olan iligkileri incelemislerdir [14].

Panda ve Davala makalelerinde, balancing sayilar1 arasindaki tek miikemmel saymin 6

oldugunu goéstermislerdir [15].

Péter makalesinde balancing sayilar ve cobalancing sayilarin ilging 6zelliklerini ve biitiin

genellesmis balancing say1 tiirlerini incelemislerdir [16].

Ray caligsmasinda bazi balancing ve Lucas balancing sayilarinin topamlarmi elde etmek i¢in

2x 2 matrislerinin dzel tipi olan iki tane

3 8 0O 8
S= ve T =
1 3 10

matrislerini tanimlamiglar, bu matrisleri balancing ve Lucas balancing sayilarmin bazi yeni

Ozelliklerini ortaya ¢ikarmak igin kullanmiglardir [17].
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Panda calismasinda balancing sayilarmin baska ilging aritmetik tip, de-Moivre tip ve
trigonometrik tip 6zelliklerini ortaya koymus. Ayni zamanda iki balancing sayisinin en

biiyiik ortak bolenine iliskin 6nemli bir 6zellik ortaya koymustur [18].

Mikkawy ve Sogabe k-tridiagonal matrislerin genellestirilmis k-tridiagonal matrislerin

tasvirinde dnemli rol oynadigini bulmuslardir [19].

Rimas k-tridiagonal matrislerin tipteki matrislerin tam say1r kuvvetlerini Chebyshev

polinomlarin 6zelliklerini kullanarak hesaplamistir [20, 21].

Brualdi ve Ryser de
0
SN
A A

seklindeki blok matrisler i¢in
per(A) = per(A)- per(A,) (3.4)

esitligini elde etmislerdir [22].

Tomohiro ile Moawwad, permiitasyon matrisler yardimiyla k-tridiagonal matrisleri, k tane
tridiagonal matrislerin direkt toplami haline getirmislerdir. Daha sonra elde edilen matrisin

determinantini hesaplamiglardir [23].

Mikkawy ve arkadaslar1 k-tridiagonal matrislerin blok kdsegenlestirilmesi igin algoritma

vermisler ve k-tridiagonal matrislerin tersinin hesaplanmasi tizerine ¢alismislardir ([19, 24].
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Kirklar ve Yilmaz asagidaki formda verilen

. 0 0 a 0
d2 aZ
0 d, a,

T _ by d, a 0
"© 10 b, d,
0
bk dk :
b, d 0

0 0 0 0

n-kare matrisini k-tridiagonal k-Toeplitz matris olarak ifade etmisler, tridiagonal matrisler
ve Toeplitz matrislerle yapilan ¢alismalardaki bilgileri kullanarak bu matrislerin determinant

degerlerini, permanentlerini ve 6z degerlerini elde etmislerdir [25].

Brualdi ve Gibson, P permiitasyon matris olmak iizere
per(PAP™) = per(A)
oldugunu goéstermistir [5].

Yilmaz ve arkadaslar1 A, = [ai‘ j ] ve B, = [bi’ i ] asagidaki formda kare matrisler olmak lizere

(I<i, j<n):

a, Jj=i+1 igin,
la;|=1{-a i=j+1 icin,
0, diger

i+1 . . ..
[bij]:{(—l) b, |+J:.n+1|(;|n,
’ 0, diger
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tipindeki skew-centro-simetrik blok matrisleri tanimlamiglar ve bu matrislerin determinant
ve Pfaffianm iki terimli ¢ift rekiirans bagintis1 yardimiyla hesaplamiglardir. Fibonacci, Pell

ve Jacobsthal sayilarini bu tipteki matrislerin Pfaffiani olarak elde etmislerdir [26].
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3. BLOK MATRIS VE BALANCING SAYILARI

Bu kisimda, tanimi tez ¢aligmamizin giris kisminda verilen balancing sayilari ile blok
matrisler iliskilendirilerek, blok matrislerin 6zelliklerinden de faydalanarak bazi sonuglar

elde ettik [27].

Asagida bazi balancing sayilar1 yazilmstir.

2 3 4 6 7
6 35 204 1189 6930

"]

Bn‘

1
1
Sekil 4.1. Balancing sayilar1

Hn ve G, n-kare (n =2k, k=12,.. ) matrisleri

U =[u]= 1, i=j+1lvej=i+1 icin
P00, digerdurumlarda

1, j=i+1 icin

Vi =[v,]=1-1 i—j+1 g

0, digerdurumlarda

olmak tzere,

(Y 6Ik,G: V, 6Ik1
N TP VP i B TR VA

formunda matrisler olsun. Burada I, , k mertebeli birim matristir.
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Eger k=3 (n=6) ise

01 06 00 O 1 0 6 0 O

1 01060 -1 0 1 0 6 O

01 00 O0 6 0O -1 0 0 0 6
H, = , G, =

6 00010 -6 0 0 0 1 O

0 6 0101 O 6 0 -1 0 1

0 06 010 O 0 6 0 -10

Zhang’1n kitabinda yer alan ve ¢alismamizda kullandigimiz determinant hesabinda kolaylik

saglayan 6zelligi ispatsiz olarak bir Lemma formunda verelim.

Lemma 4.1.

A ve B ayni mertebeli kompleks elemanli kare matrisler ise
A|B
B|A

dir [7].

=det(A+B)-det(A-B) (4.2)

Ayrica n-kare (n = 2k) E, matrisini

formunda tanimlayalim.
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Lemma 4.2.

det E, = (-2)*[28].

fspat

Kroneker ¢arpim 6zelliklerinden hareketle

drr.

1 1
En:(l J@Ik,n:Zk icin A ve B tekil olmayan iki matris olmak {izere,

(A®B)'=A'®B™
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I

I

1
2

_|k

I

dir.

Lemma 4.4.

fspat

EnEn_lZ%En(En)T =1 .



M, =[m;] ve N, =[n,] matrisleri elemanlari

1 i=j+1lvej=i+1igin,

[m,1=16, i=] icin, ;i,j=123,..k
0, diger durumlarda

ve
1L, i=j+1ve j=i+1 icin,

[nij]= -6, i=]j icin, i, j=k+1..,n
0, diger durumlarda

formunda olan matrisler olsun. Ayrica blok diagonal S, n-kare matrisini,

formunda tanimlayalim. Eger k = 3 (n = 6) ise

6 10 0 0 O

161 0 0 O

016 0 0 O
Sg =

000 6 1 O

000 1 -6 1

000 0 1 -6

drr.

31
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Onerme 4.1.

H . ve S, matrisleri benzer matrislerdir.

fspat

L 1)U, 611, |
. -1 )\61, U, \1, —I,
_1(U, +61, Bl +U (1,
~2lu, 61, 61, -U 1, -,

_1(U +6l, +U, +61, U, +6l, -U, -6l
- 2\U,-61,-U, +6l, U, -6l _+U, +6l,

C1(2U, +121, 0
2 0 2U, —121,
(U, +6l, 0
L 0 U8l
:Sn

dir.

Sonug 4.1.

H  'min 6z degerleri, j = 1,2,...,k olmak tizere

v )
7
A = 6-2cos| — ||,
= T1{o-2em( 15
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oo

dir.

fspat

Buradan H, matrisinin determinantini 4.1. Lemmadan hareketle

U, |61,

51U, |~ det(Us +61,)-det(U -61,)

detH, =

dr. M, =U, +6l,ve N, =U, —6l, tridiagonal matrislerini asagidaki gibi acik olarak

yazacak olursak,

6 1 6 1
16 1 1 -6 1
M,=| 1 6 N, = 1 -6 -
1 S|
1 1 -6

dir. (3.2) den hareketle tridiagonal H, matrisinin 6z degerleri

RS A P

=L

olarak elde edilir.
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Sonug 4.2
H, matrisinin determinanti
v . .
iz Iz
detH, =] | (6—2cos —)(-6—-2cos——
" H( k +1)( k +1)

dir.

fspat

Bir matrisin 6z degerlerinin ¢arpimi, matrisin determinantina esit oldugundan ve Sonug 4.1.”

den ispat goriiliir.
Teorem 4.1.

Bk , k. balancing sayis1 olmak tizere
detHn = (_1)kBE+1

dir.

fspat

Sonug 4.1.” den ve (3.2) esitlikten sonug goriiliir. Daha agik bir ifadeyle, N, matrisinin

birinci satirini (-1 ) parantezine alalim

1 6 1
det N, =det(-1) 1 -6
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sirast ile ikinci satirdan k. satira kadar bu islemi devam ettirirsek,

6 -1
-1 6 -1
detN, =det(-1)-(-1)-....(-1)| -1 6
ctane TR |
-1 6
6 -1
-1 6 -1
det N, = det(-1) -1 6
R -1
-1 6

olur. En son elde edilen N,, matrisinde,a=6, b=-1vec=-1 i¢in 6zdegerleri (3.2)

esitliginden yazilacak olursa,

zjz(—1)k-[a—2ﬁcos(j—”jj, j=12..k
k+1

iz

=(-1) -[6—2 (-1)-(-1) cos(k—HD

_ 0 T 6= 2c0s( A%
=(-1) H(G Zcos(kﬂn

Ayrica (3.3) esitliginden

k

7
B =| | 6—-2c0S——
k+1 ( k+1)

J:

ifadesi yazilir. Sonug olarak,
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k i i
detH. = (=D T T(6-2cos2")-(6—2cos

j=1
= (_1)k Bk+1 ’ Bk+l
= (_1)k Bk2+1

bulunur.

Sonug 4.3.

Baglangi¢ sartlart U, =0,u, =1, u,=6 olan u, =6u, ,+U,,, k>2 i¢in U, dizisini

tanimlayalim.

perS, = (-1"ug.,
dir.
fspat
(3.4) esitliginden

M, | O
persn: 0 Nk :per(Mk).per(Nk)

dir.
6 1 -6 1
1 6 1 1 6 1
M,=| 1 6 , N, = 1 -6 .
1 I |
1 6 1 -6

N, matrisini birinci satirdan, k. satira kadar (-1) parantezine alirsak



6 -1
-1 6 -1
perN, = per(-1)" -1 6
-1 6

-1
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M, ve N, matrislerine sirasi ile permanent hesaplama yontemi olan “contraction”

uygulayalim.
r =1 i¢in
6 1 0 - O
1 6 1
MP =0 - . 0
1 6 1
0 0 6 37 1
r=2 igin
6 1 0
1 6 1
MP=lo - . .0
1 6 1
0 0 37 228), ,.u
r=k-3icin
6 1 0
MK =1 6 1
0 u., U,
r=k-2igin

olur. per(M,)= per(Mér}) oldugundan per (M, )=6u, +U,, olur. Bdylece
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per (M, )=u,,, olur.

Yukaridaki islemlerin aymisini N, matrisine uygularsak, per(N,)= per(Né'*)

oldugundan per(N,)=6u, +u,, olur. Boylece per(N,)=u,, olur.

Boylece,

perS, =(~1)" per(M, )- per(N,)
= (—1)k Uy Uy
(',

olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.

B, k. balancing sayisi olmak tizere,

detG, =B?,
dir.

fspat

Tanim 4.1.” den G, matrisi yeniden yazilabilir. K, ve G, matrisleri benzer matrisler olmak

uzere,

K = PGP, det(P)=0



yazilir.

det(K) =det(P'GP)
= det(P'G) - det(P)
= det(P™)-det(G) det(P)
= det(G)-det(P™) det(P)
= det(G)-det(P™* - P)
= det(G) - det(1)
— det(G)

Buradan

1
PG P= V2
1
J2

6il, +V, ve —6il, +V, tridiagonal matrisler ve bu matrislerin 6z degerleri,

A :6i—2icosj—7r ve 1. :—6i—2icosj—ﬂ,
! k+1 ! k+1

dir.

39
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Boylece,

detK, =det(P"'G,P)

= det(6il, -V, ) det(~6il, +V,)

k
~ T ] (6i—2i cos - )(~6i — 2i cos )
H k+1

k+1
k
=]](6- 2cost—”)(6 - ZCost—”)
-1 k+1 k+1
=B?

k+1

dir.

Bu tezde, Snp matrisinin permanentini hesaplamak i¢in asagidaki Maple kodunu kullandik.

with(linalg) :
k = —:
a=1:b=6:c=1:d:= -6:

f =(;])— > piecewise(j =1 +La, i =j+1Lcj=1Db;0):

g =(;))— > piecewise(j =i +L ai=]J+2Lcj=1i4d;0):
n=k:

M, = matrix(n; n; f):

N, = matrix(n; n; g) :

S, = Linear Algebra : —Diagonal Matrix([M; N,1);
permanent(S, );
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5. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak, ¢alismamizda blok matrislerin baz1 6zelliklerini kullanarak balancing sayilar1

icin baz1 yeni 6zellikler elde edilmistir.

Ters simetrik bir matrisin Pfaffian’1 ve determinant1 yakindan iliskili kavramlardir. Bilindigi

tizere bir matrisin Pfaffianin karesinin matrisin determinantina esittir.
Yani, bir n-kare ters simetrik A matrisi i¢in,

det A =[PfA]".

dir.

Ispatm1 heniiz yapamadigimiz, ¢alismada tanimlanan H,_ matrisinin Pfaffian1 balancing

sayilarini vermektedir. By, k. balancing sayis1 olmak tizere,

k| n=2k | det(H,) | pf(H,) B..x
1 2 -36 -6 -B,
2 | 4 | 1125 35 B,
3 6 -41616 -204 —B4
4 | 8 [1413721| 1189 B,

Sekil 5.1. Pfaffian ve Balancing sayilari

Yani

B,., k=0 veya 2(mod4)

Pf(H,) = B K1
-B.,, =1 veya 3(mod 4)

drr.
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