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OZET

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Sayilar, Bihiperbolik Sayilar, Bihiperbolik Sayilarin
Idempotent Ayrisimlari, Bihiperbolik Sayilarin Topolojileri, Topolojik Bihiperbolik
Modiil.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmis ve bu
boliimde arastirma konusunun gelisimi kapsamli bir literatiir taramasi ile
degerlendirilmistir.

Ikinci boliimde bihiperbolik sayilar ciimlesinin yorumlanmasindaki &nemlerinden
dolay1 yar1-Oklid uzay1 ve n-boyutlu Minkowski uzay: ile ilgili temel bilgiler
Ozetlenmis ve Minkowski uzay1 tizerindeki e, s ve t —topolojileri tanitilmastir.

Ucgiincii béliimde kisaca hiperbolik sayilar ile ilgili temel bilgiler verildikten sonra
bihiperbolik sayilar ile ilgili cebirsel ve geometrik agidan kapsamli bir inceleme
yapilmistir. Ozellikle bihiperbolik sayilarin yeni idempotent ayrisimlari, eslenikleri
ve bu eslenikler yardimiyla elde edilen modiiller {izerinde ¢alisilarak ilgili teoremler
ifade ve ispat edilmistir. Ayrica bihiperbolik sayilar iizerinde kismi siralama bagintisi
tamimlanmistir. Dahasi lizerinde tanimlanan yeni bir norm ile birlikte bihiperbolik
sayilar climlesinin Banach uzay1 oldugu kanitlanmistir.

Dordiincii boliimde bihiperbolik sayilarin norm topolojileri, hiperbolik topolojileri,
idempotent topolojileri ve spektral topolojisi tanimlanarak incelenmistir.

Besinci boliim {i¢ alt boliim halinde diizenlenmistir. Bu béliimde elde edilen tiim yeni
teoremlere temel olusturan kavramlar birinci alt bdliimde 6zetlenmistir. Ikinci alt
boliimde ise hiperbolik modiil ve hiperbolik modiilde konveks, dengeli ve emen
ciimle tanmimlar1 yapilmustir. Topolojik hiperbolik modiil tanim1 da bu alt boliimde
verilmistir. Son olarak ii¢iincii alt bolimde de bihiperbolik modiil ve bihiperbolik
modiillerde konveks, dengeli ve emen ciimle tanimlar1 yapilmistir. Daha sonra
topolojik bihiperbolik modiil tamtilmistir. idempotent ayrisimlardan faydalanarak
konveks, dengeli ve emen climle ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.
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TOPOLOGICAL BIHYPERBOLIC MODULES

SUMMARY

Keywords:  Hyperbolic  Numbers,  Bihyperbolic ~ Numbers,  Idempotent
Decompositions of Bihyperbolic Numbers, Topologies of Bihyperbolic Numbers,
Topological Bihyperbolic Module.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
and in this chapter the development of the research subject is evaluated with a
comprehensive literature review.

In the second chapter, the basic concepts of semi-Euclidean space and
n—dimensional Minkowski space are summarized due to their importance in
interpreting the set of bihyperbolic numbers and e, s and t-—topologies on

Minkowski space are introduced.

In the third chapter, after giving some basic information on hyperbolic numbers
briefly, comprehensive research about bihyperbolic numbers is conducted from
algebraic and geometric point of views. In particular, by studying the new
idempotent decompositions of bihyperbolic numbers, their conjugates and the
modules obtained with the help of these conjugates, the related theorems are
expressed and proved. In addition, a partial order relation is defined on bihyperbolic
numbers. Moreover, it is proved that the set of bihyperbolic numbers is a Banach
space with a newly defined norm on it.

In the fourth chapter, norm topologies, hyperbolic topologies, idempotent topologies,
and spectral topology of bihyperbolic numbers are defined and examined.

The fifth chapter is arranged as three subsections. The concepts that form the basis
for all new theorems obtained in this section are summarized in the first subsection.
In the second subsection, the concepts of hyperbolic module and convex, balanced
and absorbing set in hyperbolic module are examined. The definition of topological
hyperbolic module is also given in this section. Finally, in the third subsection,
bihyperbolic module and convex, balanced, and absorbing sets in the bihyperbolic
modules are discussed. Then topological bihyperbolic module is introduced. By
using the idempotent decompositions, theorems related to convex, balanced and
absorbing set are expressed and proved.
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BOLUM 1. GIRIS

Yiizyillar boyunca R reel sayilar sistemi bir¢ok teori ve uygulama igin temel yap1
tast olmus ve uygarlik icin uzun ve ihtisamli bir tarihe sahip olmustur. Bu say1
sisteminin yani1 sira, baska matematiksel sistemler de kurulmaya ¢alisilmistir. Negatif
sayilarin bulunmasindan sonra, matematik¢iler karesi negatif olan sayiy1
aramiglardir. Diger bir ifadeyle negatif bir sayinin karekokiiniin var olup olmadigi
diisiiniilmiistiir. Ilk ¢alismalar bdyle bir saymm mevcut olmadig: tezini savunmus
olsa da +/~1, bazi iigiincii dereceden denklemlerin ¢dziimleri yapilirken ortaya
¢ikmistir. Italyan matematik¢i G. Cardano (1501-1576) ilk kez 1545 yilinda iigiincii

dereceden denklemlerin ¢éziimiinii J-1 degerini kullanarak gostermistir. 1637°de

J-1 igin sanal (hayali) say1 ismini ilk kez R. Descartes (1596-1650) kullanmustir. L.
Euler (1707-1783) ise 1777 tarihinde sanal birimin gosterimi i¢in latince “imaginary”

sozcliglinlin bas harfi olan i semboliinii kullanmistir. Daha sonraki yillarda ise A. L.
Cauchy (1789-1814) ve sayilarin efendisi olarak anilan C. F. Gauss (1777-1855)

karmasik sayilar cebrini gelistirmislerdir. Yapilan ¢alismalarla 18. yiizyilda a ve b

reel sayilar olmak iizere iki reel sayinin kombinasyonu olarak z =(a,b) seklinde

yeni bir ifade tanimlanmustir. Bu ifadeye karmasik (kompleks) say1 denilmis ve bir

karmagik say1 z=a+ib seklinde gosterilmistir. Reel sayilarin genisletilmesi ile elde

edilen karmasik sayilar ciimlesi C=1R(i) ile gosterilir. Burada i>=-1 olup i, sanal

sayidir. Toplama ve skalerle carpma islemleri ile birlikte (C, +, ) ticliisti bir cisimdir.

19. ylizyilda matematikgiler reel sayilarin daha fazla kombinasyonunu alarak n=4

icin kuaterniyonlar, n=8 i¢in bikuaterniyonlar veya oktonyonlar ve hatta n=16

icin sedenyonlar olmak iizere (ai,a ,...,an) seklinde yeni sayilar tanimlamiglardur.

Bu yeni sayilar hiperkompleks sayilar olarak adlandirilmistir. Tipki reel ve kompleks



sayilar gibi hiperkompleks sayilarda da toplama, ¢ikarma, carpma ve belli sartlar
altinda bolme gibi cebirsel iglemler yapilabilmektedir. Bu say1 sistemleri mekanizma
tasarimlari, medikal goriintiileme, uzaktan algilama, endiistriyel, giivenlik, astronomi

ve radar uygulamalar1 gibi giincel birgok uygulama alaninda kullanilmaktadir.

W. R. Hamilton (1805-1865) karmasik sayilar1 ii¢ boyutlu uzaya genisletmeye
calisirken kuaterniyonlar1 kesfetmistir. Kuaterniyonlar1 buluncaya kadar, uzayda
noktalar say1 tUg¢liileri olarak gosteriliyor, bu tgliiler toplanip ¢ikarilabiliyor, ancak
carpip boliinemiyordu. Sonug¢ olarak dordeyler olarak da bilinen kuaterniyonlar
1843°te dort boyutlu ve dort reel bilesene sahip sayilar olarak Irlanda’li matematikgi

Hamilton’un karmasik sayilarla ilgili ¢aligmalarinin sonucunda ortaya ¢ikmistir [1].

Kuaterniyonlar ~ ciimlesi Q={a+bi+cj+dk| a,b,c,deR, i*=J =k* =ijk =—1}
olarak verilir. Kuaterniyonlarda ¢arpma isleminin degismeli olmamasindan dolay1 Q

climlesi bir cisim yapisina sahip degildir. Ancak (Q, +, ) ticliisti bir halkadir.

J. Cockle (1819-1895) 1848’de Tessarine sayilarini tanimlamistir [2, 3, 4]. Bir
Tessarine sayi1s1 a+bi+cj+dk, ab,cdeR, ij=ji=k, i’=-1 j*=1
seklindedir. J. Cockle’nin Tessarine’lerinin dort bilesenli kuaterniyonlardan birtakim
farklar1 bulunmaktadir. Oyle ki Hamilton’un kuaterniyonlar1 degismeli olmamasina

ragmen Tessarine sayilar1 degismelidir. Ayrica kuaterniyonlarda i° = j =k*=-1

olup Tessarine sayilarinda i’ =k’ =-1 ve j*=1 seklindedir. Tessarine sayilarmin
kesfedilmesinden sonra farkli bir say1 sistemi daha bulunmustur. Oyle ki bu sayilar
Tessarine sayilarinin alt cebrini olusturan a+cj, a,ceR, j=1, j¢R seklindeki
sayilardir ve bu sayilara “reel Tessarine” sayilar1 denilmistir. W. K. Clifford (1845-

1879) ve W. R. Hamilton (1805-1865) tarafindan kuaterniyonlarin dort reel
bileseninin karmasik sayilar ile yer degistirmesiyle bikuaterniyon kesfedilmistir.
Italyan matematikci C. Segre (1863-1924) Hamilton ve Clifford’m kuaterniyonlarla
ilgili galigmalarindan yola ¢ikarak 1892’de “bikompleks sayilar’” yayimladigi [5]

makalesinde tanitmistir. Bikompleks sayilar X, +X,h+X;i+X,hi, X,X,,%;, X, €R,



h®=i>=-1, hi=ih seklinde olup cebirsel olarak Tessarine sayilarma izomorftur

[5].

Sayilar ile ilgili ¢aligmalar devam ederken diger taraftan geometri ile ilgili ¢alismalar
da hiz kazanmistir. Kiiresel geometri ve hiperbolik geometri kesfedilinceye kadar
Oklid uzay1 kavram esas alinmistir. C. F. Gauss (1777-1855), N. I. Lobachevsky
(1793-1856) ve J. Bolyai (1802-1860) 19. yiizyilda yaptiklari arasgtirmalar ile bin yila
dayanan gorilisleri ortadan kaldirmuglardir.  Hiperbolik  geometrinin  ortaya
¢tkmasindan sonra Oklid ve hiperbolik geometri seklinde iki geometrik sistem
olusmustur. Bu hiperbolik geometricilerin temel fikri olmus fakat bu goriis ¢ok uzun
siirmemistir. Unlii matematik¢i G. F. B. Riemann (1826-1866) arastirmalarini
geometrik acidan formiile etmistir. Riemann’in ¢alismalar1 daha sonra A. Einstein
(1879-1955) tarafindan 1916 tarihinde yapilan “Genel izafiyet Teorisinin Temelleri”
adli aragtirmayla literatiire girmistir. Ayrica Riemann, kiiresel geometriye ¢ok yakin
olan eliptik geometri adinda bir geometriden bahsetmistir. Bu geometrilerin isimleri
1870 tarihinde Alman matematik¢i F. Klein (1849-1925) tarafindan verilmistir.
Klein’e gore dokuz diizlemsel geometri olup kitabinda yedi diizlemsel geometriyi
aciklamustir [6]. Oklid dis1 geometri terimi hiperbolik geometri, eliptik geometri ve
diger geometriler i¢in kullanilmaktadir. 20. ylizyilin baslarinda Einstein’in Genel
[zafiyet Kurami, Minkowski uzay-zamani ve Lorentz doniisiimlerinin kesfiyle yari-
Oklid uzay1 anlam kazanmaya baslamistir. I. M. Yaglom (1921-1988) 1979 tarihinde
Oklid dis1 geometriler ve fiziksel temsilleri hakkinda temel olusturacak bir kitap
yaymmlamistir [7]. Yaglom kitabinda Oklid geometrisi ile diger geometrileri

karsilastirmis ve yeni say1 sistemlerinden faydalanmistir.

Farkli say1 sistemleri ve geometrilerin kesfi ile say1 sistemlerinin geometrik
modellerdeki anlami da diislintilmiistiir. Tessarine sayilar1 bulundugunda kesfedilen
reel Tessarine sayilarinin geometrik temsilinden dolay1 reel Tessarine sayilarina
hiperbolik sayilar denilmistir. Hiperbolik sayilar literatiirde bir¢ok bilim insani
tarafindan farkli sekilde isimlendirilmistir. P. Fjelstad 1986°da perplex sayilar adini
verdigi bu sayilarin cebirsel 6zelliklerini ve hiperbolik trigonometrik fonksiyonlar1

tanitmistir [8]. G. Sobczyk 1995°te hiperbolik sayilarin temel ozellikleri ile bu



sayllarin Ozel Gorelelik ve Lorentz (Minkowski) geometrisi ile iliskisini bir
calismada toplamustir [9]. B. Rosenfeld 1997°de hiperbolik sayilara boliinmiis (split)

kompleks sayilar adin1 vermistir [10].

1991 yilinda G. B. Price (1905-2006) bikompleks ve multikompleks sayilar ile ilgili
kapsamli bir kitap yayimlamigtir [11]. Price, kitabinda reel sayilar, kompleks sayilar

ve bikompleks sayilar climlelerini sirasiyla C,, C, ve C, ile gostermistir. n>2 i¢in

MC,, 2" —boyutlu degismeli multikompleks sayilar ctimlesidir. D. Rochon ve M.

Shapiro, 2004°te bikompleks ve hiperbolik sayilarin cebirsel 6zelliklerini incelemistir
[12]. Bu calismada bikompleks sayilarin temel ozellikleri ayrintili bir sekilde
aciklanmistir. Bikompleks sayilar icin ii¢ farkli eslenik tanitilmis ve bu esleniklere
gore U¢ farklt modiillden bahsedilmistir. Ayrica hiperbolik sayilar ve bikompleks
sayilarin Clifford cebrindeki yeri ve Onemi agiklanmigtir. Bikompleks sayilar
(degismeli Segre kuaterniyonlari, indirgenmis bikuaterniyonlar) F. Catoni, D.
Boccaletti, R. Cannata, V. Catoni, E. Nichelatti, P. Zampetti tarafindan 2008’de
yayimlanan kitapta genellestirilmistir ve bu genellestirilmis degismeli hiperkompleks
sayilar, Minkowski uzay-zamanii ¢alismak tizere kullanilmistir [13]. 4 —boyutlu

genellestirilmis degismeli hiperkompleks sayilar climlesi

{q lg=t+ix+jy+kz: t,x,y,zeR,i,jke ]R} ile gosterilmistir. Burada i* =k* = «,

=1 ij=ji=k olup g sayist @<0, =0 ve a>0 icin sirasiyla, eliptik,
parabolik ve hiperbolik degismeli kuaterniyon olarak adlandirilmistir. Ozel olarak
a=-1 durumu Segre’nin degismeli kuaterniyonlarina karsilik gelmektedir. S.
Olario, 2000’de n— boyutta kompleks sayilar1 detayli olarak incelemis ve 2—boyutta
hiperbolik kompleks, 3—boyutta kompleks, 4—boyutta degismeli kompleks, 5—
boyutta kompleks, 6-—boyutta kompleks ve n-boyutta degismeli kompleks
sayilarin cebirsel ve geometrik ozellikleri ile birlikte 2, 3 ve 4—boyutta bu sayilarin
analizi ile ilgili temel yapilar1 ortaya koymustur [14]. [13]’te tanimlanan
genellestirilmis degismeli hiperkompleks sayilar i¢in «=-1 olma durumu [14]te
dairesel dortkompleks sayilar, =1 olma durumu ise hiperbolik doértkompleks
sayilar olarak isimlendirilmistir. Hiperbolik dortkompleks sayilara 2008’de A. A.
Pogorui, R. M. Rodriguez-Dagnino ve R. D. Rodrigue-Said tarafindan bihiperbolik



sayilar denilmistir [15]. Her bihiperbolik say1 bir ¢ift hiperbolik say1 ile temsil
edilebilmektedir. Daha sonra 2012’de M. E. Luna Elizarraras, M. Shapiro, D. C.
Struppa, A. Vajiac tarafindan bikompleks sayilar ve bikompleks sayilar igin
fonksiyonlar incelenmistir [16]. 2014’te D. Alpay, M. E. Luna Elizarraras, M.
Shapiro ve D. C. Struppa tarafindan yayimlanan kitabin 1. boliimiinde bikompleks ve
hiperbolik sayilar, 2. boliimde bikompleks fonksiyonlar ve bikompleks matrisler, 3.
ve 4. boliimde ise bikompleks modiiller ve bikompleks modiiller {izerinde norm ve i¢

carpimlar tanimlanmustir [17].

Bikompleks sayilar climlesi iizerinde topoloji ¢alisma fikri ilk defa R. K. Srivastava
tarafindan ortaya atilmistir. R. K. Srivastava 2008’de yayimladigi makalede
bikompleks uzayda norm topoloji, kompleks topoloji ve idempotent topolojiyi
tammmlamigtir [18]. 2010°da R. K. Srivastava ve S. Singh bikompleks sayilar
ctimlesinde sozliik siralama topolojisini kurmustur [19]. 2011°de R. K. Srivastava ve
S. Singh tarafindan bikompleks aglar calisilmistir [20]. 2013’te de bikompleks
sayilar ve bikompleks topolojiler tanitilarak, bikompleks uzayimn bazi alt ciimlelerinin
kompaktlig1 incelenmistir [21]. A. Prakash ve P. Kumar 2016’da bikompleks
sayilarin ciimlesi tizerindeki topolojileri kisaca tanitip, bu topolojileri karsilagtirmistir
[22]. 2017’de S. Singh ve S. Kumar bikompleks sayilarin sézlik siralama
topolojisini ¢alismislardir [23].

Diger taraftan E. C. Zeeman (1925-2016) 1964’te Minkowski uzayi lzerinde
alisitlmis yerel homojen Oklid topolojisini diisiinmenin yanlis oldugunu ortaya
koymustur [24, 25]. Ciinkii Oklid uzaymnim homeomorfizmler grubu uzay benzeri ve
zaman benzeri dogrultular1 birbirine doniistiiren elemanlar igerir. Ancak bu fiziksel
olarak miimkiin degildir. S. Nanda tarafindan Minkowski uzayinda t—topolojisi ve
s —topolojisi tamtilmistir [26, 27]. G. Agrawal ve S. Shirivastava, t—topolojisi ve

S — topolojisi ile verilen Minkowski uzayiin topolojik 6zelliklerini arastirmislardir

[28, 29].

Bilindigi gibi bir uzay, bir cisim yapisi ile birlikte belli sartlar1 sagladiginda vektor

uzay1 veya lineer uzay adin1 almaktadir. Eger ayn1 zamanda topolojik uzay olan bir



vektor uzaymnin i¢ ve dis islemleri stirekli ise bu uzaya topolojik vektor uzayi
denilmektedir [30, 31]. Eger vektor uzay1 yerine daha genel bir cebirsel yapi olan
modiil alinirsa topolojik modiil tanimlanir. Bikompleks sayilarda her elemanin
carpmaya gore tersi bulunmadigindan bikompleks sayilar ciimlesi cisim degildir,
ancak halkadir. Bu halka ile verilen bikompleks modiil ve topolojik bikompleks
modiil son yillarda ¢alisilmaya baslanmistir [32, 33, 34, 35]. Bu konu ile ilgili ilk
calisma R. Kumar, R. Kumar ve D. Rochon tarafindan 2011°de yapilmustir.
Topolojik bikompleks modiil ve bu modiilde sinirlilik, Hahn Banach teoremi gibi
bazi temel teoremler ¢alisilmistir [34]. 2016°da R. Kumar ve H. Saini bikompleks
sayilar1 ve bikompleks modiilii tanittiktan sonra bikompleks konvekslik, yerel
bikompleks konvekslik, bikompleks dengeli ciimle ve bikompleks emen ciimleleri
incelemistir [35].

Bu tezde de bihiperbolik sayilarin cebirsel Ozellikleri kapsamli bir sekilde
incelendikten sonra bu sayr ciimlesi fiizerinde kurulabilecek topolojiler
belirlenecektir. Ayrica bihiperbolik sayilar ctimlesi toplama ve skalerle ¢arpma
islemleri ile birlikte birimli ve degismeli bir halka oldugundan bu halka ile birlikte
bihiperbolik modiil ve topolojik bihiperbolik modiil tanimlar1 verilecektir. Boylece
bihiperbolik modiil tizerinde dengeli ciimle, konveks ciimle ve emen ciimle
kavramlar1 yeni bir bakis agistyla ilk kez tanimlanacaktir. {lgili teoremler ifade ve
ispat edilecektir. Dahasi, hiperbolik sayilar ciimlesi bihiperbolik sayilar halkasinin
bir alt halkasi oldugundan bu halka ile tanimlanacak hiperbolik modiil ve hiperbolik

topolojik modiil lizerinde de arastirmalar yapilacaktir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Yan-Oklid Uzay

Tammm 2.1.1. R", n-boyutlu Oklid uzayr verilsin. X=(X0,X1,...,anl),

y =(y0, Yireens yn,l) , 1<v <n-1 olmak tizere

(x.y)

v-1 n-1
PRI EDRNT
i=0 j=v

seklinde bir i¢ carpim tanimlanirsa, (R",< , >‘R" ) ikilisine yar1-Oklid uzay1 denir ve

R? ile gosterilir [36].

R" yar-Oklid uzay1 ozel olarak n>2 ve v=1 durumunda R}, n-boyutlu

Minkowski (Lorentz) uzayi adini alir. Tanimlanan i¢ ¢arpim ise Lorentz i¢ ¢arpimi

olarak adlandirilir [36]. Ozel olarak n=2 ve v=1 ahmrsa 2-boyutlu R?
Minkowski diizlemi olusur. Ri Minkowski diuzlemi, bir sonraki bolimde tanitilacak
olan hiperbolik sayilar ile yakindan iliskilidir. Ayrica n=4 ve v =2 alinirsa R}

yar1-Oklid uzay1 olusur. R} uzay1 ise degismeli kuaterniyonlarin 6zel bir hali olan ve

literatlirde hiperbolik doértkompleks sayilar veya bihiperbolik sayilar olarak gecen

say1 sistemi ile iligkilidir.
Tamm 2.1.2. X=(Xy, X, ..., X,,) € R} olmak iizere X vektdriiniin normu

[

Ry

RY ‘<X' X)



bi¢iminde tanimlidir [37].

Tamm 2.1.3. R, n—boyutlu yar1-Oklid uzayr ve X=(X,,X,...,X,,)€R] olsun.

Eger

a. <x, x> @ >0 veya x=0 ise X uzay benzeri (spacelike) vektor,

b. <x, X> @ =0 ve x=0 ise X 1s1ik benzeri (lightlike) vektor,

C. <X, X> R S 0 ise x zaman benzeri (timelike) vektor olarak adlandirilir [36].

Tamm 2.1.4. R", n-boyutlu yar1-Oklid uzay1 ve X =(X,,%,...,X, ;)€ R} i¢in

Cs(x):{yeR’; y=Xxveya (y—X,y—X)

. O}
R!

bi¢iminde tanimlanan C® (X) ciimlesine R uzaymin X noktasindaki uzay konisi

denir [36].

Tamim 2.1.5. R", n-boyutlu yari-Oklid uzay1 ve X = (XO, X oo XH) eR] igin

n =0}
R\/

bi¢ciminde tanimlanan C"(X) ciimlesine R! uzaymin X noktasindaki 151k Konisi

CL(X):{yeR’; (y—X,y—x)

denir [36].

Tamm 2.1.6. R", n - boyutlu yari-Oklid uzay1 ve X = (XO, X oo XH) eR} igin

CT(X):{yeRZ y=Xxveya (y—X,y—X)

) <0}
RV



bigiminde tanimlanan C' (X) ciimlesine R uzaymmn X noktasindaki zaman Konisi

denir [36].
2.2. Minkowski Uzaymmn Topolojisi

Bu bolimde n-boyutlu Minkowski (Lorentz) uzayr M ile gosterilecek ve
lizerindeki topolojiler tanitilacaktir. Oklid uzay1 yerel homojen olmasina ragmen
yar1-Oklid uzaylari, her noktasinda uzay benzeri vektdrleri zaman benzeri
vektorlerden aywran 151k konisinin varligindan dolay1r yerel homojen degildir.
Dolayistyla yar1-Oklid uzaylarinda, Oklid uzaymimn aligilmis topolojisine gdre
calismak dogru degildir. Bu diisiince ile E. C. Zeeman (1925-2016) yari-Oklid
uzaymnda Oklid uzaymm ahisilmis topolojisini almanin dogru olmadigini ortaya
koymustur. Daha sonra Zeeman tarafindan [24, 25]’te ¢alisilan Minkowski uzay1

tizerindeki topoloji kavrami [26, 27, 28, 29]’da ayrintil1 bir sekilde incelenmistir.

Tanmm 2.2.1. n-boyutlu Minkowski uzayt M olsun. xeM i¢in NF(x), x

noktasmin ¢ — yarigaph Oklidyen komsulugu olmak iizere
B (x)={Nf (x):£>0}

yerel tabani tarafindan iiretilen topolojiye M {izerindeki Oklidyen topoloji denir
[28].

x noktasimn & —yaricapli Oklidyen komsulugu N© (X), e — komsuluk olarak

adlandirilacaktir. Ayrica, M Minkowski uzay1 iizerinde verilen Oklidyen topoloji,

e —topolojisi veya 7. ile gosterilirken €—topolojisi ile birlikte Minkowski uzay1
MF ile gosterilecektir. 7. ailesinin her bir eleman1 € — agik olarak adlandirilacaktir.
Ayrica MF, e—topolojik uzaymda bir Ac M ciimlesinin ici iE(A) ve kapanisi

Ce (A) ile gosterilecektir.
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Tamm 2.2.2. (M, 7, ) topolojik uzaymnda U = M olmak iizere her x eU noktasinin

NZ(x)cU olacak sekilde en az bir e—komsulugu varsa U alt ciimlesine e-

topolojisine gore agiktir denir [28].

Tammm 2.2.3. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. xeM noktasinin

N® (X) =NF (X) NC?® (X) komsuluklarinin ailesi olan

&

&

Bs(x):{NS(x):g>O}

yerel tabani tarafindan {iretilen topolojiye M iizerindeki s— topolojisi denir ve M
iizerindeki s— topolojisi ile birlikte Minkowski uzayt M° ile gdsterilir. N (X)
ciimlesine X noktasinin ¢ —yarigaplt S—komsulugu adi verilir. Ayrica 7 ailesinin

her bir elemanina S — agik denir [28].

Tamm 2.2.4. (M,zg) topolojik uzayinda U =M olsun. Eger her xeU igin X

noktasinin Nf(x)gU olacak sekilde en az bir S—komsulugu varsa U alt

ctimlesine s— topolojisine gore agiktir denir [28].

Tanim 2.2.5. M, n—boyutlu Minkowski uzay1 ve N] (x)=NZ(x)nC" (x) olmak

tizere M {izerindeki t —topolojisi x e M noktasinin komsuluklar ailesi olan

BT(x)z{NT(x):g>O}

&

seklindeki yerel taban tarafindan iiretilir. M Minkowski uzay1 iizerinde B’ (X) yerel

taban1 tarafindan iiretilen topolojiye t—topolojisi ve N/ (X) climlesine X noktasinin
& —yaricapll t—komsulugu adi verilir. Uzerindeki t—topolojisi ile birlikte
Minkowski uzay1 M ile gosterilir. t—topolojisini 7, ile gosterilir ve 7, ailesinin

her bir elemanina t —agik denir [29].
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Tamm 2.2.6. (M,z;) topolojik uzayinda U =M olsun. Eger her xeU igin X

noktasmnin N/ (X)gU olacak sekilde bazi N! (X) komsulugu varsa U alt

ciimlesine t —topolojisine gore agiktir denir [29].

Teorem 2.2.1. M, n-boyutlu Minkowski uzayr ve xe M olsun. £>0 olmak

lizere X noktasmin ¢ —yarigaph N® (X), s—komsulugu (ya da N/ (X), t—

komsulugu) M*® (yada M") topolojik uzayinda aciktir [28, 29].

Teorem 2.2.2. M, n—Dboyutlu Minkowski uzayi olsun. M iizerindeki s — topolojisi
ve t —topolojisi M iizerindeki e —topolojisinden  kesin incedir
(e ctg, 1o 275 Ve T C 1y, T #77) [28, 29].

Tamm 2.2.7. M | n—boyutlu Minkowski uzayi ve X,y € M olsun. Eger

a (y—xy- X>LRn >0 ise {X +t(y—x)|te R} ciimlesine uzay benzeri dogru,

b. (y—x,y-x)|_, =0 ise {X+t(y—x)|teR} ciimlesine 151k benzeri dogru,

R}

c. (y-x,y—x) , <0 ise {x+t(y—x)| t ER} ciimlesine zaman benzeri dogru

R}

denir [28].

Teorem 2.2.3. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M iizerindeki S—
topolojisinin uzay benzeri bir dogru iizerine indirgedigi topoloji Oklidyen topolojidir
[28].

Teorem 2.24. M, n-boyutlu Minkowski uzayi olsun. M iizerindeki S-—
topolojisinin zaman benzeri bir dogru tizerine indirgedigi topoloji ayrik topolojidir

[28].
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Teorem 2.25. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M {izerindeki t—
topolojisinin uzay benzeri bir dogru iizerine indirgedigi topoloji ayrik topolojidir
[29].

Teorem 2.2.6. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M {izerindeki t—
topolojisinin  zaman benzeri bir dogru iizerine indirgedigi topoloji Oklidyen
topolojidir [29].

Teorem 2.2.7. M, n-boyutlu Minkowski uzayr olsun. M iizerindeki S-—
topolojisinin ve t—topolojisinin 151k benzeri bir dogru iizerine indirgedigi topoloji
ayrik topolojidir [28, 29].



BOLUM 3. BiHIPERBOLIK SAYILARIN CEBIRSEL VE
GEOMETRIK OZELLIKLERI

Bu béliimde hiperbolik sayilarin cebirsel 6zellikleri 6zetlenmis ve bihiperbolik sayilar
cebirsel ve geometrik agidan ayrintili olarak incelenmistir. Ozellikle bihiperbolik
sayilar icin ii¢ farkli eslenik ve bu eslenikler yardimiyla elde edilen ii¢ farkli modiil

tanitilmastir.
3.1. Hiperbolik Sayilar

Literatiirde iyi bilinen ve son yillarda ¢ok ¢alisilan hiperbolik sayilar bu alt bélimde

[71, [8], [9] ve [10] kaynaklar1 esas alinarak 6zetlenmistir.

Tamm 3.1.1. R reel sayilar ciimlesi, x,yeR ve j=1, j¢R olmak iizere j

hiperbolik (unipotent) birimi ile verilen

Z=X+]y

say1sina bir hiperbolik say1 denir [7].

Hiperbolik sayilar ayn1 zamanda double [7], perplex [8] ya da split kompleks [10]

sayilar olarak da adlandirilir.
H ={z |z=x+]Jy, =1 j#+l xyeR}

ciimlesine hiperbolik sayilar ciimlesi denir. {1, J} standart bazina goére | ’ye hiperbolik

sanal birim denir. Ayrica x ve y sirastyla, z hiperbolik sayisinin reel ve unipotent

kisimlar olarak adlandirilir.
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i>=—1 olmak iizere C= R[i] kompleks sayilar1 reel sayilarin genisletilmisi oldugu

gibi hiperbolik sayilar da j unipotent sayisi ile birlikte reel sayilarin genisletilmisidir.

z = X+ jy hiperbolik sayisinin hiperbolik eslenigi Z = x— jy ile verilir.

Z=X+]Jy Ve @=U+jv (X, y,u,Vv ER) seklinde birer hiperbolik say1 olmak {izere

hiperbolik sayilarda toplama ve ¢carpma islemleri sirasiyla,

Z+o=(X+]jy)+(u+jv)=(x+u)+j(y+v),
z-o=(x+]jy)-(u+jv)=(xu+yv)+j(xv+yu)

olarak tanimhidir. Bundan sonra z-@, zw olarak gosterilecektir.

(H ,+) degismeli gruptur. Ayrica, ¢arpma islemi degismeli, birlesmeli ve toplama
islemi lizerine dagilimlidir. Boylece (H ,+, ) t¢liisii birimli ve degismeli bir halkadir.

Ancak, (H ’ ) ikilisi sifir bolen elemanlara sahiptir.

z = X+ jy hiperbolik sayisinin hiperbolik modiilii

FXE-YE o X=|y
Mf{ 2]y

N

seklindedir. O halde z hiperbolik sayisinin modiil karesi |z[}, =|2z] =[x’ - y?| olur.

Sifirdan farkli z, = X+ jX ve z, = X— Jx hiperbolik sayilarinin modiilii
|z, =|z.,, =0

olur. Bu noktalar diizlemdeki y=%x dogrular1 iizerindeki noktalardir. Boyle

noktalara izotropik noktalar denir.
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Bir hiperbolik say1 z = X+ jy olmak {izere |Z|H # 0 iken

L _ Xy

7 X2 —y?

ifadesine hiperbolik saymin ¢arpimsal tersi denir. Izotropik noktalara karsilik gelen

hiperbolik sayilarin ¢arpimsal tersi yoktur.

Oklid diizlemindeki bir noktanin koordinatinin bir kompleks say1 ile ifade edilmesi
gibi Minkowski (Lorentz) diizlemindeki bir noktanin koordinat1 da bir hiperbolik say1
ile ifade edilebilir. Dolayisiyla hiperbolik sayilar, kompleks sayilarin Oklid

diizleminde sahip oldugu rolii Minkowski diizleminde tistlenir.

Bir z=x+ jy hiperbolik sayis1i Minkowski diizleminde baslangi¢c noktasi orijin ve

bitis noktasi (X, y) olan bir vektor olarak diisiiniilebilir. O halde z ve @ hiperbolik

sayilar1 Minkowski diizleminde sirasiyla z :(X, y) ve w:(u,v) yer vektorlerine

karsilik gelir ve bu vektorlerin Lorentz i¢ carpimi

(z,0)

=XU— YV

R?

bi¢iminde olur.

Bir z hiperbolik sayisinin hiperbolik modiilii bu noktanin orijine olan hiperbolik

uzakhigidir. Diger taraftan z = x+ jy sayisinin yer vektoriiniin normu

|

2 2‘

= ‘x_y

Rf = ‘<Z'Z>Rf

bigimindedir. Dolayisiyla bir hiperbolik saymnin modiilii ile o sayiya MinkowskKi
diizleminde karsilik gelen noktanin yer vektoriiniin normu ¢akisir. Yani z bir

hiperbolik say1 olmak {izere

2], =l
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esitligi vardir. Boylece hiperbolik uzaklik ile donatilmis R? diizleminin Minkowski

diizlemine karsilik geldigi goriiliir.

Minkowski diizleminde 1sik-benzeri (null) vektorler olarak adlandirilan ve |Z|H =0

olacak sekilde sifirdan farkli z izotropik noktalara karsilik gelen vektorler mevcut
oldugundan Minkowski diizleminin geometrisi kompleks diizlemin alisilmis Oklid

geometrisinden farklidir (bkz. Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Minkowski diizlemi [7]

2 —boyutlu Minkowski diizlemi gz oniine alinarak bir z, noktasindaki uzay, 151k ve

zaman konisi tanimlar1 asagidaki sekilde verilebilir.
Tanim 3.1.2. 7z, € H olmak iizere
SH (zo):{z eH ‘ (z-2,)(z—2,)>0veyaz= zo}

ciimlesine H hiperbolik sayilar ciimlesinin z, noktasindaki uzay konisi,

NH (zo):{z eH ‘ (z—zo)(z—zo):O}
ciimlesine H hiperbolik sayilar ciimlesinin z, noktasindaki 1s1k konisi,

TH(zo):{ZeH‘(z—zo)(z——zo)<0veyaz=zo}



17

ciimlesine H hiperbolik sayilar ciimlesinin z, noktasindaki zaman konisi denir.

Eger

hiperbolik sayilarin alirsak €',e” € NH (O) olur ve bu hiperbolik sayilarin ¢carpimsal
tersi yoktur. Ayrica N e Z" olmak iizere (el)n —et, (ez)n —e?, et+e?=1, e'e?=0

ozellikleri saglanmaktadir. Dolayisiyla €' ve e’ hiperbolik sayilari idempotent

elemanlar olarak adlandirilirlar [9, 10].

Tamm 3.1.3. Herhangi bir z=x+ jy e H hiperbolik sayisiin €' ve e* bilesenlerine

gore
z=a'e' + %€’

gosterimi  hiperbolik saymin idempotent ayrisimi olarak adlandirilir. Burada

a' =x+Yy ve a® =x—Yy seklinde reel sayilardir [38].

Tamm 3.1.4. Bir z hiperbolik sayisinin mutlak degeri onun idempotent ayrisimi ile
birlikte

2| = ‘al‘el +‘a2‘e2
seklindedir [5, 17, 39].

3.2. Bihiperbolik Sayilar

Bihiperbolik sayilar ilk olarak [14]’te genellestirilmis degismeli kuaterniyonlarda
a =1 almarak hiperbolik dortkompleks adiyla g¢alisilmig, daha sonra bu sayilara
[13]’te degismeli hiperbolik kuaterniyonlar ve son olarak [15]’te bihiperbolik sayilar

ad1 verilmistir.
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Bir £ bihiperbolik sayist X,, X;, X,, X; € R olmak iizere z, = X, + j;X, Ve Z, =X, + J; X,

hiperbolik sayilar1 verildiginde
C=0+],2,=% +j1X1+j2(X2 +j1X3): Xo + B X + I X + 3%

seklinde tanimlanir. Burada {1, b Jos 13} birim sayilarinin garpimi asagidaki

sekildedir.

Tablo 3.1. Bihiperbolik sayinin birimlerinin ¢arpim tablosu [13]

1 h I Js

1 1 h I Js

jl jl 1 j3 jZ

j2 j2 j3 1 jl

b k| R k|t

[17]’de goriildiigii tizere bikompleks sayilarin alt1 farkli gésteriminin var olmasi gibi

bihiperbolik sayilarin da alt1 farkli gosterimi verilebilir.

Tamm 3.2.1. x,y e R ve s=1,2,3 i¢in j; hiperbolik birimler olmak tizere
H (i) ={z] z=x+]y}
ciimleleri verilsin. ¥ = j; =j2 =1, jj, = J,Jj, = j; olmak iizere
Hz(js;k)={g“| C=2,+j2,, 2,2, eH(j,), s =k, s,k=1 2,3}

ciimlelerine bihiperbolik sayilar climleleri denir. Agik¢a yazilirsa bu cimleler

H2 (jl;Z) = {§| é/ = Z1 +j2221 Zl’ 22 eH (]1)},
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Hz(j2;1):{§| é/ = 21+j122; Zl, 22 eH (JZ)}!

Ho (o) ={1¢ =2+ is2s 2,2, € H (0L},
H, (jox) ={¢]¢ =2+ iz 22, € H (i)},
H, (i2s) = {¢1¢ =2+ i, 202, € H (1)},
Ho (l2) = {¢]¢ =2+ in2e) 2,2, € H(iu))

seklindedir. Burada s=1 ve k =2 almarak olusturulan

Hz(jl;z):{ﬂ §=21+]J,2,, 3,,2,€H (11)}

ciimlesi [15]’te verilen bihiperbolik sayilar ciimlesidir.

Ornek 3.2.1. 7,7,eH(j,), 2, =X +§X, Z, =X, + ;X Ve X5, X, X,, X, € R olmak
tizere bir £ e H, (jl;z) bihiperbolik sayisi
=0 +)2, =X+ )X+ X + 3%

bigiminde verilir. Diger taraftan 7, =X,+),X, Ve 17, =X + J,X; alinirsa &

bihiperbolik sayisi
G =X+ % + Jl(xl +j2X3) =1+ 51,
seklinde yazilabileceginden ¢ € H, (jz;1) olur. Benzer sekilde

§:Xo+j1X1+j3(X3+j1X2)
=h+h € Hz(j1;3)1

§:Xo+j3X3+j1(X1+j3X2)
=Lt € H2<j3;1)’
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g =X +1X +j3(X3 +j2X1)
= th+ japt, € Hz(jz;s)’

g =X +j3X3 +j2(X2 +j3X1)
=& +1,6,€H, (js;z)

gosterimleri de mevcuttur. Yani herhangi bir £ bihiperbolik sayis1 alt1 farkli sekilde

yazilabilir. Boylece ¢ her bir H, (js;k) (S #k, s,k =1, 2,3) cumlesine de aittir.

Her bir bihiperbolik sayilar ciimlesinde benzer sonuglar elde edileceginden tez

boyunca aksi belirtilmedikge sadece H, (jm) ctimlesi ¢alisilacak ve tezin geri kalan
kisminda Hz(jl;z) ciimlesi H, ile gosterilecektir. Dahasi, burada ¢ e Hz(jl;z)
alindiginda ¢ =2, +j,z, yazihsinda 27,2, eH (jl) oldugu goz Oniine alinirsa j;

hiperbolik birimi ile verilen H (jl) hiperbolik sayilar ciimlesi de H ile gosterilecektir.

Hiperbolik sayilarin reel bilesenlerinin hiperbolik say1 alinarak bihiperbolik sayilarin

elde edilmesi gibi tiimevarimla multihiperbolik say1 tanimi da verilebilir oyle ki

NeZ" olmak iizere H, ={A+jB| ABeH,} ciimlesine de multihiperbolik saylar

ciimlesi denir. Dolayisiyla H,, H, ve H,, sirasiyla R reel sayilar, H hiperbolik

sayilar ve H, bihiperbolik sayilar ciimleleridir.

Tamm 3.2.2. X, H, bihiperbolik sayilar ciimlesinin alt cimlesi olmak {izere X

ciimlesinin h, ve h, doniisimleri altindaki gérintiileri
hl(x): Xy :{Zl| Z1:hl(é:/), C=2+],2,Vve s e X}
ve

h(X)=X,={z,| 2,=h,(¢), { =7,+],2, ve L e X}
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olsun. X, ve X, ctimlelerinin {1, jz} bazina gore hiperbolik kartezyen ¢arpimi
Xyxy X, ={z,+ 1,2, |2, € X,, 2, € X, }
seklinde olup
X =X, xy X,
yazilisina X cilimlesinin kartezyen hiperbolik gésterimi denir.

§1=X0+j1X1+j2X2+j3X3 = é/zzyo+j1y1+j2y2+j3y3 (Xl’yl‘ER'IZO’LZ’B)

seklinde birer bihiperbolik say1 olsun. | ={0,1,2,3} olmak iizere her | € | i¢in

X =Y,

ise &, ve ¢, sayilar esittir denir.

Bihiperbolik sayilarda toplama ve ¢arpma islemleri sirasiyla,

¢ +¢, =(x0+jlx1+j2x2+j3x3)+(y0+j1y1+j2y2+j3y3)
:(Xo+yo)+j1()<1+y1)+j2(xz+y2)+j3(x3+ys)

ve

$1 o= (X + 1%+ % + 0% ) (Yo + Vs + 1o Y2 + s
=X, Yo + XYy + %Y, + X, Ys
+i (X Y1 + X Yo + X Y5 + X5Y, )
12 (XoY2 + X Y5+ %Yo + %;Y: )
i (XoYs + XY, + X Y: +%Y,)

olarak tanimhdir. Bundan sonra ¢, -¢,, ¢,{, olarak gosterilecektir.
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(H2 : +) degismeli gruptur. Ayrica ¢arpma islemi toplama islemi iizerine dagilimlidur.
Dolayisiyla (H 2 ) ticliisti birimli ve degismeli halka yapisina sahiptir.

Ayrica ¢ € H, bihiperbolik sayis1

é/ = 21+j222 :(21+j322)e}1 +(Zl_j322)e121

C=1+)7,=(2,+12,)e, +(2,-72,)€] (3.1)

i +(21 - J.1zz)ej23

C=2+]j2,= (Zl + jlzZ)eJ'a
sekillerinde temsil edilebilmektedir. Burada
1 1+ js 2 1_ js _
el = € = n (s=12,3)

Is 2 s

idempotent bilesenlerdir. Bu bilesenler n e Z* olmak lizere (ejl )n = ei : (E‘J2 )n = ejzs :

1 2 _ 1,2 _ _ .. . . . . . . . .
e, +e; =1, ee, =0 (s=123) ozelliklerini saglar. Idempotent gosterimdeki

katsayilar

. 1 . 2
L+12,=6, L)L, =¢,
1

Z1+22:§j2! Zl_zzzé,jz2 (3.2)

: 1 : 2
2+ )7, :§j3’ 21_112224/13

ile gosterilirse ¢ Jll ve ¢ J-f sayilar1 birer bihiperbolik say1, & le ve ¢ J-i ile & Jl3 ve ¢ J-i

sayilart da J;, hiperbolik birimine bagl hiperbolik sayilardir. Sonug olarak

1.1 2.2

é, = é/hejl +§jlejl (33)
1 .1 2.2

§=¢;,8, 6.8, (3.4)
11 2.2

¢ =68, T8, (3.5)

ifadeleri ¢ bihiperbolik sayisinin e}s ve ejzs (s=12,3) bilesenlerine gore idempotent

ayrisgimlar1 olarak adlandirilir. Bu gosterimlerden sadece (3.5) ayrisimi [13]’te
mevcuttur.
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( H,,+ ) halkasinin ideallerini incelemek {izere ideal tanimin1 hatirlayalim.

Tamm 3.2.3. R bir halkave @ # | < R olmak tizere eger

a. her x,yel i¢in x—yel,

b. her reR veher xel igin xr,rxe |

ozellikleri saglaniyorsa | alt cimlesine R halkasinin bir ideali denir [40].

Tanim1 géz oniine alarak (H2 ,+ ) degismeli halkasini inceleyelim.

s=1 i¢cin

e H. ={¢e, =¢iej|] e M.
ve

e’H, :{geﬁ :g“jfeﬂé“f < Hz}

alt cimleleri Tanim 3.2.3’teki Ozellikleri sagladiklarindan H, halkasinin birer

idealidir. Boylece H, ciimlesi e}l H, ve eJ-ZlH2 ideallerinin direkt toplami olarak
H,=¢H,®eH,
seklinde yazilabilir.

s=2 icin

e H, ={¢el =¢tel|¢) eH (i)

ve

e H, ={¢el =¢7el|¢7 eH (i)
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alt ciimleleri de (H,,+,-) degismeli halkasinin birer idealidir. Bdylece H, ciimlesi

ejl2 H, ve ejz2 H, ideallerinin de direkt toplami olarak

H, =e}2H2®ej";H2

seklinde yazilabilir.
s=3 i¢in

eH, ={¢e, =¢iel|¢h e H (i)
ve

20 2 222
e, H. —{gejs =638

412 eH (jl)}

alt ctimleleri de (H2,+,-) degismeli halkasinin birer idealidir. Boylece H, climlesi

e}s H, ve ejz3 H, ideallerinin de direkt toplami olarak
H,=¢ H,®e/H
2 B2 "2

seklinde yazilabilir.

Sonu¢ 3.2.1. s=12,3 i¢in e H, ve eH, alt cimleleri (H,+,) degismeli

halkasinin birer alt halkasidir.

Tammm 3.2.4. X, H, bihiperbolik sayilar ciimlesinin alt ciimlesi olmak {izere X

ctimlesinin hjls ve hjzs (s=1,2,3) doniigiimleri altindaki goriintiileri

ht (X)=X} ={¢;

=R (C), ¢ =glel vt ve g e ]

ve
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hi(x)zxiz{gﬁ

CE=ni(¢), ¢=Cle) +¢ie ve L e |
olsun. les ve ijs (s=1,2,3) ciimlelerinin {el?s,ej?s} bazina gore idempotent kartezyen
carpimi
X! x, X :{g}se}s +(Pe| L eX] (T e xi}, (s=1,2,3)
olup
X = les x|, XJ-ZS

yazilisina X ciimlesinin kartezyen idempotent gdsterimi denir. s=3 alindiginda

olusan idempotent gosterim [13]’te mevcuttur.

Bihiperbolik sayilarin diger bir idempotent gosterimi de asagidaki sekildedir.

H,, bihiperbolik sayilar ciimlesi ve j = j; = j; =1 olmak iizere

i:1+j1+j2+j3 i =1_j1+j2_j3 i :1+j1_j2_j3 . _1_j1_j2+j3

! 4 2 4 3 4  a 4

olacak sekilde i, I,, i3, i, sayilar1 vardir. Burada s =1,2,3,4 i¢in

oldugundan i, 1,,1;,1, sayilarina bihiperbolik sayilar ctimlesinin idempotent
bilesenleri denir. Ayrica i, +i, +i;+i, =1 ve her s,k=1,2,3,4 (s#k) i¢in iji, =0
ozellikleri saglanir [15].
¢ € H, olmak iizere

& =W, + Wi, + Wi, +W,i, (3.6)

seklinde yazilabilir. Bu gosterime bihiperbolik sayilarin spektral temsili denir [15].
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G =7+ J,2, =X+ X + X + o Xg, Xo, X4 Xy, X3 € R olmak tizere W, w,, w;, W, e R
katsayilar1

W, =X, + X + X, + X5

WZZXO—X1+X2—X3 (37)
We =X X =X =X

W, =X, =X — X, + X5

bi¢imindedir [14, 15].

Ayrica s=1,2,3,4 igin 1 (i, )= {WSiS|WS € ]R} ciimleleri (H2,+,-) degismeli halkasinin

birer idealidir. Bu yiizden H, ciimlesi, | (i;) (s=12,3,4) ideallerinin direkt toplami

olarak
H, =1 (i) @1 (i) @1 (i) @1 (i,)

seklinde yazilabilir [15]. Spektral gosterim bihiperbolik sayilar i¢in temel bir 6neme

sahiptir. Burada, k=1,2,3,4 icin w, katsayilar1 ve i, idempotent bilesenleri &

bihiperbolik sayisinin matris temsilindeki 6zdegerler ve ortonormal 6zvektorlerdir

[13]. Her k =1,2,3,4 i¢in 6zdeger fonksiyonu

A H, >R
g _>/1k(é/):Wk

seklinde tanimlidir. Ozdeger fonksiyonu &rten bir cebir homomorfizmidir.

Diger taraftan (3.7) denklemleri de kullanilarak i, i,, i, ve i, idempotent bilesenlerinin

spektral gosterimi sirastyla

I, =1i, +0i, + 0i, +0i,,
I, = 0i, +1i, + 0i, +Oi,,
I, = 0i, +0i, +1i, +0i,,
I, =0i, +0i, + 0i; +1i,
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seklinde elde edilir. Boylece | ={1,2,3,4} olmak tizere her s,kel ve s=k i¢in

A (is) =0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece 6zdeger fonksiyonunun g¢ekirdegi
Cek (4 )=Vek{i,:s=1234ves=k}

big¢imindedir.

Tammm 3.2.5. X, H, bihiperbolik sayilar ciimlesinin alt ciimlesi olmak iizere X

ciimlesinin 4, 4,, A, A, doniisiimleri altindaki goriintiileri sirastyla
A(X) =X ={w| W =2(), & =wi,+wyi, wgis+w,i, ve ¢ e X},
A (X) =X, ={Wy| W, = 4,(&), & =wi, +W,i, +W,is +w,i, ve £ e X},
A (X)) =Xy ={wy| W, = 4, (), & =wi, Wi, +wsis+wi, ve £ e X},
A (X) =X, ={w,| w, =2, (&), & =wi, +wi, +wii; +w,i, ve & e X |

olmak iizere X;, X,, X; ve X, cimlelerinin {i,i,,i;,i,} bazmna gdre spektral

kartezyen ¢arpimi
Xy x5 Xy %y Xgxy X = { Wiy HW,i, Pl +W,i, [W € X,, W, € Xp, Wy € Xg, W, € X, }

olup

X =X, %, X, %, Xyx, X,

yazilisina X climlesinin kartezyen spektral gosterimi denir.

Sonug 3.2.2. Bir { =17, + J,z, bihiperbolik sayisi i¢in
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é/ =Xt j1X1 + jzxz + j3X3
1.1 2.2 . 1 o 2
=gie +¢e = (2 +5z,)e +(z - sz, )€

2

1,1
2

2 "h2
1.1 2.2 - 1 H 2
:é/jsejs + jsejs :(21+J122)ej3 +(Zl_1122)ej3

= Wi, + Wi, + Wi, + Wi,

+§jiej22 :(zl+zz)ej12 +(z,—-12,)e

seklinde bes farkli gosterim vardir. Bu gosterimler bihiperbolik sayilar ciimlesi

iizerinde ¢alismay1 kolaylastirmaktadir.
3.3. Bihiperbolik Sayilar Uzerinde Kismi Siralama

Reel vektor uzaylarinda kismi siralama bir¢ok kaynakta ayrintili bir sekilde

anlatilmistir [41, 42]. V bir reel vektor uzayr olmak tizere V {izerinde bir < kismi
siralamast u,v,weV ve ae€R" i¢cin u<v iken U+wW<v+w ve au<av

ozelliklerini saglhiyorsa V reel vektor uzayina kismi sirali reel vektor uzayi denir. Bir

ueV elemani u >0 sartini sagliyorsa U elemanina pozitif eleman denir. Biitiin pozitif

elemanlarin ciimlesine V uzayinin pozitif konisi denir ve V" ile gosterilir. Ayrica, iki
siral1 reel vektor uzay1 arasindaki dogrusal doniistime operator denir. V ve W iki siralt

reel vektor uzay1 olmak tizere T dogrusal doniisimii T :V —W seklinde olsun. Bu

durumda eger T(VJ')gW+ oluyorsa, baska bir degisle u,veV ve u<v iken

T(u)<T(w) oluyorsa T déniisiimii pozitiftir.

Bihiperbolik sayilar ciimlesi H,, R reel sayilar cismi {izerinde bir vektor uzayidir.
Biz de tezin bu bolimiinde bihiperbolik sayilarin spektral gosteriminde W,
katsayilarini veren 4, : H, - R 6zdeger fonksiyonu yardimiyla H, reel vektor uzay1

iizerinde bir bagint1 tanimlayacagiz.

Teorem 3.3.1. {,peH, olmak ilizere { <¢ olmasi i¢gin gerek ve yeter sart her
k=12,3,4 igin A, (é’ ) <A ((0) olarak tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan bagint1 H,

uzerinde bir kismi siralamadir.
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ispat. So.éeH,, aeR" ve {<¢ olsun. Bu durumda her k=1234 igcin
A ($)< A (@) meveuttur. Diger taraftan her k=1,2,34 icin 4 (¢), 4 (¢)eR

oldugundan 4, ($)+ A4 (&)< A (@) + A4 (&) ve a4 () <ad (@) olup {+E<p+&
ve ad <agp elde edilir. Boylece < bagintis1 H, reel vektor uzay: lizerinde bir kismi

siralama bagintisidir.

Tamim 3.3.1. Bihiperbolik spektral gosterimi goz oniine alinarak
Hy ={¢ [{=Wi, + Wi, + Wi, +W,i,: W20, W, 20, w20, w,>0}

pozitif bihiperbolik sayilar climlesi tanimlanir.

Bir V sirali reel vektor uzayinin herhangi U alt uzayi da sirali reel alt vektor uzayidir.
Ustelik U , V uzaymin alt vektdr uzayi iken U™ =U nV " olur. O halde H hiperbolik

sayilar cimlesi H, kismi sirali reel vektdr uzayimin bir alt vektor uzayidir ve H, N H

ciimlesi H pozitif hiperbolik sayilar ciimlesini olusturur. Boylece s=1,2,3 i¢in
H(j,) :{z E: =o€ +aje a,a; 20}

ctiimlesi H (js) reel alt vektor uzaymin pozitif konisi olur.

Teorem 3.3.2. ¢ bihiperbolik sayist ¢ =2z, + j,Z, olmak iizere, eger ¢ € H, ise z,

hiperbolik sayis1 pozitif hiperbolik sayidir.

Ispat. X, %,%,%eR ve ¢ =2z+],z,=(X+iX)+],(X +}X) olmak iizere

¢ e H, olsun. z; hiperbolik sayisinin 8}1 ve efl idempotent bazlar cinsinden yazilis

7, =(%+%)€ +(%—X )€

seklindedir. Diger taraftan (3.7) esitliklerinden
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W, + W,
+X = ,
Xo +% 5
e W tw,
Xo =% 5

elde edilir. £ € H, oldugundan w; >0, w, >0, w, >0 ve w, >0 olup

X, +% =0,
X —% =0

elde edilir ve bdylece z, € H*(j,) oldugu goriiliir.

Ancak, ¢ =z, +j,z, e H; iken z, e H(j,) olmasi gerekmez. Ciinkii z, hiperbolik
sayist idempotent bilesenler cinsinden

2

z,=(%, +x3)e}1 +(%, —x3)ejl

bi¢iminde ifade edilirse katsayilar

olur. {eH, oldugundan w, >0, w,>0, w,>0, w, >0 dir. Fakat bu durum
(X2 + X3) ve (X2 - X3) reel sayilarinin sifir veya sifirdan biiyiik olmasini gerektirmez.

Dolayisiyla ¢ bihiperbolik sayisinin pozitif bihiperbolik say1 olmast z, hiperbolik

sayisinin pozitif hiperbolik say1 olmasini gerektirmez.

Teorem 3.3.3. ¢ bihiperbolik sayis1 ¢ =2z, +j,z, ve 7,2, €H(],) olmak iizere

¢ eHj; ise |z,| <z, bigimindedir.

Ispat. £ eH; alalim. 2, =X,+jX, Z,=X,+ X V& X;,X,%,, % € R olmak iizere

{=12,+j,z, olsun. z, —z, farki
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Z,—1, :(Xo +j1X1)_(X2 +j1X3)

=(% %)+ k(X —%)
seklinde olup idempotent gosterimi
=2, = (X =X+ X —%; )€ +(X =X, =X +X )€}
bi¢imindedir. (3.7) esitliklerinden
Z,—7, = W€ +W,e;
oldugu goriilir. ¢ pozitif bihiperbolik say1 oldugundan w, >0 ve w, >0 dir. Bu

durumda z, -z, >0 olur. z, =z, 20 ise X, + X; < X, + X, Ve X, —X; < X, — X, dir. Diger

taraftan z, +z, toplami

Z,+1, Z(X0+le1)+(X2+j1X3)
(% +% )+ (% + %)

olup idempotent gosterimi
Z+2, = (X + X+ X+ %) €] + (X =X + X, —X; )€
seklindedir. (3.7) esitliklerinden

Z,+2, = Wej +W,e}
elde edilir. £ e H, oldugundan z,+2,>0 olur. z,+2,>0 ise -z, <z, dir. -z,<Z
iISe =X, = X3 < X, + X Ve —X,+ X, <X, —X vardir. Sonug olarak |X2 + X3| <X, +X ve
|X2 - X3| < X, — X, elde edilir. Boylece |22| <z, olur.

Teorem 3.3.4. { e H, ise

N 2.2
C=¢,8 T8
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seklindeki idempotent gosterimin bihiperbolik katsayilari olan & Jll ve ¢ jf bihiperbolik

sayilart da pozitif bihiperbolik sayilardir.

Ispat. CeH; olsun. =z +j,2,, Z,=X+jX, Z,=X+]jX, XX, X, X €eR

olmak {izere ¢ =X, + ;X + J,X, + J;X; pozitif bihiperbolik sayis1
& =W, + Wi, + Wi, +W,i,

bi¢iminde yazildiginda Tanim 3.3.1 geregi w, >0, w,>0, w,>20 ve w,>0

olmalidir. Ayrica (3.1) ve (3.2) esitliklerinden

. i 2.2
C =68 +¢i8

=(z,+}s2,)e;, +(z, —jazz)ejzl
olup;

1 - - - -
é,j L+ 32, = X+ X+ X Xy,

1

é/jf =2, = JoZy, =X + X — I X — I %,

bigimindedir. {l-ll ve ¢ j:f bihiperbolik sayilart i (S =1,2,3,4) idempotent bilesenleri

cinsinden yazildiginda

g”jll = (Xo X+ X, + X )iy +(Xg = X, =X, + X )iy + (X + X =X, = Xg )iy + (X =X, + X, — X )

= Wi, + W,i, + Wi, + Wi,
ve

g”f = (%o + X =X = X3 )Ty (X = X+ X, = Xg )y +(Xg + X, + X, +Xg )iy +(Xg — X =X, + X5

= Wi, + Wi, + Wis + W,i,

seklinde olur. Bu gosterimlerde w, >0, w, >0, w; >0 ve w, 20 oldugundan ¢ Jll ve

4 J-f bihiperbolik sayilari da birer pozitif bihiperbolik sayidir.
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Teorem 3.3.5. £ e H, ise

R 2.2
¢ =8, +¢,8,
o1 2.2
€ =68, <8,

seklindeki idempotent gosterimlerdeki & Jls ve ¢ J-f (S = 2,3) hiperbolik sayilar1 birer

pozitif hiperbolik sayidir.

Ispat. £ e H; ve X;,X%,%,,X € R olmak iizere ¢ , pozitif bihiperbolik say1st

¢= Z + jzzz
:(Xo + j1X1)+j2 (Xz i jlx3)
=X +j1X1 + jzxz +j3X3

bi¢iminde olsun. (3.4) ve (3.5) esitliklerindeki pozitif bihiperbolik sayinin iki
idempotent gosterimindeki hiperbolik katsayilar

Ci =2 +2, = (X + %)+ j (X +%),
é/ji =71, :(Xo_xz)+j1(X1_X3)'

Xo+ %)+ 1 (X +%,),

seklindedir. Bu hiperbolik katsayilar €, ve €, idempotent bilesenleri cinsinden

yazilirsa
gjlz :(x0+x2+x1+x3)e}l+(x0+x2—x1—x3)ej21,
{fz :(xo—x2+x1—x3)e}1+(x0—x2—x1+x3)ej21,
§j13 :(x0+x3+xl+x2)ejll+(x0+x3—xl—x2)ei,
(i :(xo—x3+x1—x2)e}1+(xo—x3—x1+x2)ej21

olur ve (3.7) esitliklerinden
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1 oal 2
Cj, = W) +W,ej
2 1 2
Cj, = Wej +W,E,
1 al 2
Cj, = Wie, +W,e,

2 1 2
G, = Wagj + W€

elde edilir. § bir pozitif bihiperbolik say1 oldugundan w, >0, w, >0, w,>0 ve

W, >0 dir. Bu yiizden é’jlz, é’ji, 4’113 ve é’ji hiperbolik sayilar1 pozitif hiperbolik

sayilardir. Yani 4’-12, g"ji, Cjt, Cji eH"*(j,) olur.

Tamim 3.3.2. Bir ¢ bihiperbolik sayisinin mutlak degeri

161 =4 ()i + |2 ()i + |4 ()]s + 124 ()]

seklindedir.
Teorem 3.3.6. &, ¢ € H, olsun. Mutlak deger fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.
a. [¢|=0e¢=0,

b. [¢o|=Ic]lel,

c. [¢+¢|<[¢]+]g|-

Ispat.

a. [¢|=0<|4,(£) =0, k=1234

<:>/1k(§):O, k=1234
< ¢ =0,

b |g¢|:gw ()4 (0
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-Z\ﬂk ()i
(S
=[¢llel.
c. |§+¢|=§\ﬂk (£)+2 (o)
<> (4 )+ )

i=1

(S S
=|¢]+el

Teorem 3.3.7. ¢ € H, olmak iizere

o, =maks{Z (j¢])=|4 (¢)]:k=12,3,4

fonksiyonu H, iizerinde bir normdur.

Ispat. Bir &nceki teoremin ispatindan her o R ve her £, € H, igin

<], =0=¢=0,
e, =led T,

L P 1 s

Ozelliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece || : ||H , H, reel vektdr uzayinda bir

normdur.



36

Teorem 3.3.8. ¢, € H, olmak tizere | . |, normu H, iizerinde asagidaki 6zellikleri

saglar;

a. [¢]<|¢],,. .
b. [¢]<lel =<1, <lel,,, .
C. ||éy(0||H2 <|¢ ||Hz ||g0||Hz (carpimsal esitsizlik).

ispat. [¢], =maks{4 (|¢])=|4(¢):k=12.34} seklinde tammli oldugundan

ozelliklerin saglandig1 kolayca goriiliir.

(H2,|| : ||H2) normlu uzay1 tam uzaydir. Bu yiizden (H2,|| ; ||H2) tam normlu uzay1

Banach uzayidir. Ayrica Teorem 3.3.8’den bu norm ¢arpimsal esitsizlik 6zelligini de

saglar. Boylece H, uzayinin reel sayilar tizerinde birlesmeli cebir oldugu da géz dniine

aliarak asagidaki 6nemli sonug verilebilir.

Sonug 3.3.1. (H2,+, - ||H2) dortliisii bir reel Banach cebridir.

Bihiperbolik sayilar da tanimli f (X) =e” iistel fonksiyonu icin f (C ) =€ degeri,

mutlak yakinsak bir seri ile
e = Z% =" 6%, 1 %), +e™)j,
=0 =

seklinde verilebilir.
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3.4. Bihiperbolik Sayilarin Eslenik ve Modiilii

Tamim 3.4.1. { € H, olmak lizere ¢ = X, + X, + J,X, + J;X; bihiperbolik sayis1 i¢in
—h - . .

A ¢ =Xt X X — X
—h - . -

b. & =X —JX + % — JsX
—s . - .

C. & =Xo—hX — L% + X

seklinde ti¢ farkli eslenik tanimlidir [13].

Eger ¢ =z, +],Z, olarak alinirsa

& =17, — )1,
Z =7 +),Z,,
—is — —
¢ = 1~ )7,

seklinde de yazilabilir. Burada Z, ve Z, sayilarn swrasiyla; z; ve z, hiperbolik

sayilarinin hiperbolik eslenigidir. ¢ bihiperbolik sayisinin esleniklerinin spektral

temsili ise

=(Xo+ X, =X, =X )iy + (X =X, =X, + X )iy +(Xo + X, + X + X3 ) g + (X =X, + X, =X, ),

Zh
le :(XO_X1+X2 _Xg)il+(XO+X1+X2+X3)i2 +(XO_X1_X2 +X3)i3+(XO+X1_X2_X3)i41
st

(xo—xi—xz+x3)i1+(x0+x1—x2—x3)i2+(x0—x1+x2—x3)i3+(x0+x1+x2+x3)i4
seklindedir. (3.7) esitliklerinden

j

—-h - - - -

$ =Wl + W, 1, + Wi, + W,

& =Wyl + Wi, + Wi + Wi, (3.8)
$ =W, +Wol, + Wl + W,
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elde edilir.

Sonug 3.4.1. Eslenik operatorleri mutlak degeri korur. Yani s=1,2,3 i¢in |?|JS = ZJS

mevcuttur.

Sonu¢ 3.4.2. {eH, ise ¢ pozitif bihiperbolik sayisimnin eslenikleri de pozitif

bihiperbolik sayilardir.

Ispat. ¢ pozitif bihiperbolik say1 olsun. ¢ sayisinin esleniklerinin spektral

gosterimleri (3.8)’den
$ =Wl + W, 1, + Wi, + W, i,

—h

C =Wl + Wi, + W,y + Wl

—is

& =W, +Wol, + Wl + W,

seklindedir. £ e€H, oldugundan W, 20, w,>0, w; >0 ve w, >0 dir. Bdylece

Zh " 2" e H; elde edilir.

Tiim eslenikler H, iizerinde toplama ve ¢arpma iglemlerini koruyan birebir ve drten

bir doniisiimdiir 6yle ki herhangi £;,{, € H, ve s=1,2,3 olmak iizere

o,:H,>H,

—ls

§—>o,(¢)=¢
doniisiimleri

O-s(é,l+é,2)zo-s(éll)+o-s(é,2)'
Gs(éllé,z)zo-s (4/1)0-5 (Cz)'
Gs(as(é/l)):é,l
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ozelliklerini saglar. Boylece her bir o, donlisimi H, {izerinde bir halka

otomorfizmidir.

Sonu¢ 3.4.3. {Id, oy, 0'2,0'3} ciimlesi bir otomorfizmler grubudur.

Bir bihiperbolik sayinin tiim eslenikleriyle ayr1 ayr1 ¢arpimi su sekildedir;

a. Q/Zh :(21+j222)(21_j222)

= (Xo +j1X1)2 _(Xz + j1X3)2
= X5+ X = X5 =X + 2]y (X% =X, ) € H (j,)

b. £¢" =(2,+12,)(8+ ;)
=27, +2,,+], (2172 + 2271)

=X§—X12+X22—X§+2j2(X0X2—X1X3)€ H(jz)

C. éfk = (21 + jzzz)(fl _jzfz)
=77, - 2,5, +], (2271 - Z172)

:Xg—Xf—X22+X§+2j3(XOX3—X1X2)e H(ja)

Alisilmis durumun aksine bu ¢arpimlar R™ —degerli degildir. Her biri hiperbolik

degerlidir.

Teorem 3.4.1. ¢ e H; ise | ={1,2,3} olmak iizere her s e | igin £¢” e H* (j,) olur.

Ispat. £ eH; ve ¢ =X, +jX + % + jsX; olsun. s=1 igin
—h -
LS =% +X =X = X5 + 2 (XX — X,X;)

hiperbolik say1s1 e}l ve efl idempotent bilesenlerin cinsinden



40

¢t = (X5 + X =X =3 + 2%, = 2X,%; )€} +(X5 + X =X} — X} —2%,X, +2%,X; )€
olur. Burada (3.7) esitliklerinden
X5+ X = X5 = X5 + 2% % — 2X, %, = (X +x1)2 — (%, + x3)2

= (X + X + %+ X ) (X + X, — X, — X5 )

ve

X2 4 X2 = X2 = X2 = 2% %, + 2%, %, = (% =% )" = (% = %)’
:(XO_X1+X2 —X3)(XO—X1—X2+X3)
=W,W,
elde edilir. ¢ bir pozitif bihiperbolik say1 oldugundan w,w, >0 ve w,w, >0 olur.
Dolayisiyla & Zjl hiperbolik sayis1 pozitif hiperbolik sayidir.

s =2 ve s=23 igin de benzer sekilde

—h _ 1 2
$¢ = W,W,€; +W,W,€;

—s _ 1 2
GO =W W,e; +W,We;

olup {eH, oldugundan ww, >0, ww, >0, ww,>0 ve w,w,>0 olur ve bu

durumda & ij ve ¢ Zj3 hiperbolik sayilar1 birer pozitif hiperbolik say1 olur.

[14]°te degismeli kuaterniyonlar igin bir reel norm tanimlanmistir. § € H, olmak

iizere ¢ bihiperbolik sayisinin reel normu

gé_/h ij Zj3

<l =4

seklindedir. | . | normu ile ilgili asagidakiler verilebilir.

H,
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Teorem 3.4.2. {,¢p € H, olmak lizere |§|S|¢| ise |é’|H S|(p|H dir.

Ispat. Kabul edelim ki £, peH, ve |§|S|(p| olsun. Ayrica ¢ ve ¢ bihiperbolik
sayilarinin spektral gosterimleri ¢ =W, + Wi, + Wi, +W,i, ve
@ =Wi, +W,i, + W,i; +W,i, olsun. ¢ ve ¢ sayllarmmm mutlak degerleri
(1= iy + W i, +[ws iy +|w,|i, Ve || =|Vi|i, + W, |i, + i, + |W,|i, olur. Kabul
geregi her 1=1,2,3,4 i¢in |W||S|V~v|| vardir. Diger taraftan { ve ¢ sayilarinin reel

normlart

o ATATATA

_4 é,Zil Z,jz Z,ja

ve
- \4/|W1W2W3W4|

bigimindedir. Bdylece her 1=1,2,3,4 igin |w|<|W| oldugundan ||, <|p|, elde

¢|H2 — ‘(oahaiz @h

edilir.

Bir bihiperbolik sayinin hiperbolik degerli olan ii¢ farklt modiilii vardir. Asagidaki

tanim ile bu modiller tanitilacaktir.

Tanim 3.4.2. { € H, olmak iizere

g1, = /‘ngS  $=12,3

ifadesine ¢ sayisinin j, —modiilii denir.

Sonu¢ 3.4.4. {,,¢, € H, olmak {lizere s=1,2,3 i¢in

6.5, =144, 1Sl
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esitlikleri mevcuttur.

Ispat. s=1,2,3 icin JS(C)=ZjS déniisiimlerinin - o, (£.$,)=0,(¢,)0,(<,)

ozelligini sagladigi bilinmektedir. Yani (¢, )JS :leszzjs vardir. Diger yandan bir
hiperbolik saymin mutlak degeri ve pozitif hiperbolik sayilar igin karekdk fonksiyonu
carpimsaldir. Yani her Z,w € H i¢in |Za)| :|Z||a)| veher z,we H" i¢in \/zw = x/E\/E

vardir. Tiim bunlar g6z 6niine alindiginda

|§1C:2|js = \/(4/14/2)((14/2 )js

= et
= a8 e

g

!

&5

elde edilir.

Hiperbolik degerli modiillerin idempotent gosterimi ise

21, =€ = e + e
2], =68 | = foumle, + Tmgme,
21, =l "] = e, + e

seklindedir. Simdi bu gosterimler yardimiyla asagidaki teoremi ifade ve ispat edelim.




Teorem 3.4.3. { € H, ise s=2,3 igin

¢l =[¢t] e

T

Js

bi¢gimindedir.

Ispat. {eH, ve =X, +jX+j,X +jX olsun. s=2,3 igin ¢ sayisinmn

modiillerinin idempotent gosterimleri (3.7) esitliklerinden

\/‘xo+x —(x +X%)

ve

et +\/‘ X =%, ) = (% — %) le?

13 \/‘x0+x — (% +X,)

e +\/‘ (X —%) ()(1—x2)2e2

43

Js =

olur. (3.2) esitlikleri kullanilarak & 12 , ¢ i L Chve & ji hiperbolik sayilarinin hiperbolik

I3

modiilleri

&l =yloe ) = (x|
&2, = =x) ~(x-x )
41H:Ju~«o“«&+&f,
=0 x )

J3

seklinde elde edilir. Bu denklemler j,—modil ve J,—modiiliin idempotent

ayrisimlarinda yerine yazilirsa

2
H ejz

‘ é’Jz

2
‘é/jz

HJZ

ve
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e2

H b

<1, =[¢;

1 2
H eis + ‘é/jz

oldugu goriiliir.
Teorem 3.4.4. £, € H, olmak iizere [¢|<|g| ise s=1,2,3 icin |¢] <|¢| dir.

Ispat. {,peH, ve & =wWi, +W,i, + Wi, +W,i,, @=Wi, +W,i, + Wi, +W,i, olsun. ¢
ve ¢ sayillannin  mutlak  degerleri |¢|=|wy|i, +|W,|i, + Wi +|w,|i, ve

|0 =| VWi, +[ VW, |i, + | Wiy +|W,]i, olur. Kabul geregi her 1 =1,2,3,4 igin |w|<|W%| dir.

Diger taraftan ¢ ve ¢ sayilarmm j —modiili |é’

= \/|w1w3|e}l +\/|wzw4|ej21 ve

pl, = Musle; + | Wow,lef  seklindedir.  |wws| <[Wl|  ve  [wow,|< W, |

oldugundan |¢ |j < |gp|j elde edilir. s =2,3 icin de benzer sekilde ispat edilebilir.

¢ bir bihiperbolik say1 olmak tizere bu saymin ¢arpimsal tersi
get=1
esitligini saglayan ¢ bihiperbolik sayisidir.

=2+, = (X + i)+ 1, (% + 1% ) = X+ JX, + I,%, + j:X;  bihiperbolik  sayisi
alalim. ¢ bihiperbolik sayisinin ¢arpimsal tersi

1 PP Ppp
¢ ¢ (Z-8) (5 -7)
thlzé_,ls

= 4 4 4 4 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
Xo %+ X5 + X5 = 2( XX + 30X + XD +XEX + XX +XEXE ) +8X XX, X,

seklindedir. Burada paydaya v dersek; ayn1 zamanda
V=X XX X)) (X =X+ X =X ) (X X =X =X ) (X =X =Xy +Xy)

oldugu kolaylikla goriiliir ve
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Xo + X + X, + X, =0,
Xg =X +X, =X, =0,
Xo + X — X, =X, =0,
Xo =% —X, + X% =0

esitliklerinden herhangi bir tanesi varsa ¢ bihiperbolik sayisinin tersi yoktur [14].

Carpimsal tersi olmayan bihiperbolik sayilarin climlesi

o,

Ne={¢|¢g e e

veya
NC = {g = Wi, + Wi, + Wi, +W,i, | Ww,waw, = 0}

bi¢iminde gosterilir ve bu ctimleler null koni olarak isimlendirilir [14].

Diger taraftan | = {1, 2,3, 4} olmak lizere eger her k e | igin A, (é’) #0 oluyorise ¢

bihiperbolik sayisiin tersi vardir. Bilindigi gibi bir halkada tersi olan elemanlarin

olusturdugu climle ¢arpma islemi ile birlikte bir gruptur. Boylece H, halkasinin tersi

olan elemanlarmin olusturdugu ciimleyi H, ile gdsterirsek
H; ={¢ 14 () =0,V k=1234]
ctimlesi bir ¢arpimsal gruptur.

Teorem 3.4.5. £ € H, bihiperbolik sayisinin ¢arpimsal tersi

—h =k 2 =3 =2 : (525 , =3
L_ 0 B -nn i (5L +7)
2

. . i é, 1 JZ 2
T (z-z)(z-7) W, W W,

seklindedir.
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ispat. e H; oldugundan her ke {1, 2,3, 4} icin A, (§ );t 0 dir. Yani

W W, WoW, =& Zh?z Z“j3 #0 olup ¢ bihiperbolik sayisinin ¢arpimsal tersinin

A
é’ é,é,hé,lz gls

oldugu agiktir. Ayrica ¢ € H, oldugundan {Zhg_“jz Z’j3 :(zl2 —222)(72 —72) 0 olup

1 2
¢ =1, +J,z, olmak tizere Tanim 3.4.1’den

ool goe

e “h 2k _hk

(Zl_jZZZ)(ZI.+j272)(ZI._ 272)
- J —

—h—Zhk—2h
_¢¢¢
—hZh—Zh
ce ¢ ¢
(Wi, + Wi, + Wiy + Wi, ) (Wi, + Wi, +W,i; + Wi, ) (Wi, + Wi, +Wi; + Wi, )
W, W, W, W,

W W W, + W W, Wi, + W, W Wy + W W, Wi,
W, W, W, W,

bi¢iminde de ifade edilebilir.

Onerme 3.4.1. H,* ciimlesi H, ciimlesinin bir alt grubudur.
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Sonug 3.4.5. { ¢ NC olan bir { bihiperbolik sayis1 pozitif ise { sayisinin ¢carpimsal

tersi ¢ bihiperbolik sayist da pozitiftir. Yani ¢ e H," ise £ eH,* olur.

Ispat. ¢ tersi olan pozitif bihiperbolik say1 olsun. Bu durumda ¢ sayisinin ¢arpimsal

tersi ¢ sayismn {i, i,,i;,i,} bazi cinsinden spektral temsili

olup £ e H," oldugundan ¢ eH," elde edilir.

3.5. Bihiperbolik Sayilar Ciimlesi ile Yar1-Oklid Uzayin iliskisi

Karmasgik sayilar veya hiperbolik sayilarin eslenikleri ile ¢arpimi sonucunda bir reel
say1 elde edilmesine ragmen bir bihiperbolik saymin {i¢ farkli eslenigi ile ayr1 ayri
carpimi sonucunda daima bir hiperbolik say1 elde edilmektedir. Hatta sonucun reel
say1 olmamasi da bihiperbolik sayilar i¢in norm tanimlamay1 zor hale getirmistir. Daha
once de hatirlatildig1 gibi [14] ve [43]’te bir bihiperbolik sayinin normu asagidaki

sekilde tanimlanmustir.

Tamim 3.5.1. ¢ bir bihiperbolik say1 ve Eh,zjz,zja ise ¢ sayismin eslenikleri olsun.

Bu durumda & sayisinin reel normu

|§|H2 — 4 é,zh Ziz Zja

_ 4 4 4 4 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
—</‘XO XXX —2(X0X2 XX XX XX XX +X0X3)+8X0X1X2X3‘
bi¢imindedir [14, 43].

Boylece uygun diizenlemeler sonucu & sayisinin reel normu

<l =

2
(36 5 =3¢ =) =4 (% =3 )'|
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<l =

2
(3 -4 =) =40, -

veya

<l =

esitliklerinden biri ile verilebilir.

2 2
2 2 2 2
(x0 X=X+ ) —A(%% —%X,) ‘

Ozel olarak f;(Xo, %, %, X5) = XX = X% =0, f, (X9, X, %, X5 ) = XX, =X X, =0 veya

f, (XO, Xy Xy, X3) = X,X; — XX, =0 almirsa H, uzaymnin sirastyla

M, ={XO + 1%+ 1% +j3X3|XoX1_X2X3 :O}’
M, ={X0+le1+j2X2+j3X3|XOX2—X1X3 :0}’
M

3 :{Xo + X+ 5% +J-3X3| XoXg = X% X, = 0}

hiperytizeyleri elde edilir.

Boylece M,, M, veya M, hiperyiizeyleri lizerinde bir { sayisinin normu sirastyla

<], =P+ - -]

¢, =X+ =],

€, =X — %+ ]

olarak elde edilir. Bu durumlar sirasiyla |¢], = ‘gg_“h

el =l

veya

olarak da verilebilir.

€, ="

Ayrica (3.7) esitliklerinden



2 i)

ve
W, W, + W, W
X=X X+ x =23 42 23

oldugu kolaylikla goriiliir ve boylece asagidaki sonug verilebilir.

49

Sonu¢ 3.5.1. { € M,, { e M, veya ¢ € My iken sirastyla | .|, normu

’WW + W, W,
|:|H2: A 32 2Wa |
fww +W,W,
|:|H2: i 22 aWa |
W,W, + W, W,
|;|H2 142 2Ws

bi¢iminde yazilabilir.

R*,  4-boyutlu Oklidyen uzaymnda X,yeR' ve X=(X,%,%X,X),
Y =(Yo: ¥1: Y2, ¥5) Olsun. x ve y nin skaler garpim

(% y) w = G0XoYo + EX Y1 T EXY, + Y5
seklinde verilsin dyle ki {&; :i=0,1,2,3} ciimlesinin iki eleman: -1, iki eleman ise

+1 olsun. Bu skaler ¢arpim ile verilen R*, 4 —boyutlu reel afin uzay indeksi 2 olan

yar1-Oklidyen uzayidir ve R} seklinde gosterilir [36]. R} uzaymin metrik isareti

(+,+.—-), (+—+—) veya (+,——+) seklinde olabilir.
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x € R} elemamnin yar1-Oklidyen normu ise

s =00}

seklindedir [36].

Diger taraftan R} uzayr bihiperbolik sayr sistemi ile iliskilendirilebilir.
¢ =X, + X + I,%, + j5X, bihiperbolik sayisin1 alirsak ¢ bihiperbolik sayis1 R} yari-
Oklid uzayinda (Xo, X, Xy, X3) seklinde bir noktaya karsilik gelir. Boylece k =1,2,3
igin £ € M, c H, bihiperbolik sayismmn normu |¢ |J_k ile R} yari-Oklidyen uzaymda
uygun metrik isaretler secilerek alinan i¢ c¢arpimlarla elde edilen norm

cakisir. Boylece R‘;, yar1-Oklid uzayindaki uzay, 151k ve zaman

¢

w =)

R}
konisi tanimlar1 g6z 6niine alinarak k =1,2,3 i¢in ¢, € M, < H, noktasindaki uzay,

151k ve zaman konisi tanimlar1 asagidaki sekilde verilebilir.

Tanmm 3.5.2. k=1,2,3 ve {, € M, < H, olmak iizere

smk@o):{cemk (C-c)E-a) >0veya4=:o}

ciimlesi ¢{, noktasindaki uzay konisi,

NM, (&) =[¢ <M, (¢ -6)(€=2)" =]

ciimlesi ¢, noktasindaki 151k konisi ve

TMk(é/o):{é/e M, (é’_é’o)(é’_é/o)jk <Oveya§=§0}

ciimlesi de {, noktasindaki zaman konisi olarak adlandirilir.
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Bihiperbolik sayilarin (3.1) ve (3.2) esitlikleriyle verilen idempotent yaziliglariyla elde
edilen e}s H, ve ejzs H, ciimlelerinin elemanlar1 s=1,2,3 ig¢in birer bihiperbolik say1

olup agik yaziliglar1 yardimiyla agsagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.5.1. (eSMk(é'o) olsun. Bu durumda ¢, ve ¢ bihiperbolik sayilarinin

idempotent ayrisimlari

1 1 2 2
o =C0s8 +$0s8 =40,,8), +403,85 = 0., T <0585
_ _ _ 1 2.2
§=q.6 +ier =48, +re =46 +4re)
1 1 1 1 2.2 2 2
olmak iizere s,k =1,2,3 icin s=k iken ¢fe} €SM, (¢ el ), &7el eSM, (¢5,€7)

ve s=k iken sel e NM, (&5 €f ), &7l e NM, (7 €7 ) olur.

Ispat. Kabul edelim ki ¢,{,eM, ve ¢ eSM,(¢;) olsun. Bu durumda

5221+j222:(Xo+j1X1)+j2(X2+j1X3) ve é’o:a’l"'jza’z:(yo+j1y1)+j2(yz+j1y3)

olmak tizere k =1,2,3 i¢in sirasiyla

(=) (C=2) =% =Yo) +(% =) = (%= = (% =) >0,
(=) (C=20) = (% =Yo) —(x =¥ +(% =¥, ) ~(%—¥s) >0,
(C=)E=2) =(%=Yo) ~(x =) = (X =¥ ] +(¥s—Y,) >0

olur. Diger taraftan s=1,2,3 i¢in e}s H, ve ejzs H, climlelerinin elemanlar1 a¢ik formda

- =(z,+]52,)e;

£x0+x1j [x +x1j .[x2+x3j .[x2+x3j
L= |k —F |
2 2 2
Z,— )32, ejzl
X, — (=X + (X=X ) . (=X +X
:( 02><1j+11( on leﬂz( = 3)%( - 3]’




ve

4,0]1 i (a)1+j3a)2)e;
L (y,+ (Y, +
:[YOZ yl] Jl(yo2 y1j+12[y22y3j+13[y22y3j'

2 2 H 2
038 = (@~ s, )€;

(=Y, + : +
[yozylj—”l[ y02 ylj_”z(y zysj_us( y22 ysj,

0,8 = (@ +@,)e)
+ [y, + (Y, + +
:(YO2y2j+Jl(y12Y3J+J2(yoZyzj_”s(ylzysj

08, = (@ _WZ)GJZZ

5013 I3 (601 + jla)z)elt

+ . + . +
{yozygjﬂl(yl Zyzjﬂ{y Zyzjﬂa(yozysj’

52



2 2 H 2
CO,j3 eja = (a)l — Lo, )ej3

- . - =y + (=Y, +
{yozygjﬂl(ylzyzjﬂz( y12 y2j+13( y02 ysj

yazilabilir. Boylece

(el —¢hel =(xo+x1;yo—y1)+jl(xo+x1;yo—le

+j2(X2+X3;YZ_Y3]+j3(X2+X3;y2_y3j’

X=X Yo Y1 )L i [ X0t Xt Yo
?jfejzl_féjlei=(o : 1j+h( : > > 1]

+j2(xz_Xs_Y2+y3j+j3(_X2+X32+yz_ysj’

Xy + X, — Yo — (X X -, —
;jlzejlz_élé,jze}z:(o 22y0 Yzj+h£x1 32y1 Y3]

_'_jz(xo""Xz;yo_yz]_'_ja(Xi"'xs;yl_y3j,

ce e {Xo—xz;yo+yzj+jl(xl—><3;yl+ysj

+j2(—xo+><22+yo—yzjﬂ{—mxs;yl—ys],

2 2

+]-2(X1+X2;yl_y2)+j3(x()+x3;yo_y3j,

R e e

I 2 2

+j2(—>9+ngy1—yzj+j3(—xo+X32+yo—y3j

g8 —oits =[Xo—Xg—yo+y3j+jl(x1—xz—yl+y2j

elde edilir. Dolayisiyla
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D ——— 1 X+X1_y _y X+X1_y _y
(e g e -] <[ (gt

_(X2+X3_Y2_Y3)2_(X2+X3_Y2_y3j2
2 2

_ (é/_;o)(g_;o)jl

T X Y3+ XY, =X Y1 — %Yo

N

2
+ Yo —V Xo+X = Yo=Y
(e~ )[Te —ne) (Xo = Yo lj _(0 ><120 lj

{oagpen].{sospne

=0

R e B G|

2

2
2 2
X, + X =Y, — Y, 4 +X-Y,— Y
2 2
0

2 2\t Xo =% — Yo 12 - 0_12
(411 i —Soi h)(gh i go'jleh) Z( X12y +y] +( X0+X12+y y]
_(Xz_xs_yz+Y3T_(_xz+xs+y2_y3j2
2 2
_(6-0)(6-6)

5 X Y1 X Yo — X Y3 — X3,

20 — XYootV X +tX+Yo W i
(¢cret—cier (et —ciper ) )—( > )

(255
2 2
. X, =% =Yo+Ys ) [ X%+X%+Y,—Y;
2 2
0
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(X=X =Y, s 2+ X, + X+ Y, Y, ?
2 2

(¢t —tet)(ste —¢lel ) Z(Xo‘xl—yo”ljz_(‘Xo”ﬁyo‘yl]z
h™h hh h™h hTh

. 2 2
R R ek

_(X0+X2_yo_YZ 2_(&+X3—y1—y3 i
2 2
0

; 2 2
R R e e e

X0+X2_YO_y2j2_(X1+X3_Y1_y3j2
2 2

+

= X Y3 XY = XY, =X Yo

2
. 2 2
B X, =Y, —Y X+ X — Y, — Y
T R e e
N A AN C A S A
2 2
-0
. 2 2
b (%% =Yt ¥ | (X% =Y+
R e R
~ —xo+x2+yo—yzjz_(—xljtx?,jtyl—yaj2
2 2

Xo_xz_yo+Y2j2_[X1_X3_y1+ysjz
2

_X0+X2+yo_Y2jz_(_x1+xs+y1_Y3]2
2

iy
2.2 2 2 2.2 2 2 _
(gjzejz — G058, )(‘/;jzejz _go,jzejz) =

= XY + X Yo = XY — XY,
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2
X + —“ X%t
(é’h . é’(ijzei)(é’jzzejzz—g’;jz Jz [XO 2~ Yo YZJ _(Xi 32y1 ys]

( +x+yo j+[—><1+x3+yl—y3f
2

=0
((,3 Is 4/013 J3)(§J3 s 53,13 i [ ) +(X1+X2;yl_Y2j2
( yzj (XO+X3—yO—y3j2
2
=0

. 2
I X, + X +X, =Y, —
(é/ls Ja §0J3 13)(4/13 Is 4/01J-3e}3) =( ; 32y0 ysj [Xl 22yl yzj

+(X1+X2_y1_y2j2_ X+tX% =YY i
2 2
0

. 2 2
h X.—X,—V. + - X, =Y, +
(4/13 Js 4/013 Js)(gh Is é’éjgejzg) z( ; 32y0 ysj +(X1 22yl yzj

_(_Xi"'xz+Y1_y2j2_[_xo+xs+yo_)/3j2
2 2

: 2 2
J2 —X,—V.+ - X, =Y, +
(é”ls . 4/013 13><4’13 . é’(ijseji) =[X0 32y0 ysj _(Xi 22y1 yz]

+(_X1+X2+Y1_Y2j2_ X+ X+t Yo Vs i
2 2
0

56



(4/13 is 4/013 13>(é’]3 : g&jgei)je=[xo

_(_X1+X2+Y1_
2

olur. ¢,¢, € M, oldugundan k =1,2,3 igin sirastyla;

Xs—yo+y3j2_(x1—xz—yl+yz)z
2 2

Xo+ X3+ Yo —

2
yzj +(_o 3
2

(£-4)(E-4)
2

+X¥Y; + XY,

2
ysj

=X Y, = XY,
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XX, = XX =0 Ve Y Yy —Y, Y5 =0,
XoX, =X % =0 ve Y.y, —VY;Y; =0,
XX — %X, =0 ve y, ¥y, - VY, =0
vardir. (£=&5) €My olup &=Co=(%=Yo)+ k(X =¥:)+ 5 (%= ¥2)+ s (X~ ¥3)
oldugu goz oniine alinirsa k =1,2,3 icin sirasiyla;
(% =¥0) (= ¥:) = (% =¥2) (%~ ) =0,
(% =Yo) (% = ¥2) = (% = Y1) (% = ¥5) =0,
(%= Yo) (%= ¥s) = (% = ¥:) (%, = ¥,) =0
vardir.  Boylece X, Y, + XY, =XV, =X Yo =0, X VY;+XY, —XY, XY, =0 ve

XY, XY =X Ys —

iel eSM, (<5565 ).
rel eSM, (¢2.er ),
&rel e NM, (&5 eh ),
srel eNM, (¢3er ), ¢
iel eNMl( e )

X;Y, = 0 elde edilir. O halde

eeNM(

¢rel e NM,

ESM2

¢iel eNM, (&5,

(<3,
¢.€ €SM, ({é
(<o

$0i6;

2

04,5

e

0,

e

) ¢
)¢
)<
2): <
) ¢

rel e NM,(&5eh ),
Cie} € NM,(¢5ief ).
rel e NMy(&5,6h ).
ie) eNM, (S5 el ),
-

1eSM( &),



58

2.2 2 2 22 2 2 2.2 2 2
6,8, € NMl(goyjaeja)’ iS5, € NMZ(QVo,Jgeh)’ iS5, € SMS(go,Jseh)

elde edilir.

Benzer hesaplamalarla asagidaki sonuglar da verilebilir.

Sonu¢ 3.5.2. £ € NM, (¢, ) olsun. Bu durumda, s,k =1,2,3 i¢in s=k veya s=k

iken ¢iej eNM, (&5,€l ), ¢lef e NM, (&7 €f ) bigimindedir,

Sonu¢ 3.5.3. é’eTMk(CO) olsun. Bu durumda, s,k=1,2,3 i¢cin s=k iken
¢rel eT™M, (6,65 ), Slel eTM, (&8l ) ve s=k iken el eNM, (&5 el ),
¢iel eNM, (¢, e ) bigimindedir.

Sonu¢ 3.5.4. { eH,, s=1,2,3 i¢in { bihiperbolik sayisinin idempotent ayrigimlari
{=¢ e +rel ve k=1,2,3 igin SM, (O), NM, (O) ve TM, (O) orijin merkezli
uzay, 1s1k ve zaman konileri olmak {izere;

a. s=k=1iken

£ eSM,(0) ise ¢;,¢} €SM,(0),

£ eNM, (0) ise ¢},¢7 eNM, (0),

£ eTM,(0) ise ;.47 €TM,(0),

b. s=k=2 veya s=k =3 iken

£ eSM, (O) ise ¢;,¢7 eSH(O),
£ eNM, (0) ise ¢;,¢7 eNH(O),
k

eTM (O) ise é'-ls,é'jf eTH (O) dir.
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ispat.

a ge SMl(O) bihiperbolik sayisint alalim. ¢ =0 ise ispat agikardir. £ =0 olsun.

Bu durumda ¢ =X, + j,X, + j,X, + j,X, olmak iizere (" = X2 +x2—x2—x2>0 olur.
Diger taraftan (3.2)-(3.5) denklemleri kullanilarak s=1 i¢in ¢ bihiperbolik sayisinin

idempotent ayrisiminin katsayilari

4’111 =X + I X+ I X + J5X, é,ﬁ =X + )X = 1% — JoX,

seklinde olup ¢H¢t =x¢+x2—x2—x2>0 ve ¢2¢2 =x+x—x2—x >0 elde
edilir. Boylece é’i,{feSMl(O) oldugu goriiliir. Benzer sekilde {eNMl(O)
alindiginda é’i,{f € NMl(O) ve é’eTMl(O) alindiginda é’i,é’ﬁ eTMl(O) oldugu

gorilir.

b. s=k =2 olacak sekilde € SM, (O) bihiperbolik sayisini alalim. £ =0 ise ispat

asikardir. ¢ #0 alalm. Bu durumda ¢Z” =x2—x2+x2—x2>0 ve ¢ sayismm

s =2 i¢in idempotent ayrigiminin katsayilari
4,112 :(XO +X2)+j1(X1+X3)’ 4/122 :(Xo _Xz)+j1(X1_X3)

olup k=2 i¢in M, hiperylizeyinde XX, —XX; =0 oldugu da goz 6niine alinirsa

1_1 2 2
é,jzé/jz :(X0+X2) _(X1+X3)
= X2 =X+ X5 — X5 +2X,X, — 2%, X,

2 2 2 2
=X;—X +X; —X; >0
ve

2 2 2
g =% %) =(x—%)
= X2 =X+ X5 — X5 — 2%, X, +2X X,

2 2 2 2
=X;—X +X; —X; >0
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elde edilir. Boylece é’jlz,é'ji e SH (O) elde edilir. Benzer sekilde ¢ e NMZ(O)
alindiginda Cls ,é’jzz e NH (O), ¢ eTM, (O) ise (i,é’ji eTH (O) oldugu kolaylikla
goriilir. Diger taraftan s=k =3 olacak sekilde ¢ € SM,(O) bihiperbolik sayisi
alindiginda {;3,4’1-?; e SH (O), (e NMB(O) alindiginda 511341? eNH (O) ve

¢ €TM,(O) alindiginda ise ¢},¢72 e TH(O) olur.
3 A ]

Sonug 3.5.4 igin s =k alindiginda herhangi bir genellemeye gidilememistir.

Son dort sonugtan anlasilmaktadir ki bir bihiperbolik saymin s=1,2,3 i¢in var olan
oo :é’jlse}s +< jfejzs seklindeki idempotent ayrigimlari ile k=1,2,3 i¢in SMk(g"o),
NM, (4’0) ve TM, (é’o) uzay, 151k ve zaman Konileri arasindaki iliski s =k oldugu

zaman anlamlidir. Bu ylizden tezin geri kalan kisminda teoremler ifade edilirken bu

durum 6zellikle g6z 6niinde bulundurulacaktir.

Sonu¢ 3.5.5. s=1,2,3 igin e}s ve ejzs idempotent bilesenler ve k=1,2,3 igin
SM, (O), NM, (O) ve TM, (O) srastyla; orijin merkezli uzay, 1s1tk ve zaman konisi
olmak tizere

H 1 2 1 2 1 42
a. s=1iken €, ,e; ¢M,, ¢, ,e; €NM,(O) ve ¢, ,e; e NM;(O),

b. s=2 iken €; ,e; € NM,(O), €; e ¢ M, ve €] ,e; € NM,(O),

H 1 2 1 2 1 2 .
c. s=3iken ¢, ,e; ¢ NM,(0O), e, ,e; € NM,(O) ve e e &M, tiir.
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ispat.

a. s=1 olsun. k=1 i¢in herhangi bir ¢ eM,; bihiperbolik sayisi
=X+ 3 X + X + ;X olacak sekilde alindiginda X,X, —X,X, =0 olmalidr.
e}l,ejzl e H c H, sayilan

ol :1+j1:1 i

i > E+E+j20+j30,
-3, 1§ ...
e = 21:5—51+120+J30

seklinde olup bu sayilar igin X,X, —X,X; #0 olur. O halde e}l,efl ¢ M, dir. Diger
taraftan k=2 i¢in herhangi bir ¢ eNM, (O) bihiperbolik  sayisi
§ =X+ X +],% +]X olacak sekilde alindiginda XX, — XX =0 ve
" =x2—x2+x2—x2=0 olmahdir. Bu durum goz oniinde bulundurulursa
e,,e; €NM,(O) oldugu goriilir. Benzer sekilde k=3 igin herhangi bir
¢ e NM, (O) bihiperbolik sayist & =X, + j,X, + j,X, + J;X; olacak sekilde alindiginda
XX, — XX, =0 Ve (" =x2—x*—x2+x2=0 olmahdir. Bu durum goz oniinde
bulundurulursa e, ,e; € NM,(O) oldugu gériiliir. Benzer sekilde (b) ve (c) siklar da

ispatlanir.



BOLUM 4. BiHIPERBOLIK SAYILARIN TOPOLOJILERI

Bir yari-Oklidyen uzay olan n-boyutlu Minkowski uzayinin topolojik yapisini
calisma fikri ilk defa E. C. Zeeman tarafindan ortaya atilmistir [24, 25]. Daha sonra
Minkowski uzayi iizerinde topolojiler ile ilgili yeni ¢aligmalar ortaya ¢ikmistir [26,
27, 28, 29]. Bir onceki boliimde bihiperbolik sayilar ile R} yar1-Oklid uzay:

arasindaki iligki incelenerek M,, M, ve M, hiperylizeyleri elde edilmistir. Bu

bolimde de elde edilen hiperyiizeyler iizerinde cesitli topolojiler tanimlanmistir.
Ayrica bihiperbolik sayilarin idempotent ve spektral ayrisimlarindan faydalanarak

bihiperbolik sayilarin ¢arpim topolojileri de tanimlanmustir.
4.1. Bihiperbolik Sayilarin Norm Topolojileri

H, bihiperbolik sayilarin ciimlesi ve k =1,2,3 i¢in £ € M, < H, bihiperbolik say1si
§=27+],2, =X+ X + J,X + J;% olsun. ¢ bihiperbolik sayisinin karsilik geldigi

(Xos X1 X5, X ) siralt dortliisiiniin Oklidyen normu

[¢]=3% 45 4+

ile verilir. Bu norm yardimiyla sirasiyla norm €, S ve t—topolojilerini tanimlayalim.
4.1.1. Norm e — topolojisi

&5>0 reel sayist igin &, e M, c H, merkezli ve 5eR" yarigapli Oklidyen acik

yuvar

D(&y,0)={¢ eM, cH,,|¢ - < 5}
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bigimindedir. § >0 olmak iizere tiim & yarigapli Oklidyen agik yuvarlarin ailesi B,
ile gosterilsin. BY, tabam tarafindan iiretilen topolojiye M, iizerinde norm e—

topolojisi denir ve 7 ile gdsterilir.

4.1.2. Norm s — topolojisi

$oeM, cH, ve 6eR" reel sayist igin D(Q’O,é'), ¢, —merkezli, &§—yarigapl
Oklidyen agik yuvar ve SM, (§ 0), M, hiperyiizeyinin ¢, noktasindaki uzay konisi

olmak tizere ¢, —merkezli ve §—yarigapli s— yuvar

D® (4’0,5): D(g“o,é')mSMk (é’o)

olarak verilir. Tim S— yuvarlarin ailesi By, M, iizerindeki topoloji i¢in bir taban

olusturur. B, tabani tarafindan iiretilen topolojiye M, iizerinde norm s — topolojisi

denir ve z;, ile gosterilir.

4.1.3. Norm t —topolojisi

oM, cH, ve 6eR" reel sayist igin D(g“o,é'), ¢, —merkezli, & —yarigapl
Oklidyen agik yuvar ve TM, ({0), M, hiperyilizeyinin ¢, noktasindaki zaman

konisi olmak iizere ¢, —merkezli ve & —yaricapl t—yuvar

D’ (4’0,5)= D(é’o,é)mTMk(é’o)

ile verilir. Tiim t—yuvarlarin ailesi B, M, iizerindeki topoloji i¢in bir taban
olusturur. B, tabani tarafindan iiretilen topolojiye M, iizerinde norm t—topolojisi

denir ve 7|, ile gdsterilir.
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4.2. Bihiperbolik Sayilarin Hiperbolik Topolojileri

Hiperbolik sayilar ciimlesi

H ={z:z:x1+j1x2, P=1j =+ xi,xzeR}

ve Ze H i¢in

2=+

H iizerinde Oklidyen normdur. H , hiperbolik sayilar ciimlesi iizerindeki Oklidyen

norm yardimiyla z, € H merkezli, §—yarigapli Oklidyen yuvar
D(z,,6)={zeH,|z-2] <3}
bigiminde verilir. §>0 reel sayist igin tim z,e€H merkezli ve &-—yarigapl

Oklidyen agik yuvarlarin ailesi B olsun. B® taban1 H ciimlesindeki Oklidyen

topoloji icin bir topoloji tabanidir.
4.2.1. Hiperbolik e—topolojisi

H hiperbolik sayilar ciimlesinde, z;,z¢ eH ve &,,5, e R* olmak iizere, D, ve D,

sirastyla, z; ve zZ merkezli ve &, ve &, yarigapli Oklidyen agik yuvarlari gostersin.
Boylece
B xB® ={D,xD,| D,, D, €B*}
ailesi H x H iizerindeki bir topoloji i¢in taban olacaktir.
H,=HxH

oldugu icin D, ve D, Oklidyen agik yuvarlarm hiperbolik kartezyen carpimi

D, x,; D, olmak tizere

D, xy D, =Dy (25,6, ) x4 Dz(z§,52)::{§:zl+jzzz‘ |z -2 <, sz—zgu<52}

seklinde olur. Boylece
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B, ={D;x, D,| D, D, e B}
ailesi H, ciimlesi iizerindeki Oklidyen topoloji igin bir tabandir. Bu tabanin H,

uzay1 iizerinde iirettigi topolojiye hiperbolik e — topolojisi denir ve z; ile gosterilir.
4.2.2. Hiperbolik s — topolojisi

z,eH ve >0 i¢in D(z,,8) agik yuvarlarinin ailesi B® olmak iizere z, merkezli

ve ¢ yarigcapl S—yuvar

D(z,,8)NSH (z,)=D*(z,,6)
seklinde olsun. z,e H ve §>0 reel sayisi icin tiim S— yuvarlarmn ailesi B® olmak

tizere B®, H igin bir topoloji tabanidir. Boylece
B® xB° ={D} xD} | Df, D} € B},

H x H {izerindeki bir topoloji i¢in tabandir. H xH = H, oldugundan

B}, ={Df x,, D}| D}, D} eB°|

ailesi H, ciimlesi tizerindeki bir topolojinin tabanidir. Burada
D x, D5 =D (2,6, )%y D5 (2.6,) ={¢ =2+ },2,| 2, € Df, 2, € D} }

seklinde tanimlidir. Bu tabanin H, ciimlesi {izerinde irettigi topolojiye hiperbolik

s — topolojisi denir ve 77 ile gsterilir.
4.2.3. Hiperbolik t —topolojisi

z,eH ve >0 i¢in D(z,,8) agik yuvarlarinin ailesi B® olmak iizere z, merkezli

ve & yarigaph t—yuvar
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D(z,,6)NTH (z,)=D"(z,,6)
bigiminde olsun. z, € H ve & >0 reel sayisi igin tiim t —yuvarlarm ailesi B" olmak

iizere B", H igin bir topoloji tabanidir. Béylece

B'xB" ={D] xD]| D], D] eB'}
ailesi HxH iizerindeki bir topoloji i¢in tabandir. Diger taraftan HxH =H,

oldugundan

B, ={D] , D] | D], D} eB'}

ailesi H, ciimlesi tizerindeki bir topolojinin tabani olur. Burada
D] x, D] =D (2,8,)%, D (23,8,)={¢ =2, +,2,| 2, € D] , 2, € D] |

olup Bj, tabam tarafindan iiretilen topolojiye H, iizerindeki hiperbolik t —topolojisi

denir ve 7, ile gosterilir.

4.3. Bihiperbolik Sayilarin idempotent Topolojileri

Bir bihiperbolik saymin dort farkli idempotent ayrisimi vardir. Bunlar (3.1) ve (3.6)

numarali denklemlerle gosterilmistir. Kisaca £ € H, olmak iizere

Rz 2,2
¢ =08 +¢.8;
N 2.2
=8, T¢.8,

N 2.2
=8, +C.8,

= Wi, +W,i, + Wi; + W,i,

seklinde olup burada Ci,é’f eH,, é’i,é’i,é’i,é’i eH(j,) ve w,w,, w;,w, eR dir.
Bu gosterimlerden faydalanarak sirasiyla idempotent e,s ve t—topolojilerini ve

spektral temsili ile de farkl bir topoloji tanimlayalim.
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4.3.1. idempotent e — topolojileri

oy €H (I :2,3) ve §>0 olmak iizere BF, D(go,j. ,5) acik yuvarlarinin ailesi

olsun. BF ailesi H ciimlesindeki Oklidyen topoloji igin bir topoloji tabanidir.

Boylece

B xB® ={D,xD,| D,, D, ¢B*}

ailesi H x H {izerindeki bir topoloji i¢in taban olup H xH = H, oldugundan

B :{Dlx,JI D,| D, D, € B, |:2,3}

ailesi de H, ciimlesi iizerindeki Oklidyen topoloji igin bir tabandir. Burada D, %, D,

idempotent kartezyen ¢arpimi

D1><|jI D, = Dl(é/é,h ’51)X|,-I D, (é/oz,jI '52)

—{e =g wapel] e =gl <o e - il <o 1-23)

seklinde tanimlidir. B,EJ_ tabaninin  H, ciimlesi {izerinde irettigi topolojiye
I

idempotent e — topolojisi denir ve T,Ej ile gosterilir.
|

4.3.2. idempotent s — topolojileri

Sy €H (I :2,3), 6 >0 olmak {iizere D(g’ovjI ,5) acik yuvarlarmin ailesi BF ile

gosterilsin. Boylece ¢,; merkezli, 6 >0 yarigaplh s—yuvar

D(¢o;.6)NSH (&5 ) =D (&oy09)
seklinde elde edilir. ,; e H ve 6>0 reel sayisi i¢in tiim S — yuvarlarin ailesi B®

olsun. B®, H igin bir topoloji tabanidir. Boylece

B®xB® ={Df <D} | Df, D} B}
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ciimlesi H x H iizerindeki bir topoloji i¢in tabandir. H, = H xH oldugu i¢in
Dy o D; =D; (éﬁ,j, 751)X|j| D, (goz,h ’52)
={¢=¢lel +¢fe?| ¢l eDf, ¢PeDs, 1=2,3)

olmak lizere

BS :{Dfx,h D3| Df, DS e B, |:2,3}

[l

ailesi H, ctmlesi iizerindeki bir topolojinin tabanidir. Bu tabanin H, ciimlesi

tizerinde trettigi topolojiye idempotent S— topolojisi denir ve T,Sj ile gosterilir.
|
4.3.3. idempotent t —topolojileri

o, €H (1=2,3) ve 6>0 igin D(§ A ,5) acik yuvarlarinim ailesi B® olmak iizere

Gy Merkezli, >0 yarigaph t—yuvar

D(¢o;.6)NTH (&5 ) =D (0y09)
olarak verilir. £, € H ve §>0 reel sayist igin tim t—yuvarlarin ailesi B' olsun.

B, H ciimlesi igin bir topoloji tabanidir. Boylece

B'xB" ={D] xD]| D], D] eB'}

H x H iizerindeki bir topoloji i¢in tabandir. O halde

D/ i, D; =D/ (53,],151)X|j| D; (gtij.’52)

={¢=¢le +¢el| (LeD], ¢feD], 1=2,3

olmak lizere

B :{DlT x, D} | D, D} B, |=2,3}
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ailesi H, ciimlesi iizerinde idempotent t—topolojisi olarak adlandirilan ve r,Tj ile
|

gosterilen bir topolojinin tabani olur.
4.3.4. Bihiperbolik Sayilarin Spektral Topolojisi

¢ eH, ve ¢ bihiperbolik sayismin spektral temsili ¢ =wi, +W,i, + Wi, +w,i,,
W, W,,w;, W, e R olsun. R reel sayilar ciimlesinin alisilmis topolojisinin acik

araliklarim1 D ile gosterelim. D agik araliklarinin ailesi de B ile gosterilsin. Bu

durumda D agik araliklarinin spektral kartezyen ¢arpimi
D, %, D, %y Dy >y D, i={ & =W, + Wi, + Wi, +W,i,| w, €D, m=1,2,3 4}
olmak tizere
B, ={Dyxy D, %, Dy, D,| D, = (%, =3 X + 31 %, Oy €R, 5, >0, m=1,2,3,4

1 Mmy

ailesi H, ciimlesi iizerindeki bir topoloji i¢in taban olusturur. Bu topolojiye H,

ctimlesi iizerindeki spektral topoloji denir.



BOLUM 5. TOPOLOJIK BiHiPERBOLIK MODULLER

5.1. Temel Kavramlar

Reel ve kompleks vektor uzaylari, topolojik vektor uzaylari ve bu uzaylarda dengeli,
konveks ve emen ciimle kavramlari uzun yillardan bu yana bilinmektedir. Son
yillarda yayimlanan [32, 33, 34, 35] calismalarinda da bikompleks modiiller
tanitilmis, dengeli, konveks ve emen ciimleler ve topolojik bikompleks modiiller
incelenmistir. Diger taraftan hiperbolik modiil ve bu modiilde konveks ciimle
kavrami [32] calismasinda kismen tanitilmis olsa da dengeli ve emen ciimleler
incelenmemis dahasi topolojik hiperbolik modiil, bihiperbolik modiil ve topolojik
bihiperbolik modiil heniiz ¢alisilmamistir. Bu alt boliimde kisaca reel veya kompleks

vektor uzaylari i¢in temel tanimlar verilecektir.

Tamm 5.1.1. (F,+,-) cisim ve (X,@) ikilisi bir degismeli grup olsun. Her «, B € F

ve her x,y e X igin

(aB)Ox=a0(BOX),
(a+B)Ox=(a0x)®(B0OX),
20(x®y)=(a0x)®(a0Y),

1. Ox=Xx

ozelliklerini saglayan

@: XxX—>X O:FxX > X
(x,y)>x®y ve (a,x) > aOx

i¢ ve dis islemleri ile verilen X cilimlesine F cismi tizerinde bir vektor uzay: denir

[30]. Bundan sonra e ©® x, aX ile gosterilecektir.
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Eger F =R ise X vektor uzayina reel vektor uzayi; F=C ise X vektor uzayina

kompleks vektor uzayi denir.

F ctimlesinin cisim yerine birimli ve degismeli halka olmasi durumunda X

cumlesine bu halka tizerinde bir modiil denir.

Uyan 5.1.1. Burada verilen modiil kavrami cebirsel bir yapt olup bir sayinin

uzunlugunu belirten modiil terimi ile karistirllmamalidir. Ozel olarak, bir (R,+,-)

birimli ve degismeli halkasi tizerinde tanimlanan bu modil R—-modiil olarak

isimlendirilecektir.

Tamm 5.1.2. X, F (reel veya kompleks sayilar ciimlesi) cismi iizerinde bir vektor

uzay1 olsun. J=# Ac X alt cimlesini alalim. Eger her xe A ve |/1|£1 olan her
AeF ic¢in Axe A oluyorsa yani /1A:={/1x| XEA} olmak iizere AAc A ise A

ctimlesine dengeli (dairesel) ciimle denir [44].

Ornek 5.1.1. R?:= {(X y)‘x eR, ye R} ciimlesi R reel sayilar cismi iizerinde bir

vektor uzayidir. R® uzayinda bir A:= {(x y)‘ y=0,xe[-11] veyax=0, y e[, 1]}

alt cimlesini alalim.

Sekil 5.1. Dengeli (dairesel) climle [44]
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Sekil 5.1°den de goriiliir ki her (X, y)eA ve her |/I|£1 icin (ﬂx,iy)gA

oldugundan A ciimlesi R? uzaymin dengeli (dairesel) alt ciimlesidir.

Ornek 5.1.2. C:= {X+iy| X, yeR,i*=-1ig¢ ]R} kompleks sayilar ciimlesi C

kompleks sayilar cismi ile birlikte bir vektor uzayidir.

A= {x +iy| xe[-1,1] vey = 0} alt ciimlesi bu vektdér uzaymin bir alt ciimlesi
olmasmna ragmen dengeli bir alt climlesi degildir. Ciinkii 1+i0e A Ve
|0+l =4/0% +1% =1<1 oldugu bilinen O+ile C alindiginda

(0+il) (1+ iO) =0+ilg A dir.

Tamm 5.1.3. X, R reel sayilar cismi lizerinde bir vektér uzayr ve = Ac X
olsun. x,y e A iken X,y noktalarin birlestiren dogru pargasi yine A ciimlesine ait

oluyorsa yani 0<t <1 i¢in
(I-t)x+tye A
ise A ciimlesine konveks ctimle denir [44].

Ornek 5.1.3. R* uzaymda asagidaki iki alt ciimleyi ele alalim.

AY

Y.

Sekil 5.2. Konveks ve konveks olmayan ctimleler [44]

Burada A ciimlesi konveks iken A, ciimlesi konveks degildir.
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Tanim 5.1.4. X, F (reel veya kompleks sayilar ciimlesi) cismi tizerinde bir vektor

uzayr ve J# Ac X olsun. Her xe X i¢in bazt 4 >0 reel sayisi, ,u|2/1 olan
biitiin x# € F skalerleri icin x € A oluyorsa A ciimlesine emen ya da yutan ciimle

denir. Burada uA={ua| a A} seklindedir [30].

Ornek 5.1.4. R? reel vektér uzayinda A= {(x, y)‘ X +y* <l xye R} alt

cumlesini alalim.

v

Sekil 5.3. Emen (yutan) ciimle

Her (x,y)eR? ve peR skalerleri icin (X,y)euA iken |u|>A olacak sekilde

A >0 reel sayis1 var oldugundan A alt climlesi bir emen alt ciimledir.

Tamm 5.1.5. X, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve 7, X cilimlesi lizerinde bir
topoloji olmak ilizere @: XxX —> X ve O :FxX — X fonksiyonlar siirekli ise
(X,7) ikilisine topolojik vektdr uzay1 denir. Eger X , R—modiil ise (X,7) ikilisine

topolojik R —modiil denir [31].

R, reel sayilar ciimlesi ile C, karmagik sayilar cimlesi toplama ve skalerle ¢arpma
islemleri ile birlikte birer cisimdir. Ancak toplama isleminin birim elemani harig

carpma islemine gore tersi olmayan hiperbolik ve bihiperbolik sayilar var

oldugundan ( H,+ ) ve (H2,+, ) ticliileri cisim yapisina sahip degildir. Bu ti¢liilerin
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her biri birimli ve degismeli halkadir. Ozel olarak R halkasinin H hiperbolik sayilar

veya H, bihiperbolik sayilar halkasi olmasi durumunda izotropik elemanlarin varlig

tiim tanim ve teoremlerin dikkatle incelenmesini gerektirmektedir.

5.2. Topolojik Hiperbolik Modiiller

Tamm 5.2.1. (H ,+, ) birimli, degismeli hiperbolik sayilar halkasi ve (X , @) ikilisi
bir degismeli grup olsun. Her z,,z, € H ve her u,ve X igin
(z2,)0u=120(z,0u),
(z,+2,)0Ou=(z,0u)®(z,0u),

zO(U®V)=(z,0u)®(z,0V),
1, 0u=u, (1,=1+j0=1)

ozelliklerini saglayan
D: XxX > X O:HxX —> X

(u,v) >u+v ve (zu)—>zou

ic ve dis islemleri ile verilen (X,H,@,O,+,-) altiisina bir H —modiil denir.

Bundan sonra z©Ou, zu olarak gosterilecektir.

Ornek 5.2.1. H hiperbolik sayilar ciimlesi iizerinde

+:HxH > H
. tHxH > H

seklinde tanimli toplama ve ¢arpma islemlerini alalim. Bu durumda (H ,+) ikilisi bir
degismeli gruptur. Ayrica her z,,2,,Z, € H igin
(2,2,)2, =7,(2,2;),
(2,+2,)2, = 2,2, + 2,2,

2,(2,+2,) =22, +7,Z,,

1z, =1,
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oldugundan H kendi iizerinde bir modiildiir. Dolayisiyla kendi {izerinde modiil

oldugundan H bir serbest H —modiildiir.

Ornek 5.2.2. H, bihiperbolik sayilar ciimlesi iizerinde

+:H,xH, > H,
-:HxH, —>H,

seklinde tanimli toplama ve ¢arpma islemlerini alalim. Bu durumda (H2,+) ikilisi

bir degismeli gruptur. Ayrica her z,,z, e H ve her §,{, € H, i¢in

(2122)4’1 = 21(2241)1
(Zl+zz)§1 = 21§1+22§1’
Zl(§1+§2): 21§1+21§2'

1§1:§1

oldugundan H, bir H —modiildir. Ayrica {1, jz} sistemi H, bihiperbolik sayilar
ctimlesini tireten tabanlardan biri olup her § € H, elemani i¢in { =2, +j,z, olacak

sekilde z,,z, € H vardir. O halde H, bir serbest H —modiildiir.

Ornek 5.2.3. neZ" igin H, multihiperbolik sayilar ciimlesi {izerinde

+:H, xH, > H,
. tHxH, —>H,

seklinde tanimli toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte H,, bir H —modiildiir.

Uyan 5.2.1. -:H xR — H oldugundan R reel sayilar cimlesi, H —modiil degildir.

Bir hiperbolik say1 climlesindeki izotropik sayilarin varligindan dolay1 ortaya ¢ikan

birim yuvarlarin ti¢ farkli sekilde olmast H —modiilde yeni t¢ farkli dengeli

(dairesel) ciimle tanimini zorunlu kilmistir. |/1|H = \/‘A/T ‘ = \/‘/112 —/122‘ <1 kosulunu
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saglayan her A=A + )4, €H sayisi icin var olan Ui¢ farkli durum goéz Oniine

alinarak asagidaki tanim verilmistir.

Tamm 5.2.2. X bir H-modil, @#Bc X ve A=4 + 4, € H hiperbolik sayisi

olsun.

a. A2 —A7 <1 olacak sekilde her 1€ SH(O) i¢in AB< B oluyorsa B ciimlesine

SH —dengeli ciimle,

b. A7—42 =0 olacak sekilde her A i¢in (yani her AeNH(O) i¢in) ABc B

oluyorsa B climlesine NH —dengeli ciimle,

c. —-1<A?—2; olacak sekilde her A €TH(O) i¢in AB < B oluyorsa B ciimlesine

TH —dengeli ctimle denir.

Burada SH(O),NH(O) ve TH(O) ciimleleri H hiperbolik sayilar ciimlesinin

sirastyla, orijin merkezli uzay konisi, 1sik konisi ve zaman konisidir.

Ornek 5.2.4. H, H —modiilinde SH (O)g H alt climlesini alalim. Bu durumda
A=A+ jiA4 € H hiperbolik sayisi |/1|H <1 seklinde olmak iizere 4 SH(O) olan

her A=A+ jA, € H sayisi ve her z=x+jy € SH(O) i¢in

A2=AX+ ALY+ (Y + A,X)

olup A4 =47 -2 >0 ve 7Z =x*-y* >0 oldugundan

(2z)(Az) (ﬂlx+ﬂ?y)2 —(ﬂly+22x)2

(4 =4)(x* -y*)20

elde edilir ve bu durumda AzeSH (O) oldugu griiliir. Ayrica zeSH(O) iken
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Az€ASH(O) dir. Boylece AzeASH(O) iken AzeSH(O) oldugu igin
ASH(O)c SH(O) elde edilir. Yani SH(O)cH alt ciimlesi SH —dengeli
ciimledir. Ancak sirasiyla A€TH(O) ve 2eNH(O) alinirsa zeSH(O) iken
Az€TH(O) ve AzeNH(O) oldugu gorilir. Bu iki durumda da
ASH(0) ¢ SH(O) olup SH(O) alt ciimlesi TH —dengeli ve NH —dengeli ciimle

degildir.

Ornek 5.2.5. H, H —modiiliinde NH (O) c H alt climlesini alalim. Dengeli ciimle
tanimindaki ti¢ durumun birlesimi olan yani |/1|H <1 olan herhangi A =4 + j4, € H
sayist ve her Z=XFj;xeNH (O) sayis1 i¢in Az = (AXiﬂ?X)+ jl(ﬂiX$lZX) ve
(;tz)(/I_z) =0 olur. Bu durumda AzeNH(O) dir. Bdylece AzeANH(O) iken
Az e NH (O) oldugu i¢in ANH (O) < NH (O) elde edilir. Dolayistyla NH (O)

ciimlesi ayn1 anda TH, NH ve SH — dengeli ctimledir.

Ornek 5.2.6. H, H —modilinde TH (O) cH alt ciimlesini alallm. AeH
hiperbolik say1st |/1|H <1 seklinde olmak iizere her A=4 +j4, € SH(O) ve her
Z=X+}yeTH (O) sayilari i¢in

A7= 2%+ Y + §i (A Y+ 4,X)

bicimindedir. Ayni zamanda Az ¢arpiminin hiperbolik eslenigi ile carpimi

(22)(A2) = (Ax+2Yy)" =(Ay+2x)’
(2 -2)(¥-y?)

seklindedir. Ae€SH(O) ve zeTH(O) oldugundan A1=A4"-A >0 ve
7Z=x"-y*<0 olur ve bdylece AzeTH(O) elde edilir. AzeATH(O) iken

AzeTH (O) oldugundan ATH (O) cTH (O) kapsamas1 mevcuttur. Dolayisiyla
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TH(O)cH alt ciimlesi SH —dengeli ciimledir. Ancak her 2€TH(O) ve her
zeTH(O) sayilan i¢in A2=4-A<0 ve 7zZ=x’-y’<0 oldugundan
AzeSH (O) elde edilir ve boylece ATH (O) ¢TH (O) olur. Dolayisiyla TH (O) alt
cimlesi TH —dengeli ciimle degildir. Diger taraftan her A NH (O) ve her
zeTH (O) sayilart i¢in Az e NH (O) oldugu icin ATH (O) ¢TH (O) olur ve

boylece TH (O) alt cimlesi NH —dengeli ciimle de degildir.

X H -—modiliinde, H hiperbolik sayilar ciimlesi tizerinde bir kismi siralama
bagintisi tanimlanarak H —konveks ciimle tanimi [32]’de verilmistir 6yle ki X bir

H —modiil ve =B X iken her x,yeB ve 0<A<1 olacak sekildeki her
A€H" hiperbolik sayisi igin eer AX+(1-21)yeB oluyorsa B ciimlesine H -

konveks ciimle denir. Ancak, bu c¢alismada O6zel olarak X =H, H —modili
incelenmistir. Boylece bu H, H —modiilde geometrik a¢idan da anlamli olan ¢

farkli konveks ctimle tanimi ilk kez asagidaki sekilde verilmistir.

Tanim 5.2.3. H hiperbolik sayilar ciimlesi H —modil ve B<H olsun. Her

X,y € B ve her 1 eR reel sayis1 0< A <1 olacak sekilde alindiginda eger

a. yeSH (X) ve ﬂx+(1—ﬂ)y € B oluyorsa B ciimlesine SH —konveks ciimle,

b. yeNH (X) ve ﬂx+(1—ﬂ)y € B oluyorsa B ciimlesine NH —konveks climle,

c. yeTH(x) ve Ax+(1-1)yeB oluyorsa B ciimlesine TH —konveks ciimle

denir.

Tanimdan da anlagilacagi gibi hiperbolik sayilar ciimlesinin bir alt ciimlesinin
konveksligi i¢in klasik anlamda konvekslik gecerlidir. Ancak buna ek olarak
cimlenin farkli her iki elemanini birlestiren dogru parcalarinin hiperbolik sayilar

ciimlesinde tanmimlanan uzay konisi, 151k konisi veya zaman Konisinden birine ait
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olmalar1 durumuna gore ii¢ farkli konvekslik ¢esidi ortaya konulmustur.

Tanim 5.2.4. X bir H-modiil ve &=Bc X olsun. Her xe X igin baz1 1>0

reel sayisi, ,u|H > A olan biitiin ¢ € H skalerleri igin,

a. peSH(O) iken x e 1B oluyorsa B ciimlesine SH —emen ciimle,

b. #£eTH(O) iken x € uB oluyorsa B ciimlesine TH —emen ciimle denir.

Tanim 5.2.5. X bir H—-modil ve 7, X ciimlesi iizerinde bir Hausdorff topoloji

olsun. Eger

+:XxX > X
tHxX > X
fonksiyonlar1 stirekli ise (X,r) ikilisine topolojik hiperbolik modiil veya topolojik

H —modiil denir.
5.3. Topolojik Bihiperbolik Modiiller

Tanim 5.3.1. H, bihiperbolik sayilar climlesi {izerinde

+:H,xH, > H,

- H,xH, > H,
seklinde tanimli toplama ve ¢arpma islemlerini alalim. Bu durumda (H2,+) ikilisi
bir degismeli gruptur. Ayrica ikinci islem olan ¢arpma iglemi H, climlesinde
birlesimli, birinci islem iizerine sagdan ve soldan dagilimli oldugu icin (H2,+,-)
ticliisii bir halkadir. Ustelik 1, =1+},0+j,0+j;0=1 eleman: H, halkasinin carpma
islemine gore birim elemanidir. Oyle ki 1,,¢ =¢ olur. Diger taraftan bihiperbolik

sayilar climlesi ¢arpma islemine gore degismelidir. Dolayisiyla (H2,+,-) halkas1
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birimli ve degismelidir.

Tamm 5.3.2. X bostan farkli bir ciimle ve H, bihiperbolik sayilar halkasi olmak

iizere toplama ve skalerle ¢arpma islemleri

+:XxX 55X
- TH,xX > X

bi¢ciminde olsun. Eger (X,+) ikilisi degismeli grup ve her ¢,,¢, €H, ile her

u,ve X igin

(é,lélz)u :é,l(é/zu)'
(§1+§2)u :§1u+§2u’
G (u+v)=gu+dyy,

lu=u
ozellikleri saglaniyorsa X ciimlesine H, birimli ve degismeli halkasi iizerinde bir

modiil denir. Kisaca X bir H, —modiildiir.

Ornek 5.3.1. H, bihiperbolik sayilar ciimlesi bir H, —modiildiir.

Ornek 5.3.2. ne {2, 3,4,.. } icin H, bir multihiperbolik sayilar climlesi tizerinde

+:H, xH, —>H,
- iH,xH, > H,

seklinde islemler ile birlikte bir H, —modiildiir.

H, bihiperbolik sayilar ciimlesinin bazi yapisal ozellikleri herhangi X, H, -

modiiliinde de vardir. Bunu asagidaki onerme ile ifade edelim.

Teorem 5.3.1. X bir H,-modil ise s=1,2,3 icin X =€ X +€/ X seklinde

yazilabilir.
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ispat. X bir H,—-modil olsun. xeX ve s=1,2,3 olmak iizere e}s ve ejzs

. . .. . 1 2 -
idempotent bilesenleri i¢in €; +€; =1 oldugundan
x:(ei +ej2s )x:ejlsx+ej23x

elde edilir. Bu durumda X =e; X +€; X yazilabilmektedir.

Burada € X =X; ve e X=X’ demek suretiyle X =X +X] seklinde de

gosterilmektedir.

Sonug 5.3.1. X bir H, —modiil olsun. Bu durumda s=1,2,3 igin eiX =ein1s ve

ejzs X = ejzs X 125 esitlikleri vardir.

> . . - . . .. n
Ispat. e}s ve ejzs idempotent bilesenler oldugu i¢in N € Z* olmak lizere (ei) :ei ve

(efs )” =e’ dir. O halde ¢; X = X; iken e} (ejlsx)=eiles olup buradan €; X =&} X;
oldugu goriiliir. Benzer sekilde e X = X} iken e} (eiX):ejZSijs olup buradan

ej"; X :eixi elde edilir.

Burada, e}s ve ejzs hiperbolik sayilar1 idempotent bilesenler oldugundan

te ei X = ei les alindiginda bir x e X vardir dyle ki t = e}s X iken

2
1o (Ao (Al _aly
elt=¢e (ejsx)—(ejs) X=e x=t

dir. Benzer sekilde te ejzs X :eix 125 alindiginda da ejzst =t esitligi vardir. Bu
esitlikler ei les ve ejzs ijs climlelerinin elemanlarini karakterize eder. Oyle ki;
te ei les olmasi i¢in gerek ve yeter sart eit =t ve te ei X jzs olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ejzst =t olmasidir.
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Sonug 5.3.2. X bir H, —modiil olsun. Bu durumda s=1,2,3 i¢in
1 1 2 2
X=e X; +e X,

seklinde yazilir.

Sonu¢ 53.3. 5=1,2,3 igin X] ve X alt ciimleleri X, H, —modiiliinin H, —alt

modulleridir.

Ispat. X H, —modiiliiniin s=1,2,3 igin XJ-ls alt cimlesini alalim. t,t, € les olsun.
Bu durumda t =e;x ve t,=ey olan x,yeX vardi. X bir H,-modiil
oldugundan (X,+) ikilisi degismeli gruptur. Bdylece x—ye X vardir. Boylece
ti—t?_:eix—eiy:ei(x—y)eeix :les olur. Diger yandan {eH, ve terls
alalim. gt:(gjlse}s +§feﬁ)(e}sx):§ie}sx:§it olup X bir H, —modiil oldugundan
£ixe X olur ve bdylece (t=e;¢;xece; X =X] elde edilir. Buradan X; H,-alt

modiildiir. Benzer sekilde ijs ciimlesi de X , H, —modiiliniin H, —alt modiilidiir.

Ozel olarak s=2,3 igin ¢ 15 N4 jf € H oldugundan XJ-ls ve X 125 alt ciimleleri, X H, -

modiiliiniin H —alt modiilii de olmaktadir.

Sonug 5.3.4. s=1,2,3 igin € H, ve e H, alt ciimleleri H, —modiildiir, &zel olarak

s=2,3 i¢in de H —modiildiir.

Tamim 5.3.3. X, bir H, —modiil olsun. Bu durumda eger {XI 1=1,..., n} c X sonlu
H, —baz1 varsa X uzayina serbest H, —modiil denir. Boylece X, serbest H, —

modili

X ={x|x=zn:gjx|,g’| eH, X ex}
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olarak yazilabilmektedir.

Tamm 5.3.4. X bir serbest H, —modiil olsun. Bu durumda

A:={>~(|>?=i§|x|,;’l eH,x, ex}gx

alt cimlesine X uzaymin H, —bazina baglh bir serbest H —modiil denir.

Burada X, serbest H, —modiiliniin herhangi bir A alt ciimlesinin elemanlari
{X| i :1,...,n} c X sonlu bazinin lineer kombinasyonu seklinde yazildiginda
katsayilar bihiperbolik say1 olursa A alt ciimlesine X uzaymin H, —bazina bagl bir

serbest H, —modiil denir.

Ornek 5.3.3. H,, H, —modiiliinde her eleman s=1,2,3 igin e}s ve ejzs idempotent
bilesenlerinin lineer birlesimi seklinde tek tiirlii yazilabilmektedir. Oyle ki her
{eH, i¢in {=¢je +(7e olarak yazilabilir. Ayrica {e? e.z} ciimlesi lineer

Js 7 s

bagimsizdir. Bundan dolay1 {e}s,ei}gHz alt ciimlesi H,, H,—modiiliiniin bir

tabanidir. Burada s=1 igin é'-ls,g"jfeHz ve s=2,3 igin {t,(ieH oldugu
bilinmektedir. Bu durumda H,, s=1 igin serbest H, —modiil ve s=2,3 i¢in ise

H, —bazina gore serbest H —modiildiir.

Simdi bir H, —modiilin herhangi bir alt ciimlesinin dengeli, konveks ya da emen

climle olmas1 i¢in gerekli sartlar1 verelim. Burada belirtilen tanimlarin verilebilmesi
icin alinan modiil yapisinin tanimli oldugu halka iizerinde reel degerli bir norm var
olmast gerekir. H, —modilinde k =1,2,3 i¢cin M, c H, hiperyiizeyleri iizerinde
reel degerli normlar var oldugundan M, hiperyiizeylerinden alinan elemanlar

kullanilarak ilgili tanimlar verilecek ve teoremler ispatlanacaktir.
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M, < H, hiperyiizeylerinde 151k konisinin varligindan dolayr H, —modiil {izerinde

yeni ii¢ farkli dengeli (dairesel) climle, konveks ciimle ve iki farkli emen (yutan)

climle tanim1 ortaya ¢ikmustir.

Oncelikle,

g, = ‘52‘* <1 kogulunu saglayan her ¢eM, c H, bihiperbolik

sayist i¢in var olan ii¢ farkli durum g6z Oniine alinarak asagidaki dengeli (dairesel)

climle tanim1 verilmistir.

Tamm 5.3.5. X bir H, -modiil, @=Bc X ve { e M, c H, (k=12,3) olsun.

a ¢ ij <1 olacak sekilde her ¢ € SM, (O) icin {B < B oluyorsa B ciimlesine

SM, —dengeli climle,

b. ¢ ij =0 olacak sekilde her ¢ igin (yani her ¢ eNM,(O) i¢in) (BB

oluyorsa B ciimlesine NM, —dengeli ctimle,

¢. -1<¢C" olacak sekilde her ¢ € TM, (O) igin ¢B < B oluyorsa B ciimlesine

TM, —dengeli ciimle denir.

Burada SM, (O), NM, (O) ve TM, (O) ciimleleri M, hiperyiizeylerinin sirastyla,

orijin merkezli uzay konisi, 1s1k konisi ve zaman konisidir.

Teorem 5.3.2. X bir H,—modiil ve B cimlesi de SM, —dengeli veya TM, —

dengeli alt ciimlesi k =1,2,3 olsun. Bu durumda,

a. |cj|jk =1 olan her { e M, c H, i¢in {B =B olur.
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b. [¢], #0 olanher £ e M, c H, igin {B=[¢]. B olur.

Ispat.

a. Kabul edelim ki eM, ve [¢] =1 olsun. B ciimlesi SM, —dengeli veya

TM, —dengeli ciimle oldugu i¢in {B < B vardir. Diger taraftan

1

Ik |é/|

‘ 1
4

I
S , . g
oldugu igin Z B<c B kapsamasi vardir. Boylece Bc< B olup ¢ift yonli

kapsamadan dolay1 {B =B esitligi elde edilir.

b. Herhangi |;’|j #0 olan ¢ e M, alalim. Bu durumda

‘L L
|é’|jk Ik
olup (a) sikkindan
o B=B
|é,|jk

oldugu goriiliir. Boylece ¢B = |§’|J B elde edilir.

Teorem 5.3.3. X bir H,-modil ve k=1,2,3 olmak iizere B ciimlesi SM, —

dengeli alt ciimlesi olsun. Bu durumda,

a. s=k=1 i¢in e}s B= les ve ejzs B= Bﬁ climleleri, sirasiyla; ei X = les ve

ejzs X=X E , H, —modiillerinin SM, —dengeli alt ciimleleridir.
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b. s,k=2,3 ve s=k igin ei B= les ve ei B= Bﬁ climleleri, sirastyla; e}s X = les ve

ejzs X = ijs , H—modiillerinin SH —dengeli alt climleleridir.
Ispat.

a. Kabul edelim ki X bir H, —modiil ve k=1 i¢in B ciimlesi de SM, —dengeli alt
ciimlesi olsun. Bu durumda her xeB ve her .{Ejk <1 olan ¢ eSM,(O) elemant
icin  ¢{xeB olmahdir. s=1 i¢in ¢=¢ Jls ei +< jfejzs olarak  alindiginda

1 1 141 2.2 1 ~1 D 1
ejsg=ejs (é’jsejs Jrg’jsejs)=ejsé’js olup Sonu¢ 3.5.4’ten é’js eM, cH, eleman

L cSM, (O 1) <1 geklindedi ldugundan tee'B' =¢'B
. €SM,(O) ve {1-5((;]-5) <1 seklindedir. xeB oldugundan tee;B; =¢;
elemant t= ei X olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda
Sit=C e x=e { x=¢ (xece; B=¢ B, elde edilir. O halde ¢ B; ciimlesi € X;

H, —modiilinin SM, —dengeli alt ciimlesidir. Benzer sekilde s=k=1 igin

ejzs X=X 125 ciimlesi de ejzs X=X 125 H, —modiiliiniin SM, —dengeli alt climlesidir.

b. Kabul edelim ki X bir H, —modiil ve k =2,3 i¢in B ciimlesi de SM, —dengeli

alt ciimlesi olsun. Bu durumda her x € B ve her ;ij <1 olan { € SM, (O) elemant
icin {xeB olmahdir. s=2,3 i¢cin ¢{=¢ J'lsei + jzejzs olarak alindiginda
e ¢=¢ (lese}s +§jfej25)=e}s§jls olup Sonug 3.5.4’ten ¢ eH c H, eleman s=k

J

(s,k=2,3) icin 4“115 eSH(O) ve é’ll E <1 seklindedir. xeB oldugundan
te e}s les = ei B elemam t= ei X olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda
Sit=Cle x=e { x=¢(xece; B=¢ B, elde edilir. O halde s,k=2,3 ve s=k
iken ei les ciimleleri e}s les H —modiillerinin SH —dengeli alt ciimleleridir. Benzer

sekilde s,k=2,3 ve s=k iken eiX:Xi cumleleri de (E‘J-ZSX:XJ-Zs H-

modiillerinin SH —dengeli alt ciimleleridir.
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Teorem 5.3.4. X bir H,-modiill ve k=1,2,3 olmak iizere B ciimlesi NM, —

dengeli alt ciimlesi olsun. Bu durumda,

a. s=k=1 i¢in e} B= le ve ej2 B= sz ciimleleri, sirasiyla; e} X = le ve

e; X =X}, H, —modiillerinin NM, —dengeli alt ciimleleridir.

b. s,k=2,3 ve s=k igin ei B= les ve ei B= BJ?; climleleri, sirasiyla; ejlsX = les ve

ejzs X = Xi, H —modiillerinin NH —dengeli alt ctimleleridir.
Ispat.

a. Kabul edelim ki X bir H, —modiil ve k =1 i¢in B ciimlesi de NM, —dengeli alt
ciimlesi olsun. Bu durumda her x € B ve her ngk =0 olan ¢ € NM, (O) eleman
icin  ¢{xeB olmahdir. s=1 i¢cin ¢=¢ Jls e}s + jfejzs olarak  alindiginda

s 1
eié’:e}s ((-lsei +§fej25)=e}s§jls olup Sonu¢ 3.54°ten ¢; eM, cH, elemam

—k
¢i eNM,(0) ve ¢j(¢f) =0 seklindedir. xeB oldugundan tee]B} ¢} B
elemani t= ei X olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda
Sit=Cl e x=e ¢ x=¢ (xece; B=¢ B, elde edilir. O halde ¢ B; ciimlesi € X;
H, —modiilinin NM, —dengeli alt climlesidir. Benzer sekildle s=k=1 igin

ejzs X=X E ciimlesi de E‘jzs X=X E H, —modiiliiniin NM, —dengeli alt ciimlesidir.

b. Kabul edelim ki X bir H, —modiil ve k =2,3 i¢in B ciimlesi de NM, —dengeli
alt ciimlesi olsun. Bu durumda her xeB ve her ég_“jk =0 olan ¢ eNM,(O)
elemani i¢in {xeB olmalidir. s=2,3 i¢in § zé’jlsei +4 jfejzs olarak alindiginda
e ¢=e (é’jlse}s +§jfej25)=eié’jls olup Sonug 3.5.4’ten ¢ eH c H, ecleman s=k

(sk=23) i¢in ¢} €NH(O) ve ¢1¢P =0 seklindedir. xeB  oldugundan

J
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te e}s les = ei B clemam1 t= ei X olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda
Sit=Cle x=e { x=¢(xece; B=¢ B, elde edilir. O halde s,k=2,3 ve s=k
iken ei les ctimleleri e}s les H —modiillerinin NH —dengeli alt ciimleleridir. Benzer
sekilde s,k=2,3 ve s=k iken e X =X/ ciimleleri de e X=X H-

modiillerinin NH —dengeli alt ciimleleridir.

Teorem 5.3.5. X bir H, —modiil ve k=1,2,3 olmak iizere B ciimlesi TM, —

dengeli alt ciimlesi olsun. Bu durumda,

a. s=k=1 i¢in e} B= le ve ej2 B= BJ?‘ climleleri, sirasiyla; e} X = le ve

ejzs X=X E , H, —modiillerinin TM, — dengeli alt climleleridir.

b. s,k=2,3 ve s=Kk igin ei B= les ve ej"; B= BJ?; ctimleleri, sirasiyla; ei X = les ve

ejzs X=X E , H —modiillerinin TH —dengeli alt ciimleleridir.

Ispat.

a. Kabul edelim ki X bir H, —modiil ve k=1 i¢in B ciimlesi de TM, —dengeli alt

ctimlesi olsun. Bu durumda her x € B ve her —1< ngk olan £ eTM, (O) elemani
icin  ¢xeB olmahdir. s=1 i¢in & =le58}5 +4 jzejzs olarak  alindiginda

1 1 141 2,2 1 ~1 5 1
e.d=¢e (é'jsejs +§jsejs)=ejsé’js olup Sonu¢ 3.54°ten ¢; eM, cH, elemam

J
¢; €TM,(0) ve -1<¢}(¢})  seklindedir. xeB oldugundan tee] B} e} B

J

elemani t= ei X olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda
Sit=C e x=e { x=¢ (xece; B=¢ B, elde edilir. O halde ¢ B, ciimlesi € X;
H, —modiiliinin TM, —dengeli alt climlesidir. Benzer sekilde s=k=1 icin

ejzs X=X 125 ciimlesi de ejzs X=X 125 H, —modiiliiniin TM, — dengeli alt climlesidir.
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b. Kabul edelim ki X bir H, —modiil ve k =2,3 i¢in B ciimlesi de TM, —dengeli
alt ciimlesi olsun. Bu durumda her xeB ve her -1< .{ij olan £ eTM,(O)
elemani i¢in {XeB olmalidir. s=2,3 i¢in § :é’jlsei +< jfejzs olarak alindiginda
e ¢ =e (é’jlse}s +§jfej25)=e}sé’jls olup Sonug 3.5.4’ten ¢ eH c H, elemam s=k

(s;k=2,3) i¢in ¢! eTH(O) ve -1<¢'¢' seklindedir. xeB  oldugundan
te e}s les = ei B eleman1 t= ei X olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda
gjlst :gjlse}sx=e}s§jlsx:ei§Xee}sB :e}s les elde edilir. O halde s,k =2,3 ve s=k
iken ei les climleleri e}s les H —modiillerinin TH —dengeli alt ciimleleridir. Benzer

sekilde s,k=2,3 ve s=k iken e/ X=X/ ciimleleri de e X=X H-

modiillerinin TH —dengeli alt ctimleleridir.

Teorem 5.3.6. X bir H,—modiill ve k=1,2,3 olmak iizere B ciimlesi NM, —
dengeli alt ciimlesi olsun. Bu durumda, s=1,2,3 ve s=k icin e,B=B; B ve

ejzs B= szs < B kapsamalar1 mevcuttur.

Ispat. tee}s les =ei B eleman tzeix ve X € B olacak sekilde alinsin. B ciimlesi
NM, —dengeli ciimle oldugu igin é'zjk =0 olan { € NM, (O) elemani i¢in {xe B
dir. Sonu¢ 3.5.5’ten s,k=1,2,3 ve s#k i¢in ei e NM, (O) olur. Bu yiizden
4 =e}s secilirse tzeiXe B oldugundan Ei les c B elde edilir. Benzer sekilde
teefs szs :eiB elemant tzeix ve X € B olarak alinirsa B ciimlesi NM, —dengeli

ciimle oldugundan ¢ = efs secilirse t= efsx € B olup ejzs szs < B elde edilir.

Bir X, H, —modiiliiniin k =1,2,3 olmak tizere SM, —dengeli veya TM, —dengeli

olan B alt ciimleleri alindiginda ei B= les cB ve ejzs B= szs c B kapsamalar elde

edilememektedir. Ciinkii Sonu¢ 3.5.5’ten s=1,2,3 olmak {izere e}s ve ej2

S



90

idempotent bilesenleri s=k igin e}s,ei gM, ve s=zk igin e}s,ei e NM,
oldugundan ¢ €SM, (O) veya ¢ e€TM,(O) alindiginda ¢ =ei veya ¢ :ejzs

secilemez.

Tanim 5.3.6. X bir H, —modil ve @#Bc X iken her x,yeB ve 0<¢ <1
olacak sekildeki her ¢ € H, bihiperbolik sayis1 i¢in eger X +(1—§ ) y € B oluyorsa

B climlesine H, —konveks ciimle denir.

Teorem 5.3.7. X bir H, —modiil ve & =B c X altciimlesi X in H, —konveks alt

cumlesi olsun. Bu durumda

a. s=1 icin e}sB ve efsB climleleri, sirastyla; eiX ve ej‘iX, H, —modiillerinin
H, —konveks alt cimleleri, s=2,3 i¢in ejlsB ve eiB ciimleleri, sirastyla; eiX ve

ejzs X, H —modiillerinin H —konveks alt ciimleleridir.

b. 0 birim eleman olmak iizere @B ise s=1,2,3 i¢in e}ngB ve eiBgB

saglanir.
Ispat.

a. B, X H,-modiliiniin H, —konveks alt ciimlesi olsun. s=1 i¢in t,t, ee}sB
alalm. t,t, e}s B ise t = e}sx € e}s B ve t,= Ei ye ei B olacak sekilde x,yeB
vardir. ¢ 15 N jf € [0,1] olacak sekildeki her & 15 N J-f € H, bihiperbolik sayilar1 Teorem
3.3.4’ten {z{iEi +§jfej25 € H, olacak sekilde alinsin. é'-ls,é’ji' E[O,l] ise & E[O,l]
dir. Cinkii ¢ bihiperbolik sayisinin spektral gosterimi ¢ = Wi, + W, i, + Wi, +W,i,
olmak iizere s=1 icin g“jls = Wi, +W,i, + Wi, + W,i, Ve gjf =W, + W, i, + Wi, +W,i,

oldugundan é'-ls,é'j‘fe[o,l] ise 1=1,2,3,4 igin 0<w, <1 olup {e[O,l] oldugu
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gorilir. Boylece B ciimlesi H,—konveks oldugundan x,yeB, {eH, ve

4 E[O,l] igin §x+(l—§)y e B olur. Oyleyse

& (Ox+(1-¢)y)=¢ ((g“jlse}s+ iei)x+(l—(§iei+ iei))y)
=e, (Gexr gl xry-giey-Ciey)
= e x+ey-¢iey
= ie}sx+(l—§i)eiy
=it +(1-¢} ) ee B

elde edilir. Buradan € B ciimlesi € X, H,-modiliinin H,—konveks alt
climlesidir. Benzer sekilde s=1 i¢in eiB climlesinin de eiX, H, —modiiliiniin
H, —konveks alt climlesi oldugu gosterilir. Simdi s=2,3 i¢in t,t, eeiB alalim.
t,t, e ei B ise t = e}s Xe ei B ve t,= ei ye e}s B olacak sekilde x,yeB vardir.
- 15 N J-‘Z‘ € [0,1] olacak sekildeki her & 15 N J-f e H" hiperbolik sayilar1 Teorem 3.3.5’ten
4 =g“jlsei +§iei € H, olacak sekilde alinsin. {t,{f e[O,l] ise & E[O,l] dir. Ciinkii
¢ bihiperbolik sayisinin spektral gosterimi & = Wi, +W,i, + Wi, + W,i, olmak iizere
s=2 igin & =Wej +We;, { =we +we;, ve s=3 igin { =wej +Wwe;,
é’jf =W36}1 +W2€J'21 oldugundan {t,g"i E[O,l] ise 1=1,2,3,4 i¢in 0<w, <1 olup
- E[O,l] oldugu goriiliir. Boylece B ciimlesi H, —konveks oldugundan X,y e B,

¢ eH; ve ¢ €[0,1] igin {x+(1-¢)y e B olur. Oyleyse

e, (¢x+(1-¢)y)=¢} ((¢ie, +<7e e (1-(¢iel +<7€f ))y)
=g x+(1-¢) ey
=it +(1—.§J.15 )t2 4:
elde edilir. Buradan e}sB ciimleleri eiX, H — modiillerinin H —konveks alt

cumleleridir. Benzer sekilde s=2,3 igin efsB ciimlelerinin de eix, H-
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modiillerinin H —konveks alt ciimleleri oldugu gosterilebilir.

b. B ciimlesi, X H, —modiliniin H, —konveks alt ciimlesi olmak tizere B ve
s=1,2,3 olsun. te ei B alalim. O halde t= e}sx IS ei B olan xeB vardir. Diger
taraftan @< B oldugu da goz Oniine alinirsa x,6 B i¢cin B, H,—konveks alt
ciimle oldugundan ¢ 26}5 bihiperbolik sayisi secilirse (H c H2) OSe}S <1 ve
g €H, (H'cH;) olup € x+(1-¢j )0=gfx=teB olmaldr. teeB iken
t € B oldugundan e}s B < B kapsamasi mevcuttur. Benzer sekilde ejzs B < B oldugu

gortlir.

Lemma 5.3.1. X bir H, —modiil ve {B, :1 keyfi} alt ciimleleri X ciimlesinin H, -

konveks alt ciimleleri olsun. Bu durumda QB| =B ciimlesi de H, —konvekstir.

Ispat. x,y € B olsun. B :QB| oldugundan her bir | igin X,y € B, dir. Her bir | i¢in
B,, H,—konveks oldugundan ¢ eH; elemani ¢ €[0,1] iken {x+(1-¢)yeB,
olur. Her bir | i¢in {x+(1-¢)yeB, ise {x+(1-¢)ye MB, =B olur. Dolayisiyla

QB, =B ciimlesi de H, —konvekstir.

Teorem 5.3.8. X, H, —modiil ve &#Bc X alt cimlesi H, —konveks alt climle

olsun. Bu durumda s =1,2,3 i¢in B= e}s B +ej25 B seklinde yazilabilir.

Ispat. B ciimlesi, X H,-modiiliiniin H, —konveks alt ciimlesi olsun. x B
alalim. Bu durumda s=1,2,3 i¢in ejlsx eeJtB ve ejzsx eejsz olur. e}s +ej2s =1

oldugundan

X

(e}s +ei)x=e}sx+eix6eiB+eiB
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olur ki buradan Bc e}s B +ejzs B elde edilir. Diger taraftan t, ei B vet,e ejzs B
alalim. Boylece X,y € B elemanlan t, = ei X vet, = ejzs y olacak sekilde mevcuttur.
B ciimlesi H, —konveks oldugundan x,yeB ve s=1,2,3 icin ei ,ejzs eH, ve
O<ej.ef <1 olup t+t,=€jx+efy=€jx+(1-¢f)yeB elde edilir.
t+t, e ei B+ ei B iken t, +t, B ise ei B+ ejzs B < B vardir. Cift yonlii kapsamadan

B= e}s B+ejsz elde edilir.

Teorem 5.3.9. X, H,—modiill ve &= Bc X olmak iizere s=1,2,3 i¢in e}SB ve

ej"'s B ciimleleri H, —konveks ise ei B+ ejzs B ciimlesi de X ciimlesinin H, —konveks

alt cumlesidir.

Ispat. x,yee}sB+ejsz ve 0<¢ <1 olan ¢ € H, alalim. Bu durumda x=e}sx+eix
1 2 1 1 1 2 2 2 . 11 2.2

ve y=g, y+e yolup e x,e yee B veexeyeeBdir £=4 ¢ +{ e olup

¢ Dbihiperbolik sayisiin segilisinden dolayr 0<¢& i,é’ J-f <1lve ¢ -15,5 J-f e H, vardir.

eiB ve efsB ciimleleri H, —konveks oldugundan
& ¢ix+el (1-¢} )yee;B,
e 4’ X+€ ( g )yee B

elde edilir. O halde

gx+(1—§)y:(§.le}s +§.2ej28)(e?x+e.2x)+(1—(§jle} +¢le ))(e}sy+eiy)
x+4’e x+( g“ )e y+(1 4’)
jlseix+(1 s )e y+¢re; x+(1 & )e yee,B+e’B

olur. Buradan e}s B+ ejzs B climlesinin H, —konveks oldugu goriiliir.

Ozel olarak X =H,, H,-modiilii alindiginda H,, H,-modiiliinde geometrik
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acidan da anlamli olan ii¢ farkli konveks climle tanimi ilk kez asagidaki sekilde

verilmigtir.

Tanmm 5.3.7. H, bir H, —modil ve k=1,2,3 olmak lizere B M, < H, olsun.

Her x,y e B ve her 1R reel sayis1 0< A <1 olacak sekilde alindiginda eger

a. yeSM,(x) ve Ax+(1-1)y eB oluyorsa B ciimlesine SM, —konveks ciimle,

b. yeNM,(x) ve Ax+(1-41)yeB oluyorsa B ciimlesine NM, —konveks ciimle,

c. yeTM,(x) ve Ax+(1-1)yeB oluyorsa B ciimlesine TM, —konveks ciimle

denir.

Teorem 5.3.10. B cimlesi H,, H,-modilinin BcM, cH, olan SM, —
konveks alt ciimlesi olsun. Bu durumda e}sBze}s les ve eJ-ZSBzejZs szs cimleleri,

sirastyla; s,k =1,2,3 i¢in
a. s=k iken ¢ H, ve e’ H,, H, —modiillerinin SM, — konveks alt ciimleleri,

b. s=k iken ei H, ve ejzs H,, H, —modiillerinin NM, —konveks alt ciimleleridir.
Ispat.

a. s=k icin t,t, € ei Bj-ls alalim. O halde bir X,y € B eleman1 t, = e}sx ve t, = e}s y
olacak sekilde vardir. B ciimlesi SM, —konveks oldugundan x,y € B igin AR ve
0<A<1 olmak iizere YyeSM, (X) ve /1X+(1—/1) yeB  bigimindedir.

Ax+(1-2)yeB ise
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e (/1x+(1—/1) y) =Je x+(1-A)ely =it +(1-A)t, ce; B=€] B

elde edilir. t,t, ce; B, iken t, =ejt, ve t,=et, dir. s=k iken Teorem 3.5.1°den
y €SM, (x) ise t, € SM, (t,) dir. Boylece € B ciimleleri € H,, H, —modiillerinin
SM, —konveks alt ciimleleridir. s=k igin e/B ciimlelerinin de e H,, H,-

modiillerinin SM, —konveks alt ciimleleri oldugu da benzer sekilde ispatlanir.

b. s=#k igin t,t, ejls les alalim. O halde bir X,y € B elemam t, = eix ve t, = ei y
olacak sekilde vardir. B ciimlesi SM, —konveks oldugundan x,y € B igin AR ve
0<A<1 olmak iizere YyeSM, (X) ve  AX+ (1—/1) yeB  bigimindedir.

Ax+(1-2)yeB ise
el (lx+(1—i) y) =Je x+(1-1)e; y=At +(1-2A)t, ce; B=¢; B

elde edilir. t,,t, ce; B iken t, =€/t ve t,=¢jt, dir. s=k iken Teorem 3.5.1°den
y € SM, (x) ise t, € NM, (t,) dir. Bdylece €} B ciimleleri € H,, H, —modiillerinin
NM, —konveks alt ciimleleridir. Benzer sekilde efsB ciimlelerinin de ein, H,-

modiillerinin NM, —konveks alt ciimleleri oldugu goriiliir.

Teorem 5.3.11. B ciimlesi H,, H,-modilinin BcM, cH, olan NM, -
konveks alt ciimlesi olsun. Bu durumda ejlsBzejls les ve eJ-ZSBzejzs Bi cumleleri
s,k=1,2,3 igin s=k veya s=k iken ¢ H, ve e/ H,, H,-modiillerinin NM, —

konveks alt climleleridir.

Teorem 5.3.12. B ciimlesi H,, H,-modilinin Bc M, cH, olan TM, -

konveks alt ciimlesi olsun. Bu durumda e}sBze}s les ve eiB:ei Bi cumleleri,
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sirastyla; s,k =1,2,3 i¢in
a. s=k iken ei H, ve ejzs H,, H, —modiillerinin TM, —konveks alt ciimleleri,
b. s=k iken e}s H, ve ejzs H,, H, —modiillerinin NM, —konveks alt climleleridir.

Tamm 5.3.8. X bir H, —modiil ve &= Bc X olsun. Her xe X igin bazt 1 >0

reel sayisi, k =1,2,3 igin | ,u|j > A olan biitiin € M, < H, skalerleri i¢in
a. £ eSM,(O) iken x e uB oluyorsa B ciimlesine SM, —emen ciimle,

b. 1£€TM,(O) iken x € 1B oluyorsa B ciimlesine TM, — emen ciimle denir.

Teorem 5.3.13. X bir H, —modiil ve @ =B c X alt ciimlesi SM, —emen ciimle

(k =1,2,3) olsun. Bu durumda

a. s=k=1 icin ei B= ei les ve ejzs B= ejzs szs climleleri, sirasiyla; ei X = les ve

e; X =X/, H, —modiillerinin SM, —emen alt ciimleleridir.

b. s,k=2,3 ve s=k i¢in ejlsB:eiles ve eiB:eiBi climleleri, sirasiyla;

ei X = les ve ejzs X=X E , H —modiillerinin SH —emen alt ctimleleridir.
Ispat.

a. s=1i¢in Xe e}lx alalim. Bu durumda Xze}lx olan xe X vardir. k=1 i¢in B,

SM, —emen cilimle oldugundan baz1 A >0 reel sayisi,

,u|j > 2 olan ueSM,(O)

skalerleri igin X € uB dir. u z,ujlleﬁ1 +,uiej21 olup
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1 1 o1 1.1 2.2\p 1Al
e xee uB=g (ﬂheh THE, ) B=y¢B

elde edilir. Diger taraftan Sonug 3.5.4’ten ‘,ujl ‘ =|4|, ve 4, € SM,(O) dir. O halde
L 1 !

bazi A>0 reel sayisi, ‘,ujll ‘Jl =|y, =4 olan #, €SM,(O)  skalerleri igin

o 1 1.1 - 1p _ Alpl . .y alyl

X=e,xeu ;B dir. Bu durumda e B=¢eB; cimlesi €X=¢X, H,-

modiiliinin SM; —emen alt ctimlesidir.

b. s=k=2 olsun. Xce; X, X=¢, x ve xe X olacak sekilde alahm. k =2 i¢in B,

SM, —emen ciimle oldugundan bazt A >0 reel sayisi,

,u|j > olan xeSM,(O)

- . o1 2,2

skalerleri i¢in X € uB dir. p= ;€ + ;€ olup
1 1 1 1.1 2.2 11
e, xce, uB =g} (146 +sue; |B =16 B

elde edilir. Diger taraftan Sonug 3.5.4’ten "u}lz‘H =|,u|j2 ve 4 €SH (O) dir. O halde
bazi 1>0 reel sayisi, "ujlz‘H = |,u|j2 >1 olan 4 €SH(O) skalerleri igin
X=e; xeue;B dir. Bu durumda € B=e B ciimlesi e X =¢€; X; H,-
modiiliiniin SH —emen alt ciimlesidir. s=k =3 i¢in de benzer sekilde &= B c X
alt ciimlesi SM,—emen ciimle iken eiB = e}3 le3 ve eisz = ei Bji ciimlelerinin
sirasiyla, e}g X = eJthl3 ve ei X = eJ.ZBXjZ3 , H —modiillerinin SH —emen alt ciimleleri

oldugu goriiliir.

Teorem 5.3.14. X bir H, —modiil ve &= Bc X alt ciimlesi TM, —emen ciimle

(k =1,2,3) olsun. Bu durumda

a. s=k=1 icin ei B= ei les ve ejzs B= ejzs szs climleleri, sirastyla; Ei X = les ve

ejzs X=X 125 , H, —modiillerinin TM, —emen alt climleleridir.
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b. s,k=2,3 ve s=k igin ei B= ei les ve ejzs B= ejzs szs climleleri, sirasiyla;

ei X = les ve ejzs X=X 125 , H —modillerinin TH —emen alt ciimleleridir.

Topolojik vektdr uzaylarina benzer sekilde topolojik bihiperbolik modiil asagidaki

sekilde tanimlanabilir.

Tamm 5.3.9. X bir H, —modiil ve 7, X ciimlesi iizerinde bir Hausdorff topoloji
olsun. Eger

+:XxX =X
-tH,xX 5 X

fonksiyonlar: siirekli ise (X,7) ikilisine topolojik bihiperbolik modiil veya topolojik

H, —modiil denir.

[40]’ta topolojik vektdor uzayr tamimlanirken tek nokta ciimlelerinin tizerindeki
topolojiye gore kapali olma sartt da vardir. Bu sart ile birlikte topolojik vektor
uzaylar1 Hausdorff uzayi olmaktadir. Ancak bazi kaynaklarda topolojik vektor
uzaylar1 tanmitilirken vektor uzayimnin birlestigi topolojinin Hausdorff topoloji oldugu
sOylenmemektedir. Bunun sebebi genellikle calisilan uzaylarin zaten Hausdorffluk
ozelligini saglamasidir. Ornegin normlu vektdr uzaylarinda normdan iiretilen topoloji
veya metrigin dogurdugu topolojiler birer Hausdorff topolojidir. Dolayisiyla
fonksiyonel analizde sik¢a kullanilan bu yapilar topolojik vektér uzaylarinda da
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu calisma bahsi gecen yapilardan daha genel bir yapiya

sahip olmasina ragmen aksi belirtilmedikge X topolojik H, —modiiliinde X

uzayinin birlestigi topoloji Hausdorff topolojisi olarak alinacaktir.

Teorem 5.3.15. (X,7) bir topolojik H, —modiil olsun. Bu durumda s=1,2,3 igin
les:{ejlsG:G er} ve szs:{ejsz:G er} aileleri, sirasiyla; XJ-ls ve ijs, H, -
modiilleri ve 6zel olarak s=2,3 icin XJ-ls ve Xi, H —modiilleri tizerinde birer

Hausdorff topolojidir.
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Ispat. (Xiri ) ikilisinin topolojik uzay oldugunu gésterelim. (X, 7) topolojik uzay
oldugundan &, X ez vardir. O haldle G=C ve G=X alimrsa, sirasiyla,
e}s@ =Je rjls ve e}sX = les € TJ-ls elde edilir. Diger yandan G;,G, ez olmak {izere
eiGl,eiG2 erjls olsun. Bu durumda eiGlmeiGz erjls oldugunu gosterelim. Bunun
icin ei G, me}s G, = e}s (G,NG,) oldugu gdsterilmelidir. e}sx € eiG1 me}s G, alalim.
Bu durumda € xce;G, ve ¢ xce;G, olup xeG, ve xeG, elde edilir. O halde
xeG, NG, olup € xee; (G NG,) dir. Boylelikle e G ne G, ce (GNG,)
kapsamasi elde edilir. Diger taraftan € x<e; (G,NG,) olsun. Bu durumda
x€(G,NG,) olup xeG, ve xeG, elde edilir. Buradan €; xce;G, ve €;xce,G,
olup e}s Xe ei G, me}s G, elde edilir. Boylece ei (Gl NG,)c e}s G, me}s G, oldugu
goriiliir. Cift yonlii kapsamadan €} G, Ne; G, =€, (G, NG,) esitligi bulunur. 7, X
ciimlesi {izerinde bir topoloji oldugu i¢in G, G, ez olup eiGlmeiGz erjls elde
edilir. Son olarak herhangi Il i¢in G, ez olsun. Bu durumda eiG| erjls olup

wel

o .G erjls oldugunu gosterelim. Bunun igin IkEJleiGl =e}5 (IkEJIGl) oldugu

gosterilmelidir. Bazi 1 el igin eix € EiG| olsun. O halde e; x Hell G, olur. Ayrica

XeG olup xeUG elde edilir. Boylece e}SXGe}S(HGl) olur. Buradan

we G, ei (IUIG,) kapsamasinin mevcut oldugu goriiliir. Diger taraftan X € UG,

lel Js lel

olsun. O halde eiXee}S (IUIG,) olur. xe IulG, ise baz1 | el i¢in X e G, dir. Boylece
e,xce G olur. Buradan e}SXEHe}SG, olup e}S(HGl)gHeiGl elde edilir. Cift
yonli  kapsamadan istenen esitlik elde edilir. Dahasi IUIG, et olup

wet
lel Js

G =€ (IKEJIG|)€TJ-15 olur. Benzer sekilde (Xfrf) ikilisinin de topolojik uzay

oldugu gdsterilir. Hausdorffluk 6zelligi kalitsal bir dzellik oldugu i¢in (X ,z} ) ve
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(X P ) topolojik uzaylar1 da Hausdorff topolojik uzaylardir.
Teorem 5.3.16. (X, 7) bir topolojik H, —modiil, s=1,2,3 ve i =12 igin (XJITJI )
topolojik uzaylar olmak tizere

+: X x X > X;

CiHyx X > X

Js

fonksiyonlar siireklidir.

Ispat. (X,Z’) bir topolojik H,-modiil oldugundan +:XxX —>X ve
- tH,xX — X fonksiyonlar: siireklidir. (X J‘is’T;s) topolojik uzaymda herhangi bir

GL € TL acik ctimlesini alalim. Bu durumda Gjis = eLG olacak sekilde G ez vardir.

Toplama ve garpma fonksiyonlari (X , T) topolojik uzayinda siirekli oldugundan G
climlesinin toplama ve ¢arpma fonksiyonlar1 altindaki ters goruntiilerini sirasiyla
(G,,G,) ve (N g,G3) ile gosterirsek bu ciimleler X x X ve H,x X {izerinde acik
climlelerdir. Burada N,, ¢ bihiperbolik sayisinin H, bihiperbolik sayilar halkast
tizerindeki bir topolojisine goére komsulugudur. Buradan Gjis climlesinin

+: XL x X L — X jis ve -:H,xX J.is - X J-is altindaki ters gorilntiileri sirasiyla

(€,G..€,G,) ve (€N, G,) olup bu cimleler X| xXj ve H,xX; Kartezyen
ciimlelerinde acik cilimlelerdir. Boylece +:X jis x X L - X L ve - 1H,xX J.is - X J-is

fonksiyonlar1 siireklidir.
Ozel olarak s=2,3 i¢in ¢ 15 N4 j‘f € H oldugundan XJ-ls ve X 125 alt cimleleri, X H, -
modiiliiniin H —alt modiilii de olmaktadir. Bu durumda s=2,3 ve i=1,2 i¢in

+: X x X > X;

-:HxX;S —>x}5
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fonksiyonlar1 da siireklidir.

Sonu¢ 5.3.5. i=12 ve s=12,3 igin (XJ'TJ') ikilileri birer topolojik H, -

moduldir.

Ozel olarak s =2,3 i¢in (X J‘is’T}s) uzaylar1 topolojik H —modiil de olur.

Teorem 5.3.17. X bir topolojik H, —modiil olsun. Bu durumda herhangi y € X i¢in
T,: X — X doniisiimii her xe X i¢in T, (X)=x+Y olacak sekilde tammlanirsa T,

doniisiimii bir homeomorfizmdir.

Ispat. Topolojik modiil tanmm geregi T, dontsiimii siireklidir. Modiil

aksiyomlarmdan T, dniisiimii birebir ve drtendir. Dahasi T,*(X)=T_, (X)=x-y

olup T oT =1 ve T oT

orlg . -1
, =1 elde edilir. Boylece T, =T

, donlisimi de

stireklidir. Dolayisiyla T, doniisiimii bir homeomorfizmdir.

Teorem 5.3.18. X bir topolojik H,-modiil olsun. Herhangi ¢ eH, igin
M, :X — X donistimii her xe X i¢in M, (X) =X olacak sekilde tanimlanirsa
M, doniigimi bir homeomorfizmdir.

Ispat. M, doniisiimii topolojik H, —modiil tammi geregi siirekli ve modiil

¢

aksiyomlarindan birebir ve ortendir. Dahas1 § € H; i¢in Mgl(x)z M, ) (X)=1
¢

g
olup M, o Ml/g =1 ve Ml/g oM, =1 elde edilir. Boylece l\/Igl = I\/Illg dontisimi de

stireklidir. Dolayisiyla M, ddniistimii bir homeomorfizmdir.

A, A cimlesinin igini ve A, A climlesinin kapanisini gostermek tizere X

topolojik H, —modiiliiniin alt ciimlelerinin i¢c ve kapaniglarinin 6zelliklerini
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inceleyelim.

Teorem 5.3.19. X bir topolojik H, —modiil ve @=B< X olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

a (€£B) =€B" ve (€B) =e?B (s=1,2,3)

Ispat.

a. Xe(eleB) alalim. O halde bir G < X ag¢ik komsulugu XeeiG ge}sB olacak
sekilde mevcuttur. Xze}sy ve yeG olsun. Agikca yeG olur. Boylece
x=e yce B elde edilir. O halde (e}SB) ce B’ kapsamasi mevcuttur. Diger
yandan yeB’ alalim. Bu durumda €y <€, B" olur. yeB' ise yeGc B olacak
sekilde G < X ac¢ik komsulugu vardir. Boylece e}syee}nge}sB olup G, X

ciimlesinde agik ciimle oldugundan Teorem 5.3.15’ten E}SG climlesi de E}SX
ciimlesinde bir agik ciimledir. O halde €]y <(e}B) olur. Buradan e B’ (e} B)

kapsamas1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. (ejsz) :ej?s B" esitligi de benzer

yolla ispatlanir.

b. xe (e} B) alalim. O halde {XI } € e}s B ag {XI } — X olacak sekilde vardir.
{X|}={ei y,} olan {y,}€B a1 ise {y,} >y olacak sekilde mevcuttur. Bylece
y € B olur. Yani {x}= {ejls y,} —>e}sy elde edilir. (X,7) topolojik uzayr Hausdorff

oldugundan (eiX,rjls ) uzay1 da Hausdorfftur. O halde e}nge}sX alt ciimlesinde



103

bir agin limiti varsa tektir. O halde x=e}syee}sl§ olur. Buradan (e}SB)geiE_i

kapsamasi elde edilir. Diger yandan ye B alalim. Bu durumda e}syee}ﬁ olur.

yeB ise {y,}—>y olan {y,}=B ag mevcuttur. Béylece {ejlsy,}geiB ag

{e}s yl}—>eiy olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda eiye(eiB) olup

e}s Bc (e} B) kapsamast elde edilir. Cift yonlii kapsamadan ispat tamamlanir. ikinci

esitlik icin de benzer yol izlenerek ispat yapilir.

Teorem 5.3.20. X bir topolojik vektor uzayi olsun. Ac X ve Bc X ise

A+B < A+B vardir [40].

Teorem 5.3.21. X bir topolojik H,-modil ve J#Bc X alt ciimlesi X

ciimlesinin H, —konveks alt ciimlesi olsun. Bu durumda s =1,2,3 olmak iizere
a. B =ej1s B’ +eJ.ZSB°,

b. B=¢;B+e/B,

c. B’ ciimlesi H, —konveks,

d. B ciimlesi H, —konvekstir.

Ispat.

a. xeB  ahndiginda x= (e} +e )x —e x+e xee;B +e/B  oldugundan
B ce B +e/B elde edilir. Diger yandan B ciimlesi H, —konveks oldugundan

Teorem 53.8’den B=¢;B+e/B yazlabilir. Boylece € B +e’B ciimlesi X
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topolojik H, —modiiliniin e B + e; B e, B+e’B =B olan bir agik alt ciimlesidir.

Fakat B ciimlesinin igerdigi en genis acik ciimle B olmalidir. O halde

e B +e B B elde edilir. Bdylece ispat tamamlanur.

b. xe B alinirsa Xeei|§+ej25|§ olup Ege}s|§+eil§ elde edilir. Diger yandan

Teorem 5.3.19 ve Teorem 5.3.20°den e; B+e/B=¢;B+e/BcejB+e/B=B olur.

Boylece verilen esitlik elde edilir.

c. B, H,—-konveks oldugundan her x,yeB ve 0<¢ <1 olacak sekildeki her
¢ € H, bihiperbolik sayis1 i¢in §X+(1—é’)ye B dir. Yani X ve y elemanlar1 B
climlesini tararken ¢ X+(1—§ ) y vyine B ciimlesinin elemanidir. O halde
{B+(1-¢)B B kapsamasi meveuttur. B < B oldugundan ¢B +(1-¢)B B
olur. £ =0 ise ¢B +(1—4’)B° =B <B olur. £ =0 olsun. Bu durumda B , X
’de ac¢ik oldugundan ve X ’de toplama ve skalerle carpma islemleri homeomorfizm
oldugundan ¢B +(1-¢) B ciimlesi de agik ciimledir. Ancak B ciimlesinin
kapsadig1 en genis agik B oldugundan £ B +(1—§ ) B c B olmalidir. Boylece B

ciimlesi de H, —konvekstir.

d. B, X topolojik H,-modiliniin H, —konveks alt ciimlesi olsun. 0<¢ <1

olacak sekildeki her ¢ € H, bihiperbolik sayis1 i¢in

@ XxX =X
(xy) > <{x+(1-¢)y

doniisimii tanimlarsak X topolojik H, —modiil oldugundan X iizerinde taniml

toplama ve skalerle carpma islemleri siirekli olup boylelikle ¢, dontisimil de siirekli

olur. B ciimlesi H,—konveks oldugundan herhangi 0<¢ <1 olan {eH, igin
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¢, (BxB)c B mevcuttur. Boylece ¢, (BxB)< B olur. ¢, doénisimii siirekli

oldugundan ¢.(BxB)c o, (BxB) vardir. Sonug olarak

9. (BxB)=9p.(BxB)c=B olup B, X topolojik H,—-modiliinin H,—konveks

alt climlesidir.

Teorem 5.3.22. X bir topolojik H,—modiil ve k=123 i¢cin =B X alt

ciimlesi X ciimlesinin SM, —dengeli alt ciimlesi olsun. Bu durumda B ciimlesi ve

6 birim eleman olmak iizere @ € B sart1 ile B ciimlesi SM, —dengeli ciimledir.

Ispat. ¢ ij <1 olacak sekilde bir {eSM,(O) alahm. O halde ¢ =0 ise
(B={0}=B olur. {#0 olsun. Bc X ciimlesi SM, —dengeli alt ciimle
oldugundan ¢B < B dir. O halde ¢{Bc B olur. Teorem 5.3.18’den ¢ e H, igin
skalerle carpma doniisimii homeomorfizm oldugundan & E:ﬁ dir. Yani
(B=¢BcB elde edilir. Bylece B ciimlesi SM, —dengeli ciimledir. Diger

yandan @B olsun. ¢ =0 ise gBoz{e}gBo olur. £#0 ise Bc X ciimlesi

SM, — dengeli alt ciimle oldugundan {B < B dir. O halde ({B) < B olur. Teorem

5.3.18’den skalerle garpma déniisiimii homeomorfizm oldugundan ¢B = (¢B) dir.

Yani ¢B =(¢B) =B elde edilir. Boylece B ciimlesi H, —konveks ciimledir.

Teorem 5.3.23. X bir topolojik H,—modiil ve k=123 icin =B X alt
ciimlesi X ciimlesinin NM, —dengeli alt ciimlesi olsun. Bu durumda B ciimlesi

NM, —dengeli ciimledir.

ispat. ¢Z* =0 olacak sekilde bir ¢ eNM,(O) alahm. O halde ¢ =0 ise

{gz{ﬁ}g B olur. £#0 olsun. B X ciimlesi NM, —dengeli alt ciimle
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oldugundan {B < B dir. O halde ﬁ — B olur. Skalerle ¢carpma déniisiimii Siirekli

oldugundan (B ¢B dir. Yani (Bc (BB elde edilir. Boylece B ciimlesi

NM, —dengeli climledir.

Teorem 5.3.18°deki skalerle ¢arpma doniisiimiiniin sadece { e H; i¢in tersi mevcut

oldugundan ve ¢ B g({ B)ﬂ olmasi i¢in skalerle ¢arpma isleminin tersinin siirekli

olmas gerektiginden B alt ciimlesi NM, —dengeli iken B’ ciimlesi NM, —dengeli

olmak zorunda degildir.

Teorem 5.3.24. X bir topolojik H,—modiil ve k=123 icin =B X alt

ciimlesi X ciimlesinin TM, — dengeli alt ciimlesi olsun. Bu durumda B ciimlesi ve

6 birim eleman olmak iizere 6 € B sartt ile B” ciimlesi TM, — dengeli ciimledir.

Teorem 5.3.25. X bir topolojik H, —modiill olsun. Bu durumda k=1,2,3 i¢in

asagidakiler saglanir.

a. X ciimlesinde @ elemanmin tim komguluklart ¢ elemaninin bir SM, —emen

komsulugunu igerir.

b. X cilimlesinde @ elemaninin tiim komsuluklar1 € elemanmnin bir SM, —dengeli

komsulugunu igerir.

c. X clmlesinde 6 elemanmin tim H,—konveks komsuluklar1 & elemanimin

H, —konveks ve SM, —dengeli komsulugunu igerir.
Ispat.

a. U, ctimlesi 8 X elemaninin herhangi bir komsulugu ve X € X olmak iizere V,,
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X elemaninin komsulugu olsun. Skalerle carpma islemi (4’ : X) — X siirekli
oldugundan ¢ =0 alinirsa MO(X)z 6@ olup her U, c X i¢in M, (VX)gUH olacak
sekilde X noktasinin V, € X komsulugu ve OeH, elemanmin A cM, cH,
komsulugu vardir. Bu durumda 0 € H, merkezli A >0 yarigapli A, komsulugunda

|,u|j <A olan ,ue(SMk(O)mA)) icin uxeW, olacak sekildle W, cU, vardir.

Buradan da %=5 dersek >0 olup |4 =& olan u skalerleri igin x € W,
Jk

olur. Dolayistyla W,, X ciimlesinin SM, —emen alt ciimlesidir.

b. U, cliimlesi e X elemanimnin herhangi bir komsulugu olsun. M, (6’) =6 olup
skalerle carpma islemi siirekli oldugundan OeH, elemaninin & >0 yarigaph

komsulugundaki elemanlar x € H, olmak iizere | ,u|j <6 olup 8 e X elemaninin bir

V, komsulugu vardir dyle ki sV, cU, dir. Burada 6zel olarak xeSM, (O)

segelim. U NV, = A, dersek; x=0 igin

e |

U N, =0 olup {8} cU, dir. x#0 ise
=0

A,, 0 X elemanmin bir komsulugudur ve A, cU, dir. Ciinkii skalerle ¢carpma

islemi tersi olan skalerler i¢in homeomorfizmdir. Diger yandan Xe A, ve
£ eSM, (O) olan |é’|J <1 skalerlerini alalim. Bu durumda x = uy olan baz1 y eV,
vardir. Ayrica |§,u|j =|§|j |,u|j <6 oldugundan ¢x=_uye A, elde edilir. O halde

A, ciimlesi U, komsulugunun SM, —dengeli alt climlesidir.

c. U,c X, 8eX elemaninin H, —konveks komsulugu ve A= ﬁil,ng olsun. Bir

"ujk
onceki siktan @ e X elemanmin her komsulugu 6 elemaninin bir SM, —dengeli
komsulugunu igerdiginden 6 € X elemanmin V, cU, olacak sekilde SM, —dengeli

komsulugu vardir. Bu durumda |,u|j =1 olan ,ueSl\/lk(O) igin 'V, =V, olur.

Boylece V, c uU, elde edilir. Boylece V, = A olup buradan A ciimlesinin € € X
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elemaninin bir komsulugu oldugu goriiliir ve 6 A cU, olur. Simdi A ciimlesinin
H, —konveks ve SM, —dengeli alt ciimle oldugunu gosterelim. Konveks ciimlelerin
lineer doniistimler altindaki goriintiileri ve ters goriintiileri konveks oldugundan

| ,u|jk =1 olan xeSM, (O) icin pU, ctimleleri H,—konvekstir. Ayrica H, -

konveks cilimlelerin arakesiti de H, —konveks olup A:‘ ‘m 1’UU9 ciimlesi de H, -
Ay =

konvekstir. Boylece Teorem 5.3.21’in (c) sikkindan A ciimlesi de H, —konvekstir.
Son olarak pU, ciimlesi @ elemanmi iceren H, —konveks ciimle oldugundan
0< ¢ <1 olacak sekildeki her ¢ eH, bihiperbolik sayist igin {zJ, < 4U, olur.
Diger yandan |/1|jk =1 olan AeSM, (O) i¢in

ﬁA:m\ﬁﬂ%:w\gwegwnm%zAoMrwbwwwlAcmm%i%M—
Hli = Ml = My =

i

dengelidir. O halde Teorem 5.3.22 geregi 6 € A oldugundan A ciimlesi de SM, -
dengelidir.

Teorem 5.3.26. X bir topolojik H, —modiill olsun. Bu durumda k=1,2,3 i¢in

asagidakiler saglanir.

a. X ciimlesinde @ elemanmin tiim komsuluklar1 ¢ elemaninin bir TM, —emen

komsulugunu igerir.

b. X cilimlesinde @ elemaninin tiim komsuluklar1 € elemanmnin bir TM, — dengeli

komsulugunu igerir.

c. X clmlesinde 6 elemanmin tim H,—konveks komsuluklari & elemanimin

H, —konveks ve TM, — dengeli komsulugunu igerir.

Skalerle carpma islemi sadece tersi olan skalerler icin homeomorfizm oldugundan

0 e X elemanmin komsulugu NM, —dengeli komsuluk icermemektedir. Ayrica
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@ e X elemaninin H, —konveks komsulugu @ elemaninin bir NM, —dengeli

komsulugunu igermez.
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