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ÖZET 

Graf teori gündelik hayatımızda farkına varmadan da olsa birçok alanda kullandığımız bir kavramdır. 

Sosyal ve bilimsel yaĢantımızın birçok yerinde grafa ait özelliklerle daha basit ve sistemli çalıĢmalar 

yapılabilmektedir.Graf, matematiksel anlamda noktalar ve noktalar arasındaki iliĢkileri gösteren 

kenarlardan oluĢan bir kümedir. Graflar, matrislerle doğrudan iliĢkilidir. Yani çok farklı biçimlerdeki 

matris yapılarıyla grafları temsil etmek mümkündür. Bu bağlamda en çok kullanılan matrislerden biri 

komĢuluk matrisidir. KomĢuluk matrisi     boyutlu bir matris olup noktalar arasındaki iliĢkileri içerir. 

Ayrıca komĢuluk matrisini kullanarak Seidel matrisi elde edebiliriz.   birim matris,   bütün elemanları   

olan matris ve komĢuluk matrsini ele alarak;               biçiminde tanımlanır.Bu tez 

çalıĢmasının birinci bölümünde, öncelikle graf teori ile ilgili genel bilgilerden ve günlük yaĢamımızda 

nerelerde kullanıldığından bahsedilmiĢtir. Bununla birlikte Seidel matrisle ilgili farklı yazarların yapmıĢ 

olduğu literatürde mevcut bazı çalıĢmalardan söz edilmiĢtir. Ġkinci bölümde, tezin devamı için gerekli 

olan lineer cebirle ilgili bazı genel bilgilerden ve buna ek olarak graf teoride bazı temel kavramlardan 

bahsedilmiĢtir. Üçüncü bölümde, Berman v.d. „nin [11] da yapmıĢ olduğu özel bir graf türü olan çok 

parçalı tam grafların Seidel spektrumlarına göre belirlenebilir olup olmadıklarına dair çalıĢmada elde 

edilen tüm bulgulara detaylı bir biçimde yer verilmiĢtir. Bunlara ek olarak, özel graf türleri olan, ananas 

(pineapple) graf  ve arkadaĢlık (frienship) grafının genel formlarının Seidel matrislerine göre karakteristik 

polinomları bu tez çalıĢmasında elde edilmiĢtir. 
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ABSTRACT 

Graph theory is a concept that we use in many areas in our daily life, albeit without realizing it. In many 

parts of our social and scientific life, simpler and more systematic studies can be made with the features 

of graphs.Graph is a set of edges that shows the relationships between vertices and vertices in a 

mathematical sense. Graph are directly related to matrices. In other words, it is possible to represent 

graphs with very different forms of matrix structures. In this context, one of the most used matrices is the 

adjacency matrix. The neighborhood matrix is an n × n matrix that contains the relationships between 

vertices. We also get the Seidel matrix by using the adjaceny matrix. If   is the identity matrix and   is the 

all-one matrix then it is defined as                    In the first part of this thesis, first of all, 

general information about graph theory and where it is used in our daily life is mentioned. However, some 

studies in the literature made by different authors on the Seidel matrix were mentioned. In the second 

chapter, some general information about linear algebra necessary for the continuation of the thesis and 

additionally some basic concepts in graph theory are mentioned. In the third part, all findings obtained in 

[11] by Berman et al. about the spectral determination of the complete multipartite graphs, which is a 

special graph type, according to Seidel spectra are given in detail. In addition to these, the characteristic 

polynomials of the general forms of pineapple graph and friendship graph according to Seidel matrices 

have been also obtained in this thesis. 
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1. BÖLÜM 

GİRİŞ 

 

Graf, bir olay veya ifadenin nokta ve çizgiler kullanarak gösterilmesi Ģeklidir. 

Fizik, Kimya gibi temel bilimlerde, mühendislik uygulamalarında ve Tıp biliminde pek 

çok problemin çözümü ve modellenmesi graflara dayanılarak yapılmaktadır. Örneğin; 

bir kimyasal molekülde atomlar noktalarla, kimyasal bağlar ise kenarlarla temsil 

edilerek; bu molekülün sanki bir graf gibi düĢünülmesiyle birçok özelliği graf teori 

yardımıyla çok daha detaylı incelenebilir. 

Graf, matematiksel anlamda noktalar ve noktalar arasındaki iliĢki gösteren kenarlardan 

oluĢan bir kümedir. Mantıksal iliĢki nokta ve nokta veya nokta ve kenar arasında 

kurulur. Graf sözcüğü ilk kez 1822 yılında bilim adamı J.J. Silvester tarafından 

kullanılmıĢtır.[3].  

Graflar, matrislerle doğrudan iliĢkilidir. Yani çok farklı biçimlerdeki matris yapılarıyla 

grafları temsil etmek mümkündür. Bu bağlamda en çok kullanılan matrislerden biri 

komĢuluk matrisidir. KomĢuluk matrisi     boyutlu bir matris olup noktalar 

arasındaki iliĢkileri içerir. Bir G grafı için        Ģeklinde gösterilir. KomĢuluk 

matrisindeki her bir 1 rakamı satır ve sütun numaraları ile belirlenmiĢ olan noktalar 

arasında bir kenar olduğunu ifade eder [3,15]. Bu tez çalıĢmasında esas olarak üzerinde 

durulmuĢ olan matris,  Seidel matrisidir.   Bir   grafının Seidel matrisini         

Ģeklinde gösterecek olursak;                 biçiminde tanımlanır. Burada I 

birim matris ve J bütün elemanları 1 olan matristir [9,15]. Literatürde, Seidel matrisle 

ilgili yapılmıĢ farklı çalıĢmalar bulunmaktadır. [17,18] de, Seidel matrisleri ile ilgili 

oldukça detaylı incelemeler yapılmıĢtır. Nokta sayısı 14‟ den küçük olan grafların 

spektrumları ve buna bağlı çeĢitli cebirsel özellikleri [17] de sunulmuĢtur. Aynı 

zamanda bu çalıĢmada nokta sayısı 24 ten küçük olan ve kesin olarak üç adet ayrık 

Seidel özdeğere sahip olan tüm graflar sınıflandırılmıĢtır. Bir grafın Seidel özdeğerleri 

tamsayılardan oluĢuyorsa bu grafa S-integral graf denir ve literatürde bununla ilgili de 



2 

 

çeĢitli çalıĢmalar yapılmıĢtır. [10,13,19]. Bu çalıĢmalarda özel olarak S-integral olan 

çok parçalı tam graflar incelenmiĢtir. Bir grafın Seidel spektrumu, o grafa switching 

uygulandığında elde edilebilen her bir graf ile aynı olur. Dolayısıyla, bir grafa Seidel 

spektrumu ile belirlenebilir ya da kısaca S-determined diyebilmek için gerekli koĢul o 

graf ile aynı Seidel spektruma sahip olan herhangi bir grafın yine o graftan Seidel 

switching uygulanarak elde edilebilmesidir. Çok parçalı tam grafların S-determined 

olup olmadıklarına dair güncel bir çalıĢma Berman v.d. tarafından yapılmıĢtır[11]. Bu 

çalıĢmada yazarlar öncelikle            
 çok parçalı tam grafı ile aynı Seidel spektruma 

sahip herhangi bir G grafının yine k-parçalı bir tam graf (switching‟e göre) olduğunu 

göstermiĢlerdir. Daha sonra ise parçalarda bulunan nokta sayılarının oluĢturduğu diziler 

birbirinden farklı olduğunda, yani     iken toplam nokta sayısı aynı olan k-parçalı iki 

farklı graf incelendiğinde, bunların switching uygulanarak birbirlerinden elde 

edilemeyeceğini göstermiĢlerdir. Ġki parçalı tam grafı özel olarak incelediklerinde ise bu 

graf türünün S-determined olduğu sonucuna ulaĢmıĢlardır. Aynı zamanda,      ve 

            iken her         için         ⏟    
  

          ⏟    
  

 çok parçalı tam grafının da 

S-determined olduğunu göstermiĢlerdir. Ayrıca üç parçalı tam graflar için de detaylı 

incelemeler yapmıĢlardır. Birbirinden farklı 3-parçalı iki tam grafın Seidel kospektral 

olması için parçalardaki nokta sayılarının toplamlarının ve çarpımlarının eĢit olması 

gerektiği açıktır. Bu durumdan yola çıkılarak, 3-parçalı tam graflar ile ilgili çeĢitli 

gözlemler ve sonuçlar elde etmiĢlerdir.  n adet noktaya sahip üç parçalı bir tam graf için, 

    , n=15 ya da n=18 ise bu grafın S-determined olduğu sonucuna ulaĢmıĢlardır. 

n=13,14,16,17 için de Seidel kospektral olan birbirinden farklı 3-parçalı tam graflar elde 

etmiĢlerdir. Genel olarak ise,     olacak Ģekilde her n tamsayısı için mertebesi n olan 

3- parçalı bir tam grafın daima bulunabileceğini söylemiĢlerdir. Buraya kadar 

bahsedilen bütün bu sonuçlara, bu tez çalıĢmasında detaylı bir biçimde yer verilmiĢtir. 

Bunlara ek olarak ise özel graf türleri olan ananas (pineapple) graf ve arkadaĢlık 

(friendship) grafın genel formlarının Seidel matrislerine göre karakteristik polinomları 

bu tez çalıĢmasında elde edilmiĢ ve üçüncü bölümde sunulmuĢtur. 
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2.BÖLÜM 

ÖN BİLGİLER 

 

2.1 Lineer Cebirde Bazı Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. [1] Günlük yaĢantımızda, birden fazla veri aynı anda kullanılmak 

istenildiğinde bu veriler tablolar ile temsil edilir. Bu gösterim Ģekli pek çok alanda 

kullanılmaktadır. Örneğin, muhasebe iĢlemleri, okullardaki ders programlarının 

hazırlanması ve öğrencilerin not durumlarının takibi, anket sonuçlarının 

değerlendirilmesi, bazı bilim dallarında yapılan deneylerin sonuçlarının 

değerlendirilmesi bunlardan bir kaç tanesidir. Matris kavramı matematiksel olarak Ģu 

Ģekilde tanımlanır; 

    tane sayının ,   satır ve   sütuna yerleĢtirilmesiyle oluĢturulan tabloya bir 

matris denir. 

Genel olarak bir matris, 

(

 
 
 
 
 
 
 

                                

 
                                

 
                                                      

 
                                  

 
                              

 )

 
 
 
 
 
 
 

                       

    tipinde bir matris kısaca   (   ) Ģeklinde gösterilir.  

 

 

𝑚  𝑛 

. 
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Tanım 2.1.2. [1]             ve             matrisleri verilsin.              

    ve             için         ise   ve   matrislerine eşit matrisler denir ve bu 

matrisler     Ģeklinde gösterilir. 

Örnek 2.1.1.    *
  
  

+ ve   [
      

      
] matrisleri eĢit matrisler ise; 

                          olur.  

Tanım 2.1.3. [1]  ,     tipinde bir matris olsun. Eğer     ise, yani       

tipinde bir matris ise   matrisine satır matrisi;     ise, yani       tipinde bir 

matris ise   matrisine sütun matrisi denir. 

Örnek 2.1.2.    [    ] matrisi satır matrisine,   [
 
 
 
] matrisi de sütun 

matrisine birer örnektir. 

Tanım 2.1.4. [7] Bir matriste satır sayısı ile sütun sayısı eĢit ise bu matrise kare matris 

denir.     tipinde bir kare matrise kısaca    mertebeden bir kare matris denir. 

Örnek 2.1.3.   [
   
   
   

]  

matrisinin satır ve sütun sayıları   olup birbirine eĢittir. Yani   matrisi bir kare 

matristir. 

Tanım 2.1.5. [7] Bir matrisin tüm öğeleri sıfır ise, bu matrise sıfır matrisi denir.     

tipindeki bir sıfır matrisi      Ģeklinde gösterilir. 

Örnek 2.1.4.   *
   
   

+
   

 matrisi bir sıfır matrisidir. 

Tanım 2.1.6. [7]      mertebeden bir kare matris olsun. Her     için        ise   

matrisine köşegen matris denir. 



5 

 

Örnek 2.1.5.   [
   
   
    

],   [

     
    
    
    

] 

matrisleri, sırasıyla  . ve    mertebeden köĢegen matrislerdir. Özel olarak,  . 

mertebeden bir sıfır matrisi de bir köĢegen matristir. 

Tanım 2.1.7. [7] Bir köĢegen matriste, köĢegen üzerindeki öğelerin hepsi eĢit ise bu 

matrise skaler matris denir. 

Örnek 2.1.6.   [
   
   
   

] 

 matrisinin skaler matris olması için   ve   değerlerini bulalım. 

  matrisinde     dir. Diğer taraftan skaler matriste             olması 

gerektiğinden         ve         olmalıdır. 

Tanım 2.1.8. [7] Bir kare matrisin köĢegeni üzerindeki tüm öğeleri   ve geriye kalan 

bütün öğeleri   ise, bu matrise bir birim matris denir. 

   mertebeden birim matris    ile gösterilir ve 

   (   )   
    ,       {

          
         

 

biçiminde ifade edilir. 

Örnek 2.1.7.    *
  
  

+      ve        [

    
    
    
    

] 

matrisleri sırasıyla  . ve  . mertebeden birim matrislerdir. 
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Tanım 2.1.9. [7] Bir   (   )   
  kare matrisi verilsin. Eğer her     için         ise 

  matrisine simetrik matris denir. 

Örnek 2.1.8.   [
    
    
   

] 

matrisinin simetrik olup olmadığını inceleyelim.   matrisinin simetrik olabilmesi için 

          ve     için         olmalıdır.                            

      olduğundan   matrisi bir simetrik matristir. 

Tanım 2.1.10. [7]    (   )   
 kare matrisi verilsin. Eğer her     için          ise   

matrisine ters simetrik matris denir. 

Bir ters simetrik matriste,       olması durumunda         koĢulunun ancak     

  iken sağlandığına dikkat edersek, ters simetrik matrisin köĢegen öğelerinin sıfır 

olması gerektiğini söyleyebiliriz. 

Örnek 2.1.9.   [

     
     
      
      

] 

matrisi    mertebeden ters simetrik bir matristir. 

Tanım 2.1.11. [1] Bir   matrisinin satırları ile sütunlarının yer değiĢtirilmesiyle elde 

edilen yeni matrise,   matrisinin transpozesi denir ve bu matris    ile gösterilir. 

Tanımdan anlaĢılacağı gibi,     tipindeki bir matrisin transpozesi     tipindedir. 

Örnek 2.1.10.   [
  
   
  

] matrsinin transpozesi    *
    
   

+ 

Bir   matrisi için         olduğu açıktır.  
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Tanım 2.1.12. [11] KöĢegen elemanları 1 ve -1 lerden oluĢan köĢegen matrise işaret 

matrisi denir. 

Tanım 2.1.13. [1]     . mertebeden bir kare matris olsun. Eğer,       ve       

olacak Ģekilde  . mertebeden bir   kare matrisi var ise,   matrisine   matrisinin tersi 

denir. 

  kare matrisinin tersinin olabilmesi için        ve       koĢullarından yalnızca 

birinin sağlanması yeterlidir. Ayrıca,  ‟nın tersi var ise bu tektir ve ters matris     ile 

gösterilir. 

Tanım 2.1.14. [1]                 ve                 matrisinin Kronecker 

çarpımı A B ile gösterilir ve 

    [
              
    

             
] 

ġeklinde tanımlanır. Burada               dir. Kronecker çarpımına aynı 

zamanda matrislerin tensör çarpımı ya da direkt çarpımı da denir. Bu çarpım bir F cismi 

üzerinde keyfi mertebeli iki matris için tanımlanır. 

Tanım 2.1.15. [7] Bir     kare matrisin determinantı tanımlandığında ve bu 

determinantların hesaplanması için verilen yöntem, ilk olarak     bir matrisin 

determinantlarının tanımı ve özellikleri Ģu Ģekilde ifade edilir; 

                reel sayılar olmak üzere     tipinden bir 

  *
      

      
+ 

matrisinin determinantı 

                   

formülü ile tanımlanan bir reel sayıdır. 
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Teorem 2.1.1. [1] Her     matrise bir reel sayıyı karĢılık getiren ve aĢağıdaki 

özelliklere sahip olan bir ve yalnızca bir fonksiyon, det vardır. 

(i)   matrisi; verilen bir     tipinde   matrisinin bir satırının bir     için; 

           

(ii)   matrisi; verilen     tipinde   matrisinin herhangi  iki satırının yer 

değiĢtirilmesi ile    dan elde edildiği her zaman  

            

(iii)  ,     birim matris olmak üzere  

          

(iv)   ,     birim matris olmak üzere 

       

Teorem 2.1.2. [1]   bir     bir kare matris olsun. Buna göre 

(i) Eğer   matrisinin iki satırı eĢit ise, o zaman             

(ii) Eğer   matrisi bir sıfır satırına sahip ise, o zaman             

Teorem 2.1.3. [1] Bir köĢegen matrisin determinantı matrisin köĢegen elemanlarının 

çarpımına eĢittir. 

Teorem 2.1.4. [1] Bir üst üçgen (ya da alt üçgen) matrisin determinantı, matrisin 

köĢegen elemanlarının çarpımına eĢittir. 

Teorem 2.1.5. [1] Bir   kare matrisinin determinantı ile   nın transpozunun 

determinant değeri aynıdır. Yani  

           

dir. 
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Tanım 2.1.16. [1] Bazı Ģartlar altında   bir     kare matris ve     bir     sütun 

vektörü olmak üzere, eğer    çarpımı    Ģeklinde (λ herhangi bir skaler) yazılabilirse, o 

takdirde cebirde dikkate değer bir basitlik söz konusu olacaktır. Buna göre   

(   )   
 matrisi ile  ,     vektörünün çarpımı sonucunda elde edilen vektörün 

orijinal vektöre paralel olduğunu kabul edelim. Yani 

                                                                                                                            (2.1) 

olsun. Keza (2.1) denklemini        birim matris olmak üzere 

                                                                                                                      (2.2) 

ġeklinde yazabiliriz. Halbuki (2.2) denklemini n bilinmeyenli, n denklemden ibaret bir 

homojen lineer denklem sistemidir. Diğer taraftan bir homojen lineer denklem 

sisteminin aĢikar olmayan çözümünün olması için katsayılar matrisinin tekil olması 

gerekir. Bundan dolayı (2.2) denklem sisteminin aĢikar olmayan çözümü  

                                                               |    |                                           (2.3) 

Olması halinde mevcuttur. (2.3) ifadesini aĢağıdaki gibi açık Ģekilde yazabiliriz: 

                                            

|

|

                           
 

                     

 
                                  

 
                                  

|

|

=0                      (2.4) 

          nın hesaplanması sonucunda λ'ya bağlı  -yinci dereceden monik bir 

polinom elde edilir. Bu polinoma   matrisinin karakteristik polinomu denir ve       

Ģeklinde gösterilir. Yani                     Ayrıca         denklemine de   

matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu karakteristik denklemin kökleri   matrisinin 

özdeğerleri ( ya da karakteristik değerleri) denir. Hemen hatırlatalım ki;           -

inci dereceden bir denklem olduğundan cebirin esas teoreminden tam olarak n tane köke 

sahiptir. Tabiatıyla bunların hepsinin farklı olması gerekmez. 
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      veya           

Denkleminde sıfır olmayan   çözümlerine  'nın λ özdeğerine karĢılık gelen özvektörleri 

(karakteristik vektörleri) denir. Özdeğer ve özvektörlerin bu tanımından doğrudan  

                                                                                                              (2.5) 

temel formülünü elde ederiz.[2] 

Not 2.1. [1]        dolayısıyla          bir homojen lineer denklem sistemi 

olup daima sıfır çözümü dediğimiz aĢikar çözümü mevcuttur. Fakat bizim için önemli 

olan aĢikar olmayan çözümlerin bulunmasıdır. 

Not 2.2. [1]    bir     kare matris olmak üzere 

                         

dır. 

Örnek 2.1.11    [
    
     
    

] matrisinin özdeğerini gösterelim. 

 

          [
      
       
      

]               

  matrisinin özdeğerleri {      } olur. 

Teorem 2.1.6. [1]    bir     matris olsun.   matrisinin tersinir olmayan matris olması 

için gerek ve yeter Ģart     ın    nın bir özdeğeri olmasıdır. 

İspat: 
 
⇒:   tersinir olmayan matris olsun. O taktirde      olacak Ģekilde sıfır 

olmayan bir   vektörü vardır ve böylece       bir aĢikar olmayan çözüme sahiptir. 

Bu sonuç bir tersinir olmayan matrisin daima bir özdeğer olarak       a sahip 

olduğunu ifade eder.□ 
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⇐  Eğer       nın bir özdeğeri ise, o taktirde  ∏   

 
         ifadesinden        

yazarız. Bu da   matrisinin tersinir olmayan matris olduğunu gösterir. 

Teorem 2.1.7. [1] Bir özvektörün sıfır olmayan herhangi bir katı yine bir özvektördür. 

İspat: Eğer   matrisinin bir   özdeğerine karĢılık gelen sıfırdan farklı bir özvektörü   

ise, o zaman        özdeğer denklemini yazarız.   herhangi sıfır olmayan bir skaler 

olmak üzere      olarak alırsak, o taktirde  

                        

yazarız.□ 

2.2. Graf Teoride Bazı Temel Kavramlar 

Tanım 2.2.1. [3]   {          } noktalar kümesini ve   {          } kenarlar 

kümesini oluĢturmak üzere bir   grafı,         sıralı ikilisi Ģeklinde tanımlanır. 

Burada   kümesindeki bir kenar,   kümesindeki noktaların bir sıralı ikilisidir. | |    

ve  | |    ise G ye   noktalı ve   kenarlı bir graf denir. Nokta sayısına kısaca   nin 

mertebesi de denir. 

Tanım 2.2.2. [3] Bir grafın tüm kenarları, bu kenarları oluĢturan noktalardan biri çıkıĢ 

noktası diğeri varıĢ noktası olacak biçimde yönlendirilmiĢ ise bu grafa yönlü graf denir. 

Tüm kenarları yönlendirilmemiĢ grafa yönsüz graf denir. 

Tanım 2.2.3. [3]Ġki nokta arasında birden fazla kenar var ise bu kenarlara katlı kenar 

(multiple edge) denir. Aynı nokta üzerinde baĢlayıp biten bir kenara ise ilmek (loop) 

denir. 

Tanım 2.2.4. [3] Katlı kenar ve ilmek içermeyen bir grafa basit graf denir. 

Tanım 2.2.5. [6]         grafının keyfi iki noktası           olmak üzere, bu iki 

nokta arasında bir kenar var ise bu noktalar birbirine komşudur denir ve       ile 

gösterilir. 
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Tanım 2.2.6. [6]         bir graf ve     olsun.   noktasına komĢu olan noktaların 

sayısına derece denir.        ya da      ile gösterilir. 

Tanım 2.2.7. [6]         grafı verilsin.   deki noktalardan en küçük dereceye sahip 

noktaya grafın minimum derecesi denir.      ile gösterilir. 

Tanım 2.2.8. [6]          grafı verilsin. V deki noktalardan en büyük dereceye sahip 

noktalara grafın maksimum derecesi denir.      ile gösterilir. 

Tanım 2.2.9. [5] Bir noktanın derecesi sıfır ise bu noktaya izole nokta (isolated vertex) 

ve derecesi 1 ise noktaya sarkıt nokta (pendant vertex) denir. 

Teorem 2.2.1. [5]          grafı verilsin ve | |    olsun. Bu taktirde; 

∑       

 

   

 

eĢitliği sağlanır. 

Örnek 2.2.1. 

  

 

Yukarıdaki   grafında    noktası sarkıt nokta,    noktası izole noktadır.   grafı basit 

graf değildir çünkü    noktası ilmek (loop) içermektedir. Aynı zamanda    ve    

noktaları arasında katlı kenar (multiple edge) bulunmaktadır. Bazı noktaların derecesini 

yazacak olursak;          ,           Ģeklindedir. 

Şekil 2.2.1. 𝑮 grafı 

 

                            Şekil 2.2.1 G grafı 
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Tanım 2.2.10. [3]    noktalı bir basit grafta her bir nokta çifti arasında bir kenar varsa 

buna tam graf denir ve    ile gösterilir. 

Örnek 2.2.2.  

 

Şekil 2.2.2    Tam Grafı 

Tanım 2.2.11. [3]  BaĢlangıç ve bitiĢ noktası farklı olan kenar tekrarlamayan bir 

yürüyüĢe gezi, nokta tekrarlamayan bir yürüyüĢe ise yol denir.    ile gösterilir. 

Örnek 2.2.3. 

 

Şekil 2.2.3  

 

Yukarıdaki   grafında                 ifadesi bir açık yürüyüĢ ve yol belirtir. Aynı 

zamanda   grafı basit bir graf olduğundan          Ģeklinde de yazabiliriz. 
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Şekil 2.2.4 

 

Yukarıdaki   grafında 1-2-3-4-5-2-6 ifadesi bir açık yürüyüĢtür fakat nokta tekrar ettiği 

için yol belirtmez.  

 

Tanım 2.2.12. [3] BaĢlangıç ve bitiĢ noktası aynı olan bir yürüyüĢe kapalı yürüyüş 

denir. Kenar tekrarlamayan bir kapalı yürüyüĢe devir; nokta tekrarlamayan bir kapalı 

yürüyüĢe ise döngü denir.  

 

Örnek 2.2.4.   

 

Şekil 2.2.5 

Yukarıdaki   grafında                     ifadesi kapalı bir yürüyüĢ ve döngü 

belirtir. 



15 

 

 

Şekil 2.2.6 

Yukarıdaki   grafında 1-2-3-4-5-6-7-8-9-4-1 ifadesi kapalı bir yürüyüĢtür fakat nokta 

tekrar ettiği için döngü belirtmez. 

 

Tanım 2.2.13. [3] Herhangi iki noktası arasında en az bir yol bulunabilen bir grafa 

bağlantılı graf (connected graf) denir. 

Örnek 2.2.6. 

 

Şekil 2.2.7 Bağlantılı bir graf 

 

 

Tanım 2.2.14. [3] Herhangi iki nokta arasında yol bulunmayan graflara bağlantısız graf 

(disconnected graf) denir. 

Örnek 2.2.7.  
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Şekil 2.2.8 Bağlantısız bir graf 

 

Tanım 2.2.15. [6] Bir         grafının tümleyeni         ) ile gösterilir öyle ki 

burada        için    kümesi   {   }     {   }      biçiminde oluĢturulur. 

 

Örnek 2.2.8. 

 

Şekil 2.2.9   ve   grafları 

Tanım 2.2.16. [3]       noktalı bir döngü grafın her bir noktasının, bir tek noktaya 

(bu nokta döngü grafa ait değildir) birer kenar ile bağlanmasıyla elde edilen grafa  

tekerlek graf denir.     noktalı bir tekerlek graf       ile gösterilir. 

Örnek 2.2.9.  
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Şekil 2.2. 10 .      ve      grafları 

Tanım 2.2.17. [3]       noktalı bir   grafında bir noktanın derecesi  , diğer 

noktaların derecesi   ise bu grafa yıldız graf denir.      ile gösterilir.  

Örnek2.2.10. 

 

Şekil 2.2. 11 .      ve      grafları 

Tanım 2.2.18. [3] Ġki parçalı bir grafta   kümesinin her bir noktası,   kümesinin her bir 

noktası ile komĢu ise böyle bir grafa iki parçalı tam graf denir.    ya ait noktaların 

sayısı   ve   ye ait noktaların sayısı   ise; iki parçalı tam graf      ile gösterilir. 

Örnek 2.2.11.  

 

Şekil 2.2. 12.      iki parçalı tam grafı 
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Tanım 2.2.19. [4]  Çok parçalı bir grafta, aynı bağımsız küme içerisinde bulunmayan 

her nokta çifti birbirine kesinlikle komĢu ise bu grafa çok parçalı tam graf denir ve 

parçalardaki nokta sayıları sırasıyla         olmak üzere         
 ile gösterilir. 

Örnek 2.2.12.  

 

Şekil 2.2. 13.Tam olmayan          grafı 

Tanım 2.2.20. [9] Döngü içermeyen, bağlantılı basit bir grafa ağaç denir. BileĢenlerinin 

hepsi ağaç olan bir grafa ise orman denir. 

Tanım 2.2.21. [9]         bir graf olmak üzere   grafı hem katlı kenar hem de 

ilmek içeriyorsa   grafına pseudo graf denir. 

Tanım 2.2.22. [9] Bir    tam grafına, belirli bir noktasından   adet sarkıt kenar 

eklenmesiyle oluĢan grafa ananas graf  denir ve   
 
 ile gösterilir. 
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Örnek 2.2.13.  

 

Şekil 2.2.14.   
  Ananas Grafı 

Tanım 2.2.24. [12] k noktalı    tam grafının n adet kopyasının ortak bir noktada 

birleĢtirilmesiyle oluĢan grafa arkadaşlık (friendship) grafı denir. Literatürde k-fan , 

dutch, windmill gibi isimlendirmeleri de mevcuttur.   
  ile gösterilir. 

Örnek 2.2.14.  

 

Şekil 2.2. 15.   
  arkadaĢlık graf 

Tanım 2.2.25. [9]         grafının tam olan alt grafın noktalar kümesine klik 

(clique) denir. Yani öyle bir alt graf ki tüm noktalar birbirleri ile kenar oluĢturur.  

Tanım 2.2.26. [9]         grafındaki en geniĢ klik kümesinin eleman sayısına 

(nokta sayısı) grafın  klik sayısı denir ve      ile gösterilir. 
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Tanım 2.2.27. [6] Herhangi bir         grafı için      ve      olmak üzere        

          grafına,   nin bir alt grafı denir. 

Tanım 2.2.28. [6] Bir grafın bileĢeni, herhangi iki noktası arasında daima en az bir yol 

bulunabilen maksimal alt graf olarak tanımlanmaktadır. Bağlantılı bir grafta sadece bir 

bileĢen bulunur. 

Tanım 2.2.29. [3]   grafının noktalarından bazılarının ve bu noktalara değen tüm 

kenarların silinmesiyle elde edilen alt grafa   nin nokta indirgenmiĢ alt grafı denir. Bazı 

kenarlarının (uç noktaları sabit bırakılarak) silinmesiyle elde edilen alt grafa ise   nin 

kenar indirgenmiĢ alt grafı denir. Nokta- indirgenmiĢ alt grafa kısaca indirgenmiş alt 

graf da denir. 

Tanım 2.2.30. [5] Bir   grafında,   ‟nin tüm noktalarını renklendirmek için gerekli 

olan en az sayıdaki renk sayısına kromatik sayı (chromatic number) denir ve        ile 

gösterilir. Yani komĢu olan iki nokta farklı renklerle etiketlendirilir. 

Lemma 2.2.1. (Interlacing) [4] n noktalı bir G grafının özdeğerleri              

ve bu G grafnın indirgenmiĢ bir alt grafı olan m noktalı H grafının özdeğerleri    

          olsun. Buna göre,            için              olur. 

Tanım 2.2.31. [4]          ve            grafları için birebir ve örten bir 

       dönüĢümü aĢağıdaki dönüĢümü sağlıyorsa, bu dönüĢüme   ve    arasında bir 

izomorfizma denir.  

       için “                 ve           ” 

Aralarında en az bir izomorfizmanın tanımlı olduğu herhangi iki   ve    grafına, 

izomorf graflar denir ve      ile gösterilir. 
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Örnek 2.2.14.  

 

Şekil 2.2. 16.Ġzomorf graflar 

2.3. Graf Matrisleri 

Tanım 2.3.1 [12] BitiĢiklik matrisi (incidence matrix), bir graftaki noktalarla kenar 

arasındaki iliĢkiyi gösteren bir matristir. Matrisin satır sayısı graftaki nokta sayısını, 

sütun sayısı graftaki kenar sayısı kadar olur. Bir         grafının bitiĢiklik matrisi 

     ile gösterilir. 

    {
         (     )               

                                    
                

olmak üzere      [   ]     biçimindedir. 

Örnek 2.3.1 Bir   grafının bitiĢiklik matrisi aĢağıdaki gibidir. 

 

Şekil 2.3 1. Bir grafın bitiĢiklik matrisi 

𝐵    [

     
     
     
     

] 

𝑽𝟎 

𝑽𝟏 
𝑽𝟐 

𝑽𝟑 
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Tanım 2.3.2. [3]         grafı verilsin ve   {     } olsun        için ;                                                                 

     [   ]     öyle ki     {
                       
                          

                                                                          

biçiminde tanımlanan     tipindeki köĢegen matrise   grafının derece matrisi denir. 

 

Örnek 2.3.2. 

 

Şekil 2.3 2. Bir grafın derece matrisi 

 

Tanım 2.3.3. [3]          grafı   noktalı ve   kenarlı graf olsun.          için; 

                                  {
                          
                             

 

olmak üzere   grafının komĢuluk matrisi      [   ] biçiminde tanımlanan              

     tipindeki matristir. 

Tanım 2.3.4. [4]      ya da kısaca     grafına ait bir graf matrisi ve    birim matris 

olmak üzere              polinomuna   nin      karakteristik polinomu denir ve 

              ile gösterilir. Bu polinomun köklerinden yani      matrisinin 

özdeğerlerinden oluĢan kümeye ise   nin      spektrumu denir ve             ile 

gösterilir. Ya da matrisin adına göre komĢuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b.  de 

denir. 

𝐷    [

    
    
    
    

] 
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Tanım 2.3.5. [9]   ve   grafları verilsin. spec(M(G))=spec(M(  )) ise   ve 

  graflarına,   matrisine göre kospektral graflar  denir. 

Örnek 2.3.3. Bir   grafının komĢuluk matrisi ve bu matrise göre karakteristik polinomu 

aĢağıdaki gibidir. 

 

     [

    
    
    
    

]                       |

      
      
      
      

|=         

 

Şekil 2.3 3. G grafı ve karakteristik polinomu 

 

     nin özdeğerleri {      } olur. Yani             {     } olur. Burada 0 

özdeğeri iki katlıdır. 

Tanım 2.3.7. [3]         grafı verilsin.        komĢuluk matrisinin keyfi bir 

özdeğeri   ve bu özdeğere karĢılık gelen özvektör             
  olsun.         

   eĢitliğinden      matrisinin tanımı gereği; 

    ∑  

   

                 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki denklemlere   grafının komĢuluk 

matrisine göre özdeğer denklemleri denir. 
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Tanım 2.3.8. [15]   grafı verilsin.      nin bir özdeğeri   ise {                  } 

kümesi    nin bir alt uzayı olur. Bu alt uzaya   nın öz alt uzayı denir ve      yada 

         ile gösterilir. 

Örnek 2.3.5. AĢağıda verilen   grafının komĢuluk matrisinin karakteristik polinomunu 

hesaplayalım. 

 

Şekil 2.3 4. G grafı 

    (    )       (       )  

[
 
 
 
 
        
        
        
        
         ]

 
 
 
 

                            

 

Böylece   nin komĢuluk özdeğerleri sırasıyla   (    )    √    (    )    

  (    )      (    )    √              olur. Öz uzaylar sırasıyla    

    √                          √                        

olur. 
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Tanım 2.3.9. [8] Bir grafın      [   ] Seidel matris elemanları; 

    {

                         
                       
                         

 

olan     tipinde matristir. Diğer bir ifade ile   komĢuluk matrisi,   bütün elemanları 1 

olan matris ve   birim matris olmak üzere; 

                                                  

biçiminde tanımlanır.   nin Seidel matrisine göre özdeğerleri   1,  2, … ,  n ile 

gösterilir ve  1 ≥  2 ≥ … ≥  n Ģeklinde sıralanır. [16] 

Tanım 2.3.10. [8]  Bir   grafı için  Seidel enerji;  

      ∑|  |

 

   

 

olarak tanımlanır. 

Örnek 2.3.6.  

 

Şekil 2.3 5. Seidel matrisin spektrum ve enerji örneği 
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  grafının Seidel matrisini aĢağıdaki gibi yazabiliriz. 

               [
   
   
   

]              (    )    |
     
     
     

|           

 

     nin özdeğerleri         olur. 

 Yani             {       } olur. 

      nin enerjisi                   olur. 
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3.BÖLÜM 

3.1. Seidel Switching 

Tanım 3.1.1. [11]               grafı verilsin.           ve       

olsun.   ve   arasındaki mevcut kenarları silerek ve            olacak Ģekildeki 

bütün     ve     noktaları arasına bir kenar ekleyerek   grafının   grafına 

dönüĢtürülmesine,    ya göre Seidel switching denir. Seidel switching uygulanarak 

birbirinden elde edilebilen graflara switching denk graflar denir.  

Örnek 3.1.1.   

 

Şekil 3.1 1. G grafına Seidel switching uygulaması 

 

G grafına    { },    {     },    {1,2},    {   },    {   },    {   } 

olmak üzere (       , (  ,    , (       kümelerine Seidel switching uygulandığında 

1 2 

3 4 

1 2 

 3 4 

  

𝐻  

 1 2 

 3 4 

1 2 

 3 4 

𝐻  𝐻  
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        ve    grafları elde edilmiĢtir.   grafının Seidel spektrumu     {[  ]  [ ] } 

„dir.         ve    graflarının da Seidel spektrumları     {[  ]  [ ] } olur. Yani   

grafına Seidel switching uygulanarak elde etmiĢ olduğumuz         ve    grafları,   

grafı ile aynı Seidel spektruma sahiptirler. 

Not 3.1.1. [11] Seidel Switching, graflar üzerinde bir denklik bağıntısı oluĢturur.  

Not 3.1.2. [11]   den Seidel switching yoluyla elde edilen graf   olmak üzere, genel 

olarak bu graflar izomorf değildirler. Fakat   bir iĢaret matrisi olmak üzere      

       olduğundan,      ve      benzer matrisler olur. Dolayısıyla aynı G ve H aynı 

Seidel spektruma sahiplerdir. 

Tanım 3.1.3. [11] Bir   grafı ile aynı Seidel spektruma sahip tüm graflar, Seidel 

switching yoluyla   den elde edilebiliyorsa,   grafına Seidel spektrumuna göre 

belirlenebilir (S-determined) bir graf denir. 

3.2. Çok Parçalı Tam Grafların Seidel Spektrası 

Lemma 3.2.1. [11] 

(a) n noktalı null grafın Seidel spektrumu {[   ]  [  ]   } dir. 

(b)    tam grafının Seidel spektrumu {[ ]     [   ] } dir. 

(c)      parçalı tam grafının Seidel spektrumu {[     ]  [  ]     } dir. 

İspat:   noktalı null grafın Seidel matrisi     tipinde       dır.    tam grafının 

Seidel matrisi      dır.      iki parçalı tam grafın spektrumu ise boĢ grafa switching 

denk olduğundan, (a) da   yerine     yazarak elde edilir.□ 
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Şekil 3.1 2. Sırasıyla       ,          ,      grafları 

 

Lemma 3.2.2. [11] 

(a)       grafının Seidel spektrumu [√ ]
 
 [ ]  [√ ]

 
   √           olur 

(b)          grafının Seidel spektrumu *
  √  

 
+
 

 [ ]  *
  √  

 
+
 

 [  ]   
  √  

 
 

       olur. 

(c)      grafının Seidel spektrumu  *
  √  

 
+
 

 [ ]  *
  √  

 
+
 

 [  ]  olur. 

AĢağıdaki lemmada          çok parçalı tam grafın Seidel matrisine göre karakteristik 

polinomu verilmiĢtir. Bu polinom daha önce [10] da da elde edilmiĢtir. 

Lemma 3.2.3. [11]      olmak üzere, n adet noktaya sahip          çok parçalı tam 

grafın Seidel spektrumu Ģöyledir; 

    (        )  {[    ]    [  ]    [       ]  }. 

İspat:          grafının Seidel matrisi                dir.         matrisinin 

spektrumu {[ ]    [   ] }  dir,     martisinin spektrumu ise {[ ] , [ ]   } dir. 

Kronecker çarpımın spektrumu da        ve    matrisleri özdeğerlerinin çarpımından 

oluĢur. Yani; {[  ]    [ ]       [      ] }  {[  ]    [ ]    [    ] } bulunur. 

Dolayısıyla          grafının Seidel spektrumu {[    ]    [  ]    [      

 ]  } olur.□ 
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Lemma 3.2.4. [11]                olmak üzere,            
  -parçalı tam 

grafının Seidel özdeğerleri              ve nokta sayısı                

ise aĢağıdaki eĢitsizlikler sağlanır. 

(1)                                 

(2) 2                                  

(3)                       

(4) Eğer          ise             için                  dir. 

Teorem 3.2.1. [11]            
 -parçalı tam grafı ile aynı Seidel spektruma sahip bir 

graf   olsun. O zaman,   grafı da (Seidel switching‟ e göre)  -parçalı bir tam graf olur. 

İspat: Öncelikle,   grafının switchinge göre çok parçalı bir tam graf olduğu 

gösterilmelidir.   grafındaki bir noktanın komĢuluk kümesi üzerinde uygun biçimde 

switching uygulanmasıyla      formunda bir graf elde edilebilir. Bu yüzden   

     olduğunu varsayalım.   nin Seidel spektrumu            
 ile aynı olduğundan,   

için         dir.   nin 5 noktalı herhangi bir alt grafının özdeğeri           ise 

(interlacing lemma)              olur. Dolayısıyla,   grafı lemma 3.2.2. de 

verilen      ,          ve      graflarını indirgenmiĢ alt graf olarak 

içeremez.    nin en fazla bir bileĢeninde en az bir kenar bulunmak zorundadır; aksi 

taktirde      ,    nin bir indirgenmiĢ alt grafı olur.   nin kromatik sayısını        

ile gösterelim. Eğer     ise,   en az bir kenara sahip (kesin olarak) bir C bileĢenini 

içerirse           olur.   nin nokta kümesini      ile gösterelim.        için 

    ye her     için bitim noktalarının biri    de diğeri    de olan bir kenar mevcut 

olacak biçimde                 yazalım.      ve      komĢu olsun. Eğer 

     ve     ise,     olur. Bunu görmek için     olduğunu varsayalım. O 

zaman    nin bağlantılılığından,     ve     olacak Ģekilde bir z noktası mevcuttur. 

    olduğundan    nin {       } noktaları tarafından oluĢturulan alt grafı Ģunlardan 

biri olacaktır: indirgenmiĢ bir       grafı  (eğer sadece       kenarlarına sahipse) 

indirgenmiĢ bir    grafı (eğer     ve     ise) ya da indirgenmiĢ bir   grafı (eğer   ve 

  her ikiside   ye komĢu ise). Bunların hiçbiri   nin muhtemel indirgenmiĢ alt grafı 
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olamayacağından, bu durum çeliĢki oluĢturacaktır. Böylece,      noktasının her 

komĢusu    deki diğer tüm noktalara da komĢu olmak zorundadır.      ve     olsun. 

Benzer Ģekilde,    deki her bir nokta,    deki herbir noktaya komĢu olur. Bu da        

tarafından oluĢturulan indirgenmiĢ alt grafın iki parçalı bir tam graf olduğu anlamına 

gelir. Bu durum, her     için geçerli olduğundan    grafı  -parçalı  bir tam graf olur. 

Yani,   grafı çok parçalı bir tam graf ile izole noktaların birleĢimi formundadır. 

       deki tüm izole noktaların kümesi   olsun.   ya göre,   üzerinde Seidel 

switching uygulanmasıyla       parçalı bir tam graf oluĢur. Bu da   nin (switchinge 

göre)  -parçalı bir tam graf olduğu anlamına gelir.    deki pozitif Seidel özdeğer sayısı 

    olur. Aynı zamanda,                         
  olduğundan         

yani     elde edilir. Sonuç olarak  ,  -parçalı bir tam graftır.□ 

Teorem 3.2.2. [11]     olmak üzere                ,           

     ve  ∑    ∑   
 
   

 
    olsun. Burada {       }  {       } ise            

 ve 

           
 grafları switching denk değildir. 

İspat:              
 grafında         için    adet noktaya sahip bağımsız her 

kümeyi    ile gösterelim.         
 grafındaki bağımsız kümeleri de    ile gösterelim. 

  ⋃   
 
    olsun. U‟ya göre G grafına Seidel switching uygulandığında   =           

 

grafının elde edildiğini varsayalım. {       } ve {       } birbirinden farklı 

olduğundan   =  olur. Her bir    kümesini          ve            olacak 

Ģekilde ikiĢer parçaya ayıralım. Buna göre   grafında,     deki her bir nokta ile     deki 

her bir nokta arasında bir kenar oluĢur. Genelliği bozmadan,       için durumu 

inceleyelim. O zaman         olmak üzere     kümelerinden en fazla bir tanesi 

boĢtan farklı olabilir. Aksini düĢünüp,     ve       iken           olduğunu 

varsayalım. Bu durumda, bazı uygun bir l tamsayısı için        olduğundan     

        de bağımsız bir kümedir. Ayrıca         dir. Benzer Ģekilde        olur. 

Fakat     ve     arasında kenarlar bulunması,    kümesinin bağımsız olmasıyla çeliĢir. 

Böylece,       için       olur. Yani;       iken        elde edilir. G 

grafından     ve     boĢ değildirler.       olsun. O zaman,         bağımsız bir 

küme oluĢturduğundan uygun bir   için    tarafından kapsanır. Ayrıca          de 

bağımsız bir küme olduğundan         dir. Fakat     ile     arasında kenarlar 
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olduğundan bu durum bir çeliĢki oluĢturur. Yani        dir ve        boĢtan farklı 

bir kümedir.         ve         kümeleri de   grafında bağımsız olduklarından ve 

    ile     arasında kenarlar mevcut olduğundan,     kümesi de boĢ olmak zorunda 

kalır. Yani         dir. Bu da      anlamına gelir. Fakat bu durum teoremin 

ifadesindeki {       } {       } olmasıyla çeliĢir.□ 

Not. 3.1.3. [11] Bütün iki parçalı tam graflar Seidel kospektraldir. Herhangi iki adet iki 

parçalı tam graf switching denktir.           ve {   }  {   } olacak Ģekilde 

     ve      iki parçalı tam grafları üzerinde inceleyelim.         ve     olsun. 

     grafındaki   ve   elemanlı bağımsız kümeler sırasıyla    ve    ile gösterelim. 

        ve           olduğundan          elde edilir.     adet 

nokta içeren bir      seçelim.      grafında  ‟ ya göre switching uygulanırsa, 

bağımsız kümeleri sırasıyla         ve         olan      iki parçalı tam grafı 

elde edilir. 

Teorem 3.2.1 „ den ve yukarıdaki nottan, aĢağıdaki teorem doğrudan ifade edilebilir. 

Teorem 3.2.3. [11] Her iki parçalı tam graf S-determined olur. 

Teorem 3.2.4. [11]             olmak üzere,         için      olsun. 

Buradan         ⏟    
  

          ⏟    
  

  parçalı tam grafı S-determined olur. 

İspat:         ,      olmak üzere    ∑   
 
    olsun.      ile gösterelim. 

  ∑     
 
    olacak Ģekilde           ,         ⏟    

  

          ⏟    
  

 k-parçalı tam grafın Seidel 

özdeğerleri olsun. Lemma 3.1.4.‟den         için; 

        ,                  

ve 

         
         

olur. 
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             için            
çok parçalı tam grafı aynı Seidel spektruma sahip 

ise; Lemma 3.2.4. (2) „ den         için; 

                                       

olur. Buradan                 için       olur. Lemma 3.2.4. (4) „ den 

                yazmamız mümkün değildir. Aksi takdirde 

                              

Olur ki bu da                          ile çeliĢir. Buradan         ,  

                için       olur.   ∑    ∑     
 
   

 
    olduğundan, ∑    

  
   

∑   
 
    ifadesini elde ederiz. Her         için    

      
 olduğundan, ikinci 

toplamların eĢitliği    
     anlamına gelir. 

Buradan itibaren aĢağıda vereceğimiz bilgiler        3-parçalı tam graflar ile ilgilidir. 

       3-parçalı tam grafının Seidel matrisinin karakteristik polinomu [9] da da elde 

edilmiĢtir. 

3.3. Üç Parçalı Tam Grafların Seidel Spektrası 

        3- parçalı tam grafı için;  

    (       )          (                             )  

olur [11]. Böylece,              3-parçalı tam grafının iki pozitif Seidel özdeğeri ve 

   ise en küçük Seidel özdeğeridir. Buradan          polinomunun kökleridir. 

        olmak üzere; 

                                                

yazarız.        ve        3-parçalı tam graflarının,      özdeğerinin tümü    eĢit 

olduğundan,        ve         3-parçalı tam grafları ancak ve ancak aĢağıdaki iki eĢitlik 

sağlanırsa aynı Seidel spektrumuna sahip olur. [11] 
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                       (1) 

                                       (2) 

Gözlem 3.3.1. [11]        3-parçalı tam grafının S-determined olabilmesi için gerek ve 

yeter koĢul (1) ve (2) eĢitliklerinin tek çözümünün {     }  {     } olmasıdır. 

Örnek 3.1.1        ve        3-parçalı tam graflarının aynı Seidel spektruma sahip ancak 

switching denk olmayan graflardır. 

Gözlem 3.3.2. [11]       ve       üçlülerinden   ve    yi birbirlerine eĢit aldığımızı 

varsayalım. Yani     olsun. Buradan y, z ve q, r  değiĢkenlerinin çarpım ve toplam 

sonuçları eĢit olmalıdır.. Böylece        ve        3-parçalı tam grafları aynı Seidel 

spektruma sahip fakat switching denk değillerdir. Buradan {     }  {     }    olur. 

Eğer        ve        3-parçalı tam grafları aynı Seidel spektrumuna sahip ise,           

ve           3-parçalı tam graflarının da Seidel spektrumları aynıdır. Dolayısıyla her k 

pozitif tamsayısı için        3- parçalı tam grafı S-determined değil ise,           3-

parçalı tam grafı da S-determined değildir. Ancak tersinde bu durum geçerli değildir. 

        3-parçalı tam grafı,        aynı Seidel spektrumuna sahip, fakat S-determined 

değildir.         3-parçalı grafını iki pozitif tam sayısına böldüğümüzde        elde edilir. 

Burada        3- parçalı tam grafı S- determined olur. 

 

Teorem 3.3.1. [11]         3-parçalı tam grafı aĢağıdaki durumlar sağlandığında  S-

determined olur.  

(a)       

(b)       sayıları   asal sayısının kuvvetleridir. 

(c)     {     } nin bir asal sayı olması 

İspat: (a) Ģartı Teorem 3.2.4.‟ de açıklanmıĢtır. (b) Ģartı        ve        3-parçalı tam 

grafları aynı Seidel spektruma sahipse o zaman,         ve             
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olduğundan,          den her biri   nın bir kuvveti Ģeklinde yazılabilir.       ve 

      toplamları eĢit olduğundan,       de   nın üstleri Ģeklinde yazmak tek çözüm 

yoludur. (c)       ve   asal bir sayı olsun.         olduğundan   asalı       

sayılarından birini böler. Bu sayıya   diyelim. O zaman      olacak Ģekilde      

bulunabilir.     ise, 

                    

olacaktır. Yani     elde edilir. Buna göre,        ,           ve     

           olur. Buradan,            olur ki bu da y   demektir. 

Böylece,                   olur. Fakat bu da çeliĢki oluĢturur. Yani 

    olmalıdır. Dolayısıyla, {     }  {     } elde edilir. 

Lemma 3.3.1. [11]        ve       {   } olsun.  

i.     iken        ve        Seidel kospektral ise           ve     

   olur. 

ii.        ve        Seidel kospektral ise           ve        olur. 

Teorem 3.3.2. [11]   ve   iki farklı asal sayı olsun.          3-parçalı tam grafının S-

determined olması için gerek ve yeter koĢul             olmasıdır. 

İspat:        ve        3-parçalı tam grafının Seidel kospektral dir. Bu durum .       

      için          3-parçalı grafının S-determined olmadığını gösterir. 

            için inceleyelim. Lemma 3.2.5. ve (1) ve (2) eĢitlikleri yardımıyla, 

      ve       {    } olacak Ģekilde        ve          3-parçalı tam grafları, 

Seidel kospektral olması için aĢağıdaki Ģartları sağlamalıdır. 

                          (3) 

                                      (4) 

                             (5) 
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(4) Ģartına göre  , en az iki asalın çarpımı olamaz. Çünkü     en fazla üç asal sayının 

birleĢimi Ģeklinde olacağından,       olması durumu ile çeliĢir. Bu da   nin asal 

bir sayı olduğunu gösterir.(4) eĢitliğinden   {   }  olur. Fakat  bu durum     

{    } olması durumu ile çeliĢir. Bu da      demektir. Böylece     olamaz. Eğer 

    ise     ,       ,       ve     {    } olduğundan     ,     

  elde ederiz  ġart (3)‟den            , yani;             ve 

dolayısıyla           olur. Ancak bu, son eĢitlik varsayımımızın aksine     

ve     olduğu sürece sağlanır. Bu nedenle          3-parçalı tam grafı S-determined 

olur.□ 

Teorem 3.3.3. [11]   ve   iki asal sayı olacak Ģekilde      ve     olsun.        3-

parçalı tam grafı S-determined değil ise o zaman,        grafına Seidel kospektral olan 

graf yalnızca         3-parçalı tam grafıdır. Öyle ki        dir.  

İspat:        ile Seidel kospektral ve        3-parçalı tam graflarının Seidel kospektral  

olduğunu kabul edersek, Lemma 3.2.5.‟den           elde ederiz. Buna göre  

         ,          {    } ve   {            } olur. Bu yüzden      

ya da      olur.      olduğunu varsayalım. O zaman        ve       

olduğundan        olur. ġart (1) den              ifadesi 

düzenlendiğimizde              yani;        bulunur. Ancak burada, 

      olduğundan bu durum bir çeliĢki oluĢturur. Aynı hesaplama kullanılarak 

     olacak Ģekilde       ve        elde edilir.        olacak Ģekilde  

         ve         3-parçalı tam graflarının Seidel spektrumları aynıdır.□ 

Teorem 3.3.4. [11] Eğer     ise        S-determined olur.     olmak üzere,        

3-parçalı tam grafı S-detemined olmamasını sağlayan bir   pozitif tamsayısı daima 

vardır. 

İspat: ġart (1) ve (2) den; 

                      (6) 

                                       (7) 
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olur. Burada              ‟ den farklı bir üçlüdür ve       dir. Teorem 3.1.4. 

(c) Ģartından x‟ in asal olmaması durumunu inceleyelim. (6) Ģartını   ile çarpıp   ‟ yu 

    ile yer değiĢtirirsek,                   elde ederiz. Böylece       

             dir.      ,        olduğundan; 

                               (8) 

elde edilir.  

Teoremin ilk kısmı için incelemeye devam edelim.     için,       eĢitsizliğini 

sağlayan       lerin varolduğunu kabul edelim.       olduğundan,        ve 

     elde ederiz. Böylece      olur ve;  

   
      

    
   

elde edilir.     olduğundan x asal olur ve bir çeliĢki elde ederiz. 

Teoremin ikinci kısmın ipatında     için inceleme yapalım. Burada   tek sayı ise, 

        

 
    

 ve  
 
   

 
 
   

 
  

 3-parçalı tam grafları aynı Seidel spektrumuna sahiptir. Bu 

sonuç özellikle, q‟ nun asal olduğu durumları kapsar.      ise, burada     ve 

     olur. Burada                     alırsak,        ve        3-parçalı 

tam grafının aynı Seidel spektruma sahip olması için          ,      ,     

olur. 

Sonuç 3.3.1.  [11] Herhangi bir     tamsayısı için, nokta sayısı n ye eĢit olan S-

determined  3-parçalı tam grafı daima vardır. 

[11] da nokta sayısı n olan 3-parçalı tam graflar üzerinde bilgisayar yardımıyla 

incelemeler yapılmıĢtır ve aĢağıdaki gözlemler elde edilmiĢtir. 

     ve             iken S-determined olur.  

              iken  S-determined olmayan 3-parçalı tam graflar mevcuttur. Elde 

edilen örnekler aĢağıdaki gibidir. 
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     için               Seidel kospektraldir. 

     için               Seidel kospektraldir. 

     için                Seidel kospektraldir. 

     için               Seidel kospektraldir. 

          {             } için [3] de yapılan incelemeler sonucunda aynı çarpım 

ve toplama sahip            ) ve            ) sayı üçlüleri elde edilmiĢtir. [3] 

de   {              } iken bu sayı üçlülerinin birbirinden farklı olduğu 

gösterilmiĢtir.   {              } için aĢağıdaki hesaplar yapılmıĢtır. 

      için        ve        olur. 

      için          ve        olur. 

      için        ve        olur. 

      için          ve        olur. 

      için          ve        olur. 

Böylece her      için,      ve      olacak Ģekilde n adet noktaya sahip S-

determined olmayan 3-parçalı tam grafları mevcuttur. 

3.4 Ananas ve Arkadaşlık Graflarının Karakteristik Polinomları 

Önerme 3.4.1.    
 
 ananas grafının Seidel matrisine göre karakteristik polinomu 

aĢağıdaki gibidir. 

    ( (  
 ))                                              

İspat:   
 
 ananas grafının Seidel matrisi aĢağıdaki formda yazılabilir.  
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 (  
 )  

[
 
 
 
 
       

   
                          

   
                  ]

 
 
 
 

 

 

Buna göre   (  
 )     matrisinde     adet aynı satır;  (  

 )     matrisinde ise 

    adet aynı satır bulunur. Bu da sırasıyla        ve          polinomlarının, 

 (  
 
) matrisinin karakteristik polinomunun birer çarpanı olması demektir.  (  

 
) 

matrisinin bir eĢit parçalanıĢı  

  [

      
      
        

] 

biçiminde olur. Bu matrisin karakteristik polinomu                 [   

                     ] olur.                (  
 )    olduğundan, 

    (  
 )                  [                       ] 

elde edilir. □ 

Önerme 3.4.2.    
  arkadaĢlık (friendship) grafının Seidel matrisine göre karakteristik 

polinomu aĢağıdaki gibidir. 

         
                              [   (            )  

      ] 

İspat:   
  grafının Seidel matrisi aĢağıdaki formda yazılabilir. 
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S(  
 )=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             

                        
                        
           
        
       
       

           
                         ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

           

 

Burada     
     matrisinin          adet satırının aynı olduğu görülür. Yani 

            polinomu,     
   matrisinin karakteristik polinomunun bir çarpanıdır. 

    
   matrisinin bir eĢit parçalanıĢı, 

 

  

[
 
 
 
 
 
 
               
              
              
       
       
       

               ]
 
 
 
 
 
 

           

 

 

biçiminde yazılır. Buradan,   matrisinin karakteristik polinomu,            

                                      olur. Q matrisinin 

karakteristik polinomunun ,     
   matrisinin karakteristik polinomunu bölmesi 

gerektiğinden, 

    (    
  )                          [                  

      ]  

olur. 
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4. BÖLÜM 

TARTIŞMA, SONUÇ ve  ÖNERİLER 

Bu tez çalıĢmasında matematikte ve mühendislik alanlarında, önemli bir yeri olan graf 

teori konusu cebirsel olarak ele alınmıĢtır. ÇalıĢmamızda graflar üzerinde tanımlanan 

Seidel matris en genel haliyle incelenmiĢtir.  

Bir grafın Seidel spektrumu, o grafa switching uygulandığında elde edilebilen her bir 

graf ile aynı olur. Dolayısıyla, bir grafa Seidel spektrumu ile belirlenebilir ya da kısaca 

S-determined diyebilmek için gerekli koĢul o graf ile aynı Seidel spektruma sahip olan 

herhangi bir grafın yine o graftan Seidel switching uygulanarak elde edilebilmesidir. 

Çok parçalı tam grafların S- determined olup olmadıklarına dair güncel bir çalıĢma 

Berman v.d. tarafından yapılmıĢtır. [11] ‟ de elde edilen bulgular bu tez çalıĢmasında 

detaylı bir biçimde incelenmiĢtir. 

Ayrıca bu tez çalıĢmasında ananas ve arkadaĢlık graflarının Seidel spektrumları 

incelenmiĢ ve bunların genel formlarının Seidel karakteristik polinomları 

hesaplanmıĢtır. Bu hesaplar yapılırken ananas ve arkadaĢlık graflarının Seidel 

matrislerinin özel biçimde bloklanabilir olmasından faydalanılmıĢtır ve eĢit parçalanıĢ 

metoduyla bu polinomlar aĢağıdaki biçimde elde edilmiĢtir. 

Önerme 3.4.1. ‟den 

    ( (  
 ))                                              

Önerme 3.4.2.‟ den 

         
                              [   (            )  

      ] 

Özel graf türlerinin (ananas, arkadaĢlık, çok parçalı tam graf v.b. ) S-determined olup 

olmadıklarına dair literatürde çok sayıda çalıĢmanın olmadığı; bu tez çalıĢması 

esnasında yapılan araĢtırmalar ve incelemeler sonucunda görülmüĢtür. Dolayısıyla bu 

konuda çalıĢmaların yapılmasının, literatüre katkı sağlayacağı gözlemlenmiĢtir. 
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