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OZET

Graf teori giindelik hayatimizda farkina varmadan da olsa birgok alanda kullandigimiz bir kavramdir.
Sosyal ve bilimsel yasantimizin bircok yerinde grafa ait 6zelliklerle daha basit ve sistemli ¢aligmalar
yapilabilmektedir.Graf, matematiksel anlamda noktalar ve noktalar arasindaki iliskileri gosteren
kenarlardan olusan bir kiimedir. Graflar, matrislerle dogrudan iligkilidir. Yani ¢ok farkli bigimlerdeki
matris yapilartyla graflari temsil etmek miimkiindiir. Bu baglamda en ¢ok kullanilan matrislerden biri
komsuluk matrisidir. Komsuluk matrisi n X n boyutlu bir matris olup noktalar arasindaki iliskileri igerir.
Ayrica komguluk matrisini kullanarak Seidel matrisi elde edebiliriz. I birim matris, J biitiin elemanlar1 1
olan matris ve komsuluk matrsini ele alarak; S(G) =] — 1 — A(G) bi¢ciminde tanimlanir.Bu tez
caligmasinin birinci bolimiinde, oncelikle graf teori ile ilgili genel bilgilerden ve giinlik yasamimizda
nerelerde kullanildigindan bahsedilmistir. Bununla birlikte Seidel matrisle ilgili farkli yazarlarin yapmis
oldugu literatiirde mevcut bazi ¢aligmalardan soz edilmistir. Ikinci boliimde, tezin devami igin gerekli
olan lineer cebirle ilgili baz1 genel bilgilerden ve buna ek olarak graf teoride bazi temel kavramlardan
bahsedilmistir. Ugiincii boliimde, Berman v.d. ‘nin [11] da yapmis oldugu 6zel bir graf tiirii olan ¢ok
parcali tam graflarin Seidel spektrumlarina gore belirlenebilir olup olmadiklarina dair ¢alismada elde
edilen tiim bulgulara detayl bir bigimde yer verilmistir. Bunlara ek olarak, 6zel graf tiirleri olan, ananas
(pineapple) graf ve arkadaslik (frienship) grafinin genel formlarinin Seidel matrislerine gore karakteristik

polinomlar1 bu tez ¢aligmasinda elde edilmistir.
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ABSTRACT

Graph theory is a concept that we use in many areas in our daily life, albeit without realizing it. In many
parts of our social and scientific life, simpler and more systematic studies can be made with the features
of graphs.Graph is a set of edges that shows the relationships between vertices and vertices in a
mathematical sense. Graph are directly related to matrices. In other words, it is possible to represent
graphs with very different forms of matrix structures. In this context, one of the most used matrices is the
adjacency matrix. The neighborhood matrix is an n X n matrix that contains the relationships between
vertices. We also get the Seidel matrix by using the adjaceny matrix. If I is the identity matrix and J is the
all-one matrix then it is defined as S (G) = J —1— A (G). In the first part of this thesis, first of all,
general information about graph theory and where it is used in our daily life is mentioned. However, some
studies in the literature made by different authors on the Seidel matrix were mentioned. In the second
chapter, some general information about linear algebra necessary for the continuation of the thesis and
additionally some basic concepts in graph theory are mentioned. In the third part, all findings obtained in
[11] by Berman et al. about the spectral determination of the complete multipartite graphs, which is a
special graph type, according to Seidel spectra are given in detail. In addition to these, the characteristic
polynomials of the general forms of pineapple graph and friendship graph according to Seidel matrices

have been also obtained in this thesis.
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SIMGE VE KISALTMALAR

A=B Matris esitligi

0,mxn m X n Sifir matrisi

I, n X n birim matris

At A matrisinin transpozu

A1 A matrisinin tersi

AR B Kronecker ¢arpim

G G Graf

V(G) G grafinin noktalar kiimesi
E G grafinin kenarlar kiimesi
v; V’ ye ait noktalar

e; E’ ye ait noktalar

Vi ~ Uy Komsu noktalar

deg(v) Nokta derecesi

6(G) G grafinin minimum dereceli nokta
A(G) G grafinin maksimum dereceli nokta
K, n noktali tam graf

P, n noktali yol graf

Wi N noktali tekerlek graf

Sin N noktal1 y1ldiz graf

Kmn Iki pargali tam graf

K, ..m, Cok pargal1 tam graf

Ky Ananas graf

Ek Arkadaslik grafi

w(G) G grafinin klik sayisi

X(G) G grafinin kromatik sayis1
G=G' [zomorf graflar

B(G) G grafinin bitisiklik matrisi
A(G) G grafinin komsuluk matrisi



M(G)
Spec(M(G))
s

S(6)
01>0,>...>20,

Se(@)

G’ nin M matrisine gore karakteristik polinomu
M (G)’ nin spektrumu

A’ nin 6z alt uzayi

G grafinin Seidel matrisi

Seidel matrisine gore 6zdegerler

G grafinin Seidel enerjisi

Xi



1. BOLUM

GIRIS

Graf, bir olay veya ifadenin nokta ve ¢izgiler kullanarak gosterilmesi seklidir.

Fizik, Kimya gibi temel bilimlerde, miihendislik uygulamalarinda ve Tip biliminde pek
¢ok problemin ¢dziimii ve modellenmesi graflara dayanilarak yapilmaktadir. Ornegin;
bir kimyasal molekiilde atomlar noktalarla, kimyasal baglar ise kenarlarla temsil
edilerek; bu molekiiliin sanki bir graf gibi diisiiniilmesiyle birgok 6zelligi graf teori

yardimiyla ¢ok daha detayli incelenebilir.

Graf, matematiksel anlamda noktalar ve noktalar arasindaki iligski gosteren kenarlardan
olusan bir kiimedir. Mantiksal iliski nokta ve nokta veya nokta ve kenar arasinda
Kurulur. Graf sozciigii ilk kez 1822 yilinda bilim adami J.J. Silvester tarafindan

kullanilmistir.[3].

Graflar, matrislerle dogrudan iliskilidir. Yani ¢ok farkli bicimlerdeki matris yapilariyla
graflar1 temsil etmek miimkiindiir. Bu baglamda en ¢ok kullanilan matrislerden biri
komsuluk matrisidir. Komsuluk matrisi n X n boyutlu bir matris olup noktalar
arasindaki iligkileri igerir. Bir G grafi i¢in "A(G)" seklinde gosterilir. Komsuluk
matrisindeki her bir 1 rakami satir ve slitun numaralar1 ile belirlenmis olan noktalar
arasinda bir kenar oldugunu ifade eder [3,15]. Bu tez ¢alismasinda esas olarak {izerinde
durulmus olan matris, Seidel matrisidir.  Bir G grafinin Seidel matrisini "S(G)"
seklinde gosterecek olursak; S(G) = J — I — 2A(G) bigiminde tanimlanir. Burada |
birim matris ve J biitiin elemanlar1 1 olan matristir [9,15]. Literatiirde, Seidel matrisle
ilgili yapilmig farkli ¢alismalar bulunmaktadir. [17,18] de, Seidel matrisleri ile ilgili
oldukca detayli incelemeler yapilmigtir. Nokta sayisi 14’ den kiiciik olan graflarin
spektrumlart ve buna bagli cesitli cebirsel Ozellikleri [17] de sunulmustur. Ayni
zamanda bu caligmada nokta sayis1 24 ten kiiciik olan ve kesin olarak ii¢ adet ayrik
Seidel 6zdegere sahip olan tiim graflar siniflandirilmistir. Bir grafin Seidel 6zdegerleri

tamsayilardan olusuyorsa bu grafa S-integral graf denir ve literatiirde bununla ilgili de



cesitli caligmalar yapilmistir. [10,13,19]. Bu g¢alismalarda 6zel olarak S-integral olan
¢ok pargali tam graflar incelenmistir. Bir grafin Seidel spektrumu, o grafa switching
uygulandiginda elde edilebilen her bir graf ile ayni1 olur. Dolayisiyla, bir grafa Seidel
spektrumu ile belirlenebilir ya da kisaca S-determined diyebilmek i¢in gerekli kosul o
graf ile ayn1 Seidel spektruma sahip olan herhangi bir grafin yine o graftan Seidel
switching uygulanarak elde edilebilmesidir. Cok par¢ali tam graflarin S-determined
olup olmadiklarina dair giincel bir ¢alisma Berman v.d. tarafindan yapilmistir[11]. Bu

calismada yazarlar oncelikle K, pr 6Ok pargali tam grafi ile ayni Seidel spektruma

1,02,
sahip herhangi bir G grafinin yine k-pargali bir tam graf (switching’e gore) oldugunu
gostermislerdir. Daha sonra ise parcalarda bulunan nokta sayilarinin olusturdugu diziler
birbirinden farkli oldugunda, yani k > 3 iken toplam nokta sayist ayni olan k-pargali iki
farkli graf incelendiginde, bunlarin switching uygulanarak birbirlerinden elde
edilemeyecegini gostermislerdir. Iki pargali tam grafi 6zel olarak incelediklerinde ise bu
graf tlirliniin S-determined oldugu sonucuna ulagmislardir. Ayn1 zamanda, s; > 3 ve

p1> .. >p =likenheri=1,..,li¢cin K, . . . ¢ok parcali tam grafinin da
S1 T

S-determined oldugunu gdstermislerdir. Ayrica {i¢ parcali tam graflar icin de detayli
incelemeler yapmuslardir. Birbirinden farkli 3-pargali iki tam grafin Seidel kospektral
olmasi icin parcalardaki nokta sayilarinin toplamlarinin ve ¢arpimlariin esit olmasi
gerektigi aciktir. Bu durumdan yola c¢ikilarak, 3-parcali tam graflar ile ilgili g¢esitli
gozlemler ve sonuglar elde etmislerdir. n adet noktaya sahip {i¢ pargali bir tam graf igin,
n < 13, n=15 ya da n=18 ise bu grafin S-determined oldugu sonucuna ulagsmislardir.
n=13,14,16,17 igin de Seidel kospektral olan birbirinden farkli 3-pargali tam graflar elde
etmislerdir. Genel olarak ise, n = 3 olacak sekilde her n tamsayisi igin mertebesi n olan
3- parcali bir tam grafin daima bulunabilecegini sdylemislerdir. Buraya kadar
bahsedilen biitiin bu sonuglara, bu tez ¢alismasinda detayli bir bi¢imde yer verilmistir.
Bunlara ek olarak ise 6zel graf tiirleri olan ananas (pineapple) graf ve arkadashk
(friendship) grafin genel formlarinin Seidel matrislerine gore karakteristik polinomlar1

bu tez calismasinda elde edilmis ve ticiincii boliimde sunulmustur.



2.BOLUM

ON BILGILER

2.1 Lineer Cebirde Baz1 Temel Kavramlar

Tammm 2.1.1. [1] Giinlik yasantimizda, birden fazla veri aymi anda kullanilmak
istenildiginde bu veriler tablolar ile temsil edilir. Bu gosterim sekli pek ¢ok alanda
kullanilmaktadir. Ornegin, muhasebe islemleri, okullardaki ders programlarinin
hazirlanmast  ve Ogrencilerin  not durumlarinin  takibi, anket sonuglarinin
degerlendirilmesi, baz1 bilim dallarinda yapilan deneylerin  sonuglarinin
degerlendirilmesi bunlardan bir kag¢ tanesidir. Matris kavrami matematiksel olarak su

sekilde tanimlanir;

m X n tane saymin , m satir ve n siituna yerlestirilmesiyle olusturulan tabloya bir

matris denir.

Genel olarak bir matris,

all a12 en alj s aln

a21 a22 en a2] s aZn
aiq Az . aij v Qip
Ay Amo - amj e Ay

mXn

m X n tipinde bir matris kisaca A = (al- j) seklinde gosterilir.



Tamm 2.1.2. [1] A = (a;; Jmxn V€ B = (bij )mxn Matrisleri verilsin. Egeri =1, 2,3,
., mvej=123, .., nicin a;j_b;; ise A ve B matrislerine esit matrisler denir ve bu

matrisler A = B seklinde gosterilir.

1 2
3 4

b11 b12

Ornek 2.1.1. A = | by, by

] veB = [ ] matrisleri esit matrisler ise;

bll = 1, b12 = 2, b21 = 3, b22 =4 O|UI’

Tanmim 2.1.3. [1] A, m X n tipinde bir matris olsun. Eger m =1 ise, yani A 1 X n
tipinde bir matris ise A matrisine satir matrisi; n =1 ise, yani A m X 1 tipinde bir

matris ise A matrisine stitun matrisi denir.

2
1] matrisi de siitun
4

Ornek 2.1.2. A=[1 3 —4] matrisi satir matrisine, B =

matrisine birer ornektir.

Tamim 2.1.4. [7] Bir matriste satir sayisi ile siitun sayisi esit ise bu matrise kare matris

denir. n X n tipinde bir kare matrise kisaca n. mertebeden bir kare matris denir.

1 2 1
3 0 3

2 3 1

Ornek 2.1.3. A =

matrisinin satir ve siitun sayilari 3 olup birbirine esittir. Yani A matrisi bir kare

matristir.

Tanim 2.1.5. [7] Bir matrisin tiim 6geleri sifir ise, bu matrise sifir matrisi denir. m X n

tipindeki bir sifir matrisi 0,,,x,, seklinde gosterilir.

0 0

Ornek 2.1.4. A = [ 0 0 8] matrisi bir sifir matrisidir.
2%3

Tamm 2.1.6. [7] A n. mertebeden bir kare matris olsun. Her i # j i¢in a;; = 0 ise A

matrisine kdsegen matris denir.



5 0 0 0 0 g g
Ornek 2.1.5. A =10 0|,B=
0 0 0 0 0
0O 0 O

matrisleri, sirastyla 3. ve 4. mertebeden kosegen matrislerdir. Ozel olarak, n.

mertebeden bir sifir matrisi de bir kdsegen matristir.

Tammm 2.1.7. [7] Bir kosegen matriste, kdsegen lizerindeki 6gelerin hepsi esit ise bu

matrise skaler matris denir.

2 0 0
Ornek 2.1.6. A =0 «x 0]
0 0 y

matrisinin skaler matris olmasi i¢in x ve y degerlerini bulalim.

A matrisinde aq, dir. Diger taraftan skaler matriste a;; = a,, = azz olmasi

gerektiginden x = a,, = 2 Ve y = a3z = 2 olmalidir.

Tamim 2.1.8. [7] Bir kare matrisin kdsegeni {izerindeki tiim 6geleri 1 ve geriye kalan

biitlin 6geleri 0 ise, bu matrise bir birim matris denir.
n. mertebeden birim matris I, ile gosterilir ve

_ (1, i=] ise
In = (6ij)m><n 01 = {0, [ #jise

bi¢iminde ifade edilir.

Ornek 2.1.7. 12:[(1) (1) ve I, =

S O r O
SR OO
_ o O O

matrisleri sirasiyla 2. ve 4. mertebeden birim matrislerdir.



Tamm 2.1.9. [7] Bir A = (aij)nxn kare matrisi verilsin. Eger her i, i¢in a;; = aj; ise
A matrisine simetrik matris denir.

Ormek2.1.8. A=|-1 2 4

0 4 3

1 -1 0]

matrisinin simetrik olup olmadigini inceleyelim. A matrisinin simetrik olabilmesi i¢in
i,j = 1, 2,3V€ i i] 1@11’1 al] = a]l Olmalldlr. A1 = A1 = _1, a3 = Az = 0, ar3 =

as, = 4 oldugundan A matrisi bir simetrik matristir.

Tamm 2.1.10. [7] A = (aij)nxn kare matrisi verilsin. Eger her i, j i¢in a;; = —a;; ise A

matrisine ters simetrik matris denir.

Bir ters simetrik matriste, i = j olmasi durumunda a;; = —a;;kosulunun ancak a;; =
0 iken saglandigmma dikkat edersek, ters simetrik matrisin kdsegen Ogelerinin sifir

olmas1 gerektigini sdyleyebiliriz.

0o -1 2 3
1 0 -4 5
-2 4 0 -1
-3 -5 1 0

Ornek 2.1.9. A =

matrisi 4. mertebeden ters simetrik bir matristir.

Tamm 2.1.11. [1] Bir A matrisinin satirlar1 ile siitunlarmin yer degistirilmesiyle elde

edilen yeni matrise, A matrisinin transpozesi denir ve bu matris A ile gosterilir.

Tanimdan anlasilacagi gibi, m X n tipindeki bir matrisin transpozesi n x m tipindedir.

. 12 1 -3 5
Ornek 2.1.10. A = [—3 4| matrsinin transpozesi A" = [
5 6 2 4 6

Bir A matrisi igin (AY)¢ = A oldugu agiktir.



Tamim 2.1.12. [11] K&segen elemanlar1 1 ve -1 lerden olusan kdsegen matrise isaret

matrisi denir.

Tamim 2.1.13. [1] A, n. mertebeden bir kare matris olsun. Eger, AB = I,, ve BA =1,
olacak sekilde n. mertebeden bir B kare matrisi var ise, B matrisine A matrisinin tersi

denir.

A kare matrisinin tersinin olabilmesi i¢in AB = I,, ve BA = I, kosullarindan yalnizca
birinin saglanmasi yeterlidir. Ayrica, A’nin tersi var ise bu tektir ve ters matris A~ ile

gosterilir.

Tamm 2.1.14. [1] A = (a;;) € My, ,(F) ve B = (b;;) € My, ,(F) matrisinin Kronecker

carpimi AQB ile gosterilir ve

a1 B a;B ... au,B
AQB=
amB amB ... ap,B
Seklinde tammlanir. Burada A @ B € My, »q(F) dir. Kronecker carpimima ayni
zamanda matrislerin tensor ¢arpimi ya da direkt garpimi da denir. Bu ¢arpim bir F cismi

tizerinde keyfi mertebeli iki matris igin tanimlanir.

Tammm 2.1.15. [7] Bir nxn kare matrisin determinantt tanimlandiginda ve bu
determinantlarin hesaplanmasi igin verilen yontem, ilk olarak 2 x 2 bir matrisin

determinantlarinin tanimi ve 6zellikleri su sekilde ifade edilir;
a11,Qq2, A1, Ay, reel sayilar olmak tizere 2 X 2 tipinden bir

A= [au a12]

a1 Q2
matrisinin determinanti
detA = a11a22 - a12a21

formiilii ile tanimlanan bir reel sayidir.



Teorem 2.1.1. [1] Her n X n matrise bir reel sayiyr karsilik getiren ve asagidaki

ozelliklere sahip olan bir ve yalnizca bir fonksiyon, det vardir.

(i) B matrisi; verilen bir n X n tipinde A matrisinin bir satirinin bir & # 0 i¢in;

detB = adetA

(i) B matrisi; verilen n xn tipinde A matrisinin herhangi iki satirmin yer

degistirilmesi ile A’ dan elde edildigi her zaman

detB = —detA

(iif) B, n X n birim matris olmak iizere

detB = detA

(iv)I,, n X n birim matris olmak {izere

detl =1

Teorem 2.1.2. [1] A bir n X n bir kare matris olsun. Buna goére

(i) Eger A matrisinin iki satir1 esit ise, o zaman detA = 0 duir.

(if) Eger A matrisi bir sifir satirina sahip ise, o zaman detA = 0 duir.

Teorem 2.1.3. [1] Bir kdsegen matrisin determinanti matrisin kdsegen elemanlarinin

carpimina esittir.

Teorem 2.1.4. [1] Bir st tiggen (ya da alt {iggen) matrisin determinanti, matrisin

kosegen elemanlarinin ¢arpimina esittir.

Teorem 2.15. [1] Bir A kare matrisinin determinanti ile A nin transpozunun

determinant degeri aynidir. Yani

detA = det AT

dir.



Tanmim 2.1.16. [1] Baz: sartlar altinda A bir n X n kare matris ve x # 0 bir n X 1 siitun
vektorii olmak iizere, eger Ax carpimi Ax seklinde (A herhangi bir skaler) yazilabilirse, o
takdirde cebirde dikkate deger bir basitlik s6z konusu olacaktir. Buna gore A =

(a--) matrisi ile x, n X 1 vektoriiniin ¢arpimi sonucunda elde edilen vektoriin
Ulnxn

orijinal vektore paralel oldugunu kabul edelim. Yani
Ax = Ax (2.1)
olsun. Keza (2.1) denklemini I, n X n birim matris olmak tizere
(A-=ADx =0 (2.2)

Seklinde yazabiliriz. Halbuki (2.2) denklemini n bilinmeyenli, n denklemden ibaret bir
homojen lineer denklem sistemidir. Diger taraftan bir homojen lineer denklem
sisteminin asikar olmayan ¢oziimiiniin olmasi i¢in katsayilar matrisinin tekil olmast

gerekir. Bundan dolay1 (2.2) denklem sisteminin asikar olmayan ¢oziimii
det(A—AI) =|A—-A|=0 (2.3)

Olmast halinde mevcuttur. (2.3) ifadesini asagidaki gibi acik sekilde yazabiliriz:

a11 a12 aln
Ay Az — A Qaon
det(4 — AI) = =0 (2.4)
anq Ap2 Apn — A

det(A — AI) nin hesaplanmasi sonucunda A'ya bagli n-yinci dereceden monik bir
polinom elde edilir. Bu polinoma A matrisinin karakteristik polinomu denir ve M, (A1)
seklinde gosterilir. Yani K,(4) = det(A — Al) dir. Ayrica M, (1) = 0 denklemine de A
matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu karakteristik denklemin kokleri A matrisinin
Ozdegerleri ( ya da karakteristik degerleri) denir. Hemen hatirlatalim ki; My(1) = 0 n-
inci dereceden bir denklem oldugundan cebirin esas teoreminden tam olarak n tane koke

sahiptir. Tabiatiyla bunlarin hepsinin farkli olmasi gerekmez.



Ax =Axveya(A—ADx =0

Denkleminde sifir olmayan x ¢oziimlerine A'nin A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorleri

(karakteristik vektorleri) denir. Ozdeger ve dzvektdrlerin bu tanimindan dogrudan
Axi = Aixi (l = 1, 2, ...,n) (25)
temel formiiliinii elde ederiz.[2]

Not 2.1. [1] Ax = Ax dolayisiyla (A — AI) = 0 bir homojen lineer denklem sistemi
olup daima sifir ¢6ziimii dedigimiz asikar ¢oziimii mevcuttur. Fakat bizim i¢in énemli

olan asikar olmayan ¢6ziimlerin bulunmasidir.
Not 2.2. [1] A bir n X n kare matris olmak {izere

det(A — AI) = (1) det(Al — A)
dir.

1 -1 0
-1 1 - 1] matrisinin 6zdegerini gosterelim.
0 -1 1

Ornek 2.1.11 A =

1-2 -1 0
det(4 — AI) =[ -1 1-1 -1 ]= (1- (A% =22)
o -1 1-2

A matrisinin 6zdegerleri {—1,0,2} olur.

Teorem 2.1.6. [1] A bir n X n matris olsun. A matrisinin tersinir olmayan matris olmasi

icin gerek ve yeter sart A = 0 1n A’ nin bir 6zdegeri olmasidir.

Ispat: =: A tersinir olmayan matris olsun. O taktirde Ax = 0 olacak sekilde sifir

olmayan bir x vektorii vardir ve bdylece Ax = Ox bir agikar olmayan ¢oziime sahiptir.
Bu sonug bir tersinir olmayan matrisin daima bir Ozdeger olarak A = 0'a sahip

oldugunu ifade eder.o
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&: Eger A = 0 A'nin bir 6zdegeri ise, o taktirde []i; A; = detA ifadesinden detA = 0

yazariz. Bu da A matrisinin tersinir olmayan matris oldugunu gosterir.
Teorem 2.1.7. [1] Bir 6zvektoriin sifir olmayan herhangi bir kat1 yine bir 6zvektordiir.

Ispat: Eger A matrisinin bir 1 6zdegerine karsilik gelen sifirdan farkli bir 6zvektorii x
ise, 0 zaman Ax = Ax 6zdeger denklemini yazariz. @ herhangi sifir olmayan bir skaler

olmak tizere y = ax olarak alirsak, o taktirde
Ay = A(ax) = aAx = aix = lax = Ly
yazariz.O

2.2. Graf Teoride Baz1 Temel Kavramlar

Tammm 2.2.1. [3] V = {v,, v,, ..., U, } noktalar kiimesini ve E = {e;, e,, ..., e, } kenarlar
kiimesini olusturmak ftizere bir G grafi, G = (V,E) sirali ikilisi seklinde tanimlanir.
Burada E kiimesindeki bir kenar, V kiimesindeki noktalarin bir sirali ikilisidir. |[V| = n
ve |E| = m ise G ye n noktali ve m kenarli bir graf denir. Nokta sayisina kisaca G nin

mertebesi de denir.

Tamm 2.2.2. [3] Bir grafin tiim kenarlari, bu kenarlar1 olusturan noktalardan biri ¢ikis
noktas1 digeri varig noktasi olacak bigimde yonlendirilmis ise bu grafa yonlii graf denir.

Tiim kenarlar1 yonlendirilmemis grafa yonsiiz graf denir.

Tamm 2.2.3. [3]iki nokta arasinda birden fazla kenar var ise bu kenarlara katli kenar
(multiple edge) denir. Ayni nokta iizerinde baslayip biten bir kenara ise ilmek (loop)

denir.
Tamim 2.2.4. [3] Katli kenar ve ilmek igermeyen bir grafa basit graf denir.

Tamm 2.2.5. [6] G = (V,E) grafinin keyfi iki noktasit vy, v, € V olmak iizere, bu iki
nokta arasinda bir kenar var ise bu noktalar birbirine komsudur denir ve v, ~ v, ile

gosterilir.
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Tamim 2.2.6. [6] G = (V, E) bir graf ve veV olsun. v noktasina komsu olan noktalarin

sayisina derece denir. deg(v) ya da d(v) ile gosterilir.

Tamim 2.2.7. [6] G = (V, E) grafi verilsin. V deki noktalardan en kiigiik dereceye sahip

noktaya grafin minimum derecesi denir. §(G) ile gosterilir.

Tamm 2.2.8. [6] G = (V, E) grafi verilsin. V deki noktalardan en biiyiik dereceye sahip

noktalara grafin maksimum derecesi denir. A(G) ile gosterilir.

Tamim 2.2.9. [5] Bir noktanin derecesi sifir ise bu noktaya izole nokta (isolated vertex)

ve derecesi 1 ise noktaya sarkit nokta (pendant vertex) denir.

Teorem 2.2.1. [5] G = (V, E) grafi verilsin ve |E| = m olsun. Bu taktirde;

z d(v) =2m

vev
esitligi saglanir.

Ornek 2.2.1.

Sekil 2.2.1 G grafi

Yukaridaki G grafinda v; noktasi sarkit nokta, v; noktasi izole noktadir. G grafi basit
graf degildir ¢iinkli vs noktasi ilmek (loop) icermektedir. Ayni zamanda v, ve vg
noktalar1 arasinda katli kenar (multiple edge) bulunmaktadir. Baz1 noktalarin derecesini

yazacak olursak; deg(v,) = 2, deg(vs) = 4 seklindedir.

12



Tamm 2.2.10. [3] n noktali bir basit grafta her bir nokta ¢ifti arasinda bir kenar varsa

buna tam graf denir ve K, ile gosterilir.

Ornek 2.2.2.

Sekil 2.2.2 K, Tam Grafi

Tamm 2.2.11. [3] Baslangig ve bitis noktas1 farkli olan kenar tekrarlamayan bir

yuriiylise gezi, nokta tekrarlamayan bir yiiriiyiise ise yol denir. P, ile gosterilir.

Ornek 2.2.3.

Sekil 2.2.3

Yukaridaki G grafinda v,e;v,e,v3e3v, ifadesi bir agik yiiriiylis ve yol belirtir. Ayni

zamanda G grafi basit bir graf oldugundan v, v,v5v, seklinde de yazabiliriz.
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Sekil 2.2.4

Yukaridaki G grafinda 1-2-3-4-5-2-6 ifadesi bir agik ylirlytstiir fakat nokta tekrar ettigi

i¢in yol belirtmez.

Tamm 2.2.12. [3] Baslangi¢ ve bitis noktas1 ayni olan bir yiiriiylise kapali yiiriiyiis
denir. Kenar tekrarlamayan bir kapali yiiriiylise devir; nokta tekrarlamayan bir kapali

yuriiylise ise dongti denir.

Ornek 2.2.4.
V2
e e
G: Vi &
ey €3
Vi
Sekil 2.2.5

Yukaridaki G grafinda v,e v,e,v3e3v,e,v, ifadesi kapali bir yiiriiylis ve dongii

belirtir.
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Sekil 2.2.6

Yukaridaki G grafinda 1-2-3-4-5-6-7-8-9-4-1 ifadesi kapal1 bir yiiriiyiistiir fakat nokta

tekrar ettigi icin dongii belirtmez.

Tamim 2.2.13. [3] Herhangi iki noktasi arasinda en az bir yol bulunabilen bir grafa

baglantily graf (connected graf) denir.

Ornek 2.2.6.

Sekil 2.2.7 Baglantili bir graf

Tanim 2.2.14. [3] Herhangi iki nokta arasinda yol bulunmayan graflara baglantisiz graf
(disconnected graf) denir.

Ornek 2.2.7.
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Sekil 2.2.8 Baglantisiz bir graf

Tamm 2.2.15. [6] Bir ¢ = (V,E) grafinin timleyeni G = (V,E’) ile gosterilir 6yle ki

burada Vu, v € V i¢in E' kiimesi "{u, v} € E' < {u, v} ¢ E' bi¢iminde olusturulur.

Ornek 2.2.8.

Sekil 2.2.9 G ve G graflari

Tamm 2.2.16. [3] (n + 1) noktali bir dongii grafin her bir noktasinin, bir tek noktaya
(bu nokta dongili grafa ait degildir) birer kenar ile baglanmasiyla elde edilen grafa

tekerlek graf denir. n + 1 noktal1 bir tekerlek graf W, ,, ile gosterilir.

Ornek 2.2.9.

16



SRV

Sekil 2.2. 10 . W4 4 ve W 5 graflan

Tammm 2.2.17. [3] (n+ 1) noktali bir G grafinda bir noktanin derecesi n, diger

noktalarin derecesi 1 ise bu grafa y:/diz graf denir. S; ,, ile gosterilir.

R

Sekil 2.2. 11 . §4 4 ve §1 5 graflan

Ornek2.2.10.

Tamm 2.2.18. [3] iki pargal1 bir grafta A kiimesinin her bir noktasi, B kiimesinin her bir
noktasi ile komsu ise boyle bir grafa iki par¢ali tam graf denir. A’ ya ait noktalarin

sayis1 m Ve B’ye ait noktalarin sayis1 n ise; iki pargali tam graf K, ,, ile gosterilir.
Ornek 2.2.11.

U U U3

b L Y3 V4
Sekil 2.2. 12. K3 4 iki par¢ali tam grafi
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Tamim 2.2.19. [4] Cok pargali bir grafta, ayn1 bagimsiz kiime igerisinde bulunmayan
her nokta cifti birbirine kesinlikle komsu ise bu grafa ¢ok parcali tam graf denir ve

parcalardaki nokta sayilari sirastyla my, ..., my, olmak tizere Ky, ile gosterilir.

Ornek 2.2.12.

&

Sekil 2.2. 13.Tam olmayan K 1 33 grafi

Tamim 2.2.20. [9] Dongii igermeyen, baglantili basit bir grafa aga¢ denir. Bilesenlerinin

hepsi agag olan bir grafa ise orman denir.

Tamm 2.2.21. [9] G = (V,E) bir graf olmak lizere G grafi hem katli kenar hem de

ilmek iceriyorsa G grafina pseudo graf denir.

Tamm 2.2.22. [9] Bir K, tam grafina, belirli bir noktasindan g adet sarkit kenar

eklenmesiyle olusan grafa ananas graf denir ve K;’ ile gosterilir.
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Ornek 2.2.13.

Sekil 2.2.14. K3 Ananas Grafi

Tamim 2.2.24. [12] k noktali K, tam grafinin n adet kopyasinin ortak bir noktada
birlestirilmesiyle olusan grafa arkadagslik (friendship) grafi denir. Literatiirde k-fan ,

dutch, windmill gibi isimlendirmeleri de mevcuttur. EF ile gosterilir.

Ornek 2.2.14.

Sekil 2.2. 15. Fk arkadaslik graf

Tanmim 2.2.25. [9] G = (V,E) grafinin tam olan alt grafin noktalar kiimesine klik

(clique) denir. Yani dyle bir alt graf ki tiim noktalar birbirleri ile kenar olusturur.

Tanmm 2.2.26. [9] G = (V,E) grafindaki en genis klik kiimesinin eleman sayisina

(nokta sayis1) grafin klik sayisi denir ve w(G) ile gosterilir.
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Tamm 2.2.27. [6] Herhangi bir G = (V,E) grafi i¢in V' €V ve E’' € E olmak iizere
H = (V',E") grafina, G nin bir alt grafi denir.

Tamim 2.2.28. [6] Bir grafin bileseni, herhangi iki noktas: arasinda daima en az bir yol
bulunabilen maksimal alt graf olarak tanimlanmaktadir. Baglantili bir grafta sadece bir

bilesen bulunur.

Tamim 2.2.29. [3] G grafinin noktalarindan bazilarinin ve bu noktalara degen tiim
kenarlarin silinmesiyle elde edilen alt grafa G'nin nokta indirgenmis alt grafi denir. Bazi
kenarlarinin (u¢ noktalar1 sabit birakilarak) silinmesiyle elde edilen alt grafa ise G’nin
kenar indirgenmis alt grafi denir. Nokta- indirgenmis alt grafa kisaca indirgenmis alt

graf da denir.

Tamim 2.2.30. [5] Bir G grafinda, G ’nin tim noktalarini renklendirmek igin gerekli
olan en az sayidaki renk sayisina kromatik sayr (chromatic number) denir ve X (G) ile

gosterilir. Yani komsu olan iki nokta farkli renklerle etiketlendirilir.

Lemma 2.2.1. (Interlacing) [4] n noktali bir G grafinin 6zdegerleri 1, > 1, = ... > 4,
ve bu G grafnin indirgenmis bir alt grafi olan m noktal1 H grafinin 6zdegerleri pu; >

Uy = ... = Uy, Olsun. Buna gore, i = 1,2, ... ,migin Ay_pmyi < p; < 4; Olur.

Tanmm 2.231. [4] G = (V,E) ve G' = (V',E") graflar1 igin birebir ve Orten bir
f:V - V' doniisimii asagidaki doniisiimii sagliyorsa, bu doniisiime G ve G’ arasinda bir

izomorfizma denir.
Yu,v € Vigin “u~v & f(u), f(v) € V' ve f(w~ f(v)”

Aralarinda en az bir izomorfizmanm tanimli oldugu herhangi iki G ve G’ grafina,

izomorf graflar denir ve G = G' ile gosterilir.
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Ornek 2.2.14.

Sekil 2.2. 16.izomorf graflar

2.3. Graf Matrisleri

Tammm 2.3.1 [12] Bitisiklik matrisi (incidence matrix), bir graftaki noktalarla kenar
arasindaki iligkiyi gosteren bir matristir. Matrisin satir sayis1 graftaki nokta sayisini,
siitun sayis1 graftaki kenar sayisi kadar olur. Bir G = (V, E) grafinin bitisiklik matrisi

B(G) ile gosterilir.

b = 1, eger(vi,ej)bagmtlsz varsa
Y 0, diger durumlarda

olmak tizere B(G) = [bi j] mxn Dicimindedir.

Ornek 2.3.1 Bir G grafinin bitisiklik matrisi asagidaki gibidir.

110 0 0
10 011 0
B(G)_10101
01 0 1 1

Sekil 2.3 1. Bir grafin bitisiklik matrisi
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Tamm 2.3.2. [3] G = (V, E) grafi verilsinve V = {1, ...,n} olsun. Vi € V i¢in ;

. , d(@i), egeri=jise
D(G) = [dij] nxn Oyle ki di}' = {O( ) eggeri + ]j ise

biciminde tanimlanan nxn tipindeki kdsegen matrise G grafinin derece matrisi denir.

Ornek 2.3.2.
2

300 0

0100

D@=10 0 1 o

3 _ 4 000 1
1

Sekil 2.3 2. Bir grafin derece matrisi

Tanmm 2.3.3. [3] G = (V, E) grafi n noktali ve m kenarli graf olsun. Vi, j € V igin;

a _{1, egeri ~ jise
v—o, egeri + jise

olmak tizere G grafinin komguluk matrisi A(G) = [a;;] bi¢iminde tanimlanan

n X n tipindeki matristir.

Tamim 2.3.4. [4] M(G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve I, birim matris

olmak tizere det(xI — M(G)) polinomuna G nin M(G) karakteristik polinomu denir ve

char(M(G))(x) ile gosterilir. Bu polinomun koklerinden yani M(G) matrisinin

ozdegerlerinden olusan kiimeye ise G nin M(G) spektrumu denir ve spec (M(G)) ile

gosterilir. Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de

denir.
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Tammm 2.3.5. [9] G ve G'graflar1 verilsin. spec(M(G))=spec(M(G')) ise G ve

G'graflarina, M matrisine gore kospektral graflar denir.

Ornek 2.3.3. Bir G grafinin komsuluk matrisi ve bu matrise gore karakteristik polinomu

asagidaki gibidir.
1 2
3 4
01 1 0 x -1 -1 0
{1 0 0 1 [ S R R | PO
A(G) = 100 1 char(A(G))(x) = 1 0 x -1IP* (x*—4)
01 1 0 0 -1 -1 «x

Sekil 2.3 3. G grafi ve karakteristik polinomu

A(G) nin 6zdegerleri {0,0,+2} olur. Yani spec(A(G)) = {0% +2} olur. Burada 0
0zdegeri iki katlidir.

Tanmm 2.3.7. [3] G = (V,E) grafi verilsin. A = A(G) komsuluk matrisinin keyfi bir
ozdegeri A ve bu 6zdegere karsilik gelen dzvektér x = (x4, ..., x,) T olsun. (A(G))x =

Ax esitliginden A(G) matrisinin tanimi geregi;

Axy = Z x, @W=12,..,n)

v~u

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki denklemlere G grafinin komsuluk

matrisine gore 6zdeger denklemleri denir.
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Tamim 2.3.8. [15] G grafi verilsin. A(G) nin bir 6zdegeri A ise { xeR™: (A(G))x = Ax }
kiimesi R™ nin bir alt uzay1 olur. Bu alt uzaya A nin 6z alt uzay1 denir ve {(1) yada

a6 (A) ile gosterilir.

Ornek 2.3.5. Asagida verilen G grafinin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu

hesaplayalim.

Sekil 2.3 4. G grafi

x -1 0 -1 -1
x—10—1]

-1
1 0 -1 x -1

—1
char(A(6))(x) = det(Ix — A(G)) = { 0 x -1 —1} =x5—-8x3—8x2=x(x+2)(x>—2x—4)
:1 -1 -1 -1 «x

Boylece G nin komsuluk o6zdegerleri sirasiyla /11(/1(6)) =1++/5, AZ(A(G)) =0,
23(A(G)) =0, 2,(A(G)) =1—-+525(A(G)) = =2 olur. Oz uzaylar sirasiyla
E14V5) =< x; >,800) =< x5,x3 >,§(1 —V5) =< x, > ve §(=2) =< x5 >

olur.
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Tamim 2.3.9. [8] Bir grafin S(G) = [SL- j] Seidel matris elemanlari;

0; i=j
Sy=~L i~
1; I+

olan n X n tipinde matristir. Diger bir ifade ile A komsuluk matrisi, J biitiin elemanlar1 1

olan matris ve I birim matris olmak tlizere;
S(G) =] — I—2A(G) = A(G) — A(G)

bi¢giminde tanimlanir. G nin Seidel matrisine gore Ozdegerleri 61, 6,, ... , 0, ile

gosterilir ve 81> 6, > ... > 8, seklinde siralanir. [16]

Tamim 2.3.10. [8] Bir G grafi igin Seidel enerji;

SE6) =) 16
i=1

olarak tanimlanir.

Ornek 2.3.6.

3 c 2

Sekil 2.3 5. Seidel matrisin spektrum ve enerji 6rnegi
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G grafinin Seidel matrisini asagidaki gibi yazabiliriz.

01 1 x -1 -1
S(G)=]—1—2A(G)=[l 0 1] char(S(G))(x) =|-1 x —1|=-x>+3x+2
110 1 -1 «x

S(G) nin 6zdegerleri 2, —1, —1 olur.
Yani spec(S(G)) = {2,—1,—1} olur.

S(G) nin enerjisi SE(G) = 6; + 6, + 65 = 0 olur.
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3.BOLUM

3.1. Seidel Switching

Tammm 3.1.1. [11] G = (V(G),E(G)) grafi verilsin. U W S V(G) ve UNW =0
olsun. U ve W arasindaki mevcut kenarlart silerek ve (u,w) € E(G) olacak sekildeki
biitiin u € U ve w € W noktalar1 arasina bir kenar ekleyerek G grafinin H grafina
doniistiiriilmesine, U’ ya gore Seidel switching denir. Seidel switching uygulanarak
birbirinden elde edilebilen graflara switching denk graflar denir.

Ornek 3.1.1.
1 2
T 1
L !
3 4
G
1 2 1 2 1 2
[ [}
° °
3 4 3 4 3 4
H1 Hz H3

Sekil 3.1 1. G grafina Seidel switching uygulamasi

G grafina U, = {1}, W, = {2,3,4}, U,{1,2}, W, = {3,4}, U5 = {1,4}, W, = {2,3}

olmak tizere (Uy, W) , (Uy, Wy), (U3, W3) kiimelerine Seidel switching uygulandiginda
27



H,, H, ve H; graflan elde edilmistir. G grafinin Seidel spektrumu spec{[—3]?, [1]3}
‘dir. H;, H, ve Hy graflarinin da Seidel spektrumlar1 spec{[—3]%,[1]3} olur. Yani G
grafina Seidel switching uygulanarak elde etmis oldugumuz H;, H, ve H; graflari, G

grafi ile ayn1 Seidel spektruma sahiptirler.
Not 3.1.1. [11] Seidel Switching, graflar iizerinde bir denklik bagintis1 olusturur.

Not 3.1.2. [11] G den Seidel switching yoluyla elde edilen graf H olmak {izere, genel
olarak bu graflar izomorf degildirler. Fakat A bir isaret matrisi olmak lizere S(H) =
AS(G)A oldugundan, S(H) ve S(G) benzer matrisler olur. Dolayisiyla ayn1 G ve H ayni

Seidel spektruma sahiplerdir.

Tammm 3.1.3. [11] Bir G grafi ile ayn1 Seidel spektruma sahip tiim graflar, Seidel
switching yoluyla G den elde edilebiliyorsa, G grafina Seidel spektrumuna gore

belirlenebilir (S-determined) bir graf denir.

3.2. Cok Parcali Tam Graflarin Seidel Spektrasi

Lemma 3.2.1. [11]

(a) n noktal1 null grafin Seidel spektrumu {[n — 1]%, [—1]™"1} dir.

(b) K,, tam grafinin Seidel spektrumu {[1]"*"1, [1 — n]*} dir.

(c) K, 4 parcali tam grafinin Seidel spektrumu {[p + g — 1]*, [-1]P*1} dir.

Ispat: n noktali null grafin Seidel matrisi n X n tipinde ] — I’ dir. K, tam grafinin
Seidel matrisi I —J' dir. K, ; iki parcali tam grafin spektrumu ise bos grafa switching

denk oldugundan, (a) da n yerine p + q yazarak elde edilir.o
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Sekil 3.1 2. Sirasiyla Ky U P4, K, UK, UK, , K; U H graflari

Lemma 3.2.2. [11]

(a) K, U P, grafinin Seidel spektrumu [\/—] , [01%, [\/—] V5 ~ —2,2361. olur

1471 [1 v—] L 1=V17

(b) K; UK, UK, grafinin Seidel spektrumu [ ;=

~
~

—1.561 olur.

L olur.

(c) K; U H grafinin Seidel spektrumu [H\/_ [1 )’
Asagidaki lemmada K, ., ¢ok pargali tam grafin Seidel matrisine gére Karakteristik

polinomu verilmistir. Bu polinom daha 6nce [10] da da elde edilmistir.

Lemma 3.2.3. [11] n = kp olmak iizere, n adet noktaya sahip K,, ., cok pargali tam

grafin Seidel spektrumu sdyledir;
spec(Kyp,.p) = ([2p — 1174, [-1]" 7%, [-n+ 2p — 1]* }.

Ispat: Ky p,.p grafimin Seidel matrisi (21, — Ji) ® Jp, — I, dir. 21, — ], matrisinin
spektrumu {[2]*%,[2 — k]*} dir, ], martisinin spektrumu ise {[p]*, [0]P~1} dir.
Kronecker ¢arpimin spektrumu da 21, — J, ve Jp matrisleri 6zdegerlerinin ¢arpimindan
olusur. Yani; {[2p]*~%, [0]®~ Dk, [(2 — k)p]'} = {[2p]*~%, [0]™7%, [2p — n]'} bulunur.

Dolayisiyla K grafimn  Seidel spektrumu {[2p — 1]*7%, [-1]"%,[-n + 2p —

p.D,.--P
1]* } olur.o
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Lemma 3.2.4. [11] p; =2 p; = ... 2 px = 1 olmak lizere, K

p1 s, ok K-parcall tam

grafinin Seidel 6zdegerleri A, > 1, = ... = A, ve nokta sayist n =p; +p, + ... +py

ise asagidaki esitsizlikler saglanir.

DA =242 o 24 >0> 4 =-1=4,_1 = 4,

@Q2p =124 =22p, =121, > ... 22p_1=2p,—1.
B2-kp,—1=221,=22p,—n—1

(4)Egerp; = piyq isei=1,.. ,k—1 igin 2p;_4 > A; > 2p;4, — 1 dir,

Teorem 3.2.1. [11] K, pple-pargall tam grafi ile ayni Seidel spektruma sahip bir

1,02,

graf G olsun. O zaman, G grafi da (Seidel switching’ e gore) k-pargali bir tam graf olur.

Ispat: Oncelikle, G grafinin switchinge gdre ¢ok parcali bir tam graf oldugu
gosterilmelidir. G grafindaki bir noktanin komsuluk kiimesi {izerinde uygun bigimde
switching uygulanmasiyla K; U D formunda bir graf elde edilebilir. Bu ylizden G =

K; U D oldugunu varsayalim. G nin Seidel spektrumu K, ,, . 5, ile ayni oldugundan, G

icin A,,_; = —1 dir. G nin 5 noktali herhangi bir alt grafinin 6zdegeri pu; = ... = s ise
(interlacing lemma) u, = A,_s.4 = —1 olur. Dolayisiyla, G grafi lemma 3.2.2. de
verilen K;UP,, K;UK, UK, ve K;UH graflarim indirgenmis alt graf olarak
iceremez. D' nin en fazla bir bileseninde en az bir kenar bulunmak zorundadir; aksi
taktirde K, U K,, D' nin bir indirgenmis alt grafi olur. D nin kromatik sayisim1 X(D) =t
ile gosterelim. Eger t > 1 ise, D en az bir kenara sahip (kesin olarak) bir C bilesenini
icerirse X(D) = X(C) olur. C nin nokta kiimesini V(C) ile gosterelim. u,v € V; igin
u + v ye her i # j i¢in bitim noktalarinin biri V; de digeri V; de olan bir kenar mevcut
olacak bigimde V(C) =V, UV, U ..U V; yazalm. u € V; ve v € V; komsu olsun. Eger
w EV; ve w# v ise, w~u olur. Bunu gérmek i¢in w + u oldugunu varsayalim. O
zaman C’ nin baglantililigindan, w~z ve z # u olacak sekilde bir z noktas1 mevcuttur.
v + w oldugundan D’ nin {u, v, z, w} noktalar1 tarafindan olusturulan alt grafi sunlardan
biri olacaktir: indirgenmis bir K, U K, grafi (eger sadece uv, wz kenarlarina sahipse)
indirgenmis bir P, grafi (eger u~z ve v~z ise) ya da indirgenmis bir H grafi (eger v ve

u her ikiside z'ye komsu ise). Bunlarin higbiri D’nin muhtemel indirgenmis alt grafi
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olamayacagindan, bu durum ¢eliski olusturacaktir. Boylece, v € V; noktasinin her
komsusu V; deki diger tiim noktalara da komsu olmak zorundadir. u € V; ve j # i olsun.
Benzer sekilde, V; deki her bir nokta, V; deki herbir noktaya komsu olur. Bu da V; U V;
tarafindan olusturulan indirgenmis alt grafin iki parcali bir tam graf oldugu anlamina
gelir. Bu durum, her i # j icin gegerli oldugundan C grafi t-pargali bir tam graf olur.
Yani, G grafi ¢ok pargali bir tam graf ile izole noktalarin birlesimi formundadir.
G = K, U D deki tiim izole noktalarin kiimesi U olsun. U ya goére, G lizerinde Seidel
switching uygulanmasiyla (t + 1) pargali bir tam graf olusur. Bu da G nin (switchinge
gore) r-pargali bir tam graf oldugu anlamina gelir. G deki pozitif Seidel 6zdeger sayisi

r — 1 olur. Aym1 zamanda, spec(G) = Spec(K, pp) oldugundan r —1=k—1

1,02,

yani r = k elde edilir. Sonug olarak G, k-pargali bir tam graftir.o

Teorem 3.2.2. [11] k = 3 olmak ilizere p; =2p, = ... 2pr =21, ¢ 2q, = ... =

Q= 1ve Typ; = X, q; olsun. Burada {py, ..., pi} # {qu, -, qic} 15€ Ky, p, . p,, VE

K,

41,5 ..qi &raflart switching denk degildir.

Ispat: G = Ky, p,,..p, grafinda i =1,..,k igin p; adet noktaya sahip bagimsiz her

kiimeyi V; ile gosterelim. K, . grafindaki bagimsiz kiimeleri de W; ile gosterelim.

U € UX, V; olsun. U’ya gore G grafina Seidel switching uygulandiginda G'=Kq, a5 ax
grafinin elde edildigini varsayalim. {qi,...,qx} ve {pi,..,px} birbirinden farkl
oldugundan G’'=G olur. Her bir V; kiimesini V;; =V;nU ve V;; =V;\ V;; olacak
sekilde ikiser parcaya ayiralim. Buna gore G’grafinda, V;; deki her bir nokta ile V;, deki
her bir nokta arasinda bir kenar olusur. Genelligi bozmadan, V;; # @ i¢in durumu
inceleyelim. O zaman i = 2, ...,k olmak iizere V;, kiimelerinden en fazla bir tanesi
bostan farkli olabilir. Aksini diisiiniip, i # j ve i,j =2 iken Vi3, Vj; # @ oldugunu
varsayalim. Bu durumda, bazi uygun bir 1 tamsayist i¢in V;; € W; oldugundan V;; U
Viz, G’ de bagimsiz bir kiimedir. Ayrica V;, € W;’ dir. Benzer sekilde V;, & W, olur.
Fakat V;, ve Vj, arasinda kenarlar bulunmasi, W, kiimesinin bagimsiz olmasiyla gelisir.
Boylece, 3 <i <k i¢in V;; = @ olur. Yani; 3 <i <k iken V;; =V; elde edilir. G
grafindan V;; ve V4 bos degildirler. V,, # @ olsun. O zaman, V;; U V,, bagimsiz bir
kiime olusturdugundan uygun bir [ i¢in W; tarafindan kapsanir. Ayrica V,; UV,," de

bagimsiz bir kiime oldugundan Vi, € W;" dir. Fakat V;, ile V;, arasinda kenarlar
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oldugundan bu durum bir ¢eliski olusturur. Yani V,, = @ dir ve V,; =V, bostan farkli
bir kiimedir. Vy; U V;, ve V,; U V;, kiimeleri de G grafinda bagimsiz olduklarindan ve
V,, ile V,; arasinda kenarlar mevcut oldugundan, V;, kiimesi de bos olmak zorunda
kalir. Yani V;; =V;' dir. Bu da G' = G anlamina gelir. Fakat bu durum teoremin

ifadesindeki {p4, ..., P }#{q1, ---» Qi } olmasiyla ¢elisir.o

Not. 3.1.3. [11] Biitiin iki pargali tam graflar Seidel kospektraldir. Herhangi iki adet iki
pargali tam graf switching denktir. p + ¢ = s +t = n ve {s,t} # {p, q} olacak sekilde
K, q Ve K iki pargali tam graflar {izerinde inceleyelim. p = q,s =t ve p > s olsun.
K, , grafindaki p ve q elemanli bagimsiz kiimeler sirasiyla V; ve V, ile gosterelim.
p—t=s—qvep—t>s—t=0 oldugundanp > s — q > 0 elde edilir. s — g adet
nokta igeren bir U S V; secelim. K, , grafinda U’ ya gore switching uygulanirsa,
bagimsiz kiimeleri sirastyla W; = U U V, ve W, = V; \ U olan K, iki pargali tam grafi

elde edilir.
Teorem 3.2.1 ‘ den ve yukaridaki nottan, asagidaki teorem dogrudan ifade edilebilir.
Teorem 3.2.3. [11] Her iki pargali tam graf S-determined olur.

Teorem 3.2.4. [11] p; > .. > p; =1 olmak iizere, i =1,...,0 igin s; = 3 olsun.

Buradan K, », .»,..p, Parcali tam grafi S-determined olur.

S1 Sy

Ispat: i=1,..,1 , 1y =0 olmak iizere 1; =Z§-=15j olsun. k =r; ile gosterelim.

n= Z§=1 s;p; olacak sekilde A; = ... =4, ,Kp, 5. p,..p K-parcali tam grafin Seidel

S1 Sy

Ozdegerleri olsun. Lemma 3.1.4.’den i = 1, ..., [ i¢in;
Ai=2p—-1,j=r4+1,.,1n-1,
ve

2p; —1> 4, > 2piyy — 1
olur.
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qgi=24qz; = ... =Zqy 1(;1n K

414350k parcall tam grafi aym Seidel spektruma sahip

ise; Lemma 3.2.4. (2) ‘deni =1, ..., 1 igin;
2q]—12/1]:2pl—122q]+1—1, j:Ti_1+1,...,T'i—1

olur. Buradan j=r7_;+2,..,;—1 i¢in q; =p; olur. Lemma 3.2.4. (4) ° den

Gr,_,+1 > Gr,_,+2 Yazmamiz miimkiin degildir. Aksi takdirde

ZQTi_1+1 -1 > A‘I‘i_l-l-l > qul-_1+2 -1

Olur ki bu da A, 1 =2p;—1=2q,_ ,4>—1 ile gelisir. Buradani=1,..,1 ,
j=1i_1+2,..,1;— 1igin q; = p; olur. Z;‘-;lqj — Zﬁl s;p; oldugundan, Zquri =
i—1p; ifadesini elde ederiz. Her i=1,..,1 i¢in g, <q,,_, oldufundan, ikinci

toplamlarin esitligi g,, = p; anlamina gelir.

Buradan itibaren asagida verecegimiz bilgiler K, ,, 3-parcali tam graflar ile ilgilidir.

K

pqr S-parcall tam grafinin Seidel matrisinin karakteristik polinomu [9] da da elde

edilmistir.
3.3. U¢ Parcali Tam Graflarin Seidel Spektrasi

K

p,qr 3- pargall tam grafi igin;

char(Kpqr ) = A+ 1" 3(23 + 223 —n) + (3 — 2n) + (4pgr —n + 1))

olur [11]. Boylece, Ay > A, K, 4, 3-pargali tam grafimin iki pozitif Seidel dzdegeri ve
A, ise en kiigiik Seidel 6zdegeridir. Buradan A, A4,, A, polinomunun kokleridir.

n = p + q + r olmak iizere;
B+2C-p+q+r)+2B8-2(p+q+7r)+Upgr—(p+q+1r)+1)

yazariz. Ky, , ve K 3-parcali tam graflarinin, n — 3 6zdegerinin timii —1 esit

b.q,r

oldugundan, K, , ve K,

pqr S-parcali tam graflari ancak ve ancak asagidaki iki esitlik

saglanirsa ayni Seidel spektrumuna sahip olur. [11]
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x+y+z=p+q+r 1)
Xyz = pqr )

Gozlem 3.3.1. [11] K, ;- 3-parcali tam grafinin S-determined olabilmesi i¢in gerek ve

q,r

yeter kosul (1) ve (2) esitliklerinin tek ¢éziimiiniin {x, y, z} = {p, q, r} olmasidir.

Ornek 3.1.1 Kg g1 Ve Ko, » 3-parcal1 tam graflarmin ayni Seidel spektruma sahip ancak

switching denk olmayan graflardir.

Gozlem 3.3.2. [11] x,y,z Ve p, q,r Uglilerinden x ve p’ yi birbirlerine esit aldigimizi
varsayalim. Yani x = p olsun. Buradan y, z ve q, r degiskenlerinin ¢arpim ve toplam
sonuglar1 esit olmahdir.. Boylece K, , Ve K,,, 3-parcali tam graflar1 ayn1 Seidel
spektruma sahip fakat switching denk degillerdir. Buradan {x,y, z} n {p,q,r} = @ olur.
Eger K,y , V€ Kp 4 3-parcali tam graflari ayni Seidel spektrumuna sahip ise, Kyx iy kz
Ve Kyp kqkr 3-pargali tam graflarmin da Seidel spektrumlari aynidir. Dolayisiyla her k
pozitif tamsayis1 i¢in K, ;. 3- parcali tam grafi S-determined degil ise, Kyp kqrr 3-
parcali tam grafi da S-determined degildir. Ancak tersinde bu durum gecerli degildir.
Ky, 3-parcali tam grafi, Kgs, ayni Seidel spektrumuna sahip, fakat S-determined
degildir. K, , , 3-pargali grafini iki pozitif tam sayisina béldiigiimiizde K ; ; elde edilir.

Burada K 4 ; 3- parcali tam grafi S- determined olur.

Teorem 3.3.1. [11] K, ,, 3-pargali tam grafi asagidaki durumlar saglandiginda S-

a7
determined olur.

@p=q=r
(b) p, g, r sayilar1 a asal sayisinin kuvvetleridir.
(c) maks{p, q, r} nin bir asal say1 olmasi

Ispat: (a) sarti Teorem 3.2.4.” de agiklanmustir. (b) sarti Kyy, Ve Kp g 3-pargali tam

graflar1 ayn1 Seidel spektruma sahipse 0 zaman, xyz =pqrvex+y+z=p+q+r
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oldugundan, x,y,z, den her biri a'nin bir kuvveti seklinde yazilabilir. x,y,z ve
p, q,r toplamlar1 esit oldugundan, p,q,r de a’nin ustleri seklinde yazmak tek ¢6ziim
yoludur. (¢) p = q = r ve p asal bir say1 olsun. xyz = pqr oldugundan p asali x,y,z
sayilarindan birini béler. Bu sayiya x diyelim. O zaman x = kp olacak sekilde k € Z*

bulunabilir. k > 2 ise,
3p=2p+q+r=x+y+z=kp+2

olacaktir. Yani k = 2 elde edilir. Buna gore, qr =2yz ,q+r=p+y+zveq=>q+
r—p=y+z =2z olur. Buradan, 2yz = qr = 2zr olur ki bu da y=r demektir.
Boylece, p+y=>q+r=p+y+z>p+yolur. Fakat bu da ¢eliski olusturur. Yani
k = 1 olmalidir. Dolayisiyla, {x, y, z} = {p, q, '} elde edilir.

Lemma3.3.1.[11] x>y =>zvex,y,z & {p,r}olsun.

i. p>rikenK,,,VveK,,, Seidel kospektralisex >p>y=z>rvex+y<
2p olur.

ii. Ky, ,VeKp,,, Seidel kospektral isep >x =y >r>zvex +y < 2polur.

Teorem 3.3.2. [11] a ve b iki farkli asal say1 olsun. K, 45 4 3-parcali tam grafinin S-

determined olmasi igin gerek ve yeter kosul (a, b) # (2,3) olmasidir.

Ispat: Ks 6,2 Ve Kg33 3-pargali tam grafinin Seidel kospektral dir. Bu durum . (a,b) =

(2,3) i¢in Kgp qp o 3-par¢ali grafinin S-determined olmadigini gosterir.

(a,b) # (2,3) icin inceleyelim. Lemma 3.2.5. ve (1) ve (2) esitlikleri yardimiyla,
x=y=zVexy,z¢&{ab,a} olacak sekilde K, , , V& Kgp paq 3-parcall tam graflari,

Seidel kospektral olmasi i¢in asagidaki sartlar1 saglamalidir.

x+y+z=2ab+a 3)
xyz = a3b? (4)
x>ab>y=>z>a 5)
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(4) sartina gore z, en az iki asalin ¢arpimi olamaz. Ciinkii xy en fazla {i¢ asal saymin
birlesimi seklinde olacagindan, x > y = z olmasi durumu ile ¢elisir. Bu da z nin asal
bir say1r oldugunu gosterir.(4) esitliginden z € {a, b} olur. Fakat bu durum x,y ¢
{ab, a} olmasi durumu ile ¢elisir. Bu da z = b demektir. Boylece b < a olamaz. Eger
b>aisez=b,xy=ab,x >y =bvex,y € {ab,a} oldugundan x = a3,y =z =
belde ederiz. Sart (3)’den a3+ 2b=2ab+a, yanija®—a=2b(a—1) ve
dolayisiyla a(a + 1) = 2b olur. Ancak bu, son esitlik varsayimimizin aksine a = 2
ve b = 3 oldugu siirece saglanir. Bu nedenle Kgj, pq o 3-pargali tam grafi S-determined

olur.o

Teorem 3.3.3. [11] a ve b iki asal say1 olacak sekilde p = ab ve a > b olsun. K,, ,, ; 3-
pargali tam grafi S-determined degil ise o zaman, K, , ; grafina Seidel kospektral olan

graf yalmizca K ;2 5, , 3-pargali tam grafidir. Oyle ki a = 2b — 1 dir.

Ispat: K, ile Seidel kospektral ve K., 3-pargali tam graflarinin Seidel kospektral
oldugunu kabul edersek, Lemma 3.2.5.’den x > p >y = z > 1 elde ederiz. Buna gore
xyz = a’b? , x > ab, y,z & {ab,1} ve x & {a®b?, a®bh, ab?} olur. Bu yiizden x = b?
ya da x = a? olur. x = b? oldugunu varsayalim. O zaman yz=a? ve y,z# 1
oldugundany =z =a olur. Sart (1) den b? + 2a = 2ab + 1 ifadesi
diizenlendigimizde bh? — 1 = 2a(b — 1) yani; b+ 1 = 2a bulunur. Ancak burada,
a > b > 1 oldugundan bu durum bir ¢eliski olusturur. Ayni hesaplama kullanilarak
x = a? olacak sekilde y = z = b ve a + 1 = 2b elde edilir. a = 2b — 1 olacak sekilde

Kabbaa V€ K 42  , 3-parcali tam graflarinin Seidel spektrumlari aynidir.o

Teorem 3.3.4. [11] Eger q < 4 ise K, 51 S-determined olur. g > 4 olmak iizere, K, ;1
3-pargali tam grafi S-detemined olmamasini saglayan bir p pozitif tamsayist daima

vardir.

Ispat: Sart (1) ve (2) den;
x+y+z=p+q+1 (6)
Xyz = pq (7)
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olur. Burada x >y = z, p,q,1’ den farkli bir ti¢liidiir ve y = z > 2 dir. Teorem 3.1.4.
(c) sartindan x’ in asal olmamasi durumunu inceleyelim. (6) sartini q ile garpip pq’ yu
xyz ile yer degistirirsek, g(x + y + z) = xyz + q° + q elde ederiz. Boylece q(y + z —
q—1)=x(yz—-q)dir.y >z =>2,yz >y + z oldugundan;

x(yz—q)<q(yz—q—1) (8)
elde edilir.

Teoremin ilk kismi i¢in incelemeye devam edelim. g < 4 i¢in, x > y > z esitsizligini
saglayan x,y,z lerin varoldugunu kabul edelim. y,z > 2 oldugundan, yz > 4 > q ve

yz # q elde ederiz. Béylece yz > q olur ve;

yz—q—1
x<g—mM8<
q A q

elde edilir. ¢ < 4 oldugundan x asal olur ve bir geliski elde ederiz.

Teoremin ikinci kismin ipatinda g > 4 i¢in inceleme yapalim. Burada g tek sayi ise,

K g1y ) ve qu_—1 a-1,, 3-parcalt tam graflar1 ayni Seidel spektrumuna sahiptir. Bu
T'qr 2’2"’

sonug Ozellikle, ¢’ nun asal oldugu durumlar1 kapsar. ¢ = ab ise, burada a > 1 ve
b > 2 olur. Burada p = (b—1)(ab—a—b+2) alirsak, K, , Ve K, ;1 3-parcal
tam grafinin ayn1 Seidel spektruma sahip olmasi i¢in x = b(ab —a),y=b—1,z=a

olur.

Sonu¢ 3.3.1. [11] Herhangi bir n > 3 tamsayisi i¢in, nokta sayisi n ye esit olan S-

determined 3-pargali tam grafi daima vardir.

[11] da nokta sayist n olan 3-parcali tam graflar {izerinde bilgisayar yardimiyla

incelemeler yapilmistir ve agagidaki gozlemler elde edilmistir.
n < 13ve n =15n = 18 iken S-determined olur.

n = 13,14,16,17 iken S-determined olmayan 3-pargali tam graflar mevcuttur. Elde

edilen ornekler agsagidaki gibidir.
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n = 13 i¢in Kq 5 ,, K¢ 61 Seidel kospektraldir.
n = 14 i¢in Kg 3 3, K¢ 6 » Seidel kospektraldir.
n = 16 i¢cin Ky 5 », K13 3 Seidel kospektraldir.
n = 17 i¢in Kq 4 4, Kg 6 3 Seidel kospektraldir.

n="7k —a, a € {1,2,3,4,5,6,7} i¢in [3] de yapilan incelemeler sonucunda ayni ¢arpim
ve toplama sahip («, 3k, 4k — 2a) ve (2a, k, 6k — 3a) say1 tgliileri elde edilmistir. [3]
de n ¢ {22,24,30,36,42} iken bu sayr iglilerinin birbirinden farkli oldugu
gosterilmistir. n € {22,24,30,36,42} i¢in agagidaki hesaplar yapilmistir.

n =22 i¢in 9,8,5 ve 10,6,6 olur.
n = 24 ic¢in 12,10,2 ve 16,5,3 olur.
n = 30 i¢in 20,7,3 ve 21,5,4 olur.
n =36 i¢in 21,13,2 ve 26,7,3 olur.
n =42 icin 24,16,2 ve 32,6,4 olur.

Boylece her n > 13 i¢in, n # 15 ve n # 18 olacak sekilde n adet noktaya sahip S-

determined olmayan 3-pargali tam graflari mevcuttur.
3.4 Ananas ve Arkadashk Graflarimin Karakteristik Polinomlari

Onerme 3.4.1. K;,I ananas grafinin Seidel matrisine gore Kkarakteristik polinomu

asagidaki gibidir.
char (S(Kg)) W)=(C+DIx-1DP2(x2+(p—q—2)x—(p—3p+2pg—1)

Ispat: K;’ ananas grafinin Seidel matrisi agagidaki formda yazilabilir.
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0 17 17
S(ky) = |—1 I =Dep-vxe-1  Jo-1)xq

I
l_l ]qx(p—l) (]_I)qqu

Buna gére S(K,)+ 1 matrisinde g + 1 adet ayn satir; S(K,1) — I matrisinde ise
p — 1 adet ayn1 satir bulunur. Bu da sirasiyla (x + 1)7 ve (x — 1)P~2 polinomlarinin,
S (Kg ) matrisinin karakteristik polinomunun birer ¢arpani olmas1 demektir. S (Kg )

matrisinin bir esit pargalanisi

bi¢iminde olur. Bu matrisin karakteristik polinomu char(P)(x) = (x + 1)[x? +

(p —q — 2)x — (p — 3q + 2pq — 1)] olur. char(P)(x) \ char (K )(x) oldugundan,
char(K7)(x) = (x + D9(x — 1P 2[x* + (p —q — 2)x — (p — 3q + 2pq — 1]
elde edilir. o

Onerme 3.4.2. EF arkadaslik (friendship) grafinin Seidel matrisine gore karakteristik

polinomu asagidaki gibidir.

char(S(EFN(x) = (x — D" * D (x + 2k = )" x2 - (1 + (n —2)(k — 1))x —
n(k —1)]

Ispat: E¥ grafimin Seidel matrisi asagidaki formda yazilabilir.
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[ 0 —17 —17 —1T
-1 (=D-Dk-1 Jie Jie
-1 Jx (I = Dk-1k-1) Jk
-1 Jx Jk Jk
S(Fnk):
-1 Jx Jk Jk
-1 Jk Ji o U= Di-oxte-0d 1y ey

Burada S(E¥) — I matrisinin n(k — 2) + 1 adet satirmin ayni oldugu goriiliir. Yani
(x — 1)™*=2) polinomu, S(EX) matrisinin karakteristik polinomunun bir ¢arpanidir.

S(EF) matrisinin bir esit parcalanis,

[0 1-k 1-k 1—-k]

-1 2-k k-1 k-1

-1 k-1 2-k k-1
Q=

-1 k-1 k-1 2—k

“(n+1)x(n+1)

bigiminde yazilir. Buradan, Q matrisinin karakteristik polinomu, char(Q)(x) =
(x4 2k =3)"1(x2 — 1+ (n—2)(k — 1)x — n(k — 1)) olur. Q matrisinin
karakteristik polinomunun , S(EX) matrisinin karakteristik polinomunu bdlmesi

gerektiginden,

char(S(F)) () = (x = )"*=2(x + 2k — 3)" 1 [x? = (1 + (n = 2)(k — Dx -

n(k —1)]

olur.
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4. BOLUM
TARTISMA, SONUC ve ONERILER

Bu tez caligmasinda matematikte ve miihendislik alanlarinda, 6énemli bir yeri olan graf
teori konusu cebirsel olarak ele alinmistir. Calismamizda graflar iizerinde tanimlanan

Seidel matris en genel haliyle incelenmistir.

Bir grafin Seidel spektrumu, o grafa switching uygulandiginda elde edilebilen her bir
graf ile ayni olur. Dolayisiyla, bir grafa Seidel spektrumu ile belirlenebilir ya da kisaca
S-determined diyebilmek i¢in gerekli kosul o graf ile ayn1 Seidel spektruma sahip olan
herhangi bir grafin yine o graftan Seidel switching uygulanarak elde edilebilmesidir.
Cok parcali tam graflarin S- determined olup olmadiklarina dair giincel bir ¢alisma
Berman v.d. tarafindan yapilmustir. [11] > de elde edilen bulgular bu tez ¢alismasinda

detayl1 bir bicimde incelenmistir.

Ayrica bu tez calismasinda ananas ve arkadaslik graflarinin Seidel spektrumlari
incelenmis ve bunlarin  genel formlarinin Seidel karakteristik polinomlari
hesaplanmistir. Bu hesaplar yapilirken ananas ve arkadaslik graflarinin Seidel
matrislerinin 6zel bigimde bloklanabilir olmasindan faydalanilmistir ve esit pargalanis

metoduyla bu polinomlar agsagidaki bi¢imde elde edilmistir.

Onerme 3.4.1. ’den
char (S(Kg)) ) =C+DIx—1D)P2x*+(p—q—2)x—(p—3p+2pqg—1)
Onerme 3.4.2.” den

char (S(EF))(x) = (=DM D(x + 2k = 3" x2 - (1+ (n—2)(k — 1))x —
n(k —1)]

Ozel graf tiirlerinin (ananas, arkadaslik, cok parcali tam graf v.b. ) S-determined olup
olmadiklarma dair literatiirde ¢ok sayida calismanin olmadigi; bu tez ¢aligmasi
esnasinda yapilan aragtirmalar ve incelemeler sonucunda goriilmiistiir. Dolayisiyla bu

konuda calismalarin yapilmasinin, literatiire katki saglayacagi gézlemlenmistir.
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