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OZET

KUAZi OPTIGIN DURGUN OLMAYAN DENKLEMI i¢cin BASLANGIC SINIR
DEGER PROBLEMLERININ SONLU FARKLAR YONTEMIYLE COZUMU

Bu tezde Kuazi optiginin durgun olmayan denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger
problemlerinin sonlu farklar yontemiyle ¢6ziimii ele alinmistir. Bu calismanin 3.1.
bolimiinde Fonksiyonel uzayda kararsiz ekstramal problemi tanimlanarak bu probleme
ait genellestirilmis ¢oziimlerin varligi ve bu teknige ait hilkkmiin ispati verilmistir.
Devaminda problemle ilgili 6rnekler verilip ¢oziimler yapildiktan sonra probleme ait
teoremler verilip bu teoremlerin ispati yapilmistir.

Calismanin 3. boliimiinde ise 2. Cesit baslangi¢ sinir deger problemi tanimlanarak
bu probleme ait fark semasinin ¢6zliimii igin kararlilik kestirimi elde edildi ve bu kestirim
kullanilarak fark semasinin hatasi degerlendirilmistir. Son olarak 1. ve 2. Cesit baslangig
sinir deger problemlerinin niimerik ¢ozlimleri i¢in algoritma verilmistir. Verilen

algoritmalar ile fonksiyonlarin minimize edilebilmesi igin fO(X,u,t) , f(X,u,t)
fonksiyonlarmin ¢ dogrulukta verilmesi T, [U,J]fonksiyonlarlmn yerine T, [U,J 5]

fonksiyonlarinin minimizasyonunun gerektigi gosterilmistir.

2020, 30 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kuazi Optik, Smir Deger Problemi, Sonlu Farklar Yontemi,
Schrodinger Denklemi, Fark Semasi, Yakinsama, Hata



ABSTRACT

SOLUTION of INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS by FINITE
DIFFERENCE METHOD for NON-STATIONARYEQUATION of QUASI
OPTICS

In this thesis, the initial boundary problems are studied for non-stationary equation
of quasi optics. In the 3.1. section, describing first-type initial boundary value problem a
difference scheme belong to this problem is constituted. A stability estimation is obtained
for the solution of difference scheme using Cauchy-Bunyakovskii’s inequality and
Gronwall’s lemma. Using the stability estimation an estimation for the error of difference
scheme is obtained.

In the 3.2 section, describing the second-type initial-boundary value problem a
stability estimation for the solution of difference scheme belong to this problem is
obtained. The error of difference scheme using obtained estimation is evaluated.
Consequently, an algorithm is given for the numeral solutions of first and second-type
initial-boundary value problems.

2020, 30 Pages

Key Words: Quasi Optics, Boundary Value Problem, Finite Difference Method,
Schrodinger Equation, Difference Scheme, Stability, Convergence, Error
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yanimda olan ve varligi ile benim i¢in énemli bir rol model olusturan, yiiksek lisans tezi
olarak sundugum bu calismamda bana 6n ayak olup; calismam sirasinda yardimlarini
esirgemeyen danisman hocam Prof. Dr. Biinyamin YILDIZ ’a ve Mustafa Kemal
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1. GIRIS

Duragan olmayan kuazi optik denklemi i¢in identifikasyon problemleri genellikle
homojen olmayan ortamda 1sik huzmesinin dagiliminin incelendigi lineer olmayan
optikte ortaya cikar. Bu problemlerde bilinmeyen fonksiyonlar genellikle 151k dalgasinin
dagilma ortaminin kirilma ve emilme gostergelerinin yani sira dagilan dalganin baslangic
faz1 da ola biliyor (Yagubov, 1994). Daha Oncesinde duragan olmayan kuazi optik
denklemi i¢in identifikasyon problemleri, 6rnegin (Din N.H; lyosida, K., 1980)
calismalarinda ve digerlerinde ele alinmistir.

Bu calismada; duragan olmayan kuazi optik denkleminin kompleks degerli
katsayisinin bulunmasi problemi ele alinmistir ki, burada kompleks katsayinin reel kismi
homojen ve lineer olmayan ortamin kirilma gostergesi, sanal kismi ise emilme
gostergesidir ve ancak uzay degiskenlerine bagimlidir. Bu durumda kullanilan nitelik
kriteri tiim bolge iizerinden gézleme dayali fonksiyoneldir. Bu arada sunu da ifade etmek
gerekir ki duragan olmayan kuzi optik denklemi igin bu g¢aligmadaki identifikasyon
problemi formiilasyon agisindan onceki (Din N.H, 1986; Ilyosida K., 1980)
caligmalarindan ve digerlerinden ayrilmaktadir. Bu sebeple, duragan olmayan kuzi optik
denkleminin kompleks katsayisinin bulunmasi ilizerine bu calismadaki identifikasyon

probleminin arastirilmasi biiyiik bir ilgiyi hak etmektedir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu boliimde tez’de kullanacagimiz temel tanimlar ve kavramlarin kisa bir 6zeti

verilecektir.

I‘2(0’€)Hilbert Uzayidir. Elemanlari, bu sembol ile (O’g)arahgl

Tanmm 2.1 :
tizerinde Olgiilebilen ve mutlak degerinin Kkaresiyle integrallenebilen fonksiyonlar

uzayidir. Asagidaki sekilde ifade edilirler.

<u,v>L2(0‘k) = _fu(x)V(x)dx

||u||L2(0,/f) - <U, u>|_2(o,/;)

Loo(O,f)

Tanim 2.2 : Banach uzay1 ve elemanlari da(o’ g) araliginda 6l¢iilebilen

ve sinirlanabilen fonksiyonlar uzayidir. Buda asagidaki sekilde ifade edilir

Jull,..o,, = vriamax|u(x)|,x € (0, ¢) = esssup

. Wzl(O.f) o
Tanmm 2.3 : Sobolev uzaydir. Elemanlar1 ve elemanlariin x'e gore
. L0
birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri yani Lebesgue uzaymndan olan
fonksiyonlar uzayidir. Bu uzaya Hilbert uzay1 da denir. Bu uzay, asagidaki sekilde ifade
edilir:

/

(8000 =] {u(x)wx) ) dv(x)}dx,

w3 (0.0)

”u”w;(o,r;)= <u’u>w§(o,r¢)
L1
— 1
Bu ifadede v (X)fonksiyonu V(X) ‘in karmasik saylsldlr.W2 (0’ f) uzaylw2 (0' g)

uzaymin alt uzayidir. Elemanlar1 da 0 ve ¢ noktalarinda 0'a esit olur.



Tanim 2.4 :W,’ (0, /) Hilbert ve Sobolev uzayidir. (0, /) araliginda tanimlanan

du d%u du®
dx dx? dx®

uzaydaki i¢ carpim ve norm asagidaki gibidir.

elemanlarin u=u(x) fonksiyonlaridir ve u, — el, (0, 1 ) seklindedir. Bu

r&dlu(x) div(x)
d ’
Wz(Of) .([; dXJ dXJ X
||U||Wg(o,/;)= <u’u>w§(o,f:)

Tanim 2.5 :Wzo'l(Q) uzay1 Sobolev uzayidir. Elemanlar1 ve elemanlarinin t’ye

gore 1.dereceden genisletilmis diferansiyeli L, (€2) Lebesgue Fonksiyonlar uzayidir. Bu

uzaym norm ve i¢ ¢arpimi alttaki sekilde ifade edilir:

(W,V>ng1(g) 4 J{W(X’t)v(x’t)Jr 8‘/’(;“) avgt(’t)}d)(dt’

Q

[ o0 = ¥ ¥ gy -

Tanim 2.6 : W, (Q) uzay1 Sobolev uzayidir. Elemanlar1 ve bu elemanlarinin x’e

gore 1. Dereceden diferansiyeli L, (Q) ‘den fonksiyon uzayi olup ayn1 zamanda Hilbert

uzayidir. I¢ garpim ve norm alttaki formiilde gésterilmistir:

W) o :J.{y/(x,t)v(x,tﬁaw(x’t) ng’t)}dxdt,

o OX

10200y = V¥ Dt

. 10 . 21

W, (Q)uzayiW, (Q)uzaymn alt uzay: olup, Q dikdértgenin ya taraflarinda

sifira esittir.

Tanim 2.7 :W22’1(Q) hem Hilbert hem de Sobolev uzayidir. ElemanlariQ

bélgesinde tammli yle w(x,t) fonksiyonlardir.



oy 0w Oy
1T 1 T L Q
PP (2)

Ozelliklerini saglar. Buradaki i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibidir:

Wb = 1//(x,t)¢7(x,t)+ay/6(;’t) acZéz,t)ﬁzy;)((;(,t) azi(;,t)+ay/(x,t) aﬁ(x,t)}dxdt

Q

”W”wzz*l(g): <l//’l//>W22'1(Q) )

. 21

21
Wo (Q) Uzaylw2 (Q) uzayinin alt uzayidir ve elemanlari Q dikdortgenin yan

tarafinda sifirdir.

2,0,0
Tanim 2. 8 : 2 ( ) uzay1 elemanlar1 ve elemanlarinin x degiskenine gore 2.
o L(Q) . |
Dereceden genisletilmis tiirevleri dan olan fonksiyonlar1 Sobolev ve Hilbert

uzayidir. Bu uzay alttaki sekilde ifade edilir:

B oy 0D O’y 0°D
<‘//aq)>wzz,o,o(g) = I|:l//(b +§&+ axz a)(z dxdtdz ’

Q

”W|L/v22*°v°(g) - <l//’l//>wzzr°'°(§z) < Fo .

WYH(Q) ,
Tanim 2.9 : 2 elemanlar1 ve elemanlarinin t ve z reel sayilarina gore

difrensiyeli L (Q) > den fonksiyonlarin Sobolev ve Hilbert uzayidir. Bu uzayn i¢ garpimi

ve normu altta gosterilmistir:

_ oy 0d Oy oD
[

Q

} dxdtdz

”l//”wzovlvl(g) - <l//’w>w2°vlvl(g) < Ao

W22,1,1 (Q) =\/\/22,0,0 (Q) mW20,1,1 (Q) dir
, 211

211
Wo (Q)Uzaylwz (Q) uzayinda alt uzaydir. Elemanlari (O’E) sinirlarinda sifir olur.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Problemin Formiile Edilmesi

Farz edelim ki D bélgesi n -boyutlu kadar boyutlu E" - Oklid uzaymnim sinirl
bolgesi, T'ise D bolgesinin yeterince diizgiin sinr1 olsun; mesela T < C?, T >0, L>0
verilen sayilar, 0<t<T,0<z<L, X =(X;,X,,...,X, )- noktast D bolgesinin keyfi
noktast olsun, Q, =Dx(0,t) Q, =Dx(0,2), Q, =Dx(0,t)x(0,2)Q=Q,,,
S, = Fx(O,t)x (O, z); S=S5;; Ck([O,T], B)- Banach uzay: olup, elemanlar1 degerlerini
B Banach uzayindan alan ve [O,T ] araliginda tanimh k >0 kez siirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlardir, L,(D) ise p>1 dereceden integrallenebilir fonksiyonlarm Lebesgue
uzayidir;

W, (D),W,"(Q),p=1, k>0, m>0 - Sobolev uzaylari olup, tamimlari 6rnegin [6]

calismasinda verilmistir; W 20’1’1 (Q) -Hilbert uzayi olup, elemanlar1 ve onlarin Z_Ltj Z—u
VA

genellestirilmis tirevleri L, (Q) uzayindan olan U= u(x,t, z)fonksiyonlarmm Sobolev

uzayidir, burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

_ou,ou, oy aﬁzj
U, U, hoowoy = || U0, + ——=+——= (dxdtd
( 1 2)N2 (@) i( 142 ot ot oz oz Z

s = 0 gy <o

WZ'O’O(Q)- Hilbert uzay1 olup, elemanlar1 ve onlarin a—u, j=1Ln,
2 OX i

o%u
axjé’xp

v p=1,_n genellestirilmis tiirevleri LZ(Q) uzayina ait olan u:u(x,t,z)

fonksiyonlarmin Sobolev wuzayidir, burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:

n T n 2 2—
Uy, Uy hyz00(0 :j u,d, + o My > o, o7, dxdtdz,
o 7T OX; OX;  [5H10X;0X, OX;0X,
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0 211

W2HH(Q) = W20 (Q) WM (Q): W, (Q) uzayt W(Q)uzaymmn alt

0
uzaylaridir ve bu uzayin elemanlar1 S =T x (O,T)x (O, L) iizerinde sifira esdegerdir; V

sembolii hemen hemen her yerde anlamina gelir. Asagida her yerde degerlendirilen

miktarlardan bagimsiz sabitleri ¢, j =0,1,2,... ile gdsterecegiz.

Durumu asagidaki duragan olmayan lineer kuazi optik denklem ile tanimlanan bir

stireci diistinelim:

v . 0y K 0 oy
+|a0§—za(ajp(x)a—xj+a(x)yx+

Jip=1 &R

+, (X)y +iv, (X)w = f (x,1,2), (x,t,2) eQ (3.1)

Burada | =+—1 sanal birimdir, l//=l//(X,t,Z) dalga fonksiyonu olup, “ z”

ekseni boyunca dagilan 151k dalgasinin elektrik alaninin kompleks genisligidir, a, >0-

verilen say1, a;, (X) j,p=1n, a(x) reel degerli Olciilebilir siirli fonksiyonlar olup,

(%)

oa,
oOl¢iilebilir sinirlt T, j,p =1,n tiirevlere sahip olup, asagidaki sartlar1 saglar:

p(x) =25 () J.p =121, 1 \5\ <Ya, (x)E,Z, <
i1

SMZKMVQE 0

= C, j=12,..,nVeD,u,,u =const>0; (3.2)

aa()

> <,uz,‘v’XeD j,p.l=1,n, , =const>0
|

; (3.3)

0
0<a(x)< g, VxeD, u, =const>0; (3.4)

f (X,t, Z)kompleks degerli Olctilebilir fonksiyondur, ayrica asagidaki sart1 saglar:



f EWzo’lyl(Q). (35)
v, (X) A (X) ise bilinmeyen katsayilar olup, sirasiyla 151k dalgalarinin dagilim

ortaminin kirilma ve emilme indisleridir ve ya gostergeleridir.
Farz edelim ki (1.1) denklemi i¢in asagidaki baslangi¢c ve sinir deger sartlari

sunulmus olsun:

z//(X,O,Z):goo(X,z), (X1Z)€QL1 (3.6)
v (x,1,0)= @ (x.1), (xt)eQy, 3.7
vl =0 (3.8)

Burada ¢, (X, Z) - 151k dalgasinin elektrik alanin baslangic kompleks genisligi,

) (X,t) ise 151k dalgasmin baslangi¢ faz profili olup verilen fonksiyonlardir ve agsagidaki

sartlar1 saglar:

21
0 0 21

oWz (QU) , cw, (0,) (39)

Bizim amacimiz, bilinmeyen katsayilar olan Vv, (X) A (X) fonksiyonlarini 151k

dalgalarmin y = y(X,t, Z) dagiliminin elde edilmesi yoluyla, bagka bir deyisle asagidaki

ek sart altinda bulmaktir:

w(xtz)=y(xt2) (xtz)eQ (3.10)

Burada y(x,t, Z)- verilen kompleks degerli fonksiyon olup, asagidaki sart1 saglar:

yeL,(@) (3.11)

Farz edelim ki v = (v,,V, ), V, =V, (X), vV, =V, (X) fonksiyonu su kiimede aranacaktir:



0
m=0,1, VxeD

V ={v=(v,v,) v, €L,(Q), v, (x) <D, (3.12)

Burada b, >0, m =01-verilen sayilar olacaktir. Tanimlanan V kiimesini olasi
elemanlar kiimesi adlandiracagiz. V kiimesi iizerinde v = (V,,V, ) 'nin (3.1), (3.6)-(3.8),

(3.10) sartlar1 altinda bulunmasi problemi ters problem veya (1.1) duragan olmayan
kuazioptik denklemi igin ters problem veya identifikasyon problemidir. Bu problemin

varyasyon formiilasyonu

3, (V)=lw-y i(g) +a||v—a)||i| (3.13)

FonksiyonelininV  kiimesi tizerinde (3.1), (3.6)-(3.8) sartlar1 altinda
minimumunun bulunmasidir. Buradaa > 0- verilen say1, @ =(w,, ®,) € H - verilen
eleman, H = LZ(D)X LZ(D)’dlr. Asagida bu varyasyon formiilasyonu, bagka deyisle
(1.13) foksiyonelinin V kiimesi tizerinde (3.1), (3.6)-(3.8) sartlar1 altinda minimumunun
bulunmasi problemini inceleyecegiz ve bu problemi (3.1), (3.6)-(3.8), (3.13)
identifikasyon problemi adlandiracagiz.

Her bir v eV icin (3.1), (3.6)-(3.8) sartlarndan w =w(xt,2)=w(x.t,z;v)
fonksiyonunun bulunmasi problemi duragan olmayan kuazi optik denklemi i¢in baslangig

sinir deger problemidir. Her bir V €V i¢in (3.1), (3.6)-(3.8) probleminin ¢dziimii olarak

0 211

W (Q) uzayina ait olan hemen hemen her yerde (X,t,Z)eQ icin (3.1), (3.6)-(3.8)

0
sartlarint  saglayan, baska bir deyisle V(X,t,z)eQ icin (3.1) denklemini,

0

V(X, Z) eQ,, g’(x,t) € Q. sirastyla (3.6), (3.7) baslangig sartlarini ve @(f,t, Z) €S iginise
(3.8) sinir deger sartlarini saglayany = w(x,t, Z) = y/(x,t, Z;V) fonksiyonu anlagilmaktadir.

Su da not edilmelidir ki, (3.1), (3.6)-(3.8) bigiminde baslangi¢ smnir deger
problemi 6nceden (Ladijenskaya, 1976) ¢calismasinda incelenmis ve Galerkin metodu ile
duragan olmayan kuazi optik denklemi icin baslangi¢ sinir deger problemlerinin
¢ozlimiiniin varhigr ve tekligine ait teoremle ispatlanmistir. Bu teoremlerden 6zel durum

olarak asagidaki hiikiim elde edilir:



Teorem 1: Farz edelim ki, a,,(x), j, p=1n, a(x), f(xt,z), @,(x2). @ (xt)
fonksiyonlari (3.2)-(3.5), (3.9) sartlarin1 sagliyor olsun ve D bolgesinin sinir1 yeterli

kadar diizgiin olsun. Bu takdirde (3.1), (3.6)-(3.8) baslangi¢ sinir deger probleminin her

0 211
VeV icin W» (Q) uzayna ait olan tek bir ¢oziimii vardir ve bu ¢oéziim igin

asagidaki kestirim gecerlidir:

ol sco[n%niz,l ol I o j
w2 (@) w2 (Q) W2 (Qr) w2 (@) ]

(3.14)

Burada c, >0 sabiti ¢,,¢, ve f’ e bagh degildir. Bu teorem sunu ima

etmektedir ki, (3.13) fonksiyoneli, her verilen vV €V i¢in (3.1), (3.6)-(3.8) baslangig sinir

deger probleminin ¢6zliim siniflar1 igerisinde anlam ifade etmektedir.



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Fonksiyonel uzaylarda Karasiz Ekstramal Problemler

J (u) Fonksiyonunun, B metrik uzayinin bir U kiimesinde tanimli fonksiyonel En

basit sonlu optimallestirme problemlerin f(x) fonksiyonunun X  R"kiimesinde en

kiiglik degerinin bulunmasi olarak ifade edilir ve
f(x)—>inf, xeX (4.1)

Olarak yazilir.

Sonsuz boyutlu uzaylarda ise bu problem sembolik olarak B metrik uzayinin U alt

uzayinda tanimli J (u) fonksiyonlarinin bulunmasi olarak ifade edilir ve
J,=infJ(u),ueuU
Olarak gosterilir. Burada ayrica
U,={u:ueu,J(u)=1,}

Noktasinda bulunmasi istenir.
1
Ornek 4.1: Farz edelim ki, J(u):J.uz(t)dtfonksiyonunun [0,1]
0

noktasindaalan1 en aza indirelim. Gorilir ki J, =inf J (u) =0=J (0) veU, ’nun tek

minimum nokta sayisiU, =U, (t):OeIementinden ibarettir. Yani U :{u*}, J, =

=] (u*) =0 oldugu agiktir. Asagidaki diziyi ele alalim

1
1-|2kt -1, 0<t<—
u, (1) = {112 “k

0 1k <t<1 k=12,...

Burada {Uk (t)} i¢in bir minimizasyon dizisi oldugunu gosterelim. Ger¢ekten de
Yk

j)'u Il |2kt — ]4)

1k
= J'[1—2|2kt—]4+(2kt—1)2}dt=i—>0 , k>
0
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Anlamina gelir l!im J (u) =J, =0 Dolaysiyla

Lm”uk Uiy = l!m rorltas)l( Uy (t)_u* (t)‘ -
= limmax|1—|2kt —1] =1=0.
k—o0 0<t<1

Bu nedenle bu islevsellik i¢in minimizasyon dizisi her zaman ona minimum degeri
veren elemanda toplanmaz. Matematiksel programlama ve optimal kontrol i¢in bu tarz

ornekler asagida gosterilecektir.

Tamim 4.1: (3.1) 6rneginde ki J, > —oo problemi i¢in U, # & olsun. Rastgele bir

U, Minimum dizisi noktalarin ¢oguna yigilirsa buna diizgiin konmus ekstramal (son

derece diizeltilmis) problem denir.

Eger bu tanimdaki herhangi bir kosul saglanmaz ise (3.1) problemine korrekt
olmayan problem denir. Eger bu minimallastirici dizisinin minimumunu veren
elementlerin ¢oguna yigilmalar olursa buna kararsiz problem denir.

Eger ekstramal problemin bir ¢6zliimii varsa ve bu ¢6ziim karali yapida ise buna
diizgiin problem denir.Dilizglin koyulmus ekstramal problemlerde minimallastiric
dizilerin yeterince biiylik numarali elementlerini ayni problemlerin yaklasik bir ¢6ziimii
olur. Fakat kararsiz problemlerde bu tiir eylemler yanlis sonuglara yol agabilir. Bu sebeple
diizgiin olmayan problemleri ¢dzmek igin 6zel yontemlerden faydalanmak gerekiyor. Iste
bu yontemlerden biri de yukarda anlatigimiz regulastirma yontemidir.

Tanimm 4.2: Eger minimallagtirici diziler kompakt ¢okluga dahil edilirse ona
regulastirilmis minimallastiric1 dizi denir.

Minimallastiric1 dizilerin en 6nemli 6zelliklerinde biri de, eger integrallenebilir

bir minimum fonksiyonel elementin tek bir element alinirsa onda regulastirilmig

minimallastirict  dizinin elementine aynen dyle yigilir. Gergekten de{u,} dizisi
rugulastirilmis minimallastiricilik dizisidir. {uk } Kompakt dizisi ¢okluga dahildir denir.

Bu diziden {u, }alt dizilerini ayirmak miimkiindiir. Bu alt dizilerde belliu, elementine
y1gilir. Bu p(u,uo)metriginin u ileilgili lim p(ukn,uo) =0 degismez oldugu anlamina

gelir. Diger taraftan J (u) fonksiyonu integrallenebilir oldugundan
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J, SJ(uo)zliﬂ p(ukn)zJ* 42)

Olur. Buradan J(u,)=J, ve u, elementi J(u)fonksiyonun minimum noktasidir.
Kosula gore fonksiyonun tek noktasidir. Denmelidir ki u, =u, igin !m p(uy,u,)=0
olur.

Burada da goriildiigii tizere {u,} dizisi istenilen yigilan alt dizinin limiti u,
elementine yigilir.d, = p(uk,u*), k=12... sayisal diziye bakalim. Burada dizinin

istenilen noktadaki sagdan ve soldan limitleri sifir oldugu goriilir. Matematiksel

analizden de goriildiigii iizere sayisal dizilerin yigilmasi i¢in énemli ve tek kosul bu

dizinin sagdan ve soldan limitlerinin var ve esit olmasidir. O halde {dk} sayisal dizisi
y1gilma noktasi vardir. Ve y1gilma noktasi sifir olacak bir {uk } dizisi var ve u, elementine

yigilir. (4.2) taniminda da goriiliiyor ki J (u) fonksiyonlu regulastirilmis minimallagtirict

dizinin rastgele limit noktasinda en kii¢iikk degerini alir. O halde (4.1) probleminin
¢Oziimii icin regulastirilmis minimallastirict dizisini olusturmak yeterlidir. Bu amagcla

stabillestirici fonksiyonun kavramini tanimlayalim.

Tanim 4.3: Farz edelim ki Q(u)) fonksiyonu U, cU c B kiimesinde atanmis bir
fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar1 saglar
1) Q(U)ZO , uelU,
2) Rastgele ¢ > Osabit sayisi i¢in Q(u) = {u ueU,, Qu)< C} kiimesi B uzaymda

kompaktir.
3) U, =U, U, kiimesinde bos degildir

Burada Q(u)fonksiyonuna (4.1) problemini igin stabillestirici fonksiyon denir. Simdi

stabillestirici fonksiyonlarla ilgili problemleri gosterelim.

Ornek 4.2: Farz edelim (4.1) probleminde B=C[ab] , U < Bkapali ve bos
olmayan U, kiimesi olsun. Farz edelim ki U, ‘a dahil olan bir u, =u, (t)elemam var ve

bu eleman u*eWZl(a,b) bulunur ki bu eleman Wzl(a,b)kendisi ve genellestirilmis
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tirevleri L, (a,b) ’den olan fonksiyonlar uzayina isaret eder. Bu uzaya Hilbert uzay1

denir. Burada skaler norma uygun olarak asagidaki baz1 gergekler saglanir:

b

<y Uy 0= [ (8)-Up ()0, (1)U, (1) Jot

a

”u”w;(a,b) =S U 2y

U, =U NW, (a,b)kiimesine atanmis

()=l = (uf +ja(o)f o

(4.3)

Fonksiyonuna bakalim. Burada gbriiliiyor ki Q(u)fonksiyonu (4.1) problemi igin
stabillestirici bir fonksiyondur. Bu amagla 3.3 teki tanima g6z atalim. Kabul edilen

varsayima gore U, "W, (a, b) bos olmayan bir kiime. Burada goriiliyor ki U, ve
U;, =U, nU, kiimelerinde bos degil. Diger taraftan (u)>0 , ueU,, ‘dir. Burada tanim
4.3 ‘lin 1) ve 3) sartlar1 saglanir. Simdi 2) sartina bakarsak €2, = {u ‘u GUQ,Q(U) < C}
kiimesi C [a.b] uzaymnda kopmaktir. Bu hiikmiin dogrulugu fonksiyonel analizi
teoremlerinde gdriiliir. Bu teoremlere gére W, (a,b) uzayinda kapalt sinirlt araliginda

C [a.b] kiimesinde kopmaktir. Bununla birlikte karar bagimsiz ispat edilebilir.
p 2
Burada Q(u)<c esitsizliginden “u (t) dt<colur. Burada u(t) fonksiyonu

integrallenebilir oldugundan ortalama teoremine gore (3.5) bu esitsizlikten [a, b] aralig1

da t e[ab]noktast var ki bu nokta (a—b)‘u(t)‘ZSColur. Burada goriiliir ki

lu(t)|< (c(b—a)_l)]/2 den rastgele bir u(t) e Q. igin

ju(t) = ju(f)df—i-u(tl) S[C(b—a):r/2 +

2

b 2 )
{'ﬂu(f)\zdr] (b—a)MS[c(b—a)lT/ J{c(b—a)lT/ -

a
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=const , te[a,b]
Esitsizligini alinz buda €, fonksiyonlar kiimesi [a,b] araliginda diizenli
siirlidir. Diger taraftan rastgele u (t) € Q. i¢in
t

_[u(s)ds

T

b y2
u(t)-u(e) B [ﬂu(s)\dsJ 5

<t —f"

Esitsizligi dogru oldugu goriiliir yani €Q_fonksiyonlar kiimesi [a,b] araliginda
ayni dereceden integrallenebilirdir. Bu da gosteriyor ki € fonksiyonlar kiimesi[a,b]

araliginda diizenli smirli ve ayn1 dereceden integrallenebilirdir. Buda Ascoli-Arzela

teoremine gore rastgele {uk (t)}C{QC}dizisinin alt dizisini alirsak [a,b] araliginda
integrallenebilir belli u, (t) fonksiyonuna yigilir. Goriliir ki U, (t) € Q dir. U kiimesi
kapali oldugundan |, {uk (t)}cU tutumundan anliyoruz. Diger taraftan Q_ kiimesi
Wzl(a,b)uzaymda kiire oldugundan zayif kompaktir. {uk (t)} < Q. Tutumundan
anliyoruz . {uk (t)} dizisinin limit noktasi olan U, (t) eleman1 €, ’yi igerir, yani Q(uo) <c
olur. Q Kiimesi rastgele ¢>0 i¢in C[a,b]uzayinda kompaktir, bdylelikle ispat

tamamlanir.

Boylelikle (4.3) fonksiyonu i¢in tanim 4.3 ‘lin biitiin sartlarim1 alirsak bu

fonksiyonun C[a,b] uzayinda (4.1) minimallastirma problemi igin stabillestirici

fonksiyonlardir.

C [a, b] Uzayinda bagka stabillestirici fonksiyonlarda aliabilir. Ornegin

()= (pOu(t)-T (0] +a()a) -] ot

Burada U(t)eWzl(a,b) verilmis fonksiyona p(t), q(t)ise [a b]araligindan

alinmis integrallenebilir olumlu fonksiyonlardir. Bundan baska bu uzayda
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Q(u) = max u(t)‘+ sup M

asts<b t,zefa,b] |t — T|

(4.4)

Fonksiyonu da stabillestirici fonksiyondur. Burada y € [0,1] verilmis sabittir.
Pratikte rastgelen ekstramal problemlerde bazen J(u)fonksiyonunun
UcB= L(Zm) (a,b) , m>1lkiimesinde minimallagtirilmasi istenir, burada L(zm) (a,b)

uzay1 her bir bileseni L,(a,b)’den olan m boyutlu vektdr; fonksiyon uzayidir ve bu

Y2
2
3 dt}

uzayda normu belirler:

Ju

con={Elwra) <(fi

i=1

L™ (a,b) uzayinda stabillestirici fonksiyon olup

()= f(luOf, +J [ ot -lufe,

2 (4.5)
Veya
()= [(pO)-r O +aOls) -G, )

: (4.6)

Fonksiyonlarini almak olur. Burada W21,m(a,b) uzay1 Hilbert uzay1 olup kendisi ve
birinci dereceden genel tiirevi olan vektor fonksiyonlar uzayidir, U (t) eWme(a’b) verilmis
fonksiyona p(t) .q (t) ise [a, b] araliginda integrallenebilir olumlu fonksiyonlardir. Eger
Uc L(Zm) (a, b) kapali aralig1r varsa ve J (u) fonksiyonun U kiimesinde minimum

noktalarindan en az biri Wzl,m (a,b)uzayma dahil edilirse Wzl,m (a,b)uzaylmn L(zm) (a, b)
uzayina kompakt dahil edilmesinden yararlanirsak (4.5) veya (4.6) formiilii ile verilmis

Q ( u ) fonksiyonu L(Zm) (a,b) uzayinda stabillestirici fonksiyondur.
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Pratikte karsilasilan optimallastirici problemlerinde keyfi kriteri olan J (u)
fonksiyonu belli olmuyor. Bu fonksiyonlarin yerine belli bir dogrulukla J 5(u)

fonksiyonu verilir. Farz edelim ki J (u) fonksiyonu asagidaki esitsizligi sagliyor olsun

135 (u)=3 (u)| < &2(u) @4.7)
Burada Q(u) (4.1) problemi i¢in stabillestirici fonksiyon & >0 degeri ise J; (u)
fonksiyonlariin verilme hatasini karakterize eden sayidir. Eger 6 =0 olursa demek ki
(4.1) probleminde J(u) fonksiyonu net verilmistir. Burada goriildiigii iizere (4.7)
esitsizligi ile verilme bi¢imi tek degildir. Pratikte baska esitsizliklerden de yararlanilir.

Bazi durumlarda U ¢oklugu yaklasik verilebilir. Ag¢iklamanin basitligi i¢in bu durumu

dikkate almiyoruz.

Boylelikle (4.1) probleminin yerine J; (u) fonksiyonlarmin U ¢oklugunda
minimallagtirilmasi problemini ele aliriz. Alinmis bu yaklasik probleminin ¢oziimiinii
oncelikle (4.1) probleminin yaklagik ¢oziimii olarak kabul etmiyoruz. Ciinkii (4.1)
problemi kararsiz oldugundan (4.7) esitsizligini yeteri kadar kiiciik o alinsa da yaklasik

durum(4.1) probleminin kesin ¢6ziimiinden istenilen ¢oziim fark gosterebilir. Bu yiizden

(4.1) problemini ¢6zmek igin regulastirma yontemini kullanmak gerekir.

Eger kiQ(u) (4.1) problemi igin stabillestirici fonksiyon J (u) fonksiyonu ise

J (u) "nun yaklasik degeri olup (4.7) esitsizligini karsilar. U, Coklugunda atanmistir.

a

T [u,Jg]:Jﬁ(u)+aQ(u) (4.8)

Fonksiyonlarina bakarak, buradac« >O0rastgele sabitidir. Bu sefer (4.8)
fonksiyonuna piiriisiizlestirici veya Tixonov fonksiyonu denir. « Sayisina ise regulastirma

paremetresi denir.

Boylelikle (4.1) probleminin yerine (4.8) fonksiyonunun U, ¢oklugunda

minimallagtirilmasi problemi alinir. Gortiliir ki eger J, = iUf J(u)>— ve > & alirsak
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burada T, [u, J 5] fonksiyonuU, coklugunda asagidan sinirli olacaktir. Dogrudan da
(4.7) ‘den yararlanacak olursak u eUig¢in

T, [ud;]=2 3 (u)-&2(u)+a(u)> I (u)=J, > -
Esitsizligini aliriz. Burada (4.8) fonksiyonu asagidan sinirhidir. Yani T, , 5 = i[lJf T, [u, J 5]

degerini rastgele «>4 igin sonludur. Buna gore tam alt sinir tammindan dolay1 u_

elemani var ki buda

Tos =iNFT, [U, 53, ST, s +&(a,6) 49)

Sarti saglanir, burada &(a,6)>0 ve @ —>0 , §—>0 egervarsa &(a,6)—>0

olur. Alt sinir korumak i¢in u, ; elemanini alalim yani;

Toos =Ty [Uns 95 | (4.10)

Sarti saglanir. Regulagtirma yonteminde T,[u,J;] fonksiyonlarmi o>0 ve

0 > 0parametrelerinin degisik degerlerinde minimallagtirmak istenir. Buna gore de farz

edelim ki (4.7),(4.8),(4.10) denklemlerindecr ,5 parametrelerinin yerine {e},{5,}
dizileri verilmistir ve o, >0,6, 20,k =12,... lm o, =0, l!m 0, =0 sartlar1 saglanir.
Teorem 4.1:Farz edelim ki J (u) integrallenebilir fonksiyonun en kiigiik degeri U
kapali ¢oklugunun tek U, elemanini alir. Burada 6, /e, <q<1 , k=12,... oldugunda
T, [u,J 5] fonksiyonunun U, coklugunda minimallagtirilmasi sartindan dolay1 {uak' 5k}

minimallastirici dizinin regulagdirilmis minimallastirict dizisidir ve bu dizi U, elemanina
yigilir.
Ispat 4.1: Farz edelim Ki {uakﬁk} dizisi T, [U,Jgk]fonksiyonlarmm U,

coklugunda minimum sart1 bulundu. Buradan da

T, [uakﬁk J, ] =3, (U, 5 )+akQ(uak,5k =T 5 <
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<T, [u.d5 |=3, (u)+aQ(u,) (4.11)

Burada u, elemaniJ (u) fonksiyonuna U ¢oklugunda minimum veren elemandir.

(4.7) esitsizliginden J = 6, alip asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.

35 (u) <3 (u)+6,0(u) (4.12)
35 (U)=J(u)-50(u) (4.13)
Burada

T (U0 35 |29 (U 5 )= 3520, )+ 22U, ) (4.14)

Olur. Diger taraftan (4.12) ‘den faydalanirsak (4.11) ‘den

T [ U35 [<3(0)=3,2(u )+, 2(u,)

(4.15)

Boylelikle (4.14) ‘i ve (4.15) kiyaslayacak olursak asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

J (uakﬁk )—J&kQ(uamk )+0‘kQ(uak,6k ) <
<J(u,)=35Q(u,)+ 1 Q(u,) (4.16)

J(uakﬁk)z\](u*) Oldugundan (4.16)denkleminden asagidaki esitsizligin

dogrulugunu alip

(ak_5k)Q(uak,()‘k)S(ak+5k)g(u*) (4.17)

Kosuluna gore o, < qe, ,q <1dir. Burada (4.17) esitsizliginde o, ’nin go, Yyerine

koyup her tarafin1 ¢, (1-0) ye bélersek
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1-q (4.18)

Burada d > Obelli sabitidir. Diyebiliriz {uakﬁk} dizisinin biitiin elemanlar1 €,
cokluguna dahildir. Bu kosula gore Q(u) stabillestirici fonksiyonlaridir ve bu fonksiyon

Q, ¢oklugunda kompaktir. Burada{uak, 5k} dizisi kompakt ¢okluga dahildir. Diger

taraftan (4.16) esitsizliginin sol tarafindaki 2. Ve 3. Sinirlar1 atarsak oradan

0<3,(u, 5 )-3(w)< (e +5,)Q(u,) (4.19)

Yukarda kabul ettigimiz duruma gore ll(im a, =0 ,lim 0, =0 bunlan (4.19)’da

dikkate alarak k — oo limit sinirina gidersek

fim J (um)z J(u)=13,

(4.20)

Olur. Bu da gosteriyor ki {uak’ 5 } dizisinin J (u) fonksiyonu i¢in minimallagtiric

dizisidir. Ote yandan gordiik ki bu dizinin de kompakt birgokluk oldugunu ispatladik.

(")yleki{uak’ gk}dizisi regulastirilmis  minimallastirici  dizisidir.  Regulastirilmis

minimallastirict dizisi yukarda ki ispata gére minimum degerini veren tek elemente
yigildigindan teoremin hiikmiiniin dogrulugu ispatlanir.

Not 4.1 teorem 4.1 ‘in hiikmii fonksiyonun minimumunu tek noktasinda ispat
edilmistir. Bir kiime ile minimum nokta arasindaki mesafe kavramini kullanirsak teorem

ayni kuralla ispatlanir.

Not 4.2 Teorem 4.1°1 ispat ederken (4.10) kosulunu saglayan {uakﬁk} dizisinden

yararlandik. Ancak uygulamada (4.9) sartindan siklikla kullanilir. Bu sefer
e(e.6,)

Q,

<&, ,k=12... oldugunu varsayarsak teoremin hiikmiiniin dogrulugunu ciddi

olmayan degisiklikle ayni yolla ispat edilebilir. Buradan da (4.11) esitsizligini
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T, [uakﬁk s, ] =3, (U, 4 )+akQ(uak'§k ) <T., s +e(@.8)<
<Js (U)+aQ(u,)+&(e.6,) (4.21)

Seklinde olur. Bu sefer & (a, o ) i¢cin kabul edilen kosullarla teoremin sonraki ispati

yapilir.

4.2. Matematiksel Programlamanin Kararsiz Problemleri

Farz edelim J (u) fonksiyonu R" metrik uzaymmn U kiimesinde tammlanmig

integrallenebilir fonksiyondur. Asagida matematiksel programlama problemine bakalim

J(u)—inf , ueU cR" (4.22)

Bu probleminin kararsiz hallerine ait 6rneklerine bakalim

Ornekd.2.1.Farz edelim J (u) =u/(1+u?) fonksiyonunun
U= {u ueR,0<u< 00} kiimesinde minimallestirilmek istenir. Gorilir kiJ (u)

fonksiyonunun minimum degeri J, =inf J (u)=0’dir. Bu deger ise tek u,=0eU
elemanim alir. {u, } = {k} dizisini alalim. Goriiliir ki

=0.

i . u . k
limJ (u,) = lim— = lim—
k—o0 k> ] + uk k—wo ] 4+ k

Farz edelim {u, } =k dizisi minimallastiric dizidir. Fakat bu dizi sadece u, =0

elemanina y1gilmaz, hatta dagilir. lyi diisiiniilmiis matematiksel programlama problemi
kararsizdir.

Ornek 4.2.2. Farz edelim J(u)=sin*(z/u) fonksiyonu
U= {u ueR1<u< +oo} kiimesinde minimallastirmak istenir. Gortliyor ki J (u)
‘ninminumum degeri J, = iﬂf J (u) =0’dir. Bu tek degeriseu, =1€U elemanindan alir.
{u,} =k dizisini ele alalim: Gériiliir ki
- - - 2 - - 2
limJ (u,)= limsin (z/u,)= limsin (7/u)=0

k—o0
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Farz edelim {u } =k dizisi minimallastiric1 dizidir. Fakat bu dizi u, =1
elemanina yigilmaz, hatta dagilir. Farz edelim ki bu problem kararsiz ekstramal
problemdir.

Matematiksel programlama problemlerinin yukarida goriilen esas durum
algoritmalar1 biitiin elemanlarin yerine kesin uygulanir; Fakat pratikte yaklasik miktarlar
verilir ve eylemler yaklasik olarak gergeklestirilir. Bundan baska en ¢ok minimizasyon
yontemleri minimizasyon dizisinin kurulmasina dayanir. Yukarda ki drnekler gosteriyor
ki optimizasyon problemler diizgiin olmadigindan bu zamana kadar yapilan ¢dziim gergek
¢oziimden Onemli Olciide degisebilir. Ona gore de diizgiin olmayan matematiksel

programlastirma problemlerini ¢c6zmek i¢in bu 6rnekleri hilkkmen regulagtirmak gerekir.

Varsayalim ki (4.22) probleminde  J(u) fonksiyonunun yerine J;(u)

fonksiyonu verilmistir ve ;
3,(u)=J(u)|<&2(u) , 620 (4.23)

Esitsizligi saglanir, burada Q(u) stabillestirici fonksiyondur, yani sonlu 6l¢iilii

uzayda stabillestirici fonksiyondur. Bu fonksiyon asagidaki sekilde secilebilir
: 2
Z|u . ;|ui -G
=2 Py (U =0 (u;-1;)

i,j=1

Buradal = (Ul, u,...0, ) € R" verilmis nokta, P‘ pij‘ verilmis sabit matristir.
Bu fonksiyonlardan birinin dogrulugundan da stabillestirici oldugunu kontrol

edelim (Gerisini bagimsiz kontrol ediniz) . Farz edelim ki Q( )— ||u U < R"kapali

Rn ]

kiimedir , U =@ veU, =U onda Q, {u UEUQ,”U

<C} kiimesi R, ‘de kapali

R" —
siirl kiime oldugundan rastgele bir € > 0sabit sayis1 i¢in kompakt bir kiimedir. Diger
taraftan , U;=U."U,=U.nU=U =& ve Q(u)=0, ueU,. Boylelikle

Q(u)=

o fonksiyonu (4.22) problemi igin stabillestirici fonksiyondur.
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Simdi de (4.22) matematiksel programlama problemi i¢in Tixonov fonksiyonuna

girelim

T, [u,3;]= 3, (u)+o(u) (4.24)

Burada a > Oregulastirma parametresi Q (u) stabillestirici fonksiyondur.

(4.22) matematiksel programlastirma problemi (4.1) probleminin 6zel durumudur.
Ona gore de (4.1) problemi igin ispat edilen teorem 3.1 ‘in hitkmiinii (4.22) problemi
icinde dogru olmalidir. Bu hiikiim (4.22) matematiksel programlama problemini ifade

edelim.

Teorem 4.2.1. Farz edelim ki J(u)integrallenebilir fonksiyonun en kiigiik
degerini U kapali kiimesinin teku, noktasindan alir. Buradad, /o, <q<1 , 6, 20 ,
lims, =0 & >0lime, =0 oldugundaT, [u,d; ] fonksiyonununU,,  kiimesinde

minimallastirma sartinda bulunan minimallastirici dizisi regulastirilmis minimizasyondur

ve bu diziu, noktasinda yigilir. Bu teoremin ispatin teorem4.1°in ispat1 ile aynidir. Bunun

i¢in her yerde fonksiyonel kelimesi yerine fonksiyon kelimesi kullanmak gerekir (Ispat:
bagimsiz olarak al ). Not 3.1 ve not 3.2 bu durumda gegerlidir., yani bu notlarin hiikiimleri

matematiksel programlama problemleri i¢in de dogrudur.

4.3. Optimal Yontemin Kararsiz Problemleri

Asagida optimal yontemin problemine bakalim. Farz edelim ki

b (4.25)

FonksiyonlarmU , = {u u=u(t),ueB=L"(t,T).Ju(t)

o S1 sanki  hepsi

te(tO,T)} kiimesinde
x=f(x(O)u)t) | o7 X(t)=% (4.26)
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Kosullar karsilandiginda minimallastirmak gerekir, buradat, , T *verilmis sayilar

Xo = (Xo1, Xg1- - -» Xo ) verilmis vektor X=X X0e e X, ), £ =(Fy fhue ),
u= (ul, u,,. ..,um) varsayalim ki fj = (X, u,t) = o,n fonksiyonlar1
(x,u,t) e R"xR" x[t,, T |argumentine gore integrallenebilir ve te[t),T] i¢in (X,u)
degiskenlerine gore Lipshis kosulunu saglarlar. Farz edelim ki f; (x,u,t) >0,xeR",
ueR", teft,T]. Buradan goriiliir ki J(u)>0 dir. Bundan baska kolayca gdstermek

gerekirse kabul edilmis varsayimlar dahilinde J (u) fonksiyonu U kiimesinde

integrallenebilir .

1
Ornek.4.3.1: Farz edelim J J- X2 fonksiyonlarimin
0

U z{u u=u(t),uel, (O,l),‘u(t)‘ <1 sanki hepsi te (0,1)} kiimesinde
X (t) =u (t) ,0<t <1 x (O) =0, kosullar1 minimum degerleri bulmak icin gereklidir.
Goriildigi tizere bu problem (4.25) , (4.26) probleminin 6zel durumudur.

Goriiliir ki fonksiyonun minimum degeri i¢in J, =inf J(u)=0"dir ve bu deger
teku, =u, (t) =0 yonteminden alinir. Diger taraftan kolayca kontrol etmek miimkiindiir.
{uk (t)} = {sin 27z'kt} , C dizisi bakilan optimal yontem problemi i¢in minimallastirici
dizidir. Dogrudan dau, =u, (t) fonksiyonunun denklemindeu =u(t) ‘nin yerine yazip
baslangi¢ kosulunu dikkate alarak ¢ozsek

X, =% (t)=x(t;u, ) =(27k) "[L-cos2zkt] ,k=1,2,...

Oldugunu aliriz. Bunu fonksiyonelin ifadesinin yerine alarak yazabiliriz.

3
87z2k2

0<3(u,)=

2

O'—.H

1
Xe (1) j 1-cos zkt)’
0

Buradan k —oo oldugunda limit alsak limJ(u,)=0=J,olur. Yani

{u, (t)} ={sin 2zkt} minimizasyon dizisidir. Fakat bu dizi u,(t)=0elemanma L,(0,1)

uzaymin normunda yi1gilmaz. Gergekten de;
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,_\

#llL, (o) I dt—J.sm 27rktdt =

0
1
: _([(1 cos4xkt)dt ==

Buradan da goriiliir Ki;

IlmJ( )=%¢0.

Ko
Baska bir deyisle minimallastitici yonetimler dizileri minimum veren yontemlerle
yigilmiyor. Oyleyse bakilan optimal yonetim problemleri kararsizdir.
Boylelikle (4.25) ve (4.26) optimal yontem problemi icin kararli ¢éziim
algoritmasi regulastirma yontemi ile elde edilebilir. Bunun igin 6ncelikle (4.25) ve (4.26)

problemi i¢in stabillestirici fonksiyonlar1 inceleyelim. Bu durumda miimkiin yonetim
uzayinda L(Zm) (t0 | ) ’dir. Ona gore de stabillestirici fonksiyonlar bu uzaydan secilmelidir.

Yukarida gosterildigi gibi,

(m)

Fonksiyonlar1 Lj" (t,,T)uzayinda stabillestirici fonksiyonlardir.

(4.25) ve (4.26) optimal yonetim problemleri prensipte (4.1) problemi seklinde
ifade edilebilir. Bagka bir deyisle bu problem belli bir fonksiyonu verilmis fonsiyonel
uzayda optimallagtirilmasi olarak gosterilebilir. Gergekten de miimkiin yOnetim
kiimelerinden alinmig her bir yonetime uygun (4.26) Kosi problemlerinin yukarida
gosterilen sartlar dahilinde tek bir ¢oziimii vardir (Butkovski, A.G., 1984; Yagubov G.Y.,

1994) Bu ¢6ziimii (4.25) ilgili yere yazarsak U olas1 yonetimler kiimesinde atanmis somut

J(u) fonksiyonlarm aliriz. Diyebiliriz ki (4.25) ve (4.26) problemi bu somut

fonksiyonun U c L(Zm) (t,,T) olast ydnetim kiimesinde minimum degerinin bulunmasi

seklinde ifade edilebilir. Baska bir ifade ile (4.25) ve (4.26) problemi (4.1)‘nin &zel
halidir. Burada regulastirma yontemini (4.25) ve (4.26) problemine uygulayabiliriz.
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T, [ud]=3(u)+ax(u) (4.27)

FonksiyonunuU, =U nW,, (t,,T)# < kiimesinde minimallastirmak gerekir.
Eger J(u) fonksiyonlarinin yerine
2,(0)-3 (u)] < &2(u)
Kosullarin saglayan J; (u) fonksiyonu verilirse, burada (4.27) fonksiyonlarinin
minimallagtirilmasi yerine

T, [u,3;]= 3, (u)+a(u) (4.28)

Fonksiyonlarinin U, kiimesinde minimizasyonuna bakmak gerekir. Eger

fonksiyon net verilmisse burada her yerde 5 =0 ve J,;(u)=J(u)gdtiriilir. Teorem

4.1‘den anlasilir ki gergekten de (4.28) probleminin ¢6ziimii & —0, & — 0 oldugunda
(4.25) ve (4.26) probleminin ¢6ziimiine yigilacaktir.
Goriiniirlik icin son durumda alinan regulastirilmis problemi agik sekilde

yazalim. Regulastirma yonteminde

o H0

t) im)dt

Fonksiyonlarint U, kiimesinde (4.26) kosullar1 karsilandiginda minimize

[u,d]= _[ dt+aj(”u

edilebilir. fO(X,u,t), f(X,u,t) fonksiyonlarinin 6 dogrulukta verilmesi Ta[u,J]

fonksiyonlarinin yerine T, [u, J 5] fonksiyonlarini minimizasyon gerektirir.

Tezin 4.1 boliimiinde Kuazi optigin durgun olmayan denklemi i¢in baslangig sinir
deger problemlerinin sonlu farklar yontemiyle ¢ézlimii incelendi. Problemin ¢ézlimiiniin
varlig1 ve tekligi teoremi ispatlandi. Ayrica Kuazi optigin durgun olmayan denklemi igin
baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi de ispatlanmistir.

Tezin 4.2 boliimiinde ise gbz 6niine alinan optimal kontrol probleminde amag igin
formiil elde edilmistir. Bunlarin yani sira ele alinan optimal kontrol probleminin ¢dziimii

icin gerek sartlar ispatlanmistir.
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Tezde ele alinan Kuazi optiginin durgun olmayan denklemi icin baslangi¢ sinir
deger problemlerinin sonlu farklar yontemi ile ¢6ziimii problemi konulma agisinda 6nceki
caligmalardan farklidir. Bu konu yok denecek kadar az arastirildigindan onem arz
etmektedir. Bu tezde Kuazi optiginin durgun olmayan denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger
probleminin sonlu farkalar yontemi i¢in varilan ¢éziimler 6nceki arastirma bulgularindan

farklidir. Diger calismalara benzememektedir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde alinan Kuazi optiginin durgun olmayan denklemi i¢in baslangic sinir deger
probleminin sonlu farklar yontemi ile ilgili varliga ve teklige ait ¢6ziimii elde edilip
ispatlanmistir, ancak ¢Ozlimii sayisal analizin bagka bir calisma konusu oldugunda

¢Oziimiine yer verilmemistir.
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