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GENELLESTIRILMi$ KESIiRLI INTEGRALLER ICiN
HERMITE-HADAMARD TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI
(DOKTORA TEZI)

MERVE ESRA YILDIRIM
OZET
Bu tez ¢alismasi, genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite-

Hadamard tipli esitsizlikler tizerinedir.

Esitsizlik kavrami kokli bir tarihe sahip olup, 19.-20. yiizyilda bulunan
esitsizliklerin biiylik bir kismi konveks fonksiyonlarla elde edilerek temel esitsizlikler
haline getirilmistir. Bu tarz elde edilen esitsizliklerin en bilinenlerinden biri Hermite-
Hadamard esitsizligidir. Hermite-Hadamard tipli esitsizlik ile ilgili ¢aligmalarin biiyiik bir
cogunlugu S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan calisilmistir. Konveks fonksiyonlar
yardimiyla elde edilen esitsizlikler iizerine ¢alisan bazi bilim insanlar1 R. Agarval, G.
Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, N.S. Barnett, H. Yaldiz, E. Set, M.E. Ozdemir,
U.S. Kirmaci, H. Yildirrm, M.Z. Sarikaya, N. Ujevi’c, S. VaroSanec, P.S. Bullen ve P.
Cerone seklinde siralanabilir. Son yillarda yapilan calismalarin ¢ogu, kesirli interal ve
kesirli tiirev yardimiyla yapilmistir. Kesirli Tiirev ve Integral 17. yiizyildan itibaren
Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger bircok matematik¢i tarafindan ele
alinarak cesitli fikirler ve yaklagimlar sunulmustur.

Dort bolim olarak hazirlanan bu calismanin, birinci boliimde; konuya genel
hatlariyla giris yapilmistir. Birinci boliimiin devaminda; daha sonraki kisimlarda ihtiyac
duyulan tanim ve teoremler ile literatiirde yer alan bazi teoremler verildi. Ikinci boliimde;
yararlanilan Kesirli integral ve kesirli tiirevin tarihi gelisimi ele alind1. Ugiincii boliimde;
calismanin orijinal kisimlarini olusturan alt basliklar ele alinacaktur. Ele alinan alt
basliklarda Hermite-Hadamard esitsizliginin daha Onceki tiplerini igeren integral
esitsizlikleri bazi 6zel fonksiyonlar yardimiyla tanimladigimiz genellestirilmis kesirli
integraller i¢in yeniden verilecektir. Tezin son kismi olan dordiincii bolimde sonug ve

tartisma kismina yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Kesirli tiirevler, Kesirli integraller, Riemann-Liouville kesirli
integralleri, Caputo kesirli tiirev, @-konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon, pre-inveks
fonksiyon, Konformal kesirli integral, Konveks fonksiyonlar, Hermite-Hadamard

esitsizligi.
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SOME HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
GENERALIZED FRACTIONAL INTEGRALS
(PHD THESIS)
MERVE ESRA YILDIRIM
ABSTRACT

The goal of this dissertation is to obtain Hermite-Hadamard inequalities by using generalized
fractional integrals. Concept of inequality has a deep root and 1t has become basic inequali-
ties obtained by convex functions of a large part of the inequalities found in the 19th cent-
ury. One of the best known of such inequalities is the Hermite-Hadamard inequality. A
great majority of Hermite-Hadamard type inequality studies have been conducted by S.S.
Dragomir and C.E.M. Worked by Pearce. Some scientists working on inequalities in ach-
ieving convex functions are R. Agarval, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M. Fink,
N.S. Barnett, H. Yaldiz, E. Set, M.E. Ozdemir, U.S. Kirmac1, H. Yildirrm, M.Z. Sarikaya,
N. Ujevi'c, S. VaroSanec, P.S. Bullen ve P. Cerone. The latter is derived from the fracti-
onal interal and fractional derivations provided by the studies. Fractional Derivative and
Integral Since the 17th century, Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville and many other

mathematicians.

In the first part of this thesis, which is prepared in four chapters; the topic has been
introduced with general lines. In the continuation of the first chapter; the definitions and
theorems needed in the following sections and some of the theorems in the literature are
given. In the second chapter; the historical development of the fractional integral and the
fractional derivative used are discussed. In the third chapter; the subtitles that form the
original parts of the work will be covered. In the subheadings discussed, integral
inequalities involving the previous types of Hermite-Hadamard inequalities will be given
again for the generalized fractional integrals we have defined with some special functions.

The final part of the thesis, the fourth section, contains the results and discussion section.

Key Words: Fractional Derivative, Fractional Integrals, Riemann-Liouville Fractional
Integrals, Caputo Fractional Derivative, ¢@-Convex Function, s-Convex Function, pre-
invex Function, Conformable Fractional Integral, Convex Functions, Hermite Hadamard

Inequalities.
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1 Giris

1.1 Amacg ve Kapsam

Bu tezin amaci, daha onceden elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri bazi
ozel fonksiyonlar yardimiyla tanimlanan genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla
yeniden elde etmektir. Uzun yillar boyunca matematikgiler ve fizik¢iler, esitsiz-
lik kavrami iizerine ¢egitli ¢alismalar yapmiglardir. Esitsizlik tizerine yapilan calis-
malarin ¢ogunlugu kesirli integraller yardimiyla genellestirilip farkh esitsizlikler de elde
edilmistir. Bu calismada, genellestirilmis kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard tipli
integral egitsizlikleri elde edilmigtir. Yani bu tezde, kesirli analiz, Hermite-Hadamard
tipli egitsizlikler, cesitli konveks fonksiyonlar ve gerekli olan diger yapilardan bazilar
ayrintili olarak incelenmistir.

Esitsizlik kavrami koklii bir tarihe sahip olup, 19. ve 20. yiizyilda bulunan esitsiz-
liklerin biiyiik bir kismu konveks fonksiyonlarla elde edilerek temel esitsizlikler haline
gelmigtir. Bu tarzda elde edilen egitsizliklerin en bilinenleri, Hermite-Hadamard egitsiz-
ligi ve Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard tipli esitsizlik ile ilgili ¢calismalarin
biiyiik bir cogunlugu S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan ¢alisilmistir. Konveks
fonksiyonlar yardimiyla elde edilen esitsizlikler iizerine ¢aligan bazi bilim insanlar1 R.
Agarval, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, A.-W. Roberts ve D.E. Varberg,
N.S. Barnett, M.E. Ozdemir, U.S. Kirmaci, H. Yildirim, M.Z. Sarikaya, N. Ujevi’c,
S. Varosanec, P.S. Bullen ve P. Cerone seklinde siralanabilir. Son yillarda, yapilan
caligmalarin ¢cogu kesirli interal ve kesirli tiirev yardimiyla yapilmistir.

Bilim ve miihendislikteki uygulamalar1 son yillarda popiiler olmaya baslayan kesirli
analizin tarihi oldukca koklii bir gecmige sahiptir. Kesirli analiz doganin gercekligini
daha iyi ifade ettiginden, konunun bilim ve miihendislik ¢evreleri arasinda daha popiiler
hale getirilmesi, doganin daha iyi anlagilmasina ve anlatilmasina bagka bir boyut kat-
acagl cesitli bilim insanlarinca ongoriilmektedir. Son {i¢ yiizyildir bu konu matem-
atikgilerce bilinmesine ragmen sadece son birkag yildir mithendislik, tip, kimya, fizik
ve ekonomi gibi bazi temel alanlarda kullanilmaya baslanmistir. Oniimiizdeki yillarda,
kesirli analizin popiileritesinin artacagi ve bilinen tamsay1 siralamali analiz de dahil ol-
mak tizere, kesirli “differintegral” analizin bir siiper kiimesi olarak diisiiniilebilecek pek

¢ok uygulamasiin ortaya ¢ikacagl ongoriilmektedir. Bu uygulamalardan bazilari; 1si



transferi, sivilarin kimyasal analizi, diftizyon, Schrodinger denklemi, akigkanlar, fraktal
stirecler gibi alanlaridir.

Integral ve diferansiyel kavrami elementer analizdeki calismalara benzerlik goster-
mektedir.

Ornegin, f (z) = z fonksiyonunun birinci mertebeden integrali [ f (z)dz = I—; +c
ve ayni fonksiyonun ikinci mertebeden integrali [ [ I f(x) d:v] dr = %3 + 17 + ¢y dir.
Benzer olarak % (f(x))=1ve d—2 (f (x)) = 0 dir. Diger yandan, “f (z) fonksiyonun

dx?
1

5 — tnci mertebeden integrali ve tiirevi var mudir?” seklindeki bir soru sonucu, kesirli

tiirev ve kesirli integral kavramlar1 dikkate alinmigtir.

L’Hospital’in G.W. Leibniz’e 30 Eyliil 1695’te yazdigi bir mektuptaki yazisinda,

mn

n—inci dereceden tiirev i¢in kullandig:

notasyonunda n = 1/2 i¢in sonucun ne
olacagini sorar. Leibniz “ileride bir giin ¢ok giizel sonuglara yol acacak ancak gimdi-
lik bir paradoks” demistir. Dolayisiyla 1700 lerden bu yana Euler, Laplace, Fourier,
Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi ¢ok sayida bilim insam tarafindan cesitli
tanim ve yorumlar ortaya atilmigtir. Geometrik anlamimi kavramak kolay olmasa da,
tanimlar1 tamsay1 mertebeli tiirevden daha karigik degildir.

P.S. Laplace, 1812 de keyfi mertebeden bir kesirli tiirev tanimlamig ve tamsayili
mertebe durumunu genellegtirerek yeni bir matematiksel aligtirma geligtirmistir. m bir

tam say1 olmak iizere y = 2™ fonksiyonunun, n—inci tiirevi

d™y m!
= T ,m>mn
dz™  (m—mn)!

dir. Burada gamma fonksiyonu ve faktoriyel iligkisi kullanilarak

d'y  T'(m+1)
den T(m—n+1

m—n

)x

sonucu elde edilmigtir. Burada T' (x) = / t*le7tdt dir. Eger ozel olarak y = z ve
0

d1/2y B 2\/E
dxl/? /1

Kesirli analiz kesirlerin analizi demek degildir. Kesirli analiz, keyfi mertebeden in-

n = 1/2 secilirse olur.

tegrasyonlarin ve tiirev almalarin bir teorisidir. Tamsayili mertebeden tiirev almayi
ve n—katl integrasyonu birlegtirir ve genellestirir. Kesirli mertebeden sistemler veya
kesirli tiirevleri ve kesirli integralleri igeren sistemler pek ¢ok fen ve miihendislik alan-
larinda ¢ahsilmigtir. 1695 yilindan giiniimiize L’Hospital’in tiirevin mertebesini soran

sorusundan sonra, bu konu iizerinde ¢alismaya baglayan ilk kigi G.W. Leibniz olmustur.



Leibniz 1695 ve 1697 yillarindaki ¢aligmalarinda tam say1 olmayan kesirli tiirevin

dnemz

dxm

=m"e™" (1.1)

seklinde yazilabilecegini ifade etmigtir. Daha sonralar: L. Euler (1730), (1.1) esitligini
tamsay1 olmayan ya da negatif degerler i¢in

dz™  T'(m+1)
dem T(m—n+1)

m—n

olarak vermigtir. Keyfi fonksiyonlarin diferensiyeli i¢in genellestirme ilk olarak J.B.J.
Fourier tarafindan ifade edilmistir. Fourier f (x) = cosp(x — z) fonksiyonunun n.
mertebeden kesirli tiirevini

d" f(x)

dx™

1 o0 ()On r
:%/f(z)dz/p cos [p(x—z)+n§ dp, n € R

esitligi ile ifade etmistir.

N. H. Abel kesirli analiz ile ilgili caligmalarini "tautochrone" probleminin formiilas-
yonu sirasinda ortaya ¢ikan bir integralin ¢oziimiine uygulamis ve elde ettigi integral
denklemi, fizik, kimya, biyoloji, mekanik ve elektronik gibi bir¢cok bilim ve miihendislik
alanlarindaki ¢aligmalarda 6nemli bir arag olmugtur.

Kesirli tiirev ile ilgili calismalar yapan énemli bir diger bilim adami A. L. Cauchy,
f(2) kompleks fonksiyonu igin n—inci mertebeden tiirev formiiliinii

D1y = () = = f

2mi )”‘H

seklinde vermistir.

Uzun yillar kesirli tiirev formiilasyonu ic¢in yapilan caligmalara, onemli katk:
saglayan bilim insanlarimndan biri de A. Marchaud dir. Marchaud, Riemann-Liouville
kesirli integralini kullanarak kesirli tiirevi tanimlamaya calismig ve v yerine —v alarak,

v > 0 i¢in kesirli tiirevi

o0

1 / /
0 DLf (@) = lim s Jutf e wdi— 2 @

S

seklinde yazmistir.



1.2 Temel Kavramlar

Bu kisimda, tezde kullanilacak olan temel tanim ve yapilar ele almacaktir. Oncelikle
calismanin temel tanimlarindan biri olan konveksklik kavrami ve onun tarihg¢esinden
bahsedilecektir.

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii 7 degerini hesaplamasma kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Buna ragmen matematikte yer almasi 19. yiizyil
sonu 20. yiizy1ll bagini bulmaktadir. “Konvekslik” kavrami; C. Hermite tarafindan
1881’de elde edilen bir sonucun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide yaymlanmasiyla ilk
kez ortaya ¢ikmigtir.

Hadamard’in 1893 yilindaki ¢caligmasinda konvekslige rastlansa da konveks fonksi—
yonlarin sistematik olarak ¢alisilmasi 1905-1906 yillarinda J.L. Jensen ile baslar.

Konveks foksiyon kavramina deginmeden o©nce konveks kiime kavramindan
bahsedilecektir.

Tanim (Konveks Kiime) 1.2.1: L bir lineer uzay olsun. Eger @ # A C L kiimesi
igindeki herhangi iki noktay1 birlestiren dogru parcasi yine A kiimesi i¢inde kaliyor ise,

yani Vz,y € A igin
[z,y|:={z€L: Vae[0,1] ichz=ar+ (1 —a)y} C A

ise A kiimesine konveks kiime denir. Burada [z,y] ifadesi 2’1 y’ye baglayan dogru

parcasidir.

Konveks kiime Konveks olmayan kiime
Sekil 1.1 Sekil 1.2

Klasik konveks fonksiyon tanimi ise asagidaki gibi verilmektedir.
Tamim (Konveks Fonksiyon) 1.2.2: f : [a,b] C R — R fonksiyonu verilsin. Eger
V,y € [a,b] ve Yo € [0,1] i¢in

flaz + (1 —a)y) < af(x) +(1—a)f(y)

ise f fonksiyonuna [a, ] iizerinde konveks fonksiyon denir.

4



Eger Vz,y € [a,b] ve VYa € [0, 1] i¢in
flax+ (1 —a)y) > af(z)+ (1 —a)f(y)

ise f fonksiyonuna [a, 0] iizerinde konkav fonksiyon denir.
Geometrik olarak, eger f fonksiyonunun grafiginin iistiindeki bolge konveks ise f
fonksiyonu konveks fonksiyondur; eger f fonksiyonunun grafiginin altindaki boslge kon-

veks ise f fonksiyonu konkav fonksiyondur. Ornegin

A

\ 4
Sekil 1.3

f (x) = 23 fonksiyonunun grafiginin iistiinde kalan A kiimesi konveks oldugundan f,
(0, +00) araliginda konveks fonksiyondur. f (z) = 2? fonksiyonunun grafiginin altinda
kalan B kiimesi konveks oldugundan f, (—oo,0) araliginda konkav fonksiyondur.

Kalkulustan konveks fonksiyonun “f”, [a, b] de mevcut olsun. Bu durumda f, [a, b]
araliginda konvekstir ancak ve ancak f” (x) > 0 dir.” aksiyomu bilinmektedir.

Cesitli konveks fonksiyon tanimlar1 yapilmistir. Bunlardan bazilari agagida ver-
ilmigtir.
Tanmim 1.2.3: f: I C [0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger Va,b € I ve Vt € [0,1]

icin s € (0, 1] olmak iizere

flta+ (1 =1)b) < t*f(a) + (1 —1°)f(b)

5



ise f fonksiyonuna birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir. Reel fonksiyonlarin bu
siifi K} ile gosterilir (Breckner, 1978).
Tamim 1.2.4: f : ] C [0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger Va,b € I ve Vt € [0, 1]

icin s € (0, 1] olmak iizere

flta+ (1 —1)b) <t°f(a) + (L —1)°f(b)

ise f fonksiyonuna ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir ve f € K? olarak goste-
rilir (Hudzik ve Maligranda, 1994).

Ayrica birinci anlamda s—konveks ve ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢in
baz1 6rnek ve teoremler H. Hudzik ve L. Maligranda nin ¢aligmalarinda ayrintili olarak
verilmistir.

Asagidaki teoremde Hudzik ve Maligranda, s—konveksligin her iki taniminin
karsilagtirabilirligini ve ikinci anlamda s—konveksligin uygulamasimi gostermistir.
Teorem 1.2.5:

i) 0 < s <1olsun. Eger f € K2 ve f(0) =0ise f € K! dir.
i) 0 < 51 < s < 1olsun. Eger f € KZ ve f(0) = 0ise f € KZ dir (Hudzik ve
Maligranda, 1994).

Tung ve Yildirim agagidaki tanimi vermiglerdir:

Tamim 1.2.6: f: I CR — R fonksiyonu verilsin. Eger z,y € I ve t € (0,1) i¢in

Vi VIt
i o T

ise f fonksiyonuna M T —konveks fonksiyon denir (Tung ve Yildirim, 2012).

fltr+(1-1t)y) < f ()

Tanim 1.2.7: ¢ : (0,1) — (0, 00) 6lgiilebilir fonksiyonu verilsin. Eger Vz,y € I igin

t € (0,1) olmak iizere

fltz+1—=t)y) <tpt)f(x)+ 1 -1l —1)f(y)

ise f : I — [0,00) fonksiyonuna I araligl iizerinde ¢—konveks fonksiyon denir
(Dragomir, 2015).
Baz1 konveks fonksiyonlar, 6zel durumlarda birbiri cinsinden ifade edilebilmektedir.
Ornegin, Tanim 1.2.7 deki ¢ fonksiyonu icin;
p(t) = 1 almursa f fonksiyonu, klasik konvekslige,

o(t) = t*~! alimirsa f fonksiyonu, s—konvekslige ve



o(t) = 2\/—15;\/1——15 almirsa f fonksiyonu, M 7T —konvekslige doniisiir.

Konveks fonksiyonlar teorisinde egitsizliklerin énemli bir yeri vardir, ¢iinkii konveks-
ligin tanimi egitsizlikle ifade edilir. Bu yiizden E. F. Beckenbach, W.W. Breckner, Z.
Dahmani, S. S. Dragomir, G.W. Leibniz, D.S. Mitrinovi "¢, J.E. Pecaric gibi bir¢ok iinlii
matematik¢i konveks fonksiyonlar ile egitsizlikler teorisini bir arada ele almiglardir.

Teorem (Hermite-Hadamard Esitsizligi) 1.2.8: I C R bir aralik, a,b € I vea < b

olmak iizere f : I C R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(a;b)s

esitsizligi gegerlidir (Pecari¢ 1992). Eger f konkav fonksiyon ise egitsizligin tersi

fla) + f(b)
= 2

(1.2.1)

dogrudur.
ispat: f fonksiyonu konveks oldugundan

flta+ (1 =1)) < tf(a) + (1 - )f(0) (1.22)

saglanir. (1.2.2) egitsizliginin her iki yani [0, 1] araliginda ¢ ye gore integre edilirse,

1

/f(ta+(1—t)b)dt</ dt+/ 1-t)f _ M)+ (1.2.3)

2
0

veya
1

/f(ta + (1= 1)b)dt < M (1.2.4)

0
olur. (1.2.4) esitsizliginin sol tarafinda, x = ta + (1 — ¢)b doniigiimii yapilirsa,
b

/f(ta+ (1 t)b)dt — bi

(x)dx (1.2.5)

elde edilir. Dolaysiyla (1.2.4) esitsizligi,

1

/f(ta+(1—t

0

fla) + f(b)
/ @ 2 (1.2.6)

b—ua

seklinde yazilir. Simdi (1.2.1) esitsizliginin sol tarafinin ispat i¢in;

7f(x)dx+ /bf(:v)d:v (1.2.7)

b

o [ Fa)da =

a




esitliginin sag tarafindaki integrallerde sirasiyla

t(b—a)

t(b—
:I;:a—I—Tveattzl)—u

2

degigken degistirmeleri yapilirsa,

e 252252 23

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem(Hélder Esitsizligi) 1.2.9: k£ = 1,...,n i¢in a3, 3, € C olsun. Bu

durumda 117 + % = 1 olmak {izere, p > 1 ise

n n p s n 1/q
> JawBil < (Zl%V’) (Z|ﬁk|q> (1.2.8)

k=1 k=1
esitsizligi mevcuttur (Mintronovic, 1970).

Teorem(Holder Esitsizligi) 1.2.10: k£ = 1,...,n i¢in oy, 5, € C olsun. Bu

durumda %) + % = 1 olmak {izere, p < 0 veya ¢ < 0 ise

n n 1/p n 1/q
> oyl > (Z |ak|p> (Z |Bk|q> (1.2.9)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi mevcuttur (Mintronovic, 1970).

Yukaridaki Teorem 1.2.9 ve Teorem 1.2.10™un sartlar: altinda (1.2.8) ve (1.2.9) esit-
sizliklerinin esitlik durumlar1 ancak a® + b* > 0 1 saglayan a ve b negatif olmayan
sabitleri i¢in a |ay|” = b|S,]? sartiyla mevcuttur.

Teorem (Integraller Igin Hélder Esitsizligi) 1.2.11: p > 1 ve % + % = 1 olmak

iizere f,g: [a,0] — R ve |f[", |g|® € L]a,b)] ise

/|f )| dx < /|f P da 5 /b|g(x)|qu (1.2.10)

esitsizligi gegerlidir (Mintronovic, 1970).

< |

(1.2.10) esitsizliginin egitlik durumu ancak A ve B sabitleri i¢in A|f (z)|” =
B g (x)|* hemen hemen her yerde saglandiginda mevcuttur.
Sonug (Power Mean Esitsizligi) 1.2.12: ¢ > 1 olmak iizere f,g : [a,0] — R ve
|f1, 19" € La,b] ise



dir.
Power Mean Esitsizligi benzer sekilde iki katl integraller i¢in

1—1

b b b q b
//U@@M%MMWS /Uuymmw /umwm@wwmw

1
q

seklinde ifade edilir.
Teorem (Uggen Esitsiziliginin Integral Versiyonu) 1.2.13: f, [a,b] araligmda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
b b
[t@ar < [17@]as

Teorem (Ortalama Deger Teoremi) 1.2.14: f, [a, b] araliginda siirekli ve (a, b) de

esitsizligi gecerlidir.

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir.
Teorem (Integraller I¢in Ortalama Deger Teoremi) 1.2.15: f, [a,b] araliginda

siirekli olsun. Bu durumda

1 b
i [T =1

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir.

Tanim (Gamma Fonksiyonu) 1.2.16: « pozitif bir reel say1 olmak iizere
' a) = /t“letdt
0

seklinde ifade edilen I' (o) gosterimine Gamma Fonksiyonu denir.

Tamim (Beta Fonksiyonu) 1.2.17: « ve [ pozitif reel sayilari igin,
1
B(a, B) = /to“l(l — )P 1t
0

ifadesine Beta Fonksiyonu denir.

Burada Gamma ve Beta fonksiyonlar1 arasindaki iligki ise

[()T(5)

Bled) = Fatp

9



seklindedir.
Tanim (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu) 1.2.18: = ve y porzitif reel sayilar icin,

a

Bu(z,y) = /tw—lu )l 0 < a <1
0

ifadesine tam olmayan beta fonksiyonu veya yarim beta fonksiyonu denir (Samko ve
arkadaglari, 1993).

Tanmim 1.2.19: (X, A, u) bir 6lgii uzay: olsun. 0 < p < oo olmak tizere

L, - fe]\;f(X,Z):/|f|pdu<oo

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar smifi denir. L, uzaynda bir

f fonksiyonunun normu

@fl”du)p L 1<p<oo

esssup |f(a)| ,p= o0
reX

LA, =

ile tanimlanir. Burada
esssup |f(z)| =inf {A: p(z € X :|f(z)] > \) =0}
reX

dir.
Tanim (Dirichlet Formiilii) 1.2.20: Q; = [a,b] , Qs = [¢, d] olmak iizere f(x,y),

Qqve )y kiimeleri tizerinde olgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

a<y<cw
—a<y<ax<b

a<xz<b

sinir degisimine gore,

b b

/ jf(x,ymy aa= [ /bf<x,y>dx dy

esitligine Dirichlet formiilii denir (Samko ve arkadasglari, 1993).
Tanim 1.2.21: 20 € I C R ve f: I — R bir fonksiyon olsun. Eger Ve > 0 i¢in
|z — 29| < d oldugunda |f(z) — f(zo)| < e olacak gekilde bir § = (g, z¢) > 0 sayist

varsa f fonksiyonu xgy noktasinda stireklidir denir.

10



Eger bir f foksiyonu, [a, b] araligimin her noktasinda siirekli ise bu aralikta siireklidir
denir ve f € C'[a,b] ile gosterilir.

Eger bir f foksiyonunun n-inci mertebeden tiirevi mevcut ve [a, b] arahginda siirekli
ise f € C"[a,b] yazalir.
Tanim 1.2.22:  f : [a,0] € R — R bir fonksiyon olsun. {(z;,y;):i=1,2,--- n},

la, b] araligimin ayrik agik alt araliklarimin bir ortiisii olmak tizere Ve > 0 igin

i3

Z|$i—yi|<5

i=1
iken

DI @) = Flwl <e

olacak gekilde bir § > 0 sayisi varsa f fonksiyonu [a, b] iizerinde mutlak siirekli fonksiyon
denir.

Eger bir f fonksiyonu [a,b] arahig1 tizerinde mutlak siirekli ise f € AC[a,?] ile
gosterilir.

Eger bir f foksiyonunun n-inci mertebeden tiirevi, [a,b] araliginda mutlak siirekli
ise f € AC" [a, b] ile gosterilir (Carter ve vanBrunt, 2000).
Tanim 1.2.23: 1 < p < oo olmak iizere, h(x), [0, 00) araliginda pozitif monoton artan,
B (z) tiirevi de [0, 00) arahiginda siirekli ve 2(0) = 0 olan bir fonksiyon olmak iizere,

0, 00) araliginda reel degerli ol¢iilebilir fonksiyonlarin X} [0, 00) uzay:

||f||X;; = <}o|f|p h’(t)dt)p <oo, 1<p< (1.2.11)
0

normuyla tanimlanir. Burada p = oo i¢in

||f||Xﬁo = esssup [A/(t) f(t)] (1.2.12)

dir. Ayrica p = 1 alimirsa, X} [0, c0) uzay

xi0,00 ={ £:11,, = ([lrewoar) < oo} (1.2.13)

normu ile verilen ¢lgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir. Yine burada h(z) = = alinirsa,

Klasik L,[0, 00) uzay: olarak bilinen

1

[eo] P

1 1
L,0,00) = { £+ |IfIl = /|f(t)|pdt <00, o+ =L1<pg <o
0

11



seklindeki normlu uzay elde edilir. Ayrica h(x) fonksiyonunun farkl segimleri igin farkl

normlu uzaylar elde edilir (Yildirim ve Kirtay, 2014).

12



2 Kesirli Integral ve Kesirli Tiirev

Bu boliimde, tez calismasinda ihtiyac duyulacak kesirli integral ve kesirli tiirev
kavramina ayrintili olarak deginilecektir. Birinci boliimde yer alan temel kavramlar ile
bu boliimde bahsedilecek olan kesirli analiz ile ilgili detayl bilgilerin biiyiik ¢ogunlugu
Kilbas ve arkadaglarinin “Theory and applications of fractional diferential equations”
adlh kitabinda verilmigtir.

Simdi kesirli mertebeden integral tanimini ifade edelim. Bunun i¢in

T 01 02 On—1
/ . / f(o'n)dandan_l cee dUQdUl (21)

seklindeki n kath integrali goz 6niine alimsin. (2.1) ile ifade edilen integrasyonda Dirich-

let formiilii dikkate alinirsa,

a< 09 <X o9 <01 <X

Il

a< oy <oy 03 <09 <

a<o3<o0y = 04<03<<T

A< 0p1<0p9 — 0,<0p_1<0T
a <o, <0, == a<o0,<T
A< 0y, < 0Op_1 < --- <oz3<og<o1<x

sinir degigimi yardimiyla,

x 01 02 On—1

/ e / flop)doydo, 1 -+ doydoy

:/f(an) / / / / /d01 doy | dos | --- | do,_o | do,—y | doy,

a n n—1 T4 93 g2
(2.2)

esitligi yazilir. Elde edilen (2.2) esitiginin sag tarafindaki integraller i¢ integralden

13



baglanarak diga dogru hesaplandiginda,

€T

xr
/dal = 01|02 =T — 09,

o4 g4

n—1
(z— (9 )n 2 (.17 - 071—1)
53 () dOn-1 =
ENO) 23 (n—=2)(n—1)

On On

esitlikleri yazilir. Bu esitlikler (2.2) de yerlerine yazilirsa,

On—1

/ / / Flon)don - dor = / Coal ™ f(ow)do, (2.3)

olur. Elde edilen (2.3) 1fadesmde, Gamma fonk81yonunun
(n—1)!=T(n)

ozelligi kullanilirsa,

On—1

// / flon)don--doy = F(ln)/x(x i(:;:;l—ndo-n (2.4)

a

esitligine ulasihir. Burada unutulmamasi gereken sey n dogal sayisinin integrasyon
tekrar sayisi olmasidir. Ayrica, gamma fonksiyonu pozitif tam sayilar disinda da tanim-
hidir. Yani n nin bir tam say1 olmamasi durumunda (2.4) esitliginin sag tarafi igin
agagidaki tanmim ifade edilebilir:

Tamim 2.1: f € Ly[a, b] olmak iizere

xr

I, (o) = ﬁ / (¢ — ) f(D)dt, = >a (2.5)
e f(x) = ﬁ / (t— 2o f(D)dt, = < b (2.6)

xT

integrallerine sirasiyla a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli integralleri

denir (Samko ve arkadaglari, 1993). Burada

L f (x) = L f (x) = f(x)

14



seklinde olur. Gergektende

x

/(w — ) f()dt, v >a

a

121 =
esitliginde

u=f({t)=du=f'(t)dt
(z —1)

dv:(x—t)a_ldtiv:—

doniigiimleri altinda kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

x

@) =g ~FOEE ]+ 3 fw-onra
(z—a) 1 [ o e
- g @) + g [ - 00

a

esitligi yazilir. Bu esitlikte o = 0 alinirsa,

11w =58+ g [ Fse

= f(a)+ f(z) = f(a)

= f(z)

oldugu goriiliir. Benzer yontemle

Iy-f(z) = f (x)

oldugu da gosterilebilinir.
Yukarida bahsedilen 6zellikler dikkate alinarak, herhangi bir mertebeden integralin
nasil hesaplanacagina dair 6rnekler verilebilir.

Ornek 2.2: o = 1/2 olmak tizere

fonksiyonun yarim integralini hesaplayalim.

x

12, £(w) = gy (= 0 0y

a

15



sol tarafl Riemann-Liouville kesirli integralinde f(z) = (z — a)* ve a =

durumlar1 g6z 6niine alinirsa,

I8 f(x) = IZ(x — a)?

yazilir. Burada,

doniigiimii yapilirsa,

Ia%+f($)

=1’ (v —a)’

seklinde f(z) = (2 — a)2 fonksiyonunun yarim integrali elde edilmig olur.

F(%> = /m dir.
Simdi ise f (l‘) _ 16(5{; — a)§

157

foksiyonunun o = 1/2 yarim integralinin

16

1/2 ozel

Burada



oldugunu gosterelim. Yani

I f(x)
=12 (13) (@)

|
~
iw\»-t
7
g’\c
T N[
—_
(@]
B
N~ —

() 15/7
16 [ 1
_ 15—(1 (x— )3t — a)ldt

=09 $2’23
b ﬁ(x 4 a)3r(5)r(§)
157 )
_ (z—a)
3

olarak elde edilir.

Yine yukarida bahsedilen 6zellikler dikkate alinarak aym teknikle, herhangi bir poli-
nom tipli fonksiyonun kesirli integrali hesaplanabilir.

Ornek 2.3: f(z) = 2, § > 0 fonksiyonunun kesirli integralini hesaplaymiz.

Coziim: f(r) = 2° fonksiyonunun (0, x) arahig iizerinden kesirli integrali

13‘+f($) =1 +33B

xT

1
= m/(m — )~ 4#Pdt, t = ux doniistimii ile

1 i o1
= m/(w —uz)* N ur)Pzdu

o1+ !
/1—u Y tuP du

0

B(a, 8+ 1)x‘1+5
['(a)

F'(a)l'(B+1) kB
I'o)(a+p+1)

_ rp+1) kB
[la+p+1)

17



olarak yazilr.
Kesirli integralin birlesme ve degisme 6zellikleri vardir. Bu 6zellikler agagidaki gibi

verilebilir:
a-+ a+
LoIe Il =10t el = et

2. I10° =101, Io01) =10 I
Buna gore,

1. Kesirli integralin tanimimi kullanilarak,
1 x
R = s [ o= e

a

T t

L o — 2P f(2)dz
:m/(x—t) m)/(t V1 8(2)dz | dt 2.7)

a a

yazilir. Bu esitliginin sag tarafinda integrasyon sirasi

a< z<t
o< z<t<ux

a<t<uzx

sinir degisimine bagl olarak degistirilirse,
1 xT x
11’ = ——— — )t —2)fdt | d
2 106) = ey [ 10 | [ =02 :

oldugu goriiliir. Simdi bu egitligin sag tarafindaki i¢ integralde

t— dt
z du =

t=z+(r—2)u= u= ,
xr —Zz xr—Zz

doniistimii dikkate alinirsa,

x

/ (z — £)o-1(t — 2)P—1dt

18



oldugu goriiliir. Bu esitlik (2.7) da yerine yazilirsa,

I§+If+f<x>

B S U 0] ) P

- r(a>r<5>a/ fE iy g™~
1 x

- fat 6)/f(z)(37 — z)ot8 1y

a

=127 f ()

elde edilir.

Yukarida yapilan iglemlere benzer olarak,

1) f(w)

_ L / — T a—178
B F(a)x/(t )" f(t)at
1 / a—1 1 / -1
= m/ (=) (m/ =01 (”dz) “

esitliginde

t<z<b
yapilirsa;

x<t<b .
= x <t < z < bsmr degigimi ve t = x + (2 — x)u doniigiimii

I8 10 f(x)

_ r<a)1r(5)jf(z)<0/l<x + (2= 2w —2)° (2 — 2 — (2 — )Pz — 2)du)da
_ F(Q)lr o /b F(2)(z — z)etB1 ( 0/1 w1 — u)ﬁldu) dz

_ r(a1+ 5 /b (2 — 2)o 51 f(2)d2

= I,""f(x)

elde edilir.
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2. Yukarida 1. maddede verilen birlesme 6zelligi kullanilirsa,

f§+ff+f($)
=127 f ()
1 )
= m/(ﬂﬂ — 2)*PL f(2)dz,

a

almir. Burada ['(a 4+ ) = ['(8 + «) oldugundan

e, 17, f(x)
1 -
:m/(l‘—z)m f(z)dz

a

= 12,15, f ()

olarak bulunur.

Tanim (U. Katugampola)2.4: f € L;(a,b) olmak iizere

xT

Jof(z) = %/(ﬂ“ — grthesler f(r)dr, a <z, p> —1,
b
Jof(x) = e ™ :I(B;_a / (7Pl — 2Pt e f () dr, 1 < b, p> —1

seklinde tanimlanan egitliklere o« > 0 i¢in «. mertebeden sirasiyla sol ve sag tarafli
genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri denir (Katugampola, 2011).
Yildirim ve arkadaslar tarafindan verilen sol ve sag genellegtirilmig kesirli integral
tanimi agagidaki gibidir:
Tanim (Genellestirilmis Kesirli integraller) 2.5: f, [a, b] aralig1 iizerinde integral-
lenebilir bir fonksiyon ve h(z), (a,b] aralig iizerinde pozitif monoton artan ve h'(x),
(a,b) araligy tizerinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere, & > 0 ve a > 0 igin 5t (x)
ve Ji' ,, f(2) Riemann-Liouville kesirli integralleri

1

Teeaf @) = / (h(2) — h (7)* W () f(r)dr, = > a (2.8)

a

ve
b

1 11!
)/(h (1) —h(x)* h (1) f(r)dr, x <] (2.9)

Sy f(x) = (o)

T

seklinde tamimlanir (Yildirim ve Kirtay, 2014). Bu integral formiillerine sirasiyla sol ve

sag tarafli genellestirilmig Riemann-Liouville kesirli integraller denir.

20



Agiktir ki, bu kesirli integral 6zel segimlerde daha onceden bilinen kesirli integral
kavramlarinm vermektedir. o > 0, f € X7 (a,b) olmak iizere a < x < b i¢in, agagidaki
ozel secimler ile

i) Eger 2.8 de h(z) = x almursa, genellestirilmis kesirli integrali Riemann-Liouville
kesirli integrali ile ¢akigir.

i1) Eger 2.8 de h(z) = v almirsa, genellegtirilmis kesirli integral Katugampola
kesirli integrali ile ¢akigir. 0

Tiirev mertebesinin kesirli olmasi ile ilgili ¢egitli calismalar yapilmig ve literatiirde
bir ¢ok farkl kesirli tiirev tanimi elde edilmistir. Bu tanimlarin ¢cogu kesirli integrallerle
elde edilmistir ve biiyiik bir kisminin lineerlik, ¢arpim kurali, boliim kurali gibi 6zellik-
lerle birlikte Rolle teoremi ve ortalama deger teoremi saglamadigl goriilmiigtiir.

2013 yilinda R. Khalil ve arkadasglar tarafindan kesirli tiirev ve kesirli integralin yeni
bir tanimi1 yapildi. Bu yeni tanmim klasik tiirevin tanimindaki gibi bir limit formundan
yararlanir. Onlar ¢alismalarinda, bu yeni kesirli tiirev tanimi i¢in lineerlik sartini,
carpim kuralini, bolim kuralimi, kesirsel Rolle teoremini ve kesirsel ortalama deger
teoremlerini sundular.

Tamim (Konformal Tiirev) 2.6: f : [0,00) — R fonksiyonu verilsin. Tim ¢ >

0, a € (0,1) i¢in, f nin «. mertebeden konformal (conformable) tiirevi

ft+et™) = f(t)

Da (f) (t) = lim (2.9)
€— €
biciminde tanmimlanir.
Eger f fonksiyonu a—diferansiyellenebilir ise
F0) = lim £ () (2.10)

saglanir.  Burada f® () fonksiyonu D, (f) (t) ile gosterilir. Yani, bir f fonksiy-
onunun «. mertebeden konformal tiirevi mevcutsa, o zaman f fonksiyonuna -
diferansiyellenebilirdir denir (Khalil ve arkadaglari, 2013).
Teorem 2.7: Eger o € (0,1] ve f, g bir t > 0 noktasinda a-diferansiyellenebilir olsun.
O halde

i. Va,b € Ricin D, (af +bg) = aDs (f) + 0D, (g) (lineerlik),

ii. Vp € R igin D, (t) = ptP~,

iti. Her sabit f (t) = X fonksiyonu i¢in D, (\) =0,

0. Do (f9) = fDa (g) + gDe (f) (Carpmn kurah),
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v. D, <i _ 9Da () = fDa () (Boliim kurali),

g 9°
vi. Do (fog)(t)=f"(g(t)) Da(g) (t) (Zincir Kural)
ozellikleri meveuttur (Khalil ve arkadaglari, 2013).
Tamim 2.8: f : [a,b] — R fonksiyonu verilsin. O zaman 0 < a < b olmak tizere o €

(0, 1] i¢in, f nin a—kesirli integrali

/bf () dox = /bf (z) 2° dx

olarak tanmimlanir. [a, b] araliginda tiim a—kesirli integrallenebilen fonksiyonlarin uzayi
L} [a,b] ile gosterilir (Sarikaya ve arkadaslari, 2016).
Teorem (Kismi Integrasyon) 2.9: f, ¢ : [a,b] — R fonsiyonlar verilsin. Eger f ve

g fonksiyonlar (a,b) de a-diferansiyellenebilir ise

b

/f(l‘) D5 (9) () da (x,0) = f9l, —/g(l‘) Dg, (f) (x) do (2, a) (2.11)

esitligi meveuttur. Burada d, (z,a) = (z — a)*~" seklindedir (Abdeljawad, 2015).
Yukarida (2.9) ile verilen konformal tiirev formiiliinden hareketle, bir bagka konfor-
mal tiirev tanimi Katugampola tarafindan

D, (f)(t) = lim d (tegt_") —f@)

e—0 £

seklinde verilmigtir (Katugampola, 2016).
(2.9) konformal tiirev tanimini, bilinmeyen bir ¢ekirdek yardimiyla genellegtirme

fikri ilk olarak R. Almeida ve arkadaslar1 tarafindan
T (t+ek(®)'™) —f()

e—0 £

£ (t) =

seklinde yapilmigtir (Almeida, 2016).
Burada k (t) nin keyfi se¢imleri halinde birgok tiirev tamim formiilii elde edilebilir.
Almeida nin tanimladigl bu tiirev tanimi daha genel olarak tarafimizdan agagidaki
gibi ifade edilmis ve asagidaki ozellikler elde edilmistir.
Tanim(Konformal Kesirli Tiirev) 2.10: & : [a,b] — R negatif olmayan siirekli
bir fonksiyon ve k' (t) # 0 olsun. Verilen bir f : [a,b] — R ve a € (0,1) i¢in, f nin

«. mertebeden konformal kesirli tiirevi

f@‘kw+k@w”%7)—fw
D (f) () := lim

e—0 €
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seklinde tanimmlanir (Akkurt ve arkadaslary, 2017).
Teorem 2.11: k : [a,b] — R negatif olmayan siirekli bir fonksiyon ve £’ (t) # 0 olsun.
a € (0,1] ve f,g bir t > 0 noktasinda a-diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda,

1. D (af +bg) (t) = aD* (f) (t) + bD*(g) (t), her a,b € R i¢in (lineerlik),

2. D (t") = o ,E,t)() )a

3. Biitiin f (t) = ¢ sabit fonksiyonlar1 i¢cin D* (¢) =

4. D" (fjg)( )=1f (t())D“ (())(();rg( ()) (())(t&)((}arplm Kuraly),

e gtt - olim kurah
5. D (g) (t) = o (Boliim kural),
6. D*(fog)(t) = %f’ (g(t)) D' (g) (t) (Zincir kuralr)
ozellikleri mevcuttur (Akkurt ve arkadaslari, 2017).

nt" ! her n € R icin,

Simdi kesirli mertebeden tiirevin elde ediligine deginelim.
n. mertebeden tiirevlerin

2., 3
fa), 2 02 8t
sonsuz dizisini goz oniine alinsin. Bu dizi keyfi mertebeden diferansiyellenebilirligin
genellestirmesidir. Oncelikle genel kesirli tiirev formiillerini vermeden énce yarim tiirev
olarak adlandirilan bir tiirev formiilii elde edilecektir. Bunlarla ilgili baz1 uygulamalar
yaparak elde edilen bu tiirev formiiliiniin daha genel bir formu olan kesirli tiirev for-

miilleri verilecektir. & pozitif bir tamsay1 olmak iizere f(z) = 2* seklindeki fonksiyonu

gtz oniine alalim. Bu fonksiyonun ardigik olarak a. pozitif tamsay1 mertebeden tiirevi

fz) ="

F/(x) = k!

() = k.(k — 1)a*?

F(@) = k.(k — 1).(k — 2)z*3

seklindedir. Elde edilen bu son egitlikte faktoriyel tanim ve 6zellikleri kullanilarak,

d° !
fO) = de: = a)!xlm (2:12)

ifadesi yazilabilir. Gamma fonksiyonu ve faktoriyel iligkisinden, (2.12) ifadesi,

df  T(k+1) o

= —a 2.1
dz*  T(k—a+1) (2.13)

7 @) =
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olarak yazilir. Buradaki a pozitif tamsayisi herhangi bir pozitif reel sayisi olarak
segilirse o zaman verilen fonksiyonun kesirli (Fractinal) tiirevleri hesaplanabilir.
Ornegin k = 2 ve a = 1/2 olsun. Bu durumda f(r) = z? fonksiyonu a = 1/2 inci

mertebeden tiirevi

olarak elde edilir.

Yukaridaki yarim tiirevin, yarim tiirevi

olarak elde edilir. Buradan f(z) = 2%, fonksiyonun a = 1/2 mertebeden iki kez
tiirevinin (yani iki yarim tiirevin) bir tam tiirev oldugu agiktir.
8
i _
Simdi ise f(x) NG

f(z) = 2? oldugunu gosterelim. Bunun igin daha 6nce elde edilen kesirli integral

3 . e . ..
22 tiirev fonksiyonun o = % mertebeden kesirli integralinin
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formiiliinde ¢ = 0 durumunu géz 6niine alirsak,

1 8 13
=" [(z—t)2t2dt
NOTENCY A
0
t=ur = dt=xdu , doniisiimii ile
1

8

=— [ (z— xu)*%(xu)%xdu

oldugu goriiliir.
Yukarida deginilen bilgiler dogrultusunda daha genel tanimlanan bir kesirli tiirev
formiilii elde edelim.

Bunun i¢in, 0 < a < 1 olmak {izere,

x

fz) = ﬁ / (2 — ) lp(t)dt, o> a (2.14)

a

Abel integral denklemini ele alahm. (2.14) denkleminde x yerine t, ¢ yerine s

yazildiginda,

t

£(1) = o / (t — )" ol(s)ds (2.15)

«

olacaktir. (2.15) esitliginin her iki yam (z — ¢)~“ ile ¢arpilarak a dan x e kadar t ye
gore integrali alinirsa,

x x t

JEREROI

a a a



oldugu goriiliir. (2.16) esitliginin sag tarafinda integrasyon sirasi

a<t<zx
Sa<s<it<czx

a<s<t

sinir degisimine bagli olarak degistirilirse,

x x x

—a —L s —s) Ny —t) @ s
/<x—t> 0t = s /¢<> /(t Jol( — t)-edt | d (2.17)

esitligi elde edilir.
Simdi (2.17) estliginin sag tarafindaki i¢ integrali hesaplayahm. Bu ig integralde
t=s+(x—s)u = dt=(r—s)du degisken degistirmesi yapilirsa,

T

/ (t = 5)*1(z — 1)-odt

S

1

= /(5 +(x—s)u—s5)*"Hr—s—(xr—s)u)*(x—s)du

=iz — s)o‘la“/ual(l —u) " “du
— T(a)T(1 - a) (2.18)

oldugu goriiliir. Burada elde edilen (2.18) esitligi (2.17) de yerine yazlirsa,

T x

/ (z — 1) f(H)dt=T(1 — o) / o(s)ds (2.19)

a a

elde edilir. (2.19) ifadesinin her iki yanimn x bagimsiz degiskenine gore tiirevi alinirsa,

o) = ﬁdi / (& — )= f(t)ds (2.20)

yazilir. Burdaki (2.20) ifadesine ¢ fonksiyonun «. mertebeden Kesirli Tiirevi denir. Bu
tiirev Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi olarak bilinir. Genel olarak (2.20) ifadesinin

literatiir gosterimi

Do f(x) = i 1_ ) dix/(xf—(tz)f)adt’ r>a (2.21)

a

seklinde tanimlanir. (2.21) esitligi yardimiyla daha genel bir Riemann-Liouville Kesirli

Tiirevi formiilii agagidaki gibi verilir.
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Tanim 2.12: f fonksiyonu her (a, z) sonlu araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.
meN, m —1 < a < m olmak iizere reel degerli f fonksiyonun «. mertebeden Riemann-

Liouville kesirli tiirevi

Dy, f(x) = m <%>m/m$dt, r>a (2.22)

a

seklindedir.
Tanim 2.13: o > 0, t > a, a, t, a € R olmak iizere verilen bir f fonksiyonunun

Caputo kesirli tiirevi

nor g
! (d> /(f#d’l' n—1l<a<n, neN

‘D (f)(t) = W dx / e
%f(t) ,a=neN

seklinde tanmmlanir (Caputo, 1967).
Riemann-Liouville kesirli tiirev ve Caputo kesirli tiirevinin baz 6zellikleri agagidaki

tabloda ifade edilebilir:

Riemann-Liouville
1) Dy f () = D 1" f (1)
lim Df;, f (t) = f™) (¢)
lim Dy, f (1) = f70 (1)
3) Dip (Af (1) + g (1)) = ADgp f (1) + pDfpg (1)
4) D Dy f (t) = D f (¢) # Dy D f (#)

5) Dy (f (1) g (1) =D (3) (Dag"f (8) g™ (1)
6) D% c = ﬁt‘a # 0, ¢ (sabit)
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ve
Caputo

1) €D (1) = "D (1)

lim CD°f (£) = f® (1
2 a—n

lim “D*f (t) = f"=V (¢) — f*V(0)

3) CD* (AJ (1) + ug (1)) = A°DA f () + uC Do (1)
4) DDy, f (£) =C D™ f (1) # Dy CD°f (1)

5) “D(f 1 g®) = > () (DR (1) 9 (1)
X s @9 O

6) “Dc =0, c (sabit)
(Kamenova Ishteva, 2005).
Ayrica R. Gorenflo ve F. Mainardi, 2000 yilindaki ¢aligmalarinda Riemann-Liouville
kesirli tiirev ile Caputo kesirli tiirevi arasindaki iligkiyi asagidaki gibi vermigtir.
Teorem 2.14: t > 0,a e R, n € Nven — 1 < a < n olsun. Bu durumda Riemann-

Lioville Kesirli Tiirev ve Caputo kesirli tiirev operatorleri i¢in

i
L

tk:—a

M'k+1- a)f(k) )

“Df(t)=Df (1) —

b
Il

0

esitligi dogrudur (Gorenflo ve Mainardi, 2000).
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3 Bulgular

Bu boliimde ¢alismanin orjinal kistmlarini olusturan alt bagliklar ele alinacaktir. Ele
alian alt baghklarda Hermite-Hadamard esitsizliginin daha 6nceki tiplerini iceren in-
tegral esitsizlikleri, baz1 6zel fonksiyonlar yardimiyla tanimlanan genellegtirilmig kesirli

integraller icin yeniden verilecektir.

3.1 ¢p—Konveks Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen Kesirli
Integraller Icin Baz: Esitsizlikler

Oncelikle agagida verilen S; operatorii icin 2015 yilmda J. Park tarafindan elde
edilen temel lemmadan bahsedilip, ardindan bu Sy operator ile tamimlanan ¢—konveks
fonksiyonlar icin bazi egitsizlikler verilecektir. Bu esitsizlikler bilinen temel esitsizlik-
lerin bir genellemesidir.

J. Park, & > 0 ve her x € [a,b], A € [0, 1] i¢in S; operatoriinii

St (z, A, a;a,b)
E(l—)\){(b_x)a —(@—a)f }f’(x)

b—a

(3.1.1)

b—a

['(a+2

_Ta) {Jo f(a)+Jo f (b))}

seklinde tanimlamigtir (Park, 2015).

Ana sonuglarin ifade ve ispatlanmasi i¢in gerekli olan lemma J. Park tarafindan
asagidaki gibi verilmigtir:
Lemma 3.1.1: 0 < a < b olmak iizere a,b € [ i¢in f : I C R — R fonksiyonu [°

(I°, I arahiginn igi) iizerinde iki kez diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda x € [a, b],
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A€ 0,1], a >0 ve f" € Ly [a,b] igin

(l’ o a)oz+2

1
St (z, A\, a;a,b) :ﬁ/o tA=tY) f"(te+ (1 —t)a)dt

(3.1.2)

+%/{)1t A=t*) f"(te+ (1 —t)b)dt
dir (Park, 2015).

Simdi Lemma 3.1.1 yardimmyla, Sy operatorii i¢in asagidaki temel sonuclar elde
edilecektir.
Teorem 3.1.2: ¢ : (0,1) — (0, 00) olgiilebilir bir fonksiyon olsun. a,b € I° ve a < b
icin f : I C [0,00) — R, I°(I°, I min ici) iizerinde iki kez diferansiyellenebilir ve
f" € Ly [a,b] olsun. Bu durumda ¢ > 1 olmak iizere |f”|?, [a, b] arahginda ¢—konveks

fonksiyon ise herhangi x € [a,b], @ > 0 ve t,\ € [0,1] i¢in

IS (2, A, t, p;a,b)]

1-1 (aj = a)a+2 " q
< A1 F (Oé, )\) ﬁ {A2(a7 )‘v t, SD) |f (I)l

(3.1.3)
+ A (@, \ 1, 0) | (a)] 7}

(b — x)oﬂr? " q " g
+ﬁ {AQ (a’ At 90) |f (:L‘)| + A; (av At gp) |f (b)| }q

esitsizligi dogrudur. Burada

aA1+a+1 )\
a+2

Ay (@Mt ) =/ £\ —tamo()

Az (a, A\t ) /|t —t*) (1 —t)p (1 —1t)dt.

Al (Oé, )\) =

dir (Yildirim ve arkadaslari, 2016).
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Ispat: Lemma 3.1.1 ve power mean esitsizligi aym anda dikkate almirsa,

1Sy (x, A\, o, t, p;0,b)|

- b—:H (/ (2 |dt> N </01|t()\—ta)||f”(tx—|—(1—t)a)|th)}1

— )™ (/ It (A |dt) o (/01|t()\—t°‘)||f”(tx+(1—t)b)|dt>q

1

A <a,A>[$‘“a+Z (/ =1 e+ (=)o) )

— o) (/ 6= )] [ (t + (1~ 1) >|th);]

esitsizligi elde edilir. Burada A; («, ) ifadesi

) aXta 41 A
1 (@, \) /|t — )] dt = ( - —§>

seklindedir. |f”|?, [a,b] iizerinde p—konveks oldugundan, (3.1.4) esitsizliginin sag

(3.1.4)

tarafindaki integraller sirasiyla
1
/ £\ — )] [ (b + (1 — £) a)|"
0
(3.1.5)

S AQ (a, )\, t, SO) |f” ($)|q + AB (Oé, )\7 tv §0> |f” (a)|q
ve

/ (O — £ | £ (2 + (1 £) )| dt
’ (3.1.6)

S A2 (av )‘vtv (10) |f” (x)|q + A3 (av )‘7 t? 90) |fll (b)lq

esitsizlikleri ile yazilir. Burada Ay (o, A\, t, ) ve Az (a, A, t, ) fonksiyonlari

Ay (@ Mt ) /|t o)t (1)

Az (o, A\t ) /|t —tM)| (1 —=t)p(l—t)dt
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seklindedir. Eger (3.1.5) ve (3.1.6) ifadeleri (3.1.4) de yerine yazilirsa;

ISt (x, A\, a, t, p;a,b)]

aX a1 A ' (x —a) O‘+2 2 )
+1f" (a / [tAN=t)|(1—1)p (l—t)dt}

b— )"t
A i [ o= el o

+[f" (b /|t — (1 -t)p (l—t)dt}

esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.1.3: Teorem 3.1.2 de ¢ (t) = 1 alinirsa,
|Sr (2, A, a0, )|

1

(U -3) R e @ s

SO w1 @ + A0 N L )

(3.1.7)
oldugu goriiliir. Bu esitsizlikdeki Ay (o, \) ve A3z (a, \) ifadeleri,

1 - 2 1+%
:/ |t(>\—t0‘)|tdt:3 (a+3) A+ 2a) ,
3(a+3)

1
Az (o, \) = / [t A=t (1 —¢t)dt
0
a)\H% 2)\1+% al «Q

ar2 313 6 (a+2)(a+td)
seklindedir. (3.1.7) esitsizligi J. Park’in 2015 yilindaki ¢alismasinda bulunan Teorem

2.1 ile aymdir.
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b
Sonug 3.1.4: Teorem 3.1.2de ¢ (t) =1 ve x = ot alinirsa, sirasiyla A = 3 A =0,
A = 1 i¢in J. Park’in 2015 yilindaki ¢alismasinda bulunan Sonu¢ 2.2, Sonu¢ 2.3 ve
Sonug 2.4 elde edilir.

Sonug 3.1.5: Teorem 3.1.2 de ¢ () = t*~! alinirsa,

IS (2, A, a,t,p;a,b)

=

MW A\ @ ;
< <% - 5) l% {1/ @)[" Aa (@, A, 5) + " ()| A5 (@ A 1, 0) }o

(b—CL’)a+2 ” q " q i
O 1 @ A9+ 1 O A (0 )}

(3.1.8)
esitsizligi elde edilir. Burada Ay (o, A, s) ve As (o, A\, £, ) ifadeleri

)\%H 2.4 1
Ay(a, Nys) =2 -2 + )
S+ 2 a+s+2 a+s+2

As(a,\t,p) =AB,1(2,s+1)—B1(a+2,s+1)

+B, i (a+2,s+1)=AB_1(2,s+1)

seklinde olur.

Teorem 3.1.6: ¢ : (0,1) — (0, 00) dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. a,b € I° ve a < b
igin f : [ C [0,00) — R, I°(I°, I min igi) iizerinde iki kez diferansiyellenebilir ve
f" € Lyla,b] olsun. Bu durumda ¢ > 1 ve ]19 —i—l = 1 olmak tizere |f"|?, [a,b] de

q
p—konveks fonksiyon ise herhangi = € [a,b], « > 0 ve t,\ € [0,1] i¢in

IS¢ (2, A\, t, 5 a,b)|

(x — a)a+2 .

< Rv (a, \,p) [ﬂ {(|f” (@) + 1" (a)lq)/0 ty (1) dt} (3.1.9)

e TNRY
WD @rsiron [ ool ]
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dir. Burada

1+ptap
AR 1+p+ 1+
R(a,\p) = “— {F(l—i—p)F(%) <2F1(1,1+p,2+p+7p,1>>

1 1
B (1+ w) _B(A’Hp?_w)},
[0 [0

ve 0 < b < ¢, |z] <1 igin, o F7 hipergeometrik fonksiyonu

1 1
Fy (a,b = [ A=) (1= 2t) "t
2Filabes) = gy [ 47 a=07 a2

dir (Yildirim ve arkadaslari, 2016).
Ispat: Lemma 3.1.1 ve Holder esitsizliginden, asagidaki esitsizlik elde edilir.

IS (x, A, o, t, 5 a,b)|

) ([t
G ([ o)

esitsizligi elde edilir.

-

|f"|?, [a, b] tizerinde p—konveks oldugundan,

/O lf" (tx + (1 —t)a)|*dt §/0tgo(t)|f”(x)|th
+/01 (A= t) e (1= 1) |f" (a)|" dt (3.1.11)

1

= (/" @+ 1" (@)) | te(t)dt

0
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esitsizligi almir. Benzer sekilde

/0 7+ (1= Db dt < / b (1) 11 ()] di
+/O (1=t (1 —1t)|f" (b)|*dt (3.1.12)

— (@ + 1 O / o (t) dt

yazilir.

Diger yandan,

(a, A, p) = / [t (X —t2)|P dt
l
:/ ) A — )P dt + ll{t (1 — NV dt (3.1.13)
=C1 (o, A\, p) + Cs (a, )\p)
esitligi gecerlidir. Sirasiyla A — t“ = u ve u = Ay degisken degistirmeleri yapilirsa,
AS
Cr (o, A\,p) = 4 {t(A—t*)}dt

1 p=a
=—/ up()\—u)Ha du
0

«

1 1 1+p—«a l—a+4p
= —/ APYPA s (1—1y) & Ady (3.1.14)
& Jo
pa+tltp
A e 1 1ip B
= /yp(l—y)‘* (1-y) ' dy
@ 0
1+ptap

_A a F(1+p)D (H22), P (1L, 1+p2+p++22.1)




ve

02 (Oé,)\,p)
1
R
Ao
(6% u (6%
)\1+p+ap 1 + +
- {B(l%—p,—ﬂ)—B(A,ler,—H’?#)}
« «

esitlikleri elde edilir. Yukarida elde edilen (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13), (3.1.14) ve (3.1.15)
ifadeleri (3.1.10) da yerlerine yazilirsa,

1S (2, A\, t, p;a,b)|

(I . a)oz+2 %

< R» (a, A, p) [ﬁ {(If” (@) + 1" (a)lq’)/0 ty (1) dt}

e (T RE Ty 0 dt}q]

esitsizligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Sonug 3.1.7: Teorem 3.1.6 da ¢ (¢t) = 1 alinirsa, her = € [a,b], « > 0 ve t,\ € [0,1]
icin

ISt (2, A, a,t,p;a,0)

b—a 2

, (z— )™ [(|f" @) + " (@)|) 7
< Rv (a, A, p) [ { } (3.1.16)

(b— )" [ (|f" ()" + [ (B)") 7
* b—a { 2 }]

esitsizligi elde edilir. (3.1.16) esitsizligi J. Park’m 2015 yihindaki ¢alismasinda bulunan

Teorem 2.2 ile aynidir.

1

b
Sonug 3.1.8: Teorem 3.1.6 da ¢ (t) =1 ve z = @ aliirsa, sirasiyla A = 3’ A =0,

A = 1 i¢in J. Park’in 2015 yilindaki ¢aligmasinda bulunan Sonug 2.6, Sonug 2.7 ve
Sonug¢ 2.8 elde edilir.
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Sonug 3.1.9: Teorem 3.1.6 da ¢ (t) = t*~! alirsa,

ISt (2, N, a,t,p;a,0)

< </01 |t()\—t“)|pdt);

U {(|f"(9:)|q+If”(b)|q)}1

b—a s+1

(x —a)"*? {(If” @)]" + 1" (@)]") }i

b—a s+1 (3.1.17)

esitsizligi elde edilir.
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3.2 Konveks Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen Konformal
Kesirli integraller i¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsiz-
likler

Bu alt baglikta konveks fonksiyonlar yardimiyla, konformal(uyumlu) kesirli integraller
i¢in baz1 yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilecektir.

Simdi baz1 temel sonuclar1 hatirlatalim:

S.S. Dragomir ve R.P. Agarwal bir ¢calismasinda Hermite-Hadamard esitsizliginin
sag tarafi ile ilgili sonuglar1 agagidaki gibi vermigtir.
Lemma 3.2.0.1: f: ] CR — R, [°(I° I nm i¢i) iizerinde diferansiyellenebilir olsun.

Bu durumda a,b € I° ve f' € Lla,b] olmak iizere

f@+f®) 1 y
2 _b—a/f(x)dx_

dir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

1

(1—2t) f (ta+(1—t)b)dt  (3.2.0.1)

Teorem 3.2.0.2: a,b € [° ve a < bigin f: [° C R — R, I°(I°, I nn igi) iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f’ € L [a, b] olsun. Bu durumda

‘f @)+ b b_a/f ‘ )(If’()l;|f’(b)|> 5202)

dir (Dragomir ve Agarwal, 1998).
Lemma 3.2.0.3: a,b € [ ve a < bigin f: [° C R — R, I°(°, I nmn igi) iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f’ € L [a,b] olsun. Bu durumda
1 b a-+b
- de —
— /a flx)de —f ( 5 )

—(b-a) [/01/2tf’(ta+(1—t)b)dt+/1/12(t—1)f’(ta+(1—t)b)dt

(3.2.0.3)

dir (Kirmaci, 2004).
Teorem 3.2.0.4: a,b € I’ ve a < bigin f: [° CR — R, I°(I°, I nn igi) iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f’ € L [a,b] olsun. Bu durumda

’—/f Vi — f <a+b>‘

dir (Kirmaci, 2004).

(1 @+ £ ) (3.2.0.4)
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Tim bunlar goz oniine almirsa, a-kesirli tiirevlenebilir fonksiyonlar igin, 2016
yilinda M.Z. Sarikaya ve arkadaglar1 tarafindan agagidaki sonuglar verilmigtir.
Teorem 3.2.0.5: « € (0,1] ve f : [a,b] — R, (a,b) de a—kesirli diferansiyellenebilen
bir fonksiyon olsun. Bu durumda

i) f, [a,b] arahginda konvekstir.

ii) D.f (t), [a,b] arahginda artandir.

ii) Herhangi bir z1, x5 € [a,b] igin

fle) > flar) + 20

Q

Dq (f) (21) (3.2.0.5)

ifadeleri denktir (Sarikaya ve arkadaslari, 2016).
Teorem 3.2.0.6: a > 0 olmak iizere f : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ve ¢ :

[0,00) — R siirekli ve konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda « € (0, 1]

¥ (ba faa / bf (z) dax> < i‘ " / bso (f (2)) doz (3.2.0.6)

dir (Sarikaya ve arkadaslari, 2016).

Hermite-Hadamard esitsizligi konformal kesirli integralleri i¢in agagidaki gibi gos-
terilebilir:
Teorem 3.2.0.7: o € (0,1] ve 0 < a < bigin f € L} ([a,b]) olmak {izere f : I C
R* — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda, konformal kesirli integraller icin

« (03 b (e} (e}
P55 = s [ £ < T (3:2.0.7

esitsizligi mevcuttur(Sarikaya ve arkadaglari, 2016).

3.2.1 Hermite-Hadamard Tipli Baz1 Esitsizlikler

Bu boliimde, tiirevlerinin mutlak degeri diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in Konfor-
mal Kesirli integraller kullanarak Hermite-Hadamard tipli bazi genellestirilmis esitsiz-
likler verilecektir.

Bu boliim boyunca Iy (f; o; B;u) operatorii agagidaki gibi alinacaktir.

Va,b € I (a <b)igin f: I CR — R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir olsun.
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It (f;a; B;u) operatorii u € [a,b], A € [0,1], a, 8 € (0, 1] igin

It (f;a; B;u)

@)+ )
B 2 (b — a™)”

1 b 5
(3.2.1.1)

seklindedir.

Hermite-Hadamard tipli esitsizlik i¢in yeni sonuclar elde etmemize yardimei olacak
onemli bir 6zdeslik asagidaki lemma ile verilir.
Lemma 3.2.1.1: o, € (0,1] ve 0 < a < b olmak tizere f : [a®, b*] — R, (a®, b%)
araliginda a—diferansiyellenebilen fonksiyon ve D, (f) [a®, 0] araliginda a-kesirli inte-

grallenebilen bir fonksiyon olsun. Eger ¢ > 1 i¢in |D,, ()|, [a®, b*] arahginda konveks

ise
Iy (f;a: B u)
_ _aaflf (aa) + baflf (ba)
2 (b — aab)a
_; a o ao\B, —a
2(ba_aa)/3+1/a (b u ) u
X[a—1—=(B—a+1)u® (6% —u)"] f (u®)dau (3.2.1.2)
_ 1 /b (ua o aa)ﬁ*aJrl u
2 (b — a)" ™ Ja
X la—1+ (B —a+1)u* ! (u —a”) "] f(u®) dou
1
_ %/0 (720 = (1= 7)) Da () (a7 + 1% (1 = 7)) dur
dir. Burada

Do (f) (a7 + b (1= 7)) = (a®7" + b (1= 7)™ f' (a7 + 0" (1 — 7))
dir (Yildirim ve arkadaglari, 2018).
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Ispat: I, (f;a;B;u) ve I (f;; 3;u) ifadelerinde u® = a®7® 4+ b* (1 — 7*) degisken

degigtirmesi ve kismi integrasyon metodu dikkate alinirsa,

I (f; 05 B5u)

=:j§ 798Dy (f) (a7 + 1% (1 — 7)) dur

= e e D )
= ), e D) )

(3.2.1.3)
— m { [(ba . ua)ﬁ*aJrl ua—l] f (ua) I;

_ /abDa ((bo‘ e ua‘l) [ (u®)da (boﬁua)}

b b — u® B—a+1 Y
_(ba—ia)ﬁﬂ/( ) [a—1—(B—a+1)u* (b —u*)"]

X f(u®) dy (0%, u®)

olur. Diger yandan I, (f; «; §;u) operatorii igin,

—1I5 (f; 5 By )

:—A(Lwﬂﬁ%ﬁﬂwﬂ+wﬂ—ﬂﬁ%7
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— _m /b ' (u® — a1 D () (u®) e du
S (| (e — )P D () () - ()
- (e — )P D () () - ()
= G [ = e )|

. / D (0 — ) ) £ () d aa>}

1

= mba_ f (%)

b  _« B—oa+1
(b — ;)ml/ . au) la =1+ (B —a+Du* (u —a®) ]

X f(u®) dy (u®, a®)
(3.2.1.4)

yazilir. Buradaki (3.2.1.3) ve (3.2.1.4) egitliklerinden istenilen sonug elde edilir.

Simdi Lemma 3.2.1.1 den yararlanarak konformal kesirli integraller i¢in, Hermite-
Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde edilecektir.
Teorem 3.2.1.2: «, 3 € (0,1] ve 0 < a < b olmak iizere f : [a®, b*] — R, (a®,b)
araliginda a—diferansiyellenebilen fonksiyon ve D, (f) [a®, 0] araliginda a-kesirli in-

tegrallenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |D, (f)|? [a®, b*] araliginda konveks ise

B _
1y Fsasiu] < s (g ) 0 () @)l + 100 (1) 0]

esitsizligi meveuttur (Yildirim ve arkadaglar: 2018).

Ispat: |D, (f)|, [a®,b°] araliginda konveks oldugundan, Lemma 3.2.1.1 yardimiyla,

1

I (FrosBu)l = 5 [ / (@ =) D () (@ b (1 ) dar
# [, (7 = =) 1D () (@5 07 (1= 7))
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+—|Da (J;> (ba)|/02_°‘ ((1 — T“)B — TQB) (1 —=7%)d,T

+/211 (raﬁ —(1-— ra)ﬁ) (1 —7%)d,T

o

_AIDa (f) (@) + Do (f) (0%)]}
20 (B+1) (B +2)

[5+2—@]

28

- 5 () 00 (D @)+ 102 (P 6]
elde edilir.

Teorem 3.2.1.3: «a,5 € (0,1] ve 0 < a < b olmak iizere f : [a®,b*] — R, (a®,b%)
de a—diferansiyellenebilen fonksiyon ve D, (f), [a®, %] araliginda a-kesirli integral-
lenebilen bir fonksiyon olsun. Eger l—i—é =1veq > 1igin |D, (f)|%, [a®,b*] arahginda

p
konveks ise

[y (f: 05 8;5u)]
(3.2.1.5)

1 ( 221" ); ((IDa (f) (a®)|" + D (f) (ba)|q)>3,

S ACICESY 20

dir (Yildirim ve arkadaslar: 2018).
Ispat: Lemma 3.2.1.1 yardumyla ve ¢ > 1 icin power-mean esitsizliginden faydala-

narak;
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790 — (1 — 77| |Dy (f) (a7 + 0% (1 — 7)) | doT

\ff(f;a;ﬁ;U)IS%/ol
g%/
([

7 = (1= 72)°| |Da () (027 + 1% (1 = 7))| dur

1

daf)’l’ </01 Dy (f) (a®7® + b (1 — Ta))rfdaT)q

b _ (1-— TO‘)/B

y ( / (1D (1) (@ + 0% (1 - T‘*))l)qdﬂ);
(3.2.1.6)

esitsizligi elde edilir. Ayrica |D, (f)|? mn [a®, b*] da konveks oldugu dikkate alinirsa,

/0 1D (1) (a7 4+ b (1= 7)) dor

< / {7 1Da () (@)% + (1= 7) [ Do () ()]} do
(3.2.1.7)

— 1Da () (a®)]" / rdar + | Da (f) ()" / {1- 7} dor

(IDa (f) (@)|* + |Da (f) ()
2

yazilir. (3.2.1.6) ifadesindeki

/02_ ((1=7)° = 7°%) dar ve /21 1

integrallerinde kismi integrasyon metodu dikkate alinirsa, sonugta

Q=

(Taﬁ —(1- Ta)ﬂ) doT

_1

2 —21-p

/02 : ((1 . 7045) d,7 + /;1 (TO‘B —(1— 70‘)5) d,m = m (3.2.1.8)

@

elde edilir. (3.2.1.6) de (3.2.1.7), (3.2.1.8) kullanilarak ¢ > 1 i¢gin istenilen sonug elde

edilir.

44



Diger yandan, eger ¢ = 1 ise

o B (1D (f) (a®)] + [Da () (0*)])
Ly (f5 0 Byu)| < -

esitsizligi elde edilir. Bu da istenilen sonucu verir.

Teorem 3.2.1.4: «a,5 € (0,1] ve 0 < a < b olmak iizere f : [a®,b*] — R, (a®,b%)
de a—diferansiyellenebilen fonksiyon ve D, (f), [a®, 0] arahiginda a-kesirli integral-
lenebilen bir fonksiyon olsun. Eger 1—#% = 1veq> 1icin|D, (f)|?, [a®, b*] arahginda

p
konveks ise

Bp _ , a)|? ayiay @t
1, (e e Sl( ((2 1) ) {nDam( I+ 1Ds (b >|1}

Bp + 1) 2001 20

(3.2.1.9)
dir (Yildirim ve arkadaslari, 2018).
Ispat: Lemma 3.2.1.1 yardimyla, |D, (f)|* nun [a®,b%] de konveks oldugu ve ¢ > 1

icin Holder egitsizligi dikkate alinirsa,

[y (f; 05 8;u)]

1 1
o),

IN

77 — (1= 7%)°||Da () (@27 + 8% (1 = 7))| dut

IN

Qe

/01 Do (f) (@79 4+ b (1 — 7)) dar>

-1 <m)’l’ <1_ %) (/01 Do (f) (%72 + 12 (1 —Ta))yqdo;)l

(3.2.1.10)
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esitsizligi elde edilir. Diger yandan (3.2.1.10) ifadesinin sol tarafi igin, |D, (f)|*

nun [a%, b*] da konveks oludugu dikkate alinirsa,

/0 | Do (f) (@®7* + 5> (1 — 7))|* do7
< /0 [7*1Da (f) (@®)|" + (L = 72) |Da (f) (0)|") daT
< |Dq (f) (aa)‘q/lTo‘daT (3.2.1.11)

1D () ()" / (1 - ) dar

_ Do (f) (@)]* + |Da () (0%)]*

. 2a

esitsizligi elde edilir. (3.2.1.11) ifadesindeki /1 |Do (f) (a7 + b (1 — 7))|* do7 inte-
grali, (3.2.1.10) ifadesinde yerine yazilirsa istgnilen sonug elde edilir.

Teorem 3.2.1.5: «, 8 € (0,1] ve 0 < a < b olmak iizere f : [a®,b*] — R, (a®,b)
de a—diferansiyellenebilen fonksiyon ve D, (f), [a®, %] araliginda a-kesirli integral-
lenebilen bir fonksiyon olsun. Eger %—F% =1veq>1igin|D, (f)|?, [a®, b*] arahginda
konveks ise

1

————— 1Da Dl (58 2-2777])" (3:21.19)
2(b> —a%)s

Iy (fra;6;u) <

esitsizligi meveuttur ve I (.) stmrhdir (Yildirim ve arkadaslari, 2018).

Ispat: Lemma 3.2.1.1 yardimiyla, |D, (f)|? nun [a®, b°] arahgmda konveks olusu ve

q > 1 icin Holder egitsizligi dikkate alinirsa,

1

I (fro5 8:0)| < —/0

5 |77 = =7 IDa () (7% + % (1= 7)) | a7

IA

% (/01 D (f) (a°7 + b (1 — Ta))|qda7);

X
VRS
O\H

/N
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1

1 »
% (/ ( Taﬁ o (1 _ TQ)BDpdaT> (32113)
0
N | Do (O 1 (us (/1 ( T8 — (1 —Ta)ﬁ‘)pd T)p
2 « a «
esitsizligi elde edilir. Diger yandan (3.2.1.12) esitsizligindeki
! P
/ ( o8 (1-— TO‘)BD doT
0
integrali
1 » 2w »
/ ( 78 — (1 — TO‘)BD o ldr = / ((1 r T“)ﬁ — 7‘15) d,T
0 0
. P
+/ ) (Taﬁ -1 —Ta)ﬁ) doT
27«
17
< _/ (<1 ) - u/ap> du (3.2.1.14)
@Jo
1
—I——/ (uﬂp— (1—u)5p) du
& Jo-1
1
=~ [9_9-8pt+l
TESTL

seklinde bulunur. (3.2.1.13) ve (3.2.1.14) ifadelerinden istenilen sonug elde edilir.
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3.3 Ikinci Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar Yardimiyla
Elde Edilen Caputo k—Kesirli Tiirevler I¢cin Hermite-
Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu boliimde Caputo k—kesirli tiirevleri kullanarak ikinci anlamda s—konveks fonksi-
yonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini elde edilecektir.

Simdi yukarida tanimlanan ikinci anlamda s—konveks fonksiyon kavrami hatirlatila-
caktir.

f: I CRy=1[0,00) — R fonksiyonu verilsin. Eger Va,b € I ve Vt € [0, 1] i¢in

€ (0,1] olmak iizere

flta+ (1 =1)b) <t°f(a) + (1 —£)°f(b)

ise f € K? dir (Hudzik ve Maligranda, 1994).

S. S. Dragomir ve S. Fitzpatrick 1999 yilinda yayinlanan makalelerinde ikinci an-
lamda s—konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini vermislerdir.
Teorem 3.3.1: f € LJa,b] olmak iizere, s € (0,1) i¢in f : [0,00) — [0, 00) ikinci

anlamda s—konveks fonksiyon ise

. a-+b
() <5

esitsizligi elde edilir. Eger (3.3.1) de s = 1 alinirsa klasik Hermite-Hadamard esitsizligi

/f < J@+ ) (3.3.1)

s+1

elde edilir (Dragomir ve Fitzpatrick, 1999).

Simdi bu baglik altinda ele alacagimiz G. Farid ve arkadaglarimin 2016 yilindaki
caligmasinda ifade ettigi Caputo k—kesirli tiirev tanimi asagidadir.
Tanim 3.3.2: f € AC" [a,b] fonksiyonu verilsin. o > 0, k > 1, « ¢ {1,2,3,---} ve

= [|a|] + 1 olmak iizere

C o,k _ 1 ¢ f(n) (7—)
DY f (x) = R (n = %)/a o —dr, z>a (3.3.2)
ve
CDkf (z) = (-1)" /b 10 4y (3.3.3)
ke (n—9)Jo (r—a)* 7 o

esitliklerine sirasiyla sol ve sag Caputo k—kesirli tiirev denir. Burada I'y () ise,

Tk (2) :/ e dr
0
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dir (Farid ve arkadaglari, 2016).

G. Farid ve arkadaglarimin tanimladigi bu tiirev tanimdan faydalanarak Hermite-
Hadamard tipli yeni esitsizlikleri agagidaki gibi verildi:
Teorem 3.3.3: a < bigin f € C™ [a, b] olmak iizere, [ : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon

olsun. Eger f(™ ikinci anlamda s—konveks fonksiyon ise
m (0+D
~(4F)

k’Fk (n - % + ]{3) ,
TR (b —a)" TR (=)

<70 @)+ 4 ) { -2+ 758y (1 s+ 1)
k
dir.

Ispat: f fonksiyonu [a,b] araligmnda ikinci anlamda s—konveks oldugundan her

x,y € |a,b] i¢gin

) (fﬂ‘ + y) P f™ (@) + ™ ()

2 A
esitsizligi vardir. Burada 7 € [0, 1] i¢in
2 — 2 —
x:ga%—(—QT)bvey:( 2T)a+—b
aliirsa,

esitsizligi yazilir.

(3.3.5) esitsizliginin her iki yam 77~ %! ile carpilip, [0, 1] aralig1 iizerinden integre

edilirse,
1
% /Tn_z_ldT
0
1 1
< /Tn_a_]f(n) < + ( )b> dr + /Tn——lf (( — 7—) + Zb) dr
2 2 2
0 0
atb
- 2
2“—% k
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olur. Caputo k—kesirli tiirev ve I'j, fonksiyonunun
Ip(a+ k) =aly ()

ozelligi dikkate alinirsa,
m (0FD
()

k' (n—<+k N N N
—25+§_(n(bja)n_)z Dhigay ! )@+ 0Dyt 0

(3.3.6)

elde edilir. Bu da istenilen (3.3.4) esitsizliginin ilk kismdir.
Diger yandan, f™ fonksiyonunun ikinci anlamda s—konveks oldugu dikkate

almirsa,

o (T (2—1) o[ (2—T) T
f()<§a+—2 b)+f<><—2 a+§b)

<(3) @+ (3E) o+ () 0w+ (G) o

esitsizligi elde edilir. Yine yukaridaki ayni teknik kullanilarak, (3.3.7) esitsizliginin her

(3.3.7)

iki yan1 7"~ % ! ile carpilip [0, 1] araligi {izerinden integrali alimirsa,

1

1
-2t (T, 27) n-g—1pm (2=7), T
/T’“f<2a+2de+ka g etgb)dr
0

0

i o [ ) + (357

1

«
n+s Z

= [f(n) (a’) + f(n) (b>] 2k {2n+s°‘ (

k

)+B% (n—%)s—kl)}

esitsizligine ulagihr. Bu egitsizlikte Caputo k—kesirli tiirevi ve I'y (o + k) = al'; («)

ozelligi dikkate alinirsa,

Sl ORI CS Vil ol i N )
(%)

(3.3.8)



elde edilir. Dolayisiyla (3.3.7) ve (3.3.8) ifadelerinden istenilen sonug elde edilir.

G. Farid ve arkadaglarinin verdigi agsagidaki lemma, tarafimzdan elde edilecek olan
yeni sonugclar: ispatlamada yardimeci olacaktir.
Lemma 3.3.4: a < bigin f € C" [a, b] olmak iizere, f : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon

olsun. Eger f™ ikinci anlamda s—konveks ise,
2 F D (n— g+ k) [ | ODYYf ) (@) (=) [CDSE L f ] ()
() ()
_pm (OFD
()

1

b—a b, T (2—1)
- n—% f(n+1) [ i
1 /T % f <2a—|— 5 b> dr

0

1
2—71 T
_ n—% £(n+1) -z
/'r kf < 5 a—|—2b>dT
0

esitligi saglanir (Farid ve arkadaslari, 2016).

(3.3.9)

Bu yardimci Lemma kullanilarak agsagidaki ii¢ temel sonug verilsin.
Teorem 3.3.5: a < bigin f € C™ [a, b] olmak iizere, f : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon

olsun. Eger ¢ > 1 i¢in ‘ Ot ‘q ikinci anlamda s—konveks ise,

P =R R eper ) @ oo [opstr) @] - e ()

o (+4") (%)

b—a 1 »
<
- 4 n—2+1

1
q

|f(n+1) (a)|q

n—%41 | £(n+1) q o«
Vs erne P2 OB (- g+ Lo+ 1)
1
(n+1) b)|q q
n—+1 (n+1) q o« |f (
| 2R @) By (n k+1’3+1>+(n+s—%+1)25

(3.3.10)
dir.
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Ispat: Oncelikle ¢ = 1 durumunu ele alalim. ‘ f (”“)‘ nin ikinci anlamada

s—konveksligi dikkate alinarak, Lemma 3.3.4 yardimiyla

2n_%+lkl‘k(nf%+k) O ok n
(b—a)"f% D(GTer)_f (CI,) + (_1)

b—a /7_ ‘fnJrl ’_,_(1__) |fn+1 |)d7’
0

2/7 (=5 01 ) o)

(b—a) 278 - N . .
B prs o YT (o g L ST @]+ |1 B)]

esitsizligi elde edilir.
Diger yandan ¢ > 1 olsun. Yine Lemma 3.3.3 yardimiyla ve ‘ f(”H)‘q nun

s—konveksligi dikkate alinirsa

2 EHELL (n— 3+ K) | [ o e e e
(b—a) ¢ D<a7+b)f (a) + (-1) D(QTH))J ()| — fo (o
1

stz s o o 5o (2520 )
0

D2



1

Q=

b—a 1 > o T (2-7)\|*
< n—2 | g(n+1) | = = p d
=7 (n—%—}—l) /T RIS (2a+ 5 ) T

0

1 , Rt
+ /Tn_k f(n+1><( ;T) £b> dr

0

b—a 1 ’ o T 2—7) \|? '

n—% | £(n+1) | = b d

= <n—%—|—1) /7’ RS <2a—|— 5 > T
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» [ 10D )]
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1
q

-+ 2n= it | ) ()] B, (n—%+1s+1)

10 W)

- (n+s—%—|—1)28

2 E 4|0 (0)]" By (n— § + 15+ 1) +

esitsizligi elde edilir. Bu iki durum teoremin ispatini verir.

Teorem 3.3.6: a < bigin f € C™ [a, b] olmak iizere, f : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon
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olsun. Eger ¢ > 1 i¢in | flntD |q ikinci anlamda s—konveks ise,

i) | (o () )4 e

(b—a)"" & (GTH)) f O = F ()

e

b—a 1 ) 2 -1 .
n+ n

= 4 [pn—p%%—l] {(25 s+ 1) ‘f |+25 (s+1) ‘f ’)

1
28+1_1 (n+1) (n+1) ‘
(Fasp i@l gt e or)|

dir.

S =

ispat: ¢ > 1 olmak iizere | frtD ‘q fonksiyonunun ikinci anlamda s-konveksligi dikkate

aliirsa, Lemma 3.3.4 ve Holder esitsizligi yardimiyla,

2" R Dy (n— % +k)
(b—a)"" & (a+b)

M1 1

b | (Za+ (2 _T>b) ’ dT—f—/Tn_(/:
2 2
0
b—a | | ” (2-7)
—a T -7
< pn—ps (n+1) [ _
< /'r kdT /‘f <2a—|— 5 b)
0

F) @)+ (0" ODYE ) 0 = F0(50)

&

2—7T1 T
(n+l) [ 2 ° Zb
" ( 5 a+2 )

dr

q

dr

Q|

o4



_b—a{ 1 }P
4 |pn—p2+1

1

o (# £ (0|7 + 21 | foeD (b)‘Q> ’
25 (s+1) 25 (s+1)

25 (s + 25 (s +

251 — 1 . 1 N\
+ (—1) |f(n+1) (a)‘ + 51D ‘f(n+1) (b)‘ ) }

olarak yazilir.
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3.4 (pi1,p2)—Preinveks Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen
Genellestirilmis Kesirli Integraller Icin Hermite-

Hadamard Tipli Esitsizlikler

Bu alt baslikta, oncelikle (p;, p2)—preinveks fonksiyonlar yardimiyla kesirli integraller
icin Hermite-Hadamard egitsizligi elde edilecek. Sonrasinda genellestirilmis kesirli
integ-raller i¢in (p;, po)—preinveks fonksiyonlar yardimiyla Hermite-Hadamard egitsi-
zliginin sag kismu ile ilgili bazi genellemeler elde edilecektir.

Son zamanlarda, konveks fonksiyonlar ve konveks kiimeler genel bir gercevede yeni
teknikler kullanilarak cesitli alanlarda genellestirilmislerdir. Bu konudaki arastirma-
cilardan biri olan M.A. Hanson, 1981 yilindaki calismalarinda inveks fonksiyonlar:
tanittl. Preinveks fonksiyonlar olarak adlandirilan bir bagka konveks fonksiyon sinifi
da T. Weir ve B. Mond tarafindan 1998 yilindaki ¢caligsmasinda tanitilmig ve bazi prein-
veks fonksiyon simiflarinin ayni zamanda inveks fonksiyonlar oldugunu gostermislerdir,
fakat bu ifade her preinveks fonksiyonun, inveks fonksiyon olmasi anlamina gelmez.
Inveks fonksiyonlarm ve preinveks fonksiyonlarin bazi durumlarda esdeger oldugu bil-
inmektedir (Noor ve Noor 2006). Yine M.A. Noor ve arkadaglar1 2017 yilindaki ¢alig-
masinda inveks kiimeler iizerinde ayirt edilebilen preinveks fonksiyonlarim minimu-
nunun, varyasyon benzeri esitsizlikler siifi ile karakterize edilebilecegini gostermistir.
Preinveks fonksiyonlarimin uygulamalar1 ve diger ozellikleri i¢in bakiniz T. Antczak
2005, A. Barani ve arkadaslar: 2011, M. A. Noor 2007 ve K. I. Noor 2017.

K,, R nin bogtan farkli kapali bir kiimesi olmak tizere f: K, € R — R siirekli
fonksiyon olsun. 7: K, x K, — R stirekli bi-fonksiyonu yardimiyla T. Weir ve B.
Mond calismasinda asagidaki yeni tanimlari elde etmistir.

Tamm 3.4.0.1: Vz,y € K, ve 7 € [0,1] igin
r+71(y,x) € K,

oluyorsa K, C R ye n bi-fonksiyonuna gore inveks kiime denir (Weir ve Mond, 1998).
Bu tammlar goz ontine alindiginda eger n(y,z) = y — x olarak secilirse, K, in-

veks kiimesi klasik konveks kiimeye doniisiir. Acgiktir ki, her konveks kiime bir inveks

kiimedir, fakat tersi dogru degildir.

Tamm 3.4.0.2: Vz,y € K,, 7 € [0,1] icin asagidaki esitsizlik

flat+myz) <Q-7)f(x)+7f(y) (3.4.0.1)

56



mevcut ise f : K,, — R ye 7 (.,.) bi-fonksiyonuna gore preinveks fonksiyon denir (Weir
ve arkadasglar1, 1998).

Klasik anlamda ifade edilen Hermite-Hadamard egitsizligi preinveks fonsiyolar i¢in
agsagidaki gibi

a a a+n(b,a) a

seklinde ifade edilmistir.

Bu esitsizlik Hermite-Hadamard-Noor esitsizligi olarak adlandirilmigtir (Noor ve
arkadaglar1, 2000).

Bu tarz ¢alismalarin sonuclarini incelemek igin referanslara bakilabilir.

Tamim 3.4.0.3: K, C R, n bi-fonksiyonuna gore inveks kiime olsun. Vz,y € K,,

T € [0,1] i¢in
fltmy,x) < (1=1)"[f (@) +f )], p1,p2>0 (3.4.0.3)
esitsizligi saglamiyorsa, f : K, — R fonksiyonuna n(.,.) bi-fonksiyonuna gore

(p1, p2) —preinveks fonksiyon denir (Noor ve arkadaslari, 2017).
Uyar1 3.4.0.4: [ C R, n: I x I — R bi-fonksiyonuna gore inveks bir kiime olsun. Her
x,y € I ve her t € [0,1] i¢in

n(y,y+tn(x,y) = —tn(z,y) (3.4.0.4)

n(z,y+tn(r,y)=01-t)n(z,y) (3.4.0.5)

ifadeleri elde edilir. (3.4.0.4) ve (3.4.0.5) esitliklerinden

n(y+tan(z,y),y+tin(x,y)) = (t2 — t1) n (z,y)

esitligi saglanir (Mohan ve Neogy, 1995).

Genellegtirilmig kesirli integrallerin cesitli tanimlar1 yapilmaktadir, bunlardan biri
olan agagidaki tanim M.Z. Sarikaya ve arkadaslarinin ¢alismasinda verilmistir.
Tanim 3.4.0.6: u : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda artan ve pozitif monoton

bir fonksiyon, a < b olmak iizere f,u € L [a,b] olsun. a > 0 ve k € NU {0} i¢in

Jgfu(f)(x) _ ! )/I(:c — 1) Nu(z) —u(r)) f(r)dr, 2> a (3.4.0.6)

)
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ve

1

FAD@ = fray / (1 — 2 (u(r) — u(@) f(r)dr, z < b (3.4.0.7)

. . ak ak .. .
integrallerine sirasiyla «. mertebeden ot fove J70,f genellestirimis Riemann-

Liouville kesirli integralleri denir (Sarikaya ve arkadaglari, 2017).

3.4.1 Ana Sonuclar

Bu baglk altinda oncelikle, kesirli integraller igin (pj,ps)—preinveks fonksiyonu
yardimiyla Hermite-Hadamard esitsizligi tarafimizdan verilmigtir.

Teorem 3.4.1.1: o > 0 ve a < a+ n(b,a) olmak iizere a,b € A ve A C R |
n: Ax A — R bi-fonksiyonuna gore acik inveks bir kiime ve f € L{a, a+ 7 (b, a)] olsun.
Eger f : [a,a 4+ n(b,a)] — (0,00) bir (p1, ps)—preinveks fonksiyon ise

f<M+Z@ﬂd

I'(a+1)

= Sortmarg (b, ) [Tav fla+n(b,a)) + TG may-F(@)] (3.4.1.1)

[f(a) + fla+n (b, a))]

<a
- 2p1+p2

[B (OZ +p17p2 + 1) + Ba +p27p1 + 1)]

dir.
ispat: a,b € A olmak iizere A , n ye gore inveks bir kiime olsun, bu durumda her
7 € [0,1] icin a+7n (b,a) € A olur. f fonksiyonunun (p;, po)—preinveks oldugu dikkate

alimirsa, her z,y € [a,a + 7 (b, a)] i¢in

f (:c e x>) < {@ 1) (3.4.1.2)

2 2r1+p2

yazilir. (3.4.1.2) esitsizliginde = a + (1 — 7)n(b,a), y = a + 1 (b,a) degisken

degistirmeleri yapilirsa, egitsizligin sag tarafi

77(@ + 77 (b7 CL) ;@ + (1 - 7—)77 (b7 a)))
2

2pPitp: f (a +(1—=71)n(b,a)+

(3.4.1.3)

= 2P1+p2f (a + (1 _ 7_)77 (b, a) + (27— - 1;77 (b, a))>

opiim 2a +1n (b, a)
-y (B)
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seklinde ifade edilir. (3.4.1.3) esitsiziliginin her iki tarafi 7*~! ile carpilip, 7 ya gore
0, 1] aralig: tizerinde integrali alinirsa,

9pP1+p2 f <2a +n (b7 a))

e’ 2

< {/Olro‘_lf(a + (1 —7)n(b,a))dr + /OlTo‘_lf(a + 71 (b,a))dr

a+n(b,a)
= Y [/a (a+mn(bya) —u)* ' f(u)du

a+n(b,a)
—l—/ (u— a)o‘lf(u)du]

h a[ﬁJm+MWm+%mwwﬂM

elde edilir. Buradan da,

s <2a+g(b,a))

(3.4.1.4)
Ia+1) N N
< St (ba) [P0 000 T ) (@)
ifadesi yazilir. Bu ise (3.4.1.1) esitsizliginin sag tarafinin ispatidir.
Simdi de (3.4.1.1) egitsizliginin sol tarafin1 gosterelim. Eger f, 7 inveks fonksiyonuna

gore [a,a + n (b, a)] araliginda preinveks fonksiyon ise, bu durumda her 7 € [0, 1] igin

fla+7n(b,a))
= fla+n(ba)+ (1 =7)n(a,a+1(b,a))) (3.4.1.5)
<71 —7)P2[f(a+n (b a)+ f(a)]

esitsiziligi elde edilir. Benzer sekilde

fla+(1=7)n(ba)

= fla+n(b,a) +7n(a,a+n(b,a
<(1—-7)f(a+n(ba)+7f(a)

< (1—=7)P772 [f(a+n(b,a)) + f(a)]

(3.4.1.6)
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esitsizligi de elde edilir. (3.4.1.5) ve (3.4.1.6) esitsizlikleri taraf tarafa toplanip, 7!

ile carpilir ve [0, 1] aralig: iizerinden 7 ya gore integrali alinirsa,

/0 1 f(a+ 710 (b a))dr + /0 7 fla+ (1 —7)n(b,a))dr
U@+ fa+n@.a] [ 7 =+ (1= rprdr

= [fla)+ fla+n(b,a)][B(a+pg+1)+Bla+qp+1)
olur. Bu ise,

I'a+1)

2w1tp2p0 (b, a) J& fla+n(ba)) + J&H(bﬂ)),f(a)]

(3.4.1.7)

< o [f(0) + fa+n(0,) [Bla+pq+ 1)+ Bla+gp+1)

dir. (3.4.1.4) ve (3.4.1.7) ifadelerinden ispat tamamlanir.
Uyar:1 3.4.1.2: Teorem 3.4.1.1 de p; = py = 1 olmak fizere n(x,y) = x — y olarak
almirsa 1. Iscan’m 2013 yilimdaki calismasinda bulunan Teorem 3.1 elde edilir.

Simdi de bu baglik altinda ispatlarda faydalanilacak I. Iscan 2013 deki cahismasimda
asagidaki lemmay1 ispatlamigtir.
Lemma 3.4.1.3: a < a + n(b,a) olmak iizere a,b € Ave ACR ,n: AxA—R
e gore acik inveks bir kiime olsun. Eger f' € L[a,a + n (b, a)] olmak iizere f : A — R

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise

fla)+ fla+n(ba))
2

INa+1
_W [Jf+f(@ +1(ba)) + J(()(tz-i—n(b,a))*f(a)] (3.4.1.8)

_ (62’ a)/o 7 — (L —=7)% f'(a+ 10 (b,a))dr

dir(Iscan, 2013).
Teorem 3.4.1.4: a < a + 1 (b,a) olmak iizere a,b € Ave ACR, n: AxA—R
e gore agik inveks bir kiime ve f" € Lla,a + n (b, a)] olmak iizere f : A — R diferan-

siyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f’|, [a,a+ 7 (b, a)] tizerinde (p;, p2) —preinveks
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fonksiyon ise v > 0 igin

fla) + fla+n(ba))
2

['(a+1)

—W[Jngf(a +1 (bu Cl)) + ‘]a+17 (b,a))~ f(a')]

(3.4.1.9)

< 10D )+ 10

X [Bia(p+1,p2+a+1) =By (a+p+1,p+1)

+Bip (2 +1Lpi+a+1)—Bip(a+p+1,p+1)]

dir. Burada B, (.) yarmm (tam olmayan) beta fonksiyonudur.

Ispat: Yukaridaki Lemma 3.4.1.3 den ve |f| nin (py, p2) —preinveksliginden faydala-

narak
’f(a) + f(a+7(b.a)
2
[a+1) N N
—W [Ja+f(a +1n(b,a)) + J(a-i—’q(b,a))*f(a)] ‘
b“/w— Y 1 (a + (b, a))| dr
< 1) / 7% — (1= 7)°| 721 (1 — 7 [|(0)] + | /(D)) dr
<15 {/ Pl = ne = e (= P U@+ 1O dr
<2l

+[ = =l = @)+ L dT}

109 (@) + £E) [Bua (1 + Lo +0+ 1) = Baa+p1 + Lpa + 1)

+Bij2 (p2+1,pr+a+1) = Bip(a+p+1,p + 1)]
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elde edilir, bu ise istenilen sonugtur.

Uyar: 3.4.1.5: Teorem 3.4.1.4 de n(z,y) = = — y segilirse, (p1, p2) —konveks fonksi—
yonlar i¢in elde edilen sonuglar1 verir.

Teorem 3.4.1.6: a < a + 1 (b,a) olmak iizere a,b € Ave ACR ,n: AxA—R
e gore acik inveks bir kiime ve ' € Lla,a + 1 (b, a)] olmak iizere f : A — R diferan-
siyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f’|, [a,a+n (b, a)] tizerinde (p;, p2) —preinveks
fonksiyon ise r > 1 ve o € [0, 1] i¢in

’ﬂ®+f®+n@ﬁﬁ

2
a+1) 1., N
T2 (ha) [Ja+f(a +1n(b,a)) + J(a+n(b,a))—f(a)] ‘ (3.4.1.10)
n (b, CL) , r , . r:l
< s pE (B o+ L+ 1) 17 @ +1f (a0 00 T

dir
Ispat: Lemma 3.4.1.3 ve Holder esitsizligi yardimiyla
’ﬂ®+fm+n®ﬂﬁ

2
Ma+1)7,, )
_§ng575'L5+f(a*‘”(b””)*‘J@+nw@»—f(aﬂ‘
<288 [ e (1= l17 o )l

2

r—1

0 ([ —a=rrrar) ([ 1@+ mv.api=ar) |

10D B+ 1 1) I @ + 17 (0 n G,
2(ar+1)r

3=

IN

<

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Uyar1 3.4.1.7: Teorem 3.4.1.6 da n(z,y) = = — y segilirse, (p1, p2) —konveks fonksi—
yonlar i¢in elde edilen sonuglar: verir.
Teorem 3.4.1.8: a < a+ 1 (b,a) olmak iizere a,b€ Ave ACR , n: AxA—R e
gore agik inveks bir kiime ve f’ € L[a,a + 1 (b, a)] olmak iizere f : A — R diferansiyel-
= la,a + 1 (b, a)] lizerinde (p1, po) —preinveks

lenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f’
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fonksiyon ise 7 > 1 ve a € [0, 1] igin

’f(a)+f(a+77(bja))
2

[Na+1
_% [J;l*f(aJr +n(b,a)) + J&+W(b,a))_f(a):| ‘

1 r—1

= (b,a) (ﬁ) 17 @ 1]

X {Bij2(p1+1,p2+a+1) = Byp(a+p +1,p+1)

+Bijs(pa+1,pr+a+1)—Bip(a+p+1,p+1)} 1

dir.

ispat: Lemma 3.4.1.3 ve Holder esitsizliginden yararlanarak,

‘f(a) + fla+n(ba))
2

INa+1) 7., .
20 (b,a) [‘]ﬁf(a +n(ba)) + J(a+77(b,a))*f(a)} ’

1

< 1o (/01|Ta—(1—7)a|d7>r

X (/01 7% — (L —7)7 [|f’ @7 +|f (b)|r;r1} dT) e

T

=n/(b,0) (ﬁ) 1 @7 + 1@

x{Bijs(p1+ 1,ps+a+1)— By (a+p +1,p+1)

+Bip(pr+Lpi+a+1)—Bipla+p+1Lp +1)}7

istenilen sonug elde edilir.

(3.4.1.11)

Uyar: 3.4.1.9: Teorem 3.4.1.8 de n(z,y) = = — y segilirse, (p1, ps) —konveks fonksi—

yonlar i¢in elde edilen sonuglari verir.
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3.4.2 Genellestirilmis Baz1 Integral Esitsizlikleri

Bu baglik altinda ilk olarak, asagidaki teoremde (pi,ps) —preinveks fonksiyonlar
yardimiyla genellestirilmis yeni kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard tipi esitsiz-ligi
verilecektir.

Teorem 3.4.2.1: a < a+1 (b,a) olmak iizere a,b € Ave ACR ;n: AxA — R egore
agik inveks bir kiime olsun. a < bigin F, f, u € L]a,a+mn (b,a)] ve u : [a,a + n (b,a)] —
R, (a,a+n(b,a)) iizerinde artan ve pozitif monoton bir fonksiyon olsun. Eger f ve u,

(p1, p2) —preinveks fonksiyonlar o > 0 ve k € NU {0} i¢in

(%57) Pt e n oy + a2 - 0]

2
2 [t e )+ T Ba)] (3:4:21)

< [F W @+n G a)+ 55 L (1)) w

dir.
Ispat: f fonksiyonunun [a,a + 7 (b,a)] tizerinde (py,ps) —preinveks oldugu dikkate

alimirsa, her z,y € [a,a + 7 (b, a)] i¢in

F <x +y> PRICESIC)

2 2p1+p2

elde edilir. 7 € [0, 1] olmak iizere © = a + (1 — 7)n (b,a) ve y = a + 7 (b, a) degisken

degigtirmeleri yapilirsa,

a+b

PP f ( ) < fla+ (1 —=7)n(b,a))+ fla+7n(b,a)) (3.4.2.2)

esitsizligi elde edilir. Sonrasinda (3.4.2.2) esitsizliginin her iki yan

P u(b) — ula+ (1= 7) (b))

64



ile carpilip [0, 1] araligy iizerinden 7 ya gore integrali alinirsa,

n(a+ﬂ7(b,a),a+(1—T)n(b,a))>
2

opite2 f (a +(1=7)n(bya)+
[ 00) ~ e+ (1= 7y .0t
< [0 —uta+ (- DG St (- 70 )

ﬁATa%Mm—uw+%l—ﬂn®ﬂﬁfﬂa+”N@@WT

esitsizligi elde edilir. Diger yandan y = a + (1 — 7)1 (b, a) degigken degistirmesi ile

op1tP2 f (a + (1 - T) n (b, a) + n(a+ﬂ7(b,a),a;r(lff)n(bva))) Jaoilfu(l)(a +n (b, a))

< T3 (Dla+10(0,0) + T35, (Ha+n (b)),

elde edilir, yani

2t f (a (1= 7)1 (b, 0) + UeFmbaabOomn®a)) ok (1) (q 4 (b, )
(3.4.2.3)

< J%* (F)(a+ 1 (b,0))

— “Yat,u
ifadesi elde edilir.
Benzer sekilde (3.4.2.3) esitsizliginin her iki yan1 7~ (u(a + 70 (b, a)) — u(a))* ile

carpilip, [0, 1] aralhig {izerinde 7 ya gore integrali alinirsa,

77(&—’_7_77(177&)7@_'_(1_T)n(b7a))>
2

2pitp: f (a +(1—=7)n(ba)+
X/o 7 YHula + 71 (b, a)) — u(a))*dr
(3.4.2.4)

< [ F et b0) = @) fla+ (1 =) g b a)ir

[ a0 0,0) — )10 0
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elde edilir. (3.4.2.4) esitsizliginde y = a + 71 (b, a) degisken degistirmesi ile

+ _ n(at7n(b,a),a+(1-7)n(b,a)) \ jotp2,k
2t f (a+ (1= 1) (b,a) + - R EOICY

(3.4.2.5)

< ey

esitsizligi elde edilir.
(3.4.2.3) ve (3.4.2.5) esitsizliklerinden

77(@‘*'777(5:@)7@4‘(1—T)U(baa))>
2

f<a+(1—7)77(b,a)+

< [T+ T @)

at,u (a+n(b,a

[ ) e G + T (F)a)]

— opmtpz |[Tatu a+n(b,a))”u
alimr. Boylece (3.4.2.1) in ilk kism ispatlanmug olur.
(3.4.2.1) esitsizliginin diger kismim gostermek igin yine f’nin (p;, py) —preinveks

fonksiyon oldugu dikkate alinirsa,

fla+ (1 —7)n(ba))+ fla+ (b, a))
(3.4.2.6)

<[ (L= 1) + 77 (L= )] [f(a) + f(D)

dir, (3.4.2.6) esitsizliginin her iki yam 791 (u(b) — u(a + (1 — 7)1 (b, a)))* ile ¢arpihp,

0, 1] {izerinde 7 ya gore integrali alinirsa,

/0 T Hu(b) —u(a+ (1 —7)n(b,a)*fla+ (1 —7)n(ba))dr
+/O 7 ud) —u(a+ (1 —7)n(b,a)*fla+ 717, a))dr

< [f(a) + 1 (b)] /0 7 u(d) —ula+ (1= 7)n(ba)))"

X [P (1 —7)” + (11 — 1)t rP2] dr
sv@o+fwnéra%ww—um+wl—ﬂnwa»ﬁhm+fwdf
= A1) (a4 (b)) + T (1)(a)

66



elde edilir. Bu da (3.4.2.1) esitsizliginin sag kisminin ispatii tamamlar.
Uyar:1 3.4.2.2: Teorem 3.4.2.1 de n(z,y) = x — y almursa, (py, ps) —konveks fonksi—
yonlar i¢in elde edilen sonuglar elde edilir.

Simdi, asagidaki lemma da genellestirilmis yeni kesirli integraller i¢in ¢énemli bir
ifade verilecektir.
Lemma 3.4.2.3: a < a+7 (b, a) olmak iizere a,b € Ave ACR ,n: AxA — Regore
agik inveks bir kiime olsun. a < bi¢in F, f’, u € Lla,a+n (b,a)] veu : [a,a + n (b,a)] —
R, (a,a+n(b,a)) iizerinde artan ve pozitif monoton bir fonksiyon olsun. Eger f ve u,

(p1, p2) —preinveks fonksiyonlar ise a > 0 ve k € NU {0} i¢in

{ T Wa b))+ (1)) (M >

(at+n(b,a))™, 2

1

5 [T ) (b, ) + T M(F)(a)]} (3.4.2.7)

- 2p1+p2f / Gy)F(y
dir. Burada
F'(y)=f'{y) = fla+b-y)
ve

Gly) = [/OMSO‘I(U(IJ) —u(a+ (1= s)n(ba)ds

(3.4.2.8)
1
+/ (1= s)*Hula+ (1= s)n(ba)) - u(@))%]
olarak ifade edilmistir.
ispat: Ilk olarak,
1 T
/ [ / 2 (u(b) — u(sa+ (1 — s)b))kds} Fla+ 7 (b,a))dr
0o LJo
integralinde kismi integrasyon uygulanirsa,
1 T
L = / {/ s u(b) — u(sa + (1 — s)b))kds] f'la+ 7 (b,a))dr
o LJo
(3.4.2.9)

I(a) @) _jek (F)a+1(0,a)

ot (1)(a+77(bva))f(b)—W ot
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yazilir. Benzer gekilde,

/01 UOTSC”(“@ —u(sa+(1- s)b))’“dS} fila+ (1= 7)n (b a))dr

integralinde kismi integrasyon uygulanirsa,

I = /0 1 [ /0 "so 1 (u(b) — u(sa+ (1 — s)b))kds} flla+(1—7)n(b,a))dr

——& ok a a))fla ﬂ ok a a
=00 )a+1Ja+,u(1)( +1(b,a))f(a) + 0 )a+1Ja+,u(f)( +1(b,a))

no,a no,a
(3.4.2.10)

elde edilir. Diger yandan,

/01 [/Tl(l —5)" Nu(sa + (1 —5)b) — u(a))kds} Fllar + (1 =7)n (b,a))dr

integrali

L= /01 Uju _ )9 (u(sa + (1= s)b) — u(a))kds} Flar + (1= 7)n (b, a))dr

F o F aTq,
— ﬁJ(aigégb,a))_,u(])(a)f(a) - #Jw_j—né,a))_,u(f) (a)7
(3.4.2.11)

ve son olarak

/01 [ / (19 M ulla+ (1— )1 (0,0) - u(a))kds] Flat (b a)dr

integrali

I = /01 Uju — s (ul(a+ (1= )7 (b,a)) — u(a))kds} Fla+ (b a))dr

r o r o ;
- _ﬁj(aﬁn(b,a))_,u(w(a)f(b) - #J(ain(bﬂ))_,u(f)(a)

(3.4.2.12)
olarak elde edilir. (3.4.2.9), (3.4.2.10), (3.4.2.11) ve (3.4.2.12) ifadeleri ayni anda

gbzoniine alinirsa,
L -1+ 13—1,
a)

- n (b a)a’-i-l [J:J;lfu(1>((a + n (b7 a))) + J(O;’in(b,a))_,u<1)<a):| [f(a) + f(b)] (34213)

Ia) ok .
oy ) ) + T ()
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esitligi elde edilir.
n(b,a)""
Ip1t+p2]’ (a>

(3.4.2.13) esitliginin her iki yam ile carpilirsa,

{ [Js;”fu(l)((a +1(b,a))) + ‘]((Zin(b,a))*,u(l)(a)] <M>

e A R T vt 1))

_ ke

—2nte[(a)

) {/01 U;Sa_l(“(b) o+ (1—5)n (b, a)))kds} (3.4.2.14)

X [f,<a + 7N (b, a)) — f’(ar + (1 _ T)b)] dr
+/0 {/T (1—s)*Yula+ (1 —-5)n(ba)) — u(a))kd8:|

x[f'(a+7n(bya))— f'(ar+ (1 —7)b)]dr}

ifadesi elde edilir. Buradaki (3.4.2.13) esitsizliginde y = a + 71 (b,a) degisken

degigtirmesi yapilirsa,

Gly) = [/Owsa‘l(U(b) —u(a+ (1= s)n(ba))’ds

(3.4.2.15)
o o+ (1= 5) o) - u(a))kds]
/vffb_,i>
[zt n )+t @] (K5
—% 2R (F) (@t o) + T2 () )] (3.4.2.16)

— s [ GtF

elde edilir. Bu da lemmanin ispatin1 tamamlar.
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Uyar: 3.4.2.4: Lemma 3.4.2.3 de n(z,y) = = — y segilirse, (p1, p2) —konveks fonksi—

yonlar i¢in elde edilen sonuglar1 verir.
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4 Sonug ve Oneriler

4.1 Sonuclar

Uctincii boliim bulgular kisminda; (3.1) ¢—Konveks Fonksiyonlar Yardimiyla Elde
Edilen Kesirli (Fractional) Integraller I¢in Baz1 Esitsizlikler alt baghkh calisma, Some
Integral Inequalities For Functions Whose Second Derivatives Are ¢—Convex By Us-
ing Fractional Integrals adi altinda “Konuralp Journal of Mathematics” adli dergide
basilmigtir. Basim bilgileri 9(2): 243-258 (2015) seklindedir. (3.2) Konveks Fonksiy-
onlar Yardimiyla Elde Edilen Uyumlu Kesirli Integraller icin Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler alt baglikli calisma, On the Hadamard’s type Inequalities for Convex Func-
tions via Conformable Fractional Integrals, adi altinda “Journal of Inequalities and
Special Functions” adli dergide basilmigtir. Basim bilgileri , vol. 9(3): 1-10 (2018)
seklindedir. (3.3) Ikinci Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen
Caputo k—Kesirli Integraller Icin Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler alt baghikl
caligma, Hermite-Hadamard Type Inequalities Via Caputo k—Fractional Derivatives
For The s—Convex Function In The Second Sense adi altinda yayina gonderilmistir.
Son olarak (3.4) (p1, p2) —Preinveks Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen Genellestir-
ilmis Kesirli Integraller I¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler alt basliklh calisma,
Some Fractional Integral Inequalities For (py, ps)-preinvex Functions adi altinda yayina

gonderilmistir.

4.2 Oneriler

Uciincii boliim altinda bulunan calismalardan hareketle acik problemler verilebilir.
Yani, (3.1) kismimin son teoreminde bazi farkli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in
Holder ve power mean egitsizlikleri kullanilarak ve kesirli integrallerden yararlanilarak
Hermite-Hadamard tipli egitsizlikler elde edilebilir. (3.2) kismin da ise integral i¢inde
farklh fonksiyonlar alinarak, bazi farkli tiirden konveks fonksiyonlar icin yeni bir
lemma elde edilip bu lemmadan hareketle uyumlu kesirli integrallerden yararlanilarak,

Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde edilebilir.
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