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Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Neset AYDIN
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Bu tezde asal *-halka ve x-asal halka Uzerinde, bir (sol) %-a-tirev ile belirlenen
genellestirilmis bir (sol) *-a-tlrev yardimi ile olusturulan bazi kosullar altinda halkanin

degismeli olup olmadig1 incelenmistir.
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ABSTRACT

GENERALIZED *-a-DERIVATIONS
ON PRIME *-RINGS
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Master of Science Thesis in Mathematical Science
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
28/06/2018, 76

In this thesis, it is examined whether or not the x-prime (prime-*) ring is commutativity
under certain conditions created by a generalized (left)x-a-derivation determined by a (left)

*-c-derivation on the ring.

Keywords: x--derivation, left x-a-derivation, Generalized =-a-derivation,

Generalized left *-a-derivation, *-Prime ring, Prime *-ring.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu tez bes ana boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde tez icerigi ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci boliim tezi okumaya yardimei olacak bilgiler igermekterdir.

Uclincli bolim Posner (1967), Herstein (1979) ve Bergen, Herstein Kerr (1980)
tarafindan asal halkalarda tiirevlerle ilgili yapilmis ¢alismalar bulunmaktadir.

Dordiincii boliimde Oukhtite ve Salhi (2006)’nin yaptiklar1 *-asal halkalarda
tiirevlerle ilgili ¢alismalar ve Rehman, Ansari ve Heatinger (2013) tarafindan yapilan
(genellestirilmig)-tlrevler Uzerine *-halkalardaki ¢aligmalari incelenmistir.

Besinci boliimde *-halka Uzerinde *-tiirevler ile ele alinan bazi sonuglar, besinci

bolumde x-a-tiirevler yardimiyla genellenmistir.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Tanim 2.1. G bostan farkli bir kiime ve
#GXG->G
(k,1) > k =1
ikili islem olmak Uzere.
)] Herk,LmeGicink«(l+xm)=(k=*l)*m
1)) Her k € G icin k x e = e * k olacak sekilde bir e € G vardir.
Il1) Herk e€Gk=xt=t=xk = e olacak sekilde t € G vardir.
IV) Herk/leGicinkxl=10xk

Kosullarindan ilk {igiinii saglayan G kiimesine * islemi ile bir Grup denir. Son kosuluda
saglayan gruba degismeli grup denir.
Tanim 2.2. G grubunun bostan farkl bir altklimesi * islemine gore kendi basina
grup oluyorsa bu kiimeye G grubunun alt grubu denir.
Tanim 2.3. Bir grubun kendisi ve {e} disindaki alt gruplarina 6z altgrup denir
Teorem 2.4.  Bir grup iki 6z altgrubunun birlesimi olarak yazilamaz. Bu teorem
Brauer Trick olarak adlandirilir.
Ispat. G bir grup, L ile K bu grubun alt gruplari ve G = K U L olsun. Varsayalim ki
L& K ve K¢&Lolsun. O halde x € K/L ve y € L/K olacak sekilde iki eleman vardir.
Ancakk xle G =KULdir.Buk*l € Kveyak *1 € L anlamina gelir. Egerk =l € K ise
k € K oldugu icin k™1 =« (k* 1) = [ € K olur. Bu durum [ ¢ K olmasiyla celisir. O halde
k1€ L dir. Buradan [ € L oldugu icin, (k*1)=1l"1 =k € L bulunur. Bu da k & L
olmasiyla ¢eligir. Bu kabul de yanlistir. O zaman K L veya L c K olur. Eger K c L ise
G=KUL=1L,egerLc Kise G =KUL =K olur. Sonug olarak G = K veya G = L dir.
Tanim 2.5. R bostan farkli bir kiime ve “+” ve “*” R tizerinde iki islem olsun.
)] (R, +) degismeli grup
1)) Her k,Lm € Ricin (k*1) *m =k = ([ *¥m)
I11)  Herk,l,me€Ricin

kx(l+m)=kxl+k+m
ve
(k+Dxm=k+xm+1ls*sm

kosullarini saglayan R kiimesi bu iki islem ile bir halka’dir ve (R, +,*) seklinde gosterilir.



R halkasina
IV) Herk,leRicink =l =1xkise degismeli halka
V) Her k € Ricin k x 1, = 1 * k = k olacak sekilde 1; € R ise birimli halka

denir.

Tanim 2.6. R halkanin bir altklimesi R kiimesini halka yapan islemlerle kendi
basina halka oluyorsa bu kiime R halkasinin bir althalkas:dir.

Tanim 2.7. (R, +,) ve (5,®,©) iki halka olmak Uzere bir f: R - S doniistimii
herk.leRicinf(k+D)=f(k)®fDvef(k-1)=f(k)O f()ise f donistimii halka
homomorfizmas: adlandirilir.

Tanim 2.8. Bir homomorfizmasina 6rten ise bu homomorfizmaya epimorfizma
adi verilir.

Tanim 2.9. R ve S iki halka ve f: R — S bir halka homomorfizmasi olmak tizere

kerf = {k € R|f (k) = 0s}
ile tanimlanan kiime f homomorfizmasinin ¢ekirdegidir.
Tamim 2.10. R ve S iki halka ve f: R — S bir halka homorfizmasi olmak tizere
Im(f) = f(R) = {f(k)|k € R}
ile tanimlanan kiime f homomorfizmasinin goranttsadur.

Tanmm 2.11. R bir halka ve 0 # k € R olmak uzere

k -1 = 0 kosulunu saglayan 0 # [ € R var ise k elemani sol sifir bélen adin alir.

m - k = 0 kosulunu saglayan 0 #= m € R var ise k eleman1 sag stfir bolen adini alir.
Bir eleman hem sol hem sag sifir bélen ise o elamana sifir bélen denir.

Tamim 2.12.  Bir halka sifir bélen bulundurmuyor ise o halka sifir bélensiz halka
adin1 alir.

Tanimm 2.13. A kiimesi R halkasinin bostan farkli bir altkiimesi i¢in

Cr(A) ={keR|k-l=1-kVIEA}

Tanim 2.14. R bir halka olsun.

Z=ZR)={k€eR|k-l=1-kVIER}
ile tanimanan kiime R halkasinin merkezidir.

Uyan 2.15. Bir halkanin merkezi o halkanin althalkasidir.

Tamim 2.16. [, R halkasinin bir althalkas1 olmak tizere her k € R ve her a € I igin
a - k € I oluyorsa I, R halkasinin sag ideali, k - a € I oluyorsa I, R halkasinin sol ideali ad1

verilir. Bir althalka eger hem sag hem sol ideal ise o althalkaya ideal denir.



Tanmm 2.17. R bir halka, I ve J halkanin idealleri olmak tizere
IJ = Lizsonuxiyi 1% €1, y; €]}
IN]={x|x€€lvex €]}
sekildeki gibidir.

Lemma 2.18. ki idealin kesisimi ve iki idealin carpim1 yine bir idealdir.

Ispat. K ve L idealleri R halkasimin iki ideali olsun. O halde 0 € K ve 0y € L dir.
Buradan 0z € K N L sonucuna ulasilir. Yani iki idealin kesisimi bos kiimeden farklidir. Her
a,beKnLicinabeKvea,beLdir.Ozamana—b € Kvea—b € Lolur. Yania —
beKnL dir. Ayrica (a-r),(r-a) €K ve (a-r), (r-a) € L oldugundan (a-r),
(r-a) € KnLolur. Yani K N L idealdir.

K ve L, R halkasimin iki ideali olmak lizere x € KL ve r € R olsun

xr=< Z xiYi)rz Z Xiyir

i=sonlu i=sonlu

seklindedir. L ideal ve y; € L oldugundan

X = Z XiYi

i=sonlu

olur. Buda KLR c KL anlamina gelir yani KL idealdir.

Tamm 2.19. R bir halka olsun. x € R icin x* = 0 kosulunu saglayan sifirdan
blylk bir x tamsayis1 var ise x elemanina nilpotent eleman adi verilir. Bu sekildeki k
tamsayilarinin en kiigligli x eleman1 i¢in nilpotentlik indeksidir.

Tamim 2.20. ] kiimesi R halkasimin bir ideali olmak iizere ¥~ # (0) iken I* =
(0) kosulunu saglayan bir k tamsayis1 varsa bu ideal nilpotent ideal adin1 alir.

Tamim 2.21.  Bir idealin her eleman: nilpotent eleman ise o ideale nil ideal adi
verilir.

Tamim 2.22.  [,] ve P, R halkasinin (¢ ideali ve P # R olsun. Eger

IJcPikenl cPveyaJ c P
oluyorsa P idealine asal ideal denir.

Tamm 2.23.  Bir halkada (0) ideali asal ideal ise o halka asal halka adini alir.

Not. 2.24. R bir asal halka olsun. Bu durumda &, € R icin kRl = (0) iken k =
0 veyal =0 dur.

Lemma 2.25. R bir asal halka ve I onun sifirdan farkli bir ideali olmak tizere eger

alb = (0) ise a = 0 veya b = 0 olur.



Ispat. alb = (0) olsun. x € I, r € R olmak lizere I bir ideal oldugundan xr € I ve
rx € [ dir. O zaman her x € [ ver € Ricin 0 = arxb olur. Yani her x € I i¢in (0) = aRxb
dir. Burada R halkasinin asal olmasi kullanilirsa a = 0 veya her x € I igin xb = 0 olur.

Varsayalim ki a # 0 olsun. O zaman her x € I igin xb = 0 dir. Burada x yerine xr
yazilirsa her x € I ver € R igin 0 = xrb bulunur. Yani her x € I igin (0) = xRb elde edilir.
R halkasinin asal olmasi kullanilirsa her x € I i¢in x = 0 veya b = 0 olur. Yani I = (0)
veya b = 0 dir. I # (0) oldugundan istenilen elde edilmis olur.

Tamm 2.26.  Sifir idealinden baska nilpotent ideal bulundurmayan halkaya
yarwasal halka adi verilir.

Not 2.27. Yariasal bir R halkasinda x € R icin xRx = (0) iken x = 0 dur.

Sonug 2.28. Asal halkalar ayn1 zamanda yariasal halkalardir.

Tamim 2.29. R herhangi bir halka olsun. Her x € R i¢in kx = 0 kosulunu saglayan
sifirdan biiyiilk en az bir k tamsayr varsa bu tamsayilardan en kiiciigli R halkasinin
karakteristigi diye anilir ve charR = k biciminde gosterilir.

Tanmim 2.30. R bir halka ve x € R olmak lzere eger 0 <n € Z(R) icinnx =0
iken x = 0 oluyorsa bu halkaya n-burulmasiz(torsion free) halka adi verilir.

Uyar1 2.31. R halkas1 n-burulmasiz ise charR # n dir.

Lemma 2.32. Karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka 2-burulmasiz bir
halkadir.

Ispat. Varsayalim ki R asal halka, charR # 2 ve bir x, € R igin 2x, = 0 olsun. Bu
durumda her r,s € R igin 0 = 2x,rs = x,7r(2s) olur. Bu da her s € R icin xoR(2s) = (0)
demektir. R halkasimin asallig1 kullanilirsa her s € R x, = 0 veya 2s = 0 elde edilir. R
halkasinin karakteristiginin ikiden farkli oldugu diistiniiliirse x, = 0 bulunur. Yani R halkas1
2-burulmasiz halkadir.

Tamim 2.33.  Bir R halkasi iizerinde

[k, 1] =kl —lk
bicimindeki isleme Lie komatator adi verilir. Bir Lie komiitator doniisiimii her k,[,m € R
icin
o [k+1m]=[km]+[l,m]
o [k 1+m]=][k1]+[km]
e [kKk]=0

kosullarini saglar.



Lemma 2.34. I, R asal halkasinin bir ideali ve A, R halkasinin bir altgrubu olmak Uzere

=) lxl

i=sonlu
seklindedir.
Lemma 2.35. I, R asal halkasinin bir ideali ve A, R halkasinin bir altgrubu olmak
Uzere [A,1]1 = (0) ise I = (0) veya A c Z(R) olur.
Ispat. x €1, a€R ve r € R olsun. I ideal oldugundan xr € I olur. Hipotez
kullanilirsa her x € I, a € R ve r € R igin
0 =[a,xr] =x[a,r] + [a,x]r = x[a,r]
elde edilir. I ideal oldugundan bu ifadede s € R igin x yerine xs yazilirsa her x € I, a € R
ves,r € Ricin 0 = xs[a, r] elde edilir. Yaniherx € I,a € Rver € Rigin (0) = xR[a, ]
bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa istenilen sonuca ulasilir.
Tamim 2.36. U, R halkasinin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger
e (U, +) degismeli bir grup ve
e [UU]cCU

oluyorsa U kiimesine R halkasinin bir Lie althalkasz denir.
Tanim 2.37. U, R halkasinin bostan farkl1 bir altkiimesi olmak tizere
e (U,+) degismeli grup
e [UR]cU

oluyorsa bu kiimeye R kiimesinin Lie ideali denir.

Sonug. 2.38.  Her ideal ve her halka ayni1 zamanda halkanin bir Lie idealidir. Lie
idealler ideal olmayabilirler.

Lemma 2.39. Her k,I,m € R igin [k, [l m]] + [L, [m, k]| + [m, [k, 1]] = 0 dir. Bu
esitlige Jacobi Ozdesligi denir.

Lemma 2.40. U Lieideal ise [U, U] kiimesi de Lie idealdir.

Ispat. k,l € Uver € R olsun. Jacobi 6zdesliginden her k,L € U ve r € R igin

0=[[k Ur]+[lLr] k] +][rk]!]
bulunur. [L,7], [r, k],0 € U oldugundan [[I,7], k] € [U, U] ve [[r, k],1] € [U, U] elde edilir.
Buradan her k,1 € U ve r € R icin [[k,1],] € [U, U] olur. Yani
[[U,UL,R] < [U,U]

dir. Sonug olarak [U, U] kiimesi de bir Lie idealdir.



Tamim 2.41. R halkasi lizerinde
(L,)iRXR->R,(k,)) =kl+ 1k
seklindeki doniisiim Jordan komdtatér adini alir. Jordan komiitator doniisiimii her k, [, m €
R icin
o (k+Lm)=(k,m)+ (,m)
o (k1I+m)=(k1D+ (km)
o (kK,D)=(k)

kosullarini saglar.
Tamim 2.42. M kiimesi R halkasi tizerinde bir toplamsal degismeli grup olsun.
x* RXM—-> M
x(r,m)=r=*m
seklinde tanimlanmig dis islem her r, s € R ve her k,l € M igin
o rx(k+D)=rxk+r=l
o (r+s)sk=rxk+sx*k
o (r-s)sk=rx(sxk)

kosullar1 saglaniyor ise M grubuna sol R-modul ad: verilir.
Tamim 2.43. M kimesi R halkasi tizerinde bir toplamsal degismeli grup olsun.
x: M XR->M
x(m,r)=mxr
seklinde tanimlanmig dis islem her r,s € R ve her k,l € M igin
o (k+D*xr=k*xr+lx*r
o kx(r+s)=kxr+k=x*s
o kx(r-s)=(k*s)=*r

kosullar1 saglaniyor ise M grubuna sag R-modul adi verilir.

Tamim 2.44. R bir halka, K ve M birer sag R-modil olmak Uzere f:M — K
toplamsal doniisiimii eger her r € R ve her m € M i¢in f(m *r) = f(m) - r oluyorsa f
dontlistimii sag R-modiil homomorfizmas: diye adlandirilir.

Tamm 2.45. K ve M, iki sol-R moduli olmak (zere f:M — K toplamsal
dontisiimii eger her v € R ve herm € M icin f(r *x m) = r - f(mm) oluyorsa f doniisiimii sol

R-modiil homomorfizmas: diye adlandirilir.



Tamim 2.46. U, R asal halkasinda sifirdan farkli bir ideal ve g: U — R bir sag R-

modiil homomorfizmasi olsun.
M ={(U;9):9:U - R sag R — modul homomorfizmast}
kiimesi ve M kiimesi uUzerinde
“(U; g) ~ (V; h) < sifirdan farkli M € U N V kosulunu saglayan M ideali lizerinde g =
h dir” seklindeki bagintibir denklik bagintisidir. Bu baginti1 ile M kiimesi denklik siniflarina
ayrilir. (gF,VU), (g,U) elemanmin denklik smifidir ve § seklinde gosterilir. Bu denklik
siiflarinin kKiimesi
Q={g="(90)|(9.V) € M}
seklindedir. Bu kiime ise
+:QxQ->Qd+h=(UnV,g+h)
ve
«xQxQ—-Q,g*h=(UV,gh)

islemleri ile bir halkadir. Bu halka ise Martindale Kesirler Halkast adin1 alir. Martindale
kesirler halkas1 birimlidir.

Tanim 2.47.  Martindale kesirler halkasinin merkezine genellestirilmis merkez
seklinde isimlendirilir. Ve bu merkez C seklinde gosterilir.

Uyari 2.48. C bir cisimdir.

Tamim 2.49. S =R - C kiimesine R halkasinin merkezi kapanigi denir. Ustelik S,
R halkasin1 i¢eren bir asal halkadir.

Tamm 2.50. ¢, R halkasi lizerinde toplamsal bir doniisiim olsun. Bu doniisiim her
k,l € R icin

t(kl) = kt(D)

oluyorsa R halkasi {izerinde bir sag merkezleyicidir.

Lemma 2.51. R birasal halkaolsun. k,l € Rigcink € Z(R)vekle Z(R)isek =0
veyal € Z(R) olur.

Ispat. k,l €R icin k € Z(R) ve kl € Z(R) olsun. Her r € R igin [k, 7] =0 ve
[kl,r] = 0 olur. Her r € R igin

0=[kl,r] =k[Lr] + [k, ]l = k[, 7]

elde edilir. Bu esitlikte s € R igin r yerine sr yazilir ve aym esitlik kullanilarak
diizenlendiginde

0 = k[l,sr] = ks[l,r] + k[l,s]r = ks|[l,r]



olur. Yani her r € R icin (0) = kR[L, r] elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa k =
0 veya l € Z(R) elde edilir.
Tanim 2.52. R halkas1 iizerinde
**R > R
x (k+ 1) =* (k) ++ ()
* (kD) == (D) * (k)
«(x (k) =k
kosullarin1 saglayan * doniisime invollsyon (*) déniigiimii denir ve bu doniisim 6zel
olarak her k € R icin * (k) = k™ seklinde gosterilir.
Tamim 2.53.  Bir R halkasin iizerinde bir involiisyon tanimli ise o halkaya
involUsyonlu halka veya *-halka denir.
Tamim 2.54.  Asal bir R halkasi {izerinde bir involiisyon tanimli ise o R halkasina
asal *-halka denir.
Tanmim 2.55. R bir involisyonlu halka ve her k,1 € R icin (0) = kRl = kRI* veya
(0) = kRl = k™Rl iken k = 0 veya | = 0 oluyorsa R halkas: x-asal halka adini alir.
Tamim 2.56.  t, R halkasi lizerinde bir dontisiim olsun. Eger her k,[ € R igin
ttk+ 0 =t(k)+t()
ve
ttk-D)=k*-t()
oluyorsa, bu doniisiime R Uzerinde sag *-merkezleyici denir.
Tamim 2.57.  d, R lizerinde toplamsal bir doniisiim olsun. Her k, [ € R igin
d(kl) = d(k)l + kd (1)
oluyorsa, d dontisiimiine R Uzerinde tlrev doniistimii denir.
Tamim 2.58. R bir halka, k € R ve r € R olmak Uzere
I.:R >R
L,(r)=[k,r] =kr —rk
seklindeki doniisiim k ile belirli i¢ tirev dontisiimiidiir. Bu ig tiirev I, ile gosterilir.
Tamim 2.59. d, R Uzerinde bir tirev ve f, R halkasi lizerinde toplamsal bir
doniisiim olsun. Her k, [ € R igin
f(klD) = f(k)L+ kd(l)
kosulunu saglayan f doniisiimiine R Uzerinde d tiirevi ile belirlenen genellestirilmis tiirev

denir.



Tamim 2.60.  d, involusyonlu R halkasi iizerinde toplamsal bir doniisiim olmak
uzere her k,1l € R igin
d(kl) = d(k)l" + kd (1)
oluyorsa, d doniistimii R Uzerinde bir *-tlrevdir.
Tamim 2.61.  d, involUsyonlu R halkasi tizerinde bir *-tlirev ve f, R Uzerinde
dontigiim olsun. Eger her k,1 € R icin
fk+D=fk)+fD
f(kl) = f(R)U" + kd(1)
kosulunu saglayan f doniisiimiine d x-tiirevi ile belirlenen genellestirilmis =-tUrev adi
verilir.
Tamim 2.62.  d ve « invollsyonlu R halkasi {izerinde toplamsal doniisiimler olsun.
Egere her k, 1l € R igin
d(kl) = d(k)lI* + a(k)d(l)
oluyorsa d, doniisiimii R Uzerinde bir *-a-tlrev adini alir.
Tamim 2.63. R bir *-halka, d bir *-a-tirev ve f:R - R ve a: R — R toplamsal
doniistimler olsun. Eger her a, b € R igin
fkD = fUI" + a(k)d(D)
oluyorsa f doniisiimiine d *-a-tiirevi ile belirlenen genellestirilmis *-a-tUrev denir.
Tanim 2.64. d, R halkasi lizerinde bir toplamsal doniisiim olsun. Egere her k, [ €
R icin
d(kl) = kd(l) + ld(k)
oluyorsa bu doniisiim R Uzerinde bir sol ttrev adini alir.
Tamim 2.65.  d, R halkasi iizerinde bir sol tiirev ve f, R Uzerinde herhangi doniisiim
olsun. Egere her k,l € R igin
fkD =fk)+ D
fkD = fR)L+d(Dk
kosulunu saglayan f doniisiimiine R Uzerinde d sol tiirevi ile belirlenen genellestirilmis sol
tlrev denir.
Tamim 2.66.  d, involusyonlu R halkasi iizerinde herhangi toplamsal doéntisiim
olsun. Eger her k,l € R igin
d(kl) =1"d(k) + kd (1)

oluyorsa bu doniisiime R halkasi lizerinde sol x-tlirev denir.
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Tamim 2.67.  d, involisyonlu R halkasi {izerinde bir sol *-tlirev ve f ayni halka
uzerinde herhangi bir toplamsal doniisiim olsun. Eger her k,l € R i¢in
fD = k" f (D) + ld(k)
kosulunu saglayan f doniistimiine R Uzerinde d sol x-tiirevi ile belirlenen genellestirilmig
sol =-ttirev denir.
Tamim 2.68.  Involiisyonlu R halkasi iizerinde d ve a toplamsal doniisiimleri her
k,l € R icin
d(kl) = k*d()) + a(D)d(k)
Ozelligini sagliyorsa d doniisiimii R Uzerinde sol *-a-tlrev adini alir.
Tamim 2.69. R bir =-halka, d bir sol *-a-turevve f:R - R ve a: R — R toplamsal
doniistimlerinde her k, [ € R igin
fkD =k*f(D + aDd(k)
Ozellikleri saglaniyorsa f doniisiimiine d sol *-a-tiirevi ile belirlenen genellestirilmis So| *-
a-turev denir.
Lemma 2.70. R bir asal halka ve (0) # I R halkasinin bir ideali olsun. R halkasi
uzerinde d tirevi eger d(I) = (0) kosulunu sagliyor ise d = 0 dir.
Ispat. Hipotezden her k € I icin d(k) = 0 dir. Bu esitlikte 7 € R icin k yerine kr
yazilip diizenlenirse her r € R ve her k € I igin
0=d(kr) =kd(r)+d(k)r = kd(r)
elde edilir. Burada s € R igin k yerine ks yazildiginda her k € I ve her r,s € R igin
0 = ksd(r)
bulunur. Bu da her her r € R i¢in (0) = IRd(r) demektir. Halkanin asalligi kullanildiginda
I = (0) veya d = 0 demektir. I # (0) oldugundan istenilen elde edilir.
Tanmm 2.71.  Sa, = {k € R: k* = +k} seklinde tanmimlanan kiimeye simetrik ve
anti-simetrik elemanlar kiimesi denir.
Not 2.72. Her k,l € R igin
[k, 1]" = (kl = lk)”
= (kD" — (lk)*
=U'k*— k"
= [I", k"]
= —[k" "]
elde edilir. O halde her k, 1l € R icin [I*, k"] = [k, []* dir.
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Lemma 2.73.  (Herstein, 1969, s.4) R 2-burulmasiz yariasal bir halka ve (0) # U, R
halkasinin bir Lie ideali ve althalkasi ise U © Z(R) veya U, R halkasinin sifirdan farkli bir
idealini icerir.

Lemma 2.74. (Herstein, 1970, s. 561) R 2-burulmasiz yariasal bir halka ve U, R
halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger [U, U] c Z(R) ise U c Z(R) dir.

Lemma 2.75. (Herstein, 1976, s. 9) R 2-burulmasiz bir yariasal halka ve k € R
olmak iizere her m € R icin [k, [k, m]] = 0 ise k € Z(R) dir.

Sonug 2.76. (Herstein, 1976, s. 23) R bir asal halka, k,l € R olmak Uzere her r €
R icin krl = lrk olsun. O halde k = 0 veya l = A - k kosulunu saglayan en az bir A € C

vardir.
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BOLUM 3
ASAL HALKALARDA DEGIiSMELILIK

3.1. Asal Halkalarda Tiirevler ve Degismelilik
Ugiincii boliimiin ilk kisminda E.C. Posner’in 1957°de yapmis oldugu ““Derivations in

Prime Rings”™ isimli makalesi detayli incelenmistir.

Lemma 3.1.1. R asal bir halkave x € R olmak izere her r € R icin xd(r) = 0 (veya
d(r)x =0)ised = 0 veyax = 0 dir.
Ispat. x € R olmak (izere hipotezde r yerine rs yazilirsa her r, s € R igin
0 = xd(rs)
= x(d(r)s + rd(s))
= xd(r)s + xrd(s)
= xrd(s)
bulunur. Bu da her s € R i¢in
xRd(s) = (0)
demektir. Bulunan esitlikte halkanin asal olmasindan yararlanilarak x = 0 veya her s € R
icin d(s) = 0 olur. Bu da
d=0veyax =0
anlamina gelir. Diger taraftan,
x € R olmak (izere hipotezde r yerine rs yazilirsa her r,s € R igin
0 =d(rs)x
= (d(r)s + rd(s))x
=d(r)sx + rd(s)x
=d(r)sx
bulunur. Bu da her r € R igin
d(r)Rx = (0)
demektir. Bulunan esitlikte halkanin asal olmasindan yararlanilarak x = 0 veya her r € R
icind(r) = 0 olur. Bu da
d=0veyax =0

anlamina gelir.
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Lemma3.1.2. R asal bir halka ve p,q,r € R olsun. Her a € R i¢in, pagar =0
oluyorsa p, q, r elemanlarindan en az biri sifirdir.
Ispat. Hipotezde b € R igin a yerine a + b yazildiginda her a, b € R igin
0 =p(a+b)q(a+ b)r
= paqar + pagbr + pbqar + pbqbr
= paqbr + pbqgar
elde edilir.
Varsayalim ki pa = 0 olsun. Bu da her b € R igin, pbqar = 0 demektir. Bu ise
pRqgar = (0)
anlamina gelir. R halkas1 asal oldugu i¢in a € R i¢in p = 0 veya gqar = 0 olur. Buradan da
pa=0ikenp = 0veyaqgar =0
sonucuna ulagihr. t € R iginpa =0 oldugundan pat =0 olur. Yukaridaki ifade
kullanilarak her t € R i¢in p = 0 veya qatr = 0 sonucuna ulagilir. Yani a € R igin
p = 0 veya qaRr = (0)
dir. Halkanin asal olmasi1 g6z 6niine alinirsa a € R igin
p=0veyar =0veyaqa =0
elde edilir. Buda a € R icin
pa=0ikenp=0veyar =0veyaqa =0
demektir. Son ifadede a yerine aqar yazildiginda, her a € R igin
paqar = 0 iken gagar = 0 veyap = 0veyar =0
sonucuna ulasilir. Hipotezde paqar = 0 oldugundan her a € R icin p = 0 veyar = 0 veya
qaqar = 0 olur. Eger p = 0 veya r = 0 olursa ispat biter.
Varsayalim ki p # 0 ve r # 0 olsun. O zaman her a € R igin
qagar =0
dir. Bu esitlikte a yerine a + b yazilir ve diizenlendiginde her a, b € R igin
0=q(a+b)q(a+b)
= qaqar + qaqbr + qgbqar + qbqbr
= qaqbr + qbqar
elde edilir.
Varsayalim ki a € R i¢in ar = 0 olsun. Bu durumda her b € R i¢in gagbr = 0 olur.
Yani a € R i¢in gaqRr = (0) dir. R halkasinin asalligindan yararlanilirsa a € R igin
r=0veyaqaq =0
elde edilir. r # 0 oldugundan a € R igin gaq = 0 dir. Yani a € R igin eger
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ar =0iseqaq =0
olur. Son ifadede t € R icin a yerine ta diistiniiliirse her t € R i¢in

tar = 0ise qgtag = 0
bulunur. a € R igin ar = 0 oldugundan her t € R igin tar = 0 dir. Bu durum, yukaridaki
ifade ile birlestirilirse her t € R i¢in gtaq = 0 elde edilir. O halde a € R i¢in

qRaq = (0)

dir. Halkanin asal olmasindan a € R i¢in g = 0 veya aq = 0 elde edilir. ¢ # 0 oldugundan
a € Rigin

ar =0iseaq =0
olur. Son ifadede a yerine gaqa diistiniildiigiinde her a € R igin

qaqar = 0 ise qaqaq = 0
elde edilir. Her a € R icin ar = 0 oldugundan gagar = 0 dir. O halde her a € R igin

qaqaq = 0
sonucuna ulagilir. Yukarida b € R i¢in a yerine a + b yazildiginda her a, b € R igin
0=gq(a+b)q(a+b)q
= qaqaq + qaqbq + qbqgaq + qbqbq
= qaqbq + qbqaq
bulunur. Bu esitlikte b yerine bqaq yazilirsa qagbqaq + gbqaqaq = 0 olur. Her a € R igin
qaqaq = 0 oldugundan her a, b € R i¢in qagbqaq = 0 dir. Bu da her a € R i¢in
qaqRqaq = (0)

demektir. Halkanin asal olmasi yardimiyla her a € R i¢in gqaq = 0 olur. Sonug¢ olarak

qRq = (0) dir. Yine halkanin asal olmasindan q = 0 elde edilir.

Teorem 3.1.3. d ve g karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasi iizerinde taniml
iki tirev olsun. dg yine bir tlirev ise d = 0 veya g = 0 olur.

Ispat. d ve g fonksiyonlarmn ikisinin de tiirev olmasindan dolay: her k, L € R igin
(dg) (kD) = d(g(kD)
= d(g()l + kg (D)
= d(g()D) + d(kg(D)
=d(g())l + g(k)dD) + d(k)g(1) + kd(g(D)

= (dg)(F)l + g(k)d(D) + d(k)g(D) + k(dg)(D)
bulunur. Yani her k,1 € R igin

(dg) (kD) = (dg)(K)l + g(k)d(D) + d(k)g(D) + k(dg)(D)
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olur. Ote yandan dg doniisiimiiniin tiirev déniisiimii olmasindan her k, [ € R igin

(dg) (kD) = (dg)(K)L + k(dg) (D)
esitligi elde edilir. Ustteki son iki esitligin sol taraflar esit oldugundan sag taraflari birbirine

esitlenerck gerekli kisaltmalar yapilirsa her k, [ € R igin

(dg) ()l — (dg)(k)l + g(k)d(l) + d(k)g(D) + k(dg)(D) — k(dg)() =0
olur. O halde her k,1 € R icin

g(k)d() +d(k)gl) =0 (3.1

dir. Son esitlikte m € R icin k yerine kd(m) yazilir ve bu esitlik tekrar kullanilarak

duzenlenirse her k,l,m € R igin
0 = g(kd(m))d(D) + d(kd(m))g (1)
= g(k)d(m)d(l) + kg(d(m))d() + d(k)d(m)g(D) + kd(d(m))g(D)
= g()dm)d(W) + d(Ddm)g(D) + k (g(dm))d() + d(d(m))g(D)
bulunur. Burada (3.1) esitligi kullamlirsa k (g(d(m))d(l) +d(d(m)) g(l)) ~0

oldugundan her k,[,m € R igin

g(k)d(m)d(l) + d(k)d(m)g(l) = 0 (3.2)

elde edilir. (3.1) numarali esitlikte k yerine m yazilir ve yeniden diizenlendiginde her [, m €
R icin d(m)g(l) = —g(m)d(l) olur. Bulunan bu esitlik (3.2) numarali esitlikte yerine
yazildiginda her k,[,m, € R igin
0 =g(k)d(m)d(l) — d(k)g(m)d(D)
= (g(k)d(m) — d(k)g(m))d()
bulunur. Bu esitlikte Lemma 3.1.1. kullanildiginda her k, [, m € R igin
g(k)d(m) —d(k)g(m) = 0 veyad(l) = 0
olur. Bu durumda her k,m € Rigin g(k)d(m) — d(k)g(m) = 0 veya d = 0 sonucuna
ulagtlir.

Varsayalim ki d # 0 olsun, o zaman her k,m € R igin

g(k)yd(m) —d(k)g(m) =0 (3.3)
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dir. (3.1)’de [ yerine m yazilip elde edilen esitlik (3.3) numarali esitlik ile taraf tarafa
toplandiginda her k,m € R igin
2g(k)d(m) =0
bulunur. Halkanin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her k, m € R igin
g(k)d(m) =0
elde edilir. Lemma 3.1.1. kullanildiginda ise
g=0veyad =0

olur. d # 0 oldugundan istenilen sonuca ulasilmis olur.

Lemma3.1.4. d, R asal halkasi1 Uzerinde bir tlrev olmak Uzere her a € R igin
ad(a) —d(a)a = 0 ise d = 0 veya R halkas1 degismelidir.
Ispat. Hipotezde b € R igin a yerine a + b yazilip diizenlenir ve elde edilen ifadede
hipotez kullanilirsa her a, b € R igin
0=(a+b)d(a+b)—d(a+b)(a+b)
= ad(a) + ad(b) + bd(a) + bd(b) — d(a)a —d(a)b — d(b)a — d(b)b
= (ad(a) — d(a)a) + (bd(b) — d(b)b) + ad(b) + bd(a) — d(a)b — d(b)a
= ad(b) + bd(a) — d(a)b — d(b)a
olur. Buradan da her a, b € R igin
ad(b) —d(a)b = d(b)a — bd(a)
sonucuna ulasilir. Esitligin her iki tarafina d(ab) eklenip tiirev 6zellikleri kullanildiginda
her a,x € R igin
ad(b) —d(a)b + d(ab) = d(b)a — bd(a) + d(ab)
ad(b) —d(a)b + d(a)b + ad(b) = d(b)a — bd(a) + d(ab)

elde edilir. Bulunan ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa her a, b € R igin

2ad(b) = d(b)a — bd(a) + d(ab) (3.4)

bulunur. (3.4) esitliginde x € R i¢in b yerine ax yazilirsa her a, x € R igin
2ad(ax) = d(ax)a — axd(a) + d(aax)
elde edilir. Bulunan bu ifade tiirev 6zellikleri ile diizenlendiginde her a, x € R i¢in
2ad(a)x + 2a%d(x) = d(a)xa + ad(x)a — axd(a) + ad(a)x + d(a)ax + a?d(x)
2ad(a)x + 2a%d(x) = d(a)xa + ad(x)a — axd(a) + 2ad(a)x + a*d(x)

sonucuna ulagsilir. Yani her a,x € R i¢gin
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a’d(x) = d(a)xa + ad(x)a — axd(a) (3.5)

dir. (3.4) esitliginde x € R icin b yerine xa yazilirsa her a, x € R i¢in
2ad(xa) = d(xa)a — xad(a) + d(axa)
bulunur. Son esitlik tiirev 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse her a, x € R igin
2ad(x)a + 2axd(a) = d(x)a? + xd(a)a — xad(a) + d(a)xa + ad(x)a + axd(a)
2ad(x)a + 2axd(a) = d(x)a? + xd(a)a — xd(a)a + d(a)xa + ad(x)a + axd(a)
ad(x)a + axd(a) = d(x)a? + d(a)xa

olur. Budaher a,x € R i¢in

d(x)a? = ad(x)a + axd(a) — d(a)xa (3.6)
demektir. (3.5) ve (3.6) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa, her a, x € R i¢in

d(x)a? + a?d(x) = 2ad(x)a (3.7)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilip tekrar diizenlendiginde her x,a € R igin

d(x)aa —ad(x)a = ad(x)a — aad(x)
sonucuna ulagilir. Esitligin sol tarafi sagdan, esitligin sag tarafi soldan a parantezine alinirsa
her a,x € R igin

(d(x)a - ad(x))a =a(d(x)a — ad(x)
olur. Bu esitlikte a yerine a + d(x) yazilir ve tiirev 6zellikleri kullanilirsa her x, a € R igin
d(x)a? + d(x)ad(x) —ad(x)a — ad(x)? = ad(x)a + d(x)?a — a*d(x) — d(x)ad(x)
bulunur. Bulunan esitlik (3.7) ifadesi kullanilarak diizenlendiginde her a, x € R i¢in

2ad(x)a + d(x)ad(x) — ad(x)? = 2ad(x) + d(x)?a — d(x)ad(x)
d(x)ad(x) — ad(x)? = d(x)?a — d(x)ad(x)
elde edilir. Buradan Lie komutator yardimiyla her a, x € R igin
[d(x), [d(x), a]] =0

seklinde gosterilir. I,: R = R, I.(x) = [r,x] olmak Uzere I, dontisiimii R halkasinda r
elemaniyla belirli i¢ tiirevdir. Yukaridaki esitlik i¢ tiirev tanim1 yardimu ile diizenlendiginde

her a,x € R igin

(lLaelaco)(@ =0
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olur.

Varsayalim ki R halkas1 karakteristigi ikiden farkli bir halka olsun. Sifir doniigtimii
tiirev dontigtiimii oldugundan Teorem 3.1.3. kullanilirsa I3,y = 0 sonucuna ulagilir. Yani her
a,x € Rigin

0 =[d(x),a] = —[a,d(x)]

0 =[a,dx)] =1,(d(x)) = I,d(x)
dir. Tekrar Teorem 3.1.3. kullanildiginda I, = 0 veya d = 0 bulunur. O halde R halkasinin
karakteristigi ikiden farkli ise d = 0 veya R halkas1 degismelidir.

Varsayalim ki R halkasiin karakteristigi iki olsun. Bu ise her r € R i¢in 0 = 2r =

r + r demektir. Yani her r € R igin
r=-r (3.8)

bulunur. Ote yandan (3.7) esitliginden her a,x € R icin
d(x)a? + a?d(x) = 2ad(x)a
d(x)a? + a?d(x) =0

dir. Bu esitlikte (3.8) esitligi ile diisiiniildiigiinde her a, x € R igin

d(x)a? = a?d(x) (3.9)

elde edilir. Sonug olarak her x € R igin d(x) halkadaki karesel elemanlarla degismelidir.
Varsayalim ki e € R halkadaki karesel elemanlarla degismeli elemanlardan biri olsun.

Her x € R igin
ex? = x%e (3.10)
olur. (3.10) esitliginde y € R igin x yerine x +y yazilip (3.10) esitligi yardimiyla
diizenlenirse her x,y € R igin
e(x +y)? = (x +vy)%e

ex? + exy + eyx + ey? = x%e + xye + yxe + y’e
elde edilir. Yani her x,y € R i¢gin

e(xy + yx) = (xy + yx)e (3.11)
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bulunur. (3.11) esitliginde y yerine e yazildiginda her x € R igin
e(xe + ex) = (xe + ex)e
exe + e%x = xe? + exe

sonucuna varilir. Gerekli dizenlemeler yapildiginda her x € R i¢in

x = xe? (3.12)

olur. (3.11) esitliginde y yerine xe yazilarak (3.10) esitligi kullanildiginda her x € R i¢in
e(x?e + xex) = (x%e + xex)e
e(x?e + xex) = (ex? + xex)e
exex = xexe
elde edilir. (xe + ex)? elemam (3.11), (3.12) esitlikleri ve R halkasinin karakteristiginin
iki olmasi disiiniilerek dizenlenirse her x € R igin
(xe + ex)? = xexe + ex’e + xe’x + exex = 2xexe + 2x%e* = 0

bulunur. Yani her x € R igin

(xe + ex)? =0 (3.13)

dir.
Varsayalim ki xy = 0 olsun. O halde (3.11) esitligi kabule gore diizenlenirse
(xy +yx)e = e(xy + yx)
yxe = eyx

olur. O halde xy =0 oldugunda yxe = eyx demektir. Yani x eleman: ile sagdan
carpildigindan sifir sonucunu veren halkadaki bir y eleman1 yxe = eyx esitligini saglar.
Burada xy = 0 kabuliinii sagdan x elemani ile ¢arptigimizda 0 = xyx = x(yx) sonucuna
ulasiriz. Yani yx, x ile sagdan ¢arpildiginda sifir sonucunu veren bir elemandir. O halde
(3.10) ve (3.8) esitlikleri yardimiyla xy = 0 iken,

eyxx = yxxe

eyx? = yx?e = yex?

eyx? = yex?

(ey +ye)x? =0

oldugu goriiliir. Yukaridaki ifade geregince

xy = 0 iken (ey + ye)x* =0
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sonucuna ulagilir. Yani a € R icin axy = 0 olacagindan her a € R

axy = 0 iken (ey + ye)axax = 0
bulunur. Lemma 3.1.1. kullanilirsa x = 0 veya (ey + ye) = 0 bulunur. Sonug olarak

xy=0isex=0veyaey +ye=0
dir.

Varsayalim ki x # 0 olsun

xy =0iseey =ye
elde edilir. b € R i¢in x(yb) = 0 olacagi i¢in, e(yb) = (yb)e esitligine ulagilir. Bu ifade,
(3.8) esitligi yardimiyla dlizenlenirse her b € R igin

0 = eyb + ybe = yeb + ybe
= y(eb + be) = y(eb — be)
= yle,b] = yl.(b)
bulunur. Bu esitlikte Lemma 3.1.1. kullanildiginda
xy =0ikenx =0veyay =0veyae € Z(R)
sonucuna ulagilir. (3.13) esitligi, yukaridaki ifade kullanilip diizenlendiginde
0 = (xe + ex)? = (xe + ex)(xe + ex)
elde edilir ve buradan her x € R i¢in (xe + ex) = 0 veya e € Z(R) yazilir.
Kabul edelim ki e ¢ Z(R) olsun. O halde her x € R igin (xe + ex) =0 dir. Bu
durumda (3.8) esitligi g6z Oniine alinirsa her x € R igin
0 =xe+ex
= xe —ex = [e, x]
=l (x)

elde edilir. Yani e € Z(R) dir. Bu e € Z(R) olmasiyla ¢elisir. O halde e € Z(R) dir. Yani
karesel elemanlarla degigsmeli olan elemanlar halkanin merkezindedir.

(3.9) esitliginden her x € R igin
d(x) € Z(R) (3.14)
elde edilir.
Varsayalim ki b € R icin d(b) = 0 olsun. (3.14) ifadesinden d(ab) € Z(R) dir.

Buradan d(ab) = d(a)b + ad(b) = d(a)b olacagindan her a € R icin

d(a)b € Z(R) (3.15)
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bulunur. (3.14) ve (3.15) ifadelerinden yararlanildiginda her r € R icin
0 =[d(a)b, 7]
=d(a)[b,r] + [d(a),r]b
= d(a)[b,7]
= d(a)Ip(r)
elde edilir. Elde edilen ifadede Lemma 3.1.1 kullanilirsa her a € R igin d(a) = 0 veya b €
Z(R) dir. Yani her b € R igin

d(b) =0ised =0veyab € Z(R) (3.16)

olur. (3.15) ifadesinden her ¢ € R igin
d(c?) = d(c)c + cd(c)
=d(c)c+d(c)c
= 2d(c)c
=0
bulunur. Bulunan esitlikte (3.16) ifadesi kullanilirsa her ¢ € R igin
d # 0 iken c? € Z(R)
elde edilir. Her x € R igin [c?,x] = 0 olur. Burada R halkasmnin karesel elemanlariyla
degismeli olan elemanlarinin merkezde olmasi kullanildiginda her x € R i¢in x € Z(R)

bulunur. Yani d # 0 iken halka degigmelidir.

Lemma 3.1.5. A bir Lie halkasi, d € A ve I, A Lie halkasinin bir ideali olsun. Her

a,x €licindx-x = 0iken (da-x)x =0 dur.

Teorem 3.1.6. d, R asal halkasinda taniml1 sifirdan farkli bir tlirev olmak Uizere her
a € R icin [d(a),a] € Z(R) iken R halkas1 degismelidir.

Ispat. A kiimesi R halkasi iizerinde tanimli tiirevlerin bir kiimesi olsun. A kiimesi
fonksiyonlardaki toplama ve bileske islemlerine gore bir Lie halkadir. I, R halkasinda
tanimli i¢ tiirevlerden olusan kiime olsun. I kiimesi, A Lie halkasinin bir idealidir. Bu
durumda d € A ve I, € I olur. Keyfi x,y € R i¢in [d, I,] ve [I, I,] elemanlar incelenirse
her x,y,a € R igin

[d, I,](y) = [dl — 1,d](¥)
= dlo(y) = 1,d(y) = dla,y] - [a,d(y)]
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= [d(a),y] + [a,d(¥)] — [a, d(y)]
= [d(a),y] = Iy ()

bulunur. Sonug olarak her a € R icin

[d; Ia] = Id(a) (317)

elde edilir. Diger yandan her x,y,a € R igin
|1 1,])(@) = L1, (a) — I, (a)
= L(ya —ay) — I,(xa — ax)
= 1,(ya) - L(ay) — I, (xa) + I, (ax)
= xya — yax — xay + ayx — yxa + xay + yax — axy
= xya — yxa + ayx — axy
= [x,yla — alx, y]
= [[x,¥], a] = Ijxy1 (@)
olur. Yani her x,y € R i¢in

Lo 1y] = Iy (3.18)

dir. O halde 6nce (3.17) sonra (3.18) esitlikleri ve hipotezden yararlanilirsa her a € R igin
[[d, 1], Ia] = [lay Ia] = liat@.a) = O
sonucuna ulagthr. Yani her a € R icin [[d,1,],1,] =0 dir. Burada Lemma 3.15.

kullanildiginda her x, a € R igin

|[1d, 1) Ia]. 1] = 0 (3.19)

elde edilir. (3.19) esitligi (3.17) ve (3.18) ifadelerinden yararlanilarak diizenlenirse her

X,a € R icin
0= [[[d, Ix],Ia],Ia]

= [[Id(x)'la]: Ia]
= [lag),ap o]
= Ij[a(x),al,a]
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bulunur. Sonug olarak her x,a € R igin
[[d(x), al, a] € Z(R)
dir. Bu ifade Lie komitator 6zellikleri yardimi ile diizenlenirse her x,a € R igin
[[d(x),a],a] = [d(x)a — ad(x), a]
= [d(x)a,a] — [ad(x),a]
=d(x)a? —ad(x)a — ad(x)a + a?d(x)
= d(x)a? — 2ad(x)a + a*d(x)
bulunur. Bu da her x,a € R igin
d(x)a? — 2ad(x)a + a*d(x) € Z(R)
demektir. d(x)a? — 2ad(x)a + a?d(x) eleman:1 R halkasinin merkezinde oldugu i¢in her
x,a € Ricin [d(x)a? — 2ad(x)a + a*d(x),a] = 0 olur. O halde her x,a € R i¢in
0 = [d(x)a? — 2ad(x)a + a*d(x), a]
=d(x)a® — 2ad(x)a? + a*d(x)a — ad(x)a? + 2a*d(x)a — a3d(x)
=d(x)a® — 3ad(x)a? + 3a%d(x)a — a3d(x)

sonucu bulunur. Yani her x,a € R igin
d(x)a® — 3ad(x)a? + 3a?d(x)a — a3d(x) =0 (3.20)

oldugu goriiliir.
Varsayalim ki R halkasimin karakteristigi {i¢ olsun. O zaman (3.20) ifadesi tekrar
diizenlenerek her a,x € R igin
0 =d(x)a® —ad(x)
= [d(x),a’]
=13 (d(x))
= [,3d(x)
elde edilir. Bu da her x € R igin
l,3d =0
demektir. Sifir doniisiimii bir tiirev oldugundan Teorem 3.1.3. kullanilirsa her a € R igin
I,3 =0 veya d =0 olur. O halde her a € R igin d =0 veya a® € Z(R) dir. d #0
oldugundan her a € R igin
a® € Z(R)
olur. Burada b € R icin a yerine a + b diisiiniiliirse (a + b)® € Z(R) elde edilir. Bu ifade

diizenlendiginde ise her a,b € R igin
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(a + b)® =a®+ a’b + aba + ab? + ba*? + bab + b*a + b3 € Z(R)
bulunur. Burada a® ve b3 halkanin merkezinde ve merkez toplamaya kapali oldugundan her

a,b € Rigin

a’b + aba + ab? + ba* + bab + b?*a € Z(R) (3.21)
demektir. Son ifadede a yerinde —a yazilirsa her a, b € R igin

a’b + aba — ab? + ba* — bab — b*a € Z(R) (3.22)

elde edilir. (3.21) ve (3.22) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa her a,b € R icin 2a%b +
2aba + 2ba? € Z(R) olur. R halkasinin karakteristigi ikiden farkli oldugundan her a,b €
R icin

a’b + aba + ba? € Z(R)
olur. Bu ifadede b yerine ab yazilip, soldan a parantezine alinirsa her a, b € R igin

a3b + a’*ba + aba? = a(a®b + aba + ba?*) € Z(R)
elde edilir. Yani a(a? + aba + ba?®) € Z(R) ve a?b + aba + ba? € Z(R) dir. Burada
Lemma 2.51. geregince her a,b € R i¢in a?b + aba + ba® = 0 veya a € Z(R) bulunur. R
halkasinin karakteristigi (i¢ oldugu i¢in a € Z(R) veya ba® — 2aba + a?b = 0 dir. O halde
her a,b € R igin
0 = ba® — aba — aba + a*b

= [b,a]a — alb, a]

= [[b, a],a]

= Io1,(D)
elde edilir. Bu da her a € R icin I,1, = 0 anlamina gelir. Sifir doniisiimii tiirev oldugundan
Teorem 3.1.3. geregenice her a € R i¢in a € Z(R) bulunur. Yani R halkas1 degismelidir.

Varsayalim ki R halkasinin karakteristigi tigten farkli olsun. (3.20) ifadesinden her

X,a € R icin

a3d(x) — d(x)a® = 3(ad(x)a? — a’d(x)a) (3.23)

olur. Son esitlikte x yerine a yazilip, hipotez kullanilarak diizenlendiginde her a € R i¢in
a®d(a) — d(a)a® = 3a(d(a)a — ad(a))a
= 3(ad(a) — d(a)a)a?
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elde edilir. Yani her a € R igin

a3d(a) —d(a)a® = 3(ad(a) — d(a)a)a? (3.24)

dir. Ote yandan her a € R icin ad(a) — d(a)a € Z(R) oldugundan her a € R igin

(ad(a) —d(a)a)a = a(ad(a) — d(a)a) (3.25)

sonucu bulunur. (3.25) esitliginin iki tarafi da agilirsa
(ad(a) —d(a)a)a = ad(a)a — d(a)a?
a(ad(a) —d(a)a) = a?d(a) — ad(a)a
sonuclarina ulasilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanip, (3.25) kullanilarak diizenlendiginde
her a € R i¢in
(ad(a) —d(a)a)a + a(ad(a) — d(a)a) = ad(a)a — d(a)a? + a’*d(a) — ad(a)a
(ad(a) —d(a)a)a + (ad(a) — d(a)a)a = —d(a)a? + a*d(a)
2(ad(a) — d(a)a)a = a*d(a) — d(a)a?

olur. Yani her a € R igin
2(ad(a) —d(a)a)a = a*d(a) — d(a)a? (3.26)
dir. Ote yandan (3.23) esitliginde x yerine d(x) yazilarak diizenlenirse her a, x € R igin
3ad?(x)a? + a3d?(x) — 3a%d?*(x)a — d?*(x)a® =0 (3.27)
bulunur. (3.23) esitliginde x yerine ad(x) diistintildigiinde her a, x € R igin
0 = a(3ad?(x)a? + a3d?(x) — 3a%d?*(x)a — d*(x)a®) + 3ad(a)d(x)a?
+ a3d(a)d(x) — 3a*d(a)d(x)a — d(a)d(x)a3

elde edilir. (3.27) esitliginden yararlanilirsa her a, x € R igin

3ad(a)d(x)a? + a®d(a)d(x) — 3a?*d(a)d(x)a — d(a)d(x)a® = 0 (3.28)
olur. (3.23) esitligi soldan d(a) ile ¢arpildiginda her a, x € R igin

3d(a)ad(x)a? + d(a)ald(x) — 3d(a)a?d(x)a — d(a)d(x)a® =0 (3.29)
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sonucuna ulagilir. (3.28) ve (3.29) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa her a, x € R i¢in
3[a,d(a)]d(x)a? + [a3,d(a)]d(x) — 3[a?,d(a)]d(x)a =0
oldugu goriilir. Burada gerekli duzenlemeler yapildiginda her a, x € R igin
(ad(a) — d(a)a)(xa? — a®x — 2a(xa — ax)) = 0
bulunur. Son esitlik soldan r ile ¢arpilip, hipotez kullanilarak diizenlendiginde her a, x,r €
R icin
[a,d(a)]r(xa? — a’x — 2a[x,a]) =0
elde edilir. Yani her a,x € R igin
[a,d(a)]R(xa? — a’x — 2a[x,a]) = (0)

dir. R halkasmn asal halka olmasi her a,x € R icin [a,d(a)] = 0 veya xa? — a’x —
2a[x, a] = 0 olmasini gerektirir.

[a,d(a)] # 0 olacak bicimde en az bir a € R i¢in [a,d(a)] # 0 olsun. Bu sart1

saglayan a € R ve her x € R i¢in
xa? —a’*x — 2a(xa —ax) =0 (3.30)

bulunur. Bu esitlik tekrar diizenlenirse her x € R i¢in
0 = xa? — a’x — 2a(xa — ax)
= xa® + a’x — axa — axa
= ala, x] — ala, x]
= [[a, x]a]
= Iola(x)
elde edilir. Yani [a, d(a)] # 0 kosulunu saglayan a € R i¢in I,1, = 0 olur.

Kabul edelim ki R halkasinin karakteristigi ikiden farkli olsun. Teorem 3.1.3.
kullanilirsa [a,d(a)] # 0 kosulunu saglayan a € R icin a € Z(R) olur. Bu da kabul ile
celigir. Yani R halkasiin karakteristigi ikiden farkli ise her a € R i¢in [a,d(a)] = 0 dur.
Son ifadede Lemma 3.1.4. geregince her a € R igin a € Z(R) dir. Yani R halkasi
degismelidir.

Varsayalim ki R halkasinin karakteristigi iki olsun. (3.30) esitligi bu kabule gore
diizenlendiginde [a, d(a)] # 0 kosulunu saglayan a € R ve her x € R igin

[x,a?] =0

elde edilir. Yani [a, d(a)] # 0 kosulunu saglayan a elemanlari i¢in a® € Z(R) dir.
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Kabul edelim ki [a, d(a)] # 0 kosulunu saglayan a elemanlar i¢in a? = 0 olsun. O

halde R halkasinin karakteristiginin iki olmasi1 kullanilarak
0 =d(a?) = ad(a) + d(a)a = ad(a) — d(a)a
elde edilir. Bu bir geliskidir. O zaman a? # 0 elde edilir.

Varsayalim ki bir y € R i¢in ya = 0 olsun. Son ifade sagdan t € R icin at ile
carpilarak ya?t = 0 bulunur. a? € Z(R) oldugu igin her t € R icin yta® = 0 olur. O halde
yRa? = (0) dir. R halkasinin asal halka olmasi kullanilirsa y = 0 ya da a® = 0 olur. a® #
0 oldugu i¢in y = 0 olur. Sonug olarak

ya=0ikeny =20
dir. Yani a elemani sag sifir bolen degildir. Benzer islemler yapilirsa a elemaninin sol sifir
bolen de olmadig: goriiliir. ad(a) — d(a)a # 0 olan a € R igin 0 # a? € Z(R) oldugu i¢in
a yerine axa yazildiginda her x € R i¢in (axa)d(axa) — d(axa)(axa) # 0 olursa 0 #
(axa)? € Z(R) bulunur. (axa)? = (axa)(axa) = axa’xa = (ax*a)a® oldugundan
(ax?a)a’® € Z(R) yazilir. Lemma 2.51. kullanilirsa a? # 0 oldugu i¢in ax?a € Z(R) elde
edilir. (axa)? € Z(R) ifadesi ax?a € Z(R) olmasi yardimiyla diizenlenirse her x € R igin

(axa)? = (axa)(axa) = axa’xa

= (ax?a)a? = a(ax?a)a

= (a?x?)a? € Z(R)
elde edilir. a? # 0 oldugundan Lemma 2.51. geregince her x € R icin a?x? € Z(R) bulunur.
a? # 0 oldugu icin Lemma 2.51. tekrar kullanildiginda her x € R icin x? € Z(R) sonucuna
varilir. O halde

x% & Z(R) iken [x,d(x)] = 0 ve [axa, d(axa)] = 0
dir. [axa,d(axa)] =0 ifadesi a? € Z(R) ve [x,d(x)] =0 ifadeleri kullanilarak
diizenlendiginde
((ad(a) + d(a)a)ax? + (ax?d(a) + d(a)x*a)a)a =0
olur. a sol sifir bolen olmadigi igin
(ad(a) + d(a)a)ax? + (ax?d(a) + d(a)x*a)a =0
bulunur. Son esitlik, ad(a) + d(a)a € Z(R) oldugu kullanilirsa
0 = ax?(a,d(a)) + (ax?d(a) + d(a)x?a)a
= ax?ad(a) + 2ax?*d(a)a + d(a)x?a?
oldugu goriilir. Buradan R halkasinin karakteristiginin iki olmasi kullanilarak
ax?ad(a) + d(a)x?a? =0

elde edilir. O halde a? € Z(R) oldugundan
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a[x? ad(a)] =0
dir. a sag sifir bolen olmadigi icin [x2, ad(a)] = 0 olur. Bu durumda
x% ¢ Z(R) oldugunda [x2,ad(a)] =0
sonucuna ulasilir. Yani her x € R icin x? € Z(R) yada [x2, ad(a)] = 0 dur.
Varsayalim ki x € R icin x? € Z(R) olsun. Bu da
[x2, ad(a)] = x?ad(a) — ad(a)x? = x?ad(a) — x*ad(a) = 0
olmasin1 gerektirir. O zaman her x € R igin
[x2,ad(a)] =0
bulunur. Lemma 3.1.4. iin ispatinda gosterildigi gibi her elemanin karesiyle degismeli olan
elemanlar halkanin merkezinde oldugu i¢in ad(a) € Z(R) dir. Bu sebeple
0 =[a,ad(a)] = aad(a) — ad(a)a = a(ad(a) — d(a)a)
olur. Yani a[a,d(a)] = 0 dir. a sag sifir bélen olmadig1 i¢in her a € R i¢in [a,d(a)] =0

sonucuna ulagilir. Bu ifadede Lemma 3.1.4. kullanildiginda istenilen sonug elde edilmis olur.

3.2. Herstein’in Tiirevler Uzerine Bir Notu
Bu bolumde I.N. Herstein (1979) tarafindan yapilan ““A Note on Derivations 11" adli

calisma incelenmistir.

Teorem 3.2.1 R bir asal halka, 0 # d tlrev ve a € R olsun. Bu durumda her x € R
icin [a,d(x)] = 0 iken
i. R karakteristigi ikiden farkli bir halka ise a € Z(R) dir.
ii. R karakteristigi iki olan bir halka ise a? € Z(R) dir. Ustelik a € Z(R) ise 1 € C
olmak lzere d(x) = (Aa)x — x(Aa) seklindedir.
Ispat. Varsayalim ki a € Z(R) olsun. Hipotezde x yerine y € R i¢in xy yazilirsa
her x,y € R igin
0 = [a,d(xy)]
= [a,xd(y) + d(x)y]
= la,x]d(y) + x[a, d(¥)] + [a,d()]y + d(x)[a, y]]
= [a,x]d(y) + d(¥)[a, y]
olur. Yani her x,y € R i¢in

[a,x]d(y) + d(x)[a,y] =0 (3.31)
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dir.
Kabul edelim ki [a, y] = 0 olsun. O zaman yukaridaki esitlikten her x € R i¢in
[a,x]d(y) =0
bulunur. Bulunan ifadede x yerine r € R i¢in xr yazilir ve ayn1 ifade kullanilirsa her x,r €
R icin
0 = [a,xr]d(y)

= [a,x]rd(y) + x[a,r]d(y)

= [a,x]rd(y)
elde edilir. Yani her x € R i¢in (0) = [a,x]Rd(y) dir. Burada R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda her x € R igin [a,x] = 0 veya d(y) = 0 bulunur. Bu durumda a € Z(R)
veya d(y) = 0 dir. a € Z(R) olmasi a € Z(R) olmast ile geligir. O halde d(y) = 0 oldugu
goralur. Yani herhangi bir y € R igin

l[a,y] =0ised(y) =0 (3.32)

dir. Hipotezden her r € R icin [a,d(r)] = 0 dir. Hipotezde (3.32) ifadesi kullanilirsa her
r € Rigin

0=d(d(r)) = d?(r)
elde edilir. Yani d? = 0 dur.

Varsayalim ki R halkasiin karakteristigi ikiden farkli olsun. Bu durumda Teorem
3.1.3. kullanilirsa sifir doniisiimii tiirev oldugundan d = 0 dir. Bu ise d # 0 olmasiyla
celisir. Sonug olarak a € Z(R) iken R halkasinin karakteristigi ikidir. Elde edilen ifadenin
karsit tersi ise R halkasinin karakteristigi iki iken a € Z(R) dir. Bu da ispatin ilk kismini
bitirir.

Varsayalim ki R halkasinin karakteristigi iki olsun. (3.31) esitligine doniiliirse

halkanin karakteristik iki oldugundan her x,y € R i¢gin

d(x)[a,y] —[a,x]d(y) = 0 (3.33)

yazilir.
Kabul edelim ki d(y) = 0 olsun. (3.33) esitligi bu kabul dogrultusunda diizenlenirse
her x € R igin

d(x)[a,y] =0
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bulunur. Bulunan ifadede Lemma 3.1.1. kullanildiginda d = 0 veya [a, y] = 0 elde edilir.
d # 0 oldugundan [a, y] = 0 olur. Yani

d(y)=01iken[a,y] =0 (3.34)

dir. (3.33) esitliginde w € R i¢in x yerine xw yazilir ve ayni ifade yardimiyla diizenlenirse
her x,y,w € R igin
d(x)wla,y] = [a,x]wd(y)
elde edilir. Bu esitlikte y yerine x diistintiliirse her x,w € R i¢in
d(x)wla, x] = [a, x]wd(x)
olur. a ¢ Z(R) oldugu igin, [a, x] # 0 olacak sekilde an az bir x, € R vardir. Son esitlikte
X yerine x, yazilir ve bulunan ifade Sonug 2.76. kullanilarak diizenlenirse
d(xy) = Alxg)[a, x,] olacak sekilde A(x,) € C vardir
sonucuna ulasilir. A(xy) = 0 iken d(x,) = 0 olur. Burada (3.34) ifadesi kullanilirsa
[a, xo] = 0 oldugu goriiliir. Yani A(x,) = 0 iken [a, x,] = 0 dir. Buda a € Z(R) anlamina
gelir. a € Z(R) oldugundan A(x,) # 0 olur. O halde her x € R i¢in d(x) = A(x)[a, x]
olarak yazilir. Hipotezden her x € R igin
0=[ad(x)]
= [a,A(x) [a, x]]
= [a,2(0)]la, x] + A(x)[a, [a, x]]
dir. A(x) € C oldugu icin 0 = A(x)[a, [a, x]] bulunur. Bu ifade soldan A(x)! ile garpilirsa
her x € R igin
0= [a, [a, x]]
= [a, ax — xa]
= a’x — 2axa — xa?
olur. Halkanin karakteristiginin iki olmasi kullanildiginda her x € R i¢in
0 = a’x — xa®
= [a?, x]
bulunur. Yani a? € Z(R) dir. Diger taraftan d(x) = A(x)[a,x] esitliginde x yerine xy
diistiniildiigiinde d(xy) = A(xy)[a, xy] elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda her
X,y € Ricin
(20 + 20ep)[a, x]y = (A(xy) + 2())x[a, y]
olur. u = A(x) + A(xy) ve v = A(xy) + A(y) kabul edilsin. Her x,y € R i¢in
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vxla,y] = pla, x]y
yazilir. R halkasinin karakteristigin iki olmasi kullanildiginda her x,y € R icin u[a, x]y +
vx[a,y] = 0 sonucuna ulagilir. O halde [a, [a, x]] = 0 oldugundan her x,y € R igin
(u+wla,x]la,y] =0
dir. Son esitlik g € Q ile soldan carpilir ve u + v € C olmasi kullanilarak diizenlerinse her
X,y € Ricin
0=q(u+v)lax]lay]
= (1 +v)qla x]la,y]
bulunur. O halde her x,y € R icin (0) = (u +v)Q[a,x][a,y] dir. Q halkas1 asal
oldugundan her x,y € R i¢in [a, x][a,y] = 0 veyau + v = 0 dir.
Varsayalim ki 4 + v # 0 olsun. O zaman her x,y € R icin [a, x][a,y] = 0 olur. Bu
esitlikte 7 € R i¢in x yerine xr yazilip ayni esitlik yardimiyla diizenlenirse her x,y,r € R
0 = [a,xr][a,y]
= [a,x]r[a,y] + x[a,7][a, y]
= [a,x]r[a,y]
sonucuna ulasilir. Yani her x,y € R i¢in
la, x]R[a, y] = (0)
dir. R halkas1 asal oldugundan her x,y € R igin [a,x] = 0 yada [a,y] = 0 dir. Yania €
Z(R) dir. Buise a & Z(R) olmasi ile gelisir. O halde
u+v=20
dir. Bu ifade halkanin karakteristiginin iki olmasi kullanilip diizenlenirse her x,y € R igin
O=u+v
= A(x) + A(xy) + A(xy) + 1(y)
= A(x) + 2A(xy) + A(¥)
=A(x) +A(y)
olur. Elde edilen ifadede karakteristigin iki olmasi kullanilirsa her x, y € R igin
Ax) = A(y)
bulunur. Sonuc olarak her x,y € R igin
[a, x][a,y] # 0 iken A(x) = A(y)
dir.
Varsayalim Ki [a, x] # 0 olsun. O halde her w € R i¢in [a, x][a, w] = 0 dir. Bu esitlik
r € R icin w yerine rw yazilarak diizenlendiginde her w,r € R igin

0 = [a,x][a,rw]
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= [a, x]r[a, w] + [a, x][a, r]W
= [a, x]r[a, W]
olur. Yani her w € R igin
la, x]R[a, w] = (0)
bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa her w € R i¢in [a,x] = 0 ya da [a,w] =0
elde edilir. [a, x] # 0 oldugu i¢in her w € R i¢in [a,w] = 0 dir. O halde a € Z(R) olur. Bu
ise a € Z(R) olmasi ile geligir. Yani A(x) = A(w) olur.
[a,y] # 0 olsun. Yukarida uygulanan benzer islemlerle [a,y] # 0 iken A(w) =
A(y) bulunur. O halde A, a ile degismeli olmayan elemanlardan bagimsizdir. Bu sebeple
d(x) = A[a, x] olarak yazilir.
Varsayallm ki her x,y,z€ R icin [a,x][a,z][a,y] =0 olsun. Halkanin
karakteristiginin iki olmas1 kullanilirsa her x, y, z € R i¢in
0 = [a,x](az — za)[a, y]
= [a, x]az[a, y] + [a, x]za[a, y]
= (ax — xa)az[a,y] + [a, x]za[a, y]
= (axa — xaa)[a,y] + [a, x]za[a, y]
bulunur. Bu esitlik a® € Z(R) olmasi diisiiniilerek diizenlenirse her x,y, z € R igin
0 = (axa — xa®)z[a,y] + [a, x]za[a, y]
= (axa — a’x)z[a,y] + [a, x]za[a, y]
= (axa — aax)z[a,y] + [a, x]za[a, y]
= a(xa — ax)z[a,y] + [a, x]za[a, y]
= ala, x]z[a,y] + [a, x]za[a, y]
elde edilir. Bu esitlikte y yerine x yazilirsa her x, z € R igin
0 = ala, x]z[a,y] + [a, x]zala, y]
olur. Bu ifade Sonug 2.76. yardimiyla diizenlenirse her x € R i¢in
“la, x]a = u[a, x] kosulunu saglayan en az bir u € C vardir”
sonucu bulunur. Bu esitlik her x € R i¢in [a, x](a — u) = 0 seklinde yazilabilir. Burada r €
R icin x yerine xr yazildiginda her x,r € R igin
0 =[a,xr](a—w)
= la,x]r(a —w +rla,x](a —p)
= [a, x]r(a—w)
elde edilir. Bu da her x € R igin
[a,x]R(a — ) = (0)
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demektir. Son esitligi soldan g € C ile c¢arpip elde edilen esitlik, g’nun &zellikleri
kullanilarak diizenlendiginde her g € C igin
(0) = qla,x]R(a —p)
= la,x]Rq(a — p)
elde edilir. Buradan (0) = [a, x]RC(a — p) yazilir. RC asal halka oldugu igin her x € R igin

a € Z(R)veyaa = p € C bulunur. Bu ise ¢eliskidir. Yani istenilen sonug elde edilmis olur.

3.3. Asal Halkalarda Lie Idealler ve Tiirevler

Bu bolimde J. Bergen, I.N. Herstein ve J.W.Kerr (1980) tarafindan yapilmis olan “Lie
Ideals and Derivations of Prime Rings” adli ¢aligma incelenmistir.

B6lum 3.3. boyunca R bir asal halka, charR + 2, A kiimesi R kiimesinin bir altkiimesi
olmak Uzere Cr(A) = {x € R|[x,a] = 0,Va € A} ve U, R halkasinin Lie ideali olarak

alinacaktir.

Lemma3.3.1. U ¢ Z(R)olmak (zere R halkasinin Oyle bir M ideali vardir ki
[M,R] c U ve [M,R] ¢ Z(R) kosullarin1 saglar.
Ispat. U ¢ Z(R) oldugundan Lemma 2.74 kullanilirsa [U, U] # (0) bulunur.
T(U) = {x € R|[x, R] c U} kiimesi tanimlansin. Kiimenin tanimi kullanilarak [T (U),R] c
U c T(U) elde edilir. Yani T(U), R halkasmin Lie idealidir.
Kabul edelim ki x,y € T(U) ve r € R olsun. T (U) kiimesinin tanimindan [x, R] € U
ve [y, R] c U olur. [xy, r] ifadesi incelendiginde;
[xy,r] = xyr —rxy
= Xyr — yrx + yrx —rxy
=[x, yr] + [y, rx]
elde edilir. [x, yr] € T(U) ve [y,rx] € T(U) oldugundan [xy,r] € T(U) dur. Yani T(U), R
halkasinin althalkasidir. Sonug¢ olarak T(U), R halkasimin hem Lie ideali hem de
althalkasidir. T, kimesi T (U) halkasinin [U, U] ile Uretilen althalkas: olsun. Buradan
[[U,ULU]cU,U]cT,
olur. Ty, T(U) halkasmin althalkasi oldugu i¢in R halkasinin da althalkasidir. Diger taraftan

[To,R] =] Y [0, U1,R]
=Z[[U,U],R]

_ Z[[U,R],U] + Z[U, [R, U]
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=Z[U,U]CTO

elde edilir. Yani Ty, R halkasinin Lie idealidir. Sonug olarak T, R halkasinin hem Lie ideali
hem de althalkasidir. Lemma 2.73. geregince Ty € Z(R) veya T, R halkasinin sifirdan farkli
bir idealini kapsar sonucuna ulagilir.

Varsayalilm ki Ty, € Z(R)olsun. [U,U] € T, € Z(R) oldugundan  [U,U] c
Z(R) olur. Lemma 2.74. yardimiyla U < Z(R) ¢eliskisine ulasilir. Béylece Ty ¢ Z(R) dir.
Yani Ty, R halkasinin sifirdan farkli bir ideal kapsar. Bu ideal M olsun. O halde M c T, olur.
Bir basgka deyisle

[M,R] c [Ty,R] c [T(U),R] c U
dir. Yani [M, R] c U dir.

Kabul edelim ki [M, R] = (0) olsun. O zaman M c Z(R) olur. M ideal oldugu igin
her m € M ve her r € R icin mr € M dir. M c Z(R) olmasi kullanilirsa her m € M ve her
r,s € R icin

mrs = smr = msr
yazilir. Buradan her m € M ve her r,s € R icin m[s,r] = 0 elde edilir. Bu da M[R,R] =
(0) demektir. T, = X[U, U] c [U, U] < [R,R] oldugu i¢in T, < [R, R] olur. Burada M c T,
ve T, c [R, R] kullanilirsa
M? = MM < MT, c M[R,R] = (0)
bulunur. R asal halka oldugu i¢in M = (0) ¢eliskisi dogar. Yani [M, R] # (0) sonucuna
ulaglir.

Varsayalim ki [M, R] € Z(R) olsun. O halde [M, [M,R]] = (0) dir. Burada Lemma
2.75. kullanildiginda M < Z(R) bulunur. Her m € M ve herr,s € R igin M c Z(R) olmasi
kullanilirak

mrs = rms = msr

elde edilir. Yani her m € M ve her r,s € R igin

mlr,s] =0
dir. Bu esitlikte x € R i¢in m yerine mx yazilirsa her m € M ve her r,s,x € R i¢in

mx[r,s] =0
elde edilir. Bu da herm € M ve her r,s € R i¢in

mR[r,s] = (0)

demektir. Burada R halkasinin asal olmasi kullanildiginda M = (0) veya R c
Z(R) bulunur. Yani M # (0) oldugu i¢in R € Z(R) olur. Buradan U c R C
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Z(R) sonucuna ulasilir. Yani U < Z(R) dir. Bu da bir geliskidir dolayisiyla [M, R] &
Z(R) olur.

Lemma3.3.2. U & Z(R)ise Cx(U) = Z(R) dir.
Ispat. x,y € Cx(U) ve u € U olsun. [xy,u] ifadesi hipotez ve Lie komiitator
ozelliklerinden yararlanilarak diizenlendiginde
[xy,u] = x[y,u] + [x,uly=0+0=0
elde edilir. Yani xy € Cx(U) bulunur. Cx(U) kiimesi R halkasinin bir althalkasidir. Diger
taraftan x € Cx(U), u € U ve r € R igin [[x, r], u] eleman1 Jacobi 6zdesligi, hipotez, Lie
komutator dzellikleri ve [x,r] € Cx (U) olmasi kullanilarak diizenlenirse her x € Cz(U), her
r € Rveheru € U igin
0= [[x, r],u] + [[r, u],x] + [[u, x],r]
= [[x, r],u]
elde edilir. Yani her x € Cx(U) ve r € R icin [x,7r] € Cx(U) olur. Bu ise Cx(U), R
halkasinin Lie ideali olmasi demektir. Cx(U), R halkasmmin hem Lie ideali hem de
althalkasidir. Lemma 2.73 geregince Cx (U) < Z(R) veya Cg(U), R halkasinin sifirdan farklt
bir idealini kapsar. Eger Cx(U) < Z(R) ise ispat bitmis olur.
Kabul edelim ki Cx(U) ¢ Z(R) olsun. O zaman Cx(U) R halkasinin sifirdan farkli
bir idealini kapsar. Bu ideal M olsun. O zaman M c Cr(U) dur. O halde
[M, U] < [Cr(U),U] = (0)
dir. Bu ise [M,U] = (0) demektir. Lemma 2.35. den yararlanilirsa M = (0) veya U C
Z(R) bulunur. Bu da ¢eligkidir. Dolayisiyla Cx (U) € Z(R) dir.

Lemma 3.3.3. Cyr(U) = Cx[U, U] dir.

Ispat. U Lie ideal oldugundan [U, U] c U dur. Lemma 2.40. dan [U, U] kiimesi R
halkasinin Lie idealidir. Eger [U,U] & Z(R)ise U & Z(R)olur. Lemma 3.3.2. den
yararlanilirsa Cx[U, U] = Z(R) ve Cx(U) = Z(R) elde edilir. Boylece istenilen sonug elde
edilmis olur.

Kabul edelim ki [U, U] € Z(R) olsun. O zaman Cx([U,U]) = Rdiru € Uvex ER
olmak iizere [u, x] = a ve [u, [, x]] = k olsun. Yani k = [u, [u, x]] = [, a] olur. Buradan
a=[ux] €[UR]cU
k= [u, [u,x]] = [u,a] c [U, U]

elde edilir. Yani a € U ve k € [U, U] dur. Burada ku elemani incelenirse
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ku = [u, [u, x]]u = u[u, [u, x]]

= ufu, ux — xuj

= u(u(ux — xu) — (ux — xu)u)

= u?(ux — xu) — u(ux — xwu

= u(u?x — uxu) — (U?x — uxu)u

= u(u(ux) — (ux)u) — (u(ux) — (ux)uw)u

= ulu, ux] — [u, uxju

= [u, [u,ux]] € [U, U] cZ(R)
olur. Yani ku € Z(R) dir. Burada Lemma 2.51. kullanilarak her u € U igin k = 0 veyau €
Z(R) elde edilir. Yani k = 0 veya U c Z(R) dir. U c Z(R) olursa Cx(U) = R bulunur. O
halde ispat biter.

Kabul edelim ki U ¢ Z(R) olsun. O zaman k = 0 olur. Yani her u € U ve her x € R
icin [u, [w,x]] = 0 olur. Yani her x € R igin I, (x) = 0 elde edilir. Sifir déniisiimii bir
tirev oldugundan Teorem 3.1.3. kullanilarak her u € U igin I, = 0 elde edilir. Buda U c
Z(R) demektir. Yani Cx(U) = R dir. O halde Cx(U) = Cr([U, U]) olur.

Lemma3.34. U & Z(R)ve aUb = (0) ikena = 0 veya b = 0 dir.

Ispat. U ¢ Z(R) oldugu icin Lemma 3.3.1. geregince R halkasinin [M,R] c U ve
[M, R] & Z(R) kosullarini saglayan bir M ideali vardir. u € U, m € M ve y € R olsun. M
ideal oldugundan mau € M dir. Heru € U, m € M ve y € R igin

[mau,y] € [M,R] c U
olur [U,R] c U olmasi kullanilarak hipotezden her u € U, m € M ve y € R i¢in
0 = a[mau,ylb

= a([ma, ylu + malu, y])b

= a[ma, y]ub + amalu, y]b

= a[ma, y]ub

= a(may — yma)ub

= amayub — aymaub

= amayub
elde edilir. Yani aMaRUb = (0) dir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa aMa = (0) veya
Ub = (0) bulunur. M, R halkasinin sifirdan farkli ideali oldugu i¢in burada Lemma 2.25.
yardimiyla a = 0 veya Ub = (0) sonucuna ulasilir.

Varsayalim ki a # 0 olsun. O zaman Ub = (0) dir. r e Rveu € U i¢in [u,r] €U
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olur. O halde her r € R ve u € U igin

0 =[u,r]b =urb—rub = urb
dir. Bu da her u € U icin (0) = uRb demektir. R halkasi asal oldugundan her u € U igin
u = 0 veya b = 0 oldugu goriiliir. Yani U = (0) veya b = 0 dir. U sifirdan farkli bir Lie

ideal oldugu i¢in istenilen sonug elde edilmis olur.

Lemma 3.3.5. d, R halkasi tizerinde sifirdan farkli bir tiirev olmak tizere d(U) =
(0) ise U ¢ Z(R) olur.
Ispat. uw €U ve r €R icin U Lie ideal oldugundan [u,x] € U olur. Bu durum
hipotez ile birlikte kullanilirsa her u € U ve r € R igin
0 =d([u,x])
= [d(w),x] + [u, d(x)]
= [u, d(x)]
elde edilir. Bu ifade Teorem 3.2.1. yardimiyla diizenlendiginde her u € U igin u €
Z(R) bulunur. Yani U c Z(R) olur.

Lemma 3.3.6. d, R iizerinde sifirdan farkli bir tiirev olmak tizere d(U) < Z(R) ise
U c Z(R) olur.

Ispat. Varsayalim ki [U,U] c Z(R) olsun. O zaman Cr([U,U]) = R dir. Lemma
3.3.3. geregince R = Cx([U,U]) = Cx(U) olur. Bu da Czr(U) = R demektir. Yani U c
Z(R) dir. Sonug olarak [U,U] c Z(R) iken U c Z(R) elde edilir. Bu 6nermenin karsit tersi
de dogru oldugundan U & Z(R) iken [U, U] & Z(R) olur.

Varsayalimki U & Z(R) olsun. O zaman [U, U] ¢ Z(R) olur. Lemma 2.40. dan [U, U]
Lie idealdir. a,b € U icin d(a) € Z(R) ve d(b) € Z(R) oldugu diistiniilerek d([a, b])
elemani incelenirse her a, b € U i¢in

d([a, b]) = [d(a),b] + [a,d(b)] = 0
bulunur. Yani d([U,U]) = 0 dir. Burada Lemma 3.3.5. kullanilarak [U, U] c Z(R) elde
edilir. Buda [U, U] & Z(R) olmast ile geligir. O halde U < Z(R) dir.

Lemma 3.3.7. d, R lzerinde sifirdan farkl bir tiirev ve U & Z(R) olmak Uzere t €
Ricintd(U) = 0 (veyad(U)t = 0) ise t = 0 dir.

Ispat. u € Uver € Rolsun. U Lie ideal oldugu igin [u, 7] € U olur. Benzer sekilde
[u, [u, r]] € [U,[U,R]]c[U,U] cU olur. Yine U kimesinin bir Lie ideal olmasi

kullanilirsa [u, ru] € U olur. Yani her u € U ve r € R igin
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[u,ru] = [u,rlu + r[u,u] = [u,rju
olur. O halde her u € U ve her r € R icin [u,r]u € U dur. Burada hipotezden her u € U ve
her r € R i¢in
0 = td([u,r]u)
= td([u,rDu + t{u,r]d(u)
= tlu, r]d(u)
elde edilir. Son esitlik v € U igin r vyerine d(v)r yazilarak hipotez yardimiyla
diizenlendiginde her u, v € U ve her r € R igin
0 = tlu, d(wv)r]ld(u)
tlu, d(w)]rd(u) + td(v)[u, r]d(uw)
= t[u,d(v)]rd(u)
= t(ud(v) — dw)uw)rd(u)
= tud(v)rd(u) — td(v)urd(u)
= tud(v)rd(u)
olur. Ozetle her u,v € U ve her r € R i¢in 0 = tud(v)rd(u) dur. Bu da her u, v € U igin

(0) = tud(v)Rd(u) demektir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak her u,v € U icin
tud(v) = 0 veya d(u) = 0 elde edilir.

K={ueU|tud(U) = (0)} ve L ={u € U|ld(u) = 0} kiimeleri tanimlansmn. Bu iki
kiime U grubunun altgruplart oldugundan Teorem 2.4. yardimiyla K = R veya L = R elde
edilir. Lemma 3.3.5. geregince L = R olamaz. Bu da her u € U i¢in tud(U) = (0) anlamina
gelir. Yani her u € U igin tUd(u) = (0) dir. Burada Lemma 3.3.4. kullanilirsa her u € U
icind(u) = 0veyat = 0 bulunur. Buise t = 0 veya d(U) = (0) demektir. Lemma 3.3.5.

den d(U) # (0) olacag igin istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 3.3.8. d, R iizerinde sifirdan farkli bir tiirev olmak tizere d?(U) = 0ise U c
Z(R) olur.

Ispat. Kabul edelim ki U ¢ Z(R) olsun. Lemma 2.74. {in karsit ters dnermesinden
yararlanilarak [U,U] & Z(R) elde edilir. Yani istenilen sonuca ulasilmasi i¢in [U,U] c
Z(R) oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Lemma 3.3.1. kullanilirsa R halkasinin [M, R] €
U ve [M,R] & Z(R) kosullarin1 saglayan sifirdan farkli bir M ideali vardir. M bir ideal
oldugu i¢in ayn1 zamanda Lie idealdir. Yani [M, R] € M olur. Yukaridaki kosul ile birlikte
[M,R] € U N M sonucuna ulasilir.

Kabul edelim ki m € [M,R] c U ve u,x € U i¢in v = [u,x] € [U,U] c U olsun. U
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Lie ideal oldugu icin [d(u),u] € [R,U] c U ve [u,d(w)] € [U,R] c U olur. w = d(v)
elemani bu kosullar altinda incelenirse U kiimesi toplama islemine kapali oldugundan her
u,x € U igin
w=dw) =d([u,x]) = [dw),x] + [u,d(x)] €U
elde edilir. Bu elemanin d altindaki goriintiisii hipotez yardimiyla incelenirse her w €
d([U,U]) i¢in
dw) =d(d(v)) =d?(w) =0
bulunur. M, R halkasinin bir ideali oldugudan m € M mr € M dir. O halde r € R igin
[mw,r] € [M,R] c U olur. Bu da her r € R i¢in [mw,r] € U demektir. Bu elemanin d
tiirevi altindaki goriintiisii hipotez yardimiyla diizenlenirse her r € R, her m € [M, R] ve her
w € d([U,U]) igin
0 = d?([mw,r])
= d*(m[w,r] + [m, r]w)
= d(d(m[w, r]) + d([m, r]w))
= d(d(m)[w, r] + md([w,r]) + d([m,r])w + [m, r]d(w))
=d(d(m)[w,r] + md([w,r]) + d([m,r])w)
= d?’(m)[w,r] + d(m)d([w,r]) + d(m)d([w,r]) + md?([w,r]) + d?([m, rDw
+d([m,rDd(w)
elde edilir. Son esitlik 0 = d(w) = d?([m,r]) = d?(m) = d?([w,r]) olmas1 kullanilarak
her r € R, her m € [M, R] ve her w € d([U, U]) icin
0 = 2d(m)d([w,r])
bulunur. R asal halkasinin karakteristigi ikiden farkli oldugundan her r € R, her m € [M, R]
ve her w € d([U, U)) igin
0 = d(m)d(lw,r])
dir. m € [M,R] ve [M,R] & Z(R) oldugundan Lemma 3.3.7. yardimiyla her w € d([U, U])
veherr € R
0 =d([w,r])
elde edilir. Bu esitlik diizenlendiginde her r € R ve her v € [U, U] igin
0 =d([dw),r])
= [d(d(v)),r] + [d(v),d(r)]
= [d*(v), 7] + [d(v), d(r)]
= [d(v),d ()]
olur. Yani her r € R i¢in (0) = [d(v), d(r)] dir. Teorem 3.2.1. uygulanarak her v €
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[U,U] icin d(v) € Z(R) bulunur. [U, U], R halkasinin bir Lie ideali oldugundan
d([U,U]) € Z(R) olmasi diistiniiliirse Lemma 3.3.6. kullanilarak [U, U] < Z(R) sonucuna

ulaglir.
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BOLUM 4
INVOLUSYONLU HALKALARDA DEGIiSMELILIiK

4.1. x-Asal halkalarda Tiirevler ve Degismelilik

Bu boélimde Oukhtite ve Salhi (2006) tarafindan yapilmis olan ““Derivations and
Commutativity of *-Prime Rings” adli ¢alisma incelenmistir.

Bu bolim boyunca aksi belirtilmedikce R, karakteristigi ikiden farkli bir *-asal
halkadir.

Lemma4.1.1. I kimesi, R halkasimin sifirdan farkli bir *-ideali ve a,b € R i¢in
alb = alb* = (0) isea = 0veya b = 0 olur.

Ispat. a,b €R icin alb = alb* = (0) olsun. Bu durumda her x € I igin axb =
axb* = 0 dir. r € R icin x yerine xr yazilirsa her x € [ ve her r € R i¢in

0 = axrb = axrb*
bulunur. Yani her x € I icin
(0) = axRb = axRb*

dir. R halkasinin *-asal halka olmas1 kullanilarak her x € I i¢in ax = 0 veya b = 0 elde
edilir. b = 0 olursa ispat biter.

Varsayalim ki b # 0 olsun. O halde her x € I igin

ax =0 (4.1)

dir. (4.1) numarali esitlikte 7 € R icin x yerine rx yazilirsa her x € R ve r € R igin

arx =0 (4.2)

olur. I bir -ideal oldugu igin yine (4.1) numarali esitlikte € R i¢in x yerine rx* yazilirsa

her x € Rver € R icin

arx* =0 (4.3)

elde edilir. (4.2) ve (4.3) numaral esitlikler birlikte kullanildiginda her x € R ve r € R igin

0=arx =arx*
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bulunur. Bu da her x € I igin
(0) = aRx = aRx*
demektir. R halkas1 x-asal halka oldugundan her x € I i¢cina = 0 veyax = 0 dir. Yania =

0 veya I = (0) dir. I # (0) oldugu igin istenilen sonug elde edilir.

Lemma4.1.2. [ kimesi, R halkasinin sifirdan farkli bir *-ideali ve d sifirdan farkli
* ile degismeli bir tiirev olsun. Eger her x €I icin [x,R]Id(x) = (0) ise R halkasi
degismelidir.
Ispat. Her x € I igin I bir *-ideal oldugundan t = x — x* € I olur. t elemaninin *
altindan goriintiisli incelenirse
() = (x—x")"
= x* — (")
=x*"—x
=—(x—x")
=—t

elde edilir. Yani t € Sa, olur. Ote yandan hipotezden yararlanilirsa t € I oldugundan

[t, R]1d(t) = (0) (4.4)

dir. Bu esitlikte (t)* = —t oldugu kullanildiginda
[—¢, R*]1d(¢t) = (0)
olur. Not 2.72. geregince

[t,R]"1d(t) = (0) (4.5)

bulunur. (4.4) ve (4.5) esitlikleri birlikte kullanilarak (0) = [t, R]Id(t) = [t, R]*Id(t) elde
edilir. Lemma 4.1.1. yardimiyla d(t) = 0 veya [t, R] = (0) oldugu goriiliir.
Varsayalim ki [t, R] = (0) olsun. O halde her x € I i¢in [x — x*,R] = (0) dir. Yani
her x € I ve her r € R igin
0=[x—x"7]
=[x, r] = [x"7]
olur. Yani her x € I ve herr € R igin

[x,7] = [x*, 7]
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dir. Bu ifade hipotez ve son esitlik yardimiyla diizenlendiginde her x € I ve her r € R igin
(0) = [x,r]Id(x) = [x,r]*Id(x)
elde edilir. Son esitlikte Lemma 4.1.1. kullanilirsa her x € I ve herr € R icin [x,r] = 0 veya
d(x) = 0 bulunur. Sonug olarak eger [t,R] = (0) ise her x € I i¢in x € Z(R) veya d(x) =
0 dur.
Kabul edelim ki d(t) = 0 olsun. Her x € 'igin d(x — x*) = 0 dir. Yani her x € [ igin

0=d(x—x%)
=d(x) —d(x")
olur. Buise her x € I igin
d(x) = d(x7)

demektir. Burada hipotezden ve d doniisiimiiniin * ile degismeli olmasindan yararlanilirsa
her x € I ve her r € R igin
(0) = [x,r]1d(x)
= [x,r]Id(x")
=[x, 7]1(d(x))
elde edilir. Bu esitlik diizenli yazilirsa her x € I ve her r € R igin
(0) = [x, 711d(x) = [x,r]1(d(x))

oldugu goriiliir. Bu esitlikte Lemma 4.1.1. kullanilarak her x € I ve her r € R igin [x,7] = 0
veya d(x) = 0 bulunur. Dolayisiyla eger d(t) = O ise her x € Iiginx € Z(R) veyad(x) =
0 dir. Yani her iki durumda da ayni sonug elde edildiginden her x € I i¢in x € Z(R) veya
d(x)=00lur. A={x€l|lx € Z(R)} ve B = {x € I|d(x) = 0} kiimeleri tanimlansin. Bu
iki kimenin I grubunun altgruplari oldugu agiktir ve A U B = [ dir. Teorem 2.4 geregince
A =1veyaB =1 olur.

Varsayalim ki B = I olsun. O halde her x € I i¢in d(x) = 0 dir. Bu esitlikte r € R
icin x yerine xr disiiniilerek her x € I ve r € R i¢in

0 =d(xr)
= xd(r) + d(x)r
= xd(r)
elde edilir. Bu da her r € R icin (0) = Id(r) demektir. Bu esitlik s € R i¢in soldan ayr1 ayri
s ve s™ ile garpilirsa her s,7 € R i¢in
(0) = sld(r) = s*Id(r)

olur. Lemma 4.1.1 kullanilirsa her s, € R i¢in s = 0 veya d(r) = 0 elde edilir. Yani R =
(0) veya d = 0 dir. Bu da ¢eligkidir. O halde A = I olur. Yani her x € I i¢in x € Z(R) dir.
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Budal c Z(R) demektir. Buradan her x € I ve her r,s € R igin
0 = [xr,s] = [x,s]r + x[r,s] = x[r, s]
olur. Bu esitlik soldan t € R ile garpilirsa her r, s, t € R i¢in
0 =tl[r,s]
elde edilir. Bu esitlikte t yerine t* yazilirsa her r, s, t € R igin
0 =t*I[r,s]
olur. Son iki esitlikte Lemma 4.1.1. kullanildiginda ise t = 0 veya r € Z(R) bulunur. Bu

durumda istenilen elde edilmis olur.

Lemma 4.1.3. I kiimesi, R halkasinin sifirdan farkli bir *-ideali ve d sifirdan farkli
* ile degismeli bir tiirev olsun. Eger her x € I icin [x, d(x)] = 0 ise R halkas1 degismelidir.
Ispat. Her x,y €I icin hipotezde x yerine x + y yazilarak hipotez yardimiyla
diizenlenirse her x,y € I igin
0=[x+ydx+y)]
=[x +y,d(x) +d(y)]
= [x,dC)] + [x,d] + [y, d()] + [y, d(¥)]
= [x,d()] + [y, d(x)]
elde edilir. Yani her x,y € I igin

0 =[x, d(y)] + [y, d(x)] (4.6)

dir. (4.6) numarali esitlikte y yerine yx yazilip, hipotez yardimi ile diizenlendiginde her
X,y €1igin
0 =[x, dyx)] + [yx, d(x)]
=[x, yd(x0)] + [x, d(y)x] + [yx, d(x)]
=[x, y1d(x) + ylx, d(0)] + [x, dW)]x + d(y)[x, x] + ylx,d(0)] + [y, d(x)]x
=[x, yld(x) + ([x, d(y)] + [y, d(x)Dx
olur. Bu esitlikte (4.6) esitligi kullanilarak tekrar diizenleme yapilirsa her x,y € I igin
[x,y]ld(x) = 0
bulunur. r € R i¢in y yerine ry diisliniildiigiinde her r € R ve her x,y € I i¢in
0 = [x,ryld(x)
=rlx, yld(x) + [x,r]yd (x)
=[x, r]yd(x)
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elde edilir. Yani her x € I i¢in [x,r]Id(x) = (0) sonucuna ulasilir. Burada Lemma 4.1.2.
kullanildiginda her x € I icin [x,r] = 0 veya d(x) = 0 olur.
A={x€ll|[x,R] =(0)} ve B={xe€lld(x)=(0)} kiumeleri tanimlansin. Bu
kiimeler I kiimesinin altgruplaridir. Teorem 2.4. geregince A = [ veya B = [ dur.
Varsayalim ki B = I olsun. Yani her x € I igin d(x) = 0 dir. Bu esitlikte v € R i¢in
x yerine xr yazilip ayn1 esitlik yardimiyla diizenlendiginde her r € R ve her x € [ igin
0=d(xr) =xd(r)+d(x)r =xd(r)

elde edilir. Yani her x € I ver € R igin

0= xd(r) (4.7)

olur. (4.7) numarali esitlik soldan s € R ile garpilirsa her r,s € R ve her x € [ i¢in

sxd(r) =0 (4.8)

bulunur. (4.7) numarali esitlik soldan s* € R ile ¢arpildiginda her r, s € R ve her x € [ igin

s*xd(r) =0 (4.9)

olur. (4.8) ve (4.9) numarali esitlikler birlikte kullanilarak her s, € R igin
(0) = sld(r) =s*1d(r)
sonucuna ulagilir. Burada Lemma 4.1.1. kullanilirsa her s,7 € R igin s = 0 veyad(r) =0
olur. Bu ise R = (0) veya d = 0 demektir. Bu ¢eliski B # I olmasini gerektirir. Yani her
x € Iicin [x, R] = (0) dir. Buise I ¢ Z(R) anlamina gelir. Buradan her x € I ve herr,s €
R icin
0 = [xr,s] = [x,s]r + x[r,s] = x[r, s]

olur. Bu esitlik soldan t € R ile garpilirsa her r, s, t € R igin

0 = tl[r,s]
elde edilir. Bu esitlikte t yerine t* yazilirsa her r, s, t € R igin
0 =t*I[r,s]

olur. Son iki esitlikte Lemma 4.1.1. kullanildiginda ise t = 0 veya r € Z(R) bulunur. Bu

durumda istenilen elde edilmis olur.
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Onerme 4.1.4. I kiimesi, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olmak iizere eger
d(I) = (0)ise d = 0 olur.

Ispat. Hipotezden her x € I igin d(x) = 0 dir. Bu esitlik r € R i¢in x yerine xr
yazilip tiirev 6zellikleri ve yine ayn1 hipotez kullanilarak diizenlendiginde her r € R ve her
x € 1igin

0=d(xr) =xd(r)+d(x)r =xd(r)
olur. Yani her r € R ve her x € I igin
xd(r) =0

dir. Bu ifade s € R igin soldan Once s ile sonra s* ile garpilirsa her r,s € R ve her x € [ igin

0 =sxd(r) = s*xd(r)
elde edilir. Bu da her r, s € R igin

(0) = sld(r) = s*Id(r)
demektir. Lemma 4.1.1. geregince her r,s € R icins = 0 veya d(r) = 0 olur. O halde R =
(0) veya d = 0 dir. R sifirdan farkli bir halka oldugundan istenilen elde edilir.

Lemma 4.1.5. I kimesi, R halkasiin sifirdan farkli bir *-ideali, d bir tlirev ve * d =
+d * olmak Uzere her x € I igin d2(I) = (0) ise d = 0 dur.
Ispat. Hipotezden her x € I igin d?(x) = 0 dir. Bu esitlikte y € I igin x yerine xr
yazilip hipotez yardimiyla diizenleme yapilirsa her x, y € I i¢in
0 = d*(xy)
= d(d(xy))
= d(xd(y) +d(x)y)
= d(xd()) + d(d(x)y)
= xd(d()) + d()d(y) + d(x)d(y) + d(d(x))y
= xd*(y) + 2d(x)d(y) + d*(x)y
= 2d(x)d(y)
elde edilir. R halkasinin karakteristigi ikiden farkli oldugundan her x, y € I i¢in
d(x)d(y) =0
sonucuna ulasilir. Bu esitlikte z € I igin x yerine xz yazilip diizenlendiginde her x,y,z € I
icin
0 =d(xz)d(y)
= xd(2)d(y) + d(x)zd(y)
= d(x)zd(y)
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bulunur. Yani her x,y € I i¢in

d(x)1d(y) = (0) (4.10)

dir. Bu esitlikte y yerine y* yazilip d *= % * d olmasi kullanilarak x,y € I igin

d)I(d»)) = (0) (4.11)

bulunur. (4.10) ve (4.11) esitlikleri birlikte diistiniiliirse her x, y € I i¢in
(0) = dWI(d()) = d()IdR)
olur. Lemma 4.1.1. yardimiyla her x,y € I igin d(x) = 0 veya d(y) = 0 elde edilir. Yani

d(I) = (0) dir. Burada Onerme 4.1.4. kullanilarak istenilen sonuca ulasilmis olur.

Lemma 4.1.6. [ kimesi, R halkasinin sifirdan farkli bir *-ideali ve d; ve d,, * d; =
+d; * ve x d, = +d, * kosulunu saglayan iki tiirev olmak tizere d,(I) c I ve d,d,(I) =
(0) ise bu iki tiirevden en az biri sifirdir.

Ispat. Hipotezden her x,y € I igin d;d,(xy) = 0 dir. Bu esitlik diizenlenirse her
x,y €1icgin

0 = dydy(xy)
= dl(dz(xy))
= d;(xdz(y) + d;(x)y)
= d;(xd, () + d1 (d2 (%))
= xdy(d; () + d1 () d, () + d1(d2(0)y + da ()1 ()
= d;(x)d;(y) + d;(x)d; ()
elde edilir. Her x € I icin d,(x) € I oldugundan son esitlikte x yerine d,(x) yazilip ayni
esitlik yardimiyla her x, y € I igin
0 = dy(dz(x) )dz(y) + da(d(x) )d1 (¥)
= d,*(x)d1 ()
bulunur. Bu ifadede z € I igin y yerine yz yazildiginda her x,y, z € I igin
0 = dp* (x)d1(y2)
= dy* ()ydy(2) + dy* () d; (¥)z
= dy* (x)ydy(2)
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sonucuna ulasilir. Yani her x, z € I igin
dy*(x)1dy(2) = (0) (4.12)

dir. (4.12)’de z yerine z* yazilir ve * d; = +d; * olmas1 kullanilirsa her x, z € I igin

dy*(0)1(d1(2)) = (0) (4.13)

olur. (4.12) ve (4.13) esitlikleri birlikte kullanilarak her x, z € I igin
(0) = d*WI(d1(2) " = dp*(N)1dy(2)

bulunur. Burada Lemma 4.1.1. yardimiyla her x, z € I igin d,*(x) = 0 veya d, (z) = 0 elde
edilir.

Eger her z € I igin d,(z) = 0 olursa Onerme 4.1.4.’den d, = 0 olur.

Varsayalim ki d;(z) # 0 olsun. O halde her x € I icin d,*(x) = 0 olur. Burada

Lemma 4.1.5. kullanilarak istenilen elde edilmis olur.

Lemma4.1.7. I kiimesi, R halkasinin sifirdan farkli bir *-ideali ve d sifirdan farkli
* ile degismeli bir tiirev olsun. Eger her a € I N Sa,(R) i¢in [d(I),a] € Z(R) ise a €
Z(R) dir.
Ispat. Hipotezden [d(a?),a] € Z(R) dir. Bu ifade [a,a] =0 ve [d(a),a] €
Z(R) olmasi kullanilarak diizenlendiginde
[d(a?),a] = [ad(a) + d(a)a,a]
= [ad(a),a] + [d(a)a, a]
= al[d(a),a] + [a,ald(a) + d(a)[a, a] + [d(a),ala
= ald(a),a] + [d(a),a]a
= 2ald(a),a]
olur. Yani 2al[d(a),a] € Z(R) dir. R halkasinin Kkarakteristigi ikiden farkli oldugundan
ald(a),a] € Z(R) dir. Bu ise her r € R i¢in [r,a[d(a),a]] = 0 demektir. Bu ifade Lie
komiitator 6zellikleri ve bu esitlik kullanilarak diizenlenirse her 7 € R igin
0= [r,a[d(a), a]]
= a[r, [d(a), a]] + [r,a][d(a), a]
= [r,a][d(a), a]
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elde edilir. Bu ifade sagdan R ile garpilip hipotez kullanildiginda her 7 € R i¢in
(0) = [r,a]R[d(a), a] (4.14)

bulunur. a € Sa, oldugu i¢in a = t+a* dir. (4.14) numaral esitlikte r yerine r* yazilir ve
a = ta* distniiliirse her r € R icin (0) = [r*,a*]R[d(a), a] olur. Not 2.72. geregince her
r € Ricin

(0) = [r,al"R[d(a), a] (4.15)

bulunur. (4.14) ve (4.15) esitlikleri birlikte kullanilirsa her r € R igin
(0) = [r,alR[d(a),a] = [r,a]*R[d(a), a]
yazilir. R halkasi *-asal oldugundan her r € R icin [r,a] = 0 veya [d(a),a] = 0 olur. Her
iki durumda da ¢ikan sonug [d(a), a] = 0 dir. Diger taraftan hipotezden b € R icin [a, b] €
I oldugundan her b € I icin [d([a, b]), a] € Z(R) oldugu goriiliir. Lie komditator 6zellikleri
ve hipotez kullanilarak her b € I igin
[d([a, b]), a] = [[d(a), b] + [a,d(b)],a]
= [[d(a),b],a] + [[a,d(b)],a]
= [[d(a), b], a]

elde edilir. Yani her b € I icin [[d(a), b], a] € Z(R) dir. Son esitlikte b yerine ab yazilarak
[d(a),a] = 0 ve [a,a] = 0 olmas1 kullanilirsa her b € I i¢in

[[d(a),ab],a] = [a[d(a),b],a] + [[d(a),a]b, a]

= [a,a][d(a), b] + a[[d(a),b],a]
= a[[d(a),b], a]
olur. Yani her b € I igin a[[d(a), b], a] € Z(R) dir. Bu ifade soldan r € R ile garpilip énce
a[[d(a), b], a] € Z(R) sonra [[d(a), b], a] € Z(R) olmas1 kullanilarak diizenlenirse her
b € I veherr € R icin
ra[[d(a),b], a] = a[[d(a),b],a]r = ar[[d(a),b], a]
bulunur. Yani her b € I ve her r € R igin
[a, r][[d(a), b],a] =0
dir. Bu esitlikte s € R i¢in r yerine rs yazilip diizenlendiginde her b € I ve her r,s € R i¢in
0=la, rs][[d(a), b],a]

50



= [a, r]s[[d(a), b],a] +rla, s][[d(a),b],a]
= [a, r]s[[d(a), b],a]

sonucuna ulasilir. Bu da her b € I ve her r € R igin
[a,7]R[[d(a),b],a] = (0) (4.16)

demektir. (4.16) ifadesinde r yerine r* yazilip a € Sa, olmasi kullanilirsa her b € I ve her

r € Rigin
[a,7]"R[[d(a), b], a] = (0) (4.17)

olur. (4.16) ve (4.17) esitlikleri birlikte diistiniildiigiinde her b € I, her r € R i¢in

(0) = [a, r]R[[d(a),b],a] = [a, r]*R[[d(a),b],a]
yazilir. R halkasi *-asal oldugundan her b €I ve her r €R icin [a, 7] =0 veya
[[d(a),b],a] = 0 dir. Bu her b € I iin a € Z(R) veya [[d(a), b],a] = 0 anlamna gelir.
Eger a € Z(R) olursa ispat biter.

Varsayalim ki a € Z(R) olsun. Her b €I icin [[d(a),b],a] = 0 olur. Bu ifade
Jacobi 6zdesligine gore agilip, [[d(a), b], a] =0 ve [a,d(a)] € Z(R) olmas1 kullanilarak
diizenlenirse her b € I igin

0= [[d(a), b],a] + [[b, a],d(a)] + [[a,d(a)],b]
= [[b,al,d(a)]
bulunur. Yani I, k ile belirli i¢ tirev olmak Uzere her b € I igin (Id(a)la)(b) =0 dir.
Burada a € Sa, oldugundan iki durum vardir. a = a* veya a = —a” olmasi. Bu iki durum
gz oniine alinarak énce r € R icin (I,(r))  incelenirse her r € R igin
(L) =lar] =[r"a]=[r"a = L)
veya her r € R igin

(1) =[ar]* = [r*,a’] = [r*,—a] = —[,(r")

olur. Sonra bu iki durum goz 6niine alinarak (Id(a) (r)) incelenirse her r € R igin

(law @) = [d(@, 71" = [*, (d(@)’]
= [r*,d(a")] = [r*, d(@)]
= Ig@ (")
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veya her r € R i¢in

(law @) = [d(@, 71" = [, (d(@)’]
=[r*,d(a)] = [r", d(-a)]
= —lga)(r")
bulunur. Yani = I, = £1, * Ve x Iyq) = Elg(q) * olur. Hipotezden I, (1) = [d(a),I] c I
oldugu i¢in Lemma 4.1.6. yardimiyla a € Z(R) veya d(a) € Z(R) elde edilir. a €
Z(R) durumu celigkidir. O halde d(a) € Z(R) dir. Diger taraftan b € I i¢in hipotezden
[d(ab),a] € Z(R) elde edilir. [a,a] = 0 ve d(a) € Z(R) olmasi kullanilarak her b € I igin
[d(ab),a] = [ad(b),a] + [d(a)b, a]
= ald(b),a] + [a,ald(b) + d(a)[b,a] + [d(a),a]b
= ald(b),a] + d(a)[b,a]
elde edilir. Yani her b € I icin a[d(b),a] + d(a)[b,a] € Z(R) dir. Son ifade [d(a),a] =
0, [a, a] = 0 esitlikleri kullanilarak diizenlendiginde her b € I igin
0 = [a[d(b),a] + d(a)[b,a], a]
= [a[d(b),a],a] + [d(a)[b, a], a]
= a[[d(b), a],a] + [a,a][d(b),a] + d(a)[[b, a],a] + [d(a),a][b, a]
= d(a)[[b, a],a]
olur. Bu esitlik soldan R ile garpilir ve d(a) € Z(R) olmasi kullanilirsa her b € I igin
d(a)R[[b, a],a] = (0)
sonucuna ulasilir. Burada a € Sa, ve d *x=* d olmasi kullanilirsa her b € I igin
(d(@) R[[b, al, a] = (0)
elde edilir. Son iki esitlik birlikte diisiiniildiigiinde her b € R igin
(0) = d(a)R[[b, al, a] = (d(a)) R[[b, a],d]
yazilir. R halkasinin *-asal olmasindan her b € R icin d(a) = 0 veya [[b, a],a] = 0 elde
edilir.

Varsayalim ki her b € R igin [[b,a],a] = 0 olsun. Bu da (I,I,)(b) = 0 anlamina
gelir. = I, = +1, * oldugundan Lemma 4.1.5. den I, = 0 bulunur. O halde a € Z(R) dir. Bu
da ¢eliskidir. O halde d(a) = 0 olur. Hipotezden her b € I icin [d(ab),a] € Z(R) dir. Bu
ifade [a, a] = 0 ve d(a) = 0 olmasi kullanilarak diizenlendiginde her b € I igin

[d(ab),a] = [ad(b),a] + [d(a)b,a]
= a[d(b),a] + [a,ald(b)
= ald(b),d]
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elde edilir. Yani her b € I icin a[d(b), a] € Z(R) dir. Son esitlik soldan r € R ile ¢arpilip,
bu esitlik ve hipotez kullanilarak diizenlenirse her b € I ve her r € R igin
rald(b),a] = a[d(b),a]r = ar[d(b),a]
bulunur. Yani her b € I ve her r € R icin 0 = [r, a][d(b), a] olur. Bu esitlik sagdan R ile
carpilip, hipotezden yararlanilarak diizenlendiginde her b € I ve her r € R igin
[, alR[d(D),a] = (0)
elde edilir. Son esitlikte r yerine r* yazilir ve a € Sa, olmasi kullanilirsa her b € I ve her
r € Rigin
[r,al*R[d (D), a] = (0)
olur. Son iki esitlik birlikte kullanilirsa her b € I ve her r € R igin
(0) = [r,a]R[d(D),a] = [r,a]"R[d (D), a]
yazilir. R halkasi x-asal oldugundan her b € I, her r € R icin [r,a] = 0 veya [d(b),a] = 0
olur. Yania € Z(R) veya her b € I icin [d(b),a] = 0 dir. a € Z(R) oldugundan b € I igin
[d(b),a] = 0 olur. Bu esitlikte ¢ € I icin b yerine b[c,a] yazilir ve d(a) = 0 olmasi
kullanilarak diizenlenirse her b, c € I igin
0 = [d(b[c,a]), al
= [bd([c,a]),a] + [d(b)[c, al, a]
= bld([c,a]),a] + [b,ald([c,a]) + d(b)[[c, al, a] + [d(b),a]lc, a]
= [b,ald([c,a]) + d(b )[[c, al, a]
= [b,a]ld(c),a] + [b,a][c,d(a)] + d(b)[[c, al, a]
= d(b)[[c, a],a]
elde edilir. Yani her b, ¢ € I igin d(b)|[c, a], a] = 0 dur. Son esitlikte x € I igin b yerine bx
yazilip, tlrev ve Lie komiitator 6zellikleri ile son esitlik kullanilarak diizenlendiginde her
b,c,x € Iigin
0= d(bx)[[c, al, a]
= d(b)x[[c, a],a] + bd(x)[[c, a],a]
= d(b)x[[c, a],a]
olur. Yani her b,c € I igin
d(b)I[[c, a],a] = (0)
dir. Bu esitlikte b yerine b* yazilir ve * d = d * olmasi kullanildiginda her b, ¢ € I igin
(d()) I[[c,al, a] = (0)

sonucuna ulasilir. Son iki esitlik birlikte kullanilirsa her b, ¢ € I igin
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(0) = d(b)I[[c,al, a] = (d(b)) I[[c,al, a]
bulunur. Burada R halkasinin *-asal olmasi kullanildiginda her b, ¢ € I i¢in d(b) = 0 veya
[[c, al, a] = 0 elde edilir.

Varsayalim ki her b € R i¢in d(b) = 0 olsun. Bu esitlikte » € R i¢in b yerine br
yazilip, tiirev 6zellikleri ve ayni esitlik kullanilarak diizenlenirse her b € I ve her r € R igin
0 =d(br) = bd(r) + d(b)r = bd(r)
elde edilir. Elde edilen esitlikte s € R i¢in b yerine sb yazildigindaher b € I ve herr,s € R

icin
shd(r) =0

olur. Yani her r,s € R igin

sld(r) = (0)
dir. Bu esitlikte s yerine s* yazildiginda her r, s € R igin

s*Id(r) = (0)
bulunur. Son iki esitlikten

(0) = sld(r) = s*Id(r)

sonucuna ulasilir. Lemma 4.1.1. geregince R = (0) veya d = 0 dir. Bu bir ¢eliskidir.
O halde her ¢ € R igin [[c,a],a] = 0 olur. Yani (I;I,)(c) = 0 dir. Burada I, =+ 1,

olmasi kullanilirsa Lemma 4.1.5.’den I, = 0 yani a € Z(R) olur. Bu ¢eliski ispat1 bitirir.

Teorem 4.1.8. R karakterisitigi ikiden farkli bir *-asal halka, I kiimesi R halkasinin
sifirdan farkli bir *-ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli * ile degismeli bir tiirevi olmak
Uzere her x € I'igin [x,d(x)] € Z(R) ise R halkas1 degismelidir.

Ispat. Hipotez y € I igin x yerine x + y yazilarak tiirev ve Lie komiitator 6zellikleri
kullanilarak diizenlenirse her x,y € I igin

[x +y,d(x + y)] = [x,d(x + y)] + [y, d(x + y)]
=[x, d(x) + d()] + [y, d(x) + d(¥)]
=[x, d)] + [x,d] + [y, d()] + [y, d(¥)]
olur. Her x,y €l icin [x,d(x)] € Z(R), [y,d(y)] € Z(R) oldugundan [x,d(y)]+
[y, d(x)] € Z(R) dir. Son ifade y yerine x? yazilarak tiirev, Lie komtator 6zellikleri ve
hipotez kullanilarak diizenlendiginde her x € I igin

[x, d(x?)] + [x2,d(x)] = [x,xd(x)] + [x, d(x)x] + [x?, d(x)]

= x[x, d(x)] + [x, x]d(x) + [x,d(x)]x + d(x)[x, x] + x[x, d(x)] + [x,d(x)]x

= x[x,d(x)] + [x,d(x)]x + x[x,d(x)] + [x,d(x)]x
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= 22x[x,d(x)]) € Z(R)
sonucu elde edilir. R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her x € [
icin x[x, d(x)] € Z(R) elde edilir. Bu ifade soldan r € R ile ¢arpilip x[x,d(x)] € Z(R) ve
hipotez kullanilarak diizenlendiginde her x € I ve her r € R igin
rx[x,d(x)] = x[x,d(x)]r = xr[x,d(x)]
elde edilir. Yani her x € I ve her r € R igin
[r, x][x, d(x)] =0

dir. Bu esitlikte r yerine d(x) yazilirsa her x € I igin

[x,d(x)]* =0
sonucuna ulagilir. Son esitlik soldan R ile ¢arpilip hipotez kullanilarak diizenlendiginde her

x € Iigin

[x, d(x)]R[x,d(x)] = (0) (4.18)

bulunur. (4.18) esitligi sagdan [x, d(x)]* ile ¢arpilirsa her x € I icin

[x, d()|R[x, d()][x, d(x)]" = (0) (4.19)

elde edilir. Diger taraftan her x € I igin

([x, dC]lx, d()])* = [x, d ()] [x, d()]*

oldugundan bu esitlik (4.18) numarali esitlikte yerine yazildiginda her x € I igin

[x, dCOIR([x, d (0)][x, d(x)]")" = (0) (4.20)

bulunur. (4.19) ve (4.20) numarali esitlikler birlikte kullanilirsa her x € I igin
(0) = [x, d()R[x, d()][x, d()]" = [x, d()IR([x, d (x)][x, d(x)]*)*
yazilir. R halkasinin *-asal halka olmas1 kullanildiginda her x € I igin
[x, d(x)][x, d(x)]* = 0 veya [x,d(x)] = 0
sonucuna ulasilir. Yani her x € I igin [x, d(x)][x,d(x)]* = 0 dir. Bu esitlik soldan R ile
carpilip hipotez kullanilarak diizenlenirse her x € I i¢in
[x, d(O)]R[x, d(x)]" = (0)
dir. Bu ifade (4.18) numarali esitlik ile birlikte kullanildiginda her x € I igin
(0) = [x, d()]R[x, d(x)] = [x, d ()R [x, d ()]
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yazilir. R halkasinin *-asal halka olmas1 kullanilirsa her x € I i¢in
0 = [x,d(x)]

sonucuna varilir. Burada Lemma 4.1.3.kullanildiginda istenilen elde edilir.

Teorem 4.1.9. R karakterisitigi ikiden farkli bir *-asal halka, I kiimesi R halkasinin
sifirdan farkl bir *-ideali ve d,, d,, R Uzerinde = ile degismeli birer tiirev olmak Uzere her
x € licind;(x)x — xd,(x) € Z(R) ise d, = 0 veya R halkas1 degismelidir.

Ispat. Eger I nZ(R) = (0) ise her x € I igin d;(x)x — xd,(x) € I N Z(R) olur.
Buradan da her x € I icin d;(x)x = xd,(x) elde edilir. Bu esitlikte y € I i¢in x yerine x +
y yazilip, tiirev dzellikleri ve yine ayni esitlik kullanilarak diizenlendiginde her x,y € I igin

di(x +y)(x+y) = (x +y)do(x +y)
(di(x) +d1 () (x +y) = (x + y)(d2(x) + do ()

di(x)x + d;(0)y + d1(¥)x + d1(y)y = xdz(x) + xdy(¥) + yd2(x) + yd,(y)

di(x)y + di(y)x = xd,(y) + ydz (x)

elde edilir. Bu esitlikte y yerine yx yazilip aym esitlik ve d;(x)x = xd,(x) olmasi
kullanilarak diizenlenirse her x,y € I i¢in

d,;(x)yx + di(yx)x = xd,(yx) + yxd,(x)

d;()yx + yd,(x)x + di(y)xx = xyd,(x) + xd,(y)x + yxd,(x)
di () yx + yxd,(x) + di(y)xx = xyd,(x) + xd,(y)x + yxd,(x)

di () yx + di(¥)xx = xyd,(x) + xd,(y)x

(d1(0)y + di(¥)x)x = x(yd,(x) + d2(y)x)

(xd2 (1) + yd,(0))x = x(ydz(x) + dy (7))

xdy(y)x + ydy(0)x = xyd,(x) + xdy (y)x

yd, ()x = xyd,(x)
dir. Yani her x,y € I igin
[yd,(x),x] =0
sonucuna ulasilir. Bu esitlikte 7 € R i¢in y yerine ry yazilirsa
0 = [ryd,(x), x]
= rlyd,(x),x] + [r, x]yd, (x)
= [r,x]yd,(x)
bulunur. Yani her x € I igin
[R, x]Id,(x) = (0)

dir. Lemma 4.1.2. den d, = 0 veya R degismelidir.
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Varsayalim ki I N Z(R) # (0) olsun. ¢ € I n Z(R) olmak (zere t = ¢ — c*olarak
almirsa, t € I N Z(R) olacagindan
t*=(c—-c)Y'=c"—c=—(c—c")=-t
bulunur. Hipotezde y € I igin x yerine x + y yazilip, tiirev 6zellikleri ve hipotez kullanilarak
diizenlendiginde her x,y € I igin
di(x +y)(x +y) = (x +y)d2(x +y) € Z(R)
(di(x) +d1 (1) (x +¥) = (x + y)(d2(x) + d (v)) € Z(R)
olur. Yani her x,y € I igin

d;(x)y + di(y)x — xd,(y) — yd,(x) € Z(R) (4.21)

dir. (4.21) numarali esitlikte y yerine ¢ yazilir ve d,(c) € Z(R) olmas: kullanilarak
dizenlenirse her x € I igin

d,(x)c +d,(c)x — xd,(c) — cd,(x) € Z(R)

cdi(x) +d,(c)x —d,(c)x —cd,(x) € Z(R)
elde edilir. Yani her x € I igcin Z(R)

c(dy(x) — dy(x)) + (dy(c) — d(c))x € Z(R) (4.22)

sonucuna varilir. (4.21) numaral esitlikte v yerine c¢? yazilip, (4.22) numaral esitlik ve
c(dy(c) — dy(c))x € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlendiginde her x € I ve her r € R igin
c(d1(e) = da())RIx, 1] = ¢(d1(c) — d2(©))RIx, 7]" = (0)

elde edilir. Burada R hakasiin x-asal olmasi kullanilirsa I < Z(R) veya c(dy(c) —
dz(c)) =0 bulunur. Yani R degismeli veya c((d1 - dz)(c)) =0 dir. Bu esitlik ¢ €
Z(R) olmasi kullanilarak diizenlendiginde

[c, ((dy — d) ()] =0
bulunur. iki tiirevin fark: bir tiirev oldugundan Lemma 4.1.3. kullanilirsa d; = d, veya R
halkasinin degismeli oldugu sonucuna varilir. Eger d; = d, ise hipotezden yararlanilarak
her x € I igin

d,(x)x — xd,(x) € Z(R)
yazilir. Yani [d(x),x] € Z(R) olur. Burada Teorem 4.1.8. kullanilirsa R halkasinin

degismeli oldugu sonucuna ulagilir
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Teorem 4.1.10. R karakterisitigi ikiden farkli bir *-asal halka, sifirdan farkli I kiimesi,
R halkasindaki bir *-ideal ve d, R iizerinde sifirdan farkli * ile degismeli bir tiirev olmak
Uzere her x € I icin [ad(x),x] = 0 ise a € Z(R) veya R halkas degismelidir.

Ispat. Hipotezde y €I igin x yerine x +y yazilip, Lie komiitator ve tiirev
ozellikleri ile hipotez kullanilarak diizenlendiginde her x,y € I i¢in

0=lad(x+y),x+y]=[ad(x+y),x]+[ad(x +y),y]
= [ad(x), x] + [ad(y), x] + [ad(x),y] + [ad(y),y]

bulunur. Yani her x,y € I icin

[ad(y),x] + [ad(x),y] = 0 (4.23)

dir. Bu esitlikte y yerine yx yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
0 = [ad(yx), x] + [ad(x), yx]
= lad(y)x, x] + [ayd(y)x, x] + [ad (x), yx] + [ad (x), yx]
= lad(y), x]x + ay[d(x), x] + [ad(x), y]x + [ay, x]d (x)
olur. Burada (4.23) esitliginden yararlanilarak her x,y € I i¢gin

ay[d(x),x] + aly,x]d(x) + [a, x]yd(x) = 0 (4.24)

bulunur. (4.24) numaral esitlikte y yerine ay yazilip, tiirev ve Lie komutatér 6zellikleri
kullanilarak diizenlenirse her x,y € I i¢in
0 = a?y[d(x),x] + alay, x]d(x) + [a, x]ayd(x)

= a?y[d(x), x] + a*[y, x]d(x) + a[a, x]yd(x) + [a, x]ayd(x)

= a(ay[d(x),x] + aly, x]d(x) + [a, x]yd(x)) + [a, x]ayd(x)
elde edilir. Bu ifade (4.24) numaral esitlikten yararlanilarak diizenlendiginde her x,y € I
icin

[a, x]ayd(x) =0

bulunur. Yani her x € I igin
[a,x]ald(x) = (0) (4.25)

dir. x € Sa, ise 0 (4.25) numarali esitlik, * d = +d * oldugundan her x € I i¢in

(0) = [a,x]ald(x) = [a,x]al(d(x))"
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olur. Bu ifade Lemma 4.1.1. yardimu ile diizenlendiginde her x € I N Sa, icin [a,x]a =0
veya d(x) = 0 bulunur. I idealinin bir y elemani i¢in y + y* € I N Sa, oldugundan her y €
ligin [a,y +y*la=0veyad(y +y*) =0 bulunur. Eger y € I icind(y +y*) =0 ise 0
zaman d(y) = —d(y™) olur. O halde (4.25) numaral esitlik goz Oniine alinarak her y € [
icin
(0) = [a,ylald(y) = [a,y]ald(y)"
elde edilir. Lemma 4.1.1. uygulanarak her y € I icin [a, y]a = 0 veya d(y) = 0 elde edilir.
Diger taraftan eger y € I icin [a,y + y*]a = 0 ise 0 zaman [a,yla = —[a,y*]a olur. a €
Sa, oldugundan (4.25) numarali esitlik goz oniine alinarak her y € I igin
(0) = [a,ylald(y) = ([a, y]a)*1d(y)
elde edilir. Lemma 4.1.1. uygulanarak yine her y € I igin [a,y]la = 0 veya d(y) = 0 elde
edilir. Her iki durumda da her y € I igin
[a,yla =0veyad(y) =0
dir. A={y €llla,yla =0} ve B ={y € I|d(y) = 0} kiimeleri tanimlansin. AUB =1
olur. Bu iki kiime I grubunun iki alt grubu oldugundan ve bir grup iki 6z altgrubunun
birlesimi olarak yazilamayacagindan A = I veya B = I sonucu elde edilir.
Varsayalim ki B = I olsun. O halde her y € I icin d(y) = 0 dir. Bu ifadede r € R i¢in
y yerine ry yazilip tiirev 6zellikleri ve yine ayni esitlik kullanilarak diizenlenirse her r € R
ve her y € [ i¢gin
0=d(ry)
=rd(y) +d(r)y
=d(r)y
elde edilir. Yani her r € R i¢in 0 = d(r)I dir. Burada Lemma 4.1.1. kullanilirsa R = (0)
veya d = 0 bulunur. Bu da geliskidir. O halde B # I dir. Yani A = [ olur. Bu her y € I igin
[a, y]a = 0 demektir. Bu esitlikte x € I igin y yerine xy yazilip diizenlendiginde her x,y €
I igin
0=[axyla
= [a,x]ya + x[a, y]la
= [a,x]ya
olur. Yani her x € I icin [a, x]Ia = (0) olur. a € Sa, oldugu i¢in her x € I i¢gin
(0) =[a,x]la = [a,x]]a*
dir. Bu esitlikte Lemma 4.1.1. kullanilirsa a = 0 veya [a, x] = 0 bulunur. Yani her x € I

icin [a, x] = 0 dir. Hipoteze geri doniilecek olursa her x € I icin
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0 = [ad(x), x]
= ald(x),x] + [a, x]d(x)
= a[d(x),x]
olur. Bu esitlik soldan r ile carpilir ve a € Z(R) olmasi1 kullanilirsa her x € I igin
aR[d(x),x] = (0)
elde edilir. Son esitlikte a € Sa, olmasi kullanildiginda her x € I igin
(0) = aR[d(x),x] = a*R[d(x), x]
sonucuna ulasilir. Burada R halkasinin *-asal olmasi kullanilirsa her x € I icin [d(x), x] =
0 veya a € Z(R) elde edilir. Eger a € Z(R) ise ispat biter.
Varsayalim ki a € Z(R) olsun. O zaman her x € I icin [d(x), x] = 0 dir. Bu esitlikte

Lemma 4.1.3.kullanildiginda istenilen elde edilmis olur.

Teorem 4.1.11. R karakterisitigi ikiden farkli bir *-asal halka, I kiimesi, R halkasinin
sifirdan farkli bir *-ideali ve d, R iizerinde sifirdan farkli * ile degismeli bir tiirev olsun.
Egerd(I) c 1ve [d(I),d(I)] € Z(R) ise R halkas1 degismelidir.

Ispat. k € d(I)nSa, olsun. O halde k € I n Sa, olur. Hipotezden [d(I),k] c
Z(R) olur. Bu ifade Lemma 4.1.7. geregince diizenlenirse k € Z(R) elde edilir. Yani d(I) N
Sa, c Z(R) dir. Her x € [ igin

d(x —x*) = d(x) —d(x*) = —(d(x) —d(x"))"
oldugu i¢in d(x — x*) € d(I) N Sa, c Z(R) dir. Her x € I igin
d(x +x%) = d(x) +d(x*) = —(d(x) + d(x"))"
oldugundan d(x + x*) € d(I) N Sa, < Z(R) dir. O halde her x € I igin
dlx—x*)+d(x+x%)
=d(x)—dx*)+d(x)+d(x")
= 2d(x) € Z(R)
sonucuna ulasilir. Bu ifadede R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi
kullanildiginda her x € I igin d(x) € Z(R) olur. Buradan 6zel olarak her x €I igin

[x,d(x)] = 0 sonucuna varilir. Bu esitlikte Lemma 4.1.3. kullanilirsa istenilen elde edilir.
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4.2. x-Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar

Bu bélimde Rehman, Ansari ve Haetinger tarafindan (2013) tarafindan yapilan “A
note on homomorphisms and anti-homomorphisms on *-ring” adli ¢alisma incelenmistir.

Bu boliimde aksi soylenmedikge kullanilan X, y, z elemanlar1 kullanilan R halkasindan

keyfi olarak se¢ilmistir.

Teorem4.2.1. R bir asal x-halka olmak (zere f, R halkasinda tanimli bir
genellestirilmis *-tlirev olsun;
I. f homomorfizma ise R halkasi degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.
ii. f anti-homomorfizma ise R halkasi degismeli veya f donlisimi sag *-

merkezleyicidir.

Ispat.
i. f(xyz) O6nce f donistimiiniin tirev Ozellikleri sonra da homomorfizma olmasi

kullanilarak agilirsa

f(x(y2)) = x*f(y2) + yzd(x)
=x"f(¥)f (2) + yzd(x)
bulunur. Diger taraftan f(xyz) 6nce f doniisiimiiniin homomorfizma olmasi sonra ise tlirev

ozellikleri kullanilarak ag¢ilip diizenlenirse
f(()z) = f)f (2)
=x"fW)f(2) +yd(x)f(2)

elde edilir. Bu iki esitligin sag taraflari birbirine esitlendiginde

yzd(x) = yd(x)f(z)
olur. Buradan da

y(zd(x) —d(x)f(2)) =0 (4.26)

sonucuna ulagilir. (4.26) esitliginde r € R icin y yerine yr yazilarak diizenlendiginde
0= yr(zd(x) - dW)f (@)
= yr(zd(x) — d(x)f (2))

olur. Yani

YR(zd(x) — d(x)f(2)) = (0)
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dir. Son esitlikte R halkasinin asal olmasi kullanilirsa y = 0 veya zd(x) — d(x)f(z) =0
olur. Bu da R = (0) veya zd(x) —d(x)f(z) = 0 demektir. R halkasi sifirdan farkli
oldugundan

2d(x) — d(x)f(2) = 0 (4.27)

olur. Bu ifade diizenlenirse

zd(x) =d(x)f(z) (4.28)

dir. (4.27) esitliginde y € R igin x yerine xy yazilip diizenlendiginde
0 = zd(xy) — d(xy)f(2)
= z(x*d(y) + yd(x)) — (x"d(¥) + yd(x))f (2)
= zx"d(y) + zyd(x) — x"d(y)f(2) — yd(x)f(2)
elde edilir. Son esitlik (4.28) esitligi kullanilip diizenlenirse
zx*d(y) + zyd(x) — x*zd(y) — yzd(x) = 0

sonucuna varilir. Bu ise
[z,x*]d(y) + [z, y]d(x) = 0 (4.29)

demektir. Son esitlikte z yerine x* yazilip diizenlenirse
0= [x"x"]d(y) + [x7, y]d(x)
= [x%, yld(x)
bulunur. z € R igin y yerine yz yazilip komutator 6zellikleri kullanilip diizenlendiginde
0= [x",yz]d(x)
= [x", ylzd(x) + y[x", z]d (x)
= [x", y]zd (x)

olur. Bu da
[x*, y]Rd(x) = (0)
dir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa her x,y € R i¢in [x*,y] = 0 veya d(x) = 0 elde
edilir.
A={x€eR|[x*,y] =0,Vy € R}ve B = {x € R|d(x) = 0}
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kiimeleri tanimlansin. A ve B kiimeleri R grubunun altgruplaridir. Teorem 2.4. geregince
A = R veya B = R dir.

Varsayalim ki A = R olsun. O halde her x,y € R icin [x*,y] = 0 olur. x yerine x*
yazilir ve * doniistimiiniin 6zelligi kullanilirsa 0 = [(x*)*, y] = [x, y] elde edilir. Buradan
da x € Z(R) bulunur. Yani R halkas1 degismelidir. Eger B = Riseherx € Rigind(x) =0
olur. Yani d = 0 dir. O halde d = 0 veya R halkasi degismelidir. d = 0 ise

fy) =x"f(y) +yd(x) = x"f(y)
olur. Yani R halkas1 degismeli veya f doniisiimii sag *x-merkezleyicidir.

ii. f(xy), f doniigiminiin anti-homomorfizma ozelligi kullanilip agilirsa f(y)f(x)
olur. f(xy), f dontigiimiiniin sol *-turev dzelligi kullanilip a¢ildiginda ise x*f(y) + yd(x)
olur. Bu iki ifade birbirine esit oldugundan

ff () =x"f(y) +yd(x)
bulunur. Son esitlikte y yerine xy yazilir, tiirev ve anti-homomorfizma 6zellikleri kullanilip

dizenlenirse

fGy)f(x) =x"f(xy) + xyd(x)
(" f) + yd(x)f(x) = x* FODf(x) + xyd (x)
X FOF) + yd(x)f (%) = x* F () f (x) + xyd (x)

elde edilir. Yani

yd(x)f(x) = xyd(x) (4.30)

dir. (4.30) numarali esitlikte y yerine zy yazilip diizenlendiginde
zyd(x)f (x) = xzyd(x)
sonucuna ulasilir. Son esitlik (4.30) esitliginden yararlanilarak diizenlenirse
zxyd(x) = xzyd(x)
[z, x]yd(x) =0
bulunur. O halde her x,z € R icin [z, x]Rd(x) = (0) elde edilir. R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda her x, z € R i¢in [z, x] = 0 veya d(x) = 0 olur. Yani

x€Z(R)veyad(x) =0 (4.31)
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dirrA={x € R|x € Z(R)} ve B = {x € R|d(x) = 0} kiimeleri tanimlansin. Bu iki kiime R
grubunun altgruplaridir Teorem 2.4. R = A veya R = B dir. R = A olsun. O halde halka
degismelidir.

Varsayalim ki R = B olsun. O halde d = 0 olur. Sonug olarak d = 0 veya R halkasi
degismeli demektir. d = 0 ise

fxy) =x"f(y) + yd(x) =x"f(y)

olur. Yani R halkasi degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.
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BOLUMS5
GENELLESTIRILMIiS SOL *-a-TUREVLER ILE
ASAL *-HALKALARDA DEGISMELILIK

Bu bolimde daha 0nce asal halkalarda tlrevler ve x-tiirevler igin yapilmis bazi
caligmalar sol *-a-turevler igin genellenmistir.
Bundan sonra aksi sdylenmedigi takdirde x, y, z, 7, s elemanlar1 kullanilacak olan R

halkasindan se¢ilmis keyfi elemanlardir.

Teorem 5.1. R bir asal *-halka, a: R = R bir 6rten halka homomorfizmasi, f: R —
R doniisiimii, d sol *-a-turevi ile belirlenen bir genellestirilmis sol *-a-tirev ve her x € R
icin a(x™) = (a(x))* olmak lzere;
I. f bir halka homomorfizmasi ise f sag *-merkezleyici veya R halkasi degismelidir.
ii. f bir halka anti-homomorfizmas: ise f sag #*-merkezleyici veya R halkasi

degismelidir.

Ispat. i. Kabul edelim ki f bir homomorfizma olsun. f(xyz), sirasiyla f
donlistimiintin  bir genellestirilmis sol x-a-tlrev ve halka homomorfizmasi olmasi
kullanilarak acildiginda

fx(y2) = x*f(y2) + a(yz)d(x)
=x"fWf (@) + a(y)a(z)d(x)
bulunur. Ote yandan f(xyz) sirastyla f doniisiimiiniin bir halka homomorfizmasi ve bir

genellestirilmis sol *-a-tlrev olmasi kullanilip agilirsa
f((y)z) = fFGyf (2)
=x"fWf(2) + a(y)d(x)f (2)

sonucuna ulagilir. Bu iki esitlik birlikte kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

a)a(z)d(x) = a(y)d(x)f(2)

olur. Bu ise
0 =aa(z)d(x) — a(y)d(x)f(2)
= a(y)(a(2)d(x) — d(x)f(2))
= a(y)(a(2)d(x) — d(x)f(2))
dir. Son esitlikte r € R igin y yerine yr yazilip diizenlendiginde

0 = a(yr)(a(x)d(x) - d()f(2)
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= a(y)a()(a(2)d(x) - d(x)f(2))

elde edilir. a orten bir fonksiyon oldugundan

(0) = a(R(a(@d(x) — d(x)f(2)) (-1

bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa a(y) = 0 veya a(z)d(x) —d(x)f(z) =0
olur. Bu ise

a=0veyaa(z)d(x) —dx)f(z) =0
demektir. a orten bir fonksiyon oldugundan @ = 0 olmasi durumunda R sifir halkasi olur.

Bu sebeple @ # 0 dir. O halde

a(z)d(x) = d(x)f(2) (5.2)

sonucuna ulagilir. (5.2) numarali esitlikte x yerine xy yazilip sol *-a-tirev Ozellikleri
kullanilarak diizenlenirse
0 = a(2)d(xy) — d(xy)f(2)
= a(2)(x*d(y) + a(y)d(x)) — (x*d(y) + a()d(x))f (2)
= a(2)x"dy) + a(@)a(y)d(x) —x"d¥)f (2) — a(y)d(x)f(2)
elde edilir. Son esitlik (5.2) esitligi kullanilarak diizenlendiginde
0 =a(2)x"d(y) + a(2)a(y)d(x) — x*a(z)d(y) — a(y)a(z)d(x)
= [a(2),x"]d(y) + [a(2), a(y)]d(x)
olur. @ doniisiimii 6rten oldugundan son ifadede a(z) yerine x* yazilirsa
0= [x*x"]d(y) + [x", a(y)]d(x)
= [x", a(y)]d(x)
sonucuna vartlir. Bu ifadede y yerine yz yazilir ve a doniigiimiiniin 0rten olmasi kullanilirsa
0 =[x, a(yz)]d(x)
= [x" a(y)a(2)]d(x)
= [x", aM]a(2)d(x) + a(y)[x", a(z)]d(x)
= [x" a(y)]a(z)d(x)
elde edilir. Bu ise

[x*, a(¥)]Rd(x) = (0) (5-3)
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demektir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda i¢in [x*, a(y)] = 0 veya d(x) = 0 olur.
a orten bir fonksiyon oldugundan [x*,r]=0 veya d(x)=0 olur. A=
{x e R|[x*,r] =0,Vr € R} ve B ={x € R|d(x) =0} kiimeleri tanimlansin. A ve B
kiimeleri R grubunun altgruplaridir ve A U B = R dir. Teorem 2.4. geregi A = RveyaB =
R dir.

Varsayalim ki A = R olsun. Bu durumda her x,r € R icin [x*,r] = 0 olur. Burada x
yerine x* yazilir ve involiisyon doniisiimiiniin 6zellikleri kullanilirsa

0=[x")"5r]=[x7]
elde edilir. Bu ise x € Z(R) olmas1 demektir. Yani R halkasi degismelidir.

Kabul edelim ki B = R olsun. Bu durumda her x € R i¢in d(x) = 0 olur. Buise d =
0 olmasi demektir. Sonug olarak f sag * merkezleyici veya R halkasi1 degismeli bulunur.

ii. f(xy), f doniisimiiniin anti-homomorfizma 6zelligi kullanilarak acilirsa f(xy) =
f)f(x) olur. x,y € R icin f(xy), f doniisimiiniin genellestirilmis sol *-tiirev 6zelligi
kullanilip agildiginda ise f(xy) = x*f(y) + a(y)d(x) olur. Bu iki ifade birbirine esit
oldugundan

fNfx) =x"f(y) + aly)d(x)
bulunur. Son esitlikte y yerine xy yazilr, tirev ve anti-homomorfizma o6zellikleri

kullanilarak diizenlenirse

fOy)f(x) = x"f(xy) + alxy)d(x)
(f) +a()d@®)f (x) = " Ff (%) + aley)d(x)
X" ff )+ a(y)d@)f(x) = x"f(y)f(x) + a(x)a(y)d(x)
elde edilir. Yani
a(y)d)f (x) = a(x)a(y)d(x)
olur. Bu esitlik y yerine yz yazilip, ayn1 ifade yardimiyla diizenlenirse
a(yz)d(x)f (x) = a(x)a(yz)d(x)
a(y)a(z)d(x)f (x) = a(x)a(y)a(z)d(x)
a(y)a(x)a(z)d(x) = a(x)a(y)a(z)d(x)
[a(), a()]a(z)d(x) =0
bulunur. a fonksiyonunun orten olmasi diistiniiliirse
[a(¥), a(x)]Rd(x) = (0)
elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her
[a(y),a(x)] =0veyad(x) =0
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olur. a fonksiyonu orten oldugu i¢in x € Z(R) veya d(x) = 0 dur.
A={x €R|[x,r] =0,Vr € R} ve B ={x € R|d(x) = 0} kiimeleri tamimlansin. A ve B
kiimeleri R grubunun altgruplaridir ve A U B = R dir. Bir grup iki 6z altgrubunun birlesimi
seklinde yazilamayacagindan A = R veya B = R dir.

Varsayalim ki A = R olsun. Bu durumda her x € R i¢in x € Z(R) olmas1 demektir.
Yani R halkas1 degismelidir.

Kabul edelim ki B = R olsun. Bu durumda her x € R i¢in d(x) = 0 olur. Buise d =

0 olmasi demektir. Sonug olarak f sag * merkezleyici veya R halkas1 degismeli bulunur.

Sonug 5.2. Her d sol *-a-tiirev kendisi ile belirli bir genellestirilmis sol *-a-tlrev
oldugundan
I. d, donligiimii homomorfizma ise R asal *-halkas1 degismeli veya d = 0 dur.

ii. d, doniisimii anti-homomorfizma ise R asal *-halkasi degismeli veya d = 0 dur.

Lemma5.3. R birasal #-halka, a: R — R bir epimorfizma, 0 # f, R halkasinin bir
d sol x-a-tlrevi ile belirlenen bir genellestirilmis sol *-a-tlirevi olmak (zere f bir
homomorfizma veya anti-homomorfizma iken f(R) c Z(R) ise R degismelidir.

Ispat. Kabul edelim ki f homomorfizma veya anti-homomorfizma olsun. Teorem
5.1. kullanilirsa R halkas1 degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.

Varsayalim ki R halkasi degismeli olmasin. O halde f doniistimii sag *-merkezleyici
olur. Yani f(xy) = x*f(y) dir. Diger taraftan hipotez kullanilirsa f(R) < Z(R) dir. Yani
0 = [r, f(x)] olur. Bu esitlikte x yerine xy yazilip f doniisiimiiniin sag *-merkezleyici
olmasi ve yine ayni esitlik kullanilarak diizenlenirse

0 =[r, f(xy)]

= [r,x"f(¥)]

=x"[r, fO] + [, x"1f ()

= [r,x"1f(¥)
elde edilir. Elde edilen esitlikte x yerine x* yazilir, z € R igin esitlik sagdan z ile garpilir ve
hipotez kullanilarak diizenlenirse

0=1[r,()1f()z = [r,xlzf (¥)

olur. Yani [r,x]Rf(y) = (0) dir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa [R,x] = 0 veya
f(R) = (0) elde edilir. Yani x € Z(R) veya f =0 dir. f # 0 oldugu igin R halkasi

degismeli bulunur. Bu ise kabul ile ¢elistiginden R halkasi de§ismeli sonucuna varilir.
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Teorem 5.4. R bir asal *-halka, @: R = R bir epimorfizma, 0 # f: R = R, d sol *-
a-tirevi ile belirlenen bir genellestirilmis sol *-a-tlrev ve f homomorfizma veya anti-
homomorfizma olmak lizere her x,y € R icin f([x,y]) = 0 iken R degismelidir.

Ispat. Kabul edelim ki f homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanilirsa R halkas1
degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.

Varsayalim ki R halkas1 degismeli olmasin. O halde f doniigiimii sag *-merkezleyici
olur. Yani f(xy) = x*f(y) scklindedir. Hipotezde f doniisimiin homomorfizma olmast
kullanilirsa

0=7f(xy]
= flxy —yx)
= flxy) = f(yx)
=fOf) = fOfx)
= [f(), f(¥)]

elde edilir. Yani

0=[f(x),f(¥)] (5.4)

dir. Bu esitlikte x yerine x*z yazilip f doniistimiin sag *-merkezleyici olmasi1 ve hipotez
kullanilarak diizenlendiginde her x,y,z € R i¢in
0=[f(x"2), f(¥)]
=[(x")"f(2), f )]
= (@) If @, fMI+ ), fFNIf (2)
=[x, fNIf (2)
olur. Son esitlikte x yerine xr yazilir ve ayni esitlik kullanilarak duizenlenirse
0= [xr,f(NIf(2)
= x[r, fWIf (@) + [x, fW)]rf (2)
=[x, fWIrf(2)
elde edilir. Yani
(0) =[x, fMIRf (2)
dir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa [x, f(y)] = 0 veya f(z) = 0 olur. Yani f(y) €
Z(R) veya f =0 dir. Her iki durumda da f(R) € Z(R) dir. Burada Lemma 5.3.
kullanildiginda R halkasi degismeli bulunur. Bu ise kabul ile gelistiginden R halkasi

degismeli sonucuna varilir.
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Kabul edelim ki f anti-homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanilirsa R halkasi
degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.

Varsayalim ki R halkasi degismeli olmasin. O halde f doniisiimii sag *-merkezleyici
dir. Yani f(xy) = x*f (y) seklindedir. Hipotezde f doniisiimiin anti-homomorfizma olmast
kullanilirsa

0= f(lx,yD
= flxy —yx)
= fxy) = fyx)
=fO)f ) = fOf ()

=—[f(), f(¥)]
elde edilir. Yani [f(x), f(y)] = 0 dir. (5.4) ifadesinden sonraki basamaklar takip edilerek

istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 5.5. R bir asal *-halka, @: R = R bir epimorfizma, 0 # f: R = R, d sol *-
a-turevi ile belirlenen bir genellestirilmis sol *-a-tlrev ve f homomorfizma veya anti-
homomorfizma olsun. Bu durumda her x € R igin 0 = [f(x),a] iken a € Z(R) veya R
halkas1 degismelidir.

Ispat.  Kabul edelim ki f homomorfizma veya anti-homomorfizma olsun. Teorem
5.1. geregince R halkasi degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.

Varsayalim ki R halkas1 degismeli olmasin. O halde f doniisiimii sag *-merkezleyici
olur. Yani f(xy) = x*f(y) seklindedir. Diger taraftan hipotezde x yerine xy yazilir ve
hipotez kullanilarak diizenlenirse

0=[f(x"y)al
=[x f(¥),al
= [xf(¥),al
= x[f(y).al + [x,alf(¥)
=[x, alf )
elde edilir. Son esitlikte x yerine xr yazilip ayn1 esitlik kullanilarak diizenlendiginde
0= [xr,alf(y)
= x[r,alf(y) + [x,a]rf(y)
=[x, alrf(y)
bulunur. Yani

(0) = [x,alRf(¥)
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dir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa [x,a] = 0 veya f(y) = 0 dir. f sifirdan farkli
oldugundan a € Z(R) olur. Sonuc olarak a € Z(R) veya R halkas1 degismelidir.

Teorem5.6. R bir asal *-halka, a:R — R bir epimorfizma, 0# f:R >R
doniistimii, bir d sol x-a-tlrevi ile belirlenen bir genellestirilmis sol *-a-tlrev ve f
homomorfizma veya anti-homomorfizma olmak lzere her x,y € R icin f([x,y]) €
Z(R) ise R degismelidir.

Ispat. Kabul edelim ki f homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanilirsa R halkas1
degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyici olur.

Varsayalim ki R halkast degismeli olmasin. O halde f doniisiimii sag *-
merkezleyicidir. Yani f(xy) =x"f(y) seklindedir. Hipotezde f doniigiimiiniin
homomorfizma olmasi1 kullanilirsa

f(xyD

= fxy —yx)

= flxy) = f(yx)
=fQf») = ffX)

=[f(x), f(¥)] € Z(R)
dir. Yani

[f (), f(¥)] € Z(R) (5.5)

olur. Bu ise [[f(x), f(3)],7| = 0 demektir. Bu esitlikte x yerine x*z yazilip, hipotez ve f
doniistimiiniin sag *-merkezleyici olmasi kullanilarak dizenlenirse
0= [[f(x"2), f] 7] = [[")f (@, fFOL 7] = [[xf (@), fF )], 7]
= [x[f (@), L 7] + [[x, fFD)If @), 7]
=[x, 71l (@), O] + x[[f @, f DL ] + [[x, FOL 7] f (@) + [x, fOD]If (@), 7]
=[x, 71[f (@), FOD] + [[x, L. 7]f (@) + [x, fFDILf (@), 7]

sonucuna ulasilir. Bu ifade x yerine f(y) ve r yerine f(z) yazilir hipotez kullanilarak

dizenlenirse

0= [fD), fF@DIf @), fF D] + [[f ), fF DL fFD]f @) + [F D), FD]If (), £ (2)]
= [F ), f@DIIf (2, f)]
==l f@DIf ). f(2)]
=[f . f@DIf ), f(2)]
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elde edilir. Bu esitlik sagdan R ile c¢arpiip [f(y),f(2)] € Z(R) olmasi kullanilarak
diizenlendiginde

0) = [f (@, fFMNIRIf (2, f(¥)]

bulunur. Burada R halkasinin asal olmasi kullanilirsa

0=[f(2,f()]
olur. Bu esitlikte Teorem 5.5. kullanildiginda f(z) € Z(R) bulunur. Bulunan bu ifade de
Lemma 5.3. kullanilirsa R halkas1 degismeli bulunur. Bu ise kabul ile ¢elistiginden R halkas1
degismeli sonucuna varilir.

Kabul edelim ki f anti-homomorfizma olsun. Teorem 5.1. geregince R halkasi
degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.

Varsayalim ki R halkasi degismeli olmasin. O halde f doniisiimii sag *-merkezleyici
olur. Yani f(xy) = x*f(y) seklindedir. Hipotezde f donisiimiiniin anti-homomorfizma
olmasi kullanilirsa

f(xyD
= flxy —yx)
= fxy) — fyx)
=fWf) - ffW)
=—=[f 0, f(¥)]
=[f),fMlezZR)
elde edilir. Yani [f(x), f(y)] € Z(R) dir. (5.5) ifadesinden sonraki basamaklar izlenerek

istenilen sonuca ulasilmis olur.

Teorem 5.7. R bir asal *-halka, @: R — R bir epimorfizma, 0 # f: R = R, d sol *-
a-tirevi ile belirlenen bir genellestirilmis sol *-a-tlrev ve f homomorfizma veya anti-
homomorfizma olmak Uzere her x,y € R igin f((x,y)) = 0 iken R degismelidir.

Ispat. f homomorfizma olsun. Bu durumda Teorem 5.1. geregince R halkasi
degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.

Varsayalim ki R halkas1 degismeli olmasin. O halde f doniigiimii sag *-merkezleyici
olur. Yani f(xy) = x*f(y) scklindedir. Hipotezde f doniisimiin homomorfizma olmast

kullanildiginda
0=f((x)
= fxy +yx)
= fGxy) + f(yx)
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=ff+fOfx)

elde edilir. Yani

0=FfW+fOf(x) (5.6)

bulunur. (5.6) numarali esitlik diizenlendiginde

fOf) ==ff(x) (5.7)

sonucuna varilir. (5.6) numarali esitlik x yerine x*z yazilir ve (5.7) esitligi kullanilarak
dizenlenirse
0=(f(x*2),f()
= (@) f@.f )
= xf(@f () + f()xf(2)
= —xf(f(2) + f)xf (2)
= (fMx -0)f(2)
= [f(),x1f (2)
dir. Son esitlikte x yerine xr yazilir ve ayni esitlikten yararlanilarak diizenlenirse
0=1[f)xrlf(2)
= f ), xlrf(2) + x[f ), r1f (2)
= lf ) xlrf(2)

olur. Yani (0) =[f(y),x]Rf(z) bulunur. R halkasimnin asal olmasi kullanildiginda
[f(¥),x] = 0veya f(z) = 0olur. Yani f(R) c Z(R) dir. Lemma 5.3. kullanilirsa R halkas1

degismeli bulunur. Bu ise kabul ile ¢elistiginden R halkasi degismeli sonucuna varilir.

Kabul edelim ki f anti-homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanilirsa R halkas1

degismeli veya f doniisiimii sag *-merkezleyicidir.

Varsayalim ki R halkasi degismeli olmasin. O halde f doniisiimii sag *-merkezleyici

olur. Yani f(xy) = x*f(y) seklindedir. Hipotezde f doniisiimiin homomorfizma olmasi

kullanildiginda
0=f(Cx,y)
= fxy +yx)
= fxy) + f(yx)
=fOf) +fCf ()
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elde edilir. (5.6) ifadesinden sonraki basamaklar izlenerek istenilen sonug elde edilir.

Teorem 5.8. R bir x-asal halka, a: R — R birhomomorfizma, g: R - R doniisiimii,
bir t x-a-turevi ile belirlenen bir genellestirilmis *-a-tirev olmak tzere g # 0 ise R
degismelidir.
Ispat. g doniisiimii, t *-a-tirevi ile belirlenen bir genellestirilmis *-a-tiirev
oldugundan
9(y)z) = glxy)z* + a(xy)t(2)
= (g)y* + a()t()z* + a(x)a(y)t(2)
olur. Diger taraftan
9(x(y2)) = g (y2)" + a()t(yz)
= g2y + a0 ()7 + a)E@))
bulunur. Yukaridaki iki esitlikte (xy)z = x(yz) olmasi kullanildiginda
gy z- =gx)z"y*
olur. Yani
gy ,z =0
dir. Bu esitlikte y yerine y* ve z yerine z* yazilirsa g(x)[y, z] = 0 bulunur. Son esitlikte y
yerine ry yazilir ve ayni esitlik kullanilip diizenlenerek
0=g)[ry,zl]
= grly. z] + g(o)r, zly

= g()rly, z]
elde edilir. Buradan
0 =gy, z] (5.8)
sonucuna ulagilir. Yani
(0) = g(x)R[y, 7] (5.9)

dir. Son esitlikte y yerine y* ve z yerine —z* yazilip diizenlendiginde

(0) = g()R[y, z]" (5.10)
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elde edilir. (5.9) ve (5.10) esitlikleri ile R halkasinin *-asal olmasi kullanildiginda g(x) =
0 veya [y, z] = 0 bulunur. Yani g # 0 ise R halkas1 degismelidir.

Teorem5.9. R bir yariasal *-halka, a:R — R bir homomorfizma, g:R - R
doniistimii, t *-a-tUrevi ile belirlenen bir genellestirilmis *-a-tlrev ise g(R) < Z(R) dir.
Ispat. g doniisiimii, t *-a-tirevi ile belirlenen bir genellestirilmis *-a-tiirev

oldugundan (5.8) numarali esitlik soldan s ile ¢arpilirsa

0 =sg(x)r[y, z] (5.11)

elde edilir. (5.8) numaral: esitlikte r yerine sr yazilip diizenlenirse

0 = g(x)srly, 7] (5.12)

olur. (5.11) ve (5.12) esitlikleri taraf tarafa ¢ikartilirsa
0=sg)rly, z] — gx)srly, z]
= [s,g()]r[y, z]
bulunur. Son esitlikte s yerine y ve z yerine g(x) yazilip diizenlendiginde

0) = [y, g()]R[y, g(x)]
sonucuna ulagilir. R halkasinin yariasal olmasi kullanilirsa (0) = [y, g(x)] olur. Bu da
g(x) € Z(R) demektir. Sonug olarak g(R) < Z(R) dir.
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