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ÖZET 

 

ASAL ∗-HALKALARDA 

GENELLEŞTİRİLMİŞ ∗-𝜶𝜶-TÜREVLER 
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Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı Yüksek Lisans Tezi 

Danışman : Prof. Dr. Neşet AYDIN 

28/06/2018, 76 

 

Bu tezde asal ∗-halka ve ∗-asal halka üzerinde, bir (sol) ∗-𝛼𝛼-türev ile belirlenen 

genelleştirilmiş bir (sol) ∗-𝛼𝛼-türev yardımı ile oluşturulan bazı koşullar altında halkanın 

değişmeli olup olmadığı incelenmiştir. 

 

Anahtar sözcükler: ∗-𝛼𝛼-türev, sol ∗-𝛼𝛼-türev, Genelleştirilmiş ∗-𝛼𝛼-türev, 

Genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev, ∗-Asal halka, Asal ∗-halka. 
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In this thesis, it is examined whether or not the ∗-prime (prime-∗) ring is commutativity 

under certain conditions created by a generalized (left)∗-𝛼𝛼-derivation determined by a (left) 

∗-𝛼𝛼-derivation on the ring. 

 

Keywords: ∗-𝛼𝛼-derivation, left ∗-𝛼𝛼-derivation, Generalized ∗-𝛼𝛼-derivation, 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

 
Bu tez beş ana bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde tez içeriği ile ilgili bilgi verilmiştir. 

İkinci bölüm tezi okumaya yardımcı olacak bilgiler içermekterdir. 

Üçüncü bölüm Posner (1967), Herstein (1979) ve Bergen, Herstein Kerr (1980) 

tarafından asal halkalarda türevlerle ilgili yapılmış çalışmalar bulunmaktadır. 

Dördüncü bölümde Oukhtite ve Salhi (2006)’nin yaptıkları ∗-asal halkalarda 

türevlerle ilgili çalışmalar ve Rehman, Ansari ve Heatinger (2013) tarafından yapılan 

(genelleştirilmiş)-türevler üzerine ∗-halkalardaki çalışmaları incelenmiştir. 

Beşinci bölümde ∗-halka üzerinde ∗-türevler ile ele alınan bazı sonuçlar, beşinci 

bölümde ∗-𝛼𝛼-türevler yardımıyla genellenmiştir. 
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BÖLÜM 2 

GENEL BİLGİLER 

 
Tanım 2.1. 𝐺𝐺 boştan farklı bir küme ve  

∗:𝐺𝐺 × 𝐺𝐺 → 𝐺𝐺 

(𝑘𝑘, 𝑙𝑙) → 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 

ikili işlem olmak üzere. 

I) Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑘𝑘 ∗ (𝑙𝑙 ∗ 𝑚𝑚) = (𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙) ∗ 𝑚𝑚 

II) Her 𝑘𝑘 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑘𝑘 ∗ 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒 ∗ 𝑘𝑘 olacak şekilde bir 𝑒𝑒 ∈ 𝐺𝐺 vardır. 

III) Her 𝑘𝑘 ∈ 𝐺𝐺 𝑘𝑘 ∗ 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 ∗ 𝑘𝑘 = 𝑒𝑒 olacak şekilde 𝑡𝑡 ∈ 𝐺𝐺 vardır. 

IV) Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 = 𝑙𝑙 ∗ 𝑘𝑘 

Koşullarından ilk üçünü sağlayan 𝐺𝐺 kümesine ∗ işlemi ile bir Grup denir. Son koşuluda 

sağlayan gruba değişmeli grup denir. 

Tanım 2.2. 𝐺𝐺 grubunun boştan farklı bir altkümesi ∗ işlemine göre kendi başına 

grup oluyorsa bu kümeye 𝐺𝐺 grubunun alt grubu denir. 

Tanım 2.3. Bir grubun kendisi ve {𝑒𝑒} dışındaki alt gruplarına öz altgrup denir 

Teorem 2.4. Bir grup iki öz altgrubunun birleşimi olarak yazılamaz. Bu teorem 

Brauer Trick olarak adlandırılır. 

İspat. 𝐺𝐺 bir grup, 𝐿𝐿 ile 𝐾𝐾 bu grubun alt grupları ve 𝐺𝐺 = 𝐾𝐾 ∪ 𝐿𝐿 olsun. Varsayalım ki 

𝐿𝐿 ⊄ 𝐾𝐾 ve 𝐾𝐾 ⊄ 𝐿𝐿 olsun. O halde 𝑥𝑥 ∈ 𝐾𝐾/𝐿𝐿 ve 𝑦𝑦 ∈ 𝐿𝐿/𝐾𝐾 olacak şekilde iki eleman vardır. 

Ancak 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 ∈ 𝐺𝐺 = 𝐾𝐾 ∪ 𝐿𝐿 dir. Bu 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 ∈ 𝐾𝐾 veya 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿 anlamına gelir. Eğer 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 ∈ 𝐾𝐾 ise 

𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 olduğu için 𝑘𝑘−1 ∗ (𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙) = 𝑙𝑙 ∈ 𝐾𝐾 olur. Bu durum 𝑙𝑙 ∉ 𝐾𝐾 olmasıyla çelişir. O halde 

𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿 dir. Buradan 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿 olduğu için, (𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙) ∗ 𝑙𝑙−1 = 𝑘𝑘 ∈ 𝐿𝐿 bulunur. Bu da 𝑘𝑘 ∉ 𝐿𝐿 

olmasıyla çelişir. Bu kabul de yanlıştır. O zaman 𝐾𝐾 ⊂ 𝐿𝐿 veya 𝐿𝐿 ⊂ 𝐾𝐾 olur. Eğer 𝐾𝐾 ⊂ 𝐿𝐿 ise 

𝐺𝐺 = 𝐾𝐾 ∪ 𝐿𝐿 = 𝐿𝐿, eğer 𝐿𝐿 ⊂ 𝐾𝐾 ise 𝐺𝐺 = 𝐾𝐾 ∪ 𝐿𝐿 = 𝐾𝐾 olur. Sonuç olarak 𝐺𝐺 = 𝐾𝐾 veya 𝐺𝐺 = 𝐿𝐿 dir. 

Tanım 2.5. 𝑅𝑅 boştan farklı bir küme ve “+” ve “∗” 𝑅𝑅 üzerinde iki işlem olsun. 

I) (𝑅𝑅, +) değişmeli grup 

II) Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için (𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙) ∗ 𝑚𝑚 = 𝑘𝑘 ∗ (𝑙𝑙 ∗ 𝑚𝑚) 

III) Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑘𝑘 ∗ (𝑙𝑙 + 𝑚𝑚) = 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 + 𝑘𝑘 ∗ 𝑚𝑚 

ve 

(𝑘𝑘 + 𝑙𝑙) ∗ 𝑚𝑚 = 𝑘𝑘 ∗ 𝑚𝑚 + 𝑙𝑙 ∗ 𝑚𝑚 

koşullarını sağlayan 𝑅𝑅 kümesi bu iki işlem ile bir halka’dır ve (𝑅𝑅, +,∗) şeklinde gösterilir. 
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𝑅𝑅 halkasına 

IV) Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘 ∗ 𝑙𝑙 = 𝑙𝑙 ∗ 𝑘𝑘 ise değişmeli halka 

V) Her 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘 ∗ 1𝑅𝑅 = 1𝑅𝑅 ∗ 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘 olacak şekilde 1𝑅𝑅 ∈ 𝑅𝑅 ise birimli halka 

denir. 

Tanım 2.6. 𝑅𝑅 halkanın bir altkümesi 𝑅𝑅 kümesini halka yapan işlemlerle kendi 

başına halka oluyorsa bu küme 𝑅𝑅 halkasının bir althalkasıdır. 

Tanım 2.7. (𝑅𝑅, +,⋅) ve (𝑆𝑆,⊛,⊙) iki halka olmak üzere bir 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑆𝑆 dönüşümü 

her 𝑘𝑘. 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑓𝑓(𝑘𝑘 + 𝑙𝑙) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘) ⊛𝑓𝑓(𝑙𝑙) ve 𝑓𝑓(𝑘𝑘 ⋅ 𝑙𝑙) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘) ⊙𝑓𝑓(𝑙𝑙) ise 𝑓𝑓 dönüşümü halka 

homomorfizması adlandırılır. 

Tanım 2.8. Bir homomorfizmasına örten ise bu homomorfizmaya epimorfizma 

adı verilir. 

Tanım 2.9. 𝑅𝑅 ve 𝑆𝑆 iki halka ve 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑆𝑆 bir halka homomorfizması olmak üzere 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = {𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅|𝑓𝑓(𝑘𝑘) = 0𝑆𝑆} 

ile tanımlanan küme 𝑓𝑓 homomorfizmasının çekirdeğidir. 

Tanım 2.10. 𝑅𝑅 ve 𝑆𝑆 iki halka ve 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑆𝑆 bir halka homorfizması olmak üzere 

𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑓𝑓) = 𝑓𝑓(𝑅𝑅) = {𝑓𝑓(𝑘𝑘)|𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅} 

ile tanımlanan küme 𝑓𝑓 homomorfizmasının görüntüsüdür.  

Tanım 2.11. 𝑅𝑅 bir halka ve 0 ≠ 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere 

𝑘𝑘 ⋅ 𝑙𝑙 = 0 koşulunu sağlayan 0 ≠ 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 var ise 𝑘𝑘 elemanı sol sıfır bölen adını alır. 

𝑚𝑚 ⋅ 𝑘𝑘 = 0 koşulunu sağlayan 0 ≠ 𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 var ise 𝑘𝑘 elemanı sağ sıfır bölen adını alır. 

Bir eleman hem sol hem sağ sıfır bölen ise o elamana sıfır bölen denir. 

Tanım 2.12. Bir halka sıfır bölen bulundurmuyor ise o halka sıfır bölensiz halka 

adını alır. 

Tanım 2.13. 𝐴𝐴 kümesi 𝑅𝑅 halkasının boştan farklı bir altkümesi için 

𝐶𝐶𝑅𝑅(𝐴𝐴) = {𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅|𝑘𝑘 ⋅ 𝑙𝑙 = 𝑙𝑙 ⋅ 𝑘𝑘,∀𝑙𝑙 ∈ 𝐴𝐴} 

ile tanımlanan küme 𝐴𝐴 kümesinin merkezileştiricisidir. 

Tanım 2.14. 𝑅𝑅 bir halka olsun. 

𝑍𝑍 = 𝑍𝑍(𝑅𝑅) = {𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅|𝑘𝑘 ⋅ 𝑙𝑙 = 𝑙𝑙 ⋅ 𝑘𝑘,∀𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅} 

ile tanımanan küme 𝑅𝑅 halkasının merkezidir. 

Uyarı 2.15. Bir halkanın merkezi o halkanın althalkasıdır. 

Tanım 2.16. 𝐼𝐼, 𝑅𝑅 halkasının bir althalkası olmak üzere her 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑎𝑎 ⋅ 𝑘𝑘 ∈ 𝐼𝐼 oluyorsa 𝐼𝐼, 𝑅𝑅 halkasının sağ ideali, 𝑘𝑘 ⋅ 𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼 oluyorsa 𝐼𝐼, 𝑅𝑅 halkasının sol ideali adı 

verilir. Bir althalka eğer hem sağ hem sol ideal ise o althalkaya ideal denir. 
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Tanım 2.17. 𝑅𝑅 bir halka, 𝐼𝐼 ve 𝐽𝐽 halkanın idealleri olmak üzere 

𝐼𝐼𝐼𝐼 = {∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖=𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 |𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝐼𝐼, 𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ 𝐽𝐽} 

𝐼𝐼 ∩ 𝐽𝐽 = {𝑥𝑥|𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑥𝑥 ∈ 𝐽𝐽} 

şekildeki gibidir. 

Lemma 2.18. İki idealin kesişimi ve iki idealin çarpımı yine bir idealdir. 

İspat. 𝐾𝐾 ve 𝐿𝐿 idealleri 𝑅𝑅 halkasının iki ideali olsun. O halde 0𝑅𝑅 ∈ 𝐾𝐾 ve 0𝑅𝑅 ∈ 𝐿𝐿 dir. 

Buradan 0𝑅𝑅 ∈ 𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿 sonucuna ulaşılır. Yani iki idealin kesişimi boş kümeden farklıdır. Her 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿 için 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐾𝐾 ve 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐿𝐿 dir. O zaman 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ∈ 𝐾𝐾 ve 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ∈ 𝐿𝐿 olur. Yani 𝑎𝑎 −

𝑏𝑏 ∈ 𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿 dir. Ayrıca (𝑎𝑎 ⋅ 𝑟𝑟), (𝑟𝑟 ⋅ 𝑎𝑎) ∈ 𝐾𝐾 ve (𝑎𝑎 ⋅ 𝑟𝑟), (𝑟𝑟 ⋅ 𝑎𝑎) ∈ 𝐿𝐿 olduğundan (𝑎𝑎 ⋅ 𝑟𝑟), 

(𝑟𝑟 ⋅ 𝑎𝑎) ∈ 𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿 olur. Yani 𝐾𝐾 ∩ 𝐿𝐿 idealdir. 

𝐾𝐾 ve 𝐿𝐿, 𝑅𝑅 halkasının iki ideali olmak üzere 𝑥𝑥 ∈ 𝐾𝐾𝐾𝐾 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olsun 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = � � 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑖𝑖=𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

� 𝑟𝑟 = � 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑖𝑖=𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑟𝑟 

şeklindedir. 𝐿𝐿 ideal ve 𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ 𝐿𝐿 olduğundan 

𝑥𝑥 = � 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑖𝑖=𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

 

olur. Bu da 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 ⊂ 𝐾𝐾𝐾𝐾 anlamına gelir yani 𝐾𝐾𝐾𝐾 idealdir. 

Tanım 2.19. 𝑅𝑅 bir halka olsun. 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 0 koşulunu sağlayan sıfırdan 

büyük bir 𝑥𝑥 tamsayısı var ise 𝑥𝑥 elemanına nilpotent eleman adı verilir. Bu şekildeki 𝑘𝑘 

tamsayılarının en küçüğü 𝑥𝑥 elemanı için nilpotentlik indeksidir. 

Tanım 2.20. 𝐼𝐼 kümesi 𝑅𝑅 halkasının bir ideali olmak üzere 𝐼𝐼𝑘𝑘−1 ≠ (0) iken 𝐼𝐼𝑘𝑘 =

(0) koşulunu sağlayan bir 𝑘𝑘 tamsayısı varsa bu ideal nilpotent ideal adını alır. 

Tanım 2.21. Bir idealin her elemanı nilpotent eleman ise o ideale nil ideal adı 

verilir. 

Tanım 2.22. 𝐼𝐼, 𝐽𝐽 ve 𝑃𝑃, 𝑅𝑅 halkasının üç ideali ve 𝑃𝑃 ≠ 𝑅𝑅 olsun. Eğer 

𝐼𝐼𝐼𝐼 ⊂ 𝑃𝑃 iken 𝐼𝐼 ⊂ 𝑃𝑃 veya 𝐽𝐽 ⊂ 𝑃𝑃 

oluyorsa 𝑃𝑃 idealine asal ideal denir. 

Tanım 2.23. Bir halkada (0) ideali asal ideal ise o halka asal halka adını alır. 

Not. 2.24. 𝑅𝑅 bir asal halka olsun. Bu durumda 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = (0) iken 𝑘𝑘 =

0 veya 𝑙𝑙 = 0 dır. 

Lemma 2.25. 𝑅𝑅 bir asal halka ve 𝐼𝐼 onun sıfırdan farklı bir ideali olmak üzere eğer 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = (0) ise 𝑎𝑎 = 0 veya 𝑏𝑏 = 0 olur. 
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İspat. 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = (0) olsun. 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere 𝐼𝐼 bir ideal olduğundan 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve 

𝑟𝑟𝑟𝑟 ∈ 𝐼𝐼 dır. O zaman her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 olur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için (0) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

dır. Burada 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa 𝑎𝑎 = 0 veya her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 olur. 

Varsayalım ki 𝑎𝑎 ≠ 0 olsun. O zaman her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 dır. Burada 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 

yazılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 bulunur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için (0) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 elde edilir. 

𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 = 0 veya 𝑏𝑏 = 0 olur. Yani 𝐼𝐼 = (0) 

veya 𝑏𝑏 = 0 dır. 𝐼𝐼 ≠ (0) olduğundan istenilen elde edilmiş olur. 

Tanım 2.26. Sıfır idealinden başka nilpotent ideal bulundurmayan halkaya 

yarıasal halka adı verilir. 

Not 2.27. Yarıasal bir 𝑅𝑅 halkasında 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = (0) iken 𝑥𝑥 = 0 dır. 

Sonuç 2.28. Asal halkalar aynı zamanda yarıasal halkalardır. 

Tanım 2.29. 𝑅𝑅 herhangi bir halka olsun. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 koşulunu sağlayan 

sıfırdan büyük en az bir 𝑘𝑘 tamsayı varsa bu tamsayılardan en küçüğü 𝑅𝑅 halkasının 

karakteristiği diye anılır ve 𝑐𝑐ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑘𝑘 biçiminde gösterilir.  

Tanım 2.30. 𝑅𝑅 bir halka ve 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere eğer 0 < 𝑛𝑛 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) için 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 

iken 𝑥𝑥 = 0 oluyorsa bu halkaya 𝒏𝒏-burulmasız(torsion free) halka adı verilir. 

Uyarı 2.31. 𝑅𝑅 halkası 𝑛𝑛-burulmasız ise 𝑐𝑐ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 𝑛𝑛 dir. 

Lemma 2.32. Karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka 2-burulmasız bir 

halkadır. 

İspat. Varsayalım ki 𝑅𝑅 asal halka, 𝑐𝑐ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 2 ve bir 𝑥𝑥0 ∈ 𝑅𝑅 için 2𝑥𝑥0 = 0 olsun. Bu 

durumda her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = 2𝑥𝑥0𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑥𝑥0𝑟𝑟(2𝑠𝑠) olur. Bu da her 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥0𝑅𝑅(2𝑠𝑠) = (0) 

demektir. 𝑅𝑅 halkasının asallığı kullanılırsa her 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 𝑥𝑥0 = 0 veya 2𝑠𝑠 = 0 elde edilir. 𝑅𝑅 

halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olduğu düşünülürse 𝑥𝑥0 = 0 bulunur. Yani 𝑅𝑅 halkası 

2-burulmasız halkadır. 

Tanım 2.33. Bir 𝑅𝑅 halkası üzerinde 

[𝑘𝑘, 𝑙𝑙] = 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑙𝑙𝑙𝑙 

biçimindeki işleme Lie komütatör adı verilir. Bir Lie komütatör dönüşümü her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 

için 

• [𝑘𝑘 + 𝑙𝑙,𝑚𝑚] = [𝑘𝑘,𝑚𝑚] + [𝑙𝑙,𝑚𝑚] 

• [𝑘𝑘, 𝑙𝑙 + 𝑚𝑚] = [𝑘𝑘, 𝑙𝑙] + [𝑘𝑘,𝑚𝑚] 

• [𝑘𝑘, 𝑘𝑘] = 0 

koşullarını sağlar. 
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Lemma 2.34. 𝐼𝐼, 𝑅𝑅 asal halkasının bir ideali ve 𝐴𝐴, 𝑅𝑅 halkasının bir altgrubu olmak üzere 

[𝐴𝐴, 𝐼𝐼] = � [𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖]
𝑖𝑖=𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

 

şeklindedir. 

Lemma 2.35. 𝐼𝐼, 𝑅𝑅 asal halkasının bir ideali ve 𝐴𝐴, 𝑅𝑅 halkasının bir altgrubu olmak 

üzere [𝐴𝐴, 𝐼𝐼] = (0) ise 𝐼𝐼 = (0) veya 𝐴𝐴 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

İspat. 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olsun. 𝐼𝐼 ideal olduğundan 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 olur. Hipotez 

kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥] = 𝑥𝑥[𝑎𝑎, 𝑟𝑟] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟 = 𝑥𝑥[𝑎𝑎, 𝑟𝑟] 

elde edilir. 𝐼𝐼 ideal olduğundan bu ifadede 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 

ve 𝑠𝑠, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = 𝑥𝑥𝑥𝑥[𝑎𝑎, 𝑟𝑟] elde edilir. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼, 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = 𝑥𝑥𝑥𝑥[𝑎𝑎, 𝑟𝑟] 

bulunur. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa istenilen sonuca ulaşılır. 

Tanım 2.36. 𝑈𝑈, 𝑅𝑅 halkasının boş olmayan bir altkümesi olsun. Eğer 

• (𝑈𝑈, +) değişmeli bir grup ve 

• [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑈𝑈 

oluyorsa 𝑈𝑈 kümesine 𝑅𝑅 halkasının bir Lie althalkası denir. 

Tanım 2.37. 𝑈𝑈, 𝑅𝑅 halkasının boştan farklı bir altkümesi olmak üzere 

• (𝑈𝑈, +) değişmeli grup 

• [𝑈𝑈,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 

oluyorsa bu kümeye 𝑅𝑅 kümesinin Lie ideali denir. 

Sonuç. 2.38. Her ideal ve her halka aynı zamanda halkanın bir Lie idealidir. Lie 

idealler İdeal olmayabilirler.  

Lemma 2.39. Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için �𝑘𝑘, [𝑙𝑙,𝑚𝑚]� + �𝑙𝑙, [𝑚𝑚, 𝑘𝑘]� + �𝑚𝑚, [𝑘𝑘, 𝑙𝑙]� = 0 dır. Bu 

eşitliğe Jacobi özdeşliği denir. 

Lemma 2.40. 𝑈𝑈 Lie ideal ise [𝑈𝑈,𝑈𝑈] kümesi de Lie idealdir. 

İspat. 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olsun. Jacobi özdeşliğinden her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = �[𝑘𝑘, 𝑙𝑙], 𝑟𝑟� + �[𝑙𝑙, 𝑟𝑟],𝑘𝑘� + �[𝑟𝑟,𝑘𝑘], 𝑙𝑙� 

bulunur. [𝑙𝑙, 𝑟𝑟], [𝑟𝑟,𝑘𝑘], 0 ∈ 𝑈𝑈 olduğundan �[𝑙𝑙, 𝑟𝑟],𝑘𝑘� ∈ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ve �[𝑟𝑟,𝑘𝑘], 𝑙𝑙� ∈ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] elde edilir. 

Buradan her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için �[𝑘𝑘, 𝑙𝑙], 𝑟𝑟� ∈ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] olur. Yani 

�[𝑈𝑈,𝑈𝑈],𝑅𝑅� ⊂ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] 

dir. Sonuç olarak [𝑈𝑈,𝑈𝑈] kümesi de bir Lie idealdir.  
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Tanım 2.41. 𝑅𝑅 halkası üzerinde 

( , ):𝑅𝑅 × 𝑅𝑅 → 𝑅𝑅, (𝑘𝑘, 𝑙𝑙) = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑙𝑙𝑙𝑙 

şeklindeki dönüşüm Jordan komütatör adını alır. Jordan komütatör dönüşümü her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈

𝑅𝑅 için 

• (𝑘𝑘 + 𝑙𝑙,𝑚𝑚) = (𝑘𝑘,𝑚𝑚) + (𝑙𝑙,𝑚𝑚) 

• (𝑘𝑘, 𝑙𝑙 +𝑚𝑚) = (𝑘𝑘, 𝑙𝑙) + (𝑘𝑘,𝑚𝑚) 

• (𝑘𝑘, 𝑙𝑙) = (𝑙𝑙,𝑘𝑘) 

koşullarını sağlar. 

Tanım 2.42. 𝑀𝑀 kümesi 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir toplamsal değişmeli grup olsun. 

∗∶ 𝑅𝑅 × 𝑀𝑀 → 𝑀𝑀 

∗ (𝑟𝑟,𝑚𝑚) = 𝑟𝑟 ∗ 𝑚𝑚 

şeklinde tanımlanmış dış işlem her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑀𝑀 için 

• 𝑟𝑟 ∗ (𝑘𝑘 + 𝑙𝑙) = 𝑟𝑟 ∗ 𝑘𝑘 + 𝑟𝑟 ∗ 𝑙𝑙 

• (𝑟𝑟 + 𝑠𝑠) ∗ 𝑘𝑘 = 𝑟𝑟 ∗ 𝑘𝑘 + 𝑠𝑠 ∗ 𝑘𝑘 

• (𝑟𝑟 ⋅ 𝑠𝑠) ∗ 𝑘𝑘 = 𝑟𝑟 ∗ (𝑠𝑠 ∗ 𝑘𝑘) 

koşulları sağlanıyor ise 𝑀𝑀 grubuna sol 𝑹𝑹-modül adı verilir. 

Tanım 2.43. 𝑀𝑀 kümesi 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir toplamsal değişmeli grup olsun. 

∗∶ 𝑀𝑀 × 𝑅𝑅 → 𝑀𝑀 

∗ (𝑚𝑚, 𝑟𝑟) = 𝑚𝑚 ∗ 𝑟𝑟 

şeklinde tanımlanmış dış işlem her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑀𝑀 için 

• (𝑘𝑘 + 𝑙𝑙) ∗ 𝑟𝑟 = 𝑘𝑘 ∗ 𝑟𝑟 + 𝑙𝑙 ∗ 𝑟𝑟 

• 𝑘𝑘 ∗ (𝑟𝑟 + 𝑠𝑠) = 𝑘𝑘 ∗ 𝑟𝑟 + 𝑘𝑘 ∗ 𝑠𝑠 

• 𝑘𝑘 ∗ (𝑟𝑟 ⋅ 𝑠𝑠) = (𝑘𝑘 ∗ 𝑠𝑠) ∗ 𝑟𝑟 

koşulları sağlanıyor ise 𝑀𝑀 grubuna sağ 𝑹𝑹-modül adı verilir. 

Tanım 2.44. 𝑅𝑅 bir halka, 𝐾𝐾 ve 𝑀𝑀 birer sağ 𝑅𝑅-modül olmak üzere 𝑓𝑓:𝑀𝑀 → 𝐾𝐾 

toplamsal dönüşümü eğer her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 için 𝑓𝑓(𝑚𝑚 ∗ 𝑟𝑟) = 𝑓𝑓(𝑚𝑚) ⋅ 𝑟𝑟 oluyorsa 𝑓𝑓 

dönüşümü sağ 𝑹𝑹-modül homomorfizması diye adlandırılır. 

Tanım 2.45. 𝐾𝐾 ve 𝑀𝑀, iki sol-𝑅𝑅 modülü olmak üzere 𝑓𝑓:𝑀𝑀 → 𝐾𝐾 toplamsal 

dönüşümü eğer her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 için 𝑓𝑓(𝑟𝑟 ∗ 𝑚𝑚) = 𝑟𝑟 ⋅ 𝑓𝑓(𝑚𝑚) oluyorsa 𝑓𝑓 dönüşümü sol 

𝑹𝑹-modül homomorfizması diye adlandırılır. 
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Tanım 2.46. 𝑈𝑈, 𝑅𝑅 asal halkasında sıfırdan farklı bir ideal ve 𝑔𝑔:𝑈𝑈 → 𝑅𝑅 bir sağ 𝑅𝑅-

modül homomorfizması olsun. 

ℳ = {(𝑈𝑈;𝑔𝑔):𝑔𝑔:𝑈𝑈 → 𝑅𝑅 𝑠𝑠𝑠𝑠ğ 𝑅𝑅 −𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ü𝑙𝑙 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜} 

kümesi ve ℳ kümesi üzerinde 

“(𝑈𝑈;𝑔𝑔) ∼ (𝑉𝑉;ℎ) ⟺ sıfırdan farklı ℳ ⊆ 𝑈𝑈 ∩ 𝑉𝑉 koşulunu sağlayan ℳ ideali üzerinde 𝑔𝑔 =

ℎ dir” şeklindeki bağıntıbir denklik bağıntısıdır. Bu bağıntı ile ℳ kümesi denklik sınıflarına 

ayrılır. �𝑔𝑔,𝑈𝑈� �, (𝑔𝑔,𝑈𝑈) elemanının denklik sınıfıdır ve 𝑔𝑔� şeklinde gösterilir. Bu denklik 

sınıflarının kümesi 

𝑄𝑄 = �𝑔𝑔� = �𝑔𝑔,𝑈𝑈� ���𝑔𝑔,𝑈𝑈� � ∈ ℳ� 

şeklindedir. Bu küme ise 

+:𝑄𝑄 × 𝑄𝑄 → 𝑄𝑄,𝑔𝑔� + ℎ� = �𝑈𝑈 ∩ 𝑉𝑉,𝑔𝑔 + ℎ� � 

ve 

∗:𝑄𝑄 × 𝑄𝑄 → 𝑄𝑄,𝑔𝑔� ∗ ℎ� = �𝑈𝑈𝑈𝑈,𝑔𝑔ℎ� � 

işlemleri ile bir halkadır. Bu halka ise Martindale Kesirler Halkası adını alır. Martindale 

kesirler halkası birimlidir. 

Tanım 2.47. Martindale kesirler halkasının merkezine genelleştirilmiş merkez 

şeklinde isimlendirilir. Ve bu merkez 𝑪𝑪 şeklinde gösterilir. 

Uyarı 2.48. 𝑪𝑪 bir cisimdir. 

Tanım 2.49. 𝑆𝑆 = 𝑅𝑅 ⋅ 𝐶𝐶 kümesine 𝑅𝑅 halkasının merkezi kapanışı denir. Üstelik 𝑆𝑆, 

𝑅𝑅 halkasını içeren bir asal halkadır. 

Tanım 2.50. 𝑡𝑡, 𝑅𝑅 halkası üzerinde toplamsal bir dönüşüm olsun. Bu dönüşüm her 

𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑡𝑡(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙) 

oluyorsa 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir sağ merkezleyicidir. 

Lemma 2.51. 𝑅𝑅 bir asal halka olsun. 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve 𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑘𝑘 = 0 

veya 𝑙𝑙 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

İspat. 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve 𝑘𝑘𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. Her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑘𝑘, 𝑟𝑟] = 0 ve 

[𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑟𝑟] = 0 olur. Her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑟𝑟] = 𝑘𝑘[𝑙𝑙, 𝑟𝑟] + [𝑘𝑘, 𝑟𝑟]𝑙𝑙 = 𝑘𝑘[𝑙𝑙, 𝑟𝑟] 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑟𝑟 yerine 𝑠𝑠𝑠𝑠 yazılır ve aynı eşitlik kullanılarak 

düzenlendiğinde 

0 = 𝑘𝑘[𝑙𝑙, 𝑠𝑠𝑠𝑠] = 𝑘𝑘𝑠𝑠[𝑙𝑙, 𝑟𝑟] + 𝑘𝑘[𝑙𝑙, 𝑠𝑠]𝑟𝑟 = 𝑘𝑘𝑘𝑘[𝑙𝑙, 𝑟𝑟] 
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olur. Yani her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = 𝑘𝑘𝑘𝑘[𝑙𝑙, 𝑟𝑟] elde edilir. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa 𝑘𝑘 =

0 veya 𝑙𝑙 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir.  

Tanım 2.52. 𝑅𝑅 halkası üzerinde 

∗:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 

∗ (𝑘𝑘 + 𝑙𝑙) =∗ (𝑘𝑘) +∗ (𝑙𝑙) 

∗ (𝑘𝑘𝑘𝑘) =∗ (𝑙𝑙) ∗ (𝑘𝑘) 

∗ �∗ (𝑘𝑘)� = 𝑘𝑘 

koşullarını sağlayan ∗ dönüşüme involüsyon (∗) dönüşümü denir ve bu dönüşüm özel 

olarak her 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅 için ∗ (𝑘𝑘) = 𝑘𝑘∗ şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.53. Bir 𝑅𝑅 halkasın üzerinde bir involüsyon tanımlı ise o halkaya 

involüsyonlu halka veya ∗-halka denir. 

Tanım 2.54. Asal bir 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir involüsyon tanımlı ise o 𝑅𝑅 halkasına 

asal ∗-halka denir. 

Tanım 2.55. 𝑅𝑅 bir involüsyonlu halka ve her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑙𝑙∗ veya 

(0) = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘∗𝑅𝑅𝑅𝑅 iken 𝑘𝑘 = 0 veya 𝑙𝑙 = 0 oluyorsa 𝑅𝑅 halkası ∗-asal halka adını alır.  

Tanım 2.56. 𝑡𝑡, 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑡𝑡(𝑘𝑘 + 𝑙𝑙) = 𝑡𝑡(𝑘𝑘) + 𝑡𝑡(𝑙𝑙) 

ve 

𝑡𝑡(𝑘𝑘 ⋅ 𝑙𝑙) = 𝑘𝑘∗ ⋅ 𝑡𝑡(𝑙𝑙) 

oluyorsa, bu dönüşüme 𝑅𝑅 üzerinde sağ ∗-merkezleyici denir. 

Tanım 2.57. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 üzerinde toplamsal bir dönüşüm olsun. Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙) 

oluyorsa, 𝑑𝑑 dönüşümüne 𝑅𝑅 üzerinde türev dönüşümü denir. 

Tanım 2.58. 𝑅𝑅 bir halka, 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere 

𝐼𝐼𝑘𝑘:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 

𝐼𝐼𝑘𝑘(𝑟𝑟) = [𝑘𝑘, 𝑟𝑟] = 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑟𝑟𝑟𝑟 

şeklindeki dönüşüm 𝑘𝑘 ile belirli iç türev dönüşümüdür. Bu iç türev 𝐼𝐼𝑘𝑘 ile gösterilir. 

Tanım 2.59. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 üzerinde bir türev ve 𝑓𝑓, 𝑅𝑅 halkası üzerinde toplamsal bir 

dönüşüm olsun. Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙) 

koşulunu sağlayan 𝑓𝑓 dönüşümüne 𝑅𝑅 üzerinde 𝒅𝒅 türevi ile belirlenen genelleştirilmiş türev 

denir. 
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Tanım 2.60. 𝑑𝑑, involüsyonlu 𝑅𝑅 halkası üzerinde toplamsal bir dönüşüm olmak 

üzere her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑙𝑙∗ + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙) 

oluyorsa, 𝑑𝑑 dönüşümü 𝑅𝑅 üzerinde bir ∗-türevdir. 

Tanım 2.61. 𝑑𝑑, involüsyonlu 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir ∗-türev ve 𝑓𝑓, 𝑅𝑅 üzerinde 

dönüşüm olsun. Eğer her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑓𝑓(𝑘𝑘 + 𝑙𝑙) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘) + 𝑓𝑓(𝑙𝑙) 

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑙𝑙∗ + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙) 

koşulunu sağlayan 𝑓𝑓 dönüşümüne 𝒅𝒅 ∗-türevi ile belirlenen genelleştirilmiş ∗-türev adı 

verilir. 

Tanım 2.62. 𝑑𝑑 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝛼𝛼 involüsyonlu 𝑅𝑅 halkası üzerinde toplamsal dönüşümler olsun. 

Eğere her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑙𝑙∗ + 𝛼𝛼(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑙𝑙) 

oluyorsa 𝑑𝑑, dönüşümü 𝑅𝑅 üzerinde bir ∗-𝜶𝜶-türev adını alır. 

Tanım 2.63. 𝑅𝑅
 
bir ∗-halka, 𝑑𝑑 bir ∗-𝛼𝛼-türev ve 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 ve 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 toplamsal 

dönüşümler olsun. Eğer her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑙𝑙∗ + 𝛼𝛼(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑙𝑙) 

oluyorsa 𝑓𝑓 dönüşümüne 𝒅𝒅 ∗-𝜶𝜶-türevi ile belirlenen genelleştirilmiş ∗-𝜶𝜶-türev denir. 

Tanım 2.64. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir toplamsal dönüşüm olsun. Eğere her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈

𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙) + 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑘𝑘) 

oluyorsa bu dönüşüm 𝑅𝑅 üzerinde bir sol türev adını alır. 

Tanım 2.65. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir sol türev ve 𝑓𝑓, 𝑅𝑅 üzerinde herhangi dönüşüm 

olsun. Eğere her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘) + 𝑓𝑓(𝑙𝑙) 

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑓𝑓(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑑𝑑(𝑙𝑙)𝑘𝑘 

koşulunu sağlayan 𝑓𝑓 dönüşümüne 𝑅𝑅 üzerinde 𝒅𝒅 sol türevi ile belirlenen genelleştirilmiş sol 

türev denir. 

Tanım 2.66. 𝑑𝑑, involüsyonlu 𝑅𝑅 halkası üzerinde herhangi toplamsal dönüşüm 

olsun. Eğer her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑙𝑙∗𝑑𝑑(𝑘𝑘) + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙) 

oluyorsa bu dönüşüme 𝑅𝑅 halkası üzerinde sol ∗-türev denir. 
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Tanım 2.67. 𝑑𝑑, involüsyonlu 𝑅𝑅 halkası üzerinde bir sol ∗-türev ve 𝑓𝑓 aynı halka 

üzerinde herhangi bir toplamsal dönüşüm olsun. Eğer her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için  

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘∗𝑓𝑓(𝑙𝑙) + 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑘𝑘) 

koşulunu sağlayan 𝑓𝑓 dönüşümüne 𝑅𝑅 üzerinde 𝒅𝒅 sol ∗-türevi ile belirlenen genelleştirilmiş 

sol ∗-türev denir. 

Tanım 2.68. İnvolüsyonlu 𝑅𝑅 halkası üzerinde 𝑑𝑑 ve 𝛼𝛼 toplamsal dönüşümleri her 

𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘∗𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝛼𝛼(𝑙𝑙)𝑑𝑑(𝑘𝑘) 

özelliğini sağlıyorsa 𝑑𝑑 dönüşümü 𝑅𝑅 üzerinde sol ∗-𝜶𝜶-türev adını alır. 

Tanım 2.69. 𝑅𝑅
 
bir ∗-halka, 𝑑𝑑 bir sol ∗-𝛼𝛼-türev ve 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 ve 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 toplamsal 

dönüşümlerinde her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘∗𝑓𝑓(𝑙𝑙) + 𝛼𝛼(𝑙𝑙)𝑑𝑑(𝑘𝑘) 

özellikleri sağlanıyorsa 𝑓𝑓 dönüşümüne 𝒅𝒅 sol ∗-𝜶𝜶-türevi ile belirlenen genelleştirilmiş sol ∗-

𝜶𝜶-türev denir. 

Lemma 2.70. 𝑅𝑅 bir asal halka ve (0) ≠ 𝐼𝐼 𝑅𝑅 halkasının bir ideali olsun. 𝑅𝑅 halkası 

üzerinde 𝑑𝑑 türevi eğer 𝑑𝑑(𝐼𝐼) = (0) koşulunu sağlıyor ise 𝑑𝑑 = 0 dır. 

İspat. Hipotezden her 𝑘𝑘 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑘𝑘) = 0 dır. Bu eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘 yerine 𝑘𝑘𝑘𝑘 

yazılıp düzenlenirse her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑘𝑘 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑟𝑟 = 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟) 

elde edilir. Burada 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘 yerine 𝑘𝑘𝑘𝑘 yazıldığında her 𝑘𝑘 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑟𝑟) 

bulunur. Bu da her her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑟𝑟) demektir. Halkanın asallığı kullanıldığında 

𝐼𝐼 = (0) veya 𝑑𝑑 = 0 demektir. 𝐼𝐼 ≠ (0) olduğundan istenilen elde edilir.  

Tanım 2.71. 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ = {𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅: 𝑘𝑘∗ = ±𝑘𝑘} şeklinde tanımlanan kümeye simetrik ve 

anti-simetrik elemanlar kümesi denir. 

Not 2.72. Her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için  

[𝑘𝑘, 𝑙𝑙]∗ = (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑙𝑙𝑙𝑙)∗ 

= (𝑘𝑘𝑘𝑘)∗ − (𝑙𝑙𝑙𝑙)∗ 

= 𝑙𝑙∗𝑘𝑘∗ − 𝑘𝑘∗𝑙𝑙∗ 

= [𝑙𝑙∗,𝑘𝑘∗] 

= −[𝑘𝑘∗, 𝑙𝑙∗] 

elde edilir. O halde her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑙𝑙∗,𝑘𝑘∗] = [𝑘𝑘, 𝑙𝑙]∗ dır. 
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Lemma 2.73. (Herstein, 1969, s.4) 𝑅𝑅 2-burulmasız yarıasal bir halka ve (0) ≠ 𝑈𝑈, 𝑅𝑅 

halkasının bir Lie ideali ve althalkası ise 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑈𝑈, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir 

idealini içerir. 

Lemma 2.74. (Herstein, 1970, s. 561) 𝑅𝑅 2-burulmasız yarıasal bir halka ve 𝑈𝑈, 𝑅𝑅 

halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir.  

Lemma 2.75. (Herstein, 1976, s. 9) 𝑅𝑅 2-burulmasız bir yarıasal halka ve 𝑘𝑘 ∈ 𝑅𝑅 

olmak üzere her 𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için �𝑘𝑘, [𝑘𝑘,𝑚𝑚]� = 0 ise 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir.  

Sonuç 2.76. (Herstein, 1976, s. 23) 𝑅𝑅 bir asal halka, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere her 𝑟𝑟 ∈

𝑅𝑅 için 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 olsun. O halde 𝑘𝑘 = 0 veya 𝑙𝑙 = 𝜆𝜆 ⋅ 𝑘𝑘 koşulunu sağlayan en az bir 𝜆𝜆 ∈ 𝐶𝐶 

vardır. 
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BÖLÜM 3 

ASAL HALKALARDA DEĞİŞMELİLİK 

 

3.1. Asal Halkalarda Türevler ve Değişmelilik  

Üçüncü bölümün ilk kısmında E.C. Posner’ın 1957’de yapmış olduğu “Derivations in 

Prime Rings” isimli makalesi detaylı incelenmiştir. 

 

Lemma 3.1.1. 𝑅𝑅 asal bir halka ve 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) = 0 (veya 

𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑥𝑥 = 0) ise 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑥𝑥 = 0 dır.  

İspat. 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere hipotezde 𝑟𝑟 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟𝑟𝑟) 

= 𝑥𝑥�𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑠𝑠 + 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑠𝑠)� 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟)𝑠𝑠 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑠𝑠) 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑠𝑠) 

bulunur. Bu da her 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑠𝑠) = (0) 

demektir. Bulunan eşitlikte halkanın asal olmasından yararlanılarak 𝑥𝑥 = 0 veya her 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 

için 𝑑𝑑(𝑠𝑠) = 0 olur. Bu da 

𝑑𝑑 = 0 veya 𝑥𝑥 = 0 

anlamına gelir. Diğer taraftan, 

𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 olmak üzere hipotezde 𝑟𝑟 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑥𝑥 

= �𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑠𝑠 + 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑠𝑠)�𝑥𝑥 

= 𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑠𝑠)x 

= 𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑠𝑠𝑠𝑠 

bulunur. Bu da her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑅𝑅𝑅𝑅 = (0) 

demektir. Bulunan eşitlikte halkanın asal olmasından yararlanılarak 𝑥𝑥 = 0 veya her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 

için 𝑑𝑑(𝑟𝑟) = 0 olur. Bu da 

𝑑𝑑 = 0 veya 𝑥𝑥 = 0 

anlamına gelir. 
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Lemma 3.1.2. 𝑅𝑅 asal bir halka ve 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olsun. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 

oluyorsa 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟 elemanlarından en az biri sıfırdır. 

İspat.  Hipotezde 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 yazıldığında her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑝𝑝(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑞𝑞(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑟𝑟 

= 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 

= 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 

elde edilir. 

Varsayalım ki 𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 olsun. Bu da her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 demektir. Bu ise 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = (0) 

anlamına gelir. 𝑅𝑅 halkası asal olduğu için 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑝𝑝 = 0 veya 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 olur. Buradan da 

𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 iken 𝑝𝑝 = 0 veya 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

sonucuna ulaşılır. 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 olduğundan 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 olur. Yukarıdaki ifade 

kullanılarak her 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑝𝑝 = 0 veya 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 sonucuna ulaşılır. Yani 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑝𝑝 = 0 veya 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = (0) 

dir. Halkanın asal olması göz önüne alınırsa 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑝𝑝 = 0 veya 𝑟𝑟 = 0 veya 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

elde edilir. Bu da 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 iken 𝑝𝑝 = 0 veya 𝑟𝑟 = 0 veya 𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

demektir. Son ifadede 𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 yazıldığında, her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 iken 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 veya 𝑝𝑝 = 0 veya 𝑟𝑟 = 0 

sonucuna ulaşılır. Hipotezde 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 = 0 olduğundan her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑝𝑝 = 0 veya 𝑟𝑟 = 0 veya 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 olur. Eğer 𝑝𝑝 = 0 veya 𝑟𝑟 = 0 olursa ispat biter. 

Varsayalım ki 𝑝𝑝 ≠ 0 ve 𝑟𝑟 ≠ 0 olsun. O zaman her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

dır. Bu eşitlikte 𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 yazılır ve düzenlendiğinde her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑞𝑞(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑞𝑞(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 

= 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 

= 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 

elde edilir. 

Varsayalım ki 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 olsun. Bu durumda her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 olur. 

Yani 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = (0) dır. 𝑅𝑅 halkasının asallığından yararlanılırsa 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑟𝑟 = 0 veya 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

elde edilir. 𝑟𝑟 ≠ 0 olduğundan 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 dır. Yani 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için eğer 
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𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 ise 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

olur. Son ifadede 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 yerine 𝑡𝑡𝑡𝑡 düşünülürse her 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için  

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0 ise 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

bulunur. 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 olduğundan her 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0 dır. Bu durum, yukarıdaki 

ifade ile birleştirilirse her 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 elde edilir. O halde 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = (0) 

dır. Halkanın asal olmasından 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑞𝑞 = 0 veya 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 elde edilir. 𝑞𝑞 ≠ 0 olduğundan 

𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 ise 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 

olur. Son ifadede 𝑎𝑎 yerine 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 düşünüldüğünde her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 ise 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

elde edilir. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 olduğundan 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 dır. O halde her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 

sonucuna ulaşılır. Yukarıda 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 yazıldığında her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑞𝑞(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑞𝑞(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑞𝑞 

= 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 

= 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 

bulunur. Bu eşitlikte 𝑏𝑏 yerine 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 yazılırsa 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 + 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 olur. Her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 olduğundan her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 dır. Bu da her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = (0) 

demektir. Halkanın asal olması yardımıyla her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = 0 olur. Sonuç olarak 

𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 = (0) dır. Yine halkanın asal olmasından 𝑞𝑞 = 0 elde edilir. 

 

Teorem 3.1.3. 𝑑𝑑 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑔𝑔 karakteristiği ikiden farklı olan 𝑅𝑅 asal halkası üzerinde tanımlı 

iki türev olsun. 𝑑𝑑𝑑𝑑 yine bir türev ise 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑔𝑔 = 0 olur. 

İspat. 𝑑𝑑 ve 𝑔𝑔 fonksiyonlarının ikisinin de türev olmasından dolayı her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 𝑑𝑑�𝑔𝑔(𝑘𝑘𝑘𝑘)� 

= 𝑑𝑑�𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙)� 

= 𝑑𝑑(𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑙𝑙) + 𝑑𝑑�𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑙𝑙)� 

= 𝑑𝑑�𝑔𝑔(𝑘𝑘)�𝑙𝑙 + 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑙𝑙) + 𝑘𝑘𝑘𝑘�𝑔𝑔(𝑙𝑙)� 

= (𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑙𝑙) + 𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑙𝑙) 

bulunur. Yani her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘𝑘𝑘) = (𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑙𝑙) + 𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑙𝑙) 
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olur. Öte yandan 𝑑𝑑𝑑𝑑 dönüşümünün türev dönüşümü olmasından her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘𝑘𝑘) = (𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑙𝑙) 

eşitliği elde edilir. Üstteki son iki eşitliğin sol tarafları eşit olduğundan sağ tarafları birbirine 

eşitlenerek gerekli kısaltmalar yapılırsa her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘)𝑙𝑙 − (𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑘𝑘)𝑙𝑙 + 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑙𝑙) + 𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑙𝑙) − 𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)(𝑙𝑙) = 0 

olur. O halde her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑙𝑙) = 0       (3.1) 

 

dır. Son eşitlikte 𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑘𝑘 yerine 𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑚𝑚) yazılır ve bu eşitlik tekrar kullanılarak 

düzenlenirse her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑔𝑔�𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑚𝑚)�𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑�𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑚𝑚)�𝑔𝑔(𝑙𝑙) 

= 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑘𝑘𝑘𝑘�𝑑𝑑(𝑚𝑚)�𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑔𝑔(𝑙𝑙) + 𝑘𝑘𝑘𝑘�𝑑𝑑(𝑚𝑚)�𝑔𝑔(𝑙𝑙) 

= 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑔𝑔(𝑙𝑙) + 𝑘𝑘 �𝑔𝑔�𝑑𝑑(𝑚𝑚)�𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑚𝑚)�𝑔𝑔(𝑙𝑙)� 

bulunur. Burada (3.1) eşitliği kullanılırsa 𝑘𝑘 �𝑔𝑔�𝑑𝑑(𝑚𝑚)�𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑚𝑚)�𝑔𝑔(𝑙𝑙)� = 0 

olduğundan her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑(𝑙𝑙) + 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑔𝑔(𝑙𝑙) = 0     (3.2) 

 

elde edilir. (3.1) numaralı eşitlikte 𝑘𝑘 yerine 𝑚𝑚 yazılır ve yeniden düzenlendiğinde her 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈

𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑔𝑔(𝑙𝑙) = −𝑔𝑔(𝑚𝑚)𝑑𝑑(𝑙𝑙) olur. Bulunan bu eşitlik (3.2) numaralı eşitlikte yerine 

yazıldığında her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚,∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑(𝑙𝑙) − 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑚𝑚)𝑑𝑑(𝑙𝑙) 

= �𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚) − 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑚𝑚)�𝑑𝑑(𝑙𝑙) 

bulunur. Bu eşitlikte Lemma 3.1.1. kullanıldığında her 𝑘𝑘, 𝑙𝑙,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için  

𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚) − 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑚𝑚) = 0 veya 𝑑𝑑(𝑙𝑙) = 0 

olur. Bu durumda her 𝑘𝑘,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚) − 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑚𝑚) = 0 veya 𝑑𝑑 = 0 sonucuna 

ulaşılır. 

Varsayalım ki 𝑑𝑑 ≠ 0 olsun, o zaman her 𝑘𝑘,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için  

 

𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚) − 𝑑𝑑(𝑘𝑘)𝑔𝑔(𝑚𝑚) = 0       (3.3) 
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dır. (3.1)’de 𝑙𝑙 yerine 𝑚𝑚 yazılıp elde edilen eşitlik (3.3) numaralı eşitlik ile taraf tarafa 

toplandığında her 𝑘𝑘,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için 

2𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚) = 0 

bulunur. Halkanın karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her 𝑘𝑘,𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑑𝑑(𝑚𝑚) = 0 

elde edilir. Lemma 3.1.1. kullanıldığında ise 

𝑔𝑔 = 0 veya 𝑑𝑑 = 0 

olur. 𝑑𝑑 ≠ 0 olduğundan istenilen sonuca ulaşılmış olur. 

 

Lemma 3.1.4. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 asal halkası üzerinde bir türev olmak üzere her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 0 ise 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑅𝑅 halkası değişmelidir.  

İspat. Hipotezde 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 yazılıp düzenlenir ve elde edilen ifadede 

hipotez kullanılırsa her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑑𝑑(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 

= 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑏𝑏) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 − 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑏𝑏 

= (𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎) + (𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑏𝑏) − 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑏𝑏) + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 − 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑎𝑎 

= 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 − 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑎𝑎 

olur. Buradan da her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 = 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎) 

sonucuna ulaşılır. Eşitliğin her iki tarafına 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎) eklenip türev özellikleri kullanıldığında 

her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 + 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎) 

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) = 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎) 

elde edilir. Bulunan ifadede gerekli düzenlemeler yapılırsa her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) = 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎)      (3.4) 

 

bulunur. (3.4) eşitliğinde 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑏𝑏 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎 yazılırsa her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) 

elde edilir. Bulunan bu ifade türev özellikleri ile düzenlendiğinde her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

sonucuna ulaşılır. Yani her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 
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𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)     (3.5) 

 

dır. (3.4) eşitliğinde 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑏𝑏 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılırsa her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) 

bulunur. Son eşitlik türev özellikleri kullanılarak düzenlenirse her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑎𝑎)𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑎𝑎)𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑎𝑎)𝑎𝑎 + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) 

𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥𝑥𝑥 

olur. Bu da her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥𝑥𝑥     (3.6) 

 

demektir. (3.5) ve (3.6) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa, her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎      (3.7) 

 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılıp tekrar düzenlendiğinde her 𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için  

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

sonucuna ulaşılır. Eşitliğin sol tarafı sağdan, eşitliğin sağ tarafı soldan 𝑎𝑎 parantezine alınırsa 

her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)�𝑎𝑎 = 𝑎𝑎(𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

olur. Bu eşitlikte 𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎 + 𝑑𝑑(𝑥𝑥) yazılır ve türev özellikleri kullanılırsa her 𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)2𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

bulunur. Bulunan eşitlik (3.7) ifadesi kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)2 = 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)2𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)2 =  𝑑𝑑(𝑥𝑥)2𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

elde edilir. Buradan Lie komütatör yardımıyla her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝑑𝑑(𝑥𝑥), [𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎]� = 0 

şeklinde gösterilir. 𝐼𝐼𝑟𝑟:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅, 𝐼𝐼𝑟𝑟(𝑥𝑥) = [𝑟𝑟, 𝑥𝑥] olmak üzere 𝐼𝐼𝑟𝑟 dönüşümü 𝑅𝑅 halkasında 𝑟𝑟 

elemanıyla belirli iç türevdir. Yukarıdaki eşitlik iç türev tanımı yardımı ile düzenlendiğinde 

her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑥𝑥)�(𝑎𝑎) = 0 
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olur. 

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası karakteristiği ikiden farklı bir halka olsun. Sıfır dönüşümü 

türev dönüşümü olduğundan Teorem 3.1.3. kullanılırsa 𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 sonucuna ulaşılır. Yani her 

𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎] = −[𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

0 = [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 𝐼𝐼𝑎𝑎�𝑑𝑑(𝑥𝑥)� = 𝐼𝐼𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

dır. Tekrar Teorem 3.1.3. kullanıldığında 𝐼𝐼𝑎𝑎 = 0 veya 𝑑𝑑 = 0 bulunur. O halde 𝑅𝑅 halkasının 

karakteristiği ikiden farklı ise 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği iki olsun. Bu ise her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = 2𝑟𝑟 =

𝑟𝑟 + 𝑟𝑟 demektir. Yani her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑟𝑟 = −𝑟𝑟         (3.8) 

 

bulunur. Öte yandan (3.7) eşitliğinden her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 

dır. Bu eşitlikte (3.8) eşitliği ile düşünüldüğünde her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥)        (3.9) 

 

elde edilir. Sonuç olarak her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) halkadaki karesel elemanlarla değişmelidir. 

Varsayalım ki 𝑒𝑒 ∈ 𝑅𝑅 halkadaki karesel elemanlarla değişmeli elemanlardan biri olsun. 

Her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑒𝑒𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2𝑒𝑒         (3.10) 

 

olur. (3.10) eşitliğinde 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 yazılıp (3.10) eşitliği yardımıyla 

düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑒𝑒(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2𝑒𝑒 

𝑒𝑒𝑥𝑥2 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑒𝑒𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥2𝑒𝑒 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2𝑒𝑒 

elde edilir. Yani her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑒𝑒(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) = (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑒𝑒       (3.11) 
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bulunur. (3.11) eşitliğinde 𝑦𝑦 yerine 𝑒𝑒 yazıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑒𝑒(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒) = (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒)𝑒𝑒 

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑒𝑒2𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑒𝑒2 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 

sonucuna varılır. Gerekli düzenlemeler yapıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑒𝑒2𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑒𝑒2         (3.12) 

 

olur. (3.11) eşitliğinde 𝑦𝑦 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılarak (3.10) eşitliği kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑒𝑒(𝑥𝑥2𝑒𝑒 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2𝑒𝑒 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑒𝑒 

𝑒𝑒(𝑥𝑥2𝑒𝑒 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑒𝑒𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑒𝑒 

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

elde edilir. (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒)2 elemanı (3.11), (3.12) eşitlikleri ve 𝑅𝑅 halkasının karakteristiğinin 

iki olması düşünülerek düzenlenirse her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒)2 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑥𝑥2𝑒𝑒 + 𝑥𝑥𝑒𝑒2𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥2𝑒𝑒2 = 0 

bulunur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒)2 = 0        (3.13) 

 

dır. 

Varsayalım ki 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 olsun. O halde (3.11) eşitliği kabule göre düzenlenirse 

(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑒𝑒 = 𝑒𝑒(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 

olur. O halde 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 olduğunda 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 demektir. Yani 𝑥𝑥 elemanı ile sağdan 

çarpıldığından sıfır sonucunu veren halkadaki bir 𝑦𝑦 elemanı 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 eşitliğini sağlar. 

Burada 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 kabulünü sağdan 𝑥𝑥 elemanı ile çarptığımızda 0 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦) sonucuna 

ulaşırız. Yani 𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ile sağdan çarpıldığında sıfır sonucunu veren bir elemandır. O halde 

(3.10) ve (3.8) eşitlikleri yardımıyla 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 iken,  

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥2 = 𝑦𝑦𝑥𝑥2𝑒𝑒 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥2 

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥2 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥2 

(𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥𝑥2 = 0 

olduğu görülür. Yukarıdaki ifade gereğince 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 iken (𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥𝑥2 = 0 
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sonucuna ulaşılır. Yani 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 olacağından her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 iken (𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 

bulunur. Lemma 3.1.1. kullanılırsa 𝑥𝑥 = 0 veya (𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) = 0 bulunur. Sonuç olarak 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 ise 𝑥𝑥 = 0 veya 𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

dır.  

Varsayalım ki 𝑥𝑥 ≠ 0 olsun 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 ise 𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑦𝑦𝑦𝑦 

elde edilir. 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦) = 0 olacağı için, 𝑒𝑒(𝑦𝑦𝑦𝑦) = (𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑒𝑒 eşitliğine ulaşılır. Bu ifade, 

(3.8) eşitliği yardımıyla düzenlenirse her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 

= 𝑦𝑦(𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝑦𝑦(𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝑏𝑏𝑏𝑏) 

= 𝑦𝑦[𝑒𝑒, 𝑏𝑏] = 𝑦𝑦𝐼𝐼𝑒𝑒(𝑏𝑏) 

bulunur. Bu eşitlikte Lemma 3.1.1. kullanıldığında 

𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 iken 𝑥𝑥 = 0 veya 𝑦𝑦 = 0 veya 𝑒𝑒 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

sonucuna ulaşılır. (3.13) eşitliği, yukarıdaki ifade kullanılıp düzenlendiğinde 

0 = (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒)2 = (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒)(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒) 

elde edilir ve buradan her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒) = 0 veya 𝑒𝑒 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) yazılır. 

Kabul edelim ki 𝑒𝑒 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O halde her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için (𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒) = 0 dır. Bu 

durumda (3.8) eşitliği göz önüne alınırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑒𝑒 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑒𝑒𝑒𝑒 = [𝑒𝑒, 𝑥𝑥] 

= 𝐼𝐼𝑒𝑒(𝑥𝑥) 

elde edilir. Yani 𝑒𝑒 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu 𝑒𝑒 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olmasıyla çelişir. O halde 𝑒𝑒 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dır. Yani 

karesel elemanlarla değişmeli olan elemanlar halkanın merkezindedir. 

(3.9) eşitliğinden her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)         (3.14) 

 

elde edilir. 

Varsayalım ki 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑏𝑏) = 0 olsun. (3.14) ifadesinden 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

Buradan 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 olacağından her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)         (3.15) 
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bulunur. (3.14) ve (3.15) ifadelerinden yararlanıldığında her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏, 𝑟𝑟] 

= 𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑏𝑏, 𝑟𝑟] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑟𝑟]𝑏𝑏 

= 𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑏𝑏, 𝑟𝑟] 

= 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑏𝑏(𝑟𝑟) 

elde edilir. Elde edilen ifadede Lemma 3.1.1 kullanılırsa her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑎𝑎) = 0 veya 𝑏𝑏 ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Yani her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑏𝑏) = 0 ise 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑏𝑏 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)      (3.16) 

 

olur. (3.15) ifadesinden her 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑐𝑐2) = 𝑑𝑑(𝑐𝑐)𝑐𝑐 + 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑐𝑐) 

= 𝑑𝑑(𝑐𝑐)𝑐𝑐 + 𝑑𝑑(𝑐𝑐)c 

= 2𝑑𝑑(𝑐𝑐)𝑐𝑐 

= 0 

bulunur. Bulunan eşitlikte (3.16) ifadesi kullanılırsa her 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑 ≠ 0 iken 𝑐𝑐2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

elde edilir. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑐𝑐2, 𝑥𝑥] = 0 olur. Burada 𝑅𝑅 halkasının karesel elemanlarıyla 

değişmeli olan elemanlarının merkezde olması kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

bulunur. Yani 𝑑𝑑 ≠ 0 iken halka değişmelidir. 

 

Lemma 3.1.5. 𝐴𝐴 bir Lie halkası, 𝑑𝑑 ∈ 𝐴𝐴 ve 𝐼𝐼, 𝐴𝐴 Lie halkasının bir ideali olsun. Her 

𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑥𝑥 = 0 iken (𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑥𝑥)𝑥𝑥 = 0 dır. 

 

Teorem 3.1.6. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 asal halkasında tanımlı sıfırdan farklı bir türev olmak üzere her 

𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) iken 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

İspat. 𝐴𝐴 kümesi 𝑅𝑅 halkası üzerinde tanımlı türevlerin bir kümesi olsun. 𝐴𝐴 kümesi 

fonksiyonlardaki toplama ve bileşke işlemlerine göre bir Lie halkadır. 𝐼𝐼, 𝑅𝑅 halkasında 

tanımlı iç türevlerden oluşan küme olsun. 𝐼𝐼 kümesi, 𝐴𝐴 Lie halkasının bir idealidir. Bu 

durumda 𝑑𝑑 ∈ 𝐴𝐴 ve 𝐼𝐼𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼 olur. Keyfi 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑑𝑑, 𝐼𝐼𝑎𝑎] ve [𝐼𝐼𝑥𝑥, 𝐼𝐼𝑦𝑦] elemanları incelenirse 

her 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑑𝑑, 𝐼𝐼𝑎𝑎](𝑦𝑦) = [𝑑𝑑𝐼𝐼𝑎𝑎 − 𝐼𝐼𝑎𝑎𝑑𝑑](𝑦𝑦) 

= 𝑑𝑑𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑦𝑦) − 𝐼𝐼𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 𝑑𝑑[𝑎𝑎,𝑦𝑦] − [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] 
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= [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑑𝑑(𝑦𝑦)] − [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] 

= [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑦𝑦] = 𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)(𝑦𝑦) 

bulunur. Sonuç olarak her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

[𝑑𝑑, 𝐼𝐼𝑎𝑎] = 𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)         (3.17) 

 

elde edilir. Diğer yandan her 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝐼𝐼𝑥𝑥, 𝐼𝐼𝑦𝑦�(𝑎𝑎) = 𝐼𝐼𝑥𝑥𝐼𝐼𝑦𝑦(𝑎𝑎) − 𝐼𝐼𝑦𝑦𝐼𝐼𝑥𝑥(𝑎𝑎) 

= 𝐼𝐼𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝐼𝐼𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎) 

= 𝐼𝐼𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦) − 𝐼𝐼𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝐼𝐼𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝐼𝐼𝑦𝑦(𝑎𝑎𝑎𝑎) 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

= [𝑥𝑥,𝑦𝑦]𝑎𝑎 − 𝑎𝑎[𝑥𝑥,𝑦𝑦] 

= �[𝑥𝑥,𝑦𝑦],𝑎𝑎� = 𝐼𝐼[𝑥𝑥,𝑦𝑦](𝑎𝑎) 

olur. Yani her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için  

 

�𝐼𝐼𝑥𝑥, 𝐼𝐼𝑦𝑦� = 𝐼𝐼[𝑥𝑥,𝑦𝑦]         (3.18) 

 

dır. O halde önce (3.17) sonra (3.18) eşitlikleri ve hipotezden yararlanılırsa her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

�[𝑑𝑑, 𝐼𝐼𝑎𝑎], 𝐼𝐼𝑎𝑎� = �𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝐼𝐼𝑎𝑎� = 𝐼𝐼[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] = 0 

sonucuna ulaşılır. Yani her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için �[𝑑𝑑, 𝐼𝐼𝑎𝑎], 𝐼𝐼𝑎𝑎� = 0 dır. Burada Lemma 3.1.5. 

kullanıldığında her 𝑥𝑥, 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

��[𝑑𝑑, 𝐼𝐼𝑥𝑥], 𝐼𝐼𝑎𝑎�, 𝐼𝐼𝑎𝑎� = 0        (3.19) 

 

elde edilir. (3.19) eşitliği (3.17) ve (3.18) ifadelerinden yararlanılarak düzenlenirse her 

𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = ��[𝑑𝑑, 𝐼𝐼𝑥𝑥], 𝐼𝐼𝑎𝑎�, 𝐼𝐼𝑎𝑎� 

= ��𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑥𝑥), 𝐼𝐼𝑎𝑎�, 𝐼𝐼𝑎𝑎� 

= �𝐼𝐼[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎], 𝐼𝐼𝑎𝑎� 

= 𝐼𝐼[[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎],𝑎𝑎] 
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bulunur. Sonuç olarak her 𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

�[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎],𝑎𝑎� ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

dir. Bu ifade Lie komütatör özellikleri yardımı ile düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

�[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎],𝑎𝑎� = [𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑎𝑎] 

= [𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎,𝑎𝑎] − [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑎𝑎] 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

bulunur. Bu da her 𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

demektir. 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥) elemanı 𝑅𝑅 halkasının merkezinde olduğu için her 

𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎] = 0 olur. O halde her 𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎] 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 2𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 − 3𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 3𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

sonucu bulunur. Yani her 𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 − 3𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 3𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0    (3.20) 

 

olduğu görülür.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği üç olsun. O zaman (3.20) ifadesi tekrar 

düzenlenerek her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için  

0 = 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑎𝑎3] 

= 𝐼𝐼𝑎𝑎3�𝑑𝑑(𝑥𝑥)� 

= 𝐼𝐼𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

elde edilir. Bu da her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝐼𝐼𝑎𝑎3𝑑𝑑 = 0 

demektir. Sıfır dönüşümü bir türev olduğundan Teorem 3.1.3. kullanılırsa her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝐼𝐼𝑎𝑎3 = 0 veya 𝑑𝑑 = 0 olur. O halde her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑎𝑎3 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 𝑑𝑑 ≠ 0 

olduğundan her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎3 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

olur. Burada 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 düşünülürse (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Bu ifade 

düzenlendiğinde ise her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 
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(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)3 = 𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑏𝑏2𝑎𝑎 + 𝑏𝑏3 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

bulunur. Burada 𝑎𝑎3 ve 𝑏𝑏3 halkanın merkezinde ve merkez toplamaya kapalı olduğundan her 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑏𝑏2𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)    (3.21) 

 

demektir. Son ifadede 𝑎𝑎 yerinde −𝑎𝑎 yazılırsa her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑏𝑏2𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)    (3.22) 

 

elde edilir. (3.21) ve (3.22) ifadeleri taraf tarafa toplanırsa her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 2𝑎𝑎2𝑏𝑏 +

2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğundan her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈

𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

olur. Bu ifadede 𝑏𝑏 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎 yazılıp, soldan 𝑎𝑎 parantezine alınırsa her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎3𝑏𝑏 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

elde edilir. Yani 𝑎𝑎(𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Burada 

Lemma 2.51. gereğince her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑎𝑎2 = 0 veya 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. 𝑅𝑅 

halkasının karakteristiği üç olduğu için 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑏𝑏𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏 = 0 dır. O halde 

her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑏𝑏𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏 

= [𝑏𝑏,𝑎𝑎]𝑎𝑎 − 𝑎𝑎[𝑏𝑏,𝑎𝑎] 

= �[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

= 𝐼𝐼𝑎𝑎𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑏𝑏) 

elde edilir. Bu da her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝐼𝐼𝑎𝑎𝐼𝐼𝑎𝑎 = 0 anlamına gelir. Sıfır dönüşümü türev olduğundan 

Teorem 3.1.3. gereğenice her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Yani 𝑅𝑅 halkası değişmelidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği üçten farklı olsun. (3.20) ifadesinden her 

𝑥𝑥,𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 = 3(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎)    (3.23) 

olur. Son eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑎𝑎 yazılıp, hipotez kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎3 = 3𝑎𝑎�𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)�𝑎𝑎 

= 3(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎2 
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elde edilir. Yani her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için  

 

𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎3 = 3(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎2     (3.24)  

 

dır. Öte yandan her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)     (3.25)  

 

sonucu bulunur. (3.25) eşitliğinin iki tarafı da açılırsa 

(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎2 

𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎) = 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑎𝑎 

sonuçlarına ulaşılır. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanıp, (3.25) kullanılarak düzenlendiğinde 

her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎 +  𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑎𝑎 

(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎 +  (𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎 = −𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑎𝑎) 

2(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎2 

olur. Yani her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

2(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎2     (3.26) 

 

dir. Öte yandan (3.23) eşitliğinde 𝑥𝑥 yerine 𝑑𝑑(𝑥𝑥) yazılarak düzenlenirse her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

3𝑎𝑎𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3𝑑𝑑2(𝑥𝑥) − 3𝑎𝑎2𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 = 0   (3.27) 

 

bulunur. (3.23) eşitliğinde 𝑥𝑥 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) düşünüldüğünde her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑎𝑎(3𝑎𝑎𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3𝑑𝑑2(𝑥𝑥) − 3𝑎𝑎2𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑎𝑎3) + 3𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2

+ 𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 3𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 

elde edilir. (3.27) eşitliğinden yararlanılırsa her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

3𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 3𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 = 0 (3.28) 

olur. (3.23) eşitliği soldan 𝑑𝑑(𝑎𝑎) ile çarpıldığında her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

3𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎3𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 3𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎3 = 0 (3.29) 
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sonucuna ulaşılır. (3.28) ve (3.29) eşitlikleri taraf tarafa çıkarılırsa her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

3[𝑎𝑎, 𝑑𝑑(𝑎𝑎)]𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎2 + [𝑎𝑎3,𝑑𝑑(𝑎𝑎)]𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 3[𝑎𝑎2,𝑑𝑑(𝑎𝑎)]𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑎𝑎 = 0 

olduğu görülür. Burada gerekli düzenlemeler yapıldığında her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)�𝑥𝑥𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)� = 0 

bulunur. Son eşitlik soldan 𝑟𝑟 ile çarpılıp, hipotez kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥, 𝑟𝑟 ∈

𝑅𝑅 için 

[𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)]𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎[𝑥𝑥,𝑎𝑎]) = 0 

elde edilir. Yani her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)]𝑅𝑅(𝑥𝑥𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎[𝑥𝑥,𝑎𝑎]) = (0) 

dır. 𝑅𝑅 halkasının asal halka olması her 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑑𝑑(𝑎𝑎)] = 0 veya 𝑥𝑥𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥 −

2𝑎𝑎[𝑥𝑥,𝑎𝑎] = 0 olmasını gerektirir. 

[𝑎𝑎, 𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ≠ 0 olacak biçimde en az bir 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ≠ 0 olsun. Bu şartı 

sağlayan 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑥𝑥𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎) = 0      (3.30) 

 

bulunur. Bu eşitlik tekrar düzenlenirse her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑥𝑥𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎) 

= 𝑥𝑥𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

= 𝑎𝑎[𝑎𝑎, 𝑥𝑥] − 𝑎𝑎[𝑎𝑎, 𝑥𝑥] 

= �[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎� 

= 𝐼𝐼𝑎𝑎𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

elde edilir. Yani [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ≠ 0 koşulunu sağlayan 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝐼𝐼𝑎𝑎𝐼𝐼𝑎𝑎 = 0 olur. 

Kabul edelim ki 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği ikiden farklı olsun. Teorem 3.1.3. 

kullanılırsa [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ≠ 0 koşulunu sağlayan 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Bu da kabul ile 

çelişir. Yani 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği ikiden farklı ise her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] = 0 dır. 

Son ifadede Lemma 3.1.4. gereğince her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Yani 𝑅𝑅 halkası 

değişmelidir. 

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği iki olsun. (3.30) eşitliği bu kabule göre 

düzenlendiğinde [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ≠ 0 koşulunu sağlayan 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑥𝑥,𝑎𝑎2] = 0 

elde edilir. Yani [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ≠ 0 koşulunu sağlayan 𝑎𝑎 elemanları için 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 
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Kabul edelim ki [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ≠ 0 koşulunu sağlayan 𝑎𝑎 elemanları için 𝑎𝑎2 = 0 olsun. O 

halde 𝑅𝑅 halkasının karakteristiğinin iki olması kullanılarak 

0 = 𝑑𝑑(𝑎𝑎2) = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 

elde edilir. Bu bir çelişkidir. O zaman 𝑎𝑎2 ≠ 0 elde edilir. 

Varsayalım ki bir 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 olsun. Son ifade sağdan 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 ile 

çarpılarak 𝑦𝑦𝑎𝑎2𝑡𝑡 = 0 bulunur. 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğu için her 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎2 = 0 olur. O halde 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑎𝑎2 = (0) dir. 𝑅𝑅 halkasının asal halka olması kullanılırsa 𝑦𝑦 = 0 ya da 𝑎𝑎2 = 0 olur. 𝑎𝑎2 ≠

0 olduğu için 𝑦𝑦 = 0 olur. Sonuç olarak 

𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 iken 𝑦𝑦 = 0 

dır. Yani 𝑎𝑎 elemanı sağ sıfır bölen değildir. Benzer işlemler yapılırsa 𝑎𝑎 elemanının sol sıfır 

bölen de olmadığı görülür. 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 ≠ 0 olan 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için 0 ≠ 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğu için 

𝑎𝑎 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 yazıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) ≠ 0 olursa 0 ≠

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)2 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑥𝑥 = (𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎)𝑎𝑎2 olduğundan 

(𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎)𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) yazılır. Lemma 2.51. kullanılırsa 𝑎𝑎2 ≠ 0 olduğu için 𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde 

edilir. (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ifadesi 𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması yardımıyla düzenlenirse her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)2 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑥𝑥 

= (𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎)𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎)𝑎𝑎 

= (𝑎𝑎2𝑥𝑥2)𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

elde edilir. 𝑎𝑎2 ≠ 0 olduğundan Lemma 2.51. gereğince her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. 

𝑎𝑎2 ≠ 0 olduğu için Lemma 2.51. tekrar kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) sonucuna 

varılır. O halde 

𝑥𝑥2 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) iken [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 0 ve [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)] = 0 

dır. [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)] = 0 ifadesi 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 0 ifadeleri kullanılarak 

düzenlendiğinde 

�(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎𝑥𝑥2 + (𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑑𝑑(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥2𝑎𝑎)𝑎𝑎�𝑎𝑎 = 0 

olur. 𝑎𝑎 sol sıfır bölen olmadığı için 

(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎)𝑎𝑎𝑥𝑥2 + (𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑑𝑑(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥2𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 0 

bulunur. Son eşitlik, 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğu kullanılırsa  

0 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2(𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)) + (𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑑𝑑(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥2𝑎𝑎)𝑎𝑎 

= 𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 2𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎 + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥2𝑎𝑎2 

olduğu görülür. Buradan 𝑅𝑅 halkasının karakteristiğinin iki olması kullanılarak  

𝑎𝑎𝑥𝑥2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑥𝑥2𝑎𝑎2 = 0 

elde edilir. O halde 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan 
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𝑎𝑎[𝑥𝑥2,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)] = 0 

dır. 𝑎𝑎 sağ sıfır bölen olmadığı için [𝑥𝑥2,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)] = 0 olur. Bu durumda  

𝑥𝑥2 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğunda [𝑥𝑥2,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)] = 0 

sonucuna ulaşılır. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ya da [𝑥𝑥2,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)] = 0 dır. 

Varsayalım ki 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. Bu da 

[𝑥𝑥2,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)] = 𝑥𝑥2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑥𝑥2𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) = 0 

olmasını gerektirir. O zaman her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑥𝑥2,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)] = 0 

bulunur. Lemma 3.1.4. ün ispatında gösterildiği gibi her elemanın karesiyle değişmeli olan 

elemanlar halkanın merkezinde olduğu için 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu sebeple 

0 = [𝑎𝑎,𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)] = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎)𝑎𝑎 = 𝑎𝑎(𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎) 

olur. Yani 𝑎𝑎[𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] = 0 dır. 𝑎𝑎 sağ sıfır bölen olmadığı için her 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] = 0 

sonucuna ulaşılır. Bu ifadede Lemma 3.1.4. kullanıldığında istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

3.2. Herstein’ın Türevler Üzerine Bir Notu 

Bu bölümde I.N. Herstein (1979) tarafından yapılan “A Note on Derivations II” adlı 

çalışma incelenmiştir. 

 

Teorem 3.2.1 𝑅𝑅 bir asal halka, 0 ≠ 𝑑𝑑 türev ve 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 olsun. Bu durumda her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 

için [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 0 iken 

𝒊𝒊. 𝑅𝑅 karakteristiği ikiden farklı bir halka ise 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

𝒊𝒊𝒊𝒊. 𝑅𝑅 karakteristiği iki olan bir halka ise 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Üstelik 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝜆𝜆 ∈ 𝐶𝐶 

olmak üzere 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = (𝜆𝜆𝜆𝜆)𝑥𝑥 − 𝑥𝑥(𝜆𝜆𝜆𝜆) şeklindedir. 

İspat. Varsayalım ki 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. Hipotezde 𝑥𝑥 yerine 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılırsa 

her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥)] 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑦𝑦] 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑥𝑥[𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] + [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑦𝑦 + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)[𝑎𝑎,𝑦𝑦]] 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

olur. Yani her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)[𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0       (3.31) 
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dir.  

Kabul edelim ki [𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 olsun. O zaman yukarıdaki eşitlikten her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 

bulunur. Bulunan ifadede 𝑥𝑥 yerine 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılır ve aynı ifade kullanılırsa her 𝑥𝑥, 𝑟𝑟 ∈

𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑦𝑦) 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦) + 𝑥𝑥[𝑎𝑎, 𝑟𝑟]𝑑𝑑(𝑦𝑦) 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦) 

elde edilir. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑦𝑦) dir. Burada 𝑅𝑅 halkasının asal olması 

kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] = 0 veya 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 bulunur. Bu durumda 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

veya 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 dır. 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması ile çelişir. O halde 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 olduğu 

görülür. Yani herhangi bir 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

[𝑎𝑎, 𝑦𝑦] = 0 ise 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0        (3.32) 

 

dır. Hipotezden her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑟𝑟)] = 0 dır. Hipotezde (3.32) ifadesi kullanılırsa her 

𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑟𝑟)� = 𝑑𝑑2(𝑟𝑟) 

elde edilir. Yani 𝑑𝑑2 = 0 dır. 

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği ikiden farklı olsun. Bu durumda Teorem 

3.1.3. kullanılırsa sıfır dönüşümü türev olduğundan 𝑑𝑑 = 0 dır. Bu ise 𝑑𝑑 ≠ 0 olmasıyla 

çelişir. Sonuç olarak 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) iken 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği ikidir. Elde edilen ifadenin 

karşıt tersi ise 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği iki iken 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu da ispatın ilk kısmını 

bitirir. 

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği iki olsun. (3.31) eşitliğine dönülürse 

halkanın karakteristik iki olduğundan her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)[𝑎𝑎,𝑦𝑦] − [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0        (3.33) 

 

yazılır. 

Kabul edelim ki 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 olsun. (3.33) eşitliği bu kabul doğrultusunda düzenlenirse 

her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)[𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 
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bulunur. Bulunan ifadede Lemma 3.1.1. kullanıldığında 𝑑𝑑 = 0 veya [𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 elde edilir. 

𝑑𝑑 ≠ 0 olduğundan [𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 olur. Yani 

 

𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 iken [𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0       (3.34) 

 

dır. (3.33) eşitliğinde 𝑤𝑤 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılır ve aynı ifade yardımıyla düzenlenirse 

her 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑤𝑤 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑤𝑤[𝑎𝑎,𝑦𝑦] = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑤𝑤𝑤𝑤(𝑦𝑦) 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑥𝑥 düşünülürse her 𝑥𝑥,𝑤𝑤 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑤𝑤[𝑎𝑎, 𝑥𝑥] = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑤𝑤𝑤𝑤(𝑥𝑥) 

olur. 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğu için, [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] ≠ 0 olacak şekilde an az bir 𝑥𝑥0 ∈ 𝑅𝑅 vardır. Son eşitlikte 

𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥0 yazılır ve bulunan ifade Sonuç 2.76. kullanılarak düzenlenirse 

𝑑𝑑(𝑥𝑥0) =  𝜆𝜆(𝑥𝑥0)[𝑎𝑎, 𝑥𝑥0] olacak şekilde 𝜆𝜆(𝑥𝑥0) ∈ 𝐶𝐶 vardır 

sonucuna ulaşılır. 𝜆𝜆(𝑥𝑥0) = 0 iken 𝑑𝑑(𝑥𝑥0) = 0 olur. Burada (3.34) ifadesi kullanılırsa 

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥0] = 0 olduğu görülür. Yani 𝜆𝜆(𝑥𝑥0) = 0 iken [𝑎𝑎, 𝑥𝑥0] = 0 dır. Bu da 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) anlamına 

gelir. 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan 𝜆𝜆(𝑥𝑥0) ≠ 0 olur. O halde her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) =  𝜆𝜆(𝑥𝑥)[𝑎𝑎, 𝑥𝑥] 

olarak yazılır. Hipotezden her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

= �𝑎𝑎, 𝜆𝜆(𝑥𝑥)[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]� 

= [𝑎𝑎, 𝜆𝜆(𝑥𝑥)][𝑎𝑎, 𝑥𝑥] + 𝜆𝜆(𝑥𝑥)[𝑎𝑎, [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]] 

dir. 𝜆𝜆(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶 olduğu için 0 = 𝜆𝜆(𝑥𝑥)�𝑎𝑎, [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]� bulunur. Bu ifade soldan 𝜆𝜆(𝑥𝑥)−1 ile çarpılırsa 

her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için  

0 = �𝑎𝑎, [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]� 

= [𝑎𝑎,𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑥𝑥] 

= 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑎𝑎2 

olur. Halkanın karakteristiğinin iki olması kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑎𝑎2𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑎𝑎2 

= [𝑎𝑎2, 𝑥𝑥] 

bulunur. Yani 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Diğer taraftan 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆(𝑥𝑥)[𝑎𝑎, 𝑥𝑥] eşitliğinde 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 

düşünüldüğünde 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥)[𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥] elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldığında her 

𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝜆𝜆(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥)�[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦 = �𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑦𝑦)�𝑥𝑥[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

olur. 𝜇𝜇 = 𝜆𝜆(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥) ve 𝜈𝜈 = 𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑦𝑦) kabul edilsin. Her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 
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𝜈𝜈𝜈𝜈[𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 𝜇𝜇[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦 

yazılır. 𝑅𝑅 halkasının karakteristiğin iki olması kullanıldığında her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝜇𝜇[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦 +

𝜈𝜈𝜈𝜈[𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 sonucuna ulaşılır. O halde �𝑎𝑎, [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]� = 0 olduğundan her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için  

(𝜇𝜇 + 𝜈𝜈)[𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 

dır. Son eşitlik 𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄 ile soldan çarpılır ve 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 ∈ 𝐶𝐶 olması kullanılarak düzenlerinse her 

𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑞𝑞(𝜇𝜇 + 𝜈𝜈)[𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= (𝜇𝜇 + 𝜈𝜈)𝑞𝑞[𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

bulunur. O halde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = (𝜇𝜇 + 𝜈𝜈)𝑄𝑄[𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] dır. 𝑄𝑄 halkası asal 

olduğundan her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 veya 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 = 0 dır. 

Varsayalım ki 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 ≠ 0 olsun. O zaman her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 olur. Bu 

eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp aynı eşitlik yardımıyla düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 

0 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + 𝑥𝑥[𝑎𝑎, 𝑟𝑟][𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

sonucuna ulaşılır. Yani her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑅𝑅[𝑎𝑎,𝑦𝑦] = (0) 

dır. 𝑅𝑅 halkası asal olduğundan her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] = 0 ya da [𝑎𝑎,𝑦𝑦] = 0 dır. Yani 𝑎𝑎 ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu ise 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması ile çelişir. O halde  

𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 = 0 

dır. Bu ifade halkanın karakteristiğinin iki olması kullanılıp düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 

= 𝜆𝜆(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑦𝑦) 

= 𝜆𝜆(𝑥𝑥) + 2𝜆𝜆(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑦𝑦) 

= 𝜆𝜆(𝑥𝑥) + 𝜆𝜆(𝑦𝑦) 

olur. Elde edilen ifadede karakteristiğin iki olması kullanılırsa her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝜆𝜆(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆(𝑦𝑦) 

bulunur. Sonuç olarak her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑦𝑦] ≠ 0 iken 𝜆𝜆(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆(𝑦𝑦) 

dir. 

Varsayalım ki [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] ≠ 0 olsun. O halde her 𝑤𝑤 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎,𝑤𝑤] = 0 dır. Bu eşitlik 

𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑤𝑤 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılarak düzenlendiğinde her 𝑤𝑤, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑟𝑟] 
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= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟[𝑎𝑎,𝑤𝑤] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎, 𝑟𝑟]𝑤𝑤 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟[𝑎𝑎,𝑤𝑤] 

olur. Yani her 𝑤𝑤 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑅𝑅[𝑎𝑎,𝑤𝑤] = (0) 

bulunur. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa her 𝑤𝑤 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] = 0 ya da [𝑎𝑎,𝑤𝑤] = 0 

elde edilir. [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] ≠ 0 olduğu için her 𝑤𝑤 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎,𝑤𝑤] = 0 dır. O halde 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Bu 

ise 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması ile çelişir. Yani 𝜆𝜆(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆(𝑤𝑤) olur. 

[𝑎𝑎,𝑦𝑦] ≠ 0 olsun. Yukarıda uygulanan benzer işlemlerle [𝑎𝑎,𝑦𝑦] ≠ 0 iken 𝜆𝜆(𝑤𝑤) =

𝜆𝜆(𝑦𝑦) bulunur. O halde 𝜆𝜆, 𝑎𝑎 ile değişmeli olmayan elemanlardan bağımsızdır. Bu sebeple 

𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆[𝑎𝑎, 𝑥𝑥] olarak yazılır. 

Varsayalım ki her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥][𝑎𝑎, 𝑧𝑧][𝑎𝑎, 𝑦𝑦] = 0 olsun. Halkanın 

karakteristiğinin iki olması kullanılırsa her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥](𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑧𝑧𝑧𝑧)[𝑎𝑎, 𝑦𝑦] 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

bulunur. Bu eşitlik 𝑎𝑎2 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması düşünülerek düzenlenirse her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑥𝑥𝑎𝑎2)𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎2𝑥𝑥)𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= 𝑎𝑎(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

= 𝑎𝑎[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑥𝑥 yazılırsa her 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑎𝑎[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧[𝑎𝑎, 𝑦𝑦] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧[𝑎𝑎,𝑦𝑦] 

olur. Bu ifade Sonuç 2.76. yardımıyla düzenlenirse her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

“[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎 = 𝜇𝜇[𝑎𝑎, 𝑥𝑥] koşulunu sağlayan en az bir 𝜇𝜇 ∈ 𝐶𝐶 vardır” 

sonucu bulunur. Bu eşitlik her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥](𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) = 0 şeklinde yazılabilir. Burada 𝑟𝑟 ∈

𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazıldığında her 𝑥𝑥, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥](𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟(𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) + 𝑟𝑟[𝑎𝑎, 𝑥𝑥](𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑟𝑟(𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) 

elde edilir. Bu da her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için  

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑅𝑅(𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) = (0) 
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demektir. Son eşitliği soldan 𝑞𝑞 ∈ 𝐶𝐶 ile çarpıp elde edilen eşitlik, 𝑞𝑞’nun özellikleri 

kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑞𝑞 ∈ 𝐶𝐶 için 

(0) = 𝑞𝑞[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑅𝑅(𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) 

elde edilir. Buradan (0) = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑎𝑎 − 𝜇𝜇) yazılır. 𝑅𝑅𝑅𝑅 asal halka olduğu için her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑎𝑎 = 𝜇𝜇 ∈ 𝐶𝐶 bulunur. Bu ise çelişkidir. Yani istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

3.3. Asal Halkalarda Lie İdealler ve Türevler 

Bu bölümde J. Bergen, I.N. Herstein ve J.W.Kerr (1980) tarafından yapılmış olan “Lie 

Ideals and Derivations of Prime Rıngs” adlı çalışma incelenmiştir. 

Bölüm 3.3. boyunca 𝑅𝑅 bir asal halka, 𝑐𝑐ℎ𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 2, 𝐴𝐴 kümesi 𝑅𝑅 kümesinin bir altkümesi 

olmak üzere 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝐴𝐴) = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|[𝑥𝑥,𝑎𝑎] = 0,∀𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴} ve 𝑈𝑈, 𝑅𝑅 halkasının Lie ideali olarak 

alınacaktır. 

 

Lemma 3.3.1. 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olmak üzere 𝑅𝑅 halkasının öyle bir 𝑀𝑀 ideali vardır ki 

[𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 ve [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) koşullarını sağlar. 

İspat. 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan Lemma 2.74 kullanılırsa [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ≠ (0) bulunur. 

𝑇𝑇(𝑈𝑈) = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|[𝑥𝑥,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈} kümesi tanımlansın. Kümenin tanımı kullanılarak [𝑇𝑇(𝑈𝑈),𝑅𝑅] ⊂

𝑈𝑈 ⊂ 𝑇𝑇(𝑈𝑈) elde edilir. Yani 𝑇𝑇(𝑈𝑈), 𝑅𝑅 halkasının Lie idealidir. 

Kabul edelim ki 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑇𝑇(𝑈𝑈) ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olsun. 𝑇𝑇(𝑈𝑈) kümesinin tanımından [𝑥𝑥,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 

ve [𝑦𝑦,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 olur. [𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑟𝑟] ifadesi incelendiğinde; 

[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑟𝑟] = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 

= [𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦] + [𝑦𝑦, 𝑟𝑟𝑟𝑟] 

elde edilir. [𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦] ∈ 𝑇𝑇(𝑈𝑈) ve [𝑦𝑦, 𝑟𝑟𝑟𝑟] ∈ 𝑇𝑇(𝑈𝑈) olduğundan [𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑟𝑟] ∈ 𝑇𝑇(𝑈𝑈) dur. Yani 𝑇𝑇(𝑈𝑈), 𝑅𝑅 

halkasının althalkasıdır. Sonuç olarak 𝑇𝑇(𝑈𝑈), 𝑅𝑅 halkasının hem Lie ideali hem de 

althalkasıdır. 𝑇𝑇0 kümesi 𝑇𝑇(𝑈𝑈) halkasının [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ile üretilen althalkası olsun. Buradan 

�[𝑈𝑈,𝑈𝑈],𝑈𝑈� ⊂ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑇𝑇0 

olur. 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇(𝑈𝑈) halkasının althalkası olduğu için 𝑅𝑅 halkasının da althalkasıdır. Diğer taraftan 

[ 𝑇𝑇0,𝑅𝑅] = � �[𝑈𝑈,𝑈𝑈] ,𝑅𝑅� 

= ��[𝑈𝑈,𝑈𝑈] ,𝑅𝑅� 

= ��[𝑈𝑈,𝑅𝑅] ,𝑈𝑈� + ��𝑈𝑈 , [𝑅𝑅,𝑈𝑈]� 
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= �[𝑈𝑈 ,𝑈𝑈] ⊂ 𝑇𝑇0 

elde edilir. Yani 𝑇𝑇0, 𝑅𝑅 halkasının Lie idealidir. Sonuç olarak 𝑇𝑇0, 𝑅𝑅 halkasının hem Lie ideali 

hem de althalkasıdır. Lemma 2.73. gereğince 𝑇𝑇0 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑇𝑇0, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı 

bir idealini kapsar sonucuna ulaşılır.  

Varsayalım ki 𝑇𝑇0 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑇𝑇0 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Lemma 2.74. yardımıyla 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) çelişkisine ulaşılır. Böylece 𝑇𝑇0 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

Yani 𝑇𝑇0, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ideal kapsar. Bu ideal 𝑀𝑀 olsun. O halde 𝑀𝑀 ⊂ 𝑇𝑇0 olur. 

Bir başka deyişle 

[𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ [𝑇𝑇0,𝑅𝑅] ⊂ [𝑇𝑇(𝑈𝑈),𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 

dır. Yani [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 dir. 

Kabul edelim ki [𝑀𝑀,𝑅𝑅] = (0) olsun. O zaman 𝑀𝑀 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 𝑀𝑀 ideal olduğu için 

her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 dir. 𝑀𝑀 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılırsa her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve her 

𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

yazılır. Buradan her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑚𝑚[𝑠𝑠, 𝑟𝑟] = 0 elde edilir. Bu da 𝑀𝑀[𝑅𝑅,𝑅𝑅] =

(0) demektir. 𝑇𝑇0 = ∑[𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ [𝑅𝑅,𝑅𝑅] olduğu için 𝑇𝑇0 ⊂ [𝑅𝑅,𝑅𝑅] olur. Burada 𝑀𝑀 ⊂ 𝑇𝑇0 

ve 𝑇𝑇0 ⊂ [𝑅𝑅,𝑅𝑅] kullanılırsa 

𝑀𝑀2 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 ⊂ 𝑀𝑀𝑇𝑇0 ⊂ 𝑀𝑀[𝑅𝑅,𝑅𝑅] = (0) 

bulunur. 𝑅𝑅 asal halka olduğu için 𝑀𝑀 = (0) çelişkisi doğar. Yani [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ≠ (0) sonucuna 

ulaşılır.  

Varsayalım ki [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O halde �𝑀𝑀, [𝑀𝑀,𝑅𝑅]� = (0) dır. Burada Lemma 

2.75. kullanıldığında 𝑀𝑀 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑀𝑀 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması 

kullanılırak 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

elde edilir. Yani her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑚𝑚[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] = 0 

dır. Bu eşitlikte 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑚𝑚 yerine 𝑚𝑚𝑚𝑚 yazılırsa her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑚𝑚𝑚𝑚[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] = 0 

elde edilir. Bu da her 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑚𝑚𝑚𝑚[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] = (0) 

demektir. Burada 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanıldığında 𝑀𝑀 = (0) veya 𝑅𝑅 ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Yani 𝑀𝑀 ≠ (0) olduğu için 𝑅𝑅 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Buradan 𝑈𝑈 ⊂ 𝑅𝑅 ⊂
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𝑍𝑍(𝑅𝑅) sonucuna ulaşılır. Yani 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu da bir çelişkidir dolayısıyla [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊄

𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

 

Lemma 3.3.2. 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) = 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

İspat. 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) ve 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 olsun. [𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑢𝑢] ifadesi hipotez ve Lie komütatör 

özelliklerinden yararlanılarak düzenlendiğinde 

[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑢] = 𝑥𝑥[𝑦𝑦,𝑢𝑢] + [𝑥𝑥,𝑢𝑢]𝑦𝑦 = 0 + 0 = 0 

elde edilir. Yani 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) bulunur. 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) kümesi 𝑅𝑅 halkasının bir althalkasıdır. Diğer 

taraftan 𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈), 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [[𝑥𝑥, 𝑟𝑟],𝑢𝑢] elemanı Jacobi özdeşliği, hipotez, Lie 

komütatör özellikleri ve [𝑥𝑥, 𝑟𝑟] ∈ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) olması kullanılarak düzenlenirse her 𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈), her 

𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 

0 = �[𝑥𝑥, 𝑟𝑟],𝑢𝑢� + �[𝑟𝑟,𝑢𝑢], 𝑥𝑥� + �[𝑢𝑢, 𝑥𝑥], 𝑟𝑟� 

= �[𝑥𝑥, 𝑟𝑟],𝑢𝑢� 

elde edilir. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑥𝑥, 𝑟𝑟] ∈ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) olur. Bu ise 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈), 𝑅𝑅 

halkasının Lie ideali olması demektir. 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈), 𝑅𝑅 halkasının hem Lie ideali hem de 

althalkasıdır. Lemma 2.73 gereğince 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈), 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı 

bir idealini kapsar. Eğer 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise ispat bitmiş olur. 

Kabul edelim ki 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O zaman 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı 

bir idealini kapsar. Bu ideal 𝑀𝑀 olsun. O zaman 𝑀𝑀 ⊂ 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) dur. O halde 

[𝑀𝑀,𝑈𝑈] ⊂ [𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈),𝑈𝑈] = (0) 

dır. Bu ise [𝑀𝑀,𝑈𝑈] = (0) demektir. Lemma 2.35. den yararlanılırsa 𝑀𝑀 = (0) veya 𝑈𝑈 ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Bu da çelişkidir. Dolayısıyla 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

 

Lemma 3.3.3. 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) = 𝐶𝐶𝑅𝑅[𝑈𝑈,𝑈𝑈] dır. 

İspat. 𝑈𝑈 Lie ideal olduğundan [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑈𝑈 dur. Lemma 2.40. dan [𝑈𝑈,𝑈𝑈] kümesi 𝑅𝑅 

halkasının Lie idealidir. Eğer [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Lemma 3.3.2. den 

yararlanılırsa 𝐶𝐶𝑅𝑅[𝑈𝑈,𝑈𝑈] = 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) = 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Böylece istenilen sonuç elde 

edilmiş olur. 

Kabul edelim ki [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O zaman 𝐶𝐶𝑅𝑅([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) = 𝑅𝑅 dir. 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 

olmak üzere [𝑢𝑢, 𝑥𝑥] = 𝑎𝑎 ve �𝑢𝑢, [𝑢𝑢, 𝑥𝑥]� = 𝑘𝑘 olsun. Yani 𝑘𝑘 = �𝑢𝑢, [𝑢𝑢, 𝑥𝑥]� = [𝑢𝑢,𝑎𝑎] olur. Buradan 

𝑎𝑎 = [𝑢𝑢, 𝑥𝑥] ∈ [𝑈𝑈,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 

𝑘𝑘 = �𝑢𝑢, [𝑢𝑢, 𝑥𝑥]� = [𝑢𝑢,𝑎𝑎] ⊂ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] 

elde edilir. Yani 𝑎𝑎 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑘𝑘 ∈ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] dur. Burada 𝑘𝑘𝑘𝑘 elemanı incelenirse 
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𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑢𝑢, [𝑢𝑢, 𝑥𝑥]�𝑢𝑢 = 𝑢𝑢�𝑢𝑢, [𝑢𝑢, 𝑥𝑥]� 

= 𝑢𝑢[𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝑥𝑥𝑥𝑥] 

= 𝑢𝑢(𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) − (𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑢𝑢) 

= 𝑢𝑢2(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑢𝑢 

= 𝑢𝑢(𝑢𝑢2𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢) − (𝑢𝑢2𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢𝑢 

= 𝑢𝑢(𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑢𝑢) − (𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢𝑢) − (𝑢𝑢(𝑢𝑢𝑢𝑢) − (𝑢𝑢𝑢𝑢)𝑢𝑢)𝑢𝑢 

= 𝑢𝑢[𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑢𝑢] − [𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑢𝑢]𝑢𝑢 

= �𝑢𝑢, [𝑢𝑢,𝑢𝑢𝑢𝑢]� ∈ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

olur. Yani 𝑘𝑘𝑢𝑢 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Burada Lemma 2.51. kullanılarak her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 𝑘𝑘 = 0 veya 𝑢𝑢 ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Yani 𝑘𝑘 = 0 veya 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dır. 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olursa 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) = 𝑅𝑅 bulunur. O 

halde ispat biter. 

Kabul edelim ki 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O zaman 𝑘𝑘 = 0 olur. Yani her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 

için �𝑢𝑢, [𝑢𝑢, 𝑥𝑥]� = 0 olur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝐼𝐼𝑢𝑢𝐼𝐼𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 0 elde edilir. Sıfır dönüşümü bir 

türev olduğundan Teorem 3.1.3. kullanılarak her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 𝐼𝐼𝑢𝑢 = 0 elde edilir. Bu da 𝑈𝑈 ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) demektir. Yani 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) = 𝑅𝑅 dir. O halde 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) = 𝐶𝐶𝑅𝑅([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) olur. 

 

Lemma 3.3.4. 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = (0) iken 𝑎𝑎 = 0 veya 𝑏𝑏 = 0 dir. 

İspat. 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğu için Lemma 3.3.1. gereğince 𝑅𝑅 halkasının [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 ve 

[𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) koşullarını sağlayan bir 𝑀𝑀 ideali vardır. 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈, 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 olsun. 𝑀𝑀 

ideal olduğundan 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 dır. Her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈, 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑦𝑦] ∈ [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 

olur [𝑈𝑈,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 olması kullanılarak hipotezden her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈, 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 ve 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑎𝑎[𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑦𝑦]𝑏𝑏 

= 𝑎𝑎([𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑦𝑦]𝑢𝑢 + 𝑚𝑚𝑚𝑚[𝑢𝑢, 𝑦𝑦])𝑏𝑏 

= 𝑎𝑎[𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑦𝑦]𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑢𝑢,𝑦𝑦]𝑏𝑏 

= 𝑎𝑎[𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑦𝑦]𝑢𝑢𝑢𝑢 

= 𝑎𝑎(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑢𝑢𝑢𝑢 

= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

elde edilir. Yani 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = (0) dır. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = (0) veya 

𝑈𝑈𝑈𝑈 = (0) bulunur. 𝑀𝑀, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı ideali olduğu için burada Lemma 2.25. 

yardımıyla 𝑎𝑎 = 0 veya 𝑈𝑈𝑈𝑈 = (0) sonucuna ulaşılır. 

Varsayalım ki 𝑎𝑎 ≠ 0 olsun. O zaman 𝑈𝑈𝑈𝑈 = (0) dır. 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için [𝑢𝑢, 𝑟𝑟] ∈ 𝑈𝑈 
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olur. O halde her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 

0 = [𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑏𝑏 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 

dir. Bu da her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için (0) = 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 demektir. 𝑅𝑅 halkası asal olduğundan her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 

𝑢𝑢 = 0 veya 𝑏𝑏 = 0 olduğu görülür. Yani 𝑈𝑈 = (0) veya 𝑏𝑏 = 0 dır. 𝑈𝑈 sıfırdan farklı bir Lie 

ideal olduğu için istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

Lemma 3.3.5. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 halkası üzerinde sıfırdan farklı bir türev olmak üzere 𝑑𝑑(𝑈𝑈) =

(0) ise 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

İspat. 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑈𝑈 Lie ideal olduğundan [𝑢𝑢, 𝑥𝑥] ∈ 𝑈𝑈 olur. Bu durum 

hipotez ile birlikte kullanılırsa her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑑𝑑([𝑢𝑢, 𝑥𝑥]) 

= [𝑑𝑑(𝑢𝑢),𝑥𝑥] + [𝑢𝑢, 𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

= [𝑢𝑢,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

elde edilir. Bu ifade Teorem 3.2.1. yardımıyla düzenlendiğinde her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 𝑢𝑢 ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Yani 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

 

Lemma 3.3.6. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 üzerinde sıfırdan farklı bir türev olmak üzere 𝑑𝑑(𝑈𝑈) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 

𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

İspat. Varsayalım ki [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O zaman 𝐶𝐶𝑅𝑅([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) = 𝑅𝑅 dir. Lemma 

3.3.3. gereğince 𝑅𝑅 = 𝐶𝐶𝑅𝑅([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) = 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) olur. Bu da 𝐶𝐶𝑅𝑅(𝑈𝑈) = 𝑅𝑅 demektir. Yani 𝑈𝑈 ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Sonuç olarak [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) iken 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Bu önermenin karşıt tersi 

de doğru olduğundan 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) iken [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

Varsayalım ki 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O zaman [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Lemma 2.40. dan [𝑈𝑈,𝑈𝑈] 

Lie idealdir. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑈𝑈 için 𝑑𝑑(𝑎𝑎) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve 𝑑𝑑(𝑏𝑏) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğu düşünülerek 𝑑𝑑([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) 

elemanı incelenirse her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑈𝑈 için 

𝑑𝑑([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) = [𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏] + [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑏𝑏)] = 0 

bulunur. Yani 𝑑𝑑([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) = 0 dır. Burada Lemma 3.3.5. kullanılarak [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde 

edilir. Bu da [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması ile çelişir. O halde 𝑈𝑈 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

Lemma 3.3.7. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 üzerinde sıfırdan farklı bir türev ve 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olmak üzere 𝑡𝑡 ∈

𝑅𝑅 için 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑈𝑈) = 0 (veya 𝑑𝑑(𝑈𝑈)𝑡𝑡 = 0) ise 𝑡𝑡 = 0 dır. 

İspat. 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 olsun. 𝑈𝑈 Lie ideal olduğu için [𝑢𝑢, 𝑟𝑟] ∈ 𝑈𝑈 olur. Benzer şekilde 

�𝑢𝑢, [𝑢𝑢, 𝑟𝑟]� ∈ [𝑈𝑈, [𝑈𝑈,𝑅𝑅] ] ⊂ [𝑈𝑈,𝑈𝑈 ] ⊂ U olur. Yine 𝑈𝑈 kümesinin bir Lie ideal olması 

kullanılırsa [𝑢𝑢, 𝑟𝑟𝑟𝑟] ∈ 𝑈𝑈 olur. Yani her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 
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[𝑢𝑢, 𝑟𝑟𝑟𝑟] = [𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑢𝑢 + 𝑟𝑟[𝑢𝑢,𝑢𝑢] = [𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑢𝑢 

olur. O halde her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 dur. Burada hipotezden her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 ve 

her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡([𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑢𝑢) 

= 𝑡𝑡𝑡𝑡([𝑢𝑢, 𝑟𝑟])𝑢𝑢 + 𝑡𝑡[𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

= 𝑡𝑡[𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

elde edilir. Son eşitlik 𝑣𝑣 ∈ 𝑈𝑈 için 𝑟𝑟 yerine 𝑑𝑑(𝑣𝑣)𝑟𝑟 yazılarak hipotez yardımıyla 

düzenlendiğinde her 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑈𝑈 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑡𝑡[𝑢𝑢,𝑑𝑑(𝑣𝑣)𝑟𝑟]𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

= 𝑡𝑡[𝑢𝑢,𝑑𝑑(𝑣𝑣)]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢) + 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑣𝑣)[𝑢𝑢, 𝑟𝑟]𝑑𝑑(𝑢𝑢) 

= 𝑡𝑡[𝑢𝑢,𝑑𝑑(𝑣𝑣)]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢) 

= 𝑡𝑡(𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑣𝑣) − 𝑑𝑑(𝑣𝑣)𝑢𝑢)𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢) 

= 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑣𝑣)𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢) − 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑣𝑣)𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢) 

= 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑣𝑣)𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢) 

olur. Özetle her 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑈𝑈 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑣𝑣)𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑢𝑢) dur. Bu da her 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑈𝑈 için 

(0) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑣𝑣)𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑢𝑢) demektir. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılarak her 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑈𝑈 için 

𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑣𝑣) = 0 veya 𝑑𝑑(𝑢𝑢) = 0 elde edilir. 

𝐾𝐾 = {𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈|𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑈𝑈) = (0)} ve 𝐿𝐿 = {𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈|𝑑𝑑(𝑢𝑢) = 0} kümeleri tanımlansın. Bu iki 

küme 𝑈𝑈 grubunun altgrupları olduğundan Teorem 2.4. yardımıyla 𝐾𝐾 = 𝑅𝑅 veya 𝐿𝐿 = 𝑅𝑅 elde 

edilir. Lemma 3.3.5. gereğince 𝐿𝐿 = 𝑅𝑅 olamaz. Bu da her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑈𝑈) = (0) anlamına 

gelir. Yani her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 için 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑢𝑢) = (0) dır. Burada Lemma 3.3.4. kullanılırsa her 𝑢𝑢 ∈ 𝑈𝑈 

için 𝑑𝑑(𝑢𝑢) = 0 veya 𝑡𝑡 = 0 bulunur. Bu ise 𝑡𝑡 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑈𝑈) = (0) demektir. Lemma 3.3.5. 

den 𝑑𝑑(𝑈𝑈) ≠ (0) olacağı için istenilen sonuç elde edilmiş olur.  

 

Teorem 3.3.8. 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 üzerinde sıfırdan farklı bir türev olmak üzere 𝑑𝑑2(𝑈𝑈) = 0 ise 𝑈𝑈 ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

İspat. Kabul edelim ki 𝑈𝑈 ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. Lemma 2.74. ün karşıt ters önermesinden 

yararlanılarak [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Yani istenilen sonuca ulaşılması için [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Lemma 3.3.1. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkasının [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂

𝑈𝑈 ve [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) koşullarını sağlayan sıfırdan farklı bir 𝑀𝑀 ideali vardır. 𝑀𝑀 bir ideal 

olduğu için aynı zamanda Lie idealdir. Yani [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑀𝑀 olur. Yukarıdaki koşul ile birlikte 

[𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 ∩𝑀𝑀 sonucuna ulaşılır. 

Kabul edelim ki 𝑚𝑚 ∈ [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 ve 𝑢𝑢, 𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈 için 𝑣𝑣 = [𝑢𝑢, 𝑥𝑥] ∈ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑈𝑈 olsun. 𝑈𝑈 
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Lie ideal olduğu için [𝑑𝑑(𝑢𝑢),𝑢𝑢] ∈ [𝑅𝑅,𝑈𝑈] ⊂ 𝑈𝑈 ve [𝑢𝑢, 𝑑𝑑(𝑢𝑢)] ∈ [𝑈𝑈,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 olur. 𝑤𝑤 = 𝑑𝑑(𝑣𝑣) 

elemanı bu koşullar altında incelenirse 𝑈𝑈 kümesi toplama işlemine kapalı olduğundan her 

𝑢𝑢, 𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈 için 

𝑤𝑤 = 𝑑𝑑(𝑣𝑣) = 𝑑𝑑([𝑢𝑢, 𝑥𝑥]) = [𝑑𝑑(𝑢𝑢),𝑥𝑥] + [𝑢𝑢,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] ∈ 𝑈𝑈 

elde edilir. Bu elemanın 𝑑𝑑 altındaki görüntüsü hipotez yardımıyla incelenirse her 𝑤𝑤 ∈

𝑑𝑑([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) için 

𝑑𝑑(𝑤𝑤) = 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑣𝑣)� = 𝑑𝑑2(𝑣𝑣) = 0 

bulunur. 𝑀𝑀, 𝑅𝑅 halkasının bir ideali olduğudan 𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 𝑚𝑚𝑚𝑚 ∈ 𝑀𝑀 dir. O halde 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑚𝑚𝑤𝑤, 𝑟𝑟] ∈ [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊂ 𝑈𝑈 olur. Bu da her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝑟𝑟] ∈ 𝑈𝑈 demektir. Bu elemanın 𝑑𝑑 

türevi altındaki görüntüsü hipotez yardımıyla düzenlenirse her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅, her 𝑚𝑚 ∈ [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ve her 

𝑤𝑤 ∈ 𝑑𝑑([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) için 

0 = 𝑑𝑑2([𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝑟𝑟]) 

= 𝑑𝑑2(𝑚𝑚[𝑤𝑤, 𝑟𝑟] + [𝑚𝑚, 𝑟𝑟]𝑤𝑤) 

= 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑚𝑚[𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) + 𝑑𝑑([𝑚𝑚, 𝑟𝑟]𝑤𝑤)� 

= 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑚𝑚)[𝑤𝑤, 𝑟𝑟] + 𝑚𝑚𝑚𝑚([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) + 𝑑𝑑([𝑚𝑚, 𝑟𝑟])𝑤𝑤 + [𝑚𝑚, 𝑟𝑟]𝑑𝑑(𝑤𝑤)� 

= 𝑑𝑑(𝑑𝑑(𝑚𝑚)[𝑤𝑤, 𝑟𝑟] + 𝑚𝑚𝑚𝑚([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) + 𝑑𝑑([𝑚𝑚, 𝑟𝑟])𝑤𝑤) 

= 𝑑𝑑2(𝑚𝑚)[𝑤𝑤, 𝑟𝑟] + 𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) + 𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) + 𝑚𝑚𝑑𝑑2([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) + 𝑑𝑑2([𝑚𝑚, 𝑟𝑟])𝑤𝑤

+ 𝑑𝑑([𝑚𝑚, 𝑟𝑟])𝑑𝑑(𝑤𝑤) 

elde edilir. Son eşitlik 0 = 𝑑𝑑(𝑤𝑤) = 𝑑𝑑2([𝑚𝑚, 𝑟𝑟]) = 𝑑𝑑2(𝑚𝑚) = 𝑑𝑑2([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) olması kullanılarak 

her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅, her 𝑚𝑚 ∈ [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ve her 𝑤𝑤 ∈ 𝑑𝑑([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) için 

0 = 2𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) 

bulunur. 𝑅𝑅 asal halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğundan her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅, her 𝑚𝑚 ∈ [𝑀𝑀,𝑅𝑅] 

ve her 𝑤𝑤 ∈ 𝑑𝑑([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) için 

0 = 𝑑𝑑(𝑚𝑚)𝑑𝑑([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) 

dir. 𝑚𝑚 ∈ [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ve [𝑀𝑀,𝑅𝑅] ⊄ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan Lemma 3.3.7. yardımıyla her 𝑤𝑤 ∈ 𝑑𝑑([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) 

ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 

0 = 𝑑𝑑([𝑤𝑤, 𝑟𝑟]) 

elde edilir. Bu eşitlik düzenlendiğinde her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑣𝑣 ∈ [𝑈𝑈,𝑈𝑈] için 

0 = 𝑑𝑑([𝑑𝑑(𝑣𝑣), 𝑟𝑟]) 

= �𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑣𝑣)�, 𝑟𝑟� + [𝑑𝑑(𝑣𝑣),𝑑𝑑(𝑟𝑟)] 

= [𝑑𝑑2(𝑣𝑣), 𝑟𝑟] + [𝑑𝑑(𝑣𝑣),𝑑𝑑(𝑟𝑟)] 

= [𝑑𝑑(𝑣𝑣),𝑑𝑑(𝑟𝑟)] 

olur. Yani her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = [𝑑𝑑(𝑣𝑣),𝑑𝑑(𝑟𝑟)] dir. Teorem 3.2.1.  uygulanarak her 𝑣𝑣 ∈
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[𝑈𝑈,𝑈𝑈] için 𝑑𝑑(𝑣𝑣) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. [𝑈𝑈,𝑈𝑈], 𝑅𝑅 halkasının bir Lie ideali olduğundan 

𝑑𝑑([𝑈𝑈,𝑈𝑈]) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması düşünülürse Lemma 3.3.6. kullanılarak [𝑈𝑈,𝑈𝑈] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) sonucuna 

ulaşılır. 
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BÖLÜM 4 

İNVOLÜSYONLU HALKALARDA DEĞİŞMELİLİK 

 

4.1. ∗-Asal halkalarda Türevler ve Değişmelilik 

Bu bölümde Oukhtite ve Salhi (2006) tarafından yapılmış olan “Derivations and 

Commutativity of ∗-Prime Rings” adlı çalışma incelenmiştir. 

Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe 𝑅𝑅, karakteristiği ikiden farklı bir ∗-asal 

halkadır. 

 

Lemma 4.1.1. 𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏∗ = (0) ise 𝑎𝑎 = 0 veya 𝑏𝑏 = 0 olur. 

İspat. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏∗ = (0) olsun. Bu durumda her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 =

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏∗ = 0 dır. 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏∗ 

bulunur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için  

(0) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏∗ 

dır. 𝑅𝑅 halkasının ∗-asal halka olması kullanılarak her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 veya 𝑏𝑏 = 0 elde 

edilir. 𝑏𝑏 = 0 olursa ispat biter. 

Varsayalım ki 𝑏𝑏 ≠ 0 olsun. O halde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0          (4.1) 

 

dır. (4.1) numaralı eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0         (4.2) 

 

olur. 𝐼𝐼 bir ∗-ideal olduğu için yine (4.1) numaralı eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑟𝑟𝑥𝑥∗ yazılırsa 

her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥∗ = 0         (4.3) 

 

elde edilir. (4.2) ve (4.3) numaralı eşitlikler birlikte kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥∗ 
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bulunur. Bu da her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑥𝑥∗ 

demektir. 𝑅𝑅 halkası ∗-asal halka olduğundan her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎 = 0 veya 𝑥𝑥 = 0 dır. Yani 𝑎𝑎 =

0 veya 𝐼𝐼 = (0) dır. 𝐼𝐼 ≠ (0) olduğu için istenilen sonuç elde edilir. 

 

Lemma 4.1.2. 𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑑𝑑 sıfırdan farklı 

∗ ile değişmeli bir türev olsun. Eğer her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥,𝑅𝑅]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = (0) ise 𝑅𝑅 halkası 

değişmelidir. 

İspat. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝐼𝐼 bir ∗-ideal olduğundan 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗ ∈ 𝐼𝐼 olur. 𝑡𝑡 elemanının ∗ 

altından görüntüsü incelenirse 

(𝑡𝑡)∗ = (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗)∗ 

= 𝑥𝑥∗ − (𝑥𝑥∗)∗ 

= 𝑥𝑥∗ − 𝑥𝑥 

= −(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) 

= −𝑡𝑡 

elde edilir. Yani 𝑡𝑡 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olur. Öte yandan hipotezden yararlanılırsa 𝑡𝑡 ∈ 𝐼𝐼 olduğundan 

 

[𝑡𝑡,𝑅𝑅]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡) = (0)        (4.4) 

 

dır. Bu eşitlikte (𝑡𝑡)∗ = −𝑡𝑡 olduğu kullanıldığında 

[−𝑡𝑡,𝑅𝑅∗]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡) = (0) 

olur. Not 2.72. gereğince 

 

[𝑡𝑡,𝑅𝑅]∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡) = (0)        (4.5) 

 

bulunur. (4.4) ve (4.5) eşitlikleri birlikte kullanılarak (0) = [𝑡𝑡,𝑅𝑅]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡) = [𝑡𝑡,𝑅𝑅]∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑡𝑡) elde 

edilir. Lemma 4.1.1. yardımıyla 𝑑𝑑(𝑡𝑡) = 0 veya [𝑡𝑡,𝑅𝑅] = (0) olduğu görülür. 

Varsayalım ki [𝑡𝑡,𝑅𝑅] = (0) olsun. O halde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗,𝑅𝑅] = (0) dır. Yani 

her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗, 𝑟𝑟] 

= [𝑥𝑥, 𝑟𝑟] − [𝑥𝑥∗, 𝑟𝑟] 

olur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑥𝑥, 𝑟𝑟] = [𝑥𝑥∗, 𝑟𝑟] 
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dır. Bu ifade hipotez ve son eşitlik yardımıyla düzenlendiğinde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) 

elde edilir. Son eşitlikte Lemma 4.1.1. kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑥𝑥, 𝑟𝑟] = 0 veya 

𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 bulunur. Sonuç olarak eğer [𝑡𝑡,𝑅𝑅] = (0) ise her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) =

0 dır. 

Kabul edelim ki 𝑑𝑑(𝑡𝑡) = 0 olsun. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) = 0 dır. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗) 

olur. Bu ise her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗) 

demektir. Burada hipotezden ve 𝑑𝑑 dönüşümünün ∗ ile değişmeli olmasından yararlanılırsa 

her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥∗) 

= [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝐼𝐼�𝑑𝑑(𝑥𝑥)�
∗
 

elde edilir. Bu eşitlik düzenli yazılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝐼𝐼�𝑑𝑑(𝑥𝑥)�
∗
 

olduğu görülür. Bu eşitlikte Lemma 4.1.1. kullanılarak her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑥𝑥, 𝑟𝑟] = 0 

veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 bulunur. Dolayısıyla eğer 𝑑𝑑(𝑡𝑡) = 0 ise her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) =

0 dır. Yani her iki durumda da aynı sonuç elde edildiğinden her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 

𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 olur. 𝐴𝐴 = {𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼|𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)} ve 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼|𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0} kümeleri tanımlansın. Bu 

iki kümenin 𝐼𝐼 grubunun altgrupları olduğu açıktır ve 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 dır. Teorem 2.4 gereğince 

𝐴𝐴 = 𝐼𝐼 veya 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 olur.  

Varsayalım ki 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 olsun. O halde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 dır. Bu eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 

için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 düşünülerek her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥) 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑟𝑟 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) 

elde edilir. Bu da her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = 𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑟𝑟) demektir. Bu eşitlik 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için soldan ayrı ayrı 

𝑠𝑠 ve 𝑠𝑠∗ ile çarpılırsa her 𝑠𝑠, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 𝑠𝑠∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑟𝑟) 

olur. Lemma 4.1.1 kullanılırsa her 𝑠𝑠, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑠𝑠 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑟𝑟) = 0 elde edilir. Yani 𝑅𝑅 =

(0) veya 𝑑𝑑 = 0 dır. Bu da çelişkidir. O halde 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼 olur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 



 

45 

Bu da 𝐼𝐼 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) demektir. Buradan her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için  

0 = [𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠] = [𝑥𝑥, 𝑠𝑠]𝑟𝑟 + 𝑥𝑥[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] = 𝑥𝑥[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] 

olur. Bu eşitlik soldan 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 ile çarpılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑡𝑡 yerine 𝑡𝑡∗ yazılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için  

0 = 𝑡𝑡∗𝐼𝐼[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] 

olur. Son iki eşitlikte Lemma 4.1.1. kullanıldığında ise 𝑡𝑡 = 0 veya 𝑟𝑟 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Bu 

durumda istenilen elde edilmiş olur. 

 

Lemma 4.1.3. 𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑑𝑑 sıfırdan farklı 

∗ ile değişmeli bir türev olsun. Eğer her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 0 ise 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

İspat. Her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için hipotezde 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 yazılarak hipotez yardımıyla 

düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = [𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)] 

= [𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦)] 

= [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] 

= [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

elde edilir. Yani her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

0 = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]       (4.6) 

 

dır. (4.6) numaralı eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılıp, hipotez yardımı ile düzenlendiğinde her 

𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

= [𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)𝑥𝑥] + [𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

= [𝑥𝑥,𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑦𝑦[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)]𝑥𝑥 + 𝑑𝑑(𝑦𝑦)[𝑥𝑥, 𝑥𝑥] + 𝑦𝑦[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑥𝑥 

= [𝑥𝑥,𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + ([𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)])𝑥𝑥 

olur. Bu eşitlikte (4.6) eşitliği kullanılarak tekrar düzenleme yapılırsa her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑥𝑥,𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 

bulunur. 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑦𝑦 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 düşünüldüğünde her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = [𝑥𝑥, 𝑟𝑟𝑟𝑟]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= 𝑟𝑟[𝑥𝑥,𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) 
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elde edilir. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥, 𝑟𝑟]𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑥𝑥) = (0) sonucuna ulaşılır. Burada Lemma 4.1.2. 

kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥, 𝑟𝑟] = 0 veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 olur.  

𝐴𝐴 = {𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼|[𝑥𝑥,𝑅𝑅] = (0)} ve 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼|𝑑𝑑(𝑥𝑥) = (0)} kümeleri tanımlansın. Bu 

kümeler 𝐼𝐼 kümesinin altgruplarıdır. Teorem 2.4. gereğince 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼 veya 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 dır. 

Varsayalım ki 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 olsun. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 dır. Bu eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp aynı eşitlik yardımıyla düzenlendiğinde her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑟𝑟 = 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) 

elde edilir. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

0 =  𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟)         (4.7) 

 

olur. (4.7) numaralı eşitlik soldan 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 ile çarpılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 0         (4.8) 

 

bulunur. (4.7) numaralı eşitlik soldan 𝑠𝑠∗ ∈ 𝑅𝑅 ile çarpıldığında her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑠𝑠∗𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) = 0          (4.9) 

 

olur. (4.8) ve (4.9) numaralı eşitlikler birlikte kullanılarak her 𝑠𝑠, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 𝑠𝑠∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑟𝑟) 

sonucuna ulaşılır. Burada Lemma 4.1.1. kullanılırsa her 𝑠𝑠, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑠𝑠 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑟𝑟) = 0 

olur. Bu ise 𝑅𝑅 = (0) veya 𝑑𝑑 = 0 demektir. Bu çelişki 𝐵𝐵 ≠ 𝐼𝐼 olmasını gerektirir. Yani her 

𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥,𝑅𝑅] = (0) dır. Bu ise 𝐼𝐼 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) anlamına gelir. Buradan her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈

𝑅𝑅 için  

0 = [𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠] = [𝑥𝑥, 𝑠𝑠]𝑟𝑟 + 𝑥𝑥[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] = 𝑥𝑥[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] 

olur. Bu eşitlik soldan 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 ile çarpılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑡𝑡𝑡𝑡[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑡𝑡 yerine 𝑡𝑡∗ yazılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅 için  

0 = 𝑡𝑡∗𝐼𝐼[𝑟𝑟, 𝑠𝑠] 

olur. Son iki eşitlikte Lemma 4.1.1. kullanıldığında ise 𝑡𝑡 = 0 veya 𝑟𝑟 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Bu 

durumda istenilen elde edilmiş olur. 
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Önerme 4.1.4. 𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ideali olmak üzere eğer 

𝑑𝑑(𝐼𝐼) = (0) ise 𝑑𝑑 = 0 olur. 

İspat. Hipotezden her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 dır. Bu eşitlik 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 

yazılıp türev özellikleri ve yine aynı hipotez kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 

𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑟𝑟 = 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) 

olur. Yani her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) = 0 

dir. Bu ifade 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için soldan önce 𝑠𝑠 ile sonra 𝑠𝑠∗ ile çarpılırsa her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 𝑠𝑠∗𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟) 

elde edilir. Bu da her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 𝑠𝑠∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑟𝑟) 

demektir. Lemma 4.1.1. gereğince her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑠𝑠 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑟𝑟) = 0 olur. O halde 𝑅𝑅 =

(0) veya 𝑑𝑑 = 0 dır. 𝑅𝑅 sıfırdan farklı bir halka olduğundan istenilen elde edilir. 

 

Lemma 4.1.5. 𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ∗-ideali, 𝑑𝑑 bir türev ve ∗ 𝑑𝑑 =

±𝑑𝑑 ∗ olmak üzere her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑2(𝐼𝐼) = (0) ise 𝑑𝑑 = 0 dır. 

İspat. Hipotezden her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑2(𝑥𝑥) = 0 dır. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 

yazılıp hipotez yardımıyla düzenleme yapılırsa her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑2(𝑥𝑥𝑥𝑥) 

= 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑦𝑦) 

= 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦)� + 𝑑𝑑(𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑦𝑦) 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥�𝑑𝑑(𝑦𝑦)� + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑�𝑑𝑑(𝑥𝑥)�𝑦𝑦 

= 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦) + 2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑦𝑦 

= 2𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑦𝑦) 

elde edilir. 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğundan her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için  

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 

sonucuna ulaşılır. Bu eşitlikte 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp düzenlendiğinde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 

için 

0 = 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑦𝑦) 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦) 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦) 
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bulunur. Yani her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑦𝑦) = (0)        (4.10) 

 

dır. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦∗ yazılıp 𝑑𝑑 ∗= ± ∗ 𝑑𝑑 olması kullanılarak 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝐼𝐼�𝑑𝑑(𝑦𝑦)�
∗

= (0)        (4.11) 

 

bulunur. (4.10) ve (4.11) eşitlikleri birlikte düşünülürse her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝐼𝐼�𝑑𝑑(𝑦𝑦)�
∗

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑦𝑦) 

olur. Lemma 4.1.1. yardımıyla her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 veya 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 elde edilir. Yani 

𝑑𝑑(𝐼𝐼) = (0) dır. Burada Önerme 4.1.4. kullanılarak istenilen sonuca ulaşılmış olur. 

 

Lemma 4.1.6. 𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑑𝑑1 ve 𝑑𝑑2, ∗ 𝑑𝑑1 =

±𝑑𝑑1 ∗ ve ∗ 𝑑𝑑2 = ±𝑑𝑑2 ∗ koşulunu sağlayan iki türev olmak üzere 𝑑𝑑2(𝐼𝐼) ⊂ 𝐼𝐼 ve 𝑑𝑑1𝑑𝑑2(𝐼𝐼) =

(0) ise bu iki türevden en az biri sıfırdır. 

İspat. Hipotezden her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑1𝑑𝑑2(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 0 dır. Bu eşitlik düzenlenirse her 

𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑1𝑑𝑑2(𝑥𝑥𝑥𝑥) 

= 𝑑𝑑1�𝑑𝑑2(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 

= 𝑑𝑑1(𝑥𝑥𝑥𝑥2(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑦𝑦) 

= 𝑑𝑑1�𝑥𝑥𝑥𝑥2(𝑦𝑦)� + 𝑑𝑑1(𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑦𝑦) 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥1�𝑑𝑑2(𝑦𝑦)� + 𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑑𝑑2(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑1�𝑑𝑑2(𝑥𝑥)�𝑦𝑦 + 𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑑𝑑1(𝑦𝑦) 

= 𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑑𝑑2(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑑𝑑1(𝑦𝑦) 

elde edilir. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑2(𝑥𝑥) ∈ 𝐼𝐼 olduğundan son eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑑𝑑2(𝑥𝑥) yazılıp aynı 

eşitlik yardımıyla her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑1(𝑑𝑑2(𝑥𝑥) )𝑑𝑑2(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑2(𝑑𝑑2(𝑥𝑥) )𝑑𝑑1(𝑦𝑦) 

= 𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥)𝑑𝑑1(𝑦𝑦) 

bulunur. Bu ifadede 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazıldığında her 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥)𝑑𝑑1(𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑑𝑑1(𝑧𝑧) + 𝑑𝑑2

2(𝑥𝑥)𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑧𝑧 

= 𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑑𝑑1(𝑧𝑧) 
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sonucuna ulaşılır. Yani her 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥)𝐼𝐼𝑑𝑑1(𝑧𝑧) = (0)        (4.12) 

 

dır. (4.12)’de 𝑧𝑧 yerine 𝑧𝑧∗ yazılır ve ∗ 𝑑𝑑1 = ±𝑑𝑑1 ∗ olması kullanılırsa her 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥)𝐼𝐼�𝑑𝑑1(𝑧𝑧)�

∗
= (0)       (4.13) 

 

olur. (4.12) ve (4.13) eşitlikleri birlikte kullanılarak her 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = 𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥)𝐼𝐼�𝑑𝑑1(𝑧𝑧)�

∗
= 𝑑𝑑2

2(𝑥𝑥)𝐼𝐼𝑑𝑑1(𝑧𝑧) 

bulunur. Burada Lemma 4.1.1. yardımıyla her 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥) = 0 veya 𝑑𝑑1(𝑧𝑧) = 0 elde 

edilir. 

Eğer her 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑1(𝑧𝑧) = 0 olursa Önerme 4.1.4.’den 𝑑𝑑1 = 0 olur.  

Varsayalım ki 𝑑𝑑1(𝑧𝑧) ≠ 0 olsun. O halde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑2
2(𝑥𝑥) = 0 olur. Burada 

Lemma 4.1.5. kullanılarak istenilen elde edilmiş olur. 

 

Lemma 4.1.7.  𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑑𝑑 sıfırdan farklı 

∗ ile değişmeli bir türev olsun. Eğer her 𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼 ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗(𝑅𝑅) için [𝑑𝑑(𝐼𝐼),𝑎𝑎] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑎𝑎 ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

İspat. Hipotezden [𝑑𝑑(𝑎𝑎2),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu ifade [𝑎𝑎,𝑎𝑎] = 0 ve [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak düzenlendiğinde  

[𝑑𝑑(𝑎𝑎2),𝑎𝑎] = [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎,𝑎𝑎] 

= [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎),𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑎𝑎, 𝑎𝑎] 

= 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] + [𝑎𝑎, 𝑎𝑎]𝑑𝑑(𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑎𝑎,𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]𝑎𝑎 

=  𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]𝑎𝑎 

= 2𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] 

olur. Yani 2𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 𝑅𝑅 halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğundan 

𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu ise her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için �𝑟𝑟,𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]� = 0 demektir. Bu ifade Lie 

komütatör özellikleri ve bu eşitlik kullanılarak düzenlenirse her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = �𝑟𝑟, 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]� 

= 𝑎𝑎�𝑟𝑟, [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]� + [𝑟𝑟,𝑎𝑎][𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] 

= [𝑟𝑟,𝑎𝑎][𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] 
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elde edilir. Bu ifade sağdan 𝑅𝑅 ile çarpılıp hipotez kullanıldığında her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

(0) = [𝑟𝑟, 𝑎𝑎]𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]       (4.14) 

 

bulunur. 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olduğu için 𝑎𝑎 = ±𝑎𝑎∗ dır. (4.14) numaralı eşitlikte 𝑟𝑟 yerine 𝑟𝑟∗ yazılır ve 

𝑎𝑎 = ±𝑎𝑎∗ düşünülürse her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için (0) = [𝑟𝑟∗,𝑎𝑎∗]𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] olur. Not 2.72. gereğince her 

𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

(0) = [𝑟𝑟, 𝑎𝑎]∗𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]       (4.15) 

 

bulunur. (4.14) ve (4.15) eşitlikleri birlikte kullanılırsa her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = [𝑟𝑟,𝑎𝑎]𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] = [𝑟𝑟,𝑎𝑎]∗𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] 

yazılır. 𝑅𝑅 halkası ∗-asal olduğundan her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑟𝑟,𝑎𝑎] = 0 veya [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] = 0 olur. Her 

iki durumda da çıkan sonuç [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] = 0 dır. Diğer taraftan hipotezden 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ∈

𝐼𝐼 olduğundan her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑑𝑑([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğu görülür. Lie komütatör özellikleri 

ve hipotez kullanılarak her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

 [𝑑𝑑([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]),𝑎𝑎] = �[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏] + [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑏𝑏)],𝑎𝑎� 

= �[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� + �[𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑏𝑏)],𝑎𝑎� 

= �[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� 

elde edilir. Yani her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için �[𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏],𝑎𝑎� ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Son eşitlikte 𝑏𝑏 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎 yazılarak 

[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] = 0 ve [𝑎𝑎,𝑎𝑎] = 0 olması kullanılırsa her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎𝑎𝑎],𝑎𝑎� = [𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏],𝑎𝑎] + �[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]𝑏𝑏,𝑎𝑎� 

= [𝑎𝑎,𝑎𝑎][𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏] + 𝑎𝑎�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� 

= 𝑎𝑎�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� 

olur. Yani her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏], 𝑎𝑎� ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu ifade soldan 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ile çarpılıp önce 

𝑎𝑎�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏], 𝑎𝑎� ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) sonra �[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak düzenlenirse her 

𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için  

𝑟𝑟𝑟𝑟�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� = 𝑎𝑎�[𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏],𝑎𝑎�𝑟𝑟 = 𝑎𝑎𝑎𝑎�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� 

bulunur. Yani her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑎𝑎, 𝑟𝑟]�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� = 0 

dir. Bu eşitlikte 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑟𝑟 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılıp düzenlendiğinde her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑎𝑎, 𝑟𝑟𝑟𝑟]�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� 
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= [𝑎𝑎, 𝑟𝑟]𝑠𝑠�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏], 𝑎𝑎� + 𝑟𝑟[𝑎𝑎, 𝑠𝑠]�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� 

= [𝑎𝑎, 𝑟𝑟]𝑠𝑠�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏], 𝑎𝑎� 

sonucuna ulaşılır. Bu da her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

[𝑎𝑎, 𝑟𝑟]𝑅𝑅�[𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏],𝑎𝑎� = (0)       (4.16) 

 

demektir. (4.16) ifadesinde 𝑟𝑟 yerine 𝑟𝑟∗ yazılıp 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olması kullanılırsa her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 

𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

 

[𝑎𝑎, 𝑟𝑟]∗𝑅𝑅�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� = (0)       (4.17) 

 

olur. (4.16) ve (4.17) eşitlikleri birlikte düşünüldüğünde her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼, her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = [𝑎𝑎, 𝑟𝑟]𝑅𝑅�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� = [𝑎𝑎, 𝑟𝑟]∗𝑅𝑅�[𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏],𝑎𝑎� 

yazılır. 𝑅𝑅 halkası ∗-asal olduğundan her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑎𝑎, 𝑟𝑟] = 0 veya 

�[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� = 0 dır. Bu her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya �[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� = 0 anlamına gelir. 

Eğer 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olursa ispat biter. 

Varsayalım ki 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. Her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için �[𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑏𝑏],𝑎𝑎� = 0 olur. Bu ifade 

Jacobi özdeşliğine göre açılıp, �[𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏],𝑎𝑎� = 0 ve [𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak 

düzenlenirse her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = �[𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑏𝑏],𝑎𝑎� + �[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑑𝑑(𝑎𝑎)� + �[𝑎𝑎,𝑑𝑑(𝑎𝑎)], 𝑏𝑏� 

= �[𝑏𝑏, 𝑎𝑎],𝑑𝑑(𝑎𝑎)� 

bulunur. Yani 𝐼𝐼𝑘𝑘, 𝑘𝑘 ile belirli iç türev olmak üzere her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için �𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝐼𝐼𝑎𝑎�(𝑏𝑏) = 0 dır. 

Burada 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olduğundan iki durum vardır. 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎∗ veya 𝑎𝑎 = −𝑎𝑎∗ olması. Bu iki durum 

göz önüne alınarak önce 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için �𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑟𝑟)�
∗
 incelenirse her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑟𝑟)�
∗

= [𝑎𝑎, 𝑟𝑟]∗ = [𝑟𝑟∗,𝑎𝑎∗] = [𝑟𝑟∗,𝑎𝑎] = 𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑟𝑟∗) 

veya her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑟𝑟)�
∗

= [𝑎𝑎, 𝑟𝑟]∗ = [𝑟𝑟∗,𝑎𝑎∗] = [𝑟𝑟∗,−𝑎𝑎] = −𝐼𝐼𝑎𝑎(𝑟𝑟∗) 

olur. Sonra bu iki durum göz önüne alınarak  �𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)(𝑟𝑟)�
∗
incelenirse her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)(𝑟𝑟)�
∗

= [𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑟𝑟]∗ = �𝑟𝑟∗, �𝑑𝑑(𝑎𝑎)�
∗
� 

= [𝑟𝑟∗,𝑑𝑑(𝑎𝑎∗)] = [𝑟𝑟∗,𝑑𝑑(𝑎𝑎)] 

= 𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)(𝑟𝑟∗) 
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veya her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

�𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)(𝑟𝑟)�
∗

= [𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝑟𝑟]∗ = �𝑟𝑟∗, �𝑑𝑑(𝑎𝑎)�
∗
� 

= [𝑟𝑟∗,𝑑𝑑(𝑎𝑎∗)] = [𝑟𝑟∗,𝑑𝑑(−𝑎𝑎)] 

= −𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)(𝑟𝑟∗) 

bulunur. Yani ∗ 𝐼𝐼𝑎𝑎 = ±𝐼𝐼𝑎𝑎 ∗ ve ∗ 𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎) = ±𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎) ∗ olur. Hipotezden 𝐼𝐼𝑑𝑑(𝑎𝑎)(𝐼𝐼) = [𝑑𝑑(𝑎𝑎), 𝐼𝐼] ⊂ 𝐼𝐼 

olduğu için Lemma 4.1.6. yardımıyla 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑑𝑑(𝑎𝑎) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. 𝑎𝑎 ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) durumu çelişkidir. O halde 𝑑𝑑(𝑎𝑎) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Diğer taraftan 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için hipotezden 

[𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. [𝑎𝑎,𝑎𝑎] = 0 ve 𝑑𝑑(𝑎𝑎) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎),𝑎𝑎] = [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏,𝑎𝑎] 

= 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + [𝑎𝑎,𝑎𝑎]𝑑𝑑(𝑏𝑏) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑏𝑏,𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎]𝑏𝑏 

= 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑏𝑏,𝑎𝑎] 

elde edilir. Yani her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑏𝑏,𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dır. Son ifade [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎] =

0, [𝑎𝑎,𝑎𝑎] = 0 eşitlikleri kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = [𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑎𝑎] 

= [𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎],𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎)[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑎𝑎] 

= 𝑎𝑎�[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎],𝑎𝑎� + [𝑎𝑎, 𝑎𝑎][𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + 𝑑𝑑(𝑎𝑎)�[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑎𝑎� + [𝑑𝑑(𝑎𝑎),𝑎𝑎][𝑏𝑏,𝑎𝑎] 

= 𝑑𝑑(𝑎𝑎)�[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

olur. Bu eşitlik soldan 𝑅𝑅 ile çarpılır ve 𝑑𝑑(𝑎𝑎) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılırsa her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑅𝑅�[𝑏𝑏,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� = (0) 

sonucuna ulaşılır. Burada 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ ve 𝑑𝑑 ∗=∗ 𝑑𝑑 olması kullanılırsa her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

�𝑑𝑑(𝑎𝑎)�
∗
𝑅𝑅�[𝑏𝑏,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� = (0) 

elde edilir. Son iki eşitlik birlikte düşünüldüğünde her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑅𝑅�[𝑏𝑏,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� = �𝑑𝑑(𝑎𝑎)�
∗
𝑅𝑅�[𝑏𝑏, 𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

yazılır. 𝑅𝑅 halkasının ∗-asal olmasından her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑎𝑎) = 0 veya �[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑎𝑎� = 0 elde 

edilir. 

Varsayalım ki her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için �[𝑏𝑏,𝑎𝑎],𝑎𝑎� = 0 olsun. Bu da (𝐼𝐼𝑎𝑎𝐼𝐼𝑎𝑎)(𝑏𝑏) = 0 anlamına 

gelir. ∗ 𝐼𝐼𝑎𝑎 = ±𝐼𝐼𝑎𝑎 ∗ olduğundan Lemma 4.1.5. den 𝐼𝐼𝑎𝑎 = 0 bulunur. O halde 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu 

da çelişkidir. O halde 𝑑𝑑(𝑎𝑎) = 0 olur. Hipotezden her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Bu 

ifade [𝑎𝑎,𝑎𝑎] = 0 ve 𝑑𝑑(𝑎𝑎) = 0 olması kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑎𝑎),𝑎𝑎] = [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑎𝑎)𝑏𝑏, 𝑎𝑎] 

= 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] + [𝑎𝑎,𝑎𝑎]𝑑𝑑(𝑏𝑏) 

= 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] 
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elde edilir. Yani her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Son eşitlik soldan 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ile çarpılıp, 

bu eşitlik ve hipotez kullanılarak düzenlenirse her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑟𝑟𝑟𝑟[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] = 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎]𝑟𝑟 = 𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] 

bulunur. Yani her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = [𝑟𝑟,𝑎𝑎][𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] olur. Bu eşitlik sağdan 𝑅𝑅 ile 

çarpılıp, hipotezden yararlanılarak düzenlendiğinde her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑟𝑟,𝑎𝑎]𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] = (0) 

elde edilir. Son eşitlikte 𝑟𝑟 yerine 𝑟𝑟∗ yazılır ve 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olması kullanılırsa her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 

𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑟𝑟,𝑎𝑎]∗𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] = (0) 

olur. Son iki eşitlik birlikte kullanılırsa her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

(0) = [𝑟𝑟,𝑎𝑎]𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] = [𝑟𝑟,𝑎𝑎]∗𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] 

yazılır. 𝑅𝑅 halkası ∗-asal olduğundan her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼, her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑟𝑟,𝑎𝑎] = 0 veya [𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] = 0 

olur. Yani 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] = 0 dır. 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için  

[𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎] = 0 olur. Bu eşitlikte 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑏𝑏 yerine 𝑏𝑏[𝑐𝑐,𝑎𝑎] yazılır ve 𝑑𝑑(𝑎𝑎) = 0 olması 

kullanılarak düzenlenirse her 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 için  

0 = [𝑑𝑑(𝑏𝑏[𝑐𝑐, 𝑎𝑎]),𝑎𝑎] 

= [𝑏𝑏𝑏𝑏([𝑐𝑐,𝑎𝑎]),𝑎𝑎] + [𝑑𝑑(𝑏𝑏)[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎] 

= 𝑏𝑏[𝑑𝑑([𝑐𝑐, 𝑎𝑎]),𝑎𝑎] + [𝑏𝑏,𝑎𝑎]𝑑𝑑([𝑐𝑐,𝑎𝑎]) + 𝑑𝑑(𝑏𝑏)�[𝑐𝑐,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� + [𝑑𝑑(𝑏𝑏),𝑎𝑎][𝑐𝑐,𝑎𝑎] 

= [𝑏𝑏,𝑎𝑎]𝑑𝑑([𝑐𝑐,𝑎𝑎]) + 𝑑𝑑(𝑏𝑏 )�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

= [𝑏𝑏,𝑎𝑎][𝑑𝑑(𝑐𝑐),𝑎𝑎] + [𝑏𝑏,𝑎𝑎][𝑐𝑐, 𝑑𝑑(𝑎𝑎)] + 𝑑𝑑(𝑏𝑏)�[𝑐𝑐,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� 

= 𝑑𝑑(𝑏𝑏)�[𝑐𝑐, 𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

elde edilir. Yani her 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑏𝑏)�[𝑐𝑐,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� = 0 dır. Son eşitlikte 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑏𝑏 yerine 𝑏𝑏𝑏𝑏 

yazılıp, türev ve Lie komütatör özellikleri ile son eşitlik kullanılarak düzenlendiğinde her 

𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için  

0 = 𝑑𝑑(𝑏𝑏𝑏𝑏)�[𝑐𝑐,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� 

= 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑥𝑥�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑥𝑥)�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

= 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑥𝑥�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

olur. Yani her 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝐼𝐼�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� = (0) 

dir. Bu eşitlikte 𝑏𝑏 yerine 𝑏𝑏∗ yazılır ve ∗ 𝑑𝑑 = 𝑑𝑑 ∗ olması kullanıldığında her 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 için 

�𝑑𝑑(𝑏𝑏)�
∗
𝐼𝐼�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� = (0) 

sonucuna ulaşılır. Son iki eşitlik birlikte kullanılırsa her 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 için 
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(0) = 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝐼𝐼�[𝑐𝑐,𝑎𝑎], 𝑎𝑎� = �𝑑𝑑(𝑏𝑏)�
∗
𝐼𝐼�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� 

bulunur. Burada 𝑅𝑅 halkasının ∗-asal olması kullanıldığında her 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑏𝑏) = 0 veya 

�[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� = 0 elde edilir.  

Varsayalım ki her 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑏𝑏) = 0 olsun. Bu eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑏𝑏 yerine 𝑏𝑏𝑏𝑏 

yazılıp, türev özellikleri ve aynı eşitlik kullanılarak düzenlenirse her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = 𝑑𝑑(𝑏𝑏𝑏𝑏) = 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑟𝑟) + 𝑑𝑑(𝑏𝑏)𝑟𝑟 = 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑟𝑟) 

elde edilir. Elde edilen eşitlikte 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑏𝑏 yerine 𝑠𝑠𝑠𝑠 yazıldığında her 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 

için 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 0 

olur. Yani her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = (0) 

dır. Bu eşitlikte 𝑠𝑠 yerine 𝑠𝑠∗ yazıldığında her 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑠𝑠∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑟𝑟) = (0) 

bulunur. Son iki eşitlikten  

(0) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 𝑠𝑠∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑟𝑟) 

sonucuna ulaşılır. Lemma 4.1.1. gereğince 𝑅𝑅 = (0) veya 𝑑𝑑 = 0 dır. Bu bir çelişkidir. 

O halde her 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅 için �[𝑐𝑐,𝑎𝑎],𝑎𝑎� = 0 olur. Yani (𝐼𝐼𝑎𝑎𝐼𝐼𝑎𝑎)(𝑐𝑐) = 0 dır. Burada 𝐼𝐼𝑎𝑎 ∗= ± ∗ 𝐼𝐼𝑎𝑎 

olması kullanılırsa Lemma 4.1.5.’den 𝐼𝐼𝑎𝑎 = 0 yani 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Bu çelişki ispatı bitirir. 

 

Teorem 4.1.8. 𝑅𝑅 karakterisitiği ikiden farklı bir ∗-asal halka, 𝐼𝐼 kümesi 𝑅𝑅 halkasının 

sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 halkasının sıfırdan farklı ∗ ile değişmeli bir türevi olmak 

üzere her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

İspat. Hipotez 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 yazılarak türev ve Lie komütatör özellikleri 

kullanılarak düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)] = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)] 

= [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦, 𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦)] 

= [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] 

olur. Her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅), [𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olduğundan [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑦𝑦)] +

[𝑦𝑦,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Son ifade 𝑦𝑦 yerine 𝑥𝑥2 yazılarak türev, Lie komütatör özellikleri ve 

hipotez kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥2)] + [𝑥𝑥2,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = [𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥, 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑥𝑥] + [𝑥𝑥2,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

= 𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑥𝑥 + 𝑑𝑑(𝑥𝑥)[𝑥𝑥, 𝑥𝑥] + 𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑥𝑥 

= 𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑥𝑥 + 𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] + [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑥𝑥 
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= 2(2𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

sonucu elde edilir. 𝑅𝑅 halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 

için 𝑥𝑥[𝑥𝑥, 𝑑𝑑(𝑥𝑥)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Bu ifade soldan 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 ile çarpılıp 𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ve 

hipotez kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑟𝑟𝑟𝑟[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑟𝑟 = 𝑥𝑥𝑥𝑥[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

elde edilir. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

[𝑟𝑟, 𝑥𝑥][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 0 

dır. Bu eşitlikte 𝑟𝑟 yerine 𝑑𝑑(𝑥𝑥) yazılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]2 = 0 

sonucuna ulaşılır. Son eşitlik soldan 𝑅𝑅 ile çarpılıp hipotez kullanılarak düzenlendiğinde her 

𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = (0)       (4.18) 

 

bulunur. (4.18) eşitliği sağdan [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗ ile çarpılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗  = (0)      (4.19) 

 

elde edilir. Diğer taraftan her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

([𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗)∗ = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗ 

olduğundan bu eşitlik (4.18) numaralı eşitlikte yerine yazıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅([𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗)∗  = (0)     (4.20) 

 

bulunur. (4.19) ve (4.20) numaralı eşitlikler birlikte kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = [𝑥𝑥, 𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗ = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅([𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗)∗  

yazılır. 𝑅𝑅 halkasının ∗-asal halka olması kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗ = 0 veya [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 0 

sonucuna ulaşılır. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)][𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗ = 0 dır. Bu eşitlik soldan 𝑅𝑅 ile 

çarpılıp hipotez kullanılarak düzenlenirse her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗ = (0) 

dır. Bu ifade (4.18) numaralı eşitlik ile birlikte kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]𝑅𝑅[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)]∗ 
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yazılır. 𝑅𝑅 halkasının ∗-asal halka olması kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = [𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] 

sonucuna varılır. Burada Lemma 4.1.3.kullanıldığında istenilen elde edilir. 

 

Teorem 4.1.9. 𝑅𝑅 karakterisitiği ikiden farklı bir ∗-asal halka, 𝐼𝐼 kümesi 𝑅𝑅 halkasının 

sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑑𝑑1,𝑑𝑑2, 𝑅𝑅 üzerinde ∗ ile değişmeli birer türev olmak üzere her 

𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑑𝑑2 = 0 veya 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

İspat. Eğer 𝐼𝐼 ∩ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) = (0) ise her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) ∈ 𝐼𝐼 ∩ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. 

Buradan da her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) elde edilir. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥 +

𝑦𝑦 yazılıp, türev özellikleri ve yine aynı eşitlik kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)𝑑𝑑2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

�𝑑𝑑1(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)�(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)�𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑2(𝑦𝑦)� 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑥𝑥 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑦𝑦) 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) 

elde edilir. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılıp aynı eşitlik ve 𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) olması 

kullanılarak düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥2(𝑥𝑥) 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦)𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥2(𝑥𝑥) 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦)𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥2(𝑥𝑥) 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦)𝑥𝑥 

(𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑥𝑥)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑2(𝑦𝑦)𝑥𝑥) 

�𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥)�𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑2(𝑦𝑦)𝑥𝑥) 

𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦)𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦)𝑥𝑥 

𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥)𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑥𝑥) 

dır. Yani her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] = 0 

sonucuna ulaşılır. Bu eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑦𝑦 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılırsa 

0 = [𝑟𝑟𝑟𝑟𝑑𝑑2(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] 

= 𝑟𝑟[𝑦𝑦𝑦𝑦2(𝑥𝑥),𝑥𝑥] + [𝑟𝑟, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) 

= [𝑟𝑟, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) 

bulunur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için  

[𝑅𝑅, 𝑥𝑥]𝐼𝐼𝑑𝑑2(𝑥𝑥) = (0) 

dır. Lemma 4.1.2. den 𝑑𝑑2 = 0 veya 𝑅𝑅 değişmelidir. 



 

57 

Varsayalım ki 𝐼𝐼 ∩ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ≠ (0) olsun. 𝑐𝑐 ∈ 𝐼𝐼 ∩ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olmak üzere 𝑡𝑡 = 𝑐𝑐 − 𝑐𝑐∗olarak 

alınırsa, 𝑡𝑡 ∈ 𝐼𝐼 ∩ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olacağından 

𝑡𝑡∗ = (𝑐𝑐 − 𝑐𝑐∗)∗ = 𝑐𝑐∗ − 𝑐𝑐 = −(𝑐𝑐 − 𝑐𝑐∗) = −𝑡𝑡 

bulunur. Hipotezde 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 yazılıp, türev özellikleri ve hipotez kullanılarak 

düzenlendiğinde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için  

𝑑𝑑1(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) − (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)𝑑𝑑2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

�𝑑𝑑1(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)�(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) − (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)�𝑑𝑑2(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑2(𝑦𝑦)� ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

olur. Yani her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑦𝑦 + 𝑑𝑑1(𝑦𝑦)𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑦𝑦) − 𝑦𝑦𝑑𝑑2(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)    (4.21) 

 

dır. (4.21) numaralı eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑐𝑐 yazılır ve 𝑑𝑑2(𝑐𝑐) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak 

düzenlenirse her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑐𝑐 + 𝑑𝑑1(𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑2(𝑐𝑐) − 𝑐𝑐𝑑𝑑2(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

𝑐𝑐𝑑𝑑1(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑1(𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 𝑑𝑑2(𝑐𝑐)𝑥𝑥 − 𝑐𝑐𝑑𝑑2(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

elde edilir. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için  𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

 

𝑐𝑐�𝑑𝑑1(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑2(𝑥𝑥)� + �𝑑𝑑1(𝑐𝑐) − 𝑑𝑑2(𝑐𝑐)�𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)     (4.22) 

 

sonucuna varılır. (4.21) numaralı eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑐𝑐2 yazılıp, (4.22) numaralı eşitlik ve 

𝑐𝑐�𝑑𝑑1(𝑐𝑐) − 𝑑𝑑2(𝑐𝑐)�𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ve her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑐𝑐�𝑑𝑑1(𝑐𝑐) − 𝑑𝑑2(𝑐𝑐)�𝑅𝑅[𝑥𝑥, 𝑟𝑟] = 𝑐𝑐�𝑑𝑑1(𝑐𝑐) − 𝑑𝑑2(𝑐𝑐)�𝑅𝑅[𝑥𝑥, 𝑟𝑟]∗ = (0) 

elde edilir. Burada 𝑅𝑅 hakasının ∗-asal olması kullanılırsa 𝐼𝐼 ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑐𝑐�𝑑𝑑1(𝑐𝑐) −

𝑑𝑑2(𝑐𝑐)� = 0 bulunur. Yani 𝑅𝑅 değişmeli veya 𝑐𝑐�(𝑑𝑑1 − 𝑑𝑑2)(𝑐𝑐)� = 0 dır. Bu eşitlik 𝑐𝑐 ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak düzenlendiğinde 

�𝑐𝑐, �(𝑑𝑑1 − 𝑑𝑑2)(𝑐𝑐)�� = 0 

bulunur. İki türevin farkı bir türev olduğundan Lemma 4.1.3. kullanılırsa 𝑑𝑑1 = 𝑑𝑑2 veya 𝑅𝑅 

halkasının değişmeli olduğu sonucuna varılır. Eğer 𝑑𝑑1 = 𝑑𝑑2 ise hipotezden yararlanılarak 

her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑1(𝑥𝑥)𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑑𝑑1(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

yazılır. Yani [𝑑𝑑1(𝑥𝑥),𝑥𝑥] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Burada Teorem 4.1.8. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkasının 

değişmeli olduğu sonucuna ulaşılır 
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Teorem 4.1.10. 𝑅𝑅 karakterisitiği ikiden farklı bir ∗-asal halka, sıfırdan farklı 𝐼𝐼 kümesi, 

𝑅𝑅 halkasındaki bir ∗-ideal ve 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 üzerinde sıfırdan farklı ∗ ile değişmeli bir türev olmak 

üzere her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] = 0 ise 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

İspat. Hipotezde 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 yazılıp, Lie komütatör ve türev 

özellikleri ile hipotez kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

 0 = [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦), 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦] = [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦),𝑦𝑦] 

= [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦),𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑦𝑦] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦),𝑦𝑦] 

bulunur. Yani her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

[𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦),𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑦𝑦] = 0       (4.23) 

 

dir. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa  

0 = [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦𝑦𝑦), 𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑦𝑦𝑦𝑦] 

= [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦)𝑥𝑥, 𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦)𝑥𝑥, 𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑦𝑦𝑦𝑦] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑦𝑦𝑦𝑦] 

= [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦),𝑥𝑥]𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] + [𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥),𝑦𝑦]𝑥𝑥 + [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

olur. Burada (4.23) eşitliğinden yararlanılarak her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

 

𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑥𝑥] + 𝑎𝑎[𝑦𝑦, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 0    (4.24) 

 

bulunur. (4.24) numaralı eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑎𝑎𝑎𝑎 yazılıp, türev ve Lie komütatör özellikleri 

kullanılarak düzenlenirse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

0 = 𝑎𝑎2𝑦𝑦[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑥𝑥] + 𝑎𝑎[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

= 𝑎𝑎2𝑦𝑦[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑥𝑥] + 𝑎𝑎2[𝑦𝑦, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

= 𝑎𝑎�𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] + 𝑎𝑎[𝑦𝑦, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑥𝑥) + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)� + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) 

elde edilir. Bu ifade (4.24) numaralı eşitlikten yararlanılarak düzenlendiğinde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 

için  

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) = 0 

bulunur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için  

 

[𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) = (0)        (4.25) 

 

dır. 𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ ise o (4.25) numaralı eşitlik, ∗ 𝑑𝑑 = ±𝑑𝑑 ∗ olduğundan her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎𝑎𝑎�𝑑𝑑(𝑥𝑥)�
∗
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olur. Bu ifade Lemma 4.1.1. yardımı ile düzenlendiğinde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑎𝑎 = 0 

veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 bulunur. 𝐼𝐼 idealinin bir 𝑦𝑦 elemanı için 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦∗ ∈ 𝐼𝐼 ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olduğundan her 𝑦𝑦 ∈

𝐼𝐼 için [𝑎𝑎,𝑦𝑦 + 𝑦𝑦∗]𝑎𝑎 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑦𝑦 + 𝑦𝑦∗) = 0 bulunur. Eğer 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑦𝑦 + 𝑦𝑦∗) = 0 ise o 

zaman 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = −𝑑𝑑(𝑦𝑦∗) olur. O halde (4.25) numaralı eşitlik göz önüne alınarak her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 

için 

(0) = [𝑎𝑎, 𝑦𝑦]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦) = [𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑦𝑦)∗ 

elde edilir. Lemma 4.1.1.  uygulanarak her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 elde edilir. 

Diğer taraftan eğer 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑎𝑎,𝑦𝑦 + 𝑦𝑦∗]𝑎𝑎 = 0 ise o zaman [𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎 = −[𝑎𝑎,𝑦𝑦∗]𝑎𝑎 olur. 𝑎𝑎 ∈

𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olduğundan (4.25) numaralı eşitlik göz önüne alınarak her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = [𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑦𝑦) = ([𝑎𝑎, 𝑦𝑦]𝑎𝑎)∗𝐼𝐼𝐼𝐼(𝑦𝑦) 

elde edilir. Lemma 4.1.1.  uygulanarak yine her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 elde 

edilir. Her iki durumda da her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑎𝑎, 𝑦𝑦]𝑎𝑎 = 0 veya 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 

dır. 𝐴𝐴 = {𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼|[𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎 = 0} ve 𝐵𝐵 = {𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼|𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0} kümeleri tanımlansın. 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 

olur. Bu iki küme 𝐼𝐼 grubunun iki alt grubu olduğundan ve bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi olarak yazılamayacağından 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼 veya 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 sonucu elde edilir.  

Varsayalım ki 𝐵𝐵 = 𝐼𝐼 olsun. O halde her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑦𝑦) = 0 dır. Bu ifadede 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 

𝑦𝑦 yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılıp türev özellikleri ve yine aynı eşitlik kullanılarak düzenlenirse her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 

ve her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için  

0 = 𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟𝑟) 

= 𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑦𝑦 

= 𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑦𝑦 

elde edilir. Yani her 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = 𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝐼𝐼 dır. Burada Lemma 4.1.1. kullanılırsa 𝑅𝑅 = (0) 

veya 𝑑𝑑 = 0 bulunur. Bu da çelişkidir. O halde 𝐵𝐵 ≠ 𝐼𝐼 dır. Yani 𝐴𝐴 = 𝐼𝐼 olur. Bu her 𝑦𝑦 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎 = 0 demektir. Bu eşitlikte 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑦𝑦 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp düzenlendiğinde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈

𝐼𝐼 için 

0 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑎𝑎 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑥𝑥[𝑎𝑎,𝑦𝑦]𝑎𝑎 

= [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑦𝑦 

olur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝐼𝐼𝐼𝐼 = (0) olur. 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olduğu için her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝐼𝐼𝑎𝑎∗ 

dir. Bu eşitlikte Lemma 4.1.1. kullanılırsa 𝑎𝑎 = 0 veya [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] = 0 bulunur. Yani her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 

için [𝑎𝑎, 𝑥𝑥] = 0 dır. Hipoteze geri dönülecek olursa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 
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0 = [𝑎𝑎𝑑𝑑(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] 

= 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑥𝑥] + [𝑎𝑎, 𝑥𝑥]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= 𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑥𝑥] 

olur. Bu eşitlik soldan 𝑟𝑟 ile çarpılır ve 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] = (0) 

elde edilir. Son eşitlikte 𝑎𝑎 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olması kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

(0) = 𝑎𝑎𝑎𝑎[𝑑𝑑(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] = 𝑎𝑎∗𝑅𝑅[𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑥𝑥] 

sonucuna ulaşılır. Burada 𝑅𝑅 halkasının ∗-asal olması kullanılırsa her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑑𝑑(𝑥𝑥), 𝑥𝑥] =

0 veya 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Eğer 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise ispat biter. 

Varsayalım ki 𝑎𝑎 ∉ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olsun. O zaman her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için [𝑑𝑑(𝑥𝑥),𝑥𝑥] = 0 dır. Bu eşitlikte 

Lemma 4.1.3.kullanıldığında istenilen elde edilmiş olur. 

 

Teorem 4.1.11. 𝑅𝑅 karakterisitiği ikiden farklı bir ∗-asal halka, 𝐼𝐼 kümesi, 𝑅𝑅 halkasının 

sıfırdan farklı bir ∗-ideali ve 𝑑𝑑, 𝑅𝑅 üzerinde sıfırdan farklı ∗ ile değişmeli bir türev olsun. 

Eğer 𝑑𝑑(𝐼𝐼) ⊂ 𝐼𝐼 ve [𝑑𝑑(𝐼𝐼),𝑑𝑑(𝐼𝐼)] ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

İspat. 𝑘𝑘 ∈ 𝑑𝑑(𝐼𝐼) ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olsun. O halde 𝑘𝑘 ∈ 𝐼𝐼 ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ olur. Hipotezden [𝑑𝑑(𝐼𝐼),𝑘𝑘] ⊂

𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Bu ifade Lemma 4.1.7. gereğince düzenlenirse 𝑘𝑘 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) elde edilir. Yani 𝑑𝑑(𝐼𝐼) ∩

𝑆𝑆𝑆𝑆∗ ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dır. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗) = −�𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗)�
∗
 

olduğu için 𝑑𝑑(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) ∈ 𝑑𝑑(𝐼𝐼) ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥∗) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗) = −�𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗)�
∗
 

olduğundan 𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥∗) ∈ 𝑑𝑑(𝐼𝐼) ∩ 𝑆𝑆𝑆𝑆∗ ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. O halde her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

𝑑𝑑(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑥𝑥∗) 

= 𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥∗) 

= 2𝑑𝑑(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

sonucuna ulaşılır. Bu ifadede 𝑅𝑅 halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması 

kullanıldığında her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Buradan özel olarak her 𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼 için 

[𝑥𝑥,𝑑𝑑(𝑥𝑥)] = 0 sonucuna varılır. Bu eşitlikte Lemma 4.1.3. kullanılırsa istenilen elde edilir. 
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4.2. ∗-Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar 

Bu bölümde Rehman, Ansari ve Haetinger tarafından (2013) tarafından yapılan “A 

note on homomorphisms and anti-homomorphisms on ∗-ring” adlı çalışma incelenmiştir. 

Bu bölümde aksi söylenmedikçe kullanılan 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 elemanları kullanılan 𝑅𝑅 halkasından 

keyfi olarak seçilmiştir. 

 

Teorem 4.2.1. 𝑅𝑅 bir asal ∗-halka olmak üzere 𝑓𝑓, 𝑅𝑅 halkasında tanımlı bir 

genelleştirilmiş ∗-türev olsun; 

i. 𝑓𝑓 homomorfizma ise 𝑅𝑅 halkası değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir. 

ii. 𝑓𝑓 anti-homomorfizma ise 𝑅𝑅 halkası değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-

merkezleyicidir. 

İspat. 

i. 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) önce 𝑓𝑓 dönüşümünün türev özellikleri sonra da homomorfizma olması 

kullanılarak açılırsa 

𝑓𝑓�𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦)� = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) 

= 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) 

bulunur. Diğer taraftan 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) önce 𝑓𝑓 dönüşümünün homomorfizma olması sonra ise türev 

özellikleri kullanılarak açılıp düzenlenirse 

𝑓𝑓�(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑧𝑧� = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

elde edilir. Bu iki eşitliğin sağ tarafları birbirine eşitlendiğinde 

𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) =  𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

olur. Buradan da 

 

𝑦𝑦�𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� = 0       (4.26) 

 

sonucuna ulaşılır. (4.26) eşitliğinde 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılarak düzenlendiğinde 

0 = 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� 

= 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� 

olur. Yani 

𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� = (0) 



 

62 

dır. Son eşitlikte 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa 𝑦𝑦 = 0 veya 𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 0 

olur. Bu da 𝑅𝑅 = (0) veya 𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 0 demektir. 𝑅𝑅 halkası sıfırdan farklı 

olduğundan 

 

𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 0       (4.27) 

 

olur. Bu ifade düzenlenirse 

 

𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)        (4.28) 

 

dır. (4.27) eşitliğinde 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp düzenlendiğinde 

0 = 𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝑧𝑧�𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)� − �𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝑧𝑧𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑧𝑧) − 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

elde edilir. Son eşitlik (4.28) eşitliği kullanılıp düzenlenirse 

𝑧𝑧𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥∗𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦) − 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 0 

sonucuna varılır. Bu ise 

 

[𝑧𝑧, 𝑥𝑥∗]𝑑𝑑(𝑦𝑦) + [𝑧𝑧,𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0       (4.29) 

 

demektir. Son eşitlikte 𝑧𝑧 yerine 𝑥𝑥∗ yazılıp düzenlenirse 

0 = [𝑥𝑥∗, 𝑥𝑥∗]𝑑𝑑(𝑦𝑦) + [𝑥𝑥∗,𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥∗,𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

bulunur. 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılıp komütatör özellikleri kullanılıp düzenlendiğinde 

0 = [𝑥𝑥∗,𝑦𝑦𝑦𝑦]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥∗,𝑦𝑦]𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) + 𝑦𝑦[𝑥𝑥∗, 𝑧𝑧]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥∗,𝑦𝑦]𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) 

olur. Bu da  

[𝑥𝑥∗,𝑦𝑦]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥) = (0) 

dır. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑥𝑥∗,𝑦𝑦] = 0 veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 elde 

edilir. 

𝐴𝐴 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|[𝑥𝑥∗,𝑦𝑦] = 0,∀𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅} ve 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0} 
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kümeleri tanımlansın. 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 kümeleri 𝑅𝑅 grubunun altgruplarıdır. Teorem 2.4. gereğince 

𝐴𝐴 = 𝑅𝑅 veya 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 dir. 

Varsayalım ki 𝐴𝐴 = 𝑅𝑅 olsun. O halde her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑥𝑥∗,𝑦𝑦] = 0 olur. 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥∗ 

yazılır ve ∗ dönüşümünün özelliği kullanılırsa 0 = [(𝑥𝑥∗)∗,𝑦𝑦] = [𝑥𝑥,𝑦𝑦] elde edilir. Buradan 

da 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Yani 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. Eğer 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 ise her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 

olur. Yani 𝑑𝑑 = 0 dır. O halde 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 𝑑𝑑 = 0 ise 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

olur. Yani 𝑅𝑅 halkası değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir. 

ii. 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑦𝑦), 𝑓𝑓 dönüşümünün anti-homomorfizma özelliği kullanılıp açılırsa 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

olur. 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑓𝑓 dönüşümünün sol ∗-türev özelliği kullanılıp açıldığında ise 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) 

olur. Bu iki ifade birbirine eşit olduğundan 

𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) 

bulunur. Son eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılır, türev ve anti-homomorfizma özellikleri kullanılıp 

düzenlenirse 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) 

�𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) 

𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) 

elde edilir. Yani 

 

𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)       (4.30) 

 

dır. (4.30) numaralı eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑧𝑧𝑧𝑧 yazılıp düzenlendiğinde 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) 

sonucuna ulaşılır. Son eşitlik (4.30) eşitliğinden yararlanılarak düzenlenirse 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) 

[𝑧𝑧, 𝑥𝑥]𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 0 

bulunur. O halde her 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑧𝑧, 𝑥𝑥]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥) = (0) elde edilir. 𝑅𝑅 halkasının asal olması 

kullanıldığında her 𝑥𝑥, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑧𝑧, 𝑥𝑥] = 0 veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 olur. Yani 

 

𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0       (4.31) 
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dır. 𝐴𝐴 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)} ve 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0} kümeleri tanımlansın. Bu iki küme 𝑅𝑅 

grubunun altgruplarıdır Teorem 2.4. 𝑅𝑅 = 𝐴𝐴 veya 𝑅𝑅 = 𝐵𝐵 dir. 𝑅𝑅 = 𝐴𝐴 olsun. O halde halka 

değişmelidir. 

Varsayalım ki 𝑅𝑅 = 𝐵𝐵 olsun. O halde 𝑑𝑑 = 0 olur. Sonuç olarak 𝑑𝑑 = 0 veya 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli demektir. 𝑑𝑑 = 0 ise 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑦𝑦𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

olur. Yani 𝑅𝑅 halkası değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir. 
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BÖLÜM 5 

GENELLEŞTİRİLMİŞ SOL ∗-𝜶𝜶-TÜREVLER İLE 

ASAL ∗-HALKALARDA DEĞİŞMELİLİK 

 
Bu bölümde daha önce asal halkalarda türevler ve ∗-türevler için yapılmış bazı 

çalışmalar sol ∗-𝛼𝛼-türevler için genellenmiştir. 

Bundan sonra aksi söylenmediği takdirde 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑟𝑟, 𝑠𝑠 elemanları kullanılacak olan 𝑅𝑅 

halkasından seçilmiş keyfi elemanlardır. 

 

Teorem 5.1.  𝑅𝑅 bir asal ∗-halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir örten halka homomorfizması, 𝑓𝑓:𝑅𝑅 →

𝑅𝑅 dönüşümü, 𝑑𝑑 sol ∗-𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 

için 𝛼𝛼(𝑥𝑥∗) = (𝛼𝛼(𝑥𝑥))∗ olmak üzere; 

i. 𝑓𝑓 bir halka homomorfizması ise 𝑓𝑓 sağ ∗-merkezleyici veya 𝑅𝑅 halkası değişmelidir.  

ii. 𝑓𝑓 bir halka anti-homomorfizması ise 𝑓𝑓 sağ ∗-merkezleyici veya 𝑅𝑅 halkası 

değişmelidir.  

İspat. i. Kabul edelim ki 𝑓𝑓 bir homomorfizma olsun. 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥), sırasıyla 𝑓𝑓 

dönüşümünün bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev ve halka homomorfizması olması 

kullanılarak açıldığında 

𝑓𝑓�𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦)� = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

bulunur. Öte yandan 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) sırasıyla 𝑓𝑓 dönüşümünün bir halka homomorfizması ve bir 

genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev olması kullanılıp açılırsa 

𝑓𝑓�(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑧𝑧� = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

sonucuna ulaşılır. Bu iki eşitlik birlikte kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) =  𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

olur. Bu ise 

0 = 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) −  𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝛼𝛼(𝑦𝑦)�𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� 

= 𝛼𝛼(𝑦𝑦)�𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� 

dir. Son eşitlikte 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılıp düzenlendiğinde 

0 = 𝛼𝛼(𝑦𝑦𝑦𝑦)�𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� 
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= 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑟𝑟)�𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)� 

elde edilir. 𝛼𝛼 örten bir fonksiyon olduğundan 

 

(0) = 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑅𝑅�𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)�     (5.1) 

 

bulunur. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa 𝛼𝛼(𝑦𝑦) = 0 veya 𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 0 

olur. Bu ise 

𝛼𝛼 = 0 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 0 

demektir. 𝛼𝛼 örten bir fonksiyon olduğundan 𝛼𝛼 = 0 olması durumunda 𝑅𝑅 sıfır halkası olur. 

Bu sebeple 𝛼𝛼 ≠ 0 dır. O halde 

 

𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧)       (5.2) 

 

sonucuna ulaşılır. (5.2) numaralı eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp sol ∗-𝛼𝛼-türev özellikleri 

kullanılarak düzenlenirse 

0 = 𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝛼𝛼(𝑧𝑧)�𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)� − �𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑧𝑧) − 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

elde edilir. Son eşitlik (5.2) eşitliği kullanılarak düzenlendiğinde  

0 = 𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑥𝑥∗𝑑𝑑(𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥∗𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑦𝑦) − 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝛼𝛼(𝑧𝑧),𝑥𝑥∗]𝑑𝑑(𝑦𝑦) + [𝛼𝛼(𝑧𝑧),𝛼𝛼(𝑦𝑦)]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

olur. 𝛼𝛼 dönüşümü örten olduğundan son ifadede 𝛼𝛼(𝑧𝑧) yerine 𝑥𝑥∗ yazılırsa 

0 = [𝑥𝑥∗, 𝑥𝑥∗]𝑑𝑑(𝑦𝑦) + [𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦)]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦)]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

sonucuna varılır. Bu ifadede 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılır ve 𝛼𝛼 dönüşümünün örten olması kullanılırsa 

0 = [𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦𝑦𝑦)]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦)]𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)[𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑧𝑧)]𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

= [𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦)]𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

elde edilir. Bu ise 

 

[𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦)]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥) = (0)       (5.3) 
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demektir. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanıldığında için [𝑥𝑥∗,𝛼𝛼(𝑦𝑦)] = 0 veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 olur. 

𝛼𝛼 örten bir fonksiyon olduğundan [𝑥𝑥∗, 𝑟𝑟] = 0 veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 olur. 𝐴𝐴 =

{𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|[𝑥𝑥∗, 𝑟𝑟] = 0,∀𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅} ve 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0} kümeleri tanımlansın. 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 

kümeleri 𝑅𝑅 grubunun altgruplarıdır ve 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 dir. Teorem 2.4.  gereği 𝐴𝐴 = 𝑅𝑅 veya 𝐵𝐵 =

𝑅𝑅 dir. 

Varsayalım ki 𝐴𝐴 = 𝑅𝑅 olsun. Bu durumda her 𝑥𝑥, 𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 için [𝑥𝑥∗, 𝑟𝑟] = 0 olur. Burada 𝑥𝑥 

yerine 𝑥𝑥∗ yazılır ve involüsyon dönüşümünün özellikleri kullanılırsa 

0 = [(𝑥𝑥∗)∗, 𝑟𝑟] = [𝑥𝑥, 𝑟𝑟] 

elde edilir. Bu ise 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması demektir. Yani 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

Kabul edelim ki 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 olsun. Bu durumda her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 olur. Bu ise 𝑑𝑑 =

0 olması demektir. Sonuç olarak 𝑓𝑓 sağ ∗ merkezleyici veya 𝑅𝑅 halkası değişmeli bulunur. 

ii. 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑓𝑓 dönüşümünün anti-homomorfizma özelliği kullanılarak açılırsa 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) olur. 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑓𝑓 dönüşümünün genelleştirilmiş sol ∗-türev özelliği 

kullanılıp açıldığında ise 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) olur. Bu iki ifade birbirine eşit 

olduğundan 

𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

bulunur. Son eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılır, türev ve anti-homomorfizma özellikleri 

kullanılarak düzenlenirse 

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

�𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)�𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

elde edilir. Yani 

𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

olur. Bu eşitlik 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦𝑦𝑦 yazılıp, aynı ifade yardımıyla düzenlenirse 

𝛼𝛼(𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝛼𝛼(𝑦𝑦𝑦𝑦)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) 

[𝛼𝛼(𝑦𝑦),𝛼𝛼(𝑥𝑥)]𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 

bulunur. 𝛼𝛼 fonksiyonunun örten olması düşünülürse 

[𝛼𝛼(𝑦𝑦),𝛼𝛼(𝑥𝑥)]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥) = (0) 

elde edilir. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanıldığında her 

[𝛼𝛼(𝑦𝑦),𝛼𝛼(𝑥𝑥)] = 0 veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 
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olur. 𝛼𝛼 fonksiyonu örten olduğu için 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 dır. 

𝐴𝐴 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|[𝑥𝑥, 𝑟𝑟] = 0,∀𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅} ve 𝐵𝐵 = {𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅|𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0} kümeleri tanımlansın. 𝐴𝐴 ve 𝐵𝐵 

kümeleri 𝑅𝑅 grubunun altgruplarıdır ve 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 dir. Bir grup iki öz altgrubunun birleşimi 

şeklinde yazılamayacağından 𝐴𝐴 = 𝑅𝑅 veya 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 dir. 

Varsayalım ki 𝐴𝐴 = 𝑅𝑅 olsun. Bu durumda her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması demektir. 

Yani 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

Kabul edelim ki 𝐵𝐵 = 𝑅𝑅 olsun. Bu durumda her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0 olur. Bu ise 𝑑𝑑 =

0 olması demektir. Sonuç olarak 𝑓𝑓 sağ ∗ merkezleyici veya 𝑅𝑅 halkası değişmeli bulunur. 

 

Sonuç 5.2. Her 𝑑𝑑 sol ∗-𝛼𝛼-türev kendisi ile belirli bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev 

olduğundan 

i. 𝑑𝑑, dönüşümü homomorfizma ise 𝑅𝑅 asal ∗-halkası değişmeli veya 𝑑𝑑 = 0 dır. 

ii. 𝑑𝑑, dönüşümü anti-homomorfizma ise 𝑅𝑅 asal ∗-halkası değişmeli veya 𝑑𝑑 = 0 dır. 

 

Lemma 5.3. 𝑅𝑅 bir asal ∗-halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir epimorfizma, 0 ≠ 𝑓𝑓, 𝑅𝑅 halkasının bir 

𝑑𝑑 sol ∗-𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türevi olmak üzere 𝑓𝑓 bir 

homomorfizma veya anti-homomorfizma iken 𝑓𝑓(𝑅𝑅) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑅𝑅 değişmelidir. 

İspat. Kabul edelim ki 𝑓𝑓 homomorfizma veya anti-homomorfizma olsun. Teorem 

5.1. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkası değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici 

olur. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) dir. Diğer taraftan hipotez kullanılırsa 𝑓𝑓(𝑅𝑅) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Yani 

0 = [𝑟𝑟, 𝑓𝑓(𝑥𝑥)] olur. Bu eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp 𝑓𝑓 dönüşümünün sağ ∗-merkezleyici 

olması ve yine aynı eşitlik kullanılarak düzenlenirse 

0 = [𝑟𝑟,𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)] 

= [𝑟𝑟, 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

= 𝑥𝑥∗[𝑟𝑟,𝑓𝑓(𝑦𝑦)] + [𝑟𝑟, 𝑥𝑥∗]𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

= [𝑟𝑟, 𝑥𝑥∗]𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

elde edilir. Elde edilen eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥∗ yazılır, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için eşitlik sağdan 𝑧𝑧 ile çarpılır ve 

hipotez kullanılarak düzenlenirse 

0 = [𝑟𝑟, (𝑥𝑥∗)∗]𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑧𝑧 = [𝑟𝑟, 𝑥𝑥]𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑦𝑦) 

olur. Yani [𝑟𝑟, 𝑥𝑥]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑦𝑦) = (0) dır. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa [𝑅𝑅, 𝑥𝑥] = 0 veya 

𝑓𝑓(𝑅𝑅) = (0) elde edilir. Yani 𝑥𝑥 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑓𝑓 = 0 dır. 𝑓𝑓 ≠ 0 olduğu için 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli bulunur. Bu ise kabul ile çeliştiğinden 𝑅𝑅 halkası değişmeli sonucuna varılır. 
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Teorem 5.4. 𝑅𝑅 bir asal ∗-halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir epimorfizma, 0 ≠ 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅, 𝑑𝑑 sol ∗-

𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev ve 𝑓𝑓 homomorfizma veya anti-

homomorfizma olmak üzere her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑓𝑓([𝑥𝑥,𝑦𝑦]) = 0 iken 𝑅𝑅 değişmelidir. 

İspat. Kabul edelim ki 𝑓𝑓 homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici 

olur. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) şeklindedir. Hipotezde 𝑓𝑓 dönüşümün homomorfizma olması 

kullanılırsa 

0 = 𝑓𝑓([𝑥𝑥, 𝑦𝑦]) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

= [𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

elde edilir. Yani 

 

0 = [𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)]        (5.4) 

 

dir. Bu eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥∗𝑧𝑧 yazılıp 𝑓𝑓 dönüşümün sağ ∗-merkezleyici olması ve hipotez 

kullanılarak düzenlendiğinde her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑅𝑅 için 

0 = [𝑓𝑓(𝑥𝑥∗𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

= [(𝑥𝑥∗)∗𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

= (𝑥𝑥∗)∗[𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] + [(𝑥𝑥∗)∗,𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= [𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

olur. Son eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılır ve aynı eşitlik kullanılarak düzenlenirse 

0 = [𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= 𝑥𝑥[𝑟𝑟,𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑓𝑓(𝑧𝑧) + [𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧) 

= [𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧) 

elde edilir. Yani 

(0) = [𝑥𝑥, 𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧) 

dır. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa [𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)] = 0 veya 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 0 olur. Yani 𝑓𝑓(𝑦𝑦) ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑓𝑓 = 0 dır. Her iki durumda da 𝑓𝑓(𝑅𝑅) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Burada Lemma 5.3. 

kullanıldığında 𝑅𝑅 halkası değişmeli bulunur. Bu ise kabul ile çeliştiğinden 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli sonucuna varılır. 
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Kabul edelim ki 𝑓𝑓 anti-homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici 

dir. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) şeklindedir. Hipotezde 𝑓𝑓 dönüşümün anti-homomorfizma olması 

kullanılırsa 

0 = 𝑓𝑓([𝑥𝑥, 𝑦𝑦]) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

= −[𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

elde edilir. Yani [𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] = 0 dır. (5.4) ifadesinden sonraki basamaklar takip edilerek 

istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

Teorem 5.5. 𝑅𝑅 bir asal ∗-halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir epimorfizma, 0 ≠ 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅, 𝑑𝑑 sol ∗-

𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev ve 𝑓𝑓 homomorfizma veya anti-

homomorfizma olsun. Bu durumda her 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 için 0 = [𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑎𝑎] iken 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑅𝑅 

halkası değişmelidir. 

İspat. Kabul edelim ki 𝑓𝑓 homomorfizma veya anti-homomorfizma olsun. Teorem 

5.1. gereğince 𝑅𝑅 halkası değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici 

olur. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) şeklindedir. Diğer taraftan hipotezde 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılır ve 

hipotez kullanılarak düzenlenirse 

0 = [𝑓𝑓(𝑥𝑥∗𝑦𝑦),𝑎𝑎] 

= [(𝑥𝑥∗)∗𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑎𝑎] 

= [𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑎𝑎] 

= 𝑥𝑥[𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑎𝑎] + [𝑥𝑥,𝑎𝑎]𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

= [𝑥𝑥, 𝑎𝑎]𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

elde edilir. Son eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılıp aynı eşitlik kullanılarak düzenlendiğinde 

0 = [𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑎𝑎]𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

= 𝑥𝑥[𝑟𝑟,𝑎𝑎]𝑓𝑓(𝑦𝑦) + [𝑥𝑥,𝑎𝑎]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦) 

= [𝑥𝑥,𝑎𝑎]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑦𝑦) 

bulunur. Yani  

(0) = [𝑥𝑥,𝑎𝑎]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑦𝑦) 
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dir. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa [𝑥𝑥,𝑎𝑎] = 0 veya 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 0 dır. 𝑓𝑓 sıfırdan farklı 

olduğundan 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olur. Sonuç olarak 𝑎𝑎 ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) veya 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

 

Teorem 5.6. 𝑅𝑅 bir asal ∗-halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir epimorfizma, 0 ≠ 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 

dönüşümü, bir 𝑑𝑑 sol ∗-𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev ve 𝑓𝑓 

homomorfizma veya anti-homomorfizma olmak üzere her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑓𝑓([𝑥𝑥, 𝑦𝑦]) ∈

𝑍𝑍(𝑅𝑅) ise 𝑅𝑅 değişmelidir. 

İspat. Kabul edelim ki 𝑓𝑓 homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici olur.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-

merkezleyicidir. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) şeklindedir. Hipotezde 𝑓𝑓 dönüşümünün 

homomorfizma olması kullanılırsa 

𝑓𝑓([𝑥𝑥,𝑦𝑦]) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

= [𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

dir. Yani 

 

[𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅)        (5.5) 

 

olur. Bu ise �[𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟� = 0 demektir. Bu eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥∗𝑧𝑧 yazılıp, hipotez ve 𝑓𝑓 

dönüşümünün sağ ∗-merkezleyici olması kullanılarak düzenlenirse 

0 = �[𝑓𝑓(𝑥𝑥∗𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟� = �[(𝑥𝑥∗)∗𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟� = �[𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟� 

= [𝑥𝑥[𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟] + �[𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑓𝑓(𝑧𝑧), 𝑟𝑟� 

= [𝑥𝑥, 𝑟𝑟][𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] + 𝑥𝑥�[𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟� + �[𝑥𝑥, 𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟�𝑓𝑓(𝑧𝑧) + [𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)][𝑓𝑓(𝑧𝑧), 𝑟𝑟] 

= [𝑥𝑥, 𝑟𝑟][𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] + �[𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)], 𝑟𝑟�𝑓𝑓(𝑧𝑧) + [𝑥𝑥,𝑓𝑓(𝑦𝑦)][𝑓𝑓(𝑧𝑧), 𝑟𝑟] 

sonucuna ulaşılır. Bu ifade 𝑥𝑥 yerine 𝑓𝑓(𝑦𝑦) ve 𝑟𝑟 yerine 𝑓𝑓(𝑧𝑧) yazılır hipotez kullanılarak 

düzenlenirse 

0 = [𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑧𝑧)][𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] + �[𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑦𝑦)],𝑓𝑓(𝑧𝑧)�𝑓𝑓(𝑧𝑧) + [𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑦𝑦)][𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑧𝑧)] 

= [𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑧𝑧)][𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

= −[𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑧𝑧)][𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑧𝑧)] 

= [𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑧𝑧)][𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑧𝑧)] 
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elde edilir. Bu eşitlik sağdan 𝑅𝑅 ile çarpılıp [𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑓𝑓(𝑧𝑧)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) olması kullanılarak 

düzenlendiğinde 

(0) = [𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)]𝑅𝑅[𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

bulunur. Burada 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanılırsa 

0 = [𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

olur. Bu eşitlikte Teorem 5.5. kullanıldığında 𝑓𝑓(𝑧𝑧) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) bulunur. Bulunan bu ifade de 

Lemma 5.3. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkası değişmeli bulunur. Bu ise kabul ile çeliştiğinden 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli sonucuna varılır. 

Kabul edelim ki 𝑓𝑓 anti-homomorfizma olsun. Teorem 5.1. gereğince 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici 

olur. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) şeklindedir. Hipotezde 𝑓𝑓 dönüşümünün anti-homomorfizma 

olması kullanılırsa 

𝑓𝑓([𝑥𝑥,𝑦𝑦]) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) 

= −[𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] 

= [𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) 

elde edilir. Yani [𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑦𝑦)] ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. (5.5) ifadesinden sonraki basamaklar izlenerek 

istenilen sonuca ulaşılmış olur. 

 

Teorem 5.7. 𝑅𝑅 bir asal ∗-halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir epimorfizma, 0 ≠ 𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅, 𝑑𝑑 sol ∗-

𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş sol ∗-𝛼𝛼-türev ve 𝑓𝑓 homomorfizma veya anti-

homomorfizma olmak üzere her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅 için 𝑓𝑓((𝑥𝑥,𝑦𝑦)) = 0 iken 𝑅𝑅 değişmelidir. 

İspat. 𝑓𝑓 homomorfizma olsun. Bu durumda Teorem 5.1. gereğince 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici 

olur. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) şeklindedir. Hipotezde 𝑓𝑓 dönüşümün homomorfizma olması 

kullanıldığında 

0 = 𝑓𝑓�(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) 
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= 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

elde edilir. Yani 

 

0 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥)       (5.6) 

 

bulunur. (5.6) numaralı eşitlik düzenlendiğinde 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) = −𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥)       (5.7) 

 

sonucuna varılır. (5.6) numaralı eşitlik 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥∗𝑧𝑧 yazılır ve (5.7) eşitliği kullanılarak 

düzenlenirse 

0 = �𝑓𝑓(𝑥𝑥∗𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)� 

= �(𝑥𝑥∗)∗𝑓𝑓(𝑧𝑧),𝑓𝑓(𝑦𝑦)� 

= 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑧𝑧)𝑓𝑓(𝑦𝑦) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑧𝑧) 

= −𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑧𝑧) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑧𝑧) 

= (𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑥𝑥 − 𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= [𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑥𝑥]𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

dir. Son eşitlikte 𝑥𝑥 yerine 𝑥𝑥𝑥𝑥 yazılır ve aynı eşitlikten yararlanılarak düzenlenirse 

0 = [𝑓𝑓(𝑦𝑦), 𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= [𝑓𝑓(𝑦𝑦), 𝑥𝑥]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧) + 𝑥𝑥[𝑓𝑓(𝑦𝑦), 𝑟𝑟]𝑓𝑓(𝑧𝑧) 

= [𝑓𝑓(𝑦𝑦), 𝑥𝑥]𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑧𝑧) 

olur. Yani (0) = [𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑥𝑥]𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧) bulunur. 𝑅𝑅 halkasının asal olması kullanıldığında 

[𝑓𝑓(𝑦𝑦),𝑥𝑥] = 0 veya 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 0 olur. Yani 𝑓𝑓(𝑅𝑅) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. Lemma 5.3. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli bulunur. Bu ise kabul ile çeliştiğinden 𝑅𝑅 halkası değişmeli sonucuna varılır. 

Kabul edelim ki 𝑓𝑓 anti-homomorfizma olsun. Teorem 5.1. kullanılırsa 𝑅𝑅 halkası 

değişmeli veya 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyicidir.  

Varsayalım ki 𝑅𝑅 halkası değişmeli olmasın. O halde 𝑓𝑓 dönüşümü sağ ∗-merkezleyici 

olur. Yani 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑥𝑥∗𝑓𝑓(𝑦𝑦) şeklindedir. Hipotezde 𝑓𝑓 dönüşümün homomorfizma olması 

kullanıldığında 

0 = 𝑓𝑓�(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑦𝑦) 



 

74 

elde edilir. (5.6) ifadesinden sonraki basamaklar izlenerek istenilen sonuç elde edilir. 

 

Teorem 5.8. 𝑅𝑅 bir ∗-asal halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir homomorfizma, 𝑔𝑔:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 dönüşümü, 

bir 𝑡𝑡 ∗-𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş ∗-𝛼𝛼-türev olmak üzere 𝑔𝑔 ≠ 0 ise 𝑅𝑅 

değişmelidir. 

İspat. 𝑔𝑔 dönüşümü, t ∗-𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş ∗-𝛼𝛼-türev 

olduğundan 

𝑔𝑔�(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑧𝑧� = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑧𝑧∗ + 𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑡𝑡(𝑧𝑧) 

= �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑦𝑦∗ + 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝑡𝑡(𝑦𝑦)�𝑧𝑧∗ + 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑡𝑡(𝑧𝑧) 

olur. Diğer taraftan 

𝑔𝑔�𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦)� = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)(𝑦𝑦𝑦𝑦)∗ + 𝛼𝛼(𝑥𝑥)𝑡𝑡(𝑦𝑦𝑦𝑦) 

= 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑧𝑧∗𝑦𝑦∗ + 𝛼𝛼(𝑥𝑥)�𝑡𝑡(𝑦𝑦)𝑧𝑧∗ + 𝛼𝛼(𝑦𝑦)𝑡𝑡(𝑧𝑧)� 

bulunur. Yukarıdaki iki eşitlikte (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑧𝑧 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦𝑦𝑦) olması kullanıldığında  

𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑦𝑦∗𝑧𝑧∗ = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑧𝑧∗𝑦𝑦∗ 

olur. Yani 

𝑔𝑔(𝑥𝑥)[𝑦𝑦∗, 𝑧𝑧∗] = 0 

dır. Bu eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦∗ ve 𝑧𝑧 yerine 𝑧𝑧∗ yazılırsa 𝑔𝑔(𝑥𝑥)[𝑦𝑦, 𝑧𝑧] = 0 bulunur. Son eşitlikte 𝑦𝑦 

yerine 𝑟𝑟𝑟𝑟 yazılır ve aynı eşitlik kullanılıp düzenlenerek 

0 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)[𝑟𝑟𝑟𝑟, 𝑧𝑧] 

= 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑟𝑟[𝑦𝑦, 𝑧𝑧] + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)[𝑟𝑟, 𝑧𝑧]𝑦𝑦 

= 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑟𝑟[𝑦𝑦, 𝑧𝑧] 

elde edilir. Buradan 

 

0 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑟𝑟[𝑦𝑦, 𝑧𝑧]        (5.8) 

 

sonucuna ulaşılır. Yani 

 

(0) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑅𝑅[𝑦𝑦, 𝑧𝑧]        (5.9) 

 

dir. Son eşitlikte 𝑦𝑦 yerine 𝑦𝑦∗ ve 𝑧𝑧 yerine −𝑧𝑧∗ yazılıp düzenlendiğinde 

 

(0) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑅𝑅[𝑦𝑦, 𝑧𝑧]∗        (5.10) 
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elde edilir. (5.9) ve (5.10) eşitlikleri ile 𝑅𝑅 halkasının ∗-asal olması kullanıldığında 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =

0 veya [𝑦𝑦, 𝑧𝑧] = 0 bulunur. Yani 𝑔𝑔 ≠ 0 ise 𝑅𝑅 halkası değişmelidir. 

 

Teorem 5.9. 𝑅𝑅 bir yarıasal ∗-halka, 𝛼𝛼:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 bir homomorfizma, 𝑔𝑔:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 

dönüşümü, 𝑡𝑡 ∗-𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş ∗-𝛼𝛼-türev ise 𝑔𝑔(𝑅𝑅) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 

İspat. 𝑔𝑔 dönüşümü, t ∗-𝛼𝛼-türevi ile belirlenen bir genelleştirilmiş ∗-𝛼𝛼-türev 

olduğundan (5.8) numaralı eşitlik soldan 𝑠𝑠 ile çarpılırsa 

 

0 = 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)𝑟𝑟[𝑦𝑦, 𝑧𝑧]        (5.11) 

 

elde edilir. (5.8) numaralı eşitlikte 𝑟𝑟 yerine 𝑠𝑠𝑠𝑠 yazılıp düzenlenirse 

 

0 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠[𝑦𝑦, 𝑧𝑧]        (5.12) 

 

olur. (5.11) ve (5.12) eşitlikleri taraf tarafa çıkartılırsa 

0 = 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)𝑟𝑟[𝑦𝑦, 𝑧𝑧] − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠[𝑦𝑦, 𝑧𝑧] 

= [𝑠𝑠,𝑔𝑔(𝑥𝑥)]𝑟𝑟[𝑦𝑦, 𝑧𝑧] 

bulunur. Son eşitlikte 𝑠𝑠 yerine 𝑦𝑦 ve 𝑧𝑧 yerine 𝑔𝑔(𝑥𝑥) yazılıp düzenlendiğinde 

(0) = [𝑦𝑦,𝑔𝑔(𝑥𝑥)]𝑅𝑅[𝑦𝑦,𝑔𝑔(𝑥𝑥)] 

sonucuna ulaşılır. 𝑅𝑅 halkasının yarıasal olması kullanılırsa (0) = [𝑦𝑦,𝑔𝑔(𝑥𝑥)] olur. Bu da 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) demektir. Sonuç olarak 𝑔𝑔(𝑅𝑅) ⊂ 𝑍𝑍(𝑅𝑅) dir. 
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