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ÖZGEÇM·IŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

i



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

AS·IMETR·IK METR·IK UZAYLARDA FONKS·IYON
D·IZ·ILER·IN·IN YAKINSAKLI¼GI

Harun ARÇ·IN

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof.Dr. Serpil PEHL·IVAN

Bu tez çal¬̧smas¬nda, fonksiyon dizileri için verilen noktasal yak¬nsakl¬k, düzgün
yak¬nsakl¬k ve eş yak¬nsakl¬k kavramlar¬metrik uzaylar¬n bir genellemesi olan,
simetri özelli¼gi taş¬mayan asimetrik metrik uzaylarda bu kavramlar¬n baz¬
özellikleri ve birbirleriyle ili̧skileri incelenmi̧stir.

Birinci bölümde, konunun amac¬ve kapsam¬hakk¬nda bilgilere yer verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, konunun tarihsel geli̧simi ve literatür özetinden bahsedilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, konunun temelini oluşturan istatistiksel ve ideal yak¬nsakl¬k
ile ilgili temel kavramlar ve metrik uzaylarda tan¬mlanm¬̧s olan eş yak¬nsakl¬k
kavram¬ verilmi̧stir. Daha sonra, asimetrik metrik uzaylar¬n topolojisinden
bahsedilerek, asimetrik metrik uzaylar ile ilgili baz¬ temel kavramlar
hat¬rlat¬lm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde, ilk olarak asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin
istatistiksel ve ideal anlamda noktasal ve düzgün yak¬nsakl¬¼g¬ kavramlar¬
tan¬mlanarak bu kavramlar aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir. Ayr¬ca asimetrik
metrik uzaylarda fonksiyon dizileri için bir Cauchy kriteri verilerek, bir
Cauchy dizisinin istatistiksel düzgün yak¬nsak olamayaca¼g¬ bir örnekle
gösterilmi̧stir. Daha sonra, asimetrik metrik uzaylarda istatistiksel ve ideal
eş yak¬nsakl¬k kavramlar¬ tan¬mlanarak, baz¬ sonuçlar elde edilmi̧stir. Son
olarak, Filipów ve Staniszewski nin 2014 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda metrik uzaylar
için verdikleri ideal eş yak¬nsakl¬k ile ilgili olan baz¬ sonuçlar asimetrik metrik
uzaylarda verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Asimetrik metrik uzay; ileri(geri) düzgün yak¬nsakl¬k;
ileri(geri) noktasal yak¬nsakl¬k; ileri(geri) düzgün Cauchy dizisi; ileri(geri) istatis-
tiksel düzgün Cauchy dizisi; ileri(geri) istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬k; ileri(geri)
istatistiksel noktasal yak¬nsakl¬k; ileri(geri) ideal düzgün yak¬nsakl¬k; ileri(geri)
ideal noktasal yak¬nsakl¬k; ff -eş yak¬nsakl¬k; ff(I,J )- eş yak¬nsakl¬k

2018, 37 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc.Thesis

CONVERGENCE SEQUENCES OF FUNCT·IONS IN
ASYMMETRIC METRIC SPACES

HarunARÇ·IN

Süleyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Serpil PEHL·IVAN

In this thesis, the concepts of pointwise convergence, uniform convergence and
equal convergence for sequences of functions are introduced in asymmetric metric
spaces which are the generalization of the metric spaces without symmetry. Then,
some aspects and their relation to each other are examined.

In the �rst chapter, the aim and scope of the subject are presented.

In the second chapter, the historical background and the literature review of the
subject are mentioned.

In the third chapter, some of basic concepts related with statistical and ideal
convergence and equal convergence in metric spaces are recalled. Then the
topology of asymmetric metric spaces are mentioned and some basic concepts
of asymmetric metric spaces are presented.

In the fourth chapter, �rst, relationship between the notions of pointwise and
uniform convergence of sequence of functions is observed by de�ning notions of
pointwise and uniform convergence of sequence of functions in asymmetric metric
spaces statistically and ideally. Also, it is shown with an example that a statistical
uniform Cauchy sequence can not be statistical uniform convergent by given a
Cauchy criterion for sequences of functions in asymmetric metric spaces.
Furthermore, by de�ning notions of statistical and ideal equal convergence, some
results are obtained. Finally, some results related with ideal equal convergence
in asymmetric metric spaces which studied for metric spaces by Filipów and
Staniszewski in 2014 are given.

Keywords: Asymmetric metric space; forward (backward) uniform convergence;
forward (backward) pointwise convergence; forward (backward) uniform Cauchy
sequence; forward (backward) statistical uniform Cauchy sequence; forward
(backward) statistical uniform convergence; forward (backward) statistical
pointwise convergence; forward (backward) ideal uniform convergence; forward
(backward) ideal pointwise convergence; ff -equal convergence; ff(I,J )- equal
convergence

2018, 37 pages
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

B�(x; ") Geri aç¬k yuvar
B+(x; ") ·Ileri aç¬k yuvar
C(X; Y ) X kümesinden Y kümesine tan¬ml¬tüm ff�sürekli fonksiyonlar

kümesi
d(y; x) Herhangi bir asimetrik metrik
F(I) Bir I idealinin dual �ltresi
I Bir kümenin alt kümelerinin bir ideali
If Pozitif tamsay¬lar kümesinin bütün sonlu altkümelerinin ideali
Id S¬f¬r yo¼gunluklu pozitif tamsay¬kümelerinin oluşturdu¼gu ideal
N Do¼gal say¬lar kümesi
P Asal say¬lar kümesi
P(N) Do¼gal say¬lar kümesinin kuvvet kümesi
R Reel say¬lar kümesi
Y X X kümesinden Y kümesine tan¬ml¬fonksiyonlar¬n uzay¬
�(A) A kümesinin do¼gal (asimptotik) yo¼gunlu¼gu
�(f; g) Y X üzerindeki düzgün metrik
�+ ·Ileri aç¬k yuvarlarla üretilen topoloji
�_ Geri aç¬k yuvarlarla üretilen topoloji

xn
f�! x0 Bir (xn) dizisinin x0 a ileri yak¬nsamas¬

xn
b�! x0 Bir (xn) dizisinin x0 a geri yak¬nsamas¬

(xn)
fI
��!x0 Bir (xn) dizisinin x0 a ileri ideal yak¬nsamas¬

(xn)
bI��!x0 Bir (xn) dizisinin x0 a geri ideal yak¬nsamas¬

(fn)
p
�!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna noktasal yak¬nsamas¬

(fn)
u�!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna düzgün yak¬nsamas¬

(fn)
e�!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna eş yak¬nsamas¬

(fn)
f(b)�p
�����!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna ileri (geri) noktasal ya-

k¬nsamas¬

(fn)
f(b)�u
������!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna ileri (geri) düzgün ya-

k¬nsamas¬

(fn)
bI�p
����!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna geri ideal noktasal ya-

k¬nsamas¬

(fn)
fI�p
����!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna ileri ideal noktasal ya-

k¬nsamas¬
(fn)

bI�u����!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna geri ideal düzgün ya-
k¬nsamas¬

(fn)
fI�u
�����!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna ileri ideal düzgün ya-

k¬nsamas¬

(fn)
f(b)�st�p
��������!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna ileri (geri) statistiksel

noktasal yak¬nsamas¬

(fn)
f(b)�st�u
��������!f (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna ileri (geri) istatistiksel

düzgün yak¬nsamas¬
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1. G·IR·IŞ

Fonksiyon uzaylar¬ konusunda önemli bir yer tutan fonksiyon dizilerinin

yak¬nsakl¬¼g¬ kavram¬nda, bilinen noktasal ve düzgün yak¬nsakl¬k tiplerine ek

olarak yeni yak¬nsakl¬k tipleri birçok yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Düzgün

yak¬nsakl¬ktan daha zay¬f noktasal yak¬nsakl¬ktan daha güçlü bir yak¬nsakl¬k

çeşidi olan eş yak¬nsakl¬k, ilk defa Császár ve Laczkovich (1975) taraf¬ndan tan¬m-

lanm¬̧st¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda kullanaca¼g¬m¬z yak¬nsakl¬k tiplerinden istatistiksel

yak¬nsakl¬k 60 y¬ldan fazla üzerinde çal¬̧s¬lmakta olan aktif çal¬̧sma alanlar¬ndan

biridir. Klasik yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n bir genellemesi olan istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬, pozitif tamsay¬ kümelerinin do¼gal yo¼gunlu¼gu kavram¬na

dayanmaktad¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel

analizde önemli bir yer tutmaktad¬r. Daha sonra bu kavram¬n devam¬nda, do¼gal

yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan pozitif tamsay¬kümeler ailesinin bir ideal oluşturmas¬ndan

yola ç¬k¬larak, ideal yak¬nsakl¬k (I�yak¬nsakl¬k) kavram¬ ve çeşitleri

tan¬mlanm¬̧st¬r (Kostyrko vd., 2000). I�yak¬nsakl¬k kavram¬ klasik metrik
uzaylardaki diziler için tan¬mlanm¬̧s olup istatistiksel yak¬nsakl¬ktan daha genel

bir yak¬nsakl¬k tipidir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ve onun genellemesi

olarak verilen ideal yak¬nsakl¬k kavramlar¬yla birlikte fonksiyon dizilerinin

yak¬nsakl¬¼g¬n¬n farkl¬tipleri de tan¬mlanm¬̧st¬r. Çok say¬da matematikçi bu konu

üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r ve halen geni̧s bir uygulama alan¬ bularak çal¬̧smalar

devam etmektedir (Császár vd. 1979, Holá vd. 1988, Kolk 1999, Wilczyński 1999,

Balcerzak vd. 2007, Gregoriades vd. 2008, Athanassiadou vd. 2013).

Simetri özelli¼gi matematikte oldu¼gu gibi bilgisayar bilimlerinde de önemli bir rol

oynar. Ancak bir çok uygulamada genellikle eksik bilgiyle baş etmek, asimetrinin

kaç¬n¬lmaz bir durum olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmas¬na neden olur. Örne¼gin, bir

uygulamada gerçel say¬lar üzerinde en alt veya en üst s¬n¬rlar elde edebilir ya da

her ikisi de elde edilemeyebilir. Kümeler üzerindeki her iki bilgi pozitif veya

negatif olabilir ya da yukar¬dan veya aşa¼g¬dan yaklaş¬k fonksiyonlarla

de¼gerlendirilebilir. Bu durumlarla uygun şekilde baş etmek istenirse asimetri

arac¬n¬n nas¬l kullan¬laca¼g¬n¬ ö¼grenmek gerekir. Bu ba¼glamda, matematiksel

önemli bir araç, asimetrik metrik uzaylar¬n topolojisi olarak ortaya ç¬kmaktad¬r.

Metrik uzaylar¬n bir genellemesi olan asimetrik metrik uzaylar ilk olarak 1931

y¬l¬nda W. A. Wilson taraf¬ndan simetri özelli¼ginden yoksun olarak,

quasi-metrikler ad¬ alt¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu uzaylarda simetri özelli¼ginin

yoklu¼gu, klasik analizde verilen yak¬nsakl¬k, kompaktl¬k ve taml¬k gibi baz¬

kavramlar¬n tan¬mlanmas¬ve çal¬̧s¬lmas¬nda baz¬problemlere neden olmaktad¬r.
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Bu nedenle bu tür kavramlar asimetrik metrik uzaylarda, metrik uzaylardakinden

farkl¬olarak tan¬mlanm¬̧s ve farkl¬özelliklere sahip olmuşlard¬r. Asimetrik metrik

uzaylar¬n analizi çok do¼gal görünse bile, tutarl¬ bir teorinin eksikli¼gi uzun

zamand¬r dikkati çekmekte ve birçok soru aç¬k problem olarak beklemektedir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda, asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin noktasal

yak¬nsakl¬¼g¬, eş yak¬nsakl¬¼g¬, düzgün yak¬nsakl¬¼g¬, düzgün Cauchy dizisi tan¬mlar¬

istatistiksel ve ideal yak¬nsakl¬k kavramlar¬na uygun olarak verilmi̧s ve bu

kavramlar¬n baz¬ özellikleri ve birbirleri ile olan ili̧skileri incelenmi̧stir.

Ayr¬ca N üzerinde tan¬mlanm¬̧s I ve J ideallerine ba¼gl¬ olarak asimetrik

metrik uzaylarda (fn) fonksiyon dizileri için (I;J )�eş yak¬nsakl¬k kavram¬
tan¬mlanm¬̧s ve bu kavrama ili̧skin baz¬sonuçlar elde edilmi̧stir.
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2. KAYNAK ÖZETLER·I

Klasik yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n bir genellemesi olan istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬ ilk olarak Fast (1951) ve Steinhaus (1951) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve

Fridy (1985,1993) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n daha genel

bir hali olan ideal yak¬nsakl¬k (I�yak¬nsakl¬k) ise ilk olarak Kostyrko vd.

(2000) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. ·Ideal kavram¬ kullan¬larak, reel de¼gerli

fonksiyon dizilerinin noktasal ve düzgün yak¬nsakl¬¼g¬kavramlar¬Balcerzak vd.

(2007) ve Komisarski (2008) taraf¬ndan ideal noktasal ve ideal düzgün yak¬nsakl¬k

kavramlar¬na genellenmi̧stir.

·Ilk olarak 1975 y¬l¬nda Császár ve Laczkovich taraf¬ndan tan¬mlanan eş yak¬nsak-

l¬k, düzgün yak¬nsakl¬ktan daha zay¬f, noktasal yak¬nsakl¬ktan daha güçlü olan bir

yak¬nsakl¬k tipidir. Yani bir fonksiyon dizisi düzgün yak¬nsak ise eş yak¬nsakt¬r,

eş yak¬nsak ise noktasal yak¬nsakt¬r. Daha sonra, bu kavram¬n ideal versiyonlar¬

Filipów ve Szuca (2012) ile Das vd. (2014) taraf¬ndan verilerek, belirli özellikleri

incelenmi̧stir. Filipów ve Staniszewski (2014) te N üzerinde tan¬mlanm¬̧s I ve J
ideallerine dayal¬olarak tan¬mlad¬klar¬gerçel de¼gerli fonksiyon dizilerinin ideal eş

yak¬nsakl¬¼g¬n¬n baz¬özelliklerini araşt¬rm¬̧slard¬r.

Asimetrik metrik uzaylar ilk defa Wilson (1931) taraf¬ndan quasi-metrikler

ad¬yla verilmi̧stir. Ayn¬y¬l Niemytzki (1931) metriklenebilme üzerine çal¬̧smalarda

bulunmuştur. Kelly (1963) ve Patty (1967) bitopolojik uzaylarla ilgili yapt¬¼g¬

çal¬̧smalarda asimetrik metrik uzaylara da de¼ginmi̧slerdir. Reilly vd. (1982)

ile Künzi (1983) quasi-pseudo metrik uzaylarda çal¬̧sm¬̧slard¬r. Mennucci (2004)

makalesinde asimetrik metrik uzaylar üzerinde çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Collins ve

Zimmer (2007) asimetrik metrik uzaylarda dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬ kavram¬n¬

çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Hem teorik hem de uygulamal¬matematikte asimetrik metrik uzaylar¬n birçok

güncel uygulamas¬n¬bulabiliriz. Örne¼gin, asimetrik metrik uzaylar konusunda,

son zamanlarda Hamilton- Jacobi denklemlerinin varl¬k ve teklik problemi ile

ilgili çal¬̧smalar mevcuttur (Mennucci, 2004). Ayr¬ca, malzeme mühendisli¼gi

alanlar¬nda ise yo¼grulabilirlik için oran-ba¼g¬ms¬z modeller (Mainik ve Mielke,

2005), ¬s¬yla şekillendirilmi̧s alaş¬mlar (Mielke ve Roubíµcek, 2003), malzeme

hatalar¬için modeller (Rieger ve Zimmer, 2005) ve yerel enerji minimizasyonuna

uygun durumlar için dereceli ak¬̧s modelleri tasarlama (Chenchiah vd, 2009) gibi

örnekler verilebilir.

Toyganözü nün (2015) asimetrik metrik uzaylarda kompaktl¬k isimli doktora

tezinde asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin noktasal ve düzgün
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yak¬nsakl¬¼g¬kavramlar¬n¬n tan¬mlar¬verilmi̧s ve asimetrik metrik uzaylarda Ascoli

tipi teoremlerde eşsüreklili¼gin yerine exhaustiveness kavram¬ kullan¬larak bir

fonksiyon ailesinin kompaktl¬¼g¬ karakterize edilmi̧stir. Asimetrik yak¬nsakl¬k

koşulu ortadan kalkt¬¼g¬nda bir ileri exhaustive fonksiyon dizisinin ileri noktasal

limitinin sürekli ve tek olmayabilece¼gi gösterilmi̧stir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak, istatistiksel ve ideal yak¬nsakl¬k ile ilgili temel kavramlara

yer verilecektir. Daha sonra, düzgün yak¬nsakl¬ktan daha zay¬f noktasal yak¬n-

sakl¬ktan daha güçlü olan eş yak¬nsakl¬k tan¬m¬verilecektir. Ard¬ndan asimetrik

metrik uzaylar¬n topolojisinden bahsedilip bu uzaylarda baz¬yak¬nsakl¬k çeşitleri

verilecektir.

3.1. ·Istatistiksel Ve ·Ideal Yak¬nsakl¬k ·Ile ·Ilgili Temel Kavramlar

Tan¬m 3.1.1 A do¼gal say¬lar¬n bir altkümesi olmak üzere

lim
n!1

1

n
jfk 2 A : k � ngj

limitinin varolmas¬durumunda bu limite A kümesinin "do¼gal (asimptotik) yo¼gun-

lu¼gu" denir ve d(A) ile gösterilir. Burada jfk 2 A : k � ngj ifadesi; A n¬n, n yi
geçmeyen elemanlar¬n¬n say¬s¬anlam¬ndad¬r (Niven vd., 1991).

Örne¼gin N nin her sonlu K alt kümesi için d(K) = 0 d¬r. Bir başka örnek

A=f1; 4; 9; 16; :::n2; :::g kümesi için jA(n)j �
p
n oldu¼gu için d(A) � lim

n!1

p
n

n
= 0

d¬r.

Tan¬m 3.1.2 Do¼gal (asimptotik) yo¼gunlu¼gu 1 e eşit olan kümeye "istatistiksel
yo¼gun küme" denir. Yani d(A) = 1 ise A, istatistiksel yo¼gun bir kümedir.

Tan¬m 3.1.3 Her " > 0 ve x = (xk) � R için,

d fk : jxk � Lj � "g = 0

ise x dizisi L ye "istatistiksel yak¬nsak" t¬r denir ve st � limx = L ile gösterilir
(Fast, 1951).

Tan¬m 3.1.4 A; 0 say¬s¬n¬içermeyen do¼gal say¬lar¬n bir altkümesi olmak üzere

lim
h!1

lim
n!1

1

h
jfk 2 A : n+ 1 � k � n+ hgj

limitinin varolmas¬durumunda bu limite A kümesinin "düzgün yo¼gunlu¼gu" denir

ve u(A) ile gösterilir (Freedman ve Sember, 1981).
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Tan¬m 3.1.5 P(N) do¼gal say¬lar¬n kuvvet kümesi olmak üzere I � P(N) ailesi
için

(i) Her A,B 2 I için A [B 2 I (toplamsall¬k)

(ii) Her A 2 I ve B � A için B 2 I (kal¬tsall¬k)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, I, N de bir "ideal" olarak adland¬r¬l¬r (Jech, 1997). (ii)
den dolay¬? 2 I olaca¼g¬aç¬kt¬r. E¼ger I 6=? ve N =2 I ise I ideali "gerçek ideal"
olarak tan¬mlan¬r. Her x 2 N için fxg 2 I ise I ideali "uygun ideal" olarak
adland¬r¬l¬r. N do¼gal say¬lar kümesi yerine X 6= ? kümesi al¬narak da benzer

tan¬mlar verilebilir (Kuratowski, 1966).

Örnek 3.1.6

(a) N pozitif tamsay¬lar kümesinin bütün sonlu altkümelerinin ideali:

If = fA � N : A sonlug

olarak tan¬mlan¬r. If ideali Fin şeklinde de gösterilir.

(b) N pozitif tamsay¬lar kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu 0 olan altkümelerinin ideali:

Id = fA � N : d(A) = 0 g

olarak tan¬mlan¬r.

(c) N pozitif tamsay¬lar kümesinin düzgün yo¼gunlu¼gu 0 olan altkümelerinin ideali:

Iu = fA � N : u(A) = 0 g

olarak tan¬mlan¬r.

Bu idealler aras¬nda aç¬kca If � Iu � Id kapsamas¬vard¬r. Sonuç olarak ideal-
lerin bütün sonlu kümeleri içerdi¼gini kabul ederiz.Yani; If � I d¬r (Kostyrko vd.,
2000/01).

Tan¬m 3.1.7 Boş olmayan bir F � P(N) ailesi için ? =2 F , her A, B 2 F için

A\B 2 F , her bir A 2 F ve B � A için B 2 F oluyorsa F ailesine N üzerinde bir
"�ltre" denir. N = X al¬narak benzer tan¬m verilebilir (Kostyrko vd., 2000/01).
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Tan¬m 3.1.8 I, N de bir gerçek ideal olsun

F(I) = fM � N : 9A 2 I 3M = N n Ag

ailesine "I n¬n dual �ltresi" denir (Kostyrko vd., 2000/01).

Tan¬m 3.1.9 I, do¼gal say¬lar kümesi üzerinde bir ideal ve (xn) reel say¬lar¬n bir
dizisi olsun. E¼ger her bir " > 0 için

fn 2 N : jxn � xj � "g 2 I

oluyorsa (xn) dizisi x 2 R ye "ideal yak¬nsak" (k¬saca "I-yak¬nsak") t¬r denir ve
(xn)

I�!x ile gösterilir (Kostyrko vd., 2000/01).

3.2. Eş Yak¬nsakl¬k

Klasik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin eş yak¬nsakl¬k kavram¬ilk kez Császár

ve Laczkovich (1975) taraf¬ndan verilmi̧stir. Aşa¼g¬da bu kavram ve onun noktasal

ve düzgün yak¬nsakl¬k ile ili̧skisi verilecektir.

Tan¬m 3.2.1 f fonksiyonu ve (fn)n2N fonksiyon dizisiX kümesi üzerinde tan¬ml¬

gerçel de¼gerli fonksiyonlar olsun. x 2 X olmak üzere herhangi bir N do¼gal say¬s¬

ve her n > N için

jfn(x)� f(x)j < "n

olacak şekilde pozitif gerçel say¬lar¬n s¬f¬ra yak¬nsak bir ("n)n2N dizisi varsa (fn)n2N
fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna "eş yak¬nsak" t¬r denir ve k¬saca (fn)

e�!f şek-

linde gösterilir (Császár ve Laczkovich, 1975).

Eş yak¬nsakl¬k, düzgün yak¬nsakl¬ktan daha zay¬f, noktasal yak¬nsakl¬ktan ise

daha güçlü bir yak¬nsakl¬kt¬r. Yani (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna düzgün

yak¬nsak ise (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna eş yak¬nsakt¬r. (fn)n2N

fonksiyon dizisi f fonksiyonuna eş yak¬nsak ise (fn)n2N fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna noktasal yak¬nsakt¬r.

(fn)
u�!f ) (fn)

e�!f ) (fn)
p
�!f

Ancak bu önermelerin tersleri do¼gru de¼gildir.
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Örnek 3.2.2 fn(x) = xn, n 2 N olsun. x 2 [0; 1) için (fn)n2N fonksiyon

dizisi f(x) = 0 fonksiyonuna [0; 1) aral¬¼g¬nda eş yak¬nsakt¬r (R. Das ve N.

Papanastassiou, 2003-2004).

Filipów ve Szuca (2012) ile Das vd. (2014) ideal eş yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ N
üzerindeki ideal yard¬m¬yla birbirinden biraz farkl¬ bir şekilde aşa¼g¬daki gibi

verdiler.

Bu tezde aksi belirtilmedikçe I ve J idealleri N do¼gal say¬lar kümesi üzerinde

tan¬mlanm¬̧s gerçek bir ideal olarak al¬nacakt¬r.

Tan¬m 3.2.3 X boş olmayan bir küme, fn : X �! R olmak üzere (fn)n2N
fonksiyon dizisi ve f : X �! R bir fonksiyon olsun. E¼ger her x 2 X için

fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � "ng 2 I

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n) �! 0 dizisi varsa (fn)n2N fonksiyon

dizisi f fonksiyonuna "I- eş yak¬nsak" t¬r denir (Filipów ve Szuca , 2012). Bu
k¬saca I�eş� lim fn = f ile gösterilir.

Tan¬m 3.2.4 X boş olmayan bir küme, (fn)n2N gerçel de¼gerli fonksiyonlar¬n

dizisi, f fonksiyonu X üzerinde tan¬ml¬gerçel de¼gerli bir fonksiyon olsun. E¼ger

her x 2 X için

fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � "ng 2 I

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
I�!0 dizisi varsa (fn)n2N dizisi f

fonksiyonuna "I- eş yak¬nsak" t¬r denir (Das vd., 2014). f fonksiyonuna (fn)n2N
dizisinin "I-eş limiti" denir.

·Ideal eş yak¬nsakl¬¼g¬n bu iki tan¬m¬ aras¬ndaki tek fark : ("n) dizisinin birin-

cisinde klasik anlamda s¬f¬ra yak¬nsak, di¼gerinde ise s¬f¬ra I-yak¬nsak olmas¬d¬r.
Dolay¬s¬yla Filipów ve Szuca (2012) taraf¬ndan verilen tan¬m Das vd., (2014)

taraf¬ndan verilen tan¬m¬kapsar.

Filipów ve Staniszewski (2014) yukar¬daki iki tan¬m¬genelleyen bir ideal eş yak¬n-

sakl¬k tan¬m¬vermi̧slerdir.
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Tan¬m 3.2.5 (fn)n2N fonksiyonlar¬n dizisi ve f fonksiyonu birX kümesi üzerinde
tan¬ml¬gerçel de¼gerli fonksiyonlar olsun. Her x 2 X için

fn 2 N : jfn(x)� f(x)j � "ng 2 I

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
J�!0 dizisi varsa (fn)n2N dizisi f

fonksiyonuna "(I, J )- eş yak¬nsak" t¬r denir ve k¬saca (fn)
(I;J )�e
�������!f şeklinde

gösterilir (Filipów ve Staniszewski, 2014).

Yukar¬daki tan¬mda I=J =Fin al¬n¬rsa, Császár ve Laczkovich (1975) taraf¬n-

dan verilen eş yak¬nsakl¬k tan¬m¬elde edilir ve (fn)
(Fin;F in)�e
����������!f yerine (fn)

e�!f

yaz¬l¬r.

Tan¬m 3.2.5 te verilen ideal eş yak¬nsakl¬k tan¬m¬na göre Das vd. (2014) nin ideal

eş yak¬nsakl¬k tan¬m¬(I,I)-eş yak¬nsakl¬¼ga ve Filipów ve Szuca (2012) n¬n ideal
eş yak¬nsakl¬k tan¬m¬(I,Fin)-eş yak¬nsakl¬¼ga denktir.

3.3. Asimetrik Metrik Uzaylar¬n Topolojisi

Metrik uzaylar¬n bir genellemesi olan asimetrik metrik uzaylar, metrik uzaylar-

daki simetri özelli¼ginden yoksundur. Bu bölümde, asimetrik metrik uzaylar¬n

baz¬temel özelliklerinden bahsedilecektir.

Tan¬m 3.3.1 X bir küme olsun.

(i) Her x; y 2 X için d(x; y) � 0 ve d(x; y) = 0() x = y

(ii) Her x; y; z 2 X için d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)

koşullar¬n¬sa¼glayan d : X � X �! R fonksiyonuna asimetrik metrik ve (X; d)
ikilisine "asimetrik metrik uzay" denir (Cobzaş, 2013). Asimetrik metrik uzay-

larda do¼gal olarak iki farkl¬topoloji ortaya ç¬km¬̧st¬r. ·Ileri ve geri topoloji olmak

üzere adland¬r¬lan bu iki topolojiden dolay¬bu tip uzaylar "bitopolojik uzaylar"

olarak ifade edilmi̧stir (Kelly, 1963).

Tan¬m 3.3.2 �+ "ileri topolojisi", x 2 X, " > 0 için

B+(x; ") = fy 2 X : d(x; y) < "g

ileri aç¬k yuvarlar ile üretilen bir topolojidir.
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Benzer şekilde �_ "geri topolojisi", x 2 X, " > 0 için

B�(x; ") = fy 2 X : d(y; x) < "g

geri aç¬k yuvarlar ile üretilen bir topolojidir (Collins ve Zimmer, 2007).

Asimetrik metrik uzaylarda bir dizinin yak¬nsakl¬¼g¬kavram¬Collins ve Zimmer

(2007) taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.3.3 (X; d) asimetrik metrik uzay¬nda, bir (xn)n2N dizisinin x0 2 X e

"ileri (geri) yak¬nsak" olmas¬için gerek ve yeter koşul

lim
n!1

d(x0; xn) = 0 ( lim
n!1

d(xn; x0) = 0)

olmas¬d¬r.

·Ileri yak¬nsakl¬k ve geri yak¬nsakl¬k s¬ras¬yla, k¬saca, xn
f�! x0 ve xn

b�! x0

şeklinde gösterilir (Collins ve Zimmer, 2007).

Yard¬mc¬Teorem 3.3.4 (X; d) asimetrik metrik uzay¬nda, (xn)n2N dizisi

x0 2 X e ileri yak¬nsak ve y0 2 X e geri yak¬nsak ise x0 = y0 d¬r (Collins ve

Zimmer, 2007).

Sonuç 3.3.5 E¼ger bir dizinin ileri yak¬nsakl¬¼g¬geri yak¬nsakl¬¼g¬n¬gerektiriyorsa
ileri limit tektir (Collins ve Zimmer, 2007).

Yard¬mc¬Teorem 3.3.6 Kabul edelim ki, c : X � X ! R olsun. 8x; y 2 X
için

d(y; x) � c(x; y) d(x; y)

ifadesi

8x 2 X;9" > 0 3 y 2 B+(x; ")) c(x; y) � C(x)

k¬s¬t¬n¬sa¼glayacak şekilde x e ba¼gl¬herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
ileri limitlerin varl¬¼g¬geri limitlerin varl¬¼g¬n¬gerektirir ve böylece limitler tektir

(Collins ve Zimmer, 2007).
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Örnek 3.3.7 � > 0 olsun.

d(x; y) =

(
y � x; y � x ise
�(x� y); y < x ise

şeklinde tan¬mlanan d : R�R �! R+0 asimetrik metri¼gi C := max
�
�;
1

�

�
olmak

üzere her x; y 2 R için d(y; x) � C d(x; y) ifadesini sa¼glar (Collins ve Zimmer,

2007). Bu durumu görmek için (i) y � x ise: d(y; x) = �(y � x) � C(y � x) elde
edilir. Böylece � � C bulunur. (ii) y < x ise: d(y; x) = x � y � C �(x � y)
elde edilir. Böylece

1

�
� C bulunur. (i) ve (ii) den elde edilen sonuçlara göre her

x; y 2 R için C := max
�
�;
1

�

�
d¬r.

Aşa¼g¬daki örnekte C nin x e ba¼gl¬oldu¼gu aç¬kca görülecektir.

Örnek 3.3.8

d(x; y) =

(
ey � ex; y � x ise
e�y � e�x; y < x ise

şeklinde tan¬mlanan d : R � R �! R+0 bir asimetrik metriktir. �+ ve ��, R
üzerindeki al¬̧s¬lm¬̧s topolojilerdir.

Yard¬mc¬ Teorem 3.3.6 daki kabulün, C(x) := max fex(ex + "), e�x(e�x + ")g
al¬narak sa¼gland¬¼g¬n¬görmek kolayd¬r (Collins ve Zimmer, 2007).

Öncelikle, d(y; x) metri¼gini yazal¬m:

d(y; x) =

(
ex � ey; x � y ise
e�x � e�y; x < y ise

i) y � x ise d(y; x) � C d(x; y) için e�x� e�y � C (ey� ex) elde ederiz. Buradan
e�x e�y � C olur. Burada C nin ne oldu¼gunu bulmak için y yerine kendisinden
küçük veya eşit olan x i yazal¬m:

e�x e�y � e�x e�x < e�x (e�x + ")

olur. Bu durumda, C = e�x (e�x + ") olarak seçilebilir.
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ii) y < x ise d(y; x) � C d(x; y) için ex�ey � C (e�y�e�x) elde ederiz. Buradan
ex ey � C burada sadece x e ba¼gl¬olan C nin ne oldu¼gunu bulmak için y yerine
kendisinden daha büyük olan x i yazarsak:

ex ey < ex ex < ex (ex + ")

olur. Bu durumda, C = ex (ex + ") olarak seçilebilir.

Şimdi, ileri yak¬nsakl¬¼g¬n geri yak¬nsakl¬¼g¬gerektirmedi¼gi bir metrik örne¼gi vere-

lim. Bu metrik Sorgenfrey asimetrik metri¼gi olarak bilinir.

Örnek 3.3.9

d(x; y) =

(
y � x; y � x ise
1; y < x ise

şeklinde tan¬mlanan d : R � R �! R+0 asimetrik metri¼gini alal¬m. Burada �+,
R üzerindeki alt limit topolojisi ve ��, R üzerindeki üst limit topolojisidir yani
" � 1 için

B+(x; ") = [x; x+ ")

ve

B�(x; ") = (x� "; x]

şeklindedir. Bu metri¼ge göre, sabit x 2 R için xk = x (1+
1

k
) şeklinde tan¬mlanan

dizi, ileri yak¬nsak fakat geri yak¬nsak olmayan bir dizidir. Gerçekten,

lim
n�!1

d(x; xn) = lim
n�!1

(x+
x

n
� x) = lim

n�!1

x

n
= 0

oldu¼gundan, dizi x 2 R ye ileri yak¬nsakt¬r. Ancak,

lim
n�!1

d(xn; x) = lim
n�!1

1 = 1

oldu¼gundan, dizi x 2 R ye geri yak¬nsak de¼gildir. Böylece bu metrikte ileri

yak¬nsakl¬k geri yak¬nsakl¬¼g¬gerektirmez (Collins ve Zimmer, 2007).

S¬radaki örnek Yard¬mc¬Teorem 3.3.6 n¬n tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösterir.
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Örnek 3.3.10 d : Rn � Rn �! R+0 metri¼gi x 6= 0 için d(x; 0) =
1

jxj ve

d(0; x) =
1

jxj2
olmak üzere

d(x; y) =

(
d(x; 0) + d(0; y); y 6= x ise

0; y = x ise

ile verilsin.

S¬f¬rdan farkl¬bir x 2 Rn olsun. E¼ger bir (xk)k2N dizisi xk
f�! x oluyorsa k � N

için xk = x olacak şekilde en az bir N 2 N vard¬r. Bu durumda xk
b�! x

d¬r. Benzer şekilde x = 0 ise jxkj �! 1 iken xk
f�! x e yak¬nsad¬¼g¬nda da

xk
b�! x e yak¬nsar. Böylece ileri yak¬nsakl¬k geri yak¬nsakl¬¼g¬gerektirir. x = 0 ve

" > 0 alal¬m. Bu durumda B+(0; ") = f0g[
n
y 2 Rn : jyj >

p
1="
o
oldu¼gundan

y 2 B+(0; ") ise jyj yukar¬dan s¬n¬rl¬de¼gildir ve

d(y; 0)

d(0; y)
=

1

jyj
1

jyj2
= jyj

Böylece her x, y 2 Rn için d(y; x) � c(x; y) d(x; y) k¬s¬t¬n¬sa¼glayan herhangi bir
c fonksiyonu, 0 ¬n herhangi bir ileri yuvar¬nda s¬n¬rl¬de¼gildir (Collins ve Zimmer,

2007).

Asimetrik metrik uzaylarda, dört çeşit süreklilik tan¬m¬vard¬r.

Tan¬m 3.3.11 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar ve f : X �! Y

fonksiyon olsun. E¼ger 8" > 0 için

y 2 B+(x; �) =) f(y) 2 B+(f(x); ") (f(y) 2 B�(f(x); "))

olacak şekilde bir � > 0 mevcutsa f fonksiyonu x 2 X de "ff � s�urekli

(fb�s�urekli)" dir denir (Collins ve Zimmer, 2007). Benzer şekilde bb�s�ureklilik
ve bf � s�ureklilik tan¬mlar¬da verilebilir.

Tan¬m 3.3.12 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar olmak üzere bir
f : X �! Y fonksiyonunun x 2 X de "ff � s�urekli" olabilmesi için gerek
ve yeter koşul xn

f�! x iken f(xn)
f�! f(x) olmas¬d¬r (Collins ve Zimmer, 2007).

Di¼ger üç tip süreklilik tan¬m¬da benzer şekilde ifade edilir.
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Fonksiyon dizileri ile ilgili çal¬̧smalarda eşsüreklilik kavram¬n¬n önemli bir yeri

vard¬r. Aşa¼g¬da asimetrik metrik uzaylarda eşsüreklilik tan¬m¬verilecektir. (X; dX)

ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar ve G = ff : f : X �! Y g fonksiyonlar¬n kümesi
olsun.

Tan¬m 3.3.13 E¼ger her " > 0 ve her f 2 G için dX(x; y) < � iken

dY (f(x); f(y)) < " (dY (f(y); f(x)) < ") olacak şekilde bir � > 0 varsa G kümesi
x 2 X noktas¬nda "ileri eşsürekli (geri eşsürekli)" dir denir (Colins ve Zimmer,

2007). E¼ger G ailesi her x 2 X için ileri eşsürekli (geri eşsürekli) ise G ailesi X
üzerinde ileri eşsürekli (geri eşsürekli) dir.

Aşa¼g¬da tan¬m¬ verilecek olan ·Ileri (geri) Cauchy dizileri "sol (sa¼g) K-Cauchy

dizileri" olarak da adland¬r¬l¬r (Reilly vd., 1982; Kelly, 1963).

Tan¬m 3.3.14 (X; d) bir asimetrik metrik uzay ve (xn)n2N bir dizi olsun. E¼ger
8" > 0 ve m � n � N için

d(xn; xm) < " (d(xm; xn) < ")

olacak şekilde bir N 2 N mevcutsa (xn)n2N dizisine "ileri (geri) Cauchy dizisi"
denir (Colins ve Zimmer, 2007).

3.4. Asimetrik Metrik Uzaylarda ·Ideal Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde, asimetrik metrik uzaylarda diziler için ideal yak¬nsakl¬k kavram¬

verilecektir.

Tan¬m 3.4.1 I bir ideal ve (xn)n2N gerçel say¬lar¬n bir dizisi olsun. E¼ger her
" > 0 için

fn 2 N : d(x; xn) � "g 2 I (fn 2 N : d(xn; x) � "g 2 I)

oluyorsa (xn)n2N dizisi x 2 R ye "ileri (geri) ideal yak¬nsak" t¬r (k¬saca "fI(bI)-
yak¬nsak" t¬r) denir ve (xn)

fI
��!x ((xn)

bI��!x)̧seklinde gösterilir (Das vd., 2013).

Tan¬m 3.4.2 I bir ideal ve (xn)n2N reel say¬lar¬n bir dizisi olsun. E¼gerM 2 F(I)
var olacak şekilde (xn)n2M altdizisi x e klasik anlamda ileri (geri) yak¬nsak

oluyorsa (xn)n2N dizisi x e "fI�(bI�)-yak¬nsak" t¬r denir (Das vd. , 2013).
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3.5. Asimetrik Metrik Uzaylarda Fonksiyon Dizilerinin Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu bölümde asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin yak¬nsakl¬¼g¬ile ilgili

baz¬kavramlardan bahsedilecektir. X ten Y ye fonksiyonlar¬n uzay¬Y X ve X

ten Y ye tüm ff� sürekli fonksiyonlar¬n kümesi C(X;Y ) olmak üzere Y X üze-

rindeki düzgün metrik �(f; g) := sup
�
d(f(x); g(x)) : x 2 X

	
ile verilir. Burada

d(x; y) := min fd(x; y); 1g dir.

Tan¬m 3.5.1 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar, (fn)n2N fonksiyon
dizisi ve f fonksiyonu Y X te tan¬ml¬olsun. (fn)n2N fonksiyon dizisinin f fonksiyo-

nuna "ileri (geri) noktasal yak¬nsak" olmas¬için gerek ve yeter koşul her bir x 2 X
ve her " > 0 için en az bir n0 2 N mevcut olacak şekilde 8n � n0 için

dY (f(x); fn(x)) < " (dY (fn(x); f(x)) < ")

olmas¬d¬r. K¬saca (fn)
f(b)�p
�����!f şeklinde gösterilir (Toyganözü, 2015).

Bu şu şekilde formülize edilebilir:

(8x 2 X) (8" > 0) (9n0 2 N)(8n � n0) dY (f(x); fn(x)) < " (dY (fn(x); f(x)) < ")

Tan¬m 3.5.2 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar, (fn)n2N fonksiyon
dizisi ve f fonksiyonu Y X te tan¬ml¬ olsun. E¼ger her bir x 2 X, her " > 0

ve her n 2M için

dY (f(x); fn(x)) < "(dY (fn(x); f(x)) < ")

olacak şekilde istatistiksel yo¼gun bir M � N kümesi mevcutsa yani M 2 F(I)
ise (fn)n2N fonksiyon dizisi x 2 X te f fonksiyonuna "ileri (geri) istatistiksel

(k¬saca st) noktasal yak¬nsak" t¬r denir. K¬saca (fn)
f(b)�st�p
��������!f şeklinde gösterilir

(Toyganözü, 2015).

Bu şu şekilde formülize edilebilir:

(8x 2 X)(8" > 0)(9M 3 �(M) = 1)(8n 2M) dY (f(x); fn(x)) < "

(dY (fn(x); f(x)) < ")
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1. Asimetrik Metrik Uzaylarda Fonksiyon Dizilerinin Noktasal Ve
Düzgün Yak¬nsakl¬¼g¬·Için Baz¬Sonuçlar

Bu bölümde asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬

ile ilgili baz¬sonuçlar ve bir Cauchy kriteri verilecektir.

·Ilk olarak, Bölüm 3.5 te asimetrik metrik uzaylarda verilen noktasal yak¬nsakl¬k

kavram¬ile ilgili ileri noktasal yak¬nsak olan ancak geri noktasal yak¬nsak olmayan

bir fonksiyon dizisi örne¼gi verilecektir.

Örnek 4.1.1 X = Y = R+ üzerinde

dY (x; y) =

(
y � x; y � x ise
1; y < x ise

asimetrik metri¼gi verilsin. fn : X �! Y fonksiyon dizisi

fn(x) =
x

n

ile tan¬mlans¬n. (fn)n2N fonksiyon dizisinin f(x) = 0 fonksiyonuna ileri noktasal

yak¬nsak oldu¼gunu gösterelim. f(x) = 0 ve her bir n 2 N için fn(x) =
x

n
oldu¼gundan dY (f(x); fn(x)) =

x

n
dir. Bu durumda

lim
n�!1

dY (f(x); fn(x)) = 0

d¬r. Yani (fn)n2N fonksiyon dizisi f(x) = 0 fonksiyonuna ileri noktasal yak¬nsar.

Şimdi (fn)n2N fonksiyon dizisinin f(x) = 0 fonksiyonuna geri noktasal yak¬nsak-

l¬¼g¬n¬inceleyelim. Verilen metri¼ge göre dY (fn(x); f(x)) = 1 oldu¼gundan

lim
n�!1

dY (fn(x); f(x)) = 1 6= 0

d¬r. (fn)n2N fonksiyon dizisi f(x) = 0 fonksiyonuna geri noktasal yak¬nsak

de¼gildir.

Tan¬m 4.1.2 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N

fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu Y X üzerinde tan¬ml¬olsun. (fn)n2N fonksiyon

dizisinin f fonksiyonuna "ileri (geri) düzgün yak¬nsak" olmas¬ için gerek

ve yeter koşul her " > 0 ve her n � n0 için

�(f; fn) < " ( �(fn; f) < " )
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olacak şekilde en az bir n0 2 N mevcut olmas¬d¬r. K¬saca (fn)
f(b)�u
������!f şeklinde

gösterilir. Bu şöyle formülize edilebilir:

(8" > 0)(9n0 2 N)(8n � n0) �(f; fn) < " ( �(fn; f) < " )

Metrik uzaylarda oldu¼gu gibi düzgün yak¬nsakl¬k ile noktasal yak¬nsakl¬k aras¬n-

daki ili̧ski aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir.

Sonuç 4.1.3 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N

fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu Y X üzerinde tan¬ml¬olsun. E¼ger (fn)n2N fonksiyon

dizisi f fonksiyonuna ileri (geri) düzgün yak¬nsak ise ileri (geri) noktasal

yak¬nsakt¬r. Yani,

(fn)
f(b)�u
������!f =) (fn)

f(b)�p
�����!f

tir.

Teorem 4.1.4 Y X üzerindeki bir (fn)n2N fonksiyon dizisi f 2 Y X fonksiyonuna
ileri (geri) düzgün yak¬nsak ve g 2 Y X fonksiyonuna geri (ileri) düzgün yak¬nsak
ise f = g dir.

·Ispat. " > 0 olsun. 9n1 2 N 3 8n > n1 için �(f; fn) <
"

2
dir. Ayn¬zamanda

9n2 2 N 3 8n > n2 için �(fn; g) <
"

2
dir. O zaman n � n0 = max fn1; n2g,

�(f; g) � �(f; fn) + �(fn; g) < ". " key� oldu¼gundan �(f; g) = 0 o halde 8x 2 X
için f = g dir.

Tan¬m 4.1.5 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar ve (fn)n2N fonksiyon
dizisi Y X üzerinde tan¬ml¬olsun. Her " > 0 ve m � n � N için

�(fn; fm) < " (�(fm; fn) < ")

olacak şekilde bir N 2 N mevcut oluyorsa (fn)n2N fonksiyonlar dizisine X

üzerinde "ileri (geri) düzgün Cauchy dizisi" denir.

Tan¬m 4.1.6 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar verilsin.

(fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu Y X üzerinde tan¬ml¬olsun. E¼ger her

" > 0 ve her n 2M için

�(f; fn) < " (�(fn; f) < ")
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olacak şekilde istatistiksel yo¼gun M � N kümesi mevcutsa (fn)n2N fonksiyon

dizisi x 2 X te f fonksiyonuna "ileri (geri) istatistiksel düzgün yak¬nsak" t¬r

denir. K¬saca (fn)
f(b)�st�u
��������!f şeklinde gösterilir. Bu şöyle formülize edilebilir:

(8" > 0) 9M 3 �(M) = 1 (8n 2M) �(f; fn) < "(�(fn; f) < ")

Asimetrik metrik uzaylarda yukar¬da verilen tan¬m¬ aşa¼g¬daki şekilde de ifade

edebiliriz.

(fn)
f�st�u
������!f () sup

x2X

�
d(f(x); fn(x))

	 f�st�p
������! 0

ve

(fn)
b�st�u������!f () sup

x2X

�
d(fn(x); f(x))

	 b�st�p
������! 0

Metrik uzaylarda oldu¼gu gibi asimetrik metrik uzaylarda da fonksiyon dizilerinin

istatistiksel yak¬nsakl¬klar¬klasik anlamdaki yak¬nsakl¬klar¬ndan daha geneldir.

Metrik uzaylarda fonksiyon dizileri için verilen baz¬ sonuçlar aşa¼g¬daki gibi

asimetrik metrik uzaylar için de verilebilir.

Sonuç 4.1.7 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N fonksi-
yon dizisi ve f fonksiyonu Y X üzerinde tan¬ml¬olsun.

(1) E¼ger (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri (geri) noktasal yak¬nsak ise

ileri (geri) st-noktasal yak¬nsakt¬r. Yani,

(fn)
f(b)�p
�����!f =) (fn)

f(b)�st�p
��������!f

(2) E¼ger (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri (geri) düzgün yak¬nsak ise

ileri (geri) st-düzgün yak¬nsakt¬r. Yani,

(fn)
f(b)�u
������!f =) (fn)

f(b)�st�u
��������!f

Sonuç 4.1.8 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N fonksi-
yon dizisi ve f fonksiyonu Y X üzerinde tan¬ml¬olsun.

(fn)
f(b)�st�u
��������!f =) (fn)

f(b)�st�p
��������!f

Aşa¼g¬daki örnek Sonuç 4.1.7 (2) ifadesinin tersinin metrik uzaylarda oldu¼gu gibi

asimetrik metrik uzaylarda genel olarak do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösterir.
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Örnek 4.1.9 X = R ve Y = R+ olmak üzere

d(x; y) =

(
y � x; y � x ise
1; y < x ise

asimetrik metri¼gi verilsin. fn : X �! Y fonksiyon dizisi

fn(x) =

(
2x; n = k2 ise
x

n
; n 6= k2 ise

ile tan¬mlans¬n. (fn)n2N fonksiyon dizisinin f(x) = 0 fonksiyonuna ileri

st- düzgün yak¬nsak oldu¼gunu gösterelim. n = 1; 4; 9; ::: için fn(x) = 2x oldu¼gun-

dan d(f(x); fn(x)) = 2x ve asimetrik metri¼ge göre n = 2; 3; 5; ::: için fn(x) =
x

n
oldu¼gundan d(f(x); fn(x)) =

x

n
dir. Yani her " > 0 için ve do¼gal say¬lar kümesinde

istatistiksel yo¼gun M = fn j n 2 N ve k 2 N; n 6= k2g kümesinden seçilen her n
için

sup
x2X

�
d(f(x); fn(x))

	
= sup

x2X

x

n

oldu¼gundan (n �! 1) için limiti 0 d¬r. Dolay¬s¬yla (fn)n2N fonksiyon dizisi
f(x) = 0 fonksiyonuna ileri istatistiksel düzgün yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca Sonuç 4.1.8

den dolay¬ileri istatistiksel noktasal yak¬nsakt¬r. Fakat aç¬kca görüyoruz ki ileri

düzgün yak¬nsamaz. Geri istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬¼g¬incelersek:

sup
x2X

�
d(fn(x); f(x))

	
= 1

dir. Bu durumda n �! 1 için limiti 1 dir. 1 6= 0 oldu¼gundan geri istatistiksel
düzgün yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 4.1.10 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzay ve (fn)n2N � C(X; Y )
olsun. Y de ileri düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k, geri düzgün istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬gerektirsin. E¼ger (fn)n2N fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna ileri düzgün

istatistiksel yak¬nsak ise bu durumda f fonksiyonu da x0 2 X te ff�süreklidir.

·Ispat. x 2 X te (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri düzgün istatistiksel

yak¬nsak oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda her " > 0 ve her n 2M için

�(f; fn) <
"

3
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olacak şekilde istatistiksel yo¼gun birM � N kümesi mevcuttur. Y de ileri düzgün
istatistiksel yak¬nsakl¬k, geri düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirdi¼ginden

ayn¬zamanda her n 2M için

�(fn; f) <
"

3

de yaz¬labilir. Sonuç 4.1.8. den 8n0 2M için

dY (f(x); fn0(x)) <
"

3
ve dY (fn0(x); f(x)) <

"

3

elde edilir. Her bir n 2 N için fn, X üzerinde ff � s�urekli oldu¼gundan n0 2 M
olmak üzere fn0 fonksiyonu da X te ff�sürekli olur. Dolay¬s¬yla bir � > 0

mevcuttur öyleki dX(x0; x) < � oldu¼gunda,

dY (fn0(x0); fn0(x)) <
"

3

sa¼glan¬r. Böylece dX(x0; x) < � ise

dY (f(x0); f(x)) � dY (f(x0); fn0(x0))+dY (fn0(x0); fn0(x))+dY (fn0(x); f(x)) < "

elde ederiz. Bundan dolay¬, f fonksiyonu x0 2 X te ff�süreklidir.

Sonuç 4.1.11 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzay ve (fn)n2N � C(X; Y )

olsun. Y de ileri düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k, geri düzgün istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬ gerektirsin. E¼ger (fn)n2N fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna D � X

üzerinde ileri düzgün istatistiksel yak¬nsak ise bu durumda f fonksiyonu D � X
üzerinde ff�süreklidir.

Tan¬m 4.1.12 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar ve (fn)n2N fonksiyon
dizisi Y X üzerinde tan¬ml¬olsun. E¼ger her " > 0 ve herhangi bir m(") 2 M için

�(fm("); fn) < "
�
�(fn; fm(")) < "

�
olacak şekilde istatistiksel yo¼gun bir M � N kümesi mevcutsa (fn)n2N fonksiyon
dizisine "ileri (geri) istatistiksel düzgün Cauchy dizisi" denir.

Teorem 4.1.13 (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik uzaylar olsun. Y de ileri

düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬k, geri düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬gerektirsin.
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E¼ger (fn)n2N 2 Y X fonksiyon dizisi ileri düzgün istatistiksel yak¬nsak ise her " > 0
ve herhangi bir m(") 2M için

�(fm("); fn) < "

olacak şekilde istatistiksel yo¼gun bir M � N kümesi mevcuttur.

·Ispat. Kabul edelim ki (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna ileri düzgün

istatistiksel yak¬nsak olsun. Bu durumda her " > 0 ve her n 2M için

�(f; fn) <
"

2

olacak şekilde istatistiksel yo¼gun birM � N kümesi mevcuttur. Y de ileri düzgün
istatistiksel yak¬nsakl¬k, geri düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬gerektirdi¼ginden her

" > 0 ve her n 2M için

�(fn; f) <
"

2

sa¼glan¬r. Bu durumda her " > 0 ve m(") 2M için

�(fm("); fn) � �(fm("); f) + �(f; fn) < "

elde edilir. Böylece, (fn)n2N fonksiyon dizisi ileri istatistiksel düzgün Cauchy

dizisidir.

Metrik uzaylarda Y tam ise Teorem 4.1.13 ün tersi de do¼grudur. Yani st- düzgün

Cauchy dizisi st-düzgün yak¬nsakt¬r. Ancak, asimetrik metrik uzaylarda bu do¼gru

olmayabilir. Bunu aşa¼g¬daki örnekle gösterelim.

Örnek 4.1.14 X = Y = R+0 ve Y X üzerinde,

d(x; y) =

(
ey � ex; y � x ise
x� y; y < x ise

asimetrik metri¼gi verilsin. P asal say¬lar kümesi olmak üzere (fn)n2N fonksiyon
dizisi

fn : X �! Y; x 7�!

8<: x+
1

n
; n =2 P

2; n 2 P
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ile tan¬mlans¬n. Yani f1(x) = x + 1, f2(x) = 2, f3(x) = 2, f4(x) = x +
1

4
, . . .

olsun.

M = fm j m 2 N ve m =2 Pg al¬n¬rsa, �(P) = 0 ve M = N n P oldu¼gundan
�(M) = 1 olur. Şimdi, m = m(") 2 M ve n � m � 1

"
olsun. Her " > 0 için

�(fm("); fn) = x+
1

m
� (x+ 1

n
) =

1

m
� 1

n
<
1

m
� "

elde edilir. Bu yüzden (fn)n2N bir ileri istatistiksel düzgün Cauchy dizisidir. Bu

dizi f(x) = x fonksiyonuna ileri istatistiksel noktasal yak¬nsakt¬r fakat ileri ista-

tistiksel düzgün yak¬nsak de¼gildir. Bunun sa¼glanmas¬için

�(f; fn) = e
x+ 1

n � ex = ex(e 1n � 1)

ifadesinin " dan küçük kalmas¬gerekir. Bu nedenle her " > 0 için n =
1

ln
� "
ex
+ 1
�

olarak seçilmelidir. Bu ise n nin x e ve " na ba¼gl¬ oldu¼gunu gösterir. Yani

(fn)n2N fonksiyon dizisi istatistiksel düzgün yak¬nsak de¼gildir.

4.2. Asimetrik Metrik Uzaylarda Fonksiyon Dizilerinin ·Ideal Yak¬n-
sakl¬¼g¬

Bu bölümde, asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin ideal yak¬nsakl¬¼g¬

ile ilgili kavramlar tan¬mlanarak baz¬sonuçlar verilecektir.

Tan¬m 4.2.1 (X; dX) ve(Y; dY ) asimetrik metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun.
(fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu Y X te tan¬ml¬olsun. Her " > 0 ve her

x 2 X için

fn 2 N : dY (f(x); fn(x)) � "g 2 I(fn 2 N : dY (fn(x); f(x)) � "g 2 I)

oluyorsa (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna "ileri (geri) ideal noktasal

yak¬nsak" t¬r denir ve k¬saca (fn)
fI�p
����!f ((fn)

bI�p
����!f) şeklinde gösterilir.

Tan¬m 4.2.2 (X; dX) ve(Y; dY ) asimetrik metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun.
(fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu Y X te tan¬ml¬olsun. Her " > 0 için
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fn 2 N : dY (f(x); fn(x)) � "; her x 2 X içing 2 I
(fn 2 N : dY (fn(x); f(x)) � "; her x 2 X içing 2 I)

oluyorsa (fn)n2N fonksiyon dizisi f fonksiyonuna "ileri (geri) ideal düzgün

yak¬nsak"t¬r denir ve k¬saca (fn)
fI�u
�����!f ((fn)

bI�u����!f) şeklinde gösterilir.

I = Fin al¬n¬rsa klasik anlamda noktasal ve düzgün yak¬nsakl¬klar elde edilir.

Yani (fn)
fF in
����!f yerine (fn)

f�p
���!f ve (fn)

fF in�u
������!f yerine (fn)

f�u
���!f yaz¬l¬r.

Klasik anlamda fonksiyon dizileri için noktasal ve düzgün yak¬nsakl¬k kavramlar¬

ile ilgili olarak verilen baz¬ sonuçlar aşa¼g¬daki gibi asimetrik metrik uzaylarda

ideal noktasal ve ideal düzgün yak¬nsakl¬k için de verilebilir.

Sonuç 4.2.3 (X; dX) ve(Y; dY ) asimetrik metrik uzay ve I bir uygun ideal olsun.
fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu Y X te tan¬ml¬olsun.

(i)

(fn)
fI�u
�����!f () sup

x2X

�
d(f(x); fn(x))

	 I�! 0:

(fn)
bI�u����!f () sup

x2X

�
d(fn(x); f(x))

	 I�! 0:

(ii)

(fn)
fI�u
�����!f ) (fn)

fI�p
����!f

(fn)
bI�u����!f ) (fn)

bI�p
����!f

Aşa¼g¬daki teoremler ile asimetrik metrik uzaylar üzerinde tan¬mlanm¬̧s

fonksiyon dizileri için belli koşul alt¬nda ileri düzgün I-yak¬nsakl¬¼g¬n
ff - süreklili¼gi ve fb- süreklili¼gi korudu¼gu söylenebilir.

Teorem 4.2.4 I � P(N) bir uygun ideal olsun. (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik
metrik uzaylar olarak verilsin. Y asimetrik metrik uzay¬nda ileri I-yak¬n-
sakl¬k geri I-yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirsin. E¼ger bir (fn)n2N � C(X; Y ) fonksiyon

dizisi bir f fonksiyonuna ileri düzgün I yak¬nsak ise f 2 C(X; Y ) dir.

·Ispat. f fonksiyonunun ff -sürekli oldu¼gunu gösterece¼giz. x0 2 X ve " > 0 ol-

sun. (fn)n2N fonksiyon dizisi, f fonksiyonuna ileri düzgün I-yak¬nsak oldu¼gundan
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8" > 0, 9M 2 I, 8n =2M ve 8x 2 X için

dY (f(x); fn(x)) < "�3

yazabiliriz. Buradan, özel olarak x0 2 X için

dY (f(x0); fn(x0)) < "�3

yazabiliriz. (fn)n2N fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna ileri düzgün I yak¬nsak
oldu¼gundan ve Y de ileri I-yak¬nsakl¬k geri I-yak¬nsakl¬¼g¬gerektirdi¼ginden her
x 2 X ve her " > 0 için en az bir K 2 I vard¬r öyle ki her n =2 K oldu¼gunda,

dY (fn(x); f(x)) < "�3

olur. (fn)n2N fonksiyon dizisi ff -sürekli oldu¼gundan d(x0; x) < � iken

dY (fn(x0); fn(x)) < "�3

olacak şekilde bir � > 0 vard¬r. I, uygun ideal oldu¼gundan M [ K 6= N dir.

Böylece, 8n =2M [K ve d(x0; x) < � için

dY (f(x0); f(x)) � dY (f(x0); fn(x0)) + dY (fn(x0); fn(x)) + dY (fn(x); f(x))

<
"

3
+
"

3
+
"

3
= "

olup, f fonksiyonu ff -süreklidir, yani x0 2 X te f 2 C(X; Y ) dir.

Teorem 4.2.5 I � P(N) bir uygun ideal olsun. (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik
metrik uzaylar olsun. Y asimetrik metrik uzay¬nda geri I-yak¬nsakl¬k ileri
I-yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirsin. E¼ger fb-sürekli bir (fn)n2N fonksiyon dizisi bir

f fonksiyonuna ileri düzgün I-yak¬nsak ise f fonksiyonu fb- süreklidir.

·Ispat. Teorem 4.2.4 ün ispat¬na benzerdir.

E¼ger Teorem 4.2.4 te ileri I-yak¬nsakl¬¼g¬n geri I-yak¬nsakl¬¼g¬gerektirmesi koşulu
ortadan kald¬r¬l¬rsa, aşa¼g¬daki örnekte de görülebilece¼gi üzere bir ileri sürekli

fonksiyon dizisinin ileri düzgün I-yak¬nsad¬¼g¬ f fonksiyonu ileri sürekli

olmayabilir. Hatta bu limit fonksiyonu tek olmayabilir.

Örnek 4.2.6 X = [0; 1] Öklid metri¼gi ile donat¬lm¬̧s ve Y � R2 kümesi

Y := f(y1; y2) : y1 = 0 ve y2 2 (0; 1]g [ f(�1; 0)g [ f(1; 0)g
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olsun. Y üzerindeki asimetrik metrik Sorgenfrey metri¼gi olarak seçilsin ve y2 > 0

olmak üzere (y1; y2) için

d((y1; y2); (�1; 0)) = d((�1; 0); (�1; 0)) = 1; d((�1; 0); (y1; y2)) = y2:

olacak şekilde geni̧sletilsin. Y bir asimetrik uzay ve Hausdor¤ tur.

f : X �! Y; x �!
(
(�1; 0) x = 0 ise

(1; 0) x > 0 ise

olsun.

fn : X �! Y; x �!

8<: (1; 0) n = k2 ise

(0;
1

n
) n 6= k2 ise

n = k2 için kümeye K dersek K 2 I d¬r. E¼ger n =2 K al¬rsak

dY (f(x); fn(x)) = dY ((�1; 0); (0;
1

n
)) = y2 =

1

n

elde ederiz. Bu örnekte dY ((0;
1

n
); (�1; 0)) = 1 oldu¼gundan Y üzerindeki bu met-

rikte ileri I-yak¬nsakl¬k geri I-yak¬nsakl¬¼g¬gerektirmez. Böylece f =2 C(X; Y )
dir.

Ayr¬ca bu limit fonksiyonu tek de¼gildir, bu örnek için

ef : X �! Y; x �! (1; 0)

sürekli olmak üzere (fn)n2N fonksiyon dizisi ef fonksiyonuna ileri düzgün I-yak¬nsar.
Aşa¼g¬daki teoremde asimetrik metrik uzaylarda belli koşul alt¬nda, Y X üzerinde

al¬nan ileri eş sürekli (fn)n2N fonksiyonlar dizisinin ileri ideal noktasal yak¬nsad¬¼g¬

f fonksiyonunun ff - sürekli oldu¼gunu gösterece¼giz.

Teorem 4.2.7 I � P(N) bir uygun ideal, (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik
uzaylar olmak üzere Y asimetrik metrik uzay¬nda ileri I-yak¬nsakl¬k geri

I-yak¬nsakl¬¼g¬gerektirsin. (fn)n2N fonksiyon dizisi Y X üzerinde ileri eş sürekli ve
f fonksiyonu Y X te tan¬ml¬olmak üzere (fn)

fI�p
����!f ise f fonksiyonu X kümesi

üzerinde ff - süreklidir.
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·Ispat. x0 2 X ve " > 0 olsun. (fn)n2N fonksiyon dizisi ileri eş sürekli oldu¼gundan

8n 2 N ve x 2 B+(x0; �) için dY (fn(x0); fn(x)) < "�3 olacak şekilde bir � > 0

vard¬r. Ayr¬ca x 2 B+(x0; �) için (fn)
fI�p
����!f oldu¼gundan,

D1 = fn 2 N : dY (f(x0); fn(x0)) � "�3g 2 I

ve

D2 = fn 2 N : dY (f(x); fn(x)) � "�3g 2 I

elde ederiz. Ayr¬ca D = D1 [ D2 2 I d¬r. Dolay¬s¬yla n =2 D olan bir n 2 N
için (Y; dY ) asimetrik metrik uzay¬nda ileri I-yak¬nsakl¬k geri I-yak¬nsakl¬¼g¬
gerektirdi¼ginden

dY (fn(x); f(x)) < "�3

elde ederiz. Bu durumda x 2 B+(x0; �) ve n =2 D için

dY (f(x0); f(x)) � dY (f(x0); fn(x0))+dY (fn(x0); fn(x))+dY (fn(x); f(x)) < "

elde ederiz. Bu ise f fonksiyonunun ff - süreklili¼gini verir.

Teorem 4.2.8 I � P(N) bir uygun ideal, (X; dX) ve (Y; dY ) asimetrik metrik
uzaylar olmak üzere Y asimetrik metrik uzay¬nda geri I-yak¬nsakl¬k ileri

I-yak¬nsakl¬¼g¬gerektirsin. (fn)n2N fonksiyon dizisi Y X üzerinde geri eş sürekli

ve f fonksiyonu Y X te tan¬ml¬olmak üzere (fn)
bI�p
����!f ise f fonksiyonu X kümesi

üzerinde fb- süreklidir.

·Ispat. x0 2 X ve " > 0 olsun. (fn)n2N fonksiyon dizisi geri eş sürekli oldu¼gundan

8n 2 N ve x 2 B+(x0; �) için dY (fn(x); fn(x0)) < "�3 olacak şekilde bir � > 0

vard¬r. (fn)
bI�p
����!f oldu¼gundan,

D0 = fn 2 N : dY (fn(x0); f(x0)) � "�3g 2 I

ve

D00 = fn 2 N : dY (fn(x); f(x)) � "�3g 2 I

elde ederiz. Ayr¬ca D� = D0 [ D00 2 I d¬r ve D� 6= N oldu¼gundan n =2 D�

olan bir n 2 N için (Y; dY ) asimetrik metrik uzay¬nda geri I-yak¬nsakl¬k ileri
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I-yak¬nsakl¬¼g¬gerektirdi¼ginden

dY (f(x); fn(x)) < "�3

elde ederiz. x 2 B+(x0; �) ve n =2 D� için

dY (f(x); f(x0)) � dY (f(x); fn(x))+dY (fn(x); fn(x0))+dY (fn(x0); f(x0)) < "

elde ederiz. O halde f fonksiyonu fb- süreklidir.

4.3. Asimetrik Metrik Uzaylarda Eş Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde, asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin eş yak¬nsakl¬¼g¬ile

ilgili kavramlar tan¬mlanarak baz¬özellikleri verilecektir.

Tan¬m 4.3.1 (X; dX) ve (R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N

fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu RX te tan¬ml¬ olsun. Her x 2 X ve n 2 N
için

dR (f(x); fn(x)) < "n (dR (fn(x); f(x)) < "n)

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n "n
f
�!0 dizisi varsa (fn)n2N fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna "ff�eş (bf�eş) yak¬nsak" t¬r denir ve (fn)
ff�e
����!f ((fn)

bf�e
����!f)

şeklinde gösterilir.

Bu tan¬m¬n benzeri, di¼ger iki tip eş yak¬nsakl¬k (fb-eş yak¬nsakl¬k ve bb-eş

yak¬nsakl¬k) için de verilebilir.

Metrik uzaylarda oldu¼gu gibi asimetrik metrik uzaylarda da aşa¼g¬daki gerek-

tirmeler verilebilir.

(fn)
f�u
���!f ) (fn)

ff� e
����!f

(fn)
ff� e
����!f ) (fn)

f�p
���!f:
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Tan¬m 4.3.2 (X; dX) ve (R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N

fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu RX te tan¬ml¬olsun. I bir ideal ve her x 2 X
için

fn 2 N : dY (f(x); fn(x)) � "ng 2 I (fn 2 N : dY (fn(x); f(x)) � "ng 2 I)

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir "n
f
�!0 dizisi varsa (fn)n2N fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna "ff � I�eş (bf � I�eş) yak¬nsak"t¬r denir. (fn)
ff�I�e
�������!f

((fn)
bf�I�e
������!f) şeklinde gösterilir.

Bu tan¬m¬n benzeri, di¼ger iki tip eş yak¬nsakl¬k (fb�I-eş yak¬nsakl¬k ve bb�I-eş
yak¬nsakl¬k) için de verilebilir.

Tan¬m 4.3.3 (X; dX) ve (R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N

fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu RX te tan¬ml¬olsun. I bir ideal ve her x 2 X
için

fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 I (fn 2 N : dR(fn(x); f(x)) � "ng 2 I)

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
fI
��!0 dizisi varsa (fn)n2N fonksiyon dizisi

f fonksiyonuna "ff � I�eş (bf � I�eş) yak¬nsak"t¬r denir. (fn)
ff�I�e
�������!f

((fn)
bf�I�e
������!f) şeklinde gösterilir.

Bu tan¬m¬n benzeri, di¼ger iki tip eş yak¬nsakl¬k (fb�I-eş yak¬nsakl¬k ve bb�I-eş
yak¬nsakl¬k) için de verilebilir.

·Ideal eş yak¬nsakl¬¼g¬n bu iki tan¬m¬aras¬ndaki tek fark : ("n) dizisinin birinde

klasik anlamda ileri yak¬nsak, di¼gerinde ise ileri I-yak¬nsak olmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla
Tan¬m 4.3.3, Tan¬m 4.3.2 yi kapsar.

Aşa¼g¬da asimetrik metrik uzaylarda yukar¬daki iki tan¬m¬genelleyen bir ideal eş

yak¬nsakl¬k tan¬m¬verilecektir.

Tan¬m 4.3.4 (X; dX) ve (R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N

fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu RX te tan¬ml¬ olsun. I ile J birer ideal ve

her x 2 X için

fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 I ( fn 2 N : dR(fn(x); f(x)) � "ng 2 I)
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olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
fJ
��!0 dizisi varsa (fn)n2N dizisi f

fonksiyonuna "ff(I,J )- eş (bf(I,J )- eş) yak¬nsak"t¬r denir ve (fn)
ff(I;J )�e
���������!f

((fn)
bf(I;J )�e
��������!f) şeklinde gösterilir.

Bu tan¬m¬n benzeri, di¼ger iki tip eş yak¬nsakl¬k (fb(I,J )- eş yak¬nsakl¬k ve
bb(I,J )- eş yak¬nsakl¬k) için de verilebilir.

I=J = If al¬n¬rsa (fn)
ff(If ;If )�e
����������!f elde edilir ve (fn)

ff(If ;If )�e
����������!f in yerine

(fn)
ff�e
����!f şeklinde bir gösterim de kullan¬labilir.

Teorem 4.3.5 I0; I1; J0 ve J1, N üzerinde tan¬ml¬birer ideal olmak üzere (X; dX)
ve (R; dR) asimetrik metrik uzaylar¬ verilsin. (fn)n2N fonksiyon dizisi ve f

fonksiyonu RX te tan¬ml¬olsun.

(a) E¼ger I0 � I1 ise

(fn)
ff(I0;J )�e����������!f =) (fn)

ff(I1;J )�e����������!f

tir.

(b) E¼ger J0 � J1 ise

(fn)
ff(I;J0)�e���������!f =) (fn)

ff(I;J1)�e���������!f

tir.

·Ispat. Tan¬mdan aç¬kt¬r.

Örnek 4.3.6 If ; Iu; ve Id; N üzerinde tan¬ml¬birer ideal olmak üzere (X; dX) ve
(R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu
RX te tan¬ml¬olsun.

(fn)
ff(If ;Iu)�e
����������!f =) (fn)

ff(Id;Iu)�e����������!f

oldu¼gunu gösterelim.

(fn)
ff(If ;Iu)�e
����������!f oldu¼gundan her x 2 X için

fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 If
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olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
fIu���!0 dizisi vard¬r. If � Id oldu¼gu için

fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 Id

yaz¬labilir. Böylece (fn)
ff(Id;Iu)�e����������!f bulunur.

Örnek 4.3.7 If ; Iu; ve Id; N üzerinde tan¬ml¬birer ideal olmak üzere (X; dX) ve
(R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu
RX te tan¬ml¬olsun.

(fn)
ff(If ;Iu)�e
����������!f =) (fn)

ff(If ;Id)�e
����������!f

oldu¼gunu gösterelim.

(fn)
ff(If ;Iu)�e
����������!f oldu¼gundan her x 2 X için

fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 If

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
fIu���!0 dizisi vard¬r. Iu � Id oldu¼gu için

("n)
fId���!0 yaz¬labilir. Böylece (fn)

ff(If ;Id)�e
����������!f dir.

Teorem 4.3.8 I ve J , N üzerinde tan¬ml¬birer ideal olmak üzere (X; dX) ve

(R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu
RX te tan¬ml¬olsun. Aşa¼g¬dakiler denktir.

(a) Her (fn)n2N dizisi için (fn)
ff(I;J )�e
���������!f oluyorsa (fn)

ff(I;I)�e
��������!f dir.

(b) J � I

·Ispat. (a) =) (b) M 2 J olsun. x 2 X ve n 2 N için

fn(x) =

(
1; n 2M ise

0; n =2M ise

olsun. Her x 2 X için f(x) = 0 olsun. O zaman (fn)
ff(I;J )�e
���������!f olur. Gerçekten,

n 2 N için

"n =

(
n+ 1; n 2M ise
1

n2+1
; n =2M ise
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olsun. O zaman ("n)
fJ
��!0 d¬r ve her x 2 X için fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng =

? 2 I d¬r. Varsay¬mdan dolay¬(fn)
ff(I;I)�e
��������!f elde ederiz. (�n)

fI
��!0 olsun öyleki

her x 2 X için fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � �ng 2 I. Bu durumda

N = fn 2 N : dR(0; �n) � 1g 2 I veM nN � fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � �ng 2 I
olur. N 2 I ve (M n N) 2 I oldu¼gundan N [ (M n N) = (M [ N) 2 I ve
M � (M [N) ise M 2 I d¬r.

(b) =) (a) Teorem 4.3.5 (b) den; J � I ise her x 2 X ve n 2 N için

fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 I

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
fJ
��!0 dizisi vard¬r, yani her " > 0 için

fn 2 N : d(0; "n) � "g 2 J � I olacak şekilde ("n)
fI
��!0 dizisi vard¬r. Böylece

(fn)
ff(I;I)�e
��������!f olur.

Sonuç 4.3.9 I bir ideal olmak üzere (X; dX) ve (R; dR) asimetrik metrik uzaylar
verilsin. (fn)n2N fonksiyonlar¬n dizisi ve f fonksiyonu RX te tan¬ml¬olsun. E¼ger
(fn)

ff(I;If )�e
���������!f ise bu durumda (fn)

ff(I;I)�e
��������!f olur.

·Ispat. (fn)
ff(I;If )�e
���������!f oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda her x 2 X için

fn 2 N : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 I

olacak şekilde pozitif reel say¬lar¬n bir ("n)
f
�!0 dizisi vard¬r. If � I oldu¼gundan

("n)
fI
��!0 yaz¬labilece¼ginden (fn)

ff(I;I)�e
��������!f olur.

Teorem 4.3.10 I ve J , N üzerinde tan¬ml¬birer ideal olmak üzere (X; dX) ve
(R; dR) asimetrik metrik uzaylar verilsin. (fn)n2N fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu
RX te tan¬ml¬olsun. Aşa¼g¬dakiler denktir.

(a) RX te tan¬ml¬ her (fn)n2N fonksiyon dizisi için (fn)
ff(I;J )�e
���������!f oluyorsa

(fn)
fI�p
����!f dir.

(b) J � I

·Ispat. (a) =) (b) K 2 J olsun. x 2 X ve n 2 N olmak üzere
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fn(x) =

(
1; n 2 K ise

0; n =2 K ise

ve x 2 X için f(x) = 0 olsun. Bu durumda (fn)
ff(I;J )�e
���������!f dir. Kabulden,

(fn)
fI�p
����!f dir. x 2 X ve " =

1

2
olmak üzere, K = fn : dR(f(x); fn(x)) � "g 2 I

elde edilir.

(b) =) (a) (fn)
ff(I;J )�e
���������!f olsun. Bu durumda her x 2 X için

KX = fn : dR(f(x); fn(x)) � "ng 2 I olacak şekilde bir ("n)
fJ
��!0 dizisi mev-

cuttur. " > 0 ve x 2 X alal¬m. Bu durumda M" = fn : dR(0; "n) � "g 2 J � I
d¬r. fn : dR(f(x); fn(x)) � "g�KX [M" elde edilir ve böylece (fn)

fI�p
����!f dir.

Teorem 4.3.11 I bir ideal olmak üzere (X; dX) ve (R; dR) asimetrik metrik
uzaylar verilsin. (fn)n2N fonksiyonlar¬n dizisi ve f fonksiyonu RX te tan¬ml¬

olsun. E¼ger (fn)
fI�u
�����!f ise bu durumda (fn)

ffI�e
�����!f olur.

·Ispat. (fn)
fI�u
�����!f olabilmesi için gerek ve yeter şart her " > 0 için

A =

�
n 2 N : sup

x2X

�
d(f(x); fn(x))

	
� "

�
2 I d¬r.

"n =

8<:
1
n
; n 2 A ise

sup
x2X

�
d(f(x); fn(x))

	
+ 1

n
; n =2 A ise

olsun. Bu durumda "n
fI
�!0 ve bütün n =2 A için d(f(x); fn(x)) < "n olup(fn)

ffI�e
�����!f

ifadesini gerektirir.
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tez çal¬̧smas¬nda, özgün olarak, asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizileri-

nin noktasal, düzgün ve eş yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬daha genel olan istatistiksel ve

ideal yak¬nsakl¬k türlerinde tan¬mlanm¬̧s ve baz¬özellikleri incelenmi̧stir.

Metrik uzaylardaki sonuçtan farkl¬ olarak asimetrik metrik uzaylarda bir ista-

tistiksel düzgün Cauchy dizisinin istatistiksel düzgün yak¬nsak olmayaca¼g¬gös-

terilmi̧stir. Asimetrik metrik uzaylar üzerinde tan¬ml¬fonksiyon dizilerinin ileri

düzgün I�yak¬nsakl¬¼g¬n¬n belli koşul alt¬nda süreklili¼gi korudu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.
Ayr¬ca bu uzaylarda bir ileri eş sürekli fonksiyonlar dizisinin ileri ideal noktasal

yak¬nsad¬¼g¬fonksiyonun, belli koşul alt¬nda ff�sürekli oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Daha sonra, Filipów ve Staniszewski nin 2014 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda metrik

uzaylar için tan¬mlanan (I;J )�eş yak¬nsakl¬k kavram¬asimetrik metrik uzay-
larda tan¬mlanarak baz¬sonuçlar elde edilmi̧stir.
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