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OZET

KIL FOLIKULU SEKLININ KISMi DIFERANSIYEL DENKLEM YONTEMIi
KULLANILARAK TASARLANMASI

Bu tez calismasinda kil kokiiniin sekil modellemesi i¢in bir teknik sunulmaktadir. Bu
sekil ¢izme teknigi, dort periyodik sinir kosullarinin bir kiimesine ve bir eliptik kismi
diferansiyel denklemin (KDD) kullanimina dayanmaktadir. Kismi tiirevli denklemler
kullanarak yapilan geometrik modelleme, diizgiin yapisi nedeniyle, sinir kosullarina
sahip kismi diferansiyel denklemlerin ayrilabilir ¢oziimleri analitik olarak ¢oziildii.
Secilen her sinir kosulu bir siir egrisi olusturur ve bu islem, MATLAB programi
kullanilarak, kil follikiiliiniin tiretilen KDD tabanli gériiniim sekli elde edildi. Kil
follikiiliinlin yaricap: ve yiiksekligi ile ilgili veriler ve daha sonra, elde ettigimiz iki
denklemin kil follikiiliiniin tasariminda dogru yapisal Ozelliklere sahip oldugunu
goriildii.

Anahtar Kelimeler: Kismi Diferansiyel Denklem Yontemi, Kil Koki, Analitik
Coziim, Modellerme



ABSTRACT

DESIGNING THE SHAPE OF HAIR FOLLICLE USING PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATION METHOD

In this thesis the work presents a technique for shape modeling of hair follicle. The
technique of sketching this shape is based on a set of four periodic boundary
conditions and on the use of an elliptic partial differential equation (PDE).
Geometric modeling using partial differential equations has been acknowledged
because of its smooth nature, partial differential equations with boundary conditions
are solved by separation of variables analytically. Every chosen boundary condition
creates a boundary curve and this process can be obtained by utilizing MATLAB,
the shape of the generated PDE-based representation of hair follicle, is designed.
The data, regarding the radius and height from the hair follicle and we will see later
that the two equations we obtained has a correct structural properties in designing
hair follicle.

Keywords: Partial Differential Equation Method, Hair Follicle, Analytical Solition,
Modelling
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1. GIRIS

1.1 Kil Folikiiliiniin Kisa Tarihcesi

Kil olusumu memelilerin derisinde bulunan kil folikiiliinden baslar. Kil olusumunun
dort evresi vardir. Bunlar biiyiime (anajen), reset (katajen), duraklama (telojen) ve
eksojen evreleridir. Genellikle killarin % 85-90°1 biiyiime, %1-2’si katajen ve %10-
14’1 ise duraklama evresindedir. Biiyiime evresinde kil ayda yaklasik bir santimetre
biiyiir ¢linkil kil hizli bigimde bdliinmektedir. Sa¢ kil ise iki ila yedi yil boyunca
biiylime evresinde kalir. Bu siire genetik mekanizmalar tarafindan belirlenmektedir.
Biiyime evresi tamamlandiktan sonra reset evresi baglar. Bu evre iki ila ii¢ hafta
sirmekte ve aktif olarak kil biiyiimesi goriilmemektedir. Daha sonra kan akisi
yoluyla kil biiylimekte ve duraklama evresine girmektedir. Eksojen evresi ise kilin
kopma noktasina gelene kadar folikiil igerisinde u¢ noktaya geldigi evredir. Dokiilen
saclar tamamen keratinize ve 6liidiir. Insan sagindan giinde ortalama 50-100 tel sag

dokiilmektedir ve bu evre yaklasik ti¢ ay siirmektedir (Panteleyev ve Jahoda, 2001).

Bulge activation hipotezine gore kil folikiiliiniin gelisiminde yer alan biiylime
evresini kontrol eden hiicresel mekanizmalar bulunmaktadir. Hipoteze gore, biiyiime
asamasindaki aktivasyon iki adimli bir stirectir. Birinci asamada kil kokleri harekete
gecer ve bunun sonucunda meydana gelen siskinlik (bulge) icerisinde yer alan
hiicreler ¢ogalarak dis kok kilifim1 olustururlar. Yiikselen kil folikiilii tabakasinin
olusumu ise kil kokii hiicrelerinin ve i¢ kok kilifinin harekete gegmesi ile
gerceklesmektedir. Bulge activation hipotezine gore, biiylime evresinin ilk olay:
siskinlik icerisindeki kok hiicrelerin aktivasyonudur. Tiim kil folikiilii tabakalarinin
ve kil govdesinin yukar1 dogru biiyiimesi ile kil folikiiliiniin asagi dogru biiyiimesinin
ve i¢ kok kilifinin kaynagi, siskinligin (bulge) icerisindeki hiicrelerin ¢ogalmasidir.
Kil diiz bir yapiya sahiptir, ancak sosyal fonksiyonu da bulunmaktadir. Kil gévdesi,
sac kokil icerisindeki canli hiicrelerin boliinerek biiyiimesi sonucunda ortaya ¢ikar.
Bu hiicreler kil folikiiliiniin de temelini olustururlar. Bu hiicreler kil biiylimesini
diizenleyen hormonlari saglayan kan damarlari tarafindan desteklenirler (Panteleyev

ve Jahoda, 2001).



Memeli hiicreleri kendilerini yenileme yetenegine sahip degildir. Memelilerdeki
gelismemis kok hiicreleri fetiis olusumunun yalnizca kisith bir doneminde islev
goriirler (Pera vd., 2000). Bundan dolayi, memelilerde bulunan bir¢ok hiicre
yaslanma ve Oliim siirecine girer. Ancak sinir dokusu, hematopoietik sistem, bazi
epitel yapilar ve erkek tireme hiicreleri gibi baz1 sistemler kendi kok hiicre yenileme
mekanizmalarina sahiptirler. Baz1 durumlarda kadinlarda bulunan rahim ig¢ine benzer
sekilde, belirli diizenleyici hormonlara bagli olarak gelisme ve gerileme dongiileri
bulunmaktadir. En aktif memeli organ yapis1 olmasindan dolay1, kil folikiilii kendini
yenileme, ¢ok uzun siire hayatta kalabilme, hizli gelisim gosterme ve baslangic
konumuna gerileyebilme kabiliyetine sahiptir. Son yillarda, kil folikiiliiniin
molekiiler yapisinin gbzlemlenmesi ve morfojenezi hakkinda 1sik tutan caligsmalar
yapilmaktadir (Kratochwil vd., 1996; Gat vd., 1998; St-Jacques vd., 1998;
Botchkarev vd., 1999). Yakin zamanda yapilan c¢alismalarda, kil folikiilii
dongiistiniin farkli evrelerindeki genetik kodlar, cesitli sitokinler ve diizenleyici
unsurlara dair tanimlamalara yer verilmistir. Kil folikiiliiniin epitel ve mezenkim
bolgelerinde yer alan yilizden fazla yapisal protein ve diizenleyici faktor
bulunmaktadir (Stenn vd., 1994a; Stenn vd 1994b; Stenn vd 1996; Stenn ve Paus,
2001; Jiyar ve Ahmed, 2016). Bunlar ciddi miktarda dongiisel degisimler gosteren
sofistike bir ifade (expresyon) modeli olustururlar. Su ana dek bu verileri bir araya
getirmek icin sistematik bir tesebbiis ger¢eklesmemistir. Bu nedenle, kil folikiiliiniin
oldukca karmasik olmasindan ve kil folikiiliiniin dongiisel doniisiimiine dair temel
hiicresel yapilara dair bilgilerimizin ¢ok ilkel diizeyde olmasindan dolayi, kil
folikiiliiniin temel diizenleyicilerini tanimlamaya yarayacak gen ifadeleri ve
transgenik veriler biiyiilk Ol¢iide eksik ve agiklanmaktan uzak haldedir. Ancak
giinimiizde kil folikiili olusumuna dair molekiiler mekanizmalara dair bilgi
dagarcigimiz kil dongiisiine dair bilgi dagarcigimizdan fazladir (Philpott ve Paus,
1998; McElwee ve Hoffmann, 2000). Bunun nedeni ise muhtemelen kil folikiiliinii
olusturan molekiiler mekanizmalarin ¢ok daha basit hiicresel kinetiklere sahip

olmasidir (Chase, 1951; Holbrook ve Minami, 1991).

Pek cok arastirmaci kil folikiilii dongiisiiniin hiicresel dinamiklerinin ne anlama
geldigini ortaya c¢ikarmaya calismistir (Starile, 1965; Chapman, 1971; Ito, 1986;
Tezuka vd., 1991; Reynolds ve Jahoda, 1991; Jahoda vd., 1992; Reynolds ve Jahoda,
1993; Kulessa vd., 2000; Oshima vd., 2001). Ancak bu aragtirmacilarin biiyiik bir



boliimii 6zel kil folikiilii yapilarina ya da kil folikiilii biyolojisinin kisithi alanlarina
odaklanmis ve kil folikiiliiniin iglevine dair kapsamli bir ¢erceve c¢izememislerdir.
Bulge aktivasyonu hipotezi ilk olarak Sun v.d. (1991) tarafindan yayimlanmis ve bu
hipotez kil folikiiliiniin kinetigine dair ilk ve tek modeli ortaya koymasindan dolay1
cok ilgi cekmistir. Modern calismalar kil folikiiliniin ve erken morfojenezin
molekiiler acidan kontroliine dikkat ¢ekmistir (Kratochwil vd., 1996; Gat vd., 1998;
St-Jacques vd., 1998; Botchkarev vd., 1999).

Norhayati v.d. (2011) tarafindan kismi diferansiyel denklem kullanimina dayali tibbi
amaglh kullanilan haplarin modellemesi ic¢in bir teknik {izerinde c¢alisilmistir.
Calismada s6z konusu hapi liretebilmek amaciyla parametrelerin sayisini artirmak
suretiyle kismi diferansiyel denklemin daha yiiksek boyutlu alanlara daha genis bir
formiilasyonla uygulanmistir. Ayrica, iretilen hap bagimsiz degiskenler tarafindan
tanimlanmis olan bolge degistirilerek diizenlenebilmektedir. Kismi diferansiyel
denklem kullanilarak yilizey olusturma yontemi ile sekil degistirme tekniklerine bir
bagka ornek ise Castro G ve Ugail (2007) tarafindan gelistirilmistir. Bu ¢alismada
aciklanmis olan metodolojilerin verimliligi ¢esitli 6rnekler iizerinden test edilmis ve
sonuclar diger metodolojiler ile karsilagtirilarak burada onerilen yontemler igerisinde

en hizli sonug veren yontem ortaya konmustur.

Bu calismada, cesitli kil folikiilii hiicre popiilasyonlar1 ile kil folikiilii dongiisii
esnasinda gerceklesen temel hiicresel islemler arasindaki etkilesimin ortaya konmasi
amaglanmaktadir. Calismada ortaya konan model, mevcut kil folikiilii 6nbelirleme
hipotezinin kil folikiili dongiisii ile kok hiicre kullanimmin zamanlamasini igeren

baz1 degisiklikler ile gelistirilmesidir.
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Sekil 1.1: Kil Dongiisiiniin Mekanizmasi (Panteleyev vd., 2001).
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Sekil 1.2: Biiyiime Fazi (Anajen) (Panteleyev vd., 2001).
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Sekil 1.3: (A) Bulge aktivasyonu hipotezi ve (B) kil folikiilii 6n belirleme hipotezi
(Panteleyev vd., 2001).

1.2 Kismi Diferansiyel Denklem

Pek ¢ok matematiksel modelleme formiilasyonunda, kismi tiirevler fiziksel miktarlari
temsil eder. Bu tiirevler genellikle birden fazla bagimsiz degisken igerir. Uzay: temsil
eden degiskenler genellikle x,y ... ve zamam temsil eden degisken t seklinde
gosterilir. Bu sekilde yapilan formiilasyonlar, s6z konusu problemde ortaya konan
bagimsiz degiskenlerin bazi islevlerinin gergeklestigi bir veya birden fazla bagiml
degiskene sahiptir. Sonucta ortaya ¢ikan denklemlere kismi diferansiyel denklemler
denir. Bu denklemler baslangi¢ ya da sinir kosullari ile birlikte fiziksel olaylar1 temsil
ederler (Kells, 1947).

Adi diferansiyel denklemlerin aksine, u = u (x, t) yada u = u (X, Yy, t) esitligindeki
gibi bir bagimli degisken birden fazla bagimsiz degiskene bagli olmalidir. Ancak,
Kismi diferansiyel denklemlerin 1s1 denklemi, dalga yayilimi ve potansiyel denklem
gibi fiziksel olaylarin bazilarini yonlendirdiginden ve bu olaylarin zaman degiskeni ¢

‘ye bagl olacagi bir gercektir. Bagimli degisken u’nun baslangi¢ sirasindaki ilk
5



degerini saglamas1 gerekmektedir. Bu kosullara baslangi¢ kosillart adi verilir ve bu
probleme baslangic deger problemi adi verilir. Bir kismi diferansiyel denklemin
¢oziimiinii elde etmek analitik agidan kolay degildir. Onceden belitlenmis bazi
kosullar1 yerine getirecek belirli bir ¢oziim bulunmasi gereklidir. Smirli bir D
bolgesindeki gercek bir olaya dair matematiksel problem, yonetici bir kismi
diferansiyel denklem tarafindan yonetilmesi durumunda, bagimli degiskenin sinirli D
bolgesi igerisinde tanimlanmasi gereklidir. Sinirli verilere “smir kosullar1” ve
probleme de “sinir deger problemi” adi verilir. Bilinmeyen fonksiyonu ve tiim kismi
tirevleri cebirsel olarak lineer form arz ediyor ise, lineer kismi diferansiyel
denklemden s6z etmek miimkiindiir. Baslangi¢c ve sinir kosullart gibi kosullara tabi
olan bir kismi diferansiyel denklem ise baslangic sinir deger problemi olarak
adlandirilir. Smir kosullar {i¢ tiirden olugmaktadir. Birincisi Dirichlet kosullaridir.
Bu kosul probleme konu olan D bolgesinin her bir dD smirinda tanimlanmis u
bilinmeyen fonksiyonunun degeri olarak tarif edilir. Bu durumda, 0< x < L iken L
uzunlugu ornek verilecek olursa, a ve b sabit olmak tizere sinir kosullar1 u (0) = a,
u(L)=b seklinde tanimlanir. Dikdértgen bir diizlem i¢in, 0< x < a ,0< x < b,
u(0,y),u(x,0) ve u(x,b) sinir kosullari tanimlanmalidir. D smirinda her bir noktada
bulunan bagimli degiskenin sinir kosullari sifir ise homojen olmama durumu s6z
konusudur.

Ikinci smir kosulu ise Neumann kosullar1 olarak adlandirilmaktadir. Bu kosul, D
smirinin her bir noktasinda tanimli bilinmeyen fonksiyonun normal tiirevlerinin
degerleridir. L uzunlugu i¢in Neumann smir kosullart u,(0,t) = a,u,(L,t) =b
seklindedir. Son olarak Robin kosulu ya da karisik sinir kosulu olarak adlandirilan
kosul ve dD sinirmin her bir noktasindaki bilinmeyen fonksiyonun ve normal
tiirevlerinin lineer kombinasyonunun degerleridir.

Kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmenin bir¢cok yontemi vardir. Bu yontemler
arasinda tiimlevsel donilisiim, o6zdeger genisletme, degiskenlerin ayrilmasi gibi

yontemler yer almaktadir. ikinci adim asagidaki gibi sekillendirilmistir:

02 0%z 0%z
AaXZ + BaX 3y + Cayz = (X,y,2 24 Zy) (1.1

Burada A, B ve C tiim tiirevleri siirekli olan x ve y siirekli fonksiyonlarini, f ise

belirtilen degiskenlerin ¢okterimli fonksiyonunu temsil etmektedir. Yukaridaki kismi
6



diferansiyel denklem ii¢ kategoriye ayrilmaktadir:

B2 —4AC >0 ise hiperbolik
B2 —4AC =0 ise parabolik
B2 —4AC <0 ise eliptik

1.3 Fourier Dizisi
Belki de en 6nemli ortogonal fonksiyon kiimesi, n bir tamsay1 olmak iizere sin(nx)
ve cos(nx)’e dayali olan fonksiyonlardir. Belirli bir f(x) fonksiyonunun asagidaki

gibi bir trigonometrik fonksiyonlar dizisine genisletilebilecegini varsayalim:

f(x) =ag+ Z a, cos nx + b, sinnx (1.2)

n=1
Bu fonksiyon -m < x < m araliginda esit oranda yakinsaktir ve bu diziye f(X)
fonksiyonunun Fourier genislemesi adi verilir. Katsayilara ise Fourier katsayilar1 adi

verilir ve su sekilde tanimlanur:

1 T
ap = ﬁj_nf(x)dx

1 T
a, =— | f(x)cosnx dx
277]—11( ) (1.3)

1 (™
b, = Ef_ﬂf(x) sin nx dx

1.4 Lagrange Polinomu

Lagrange polinomu, esit aralikli olmayan verilerde, yani x degerlerinin esit
araliklarla dagilmadigl durumda, interpolasyon polinomunu elde etmenin belki de en
basit yontemidir. x degerlerinin esit aralikli olarak dagilmadigi veriler genellikle
deneysel gozlemlerin sonucu olarak ortaya ¢ikarlar (Curtis ve Patrick, 1984).
Asagidaki tabloda sunuldugu {iizere sirasiyla x ve f(x) degerlerine iligkin veriler
bulunmaktadir.

Asagidaki cizelgede esit oranli bir Ax s6z konusu degildir ve x’in degerleri belirli bir
siraya gore dizilmemistir. X degerleri birbirinden farklidir. Bu dort c¢ift veri ile
ticlincii dereceden bir polinom (kiibik) gegirilir ve bu veri i¢in Lagrange polinomu

asagidaki sekilde olusturulur:



X f)
X1 fi
X2 f2
X3 f3
X4 fa

Cizelge 1.1: Langrange polinomu i¢in noktalar.

_ (x —22) (x — x3) (x — x,) (x — x1)(x — x3) (x — x4)
Ps(x) = (1 = x2) (1 — x3) (%1 — x4) fit (2 = x1) (2 — x3) (X7 — x4) L
(o — 21) (x — x3) (x — x) (o — 1) (x — x3) (x — x3)

fa

(3 = 2x1) (x5 — x2) (x5 — x4) p (x4 = x1) (x4 — x2) (x4 — X3)

Yukaridaki P;(x)formiiliinden anlasildigi tizere formiil dort terimden olusmaktadir.
Ayrica, her bir terim ii¢lincii derece x’tir ve bu dort terimin toplami1 da ayn1 zamanda
tiglincii derece x’tir. Her bir terimin pay1 her bir terimden bir x; atilarak (x —x;)
formunun lineer faktorlerinin sonucudur. Atilan deger ise, payda yer alan her bir
faktordeki x kaldirilarak paydayr olusturmak amaciyla kullanilir. Sonra terimlerin

her biri paydaki faktorlerden atilan x;’e karsilik gelen f; ile ¢arpilir.

1.5 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci, kil folikiiliiniin seklini olusturan kismi diferansiyel denklemi
¢ozmek amaciyla MATLAB 2010 kullanilarak uygun simir kosullari altinda kil
seklinin {i¢ boyutlu koordinat sisteminde tasarlanmasidir. Caligsmada, yarigap (r) ve
yiikseklik (h) sayisal degerlerini elde etmek amaciyla bu smir deSer problemi
coziilerek iki boyutlu r ve h koordinatlarinda kil seklinin temsilini gosteren sekillere
yer verilmistir. Ayrica kil sekline dair ¢ozlimler de ortaya verilecektir.

1.6 Tezin Plani

Bu amag¢ dogrultusunda, ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, alti
baslik altinda ¢alismanin girisi yer almaktadir. ikinci boliimde, kismi diferansiyel
denklem ele almmistir ve bu boliim dort alt basliktan olusmaktadir. Ugiincii boliim
ise kil folikiliiniin tasarlanmasini igermektedir ve ti¢ alt bagliktan olugsmaktadir. Son

boliim ise sonug ve tartigmaya ayrilmistir.



2. KISMi DIFERANSIYEL DENKLEM YONTEMI
2.1 KDD Yontemine Giris

Bloor ve Wilson (1989), kismi diferansiyel denklem (KDD) yontemini ilk ortaya
atan arastirmacilar olup Bilgisayar Destekli Tasarim (CAD) ile sekiller olusturma
alaninda 6nemli rol oynamislardir. Kismi diferansiyel denklem sekilleri
genellenerek bilhassa optimizasyon ve tasarim analizlerinde sekilleri aciklamaya

yonelik olarak genisletilmistir (Gonzalez vd., 2008; Ahmat vd., 2011).

Kismi diferansiyel denklem ydntemi ile sonlu bir QCR?bélgesinde v € [0,1] ve
we [0,1] olmak iizere, v parametreleri ile eliptik kismi diferansiyel denklem
kullanilarak parametrik forma sahip bir yiizey elde edebiliriz. ki boyutlu eliptik

kismi diferansiyel denklem asagidaki forma sahiptir:
a2 5, 02
(5 @ 52)

Burada, X(v ,w) fonksiyonu incelenen Q bdlgesinde ii¢ boyutlu uzaydaki yiizeyi

B
X(v,w) =0 (2.1)

tanimlarken, a parametresi v ve w yonlerindeki yilizeyin goreceli diizliigiinii kontrol
eder (Ugail, 2003). Burada ave § degerleri 1’e esit ya da 1’den biiyilk olmak
durumundadir (Ugail, 2006). ave3 1’e esit oldugu durumda, (2.1) denklemi

biharmonik denkleme indirgenir ve denklem s6yle olusur:

2 92\’
<W+m> X('U,W)ZO

0*X 0*X 0*X

av* +2 dviw? + ow? =0




Vektdr formatinda, yukaridaki denklem VX = 0 seklinde yazilabilir. X (v, w)
fonksiyonu vektér formunda {i¢ boyutlu koordinat sisteminde su sekilde

gosterilebilir:
X (v, w) = @X x(v, w) +iXy (v, w) +kXz(v, w)). (2.2)

Ayrica noktaya (v, w) planindaki bir noktayi ii¢ boyutlu uzayda bir noktaya esler,
yani R? —E?3 ve burada E Oklid uzayidir.

2.2 Uygun Coziim:

Bu boliimde kismi diferansiyel denkleme (2.1) ¢oziim bulmak hedeflenmektedir.
a = B =1 iken periyodik smir kosullar1 altinda kismi diferansiyel denklem (2.1)
¢oziilerek diizgiin bir ylizey yamasi elde edilebilmektedir. Bu yiizeyin elde edilmesi
kismi diferansiyel denklem yontemi ile gerceklestirilmektedir. Burada dikkat
edilmesi gereken husus, bu biharmonik denklem dordiincii dereceden oldugu i¢in, €
igerisinde X (v, w) fonksiyonunun ve normal tiirevlerin nasil davrandigini

gostermesi bakimindan dort sinir kosuluna ihtiyag duyulmaktadir.

Kullanilan sinir kosullar1 asagidaki gibidir:
1- Drichlet siir kosulu
X (0.w) =q; (W) (2.3)
X (L.w) = gz (W) (2.4)

2- Neumann sinir kosulu

220.w)= g5 (w (25)

2 (L w) = g,(w) (26)

Eliptik kismi diferansiyel denklem dort sinir kosuluna baglidir ve bu kosullar 0Q
0x
icerisinde degiskenlik gosteren X (v, w) ve P normal tlirevleri ile iliskilidir. Sinr

kosullarina sahip bir kismi diferansiyel denklem tiimlevsel doniisiim degiskenlerin
ayrimi ve sonlu eleman yontemi gibi cesitli yontemler kullanilarak elde
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edilebilmektedir. Denklemler (2.3) ve (2.4) sirasiyla birinci ve ikinci sinir kosulunu
temsil etmektedir ve bu kosullar v = 0 ve v =1 olmak {izere ylizey yamasinin
kenarlarin1 vermektedir. Denklemler (2.5) ve (2.6) ise sirasiyla tiglincii ve dordiincii
sinir kosullarim1 temsil etmekte olup ilgili yiizey smirina ait normal tiirevlerin
degerlerini  vermektedir. Yiizeyin formu tiirevlerin kosullar1 tarafindan
belirlenmektedir. Burada, vektor tiirevinin yonii egrinin tiirevindeki her bir nokta ile
smir egrisi lizerindeki esdeger nokta arasindaki fark ile hesaplanmaktadir. Vektor

tiirevi ve boyutu degistirilerek yiizey form olusturulabilmektedir.

2.3 Degiskenlerine Ayirma Yontemi

Degiskenlerine ayirma yontemi yalnizca degiskenler ve kismi tiirevleri lineer olarak
bulunabiliyorsa kullanilmaktadir. Degiskenlerine ayirma yontemi fen bilimleri
alanindaki arastirmalarda siklikla bagvurulan bir yontemdir ve homojen smir
kosullarina sahip kismi diferansiyel denklemlerin ¢éztimiinde en yaygin kullanilan
yontemlerden biridir.

Kolaylik saglamak bakimindan asagidaki gibi yazilan bir biharmonik denklemi
¢Ozmek i¢in:

a4x+ 2 0*x n 04x

ov? oviw? ow*

=0 (2.7)

Su sekilde ilerlemek miimkiindiir:

Denklem (2.7) lineer ve homojen oldugundan dolayi, denklemin ¢oziimii icin

degiskenlerine ayirma yontemi kullanilabilir.
X(v,w) = @)Y (w) (2.8)
olsun Denklem (2.7) ve (2.8)’den:
W W)Y (W) +2 6P YA W) + pIYP W)=0  (2.9)
elde edilir Denklem (2.9), @(v)y(w) ile boliindiigiinde:

PO 0D D w) Y w)
0w TP e T wmw) D

elde edilir. Boylece

9™ @) PP Y@ w) . ¢®w)
B @) YW W)

12
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elde edilir.

Simdi v ile ilgili olarak diferansiyel denklem (2.10)’dan

0 (09w | BPW YA W) _ 2 4P w)
E( 6w M ww) >‘ TV uw)

veya

WO — 0P WIVW) ¥ W) (99O — 6P WOVW _
0D (v) HRETCY! ( 0D () )‘

@ (w)

@3) @D () —
) P (V)B(v) — 2 (v)eH(v) =0

PP (W) — W WO (W) + 2

elde edilir.

Sadelestirmeler yapildiktan sonra,

OO M-8 WOD®_ v w) )11
WP W-0D WD)~ bw) (2.11)

sonucuna ulasilir. Burada sunu belirtmek gerekir; denklem (2.11)’in sag ve sol
yanlar1 sirasiyla v ve w’nin fonksiyonlaridir. Iki fonksiyonun esitligi igin ortak

deger sabit olmak zorundadir.

Yani

)W) -0W W) _  y® w)
()93 () -0@ )P (v) bw)

K (2.12)

Birinci durumda, k sabitinin pozitif (k> 0) oldugunu ve k= 2A%? oldugunu

varsayalim. Dolayistyla, denklem (2.12)’den

IO
Ty A

veya
Y@ (w) + 2% Y(w) = Oelde edilir. (2.13)

olarak yazilir. Homojen lineer denklem (2.13)’iin kokleri (iX) ve (—iA) seklindedir
ve (2.13)’lin ¢6zlimii,
YU(w) = a,cosiw + a,sin iw (2.14)

13



olarak bulunur.

Denklem (2.14)’ten

Py (w)

o A*elde edilir. (2.15)

Dolayisiyla, denklem (2.10) ve (2.15)’ten

o™ (1) @(2)(1,)/_

o) oL
veya
PW () — 2220 (v) + X* 6(v) = 0 (2.16)
elde edilir.

Denklem (2.16) dordiincii dereceden homojen lineer diferansiyel denklemdir.

Asagidaki ebirsel esitlikten kokler belirlenebilir
m* —23°m? +%* =0
veya
(m? —%2)% = 0
Dolayistyla kokler (- Z), (- X),(A),(X) ve denklem (2.16)’nin ¢oziimii
@(v) = (by + bv)e™ + (b; + byv)e ™ (2.17)
olarak bulunur.
Denklem (2.14) ve (2.17)’den
()Y (w) = [(bl + byv)e™ + (bs + bw)e‘“][alcos Aw + a,sin Aw]
veya
d(w)Y(w) = [(alb1 + a;v)e™ + (a.bs + a1b4v)e‘7“’] cos Aw
+[(a2b1 + a,b,v)e™ + (a,b; + a2b4v)e‘7“’]sin Aiw 219
olur. Dolayistyla, lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini toplama prensibine
gore, denklem (2.17) ve denklem (2.18) sonuglari,
Xn (0, W)= X5 1[(@ny + anzv)e™ + (an; + apsv)e ] cos iw

(2.19)
+[(bn1 + @nzv)e™ + (bpy + bpyv)e ] sin Aw

14



seklindedir.

Eger k sabiti negatif ise (k < 0), ¢oziimiin sinlis — kosiniis bolimi @(v) ile gider
ve k = 0 durumunda, denklem (2.12)’den y(w) = 0 elde edilir, bunun ¢oziimii de
Y(w) = A;,A,v seklinde olur. Ayrica denklem (2.16)’dan

2

3
_ v
B(v)=ag4+ap1V + Aoy EX + Qo3

v
3
veya
2 3
®(v) = By Byv + By —+ B3 — (2.20)
elde edilir.

Burada A, A,, By B; B, ve B3 sabitlerdir.

Bu nedenle, ¢oziim ii¢ tiirden olusmaktadir. Herhangi bir uygulama i¢in, uygun
¢ozlim tiiri kullanilir; bu durumdaki biharmonik kismi diferansiyel denklem igin
uygun ¢oziim ise k sabiti > 0 durumunda denklem (2.19)’da verilmistir. Dolayisiyla,
sinir kosullart altinda (2.1)’in ¢6zlimii asagidaki gibidir:

X (v, W) = Ag +352, [An(v) cos(aw) + Bn(v) sin(nw)]  (2.21)

Burada,

AO:Z;I-Tl:l Aom ym—1 (2.22)
An = (ap1 + anz V)€™ + (any + ansv)e™ ™ (2.23)
By = (bpy + bpzv)e™ + (byy + bpgv)e™ ™™, (2.24)

Denklem (2.21) yerine (2.22), (2.23) ve (2.24) konularak

X(V, W) = Yiho1Gom V™ + Z?i):l[(an1+an3)eanv( An2+0ng)€ _anv] cos(w) +

(2.26)
[(bnl + bn3v)eam] + (bnz + bn4,v)e —anv] Sin(W)
elde edilir.

n = 1 i¢in,
X(V, W) = Yeq Qo v+ X [(a11+a13)eav( A12+014)€ _av] cos(w) +

[(bll + blgv)eav + (blz + b14v)e _O_’U] Sin(nW)
15



elde edilir. x, y ve z bilesenlerine gore, denklem (2.21),
Xy (V, W) = Aox +20=1[Anx (V) cos(nw) + By, (v) sin(nw)]
X, (v,w) = Aoy +Z;‘f=1[h(v) cos(nw) + % (v) sin(nw)]
Xz(V\W) = Aoz +X0=1[Anz (V) cos(nw) + By, (v) sin(nw)]
seklinde yazilabilir. Denklem (2.2) ii¢ boyutlu vektér formunda yazilirsa,

X(ww) =X (v,w)i +X,(v,w)j +X,(v,w)k

X (v,w)’in v ve w bagimsiz degiskenleri ile ilgili olarak normal tiirevleri {i¢ boyutlu
vektor formunda yazilabilir:

0X Xy 0X, 0X,
av ov ov

ve

oX 0%y, 0X, 0X,

ow ow ow

Denklem (2.21)’de bulunan ve denklem (2.22)’de tanimlanan ilk terim Ay iiglincii
dereceden polinom iken ikinci terim yarigap vektoriinii tanimlar. Denklem (2.22)-
(2.24) de verilen (@01, @02, @03, Aosr An1) Anz) An3, Anas bna, buay bnz, bra)  vektor
degerli sabitler zorlanan sinir kosullar tarfindan belirlenir. A¢ kiibik polinomundaki
u, ylizeyin omurgasimi olusturur ve kalan terimler omurgaya gore ylizeyin bir

noktasinin simetrilerini belirler.

Yukaridan da anlasilacag: gibi biharmonik denklemin ¢6ziimii i¢in sinir kosullarinin

belirlenmesi gerekmektedir. Belirlenen sinir kosullarina gore ¢oziimler tiiretilir.
2.4 Kismi Diferansiyel Denklem Yontemine Ornekler

Bu kisimda smir egrileri ile olusturulan birtakim kismi diferansiyel denklem
yontemi Ornekleri verilecektir. P;; ve P;, sirasiyla u =0 ve u=1 de yiizey
sinirlart iizerindeki sinir kosullarini ifade eder. di; ve d,, ise smir kosullarinin
tiirevlerini ifade ederler. Tiirev siir kosullari yiizeyin seklini belirlemek i¢in hayati
onem tasirlar (Norhayati, 2014). Tiirev egrilerinin pozisyonlart ve boyutlari
degistirilerek ylizey sekli degistirilebilir. Sinir kosullar1 yeniden boyutlandirilabilir

ve ilgili pozisyonel egrilere dikey olarak dondiiriilebilir. asagidaki oOrneklere
16



bakildiginda, verilen sinir kosullarina gore kismi diferensiyel denkleminin ¢éziim
yiizeyi kolayca tahmin edilebilir. Boylece denilebilir ki KDD yontemi kompleks
geometrilerin yiizeylerini kolayca tiiretebilir. Matematiksel olarak konuyla ilgili
derin bilgiye sahip olma gerekliligi olmadan bu tiir hesaplamalarin kolayca
yapilabilmesi bu yontemi en kullanish yapan tarafidir. En 6nemli is problemi dizayn
etmek olup, denklemin ¢oziimii (2.21) verildigi i¢in sadece dizayn edilen sinir

kosullarinin ¢6ziimde yerine konulmasi gerekmektedir.
1, genislik ve z, ylikseklik olmak {izere iist yarim kiirede tanimlanan her bir sinir
egrisi,

1c = Reos(yy)

ve
z, = Rsin(y;)

seklinde tanimlanir. Burada ;e [O, g] ve R yarigap1 temsil eder. Genel olarak sinir
egrilerinin her bir noktasinin koordinatlari,

(xo + 1.cos(W),y, + 1.sin(w), zy + z,)
seklinde belirlenir. Burada we[0,21] ve x,, yo ve z, kiirenin koordinatlarini ifade

eder.
Ornek 2.1

Uygulanan asagidaki siir kosullarina gére Kismi diferansiyel denklem ylizeyinin
cizelim. R = 3.5 i¢in 6zel olarak tiim siir egrilerinin koordinatlarini

P11 = (xo + 3.5 cos (w), yo +3.5 sin (w), z,),
P12 = (xo +0 cos (W), yo + 0 sin (w), z, + 2),
di1 = (xo +1cos (W), yo + 1sin (w), zy, +1.7),
di2 = (x¢ +0.1cos (w), yo + 0.1sin (w), z, +0.1),
seklinde alalim. Bunlar ayrica,
X,(0,w) = xo + 3.5 cos (w)

X, (0,w) = yo +3.55sin (W)
17



X,(0,w) =0

Xx(l,W) = Xo
Xy(l,W) =Yo
X,(1,w) =2

olarak da ifade edilebilir. Burada orijin merkez olarak secildi yani
(%0, Y0, Z9) = (0,0,0) alindi. P13 egrisi tiim yiizeylerin kesistigi ortak ylizey olarak
secildi. Kismi diferensiyel denklem yonteminde sadece belirlenen nesnenin
yiizeyini olusturmakta kullanilir. Bu sinir kosullarina gére biharmonik denklem
degislekenlerine ayrilarak ¢oziiliir ve elde edilen ylizey ¢izdirilir. Belirlenen sinir
kosullarina gore yiizeyin elde edilmesi detayli olarak Nurhayati (2014) tarafindan
gosterildi. Sekil 2.1’de KDD yontemi kullanilarak yukaridaki sinir kosullari altinda

cizilen ylizey goriilmektedir.

Sekil 2.1: Kismi diferansiyel denklem yiizey

Bir kismi diferansiyel denklem tarafindan ¢izilen bu yiizeyin ve dort sinir sartlarin

kullandigini gorilmektedir.

Ornek 2.2

Kismi diferansiyel denklem yiizeyinin tanimlanmasina bir baska &rnek verildi. Bu
yizey, iki kismi diferansiyel denklem kullandigimiz smir egrileri tarafindan
taslaklandirilmis olup bu kismi diferansiyel denklemlerin her biri, bu sinir

egrilerinden biri ile dort sinir kosuluna sahiptir; Kismi diferansiyel denklemin
18



¢Oziimii olarak bu yiizeyi, ¢izmek i¢in bazi sinir sartlari kullanilmistir:
KDD’nin ilk boliimii i¢in:
P11 = (xo +3.5cos (w), yo + 3.55sin (w), z,)
P12 = (xo +0 cos (W), yo + 0sin (w), z, + 0.6)
d1; = (xo +0.4 cos (W), yo + 0.4 sin (W), z, + 1.7)
d12= (x¢ +0.00 1cos (w), yo + 0.00 1sin (w), z, + 0.00 1)

Kismi diferansiyel denklemin ikincisi, Sekil 2.2' de gosterildigi gibi xy-diizlemine

simetriktir. KDD’nin ikinci boliimii igin:
P21 = (xo+3.5 cos (W), yo+ 3.55sin (w), z,),
P2o= (x0+0 cos (W), yo+ 0 sin (w), z,-1.6),
d21 = (x+0.4 cos (W), yotlsin (w), z,- 1.7),

d22= (x+0. 001cos (w), + y, + 0.001sin (w), z,- 0.00 1),

Sekil 2.2: Diferansiyel denklem yiizeyi (iki simetrik sinir sartr).
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Ornek 2.3

Bu ornek, Sekil (2.3) 'de gosterildigi gibi yarim elipsoidli bir koninin geometrik
Kismi diferansiyel denklemini gostermektedir. Bu 6rnekte, yarim elipsoidli bir koni
i¢cin Uretilen ylizey, uygun sinir kosullarina sahip iki kismi diferansiyel denkleme
ihtiya¢ duyar ve boylece dnce bir koni olan yiizeyin iist kismin1 tasvir eder ve daha

sonra yar1 elipsoid olan alt yiizeyi tasvir ederiz.

Burada kullanilan siir kosullar1 asagidaki koordinatlara sahiptir

Ilk PDE icin:

P11 = (xo +3.5cos (w), yo + 3.55sin (w), z,)

P12 = (xo +0 cos (W), yo + 0sin (w), z, + 5)

d]_]_ = (XO +1 cos (W), Yo +1 sin (W), Zy + 17)

di2= (x¢ +0. 1cos (W), yo + 0. 1sin (w), z, + 0. 1)

)

ve ikinci PDE igin:

P21 = (x9+3.5 cos (W), yo+ 3.55sin (W), zp),

P22= (xo+0 cos (W), yo+ 0sin (w), z,-1.5),

a1 = (xp++1 cos (W), yo+1 sin (W), zy- 3.7),

d22= (x0+0. 1cos (w), + vy, + 0. 1sin (w), z,- 0. 1,

alinirsa ¢ézlim ylizeyi,
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Sekil 2.3: Diisiik diferansiyel tanimlamasi, koni ve yarim elipsoid birlestirir.

olarak bulunur. Tablonun merkezinin baslangi¢ noktasi olarak alindigi ve iki kismi
tiirevli diferansiyel denklemin ayn1 P11 ve P21 (sadece 7 sinir kosulunda kullamldig1)

olmak iizere iki sinir kosulunun birlestirildigi unutulmamalidir.

Ornek 2.4

Sekil 2.4'de gosterildigi gibi sa¢ kokiiniin bir boliimiiniin tarifi diisiiniildiiglinde, sag
kokiinlin bu kismi i¢in uygun dort sinir sartina sahip yalnizca bir kismi diferansiyel
denklem kullanilabilir.

Alyuvar i¢in uygun olan sinir kosullar asagida verilmistir:
Ik KDD icin:
P;; = (0.1 cos(w),y, + 0.1sin(w), 0),
P, = (1.2 cos(w),y, + 1.2sin(w), z, + 50),

dy1 = (0.1 cos(w),yo + 0.1sin(w), 0.1),

dy, = (0.01 cos(w),y, + 0.01sin(w), 0.1),
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Sekil 2.4: Sac follikiiliiniin bir pargasi.

Ornek 2.5
Sac folikiilii i¢in baska bir Ornek, Onizleme Orneklerinin aynisidir, ancak

yalnizca daha fazla agiklamak i¢in sinir Py, nin merkezini 1.2'den 3'e degistirip

ve islemi tekrarlarlarsak, yalnizca merkez olan (x, yo, 2o), degistirilirse Sekil
2.5 elde edilir.
Ik KDD icin:

P;; = (0.1cos(w),0.1sin(w), 0),

P, = (34 0cos(w),3 + 0sin(w),50),

dy; = (0.1 cos(w), 0.1sin(w),0.1),

dy, = (0.01 cos(w),0.01sin(w), 0.1),

Sekil 2.5: Birden fazla PDE kullanarak sag folikiilii tanimlanmasi.
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3. KIL FOLIKULUNUN TASARLANMASI
3.1 Kismi Diferansiyel Denklem Yontemi Kullanilarak Kil Folikiiliiniin

Parametrik Olarak Tasarlanmasi

Bu boéliimde, kil folikiiliinliin tasarlanmasinda kismi diferansiyel denklem
yonteminin nasil kullanildig1 ele alinmaktadir. Kil folikiiliiniin geometrik modeli
icin gerekli olan iki yamadan olusan yiizeyi elde etmek i¢in yedi adet egime ihtiyag
duyulmaktadir. Her bir yilizey yamasi igin dort sinir egrisi elde etmek igin Matlab
programi kullanilmis ve her bir yiizeyi ¢izmek i¢in dort sinir egrisi kullanilmistir.
Egim [0,2] araligindan noktalar belirlenerek olusturulmus ve final noktasi egimin
diizgiin bicimde kapatildigint gostermistir. Egimlerin her biri belirli r (yarigap) ve h
(ylukseklik) degerlerine sahip bir daireye sahiptir. Tasarlama siirecinin
gerceklestirilmesi birka¢ adimdan olusmaktadir. Once birinci yama olusturulur,

sonra ikinci yamanin i¢biikey ylizeyi olusturulur (Sekil 3.1).

Ikinci yama

<——_ Birinci yama

Sekil 3.1: Kl Folikiilii.



Yiizeyi elde etmek i¢in dordiincii derece kismi diferansiyel denklem (2.7)
¢oziilmiistiir. lkinci bolimde bahsedildigi iizere, (2.22), (2.23) ve (2.24)
denklemlerinden elde edilen Aq ,A, ve B degerleri (2.21) denklemine eklenmistir.

Koordinat fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmistir:
r; = acos(@)veh; = b sin(Q) (3.2)

Burada @ € [0,] ve a x-cksenindeki yarikiire yarigapt ve b ise y-eksenindeki

yarikiire yarigapidir. dD smirindaki her bir nokta (X,y, ve z) su sekilde tanimlanir:
X = xq + 1; cos(w)

y=1y,+ 1 sin(w ) (3.2)
= Zy + hi

Burada r; ve h; iist yarikiirenin yarigapi ve yiiksekligidir ve w € [0,2m].

X

vy
—

N

P s m e an
[ \
‘ <X ”
" : :\ 1 - v“i?; :Ai > 3 lg ’ 't)/‘ :4’4\
WX 70
& u—l‘ o ey " _\

Alt Yarikiire

(b)

Ust Yarikiire

Sekil 3.2: (a) Ug boyutlu yarikiire. (b) iki boyutlu yarikiire.
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Ayrica (Xg, Yo, Zo) yarikiirenin merkezidir. Burada kil folikiiliiniin birinci yamas1 a=
0.18mm ve b=Smm seklinde ayarlanarak siir egrisinden olusturulmustur. Birinci ve
ikinci smir kosulu (BC1 ve BC2) sirastyla 2.3 ve 2.4 denklemlerinde verilmis olup

siir egrilerinin koordinatlari su sekildedir:

Pi1 = (xo + 0cos(w),y, + 0sin(w), z,) (3.3)

P, = (—0.1+ 0.1cos(w),—0.1 + 0.1sin(w), z, + 5) (3.4)

dy, = (xg + (—0.5) cos(w),yo + (—0.5) sin(w), z, + (—100)) (3.5
dyy; = (xg + (—=1) cos(w),yo + (—1) sin(w), z, + 100) (3.6)

Burada, P;; birinci yama igin ilk sinir kosulunu (BC1), Py, birinci yama i¢in ikinci
siir kosulunu (BC2), d;; birinci yama i¢in ii¢lincli sinir kosulunu (BC3) ve d,
birinci yama i¢in dordiincii sinir kosulunu (BC1) temsil etmektedir. Birinci ve ikinci
sinir kosullart alt ve {ist, tigiincii ve dordiincii sinir kosullari ise sekillerin tamamini

temsil etmektedir ve asagidaki sekilde gosterilmistir.

5
0 e ——
P — - B
-5 r/ \‘1
dip #

Sekil 3.3:.Birinci Yamaya Ait Sinir Egrileri.

Oncelikle, iist kismi temsil eden ikinci yamayi olusturmak amaciyla (3.4)
denkleminden elde edilen ikinci sinir kosulundan baslanir ve sonra diger nokta ile

devam edilir ¢iinkii kapatilacak bir yiizey elde edilmesi gereklidir (Sekil 3.4).

Ikinci yama i¢in asagidaki sinir kosullari kullanilmustir:
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P,y = (—0.14+ 0.1cos(w),—0.1 + 0.1sin(w), z, +5) (3.7

Py, = (—0.7 cos(w), + (—0.7) sin(w), + z, + 100) (3.8)

dy; = (—0.2 cos(w), + (—0.2) sin(w), + zy + (—1)) (3.9)

dyz = ((—=0.3) + (=0.1) cos(w), —0.3 + (—0.1) sin(w),z, + (-1))  (3.10)

Sekil 3.4: Tkinci Yamanin Sinir1

(3.3)-(3.10) denklemlerininsinir kosullar1 kullanilarak Sekil 3.5.d’de sunulan sag
folikiilii ¢izilmistir. Iki yama simirlardan birlestirilerek Sekil 3.5.c ve 3.5.d’de verilen

sac folikiiliiniin yiizeyi elde edilmistir.
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Sekil 3.5: (a) Kil folikiilii (b) birinci yama (b) sa¢ folikiilii (c) ikinci yama € siir
egrileri kombinasyonu (d) sag folikiilii.

Iki kismi diferansiyel denklem icin kil folikiiliiniin boyutu belirlenmis ve

asagidaki cizelgede verilmistir.
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Cizelge 3.1: Iki Kismi Diferansiyel Denklem icin Kil Folikiiliiniin Yarigap ve
Yiikseklik Verileri.

Sinir Egrileri

r (yarigap) h (yiikseklik)
0 0
Birinci KDD 0.02 -20
0.18 -18
0.1 5
0.1 5
Ikinci KDD 0.08 29
0.04 75
0 100

Cizelge 3.1 de belirtilen yarigap ve yiikseklige bagli olarak sac¢ folikiilliniin 2
boyutlu olarak grafigi ¢izilmis ve bu yarigap ve ylikseklik degerleri (3.3) den (3.10)

a kadar tiim sinir kosulu denklemleri ¢oziilerek elde edilmistir.

Y- 600 C ..

*-Birinci
KDD

SUDAW .

-
400
h

300 -

200 -

100

0 L 1 1 1 1 L L X_
0 002 004 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18
u (N EFS uug u.un u.uo rU. I LR P4 U4 uio u.io
r

Sekil 3.6: x, y diizleminde iki kismi diferansiyel denklemin grafikleri.
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3.2 Kil Folikiilii Fonksiyonu

Bir A kiimesinden B kiimesine bir f fonksiyonunda, A’daki her eleman B’de sadece
tek (ve essiz) bir elemana denk diiser. A kiimesine f’nin tanim kiimesi, B’ye ise

f'nin deger kiimesi ad1 verilir.

Cizelge 3.1°de verilen smir egrilerinin yaricap ve yiiksekliklerine bagli olarak,
yaricap X ve ylikseklik y olarak alinirsa her bir KDD bulunabilir. Denklemdeki
verileri (r yarigap1 ve h yiiksekligi) degistirmenin bir¢ok yolu olmakla birlikte, en 1yi
ve kolay yol n’nci dereceden Lagrange Interpolasyonu’dur. Bélim (1.4)te

belirtildigi tizere:

pCO) = D f(xi)Lni()
k=0

ya da
P(x) = f (xo) ln,o(x) +f (xl)ln,l(x) ------- +fx,nln,n(x)

ve

= ] &2

i=0,i%k (i = i)
seklindedir. Varsayalim ki birinci ve ikinci sag¢ folikiilii denklemlerindeki her bir
sinir egrisinin r yarigapt ve h yiikseklik degerleri elimizde olsun (Cizelge 3.1).
Burada tek bigim bir Ax olmamakla birlikte r degerlerinin belirli bir diizenle
siralanmis olmas1 gereklidir. Degerlerin belirli araliklarda olmasi gereklidir,
ancak bu dort nokta ile ii¢lincii dereceden bir polinom (kiibik) gecirilebilir.

Birinci KDD i¢in asagidaki veriler mevcuttur

Xo= 0, x; = 0.02, x, =0.18, x; =0.1

Yo=0, y1 =—20, y, = —18, Y3 =5

n =3 ve k = 0 igin,

(x = x)E=%X)(X —X3)

(X0 — X1) (X0 — X2) (X0 — X3)

L3,0 =
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_ (x—0.02)(x — 0.18)(x — 0.1)
397 (0-0.02)(0 — 0.18)(0 — 0.1)

(x? — 0.18x — 0.02x + 0.0036)(x — 0.1)
—0.02 x —0.18 x —0.1

L3,0 =

(x? — 0.2x + 0.0036) (x — 0.1)
—0.00036

L3,o =

x3 —0.1x% — 0.2x% + 0.02x + 0.0036x — 0.00036
—0.00036

L3,o =

x3 —0.3x% + 0.0236x — 0.00036
0.00036

L3,o =

n=3vek =1ig¢in,

(x — x0) (X — %) (x — x3)

L3y = (g — x0) (1 — x3) (%9 — X3)

(x —0)(x —0.18)(x — 0.1)

L3, = (0.02 — 0)(0.02 — 0.18)(0 — 0.1)

y 4 (x? —0.18x)(x — 0.1)
317 0.02 x —0.16 x —0.08

x3 —0.1x% — 0.2x%2 — 0.18x2% — 0.018x
0.000256

L3,1 =

L x3 —0.28x2% + 0.018x
31~ 0.000256

n=3vek = 2ig¢in,

(x = Xp) (X = X)) (X — X3)

bsz = (X2 — Xo) (X2 — X1) (X2 — X3)

B (x—=0)(x —0.02)(x — 0.1)
~ (0.18 — 0)(0.18 — 0.02)(0.18 — 0.1)

L3,2

L (x? —0.02x)(x — 0.1)
327018 x —0.16 x —0.08

L x3 —0.1x2%2 — 0.2x2 4+ 0.002x
32~ 0.0002304
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Lo x3 —0.12x% + 0.002x
32— 0.0002304

n =3 ve k = 3i¢in,

(x = X0) (X = x) (X = Xp)

L3,3 = (X3 _ XO)(X3 — Xl)(X3 - XZ)

(x—0)(x—0.02)(x— 0.18)

L33 = o1 = 0)(0.1 - 0.02)(0.1 - 0.18)

Lo (x> — 0.02x)(x — 0.1)
337 0.1 x —0.08 x —0.08

B x3 —0.18x% — 0.02x% + 0.0036x

Las = —0.0064
Y x3 — 0.2x% + 0.0036x

& —0.0064

elde edilir.
n
PE) = ) L)
k=0

oldugundan dolay1

p(x) = f(xo)L3 + f(x1)L3 1 + f(x2)L3, + f(x3)L33

Daha sonra tiim L,,(x) vef(xy) degerleri yukaridaki denkleme
yerlestirilerek su sonug elde edilmistir:

x3 —0.3x% 4+ 0.0236x + 0.0036 4
—0.0064

p(x)=0><<

20 x3 —0.28x% + 0.018x
- X
( ) 0.000256

x3 —0.12x% + 0.00Zx)

~0.18
(-0.18) < 0.002304

x3 —0.2x% + 0.0036x
0.0064

(0.1) x <

P(x) = -78125x3 + 21875x2 — 1406.25x
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-7812.5x3 4+ 937.5x 2 -15625x

-15.625x3 4+ 3.125x% — 0.05625 X

p(x) polinomu y 'yi temsil ettiginden dolay::

y = —85953.125x3 — 22815.625x% + 1421.93125x (3.11)

Bu birinci KDD’nin smir egrilerine dair fonksiyondur ve benzer sekilde ikinci
KDD’nin sinir egrilerine dair p(x) fonksiyonunu bulmak miimkiindiir. Dolayistyla

Tablo 3.1°deki verilere dayanarak sag folikiiliiniin ikinci KDD’si i¢in:

(x = %)X = X) (X — X3)

Lan =
30 (Xo — X1) (Xg — X2) (X — X3)
w x3 —0.12x% + 0.0032x
& 0.00012
L G x) %)
31 (x4 — Xp) (X1 — X2) (X0 — X3)
L x3 — 0.14x% + 0.004x
SNy 0.000064
o x=x)x—x) (X —X3)
Ly, =

(X2 — Xo) (X2 — X1) (X2 — X3)

L x3 — 0.18x% 4+ 0.008x
32— 0.000096

(x = Xo) (X — x1) (X — X3)

Loo =
33 (x3 —X0) (X3 — X1) (X3 — X3)
Lo x3 — 0.2x% 4+ 0.0036x%
337 —0.0064

elde edilir. Birinci denklemde izlenen yolun aynisi izlenerek ikinci KDD’nin sinir
egrilerinin fonksiyonunu bulmak i¢in:

y = 119932.2917X3 — 13750X? + 3695.833333X + 100 (3.12)

Bu denklemler ile kil folikiiliiniin yarigap1 ve yiiksekligi belirlenebilir. (3.11) ve
(3.12) denklemleri kil folikiiliiniin boyutlarinin tahmin edilmesini ve gelecekte kil

folikiiliiniin iki ve ii¢ boyutlu olarak ¢iziminin gergeklestirilmesini saglayabilecektir.
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4.1 SONUC

Bu calismada, kil yiizeyini ¢izmek amaciyla kismi diferansiyel denklem yontemi
kullanilmis ve bu amag¢ dogrultusunda iki farkli denklemden faydalanilmistir. S6z
konusu yontem kapsaminda her bir denklemde dort adet sinir kosulu kullanilmastir.
Daha oOnce tanimlandig1 iizere, yarigap ve yiikseklik degerleri uygun denklemin
bulunabilmesi amaciyla degerlendirilmistir. Sonug olarak, kil folikiiliinii temsil eden
denklemler belirlenmistir. Sinir egrileri kullanilarak, sinir deger probleminde
belirtilen uygun kosullar altinda smir egrilerinin yaricap ve yiikseklikleri

belirlenmistir.

Elde edilen sonuglarin analizinden, analitik olarak ¢6ziilmesi zor olan karmasik
matematik problemlerini ¢c6zmek i¢in kullanilan sayisal yontemlerin istenildigi kadar
yakinsak sonuglar verebilecegi goriildii. Kismi diferansiyel denklem yonteminin sag
folikiilit yapisimim  fiziksel seklini modellemek ve temsil etmek igin iyi

alternatiflerden oldugu gozlendi.

Kismi diferansiyel denkleminin kullanilmasinda segilecek sinir kosullarinin sa¢ kokii
seklinin modellenmesi i¢in ¢ok 6nemli oldugu ve bu simir sartlarinin Biharmonik
denklemin ¢ézlimiinden esinlenilerek elde edilebilecegi gosterildi. Ayrica ayrilabilir
¢Oziim yOnteminin, ¢oziimleri iistel ya da trigonometrik fonksiyonlar cinsinden
verdigi i¢in sa¢ kokiiniin modellenmesi i¢in uygun yontem olarak segilebilecegi

gorilldii.

Normal sag folikiiliiniin yaricapi ile yliksekligi arasindaki bagintilar: olusturan veriler
tablo halinde verildi. Bu veriler yardim ile Lagrange Interpolasyon teknigi ile

yarigap ve yiikseklik arasindaki polinomal denklem elde edildi.

lleriki calismalar olarak, bu tezde ele aldigimiz yari analitik bir ¢dziim ydntemi
olarak da bilinen “ayrilabilir ¢6ziim yontemi” yerine; integral denklemleri, sonlu
elemanlar ya da sonlu farklar gibi daha kuvvetli teorik ve niimerik yontemler

secilebilir. Ayrica kil folikiiliiniin 6lmesi ya da renginin degismesi ile ilgili ek



diferansiyel denklemler ya da sartlar olusturup, probleme monte edilerek daha
kompleks ¢oziimler ve ilging sonuglar da bulunabilir. Sa¢ folikiiliine ait yarigcap
uzunlugu ile yiikseklik arasinda kurulan polinomal denklem, daha fazla sayina nokta
ele almarak daha yiiksek mertebeden olacak sekilde (ki bu hatayr minimize
edecektir) elde edilebilir. Bunlara ek olarak hata analizleri yapilarak kullanilan
metotlarin giivenilirligi 6l¢iilebilir. Son olarak bu tez ¢aligmasi, niimerik yontemlerin

test edilemesi i¢in bir kiyaslama olarak kullanilabilir.
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