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KESIRLI TUREVLERDE GEOMETRIK YORUMLAR VE LOTKA
VOLTERRA DENKLEM SiSTEMi

Kiibra GULTEKIN

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
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OZET

Bu tezde kesirli mertebeden tiirev ve integrallerin farkli tanmimlar: incelendi ve ilgili
ornekler verildi. Ele aliman tamimlar aracilifiyla kesin formiiller ve bazi 0zel
fonksiyonlarin kesirli tiirevleri elde edildi. Kesirli tiirevlerin uygulandigi calisma
alanlar1 incelendi. Daha sonra kesirli tiirevin geometrik ve fiziksel yorumu grafiklerle

verildi.

Son olarakta kesirli mertebeden tiirev iceren Lotka-Volterra denkleminin
genellestirilmis bicimi, diger bir deyisle avci-av popiilasyon modeli incelendi.
Coziimlerin varlik ve tekligi ispatlandi ve denge noktalarmin kararliligi incelendi.

Ayrica niimerik ¢oziim ile elde edilen grafikler verildi.

Kesirli mertebeli model ile tam say1 mertebeli model arasindaki fark incelendi. Her iki
sistemdeki Denge Noktasinmn; tamsayr mertebeli sistem i¢in bir merkez fakat kesirli

mertebeli sistem icin lokal asimptotik kararli oldugunu gosteren bir 6rnek verildi.

Anahtar Kelimeler: Kesirli tiirev, Kesirli integral, Lotka-Volterra, Av-Avct ,Denge

noktalar1, Kararlilik, Geometrik ve Fiziksel yorum



GOMETRIC INTERPRETATIONS IN FRACTIONAL DERIVATIVES AND
LOTKA EQUATION SYSTEM

Kiibra GULTEKIN
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Master Thesis, September 2018
Supervisor: Do¢. Dr. M. Tamer SENEL

ABSTRACT

In this thesis, different definitions of the fractional order derivative and integrals are
examined and some examples related to these definitions are given. By means of these
definitions, exact formulas of the fractional derivatives of some special functions are

obtained.

The application areas where fractional derivatives are applied are studied. Then the
geometric and physical interpretation of the fractional order derivative is given along

with the graphs.

Finally, the generalized form of the Lotka-Volterra equation with fractional derivative,
in other words the hunter-hunting population model, is examined. The existence and
unity of the solutions have been proven. The stability of the equilibrium points was
studied and the graphs obtained by the numerical solution were given. The difference
between the fractional-order model and the integer-order model was examined. The
Equiblirium Point for both systems is examined which is a center for an integer order

system, but locally asymptotically stable for a fractional order system.

Key words: Fractional derivative, Fractional integral, Lotka-Volterra, Prey-predator,
Equilibrium points, Stability, Geometric and Physical interpretation of Fractional

derivative
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GIRiS
Kesirli kalkiiliis, kalkiiliistaki integral ve tiirev operatorlerinin geleneksel tanimlari

disinda gelisen matematigin bir alanidir. Yani kesirli tisler tam sayil: iislerin gelismis bir

halidir.
Kesirli mertebenden tiirev ve integral 16. yiizyildan bu yana bilim insanlarm ugrastigi

bir bilim alanidir. Bu konuda bilinen ilk ¢alisma, 1695 yilinda L’Hospital f;_’{ tiirevinde

1

1 dzy . e . . . ..
n=: alarak — in ne anlama geldigini, yani “n. mertebenin kesirli olmasi durumunda
dx2

ne yapmal1?” sorusu iizerinde durdugu ¢aligmadir.

Daha sonralari, kesirli mertebeden tiirevler ve integraller hem teoride hem de gercek
diinya problemlerin uygulamasinda hizla bir gelisme gostermistir. Son yillarda ise
kesirli integraller, akigkanlar1 iceren fen ve miihendislik, reoloji (s1v1 akisini inceleyen
bilim), yayilma hareketi, elektrik devreleri, elektromanyetik teori ve olasilik gibi pek

cok alanda oldugu kadar viskoelastik materyallerin incelenmesinde kullanild.

Diger taraftan, tamsay1 mertebeli tiirev ve integrallerin fiziksel ve geometrik yorumlar:
genellikle bilinmesine ragmen kesirli mertebeden tiirevler ve integrallerin fiziksel ve
geometrik yorumlar1 hakkinda ¢ok az bilimsel ¢alisma mevcuttur. Bu operatorlerin 300
yildan daha fazla kabul edilebilir hicbir geometrik ve fiziksel yorumu elde
edilememistir[38]. Bu konudaki yorumlarin eksikligi, New Haven'daki (1974) kesirli
kalkiiliis hakkindaki ilk uluslararasi konferansta kabul edildi ve bu problem agik
problemler listesine dahil edildi[21]. 1984'te Strathclyde Universitesi'nde (ingiltere),
1989'da Nihon Universitesi'nde (Tokyo, Japonya) ve sonraki konferanslarda problemin

cevabinin bulunamadig: tekrarlandi [19].

Varna'daki (1996) doniisiim yontemleri ve 6zel fonksiyonlar konulu konferansta yapilan
yuvarlak masa tartismasi [13, 10, 14], sorunun hala ¢6ziilmedigini ve o zamandan beri

durumun aslinda degismedigini gosterdi.



Kesirli mertebeden integrasyon ve diferansiyeller tamsay1 mertebeden integrasyon ve
diferansiyel kavramlarmin genellestirilmis hali oldugundan dolayi, kesirli mertebeden
integrasyon ve diferansiyel operatorlerinin fiziksel ve geometrik yorumlarma sahip
olmak ideal bir yaklagimdir. Bu kesirli mertebeden operatorler, tamsayr mertebeden

integrasyon ve diferansiyellerin bilinen klasik yorumlarina da bir baglant1 saglayacaktir.

Bazi bilim insanlar1 geometrik ve fiziksel yorumlara ihtiya¢ duyulmasi nedeniyle
kesirli mertebeden tiirev integralleri fraktal geometriyle [18,27,9,16] iliskilendirmeye

calismustir.

Bunlarin yani sira “Fraktal yonelimli” caligmalar, kesirli mertebeden integrasyon ve
diferansiyellerin yorumlanmasi ile ilgili baz1 yeni diisiinceler sunmustur[16]. Kesirli
tirevlerin ve / veya kesirli integrallerin uygulandigi her bir problem, bu tipik
ozelliklerin bir 6rnegi olarak diisiiniilmesine ragmen, [16] calismasinda sorulan soruya

kesin bir cevap olarak kabul edilemez.

Kesirli mertebeden integrasyon ve diferansiyellerin geometrik yorumuna farkli bir
yaklasim, F. Ben Adda [1, 2] tarafindan Onerilmistir. Ancak, bu calismada herhangi bir
geometrik sekil goriilmemektedir, dolayisiyla kesirli tiirevlerle ve integrallerle ilgili

kabul edilebilir bir geometrik yorumdan bahsetmek zordur.

Kesirli mertebeden tiirevler ve integraller hem teoride hem de gercek diinya
problemlerin uygulamasinda hizla gelisen bir alandir. Son yillarda kesirli integraller,
akiskanlar1 iceren fen ve miihendislik, reoloji (sivi akisini inceleyen bilim), yayilma
hareketi, elektrik devreleri, elektromanyetik teori ve olasilik gibi pek ¢ok alanda oldugu

kadar viskoelastik materyallerin incelenmesinde kullanildi.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, tam mertebeden diferansiyel denklemlerin
genellestirilmis hali oldugundan dolayi, kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri
kullanarak yapilan modelleme caligmalar1 gercek yasamdaki olaylart modellerken ihmal
etmek zorunda kaldigimiz parametrelerden kaynaklanan hafizalari(ge¢misin etkilerinin
thmalini) en aza indirmemize yardimci olmaktadir. Boylece kesirli mertebeden
diferansiyel denklemleri kullanarak yapilan modeller daha gercek¢i ve uygulanabilir
sonuclar vermektedir[2]. Bu nedenle kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ile

olusturulan modeller ilgi ¢ekici ve 6zel calismalar olarak ortaya ¢ikmaktadir.



Kesirli diferansiyel denklemlerin genellikle bir tam ¢6ziimii bulunmadigidan, bu tip
denklemleri ¢6zmek icin degisik niimerik yontemler kullanilmakta ve iizerinde ¢alisilan

modellerin 6zellikleri bu yontemlerin olusturdugu sonuglara gore yorumlanmaktadir.

Bu tez calismasinin temel amaci, kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlarini
aciklamak, geometrik ve fiziksel yorumlarma kisa bir giris yapmak, kesirli diferansiyel
denklemlerle olusturulan bazi matematiksel modelleri ve 6zelliklerini ifade etmek ve

son olarakta kesirli mertebeden Lotka Volterra (av-avci) modelini incelemektir.

Bu calisma 5 bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde kesirli analizde 6nemli rol
oynayan bazi1 6zel fonksiyonlarin tanim ve 6zellikleri verilmistir. ikinci boliimde kesirli
tiirev ve integrallerle ilgili tamm ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde bazi
fonksiyonlarin tiirevleri ele alinmistir. Daha sonraki boliimde kesirli tiirevin geometrik
ve fiziksel yorumunu ifade ettik. Son boliimde ise Lotka Volterra (av-avci) modelinin

kesirli mertebeden tiirevlenmis sekli verilmistir.



BOLUM 1
BAZI OZEL FONKSiYONLAR VE OZELLIKLERIi

1.1.Gamma Fonksiyonu

[' (z) gamma fonksiyonunu, kompleks diizlemde Re(z) > 0 ve log(t) = log, t olmak

uzere

0]

r(z) = f et t7-1dt (1.1)

0

seklinde tanimlanir. Yani z = x + iy olarak alinirsa

I'(z) =T(x+iy) = f ettt = f e ttx 1ot
0 0

“tt*cos(ylog(t)) + i sin(ylog(t))]dt (1.2)

seklindedir.

Gamma Fonksiyonunun Baz Ozellikleri
i) I'(z+1)= zI'(2) (1.3)
ii) [n+1) =n!

i) T (1) _—

2

iv) Gamma fonksiyonunun limit gosterimi  Re(z) >0  icin

rea = li n!n?
@) = bt z(z+1)....(z+n)

dir.
Ispat:
)I(z+1) = [, e tt?dt esitliginde



tZ =uise zt? ldt = du

fe‘tdtzfduise —et=yp

dersek kismi integrasyon yonteminden;

0] 0]

e tt?dt = [—e~tt?]| =2 + zf e tt7ldt = 2[(2)
0

['(z+1) = f

0

ii)I'(1)=1 ve I'(z+1) = zTI'(2) esitlikleri kullanirsak z = 1,2,3 ... i¢in
[2)=r@+1)=1r() =1.0'=1!
['@B)=T2+1)=2I(2)=21!=2!

r(4)=T(3+1) =3.I'(3) = 3.2! = 3!

[m+1)=nTMm) =nn-1)=n!

olur.

iil)

1 © 1
r (—) = f e tt2 1 dt
2 0

Burada t = u? = dt = 2uduvet = 0icinu = 0,t = oo i¢in u = o alinirsa integral

f e Uyt 2udu=2f e‘”zduzf e Wdu =1
0 —co

0

f fe‘”z"’zdudvz fe‘”ze‘”zdudvz fe‘”z fe‘”zdudvzl fe‘”zdv



2m(—e™) |
ey,
=0-2n(~5)
=T

O halde

P=n=>1=+vn
olup ispat tamamlanir.

iv) Bu teoremin ispati1 i¢cin yardimci bir fonksiyon alalim. Bu fonksiyon

n

fu(2) = f (1 —%)n tZ 1dt

0

seklinde olsun. Burada 7 = % icin dt = %dt = ndt = dt olur. Smirlar ise t =
Oicint=0vet =ni¢cint =1 olur.

Bunlar1 yardimci fonksiyonda yerine yazarsak

f(2) = f(l — D)"(n1)? Indr

1
= f(l —1)"n?t? ldr

0



1
=n? f(l —7)"r? 1y

0

seklinde bulunur.

Kismi integrasyon uygularsak,

Q1-D"=u=>-n(1-1)"ldr=du

TZ
frz‘ldrzfdv:?zv

doniisiimii yapilir. O halde

! VA ! VA
T T
Q-7 dr=10-0)"— |}+ | —n(1 —1)* 117 s
z 0 z
0

0

1
n
= E_[ ?2(1 — 7)™ 11%dr

0

elde edilir. O halde

n

fn(Z) =

n
‘n

f(l — )" 1r2dr
z

0

yazilir. n kez kismi integrasyon alinirsa

n
FTRLLCEL IS R —
0
n?n! r
- z(z+1) .. (Z.+ n—1) ) v
Z+n

_ n“n! T
Cz(z+ 1D .. (z+n—-1Dz+n

| 1
0

_ n“n!
z(z+ 1) ..(z+n—-1)(z+n)

elde ederiz. Ayrica iyi bilinen



t n
lim (1 ——) =et
n—oo n
esitligini kullanalim. Boylece

n

t\" r
hmggjznmf<ynjtfuu=fe%ﬁ4m
n—-oo n—oo n

0

0

elde ederiz.

1.2.Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu
1
B(x,y) = f t*1(1—-t)Y"*dt, Re(x)>0veRe(y)>0

0

seklinde tanimlanir.

Beta Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri

i)
/2
B(x,y) = 2] (sint)?*~1 (cost)?»"1dt , Re>0,Re(y)>0
0
ii)
_TGIr )
PN =Tavy)
iii)
B(x,y) = B(y,x)
iv)
T tx—l
B(x' y) = (4t)x+y
V)




vi)
x+y = xy )‘1
B(x,y) =— 1+—
(x.y) xy u< +n(x+y+n)
vii)
B B(x+y,1 -
xy).B(x+yl-y) = sin(y)

Burada Gama ile Beta fonksiyonu arasinda 6nemli bir iligki vardir. Bu iligkiyi gosteren

teorem (ii) de verilmistir.Bunu ispatlamadan 6nce (i) deki esitligi gdsterelim.

Burada t = sin?a = dt = 2sinacosada doniisiimii yapilirsa

/2

B(x,y) =f (sin?a)* 1(cos?a)¥ 12sinacosada

0

/2
= 2] (sina)* 1(cosa)?* lda

0

elde edilir.

Simdi ise (ii) deki onemli maddeninin ispatini verelim.

oo

I'(z) = f e tt7 1dt

0

tanimma t = s = dt = 2ds doniisiimii uygulanirsa

0]

I'x) = f e~tt¥1dt =

0

_c2 _
e 5" §2%¥=225(ds

0\8

[0e)
_c2 _
=2fesszx 1ds
0

olur. Benzer sekilde
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0]

I(y) = zf et t2y-1q¢

0

yazalim. O halde
(X (y) = 4 f f e~ (57 +t") g20-142y~1(ds
00

olup s =rcosf,t = rsinf kutupsal koordinat doniisiimii yapilirs, burada |[J| =r

olmak tizere

rry) = 4] f r20+9)=2-1% (£050)2*~1(5inf) 2 ~1rdrd®
0 O

/2

= Zf (cos0)**~1(sinB)*?~1de [Zfrz(xﬂ’)‘le‘rzdr]
0 0
=T (x+y)B(x,y)

elde edilirki bu da istenilen esitliktir.

1.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu
Ustel fonksiyon e? tiim mertebeli diferansiyel denklemler teorisinde nemli rol oynar.

Tek parametreli Mittag — Leffler fonksiyonu

Eel(2) = kZOr(oc k+1)

seklinde tammlanmustir.Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise

Exp(2) = RZO m (1.5)

seklindedir. Burada (1.5) dikkate alinirsa,
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E ()—i a —izk— g
W= T+ D) Lk ¢
k=0 k=0

zZ-1
Era(2) = ZF(k+2) Z(k+1)' p

c e?—1—z
Ei3(2) = Zf(k 13 zzz G+~ 22

m-— 2Z
El,m(Z) = { F}

k=0

dir.
Hiperbolik siniis ve cosiniis fonksiyonlar1 (1.5) Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel

durumlaridir.

, > 72k >
E,q1(z7%) = kzom = Z 201 cosh(z)

k=0

2k+1

£, (z2) = i e z _ sinhz
YT LT+ T 244Gk DTz

Hiperbolik siniis ve cosiniis fonksiyonlarmin genellemeleri olan n. mertebedeki

hiperbolik fonksiyonlar, Mittag-Leffler fonksiyonu yardimiyla,

nk+r—1

® Z
h,.(z,n) = Z — = g, (2" , r=1.2,..,
-(z,n) kT ? wr(=2") T n

seklinde tanimlanir.

Siniis ve kosiniis fonksiyonlarin genellemeleri olan n. mertebeli trigonometrik

fonksiyonlar:

o (_1)] an+r 1
k.(z,n) = Z £ =1 =z"'E, (—z") , r=12,...n
= Y '

veE



it k
z
E1/2 1(2) = z — T e@)erfc(—z)
=r(z+1)
seklindedir. Burada erfc(z) hata fonksiyonu

erfc(z) =

f et dt
Z

5l

seklinde tanimlanir.

p = 1 icin tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

Ex1(2) = kzom = Ex(2)

dir.

12



BOLUM 2

KESIRLI TUREVLE ILGIiLi FARKLI TANIMLAR

Bu bolimde hafiza ve kesirli matematik arasindaki iliskiyi belirtecegiz. Daha sonra

kesirli mertebeden tiirevlerin bazi 6zelliklerini ve farkli tanimlarini inceleyecegiz

Kompleks uyarlanabilir bir sistem, homojen olmayan ve birbirini etkileyen uyarlanabilir
etmenlerden olusur. Bir kompleks uyarlanabilir sistemin énemli bir 6zelligi, ayr1 ayri
bilesenlerin olusturdugu elemanlar diizeyinde var olmayan sistemi, bir biitiin olarak ele

aldigimizda yeni bir sistem olugturmasidir.

Bu tiir sistemler i¢in tipik Ornekler, beyin bagisiklik sistemi, ekonomi, sosyal sistem,

ekoloji, bocek siiriisii v.s.

Bu nedenle kompleks bir sistemi anlamak i¢in bu sistemi bir biitiin olarak incelemek
zorunlulugu ortaya ¢cikmaktadir, yani sistem bilesenleri ayristirilmamalidir. Bu biitiinsel
yaklasim diisiincesi, herhangi bir sistemi kendi bilesenlerine ayristirmaya ¢alisan ve bu
bilesenleri anlayarak tiim sistemi anlayabilmeyi iimit eden standart indirgemeci

yaklasima karsidir.

[61]calismasinda kesirli denklemlere biitiinciil yaklagim ile bazi problemleri ¢6zdiigii

goriilmiistiir. Ornek olarak asagidaki Denklemini goz oniine alalim:

t

d
d_]; = -2 f k(t—t)f(t)Hdt'

Eger bu sistemin hafizas1 yoksa bu durumda
k(t—t'")=6(t—1t")

dir. Eger bu sistem ideal bir hafizaya sahip ise bu takdirde
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1 t>t' ise
k(t—t') =
( ) {O t' >t ise

olur.

Laplace doniigiimii kullamildiginda eger hicbir hafiza yok ise L[f] = 1 ve miikemmel
bir hafiza igin L[f] = i olur, o halde ideal olmayan hafiza durumunun L[f] = S% , 0<
x< 1 olarak verilmesi gerekir. Bu durumda yukaridaki sistem

t

d
d_]; = -] f k(t—t)f()dt'

f@) = fo Excyr (=A%)

olur. Burada

Eel(2) = kZOp(oc k+1)

Mittag-Leffler fonksiyonudur. Ayn1 zamanda fraktallar ile kesirli tiirevlenme arasinda
bir iliskinin oldugu tartisilir. Ustelik Hafizaya sahip sistemlerin genelde Hafizasi
olmayan sistemlerden daha kararli oldugu bilindiginden dolay1 asagidaki kaniya
varilmistir[62].

“Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler en azindan, tam say1 mertebeli diferansiyel

denklemler kadar kararhidir[62].”’

Boliim 5° de bu kaniy1 destekleyen hem analitik hem de niimerik sonuglar verilecektir.

Simdi kesirli mertebeden integrallenebilme ve tiirevlenebilmenin tanimlarini verelim.
Tamim 2.3: f(t),t > 0 fonksiyonunun SeR* mertebeden kesirli integrali

t(p_ B-1
IBf(t) = %f(s)

ile tanimlanir ve f(t),t > 0 tn « e(n — 1,n) mertebeden kesirli tiirevi
DXf(t) = 1" *D"f(t)

ile tanimlanir. Burada D, = % seklinde alinmustir.
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Asagidaki Ozellikler kesirli tiirevlerin ve kesirli integrallerin temel Ozelliklerinden

bazilaridir[51 — 57,59].

B,y eR* ve oce (0,1) olsun. Bu durumda,

i)

dir.

dir

1i1)

dir.

dir.

12 .11 — L' ve f(x) € L! ise bu durumda

LB FG) =10 F(x0)

limg_,, Igf(x) = I2f(x) yakimsamas1 n = 1,2,3, ...

izerinde diizgiindiir. Burada

15700 = [ ro)as

limg_, 15 f(x) = f(x) yakinsamasi zayiftir.
f(x), [a, b] arahig1 iizerinde mutlak siirekli ise bu taktirde

df (x)
dx

: X —
lim Df (x) =

f(x) = k # 0 ve k bir sabit ise,bu durumda

DXk =0

Lemma 2. 1: 8 € (0,1) olsun. f € C[0,T] ise, bu taktirde

dir.

IBF() | o = 0

2.1.L. Euler (1730)

Euler Gama fonksiyonunun asagidaki

icin [a, b] aralig:
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rm+1)=m(m-1).(m—-n+1).I'(m—-—n+1)
0zelligini kullanarak:

dnxm
dxn

=m(m-1).(m—-n+1).x"

formiiliilinii genellestirdi ve

arx™  I'(m+1)
dx™ _F(m—n+1)x

m-—-n

elde etti. Gamma asagidaki gibi tamimhidir.

(0]

r(z) = f e t.t?71dt , Re(z) >0

0

2.2.J.B.N. Fourier (1820-1822)

Integral gosterimi yardimiyla

0]

1 [0e)
f0) =5 [ f@az [ costprx—pap

— 00

LI P per—

— 00

yazmuagtir.

2.3.N. H. Abel (1823-1826):

Abel

A s'(dn _ o)

J G=n)

integral gosterimini keyfi a i¢in inceledi ve



1 d™%(x)
'l—a) dx¢«

s(x) =

yazdu.
2.4.Liouville (1832-1855)

1) Liouville’nin ilk tanimida, bir

flx) = i e ¥

fonksiyonun iistel gosterimine gore, o

dmeax
= qMedx
dx™
formiiliinti
d*f () i
— = c,ayen*
dx —
olarak genellestirdi.
i1) Bu tanimin ikinci tipi
u
f O (x)dxH &) 1)”1‘( ) f D(x+o) ch~1 d o

0

u

1 [ -1
fCD(x)dx” :mof (D(X—OC) ot~ d

0

kesirli integralidir.

Yukaridaki formiillerde sirasiyla T = x+& ve T = x— y1 yerine yazarsak

u

fCD(x)dx W[(x 1(D(T)d7.'
u
ffl)(x)dx” _F( ) f(x—r)” lo(r)dr

17
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elde edilir.

i11) Kesirli tiirev igeren liclincii tanim,

dF(x)  (=D* u (i — 1)
d'Fe) _ 1 H w(u—1)

dir.
2.5. G.F.B. Riemann (1847-1876)

Riemann’m kesirli integral tanimu,

1 X
D) = s f (x — P F(©)dt + P(t)
dir.

2.6. N.Ya. Sonin (1869), A.V. Letnikov (1872), H. Laurent (1884), N. Nekrasove
(1888), K.Nishimoto(1987-)

Sonin, Letnikov, Laurent, Nekrasove ve Nishimoto

ey N f(@)
™)@ = Zm'f (t —z)ntt dt

Cauchy Integral Formiiliinii g6z 6niine aldilar ve n — yi v ile yer degistirerek

o rwen] f®
Df(2) = 2mi f(t

— Z)v+1

yi elde ettiler.

2.7. Riemann-Liouville

Kesirli hesabm popiiler tanim1 Riemann-Liouville
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aDtocf(t) =

(m—1<x<m)

1 <d>m 3 f(D)dr

I'(m—co) \dt (t — 7)<-m+1’
a

seklinde tanimlamisglardir.

Ornek 2.1 : f(t) = t? fonksiyonunun % mertebeden Riemann-Liouville kesirli

tiirevini hesaplayalim.
Riemann-Liouville kesirli tiirevi,

m

f (t - D)™ Lf (D) dx

oDEf() = T (m—od) de™

seklindeydi. Burada m = 1, x= %ve 0zel olarak a = 0 alinirsa,

oDEf(8) = m—ldtf t—-1)" 212 dr

_1d f 2dr
Jmdt ), (t— T)%
t — 7 = u?, —dt = 2udu degisken doniisiimii yapilirsa,

1 —(t — u?)?2udu
sz(t) - 1
\/_dt»[ (u?)z

1 d (° a2
t
\/_dtf( 2t% + 4tu? — 2ut)du

1 d 4 5 2 s
2 N —
\/_dt{ 2%Vt t2+5t2}

ST
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seklinde bulunur.

Ornek 2.2 : f(t) = (2t —a)? fonksiyonu

hesaplayalim.

. tiirevini R-L tanimini kullanarak

o= % icin m = 2 oldugu asikardr.

oDf f () :ﬁdtmf(t_r)m “-1lf(7)dr

t

d? 3

= —3Ff(t - T)Z_E_l(ZT - a)ZdT
re- 7) a

1 d?
= — | t-1)" Z(ZT—a)ZdT
r® f

t—a

! dzf ‘%(21: 2u)2d

=——-= | u —a—2u)‘du
dt?
Vr )

t—a

1 d? _1 1 3
= —— —a)u 2— —a)uz uz u
\/_dtzf [(Zt )2 4(2t — a)uz + 4uz|d
A

0

2

\/_dtz [Z(Zt —a)?(t— a)z ——(t —a)(t— a)2

+1?(t — a)g]
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(t-a)2

—23a? 4+ 56at — 32t?
—ovr [ ]

2.8.Griinwald-Letnikove

Anton Karl Griinwald (1830-1920) ve Aleksey Vasilievich Letnikov (1837-1888),
kesirli mertebeden tiirev ve integrali tantmlamak i¢in tiirevin genel tamimindan ve gama

fonksiyonunu kullanmustir.

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevin nasil elde edildigi asagida aciklanmustir. y = f(t)
stirekli bir olmak iizere , bu fonksiyon birinci mertebeden tiirev,
df . fO-f@t-h)
m

f'@) = E:}ll—m A

bicimindedir. Bu tanimi1 kullanarak,

dz / - ! - hl
F08) = d_g B }liﬂlof ©) zl(t )
i L= L)y = h) = = =)
. hao 2 ha0 2
- rgr—r}o hy

yazilir. Bu ifadede h = h; = h, alinirsa,

f@®) —2f(t—h)+f(t-2h)
hZ

f(@® = lim

ikinci mertebeden tiirev elde edilir. Bu sekilde tiirev alinmaya devam edilirse

n.mertebeden tiirev,

dn 1 n
f(n)(t) = d];Slt) = E%ﬁzr=o(_1)r'(:) f(t—rh)

olarak bulunur. Burada

(n) B nn—1)n—-2)....(n—r+1)
r/ r!

seklindedir. f ™ (t) ifadesi n-nin tam say1 olmayan degerleri i¢in genellestirilebilir .Bu
durumda n-nin pozitif degerleri icin kesirli tiirev , negatif degerleri icin kesirli integral

elde edilir.
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 keyfi tamsay1 , n pozitif tamsay1 olmak iizere

£ = h“Z( 1)r f(t—rh)

olup

axf

de~

lim £, () = () =

olur.

Yukarida verilen tiirevin genel tammindan h, n — o icin [a,t] arah@inda n esit
parcaya boliiniirse, yani h = (t — a)/n olmak iizere X mertebeden Griinwald-Letnikov

kesirli tiirev formiilii,

DO = im 22> 7 () fe—rm

nh=t—-a n=0

. ['(x +1)
- }11—% h“z(_ ) rIT (o r+1)f(oc T+l

nh=t—-a

olarak yazilir .

Bu formiiliin farkli bir sekilde ifadesi ise ;

e NSO (@)(t — @)t 1 o meep(mit
WDEf(E) = RZO [(—x +k + 1) * [(— +m+1)fa(t_r) (@ de

seklinde verilmistir. Bu tanimda k = 1,2 ...,m + 1 olmak iizere f ®(¢t) tiirevleri [a, t]
araligida siirekli, m, m >« —1 sartin1 saglayan bir tamsay1 ve m-nin en kiiciik degeri

ise m <x< m + 1 ile belirlenir.

Ornek 2.3 : f(t) =t%+ 1 fonksiyonunun % Mertebeden tiirevini G-L tanimini

kullanarak bulalim.

o= i icin m <x< m + 1 sartin1 saglayan m tamsayis1 O dir.
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r (g) = +/m oldugundan

e NP — @) s p(mat
“fo(t)_kzo r(—e+k+1) +F( oc+m+1)f(t_r) fr @

t

(0) - p 1
f (a)(t a) . f(t _ T)_E f’(T)dT
(——+1) r(—§+1)a

t

241 — _% 1 1
— (a + )(; a) - f(t—T)_E (ZT)dT
reg g

@+Di-az 2 [ &
= y— +\/E0f u 2(t—u)du

y (a® + 1\)/%: —a) 2 N \/ZE (tu)_% b u%du
(a2+1)(t—a)_% 2 u% u% —a
RN
2 2
1)t - a)2
_@+ \)/g 2 \/E<2t(t—a)2——(t—a))
1 {a?2+1 4
:\/_E : : +4t(t—a)2——(t—a)
t— a2

5
_3a?+12t(t—a) —4(t—-a)2+3
= 5
3(t — a)2vm

Ornek 2.4 : f(t) =t fonksiyonunun % mertebeden Griinwald- Letnikov kesirli

tiirevini hesaplayalim. Griinwald- Letnikov kesirli tiirevinin tanimi

e NP — @) s p(mat
“fo(t)_kzo r(—e+k+1) +F( oc+m+1)f( A A Ol
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seklindeydi. Burada <= ; alindiginda m = 0 olur. Ozel olarak da a = 0 alalim.

0

0) _ —%+k t 1
oDEf () = Z ! (a)l(t 0 + 11 f (t—1)°"2 fO(r)dr
= I'(—5+k+1) F(i) 0

elde edilir. Burada

esitligi kullanilirsa,
cf(t) = 1,—ft(t )O_% 1d
D = — i T
a~t 0

(t —1) =u? , —dt = 2udu degisken doniisiimii yapilirsa, f(t) fonksiyonunun g

mertebeden kesirli tiirevi,

aDtEf(t) = %E

seklinde elde edilir.

2.9.M. Caputo (1967)
Ikinci popiiler tanim1 ise Caputo yapmustir.

Tanmm 2.4 : f € C"[a,b] , x< 0 ve m —1 <« < m olmak iizere;

1 t
GDEf() = m[ (t — )™=t fFM(D)dr

_1\n b
Df©) = pes [ = f

'(m—)
ile verilen ifadelere sirasiyla p mertebeden sol ve sag Caputo Kesirli tiirev denir.

Bu tamim 1967 yilinda italyan matematikci Michelo Caputo tarafindan verilmistir. Bu

nedenle SDYf(x) ve ;D,’; f(x) sembollleri Caputo tiirevi olarak adlandirilmistir.
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¢DEf(x) sembolii yerine CD5+ f(x) ifadesi , <D} f(x) sembolii yerine, °DP-f(x)

sembolii de kullanilmaktadir.
Ornek 2.5 : f(t) = ¢ fonksiyonunun % mertebeden kesirli tiirevini Caputo yardimiyla
hesaplayalim.

Caputo kesirli tiirevi,

fm (D)t
r(m—o)) (t—7)~*i-m

aDef(t) =

seklindeydi. Buradam = 1, «= iahnd@mda,

1 £ od
oDEf () = f T

1 1
F(l—z) 0 (t—r1)2
10 (f dr
v Jg (t—T)%
=0

bulunur. Sabit bir fonksiyonda degisim olamayacagi icin, sabit bir fonksiyonunda kesirli

tiirevi normal tiirevde oldugu gibi “0” duir.

2.10.K.S. Miller, B. Ross (1993)
Miller ve Ross tiirev operatorii D yi
D¥ = D*1D%2  D*nf(t), &= (Kq,Ky,...,%,)

olarak kullanildi. Burada D*i Riemann-Liouville veya Caputo’nun tanimlaridir.



BOLUM 3

BAZI OZEL FONKSiYONLARIN KESIRLI TUREVi

Bu boliimde bazi 6zel fonksiyonlarmm kesirli tiirev taniminlarimi ve parametrelerin

spesifik degerleri i¢cin Ornekler verecegiz.

Teorem 3.1 : « keyfi bir sabit olsun. Bu durumda

8 rg+1) LB
r(f—«< +1)

D%*x
dir.

. d _
Ispat: —x™ =mx™m 1!
dx

2
%x’” = ;—x(mxm‘l) =m(m—1)x™?

ﬂ _ B _ _ m-n _ _m! m-n
Zr " = min=Dm=2)..(n—n+ Dx"" = CErx

m ve n pozitif tamsayilar1 i¢in I'(m+1)=m!, I'(m-n+1)=m—n)!

oldugundan yukardaki esitlikte yerine yazarsak ,

'm+1)

DM = m-n

'm-n+1)1

dir. Burada n yerine o« , m yerine 8 yazarsak,

g  TB+1) .
Dxf = I(B—x +1) %P
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elde edilir.

Ozel olarak oc= % ve § = 2 alinirsa,

3 F(%+2) 3
D5x2=3—x5
rG+z+1)

-2

_I7/2) 172
- r(9/2)

ram L,
= ———— X
r(+7/2)

_T(7/2)
~7/2I(7/2)

-1/2

2 i
— 2482
7

Teorem 3.2 : « keyfi bir sabit olsun. Bu durumda
Doceax — aoceax
seklindedir.
ispat: : L% = e
dx

d? d (d d
— edx = d_(d_ ax) — d_aeax = qle®*
x x \dx x

n
eX — gneax

dir. Burada n yerine « yazilirsa

DX — gXpax

esitligini elde ederiz.



Teorem 3.3 :

0]

f() = cnexp(an®)

n=0

seklinde bir fonksiyon olsun. O halde

0]

D*f(x) = z Cnamexp(a,x)

n=0
elde edilir.

Ispat: f(x) fonksiyonu

f@) =§

seklinde alalim. f(x) in bir kere tiirevini alalim

d d (<
)= a(z Cre )

oo
= E Cpa,e*
n=0

buluruz. Fonksiyonun bir kez daha tiirevini alirsak

ddzzf( x) = —( dxf(X))

d N aAnXx
= a Z cpae-m
n=0

Z o (e7)

n=

28
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co
gc Zanx

n=0

buluruz. O halde

dxm f(x Z a;lneanx

elde ederiz. Burada m yerine & yazarsak

D¥f(x) = z Cpayein*
n=0

esitligini elde ederiz.

Teorem 3.4 : « keyfi bir sabit olsun. Bu durumda

dir.

Ispat:

dir.

T
D*[cos(ax)] = a*cos (E o< +ax)

s
D%[sin(ax)] = a*sin (E o< +ax)

. . . T
D¥e!® = (ia)%e!™ = [*q%e'®* ve [ = e2' olup

i\ &

DXelax — <€7) a&elax

D%[cos(ax) + isin(ax)] = a* {cos (g 4 +ax) + isin (g o +ax)}

olup buradan

T
D%[cos(ax)] = a*cos (E o< +ax)

T
D%[sin(ax)] = a*sin (E o< +ax)



bulunur.

Ozel olarak «= % ve a = 2 alirsak

3 3
Dz[cos(2x)] = 22cos(m + 2x)

3 3
Dz[sin(2x)] = 22sin(m + 2x)

elde edilir.

Teorem 3.5 : o keyfi bir sabit olsun. Bu durumda

o«

D*[cosh(ax)] = %{e“" + (—1)% e~}

[©9

D*[sinh(ax)] = %{eax + (—1)%+le—ax}

dir.
Ispat:
eax + e—ax
cosh(ax) = ——
2
ax _ p—ax
h _
sinh(ax) >
olup

1
D%[cosh(ax)] = E{D“e“" + D%e~*}

1
— E{Oloceacx + (_a)oce—ax}

o«

@ —ax
= 5 (e + (~De™ )

dir. Benzer sekilde

30



bulunur.

D*[sinh(ax)]

%{Doceax _ Doce—ax}

2

l{aoceax _ (_a)oce—ax}

ao(

7{eacx + (_1)O<+1e—ax}

31



BOLUM 4
KESIRLI TUREVIN GEOMETRIK VE FiZIKSEL YORUMU

Bu boliimde, zor ve eski bir problemin ¢dziimiine yeni bir yaklasim olusturan Igor

Podlubny [22] calismasini inceleyecegiz .

Kesirli mertebeden 3 farkl: integrasyon taniminin basit ve gergek geometrik yorumunu
vererek baslayalim. Bunlar sirasiyla, soldan(sol tarafli) ve sagdan(sag tarafli) Riemann-
Liouville kesirsel integrasyon, Riesz potansiyeli ve Feller potansiyel integralleridir. Bu
yorumlara dayanarak, Riemann — Liouville kesirli integrasyonunun fiziksel bir yorumu

verilecektir.

4.1.Kesirli Integrasyonun Geometrik Yorumu: Duvardaki Golgeler

Bu kesimde, once sol ve sag tarafli Riemann — Liouville kesirli integrallerinin

geometrik bir yorumunu yaptiktan sonra Riesz potansiyelini ele alacagiz.

4.1.1. Sol Tarafli Riemann-Liouville Kesirli Integrali

. basamaktan sol-tarafli

1 t
IO = 1 | FOE -0 1)

Riemann-Liouville kesirli integralini ele alalim

JEF©) = [ F@dge) @2)
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formunda yazalim. fonksiyonununda ve alinirsa

elde edilir. Simdi, sabit bir t degeri icin (4.2) integrali Stieltjes integraline doniisiir.
G.L. Bullock’un makalesindeki yontem kullanilirsa degiskenlerini eksen
olarak kabul edelim ve diizleminde icin fonksiyonunu ¢izelim.
Elde edilen egri boyunca nin degisen uzunluklari i¢in bir “¢it elde edilir”, buradan
citin iist kenar1 ii¢ boyutlu bir egrisidir. Bu ¢it” hem

ylizeyine ve hem de yiizeyine yansitilabilir (bakiniz sekil 4.1):

Sekil 4.1: ’Cit’’ ve golgeleri: icin ve
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Bu “¢itin”’ diizlemine yansimasindan olusan alan

integralinin degerine tekabiil eder.

Ayn1 “citin” diizlemine yansimasinin alani (4.2) integralinin ya da ona
karsilik gelen (4.1) kesirli integralinin degerine tekabiil eder. Diger bir deyisle,
elde edilen “¢it” iki duvar iizerinde iki golge olusturur. Bunlarm ilki,

2

duvarinda olan, iyi bilinen egrisinin altinda kalan alandir.”, ki bu (4.5)
integralinin bir standart geometrik yorumudur. duvarmin {iizerindeki
”gOlge” sabit bir degeri icin (4.1) kesirli integralinin bir geometrik yorumudur.
Asikar olarak, icin “golgeler” esittir. Bu, klasik belirli integralin
(geometrik bakis acisindan) sol-tarafli Riemann-Liouville kesirli integralinin
0zel bir durumu oldugunu gosterir. degisirken yani nin artmast durumunu ele
alalim. t degisirken “¢it”in boyu ve belirli bir durumda sekli de es zamanli

olarak degisir. Bu durum icin bazi t degerleri icin Orneklem Sekil 4.2 de

gorilebilir.

Sekil 4.2: icin ¢it seklinin degigim siireci
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Eger degisen “¢it” ile birlikte duvari iizerindeki ”g6lge ’nin degisimi izlenirse bu
durumda nin bir fonksiyonu olarak (4.1) kesirli integralinin dinamik bir geometrik

yorumu elde edilir (bakimiz Sekil 4.3).

W0p

Sekil 4.3:

icin gblgenin zamanl1 degisim siireci

4.1.2. Sag Tarafh Riemann-Liouville Kesirli integrali

basamaktan sag tarafli

Riemann-Liouville kesirli integralini ele alalim ve
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formunda yazalim. Bu durumda sol-tarafli Riemann-Liouville kesirli integralinin

geometrik yorumuna benzer bir geometrik yorum sunulabilir. Fakat, bu durumda ¢it”

tabaninda herhangi bir sabit nokta yoktur. , Ust smir degeri “¢it” sekil
degistirdikce diizleminde dogrusu boyunca hareket eder. Bu hareket Sekil
4.4 de incelenebilir. (Sol-tarafl1 integral durumunda, sol bitim noktasi olan sabit

noktadir ve hareket etmez.)

Sekil 4.4: icin ¢it seklinin degigim siireci

Geometrik yorumun diger tiim parcalar1 ayni kalir: "¢it" seklini O'dan b'ye degistikce
degistirir ve duvarlardaki bu “cit " in degisen golgeleri ve buna bagh olarak
Sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integrali (4.6) ve hareketli alt limit ile klasik

integrali temsil eder:

Acikcasi, icin her iki "golgeler" esittir. Bu nedenle, sadece sol tarafl degil,
ayn1 zamanda sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integrasyonun geometrik acidan bile

belirli bir durum olarak klasik kesin integrasyonu igerdigini goriiyoruz.
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4.1.3. Riesz Potansiyeli

Riesz potansiyeli [20,21]

b
1
oRpf(t) = mff(r)lt — 7| tdr (4.10)

sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integrallerin toplamidir. Boylece

Ryf(t) = ff(r)(t —D)* Yt + — ff(r)(r —t)* "t (4.11)

1
I () [ (o)

Riesz potansiyeli (4.10) formda yazilabilir
. b
o8 —
oREF(©) = o5 | F@n(® (4.12)
0

r.(1) = {t* + sign(t — t)|t — t|*} (4.13)

1
(e +1)

Riesz potansiyeline karsilik gelen 'citin" sekli, 7.(t) =7 fonksiyonu ile
aciklanmaktadir. Bu durumda " ¢it " iki boliimden olusur: bunlardan biri (0 < 7 < t
icin) sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integrali durumunda oldugu gibi aynidir ve
ikincisi (t < 7 < bigin) Sekil 4.2'de gosterildigi gibi sag tarafli Riemann—Liouville
integrali ile aymidir, bakimiz Sekil 4.5. Her iki parca da T = t egme noktasinda
smothly (diizgiin olarak) birlestirilir.

n

Riesz potansiyeline karsilik gelen " ¢it " sekli, ara pozisyonunun bazilarinda Sekil
4.5'deki kalin cizgi ile gosterilir. Agikcasi, Sekil 4.5 iliskinin geometrik bir yorumu olan

Sekil 4.4'tin Sekil 4.2 {izerinde dosenmesi ile (4.11) elde edilebilir.

Duvardaki bu “¢it” nin golgesi (g,f) Riesz potansiyelini (4.10) temsil
ederken,duvardaki golge (7, f) klasik integrale karsilik gelir.

b
I(t) = ff(r)dr (4.14)

« =1 i¢in her iki “golgeler " esittir. Bu, klasik kesin integralin (4.14), geometrik acidan

bile Riesz kesirli potansiyelinin (4.10) belirli bir 6rnegi oldugunu gostermektedir. Biz
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zaten sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integrasyon durumunda bu
icermeyi gordiikk. Bu, integrasyon kavraminin bu ii¢ tiir genellemesinin Onerilen

geometrik yorumunun giiciinii gdstermektedir.

Sekil 4.5: Riesz potentsiyeli i¢in c¢it temel seklinin degisim siireci

4.1.4. Feller Potansiyeli

Feller potansiyel operatorii , Riesz potansiyeline benzer sekilde tanimlanir, bu
operatorde sol ve sag tarafli Riemann - Liouville kesirli integrallerin dogrusal bir
kombinasyonudur. sabit katsayilarla olmak iizere Feller potansiyel operatorii [24,

boliim 3] asagidaki sekilde tanimlanir,

Feller potansiyelinin geometrik yorumu, Sekil 4.4 ve Sekil 4.2 nin diizgiin
Olceklendirilmesi ve daha sonra bu sekillerin iist iiste bindirilmesi yoluyla kolayca elde
edilebilir. Bu sekilde elde edilen” ¢it " genel olarak 'de siireksizdir. Bu ¢it’in
Duvardaki gdolgesi klasik olarak bilinen belirli integrale (4.14) esittir.
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duvarindaki golge ise, genel olarak, katsayilarinin degerlerine bagli olarak

cakigabilen iki alan1 olusur.

4.1.5. 1iki Cesit Zaman-I

Kesirli integralin geometrik yorumu temel olarak, ikilisine {igiincii bir boyut

eklenmesine dayanmaktadir. zaman olarak kabul edilirse, da
"dOniistiiriilmiis zaman" olarak diisiiniilebilir. Newton’a gore matematiksel zaman esit
araliklara boliinmiistiir ve hi¢bir dis etkiye maruz kalmadan ilerler (Newton 1934). Bu
kabul, Newtonun diferensiyel Kkalkiiliisiin gelistirilmesi ve mekanik problemlere
uygulanmasi i¢in gerekli bir kabuldiir. Ancak, bu kabuliin dogrulugu ya da yanlhshg:
ispatlanamamistir. Gercekten de iki zaman araligi birbiriyle kiyaslanamaz. Ciinkii,
zaman anlik olarak oOlgiilebilir ve siirekli bicimde devam eder. Zamani 6lcmek iin
kullanilan saatlerin yaptig1 is "tik" lerini tekrarlamak ve saymaktir. Bu sayilara saat,
dakika, saniye, milisaniye, vs. denilmektedir. Yelkovanin ardisik ilerlemeleri arasinda
gecen mutlak zamanin esit olup olmadigr bilinemez. Zamanin homojen ve homojen
olmayan ilerlemeleri Sekil 4.6-4.7 de goriilmektedir. algilanan zaman ve mutlak
zamani veren fonksiyon olmak iizere, bir f fonksiyonunun kesirli integrali fiziksel
olarak, bagimsiz bir gdzlemci tarafindan gdzlemlenen, hizi f fonksiyonu ile verilen bir

nesnenin katettigi uzakligi vermektedir.

o
—
N —t—
w
-
P
o —I
- —

.

Sekil 4.6 : Homojen zaman ekseni

W —t
-+
L
(=
~J

Sekil 4.7: Homojen olmayan zaman ekseni
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4.2. Kesirli Integrasyonun Fiziksel Yorumu: Gecmisin Golgesi

Simdi sol tarafl1

50(0) = [ v(dg(@) = ol (4.18)

Riemann-Liouville kesirli integralini ele alalim, burada g,(r) formiil (4.3) ile

tanimlanmagtir.

v(t) fonksiyonunun S, (t) kesirli integrali hareket eden bir objenin kat ettigi gercek
uzaklik olarak yorumlanabilir ki bunun i¢in v(t) (bireysel hiz) lokal degerleri ve
zamanimin T (bireysel zaman) lokal degerleri kaydedilmistir; lokal olarak kaydedilen
T zamam (esit olarak akan) ile kozmik zaman (esit olmayan sekilde akan) arasindaki

iligki bilinen bir g,(7) fonksiyonu ile verilir.

g:(t) fonksiyonu sadece 7 ya degil aymi zamanda hareket eden objenin bireysel
zamanimin en son Olgiilen degerini gosteren t parametresine de baghh olan homogen
olmayan zaman skalasini tamimlar. ¢ degisirken 6nceki tiim zaman aralig1 da degisir. Bu
durum,fizigin giiniimiizdeki bakis acisiyla uyumludur. S. Hawking: ”... zaman diinya

29 9

gibi biiyiik bir kiitlenin yakiinda daha yavas ilerliyor goriinmelidir.” ... tek kesin
zaman yoktur, bunun yerine her birey nerede ve ne sekilde hareket ettigine bagh kisisel

zaman Olgiisiine sahiptir.”

Hareket eden nesne uzay-zamanda pozisyonunu degistirdiginde tiim uzay-zamandaki
gravitasyonel alan da bu harekete bagl olarak degisir. Sonug¢ olarak, hareket eden
objenin hareketinin ge¢misi ile ilgili olan kozmik zaman aralig1 degisir. Bu durum, bu
sekilde hareket eden bir objenin kat ettigi S, (t) gercek uzakliginin ((4.18) formiilii

kullanilarak) hesaplanmasini etkiler.

Diger bir deyisle, hareket eden bir objenin v(7) bireysel hizinin sol-tarafli Riemann-
Liouville kesirli integrali objenin kat ettigi So(t) ger¢ek uzakligini temsil eder. Bu
durumda objenin T bireysel zamani ile her t bireysel zaman dilimindeki T kozmik

zamani arasindaki iligki (4.3) denklemi ile taninlanan T = g,(t) fonksiyonu ile verilir.
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4.3. Riemann Liouville Kesirli Tiirevinin Fiziksel Yorumu

Kesirli tiirevin fiziksel yorumu asagidaki sekilde yapilabilir:

56(0) = [ F(Ddg)

alinirsa,
f(t) = D§S,y(t) 0<x< 1
olup bu ifade S, (t) kadar mutlak yol katetmis bir nesnenin algilanan hizini verir.

Diger yandan (4.2) ifadesinin birinci basamaktan tiirevi almirsa,

d
vo(8) = = IEF(E) = DEF(©

elde edilir. Bu ifade ise algilanan hizi f(t) ile verilen bir nesnenin bagimsiz bir
gozlemci tarafindan gozlemlenen mutlak hizini verir. «= 1 durumunda, yani mutlak
zaman ile algilanan zaman arasinda bir farkin olmadigi durumda v, (t) = v(t) esitligi

elde edilir.



BOLUM 5

KESIiRLi MERTEBEDEN LOTKA-VOLTERRA AV-AVCI
DENKLEM MODELI

Bu boliimde kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin [60] en azindan, tamsay1
mertebeli diferansiyel denklemler kadar kararli oldugunu ispatlayacagiz. Daha sonra
kesirli mertebeden Lotka Volterra denklem sisteminin lokal asimptotik kararhilik icin
yeterli kosullar1 inceleyecegiz. Lotka Volterra denklem sisteminin tam say1 mertebeli
olmas1 durumunda ilk ¢6ziimiin bir merkez oldugunu ve niimerik c¢oziimlerin kesirli
mertebeli olmast durumunda ise cOziimiin kararli oldugunu gosteren bir Ornek

verecegiz.

5.1.Varlk ve Teklik

D&¥x,(t) = x,(t) (r —ax,(t)- bxz(t)), te(0,T] (5.1)
D&¥x,(t) = x,(t) (—d + cxl(t)), te(0,T] (5.2)

kesirli mertebeden Lotka-Volterra avci-av sistemini

x1(t) | t=0 = %1(0)

ve (5.3)

x; (t) | t=0 = x (0)

baslangic degerleri ile birlikte g6z Oniine alalim. Burada 0 < «x < 1 ve x; =0,

X, = 0 sirastyla av ve aver yogunluklaridir ve tiim 7, a, b, ¢ ve d sabitleri pozitiftir.
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Lemma 5.1 : (5.1) — (5.3) baslangi¢ deger problemi
DIX(t) = A X(t)- x,(t)A,X(t), te (0,T] ve X (0) = X, (5.4)

bi¢ciminde yazilabilir. Burada;

ro=[] sl 2wl L) vex= [0

dir.

Tamm 5.1 : C*[0,T], bilesenleri x;,x, € C[0,T] olan X (t) siirekli siitun vektoriiniin
sinift  olsun, burada C[0,T], [0,T] arahginda siirekli fonksiyonlar sinifidir.

X € C*[0,T] nin normu

2
Xl = > sup x|
i=1

ile verilir.

Tamm 5.2 : (5.4) baslangic deger probleminin ¢6ziimii, bir X € C*[0,T] siitun

vektoriidiir. Bu vektor (5.4) sistemini saglar.

Simdi asagida varlik teoremini verelim.

Teorem 5.1 : (5.4) baslangic deger problemi bir tek ¢coziime sahiptir.

Ispat: [48] calismasinda teorem 2.1 ve teorem 2.2 deki ispatlaridan agikca goriiniir.
5.2. Denge Noktalar1 ve Denge Noktalarimin Asimptotik Kararhihg:

0 € (0,1] olsun ve x,(0) = xy, ve x;(t) = x,, baslangi¢ degerlerine sahip

DIx; (1) = fi(xq,x2)
Dxy(t) = fo(xq1,x2)

sistemini goz Oniine alalim.

Denge noktalarini hesaplamak icin,

D¥x;(t) = 0= fi(x;Lx;)=0, i = 1,2
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a xg 9 elde edebiliriz.

olsun. Buradan denge noktalari olan x;
Asimptotik kararligi elde etmek i¢in,
x; () = xT+€(t)

olsun. Bu taktirde;

DX (x{"+€) =fi (xT+ & ,x57 + &)
olur ki, bu da;

DEi() = fi (17 + &1, %," +E5)

(DX(x{?) = 0 oldugundan) anlamina gelir. Fakat;

ofi ofi

filei+ 8,257 +8) =fi (x{",x37) + o, le, + ox, e, ...
:ﬁ(qu‘*'gwx;q +82) zg_fl |eq 1 2_3]:; |eq €,
olur. Burada f; (x;%,x;7) = 0 dir. Boylece;
D’S(Ei(t)gg_y]:ihq 1 g_i|eq82
dir ve
€1(0) = x,(0) - x;
ve (5.5
€,(0) = x,(0) - x;°
baslangic degerlerine sahip
DXE = A€ (5.6)

sistemini elde ederiz. Burada;

. [an a12]
az1 Ay
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— €1
e~ ¢:]
ve
afi .
aij_a_xj|eq ] = 1,2
dir.

B™'A B = C esitligine sahibiz. Burada C, A’mn bir kdsegenlestirilmesidir ve,

=5 2)
ile verilir. Burada 4; ve 1, A’nin 6z degerleri ve B’de A’nin 6z vektorleridir. Boylece
AB = BC
ve
A =BCB™t
dir, ki bu da;

DIE = (BCB™Y)E
D¥(B7E) = C(B71€)

anlamina gelir. Boylece;

D¥n = Cn
(5.7)
n = B71E
olur.
Diny = 4m (5.8)
DIny = 421 (5.9)

(5.8) ve (5.9) denklemlerinin ¢oziimleri Mittag-Leffler fonksiyonlar1 ( [52] a bak ) ile;
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o /11 n+NxX

m () = (F()n—;) 1(0) = 21651, 0) (5.10)
o /12 n+NxX

() = (F()n—;) 12(0) = Eu22t™)1,(0) (5.11)

olarak verilir.

Motingnon [58] nin sonucunu kullandigimizda;
| arg(1y) | >cZ ve | arg(2y) | > o2

ise bu takdirde n,(t) ve n,(t) azalan ve boylece €;(t) ve E€,(t) da azalandir.

Boylece, A matrisinin her iki 6z degeride negatif;

(| arg(1,) | >oc§ ve |arg(1,) | >oc§) ise (x;%,x;7) denge noktasi lokal

(yerel) asimptotik kararlidir. Bu da boliim 2’de ki ifademizi yani, kesirli mertebeli
diferansiyel denklemlerin en azindan tam say1 mertebeli diferansiyel denklemler kadar

kararl oldugunu dogrular.

5.3.Kesirli Mertebeden Lotka-Volterra Av-Avclr Modeli

Kesirsel mertebeli Lotka — Volterra avci — av sistemi olan
D, (8) = x,(8) (7 — ax; (6)- b, (D))
D&¥x,(t) = x,(t) (—d + cxl(t))
sistemini goz Oniine alalim. Denge noktalarini olusturmak icin,

D¥xi (t) =0, i =1,2 olsun. Bu durumda;

d cr—ad)

eq _eqy _ r
(1", xp") = (O'O)'(E'O)'<c' ch

noktalar1 denge noktalaridir.

A matrisimiz
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A:|ax1 0x, |
s or
dx; 0x,

seklindedir. Buradan,

A= [r —2ax, —bx, —bx;x, ]
B CXy —d + cxq

olur.

(2%, 23) = (0,0) igin;

& [7(; _Od]
buluruz ki, A’nin 6z degerleri;

AM=1r>0

Ay=—d <0

dir. O halde
(% x5 = (0,0)

denge noktasi kararsizdir.

(x5, x57) = (g o) icin,

br
A= cr
0 ——d
a
buluruz ki, A’nin 6z degerleri;
A‘l =—71r < O
cr
A‘Z - - d < O
a

dir. Eger, cr < ad dir. O halde cr < ad ise,

47
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(7% x5) = ( )

denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

(x1 'xz ) (d cr— ad)igil’l;

—ad —bd
_ c c
A= cr —ad 0
b

buluruz ki, A’nin 6z degerleri;

—ad + \/a?d? — 4cd (cr — ad)
1o 2c
—ad — \/a?d? — 4cd (cr — ad)
2c

dir.

dcr ad)

eq
(2% %37) = < b
denge noktasinin lokal asimptotik kararlilig1 i¢in yeterli kosul

| arg(4,) | > OCg ve | arg(A,) | > ocg

dir.
= 0 6zel durumunda, i¢ denge noktasinin tam say1 mertebeli sistem (<= 1) i¢in bir

merkez (arg(y) =7 , arg(4,) = —2) oldugu bilinmektedir. 0 <oc< 1 kesirli

durumunda, i¢ denge noktas1 asimptotik kararhdir.
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5.4.Sonuc¢

Kesirli mertebeden sistemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi incelendi.Kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin en azindan tam sayr mertebeli diferansiyel
denklemler kadar kararl oldugunu arastirdik. Lotka-Volterra avci-av sisteminin denge

noktalar1 varlik, teklik ve kararliligini inceledik.
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