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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ercan CELIK

Bu tezde, Fen ve miihendislik bilimlerinde ortaya ¢ikan diferansiyel-cebirsel denklemleri
¢dzmek icin bir metot sunuldu. Ilk olarak, diferansiyel-cebirsel denklem keyfi dereceye
kadar kuvvet serisine dontistiiriildii. Daha sonra bu kuvvet serileri keyfi dereceden Lucas
polinomuna donistiiriilerek verilen diferansiyel-cebirsel denklem niimerik olarak
¢oziildii. Iki farkli problem ele alindi. Problemlerin niimerik ¢dziimleri ile tam ¢dziimleri

karsilastirildi.
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In this thesis, a method is described for solving of differential-algebraic equations (DAEs)
arising in sciences and engineering. Firstly, differential-algebraic equation is transformed
into power series in arbitrary order, then this power series are solved numerically by using
Lucas polynomials approximations in arbitrary order. Two different problems have been
investigated. The numerical solutions of problems compared with the their exact

solutions.
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1. GIRIS

Fen, Miihendislik ve Tip bilimleri gibi alanlarda ortaya c¢ikan bir ¢ok matematiksel
modelleme Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerle ile ifade edilir. Bunun en Onemli
nedenlerinden biri, Diferansiyel-Cebirsel Denklemler dogadaki bir¢ok temel kurali ifade
ederken bu alanlardaki problemlerde ortaya ¢ikmasidir. Bu nedenle Diferansiyel-Cebirsel

Denklemlerin 6nemi her gegen giin artmaktadir.

Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin ¢oziimii i¢in ilk genel metot 1971 yilinda Gear
tarafindan verildi. Daha sonra arastirmacilar tarafindan bir ¢ok metot gelistirildi. Runge-

Kutta metodu bunlar iginde en yaygin olarak kullanilan metoddur.

Hairer (1991) Runge-Kutta metodunu kullanarak Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin

nlimerik ¢oziimleriyle ilgili calismalar yapmustir.

Pierluigi and Mazzia (1992), Brenan (1989) Baslangi¢ / Sinir Deger metotlarini
kullanarak Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin ¢éziimlerine uyguladi.

Miiller (2000) Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerle modellenmis dinamik sistemin iyi

yonleri ve kotii yonleri ile ilgili bir ¢alisma yapmugtir.

Wang (2000, 2005) Miihendislikteki Diferansiyel-Cebirsel Denklemleri ¢6zmek igin

siralama metodunu gelistirmistir.

Celik (2002) Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin Padé yaklasimi ile niimerik ¢6ziimii

izerinde ¢aligmalar yapmustir.

Kiziloglu (2005) Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin Adomian ayristirma metodu ile

nlimerik ¢oziimii iizerinde ¢alismalar yapmaistir.



Akar (2007) Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin En Kiigiik Kareler Yaklagimi ile

niimerik ¢6ziimii lizerinde ¢alismalar yapmustir.

Bilgisayar teknolojisinin gelismesi ile birlikte arastirmacilar bu metotlarin yani sira
Diferansiyel-Cebirsel Denklemleri ¢6zmek igin gesitli bilgisayar paket programlari

gelistirmislerdir.

Petzold (1989) diferansiyel-cebirsel denklem sistemleri i¢in Backward diferansiyel

formiillerini kullanarak DASSL bilgisayar paket programini gelistirmistir.

Hairer and Wanner (1991) diferansiyel-cebirsel denklemlerin Hessenberg formlari i¢in
Runge-Kutta metodunu kullanarak RADAUS bilgisayar paket programi ve COLDAE
bilgisayar paket programi gelistirmislerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. On Bilgiler

Bu boliimde, tezde kullanilan baz1 temel kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1.1: Bir diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini i¢eren
denklemdir. Eger bilinmeyen fonksiyon sadece bir bagimsiz degiskene bagli ise

denkleme adi(bayagi) diferansiyel denklem denir.

Bu tiir denklemler genel olarak

FOOY Y Y Y)Y =0 (2.1)

seklinde gosterilir. Burada y™ , y *nin X’e gére N ’inci tiirevidir. (2.1) denklemi y™ *ye

gore coziiliirse

yO =gy, Y,y YY) (2.2)

elde edilir. Bu ise (2.1) denkleminin agik formda yazilmis halidir.

Tammm 2.1.2: Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
lizerinde bagimsiz degiskenin ayni1 degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oziimlerin
bulunmasi problemine baslangi¢ deger problemi denir. Verilen sartlara da baslangic

sartlart ad1 verilir.

Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri iizerinde bagimsiz
degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oziimlerin bulunmasi problemine

swmir deger problemi denir. Verilen sartlara da sinur sartlar: ad1 verilir.



Tanim 2.1.3: N’inci dereceden bir

P(x) =apx"+ a;x" 1+ a,x" 2+ -+ a,_1x" 1 +a, (2.3)

polinomunu géz Oniine alalim. Bu polinomun sifira esitlenmesiyle elde edilen

P(x) = apx™ + a;x" T+ ax" 2+ -+ a1 x"1+a,=0 (2.4)

seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif n tamsayisina P(x) =0

denkleminin derecesi denir. P(x) polinomunda P(x;) = 0 denklemini saglayan X, ye

denklemin kokii denir.

Tammm 2.1.4: a,beR ve X, ’ler de degiskenler olmak iizere

a;x, + axx; +azx; +-+ayx, =b (2.5)

seklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.

a;;,b; € R ve x; bilinmeyenler olmak iizere

a X +a,x, +K +a, x, =b,
ayX, +anX, +K +a, x, =b,
M M M M

A X +a,,X +.o+a,, X, =b,

(2.6)

seklindeki sisteme lineer denklem sistemi adi verilir. Bu sistem



a, a, L a, X b,

a21 a22 L a2n X2 — bz
M MO M | |M M
aml a‘m2 L amn Xm bm
veya
A.X=B

seklinde de yazilabilir. Burada A:[aij]mxn matrisine sistemin katsayilar matrisi, B

matrisine bilinmeyenler matrisi ve X matrisine de sistemin ikinci yani denir.

a; a, L &, b, X
— a21 a'22 L a‘2n , — b2 1 X = XZ (27)
M MO M M M
aml a‘m2 L amn bm Xm
olmak tzere

a'11 a12 A aln 1\/bl
a, a, A a, M

[A B]: 21 22 2n 2 (28)
M MO M
aml am2 A amn Mm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.

Bir lineer denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi tizerinde yapilan

elementer satir ve siitun islemleri, sistemin ¢oziimiinii degistirmez. Yani;

1. Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,

2. Herhangi iki denklemin her iki yani sifirdan farkli bir skalerle carpilirsa,



3. Herhangi iki denklemin her iki yani1, herhangi bir skalerle ¢arpildiktan sonra bagka bir

denklemle taraf tarafa toplanirsa, sistemin ¢oziimleri ayn1 kalir.

Bu sebepten [AZ B] genisletilmis katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek

¢oziimler bulunabilir. Bu metotla sistemi ¢6zmeye Gauss-Jordan yok etme metodu ve
katsayilar matrisini indirgenmis eselon forma getirerek ¢6zmeye de Gauss-Jordan

indirgeme metodu ad1 verilir.

Tamm 2.1.5: A, nxn tipinde bir matris olsun. Eger |A|# 0 ise A matrisine (tersi mevcut

ise) non-singiiler (regiiler) matris, |A|=0 ise A matrisine (tersi mevcut olmayan)

singtiler (regiiler olmayan) matris denir.

Tamm 2.1.6: A, n’inci mertebeden bir regiiler(tersi mevcut ise) matris (|A/=0) ise

AX=B

lineer denklem sisteminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim

X=A4'B (2.9)

esitligi ile verilir. Yani

ag X, +a,X, +A +a,x, =b

1n*n
A, X +a,X, +A +a,,X, =D,
M M M M
A X +a,X, +A +a,X, =b,

(2.10)

lineer denklem sisteminin ¢6ziimii; A, A matrisinin determinanti olmak iizere



bl a12 A aln all bl A aln all alZ A bl
b, a, A a a, b, A a a, a,ADb
AXl _ 2 22 2n , AXZ _ 21 2 2n ,A ,AXn _ 21 22 2 (211)
M MO M M MO M M MO M
bn a'n2 A ann an1 bn A a‘nn anl an2 A bn

determinantlar1 hesaplanir ve tek ¢6ziim olan

=—21 X, =—%,.,X, =—" 2.12
K="h% = 212)

degerleri bulunur. A.X = B lineer denklem sistemini ¢6zmek i¢in uygulanan bu kurala
Cramer Kurali denir.

Tanim 2.1.7: Eger f(x) fonksiyonunun x = x,’da her mertebeden tiirevi varsa

FO) = Fxo) + (o) Cx = x0) + L82 (x = )2 o oo 4 L0

2! n!

(6 = x)" + -

(2.13)

serisine f(x) fonksiyonunun x = x,’daki Taylor serisi denir. Eger x, = 0 alinirsa bu

seriye f(x) fonksiyonunun Maclauren serisi denir.

Tanim 2.1.8: X bir degisken ve x bir sabit olmak iizere

o)

Z a,(x —x)" =ay + a;(x — xp) + ay(x —x9)% + -+ + a,(x — xg)™ + -+

n=0

(2.14)

serisine, x, merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tanimda x, = 0 alinirsa



(o]
n _— 2 n
Zanx =agt+ax +ax*+--+a,x"+ -

n=0

(2.15)
elde edilir. Ayrica x = x, olmasi durumunda
i an(x —x0)" =aq
n=0
olur.
2.2. Diferansiyel-Cebirsel Denklemler
Diferansiyel-cebirsel denklem, baslangi¢ degerleri ile birlikte
F(ty@),y(t)=0 (2.16.a)
(&) = Yo, Y'(t) = Yo' (2.16.b)

formundadir. (2.16.a) denklemine kapali formda yazilmis diferansiyel-cebirsel denklem

denir. BuradaF e R", y e R" ve t e R seklindedir.

Diferansiyel - cebirsel denklemi agik olarak

F(Y,y.xt)=0 (2.17.a)

G(y,x,t)=0 (2.17.b)



seklinde de yazabiliriz. Yukaridaki sistemin (2.17.b) denkleminde goriildiigii gibi

diferansiyel-cebirsel denklemler iizerinde cebirsel kisitlamalar vardir. Burada Y

diferansiyel degisken, x de cebirsel degiskendir. (2.17.a) denklemi diferansiyel denklem
ve (2.17.b) denklemi de cebirsel denklem oldugundan, bu denkleme Diferansiyel -
cebirsel denklem denir[Ascher, 1998].

Omegin; Asagida baslangic degerleri ile birlikte verilmis denklem

y'=tx'-y+(1+t)x-1
X = cost

(-3 (-6
x(0) 1 x'(0) 0

bir diferansiyel-cebirsel denklemdir.

(2.18)

2.2.1. Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin indeksi

Bir diferansiyel-cebirsel denklem incelenirken indeksine bakilir. Bu yiizden diferansiyel-
cebirsel denklemlerin incelenmesinde ve siiflandirilmasinda indeks 6nemlidir. (2.17.a)

ve (2.17.b) diferansiyel-cebirsel denkleminin bir 6zel formu

y'=f(y,x,t) (2.20.8)

0=g(x,y,t) (2.20.b)
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seklindedir. Bu 6zel forma yari-agik diferansiyel-cebirsel denklem denir. Burada day

diferansiyel degisken, X cebirsel degiskendir. Eger t’ye gore (2.20.b) denkleminin

diferansiyeli alinirsa

y'=f(y,xt) (2.21.a)

g, (Y, X, )y + g, (Y, X, t)x"==g,(y, X, t) (2.21.b)

sistemi elde edilir. (2.21.b) denklemini elde etmek i¢in 1 defa diferansiyel alindigindan,
(2.20.a) ve (2.20.b) sisteminin indeksi 1 dir[Celik, 2002],

Tammm 2.2.1.1: F(t,y,y") =0 genel diferansiyel-cebirsel denkleminde, Yy ’nin indeksi
(sistemde y ve t cinsinden); y' ’nii elde etmek igin gerekli olan diferansiyelin minimum

sayisidir. Bu islem

F(t,y y)=0
F(tyy,y")=0

M

d°F
—(t,y,y',...,y"Y =0
g G YY)

sistemiyle de tanimlanabilir. Burada p en kiigiik tamsayidir. Simdi indeks i¢in asagidaki

ornekleri inceleyelim[Celik, 2002].

e y =((t) ’yi alalim. Bu denklem indeks’i 1 olan diferansiyel cebirsel denklemdir. Ciinkii
y ’ye gore bir diferansiyel denklem elde etmek ic¢in q(t) 'nin bir defa diferansiyeli

alinmalidir.
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=q(t
. q(. )} denklemini g6zoéniine alalm. y, =y, =q'(t) =y, =q"(t) olup y,’ye

Y=Y
gore bir diferansiyel denklem elde etmek i¢in q(t) 'nin iki kez diferansiyeline ihtiyag

oldugundan indeks 2’dir.

y, =a(t)
ey, =Yyl sistemini gz oniine alalm. y, =y, =y, =q"(t) = y; =q"(t) olup y,’e

Y = y;
gore bir diferansiyel denklem elde etmek icin q(t) 'nin ii¢ kez diferansiyeline ihtiyag

oldugundan indeks 3’tiir.

Indeksi 1 den biiyiik olan diferansiyel-cebirsel denklemleri ¢cézmek oldukca zordur. Bu
tir diferansiyel-cebirsel denklemleri ¢ozmek igin indeks indirgemesine gidilir. Yani

denklem, indeksi 1 olan diferansiyel-cebirsel denklemlere indirgenir.
2.3. Lucas Sayilari
Tamim 2.3.1:
Ly=2,L; =1 ven = 0igin

Lptz =Lpyr + Ly (2.22)
seklinde tanimlanan sayilara Lucas Sayilar1 denir[ Koshy, 2001; Valda, 1989].
(2.22) den hareketle, L,, = 2,1,3,4,7,11,18,29, .- Lucas sayilari elde edilir.
2.3.1. Lucas Sayilari ile Tlgili Ozdeslikler

a)n € Z7 i¢in,



dir.

b) n € Z* igin,

dir.

c)n € Z* igin,

dir.

d) n € Z* igin,

dir.

12

s=0
n-—1
LL = L%, —6, n tek ise
< S Shey | L2 _g=r1, n cift ise
n-—1

Li 1 =Lppln_y+3

[
Il
o

L, = (_1)nLn
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2.4. Lucas Polinomlari

Lucas Polinomlari,
Lo(x) =0, L, (x) = x, Ly(x) = x%+2
olmak tizere,
L2 (x) = xLpya (%) + Ly (%)
bagintisi ile tanimlanir[Hoggatt and Bicknell, 1973].
Ayrica ; x = 1 iken
Ly(1)=Ly
n. Lucas sayisi elde edilir.
Lucas polinomlarinin genellestirilmig formu

n

(5] g
n n—
= ()

k=0

seklindedir. Ilk dokuz Lucas polinomlar1 ve kendi sabitler dizisi asagidaki sekilde
gosterilebilir:

Lucas polinomlar

Lo(x) =0
Li(x) =x
L,(x) = x?+2

Ly(x) = x3 4+ 3x

Ly(x) =x*+4x% + 2

Ls(x) = x5+ 5x3 + 5x

Le(%)=x° + 6x* 4+ 9x% + 2 (2.23)
L,(x) = x7+7x5 + 14x3 + 7x

Lg(x) = x® 4+ 8x% + 20x* + 16x2 + 2

Lo(x) = x° +9x7 + 27x° + 30x3 + 9x
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Lucas Polinomlarinin bas katsayilari

1

1 2

1 3

1 4 2

1 5 5

1 6 9 2

1 7 14 7

1 8 20 16 2
1 9 27 30 9
seklindedir.

Lucas polinomlarinin olusum kuralin1 gozlemledigimizde, L, ,(x) teriminin (k + 1).
siitununun katsayisint olusturmak amaciyla L,(x) teriminin k. siitununun katsayisi

toplanarak elde edilir.

Bu 6zellikler kullanilarak Lucas polinomlari cinsinden x ve x ‘in kuvvetleri
x=L(x)

@ =[L(0-2]

[L(x) -3L,(x)]

=[L, () —4L,(9 +6]

[Ls(3) —5L,(x) +10L,(x)] (2.24)
[Ls (%) = 6L, (x) +15L,(x) - 20]
[
[
[

L, (X) ~ 7Lg(X) + 21L,(x) 3L, (¥)]
L (X) 8Ly (X) +28L,(X) —56L,(x) + 70]
= [Ly(X) ~ 9L, (x) + 36L (X) ~84L, (x) + 1261, (¥)]

X3
X4
X5
XG
X7
X8
X9

seklinde olur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Niimerik Metot

F(tyy)=0 (3.1)

y(to) = Yo y'(to) =Y (3-2)

diferansiyel-cebirsel denklemini g6z Oniine alalim. Burada F ve y her mertebeden

diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. (3.1) denkleminin ¢éztimlerinin

y=Y,+Yyt+et’ (3.3)

seklinde oldugunu kabul edelim. (3.1) denkleminde (3.3) ifadesi ve tiirevleri yerlerine

yazilir sonra yiiksek dereceden terimler ihmal edilirse

Se=T (3.4)

seklinde €’ye gore cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada S ve T sabit
matrislerdir. (3.4) sistemi ¢oziildiigiinde € degeri bulunur ve bu € degeri (3.3)
denkleminde yerine yazilir. Yiiksek dereceden terimler i¢in yukaridaki islemler tekrar
edilirse (3.1) denkleminin keyfi dereceden kuvvet serileri elde edilir[Celik, 2002]. Sonra
bu kuvvet serileri Lucas Polinomlarina donistiirtilerek diferansiyel-cebirsel denklemin

keyfi dereceden niimerik ¢6ziimii elde edilmis olur.



16

NOT: Eger diferansiyel-cebirsel denklem

F(tyy)=0 (3.5)

(&%) = Yo (3.6)

seklinde ise (3.1) denkleminin ¢oziimi

y=y,+et (3.7)

seklinde olur.

3.2. Niimerik Metodun Uygulanisi

(3.3) fonksiyonu (3.1) de yerine yazildiginda

fQO = fot fit + fot® + ok (fo +11es + 0o+ Tpeg)tT (38)

seklinde bilinen kuvvet serisinden farkli, (3.8) tipinde baska bir kuvvet serisi

tanimlayalim. Burada 7y, 1y, -+, 13, ’ler sabitlerdir. (3.3) den

Vi = Vio + Viat + Vi t? + -+ eit" (3.9)

olarak tanimlanir. y;, y ’nin i’inci elemanidir. (3.1) denkleminde, (3.9) ifadesi yerine

yazilirsa
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fo=(f, +0.e+0,e+. +5e )t +O@t"") (3.10)
elde edilir. Burada f,, (3.1) denklemindeki f(t,y,y’)’niin i’inci elemamdir. Eger

f(t,y,y'), y' ’yiihtiva ediyorsa j=1;ihtiva etmiyorsa j=0 dir. (3.4) ve (3.10) dan
Si,j = ri,j (311)
T; = —fin (3.12)

seklinde lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse
e, (1=12..,m) bulunur. Bu e, degeri (3.9) denkleminde yerine yazilirsa N ’inci
dereceden bir polinom olan vy, (i=12,...,m) elde edilir. (3.9) denkleminden (3.12)
denklemine kadar bu islemler tekrar edilirse (3.1) denklemindeki diferansiyel-cebirsel
denklemin ¢6ziimii i¢in keyfi dereceden kuvvet serileri elde edilir. Daha sonra bu kuvvet

serilerini yine keyfi dereceden Lucas polinomuna doniistiirerek verilen diferansiyel-

cebirsel denklemin niimerik ¢6ziimii elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, sunulan metot iki problem iizerinde test edildi. Bu problemlerin, niimerik
¢oziimleri bu metotla bulunarak ¢izelge ve sekil tizerinde analitik ¢6ziimlerle

karsilastirildi.
4.1. Test Problemi 1.

Asagida baslangi¢ degerleri ile birlikte verilen diferansiyel-cebirsel denklemini

g6zoniine alalim.

y'=tx-y+(@+t)x-1
X = cost

(o)1) (koo 42
x(0)) | 1 x'(0) ) L0

Bu diferansiyel-cebirsel denklemin analitik ¢6ziimii

(4.1)

y(t) =tcos(t) -1

4.3
X(t) = cos(t) (43)
seklindedir. (4.1) denkleminin baslangi¢ degerlerinden ¢6ziimlerinin
yt) =y, +yit+et’ =-1+t+et’ (4.4)

X(t) = X, + Xt +e,t* =1+e,t?

seklinde oldugunu kabul edelim. (4.4) denklemi ve tiirevleri (4.1) denkleminde yerine

yazilir ve yiiksek dereceden terimler ihmal edilirse
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2et+0(t*) =0

(0.5+6,t*)+0(t*) =0 (4.5)

seklinde (3.10) formundaki denklemi elde ederiz. (3.11) ve (3.12) denklemlerine karsilik

gelen lineer denklem sistemi
Se=T (4.6)

seklindedir. Burada

BIBE RN
S = , T= ve e= (4.7)
0 1 05 e,

olur. O halde

E ﬂm B {—8.5} (4.8)

olup (4.8) denklemi ¢oziiliirse

0
e= {—0 5} (4.9)
olarak bulunur. Boylece
t)=-1+t
Yo 2 (4.10)
x(t) =1-0.5t

olur. Bu defa (4.10) denkleminden (4.1) denklem sisteminin ¢dziimlerinin
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y(t)=-1+t+et?

(4.11)
X(t) =1-0.5t° + e,t°

seklinde oldugunu kabul edelim. Benzer durumda (4.1) denkleminde (4.11) denklemi ve

tirevleri yerlerine yazilir ve yiiksek dereceden terimler ihmal edilirse

(L.5+3e)? +0(t*) =0

(4.12)
e’ +0(t*) =0

elde edilir. (4.12) den

BN =

lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklem ¢oziiliirse
-0.5
e={ } (4.14)

olarak bulunur. Boylece

y(t)=-1+t—-0.5t°

x(t) =1—0.5t2 (4.15)

olur. Yukaridaki islemleri tekrar edersek
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y"(t) =—1+t—0.500000000t* + 0.04166666667t> —0.001388888889t " + 0.00002480158730t"
X" (t) =1-0.5t* +0.0416666667t* —0.001388888889t° + 0.00002480158730t*

dokuzuncu dereceden y’(t) ve x (t) kuvvet serileri elde edilir. Bu kuvvet serilerinde

(2.24) degerleri yerlerine yazilirsa

Y™ (t) = —1+2.968402778L, (t) — 0.7395833334L, (t) + 0.05228174603L (1)
~0.001612103175L, (t)+ 0.00002480158730L, (t)

X~ (t) = 2.279513889 — 0.6888888889L, (t) + 0.05069444444L,(t) — 0.001587301587 L, (t)
+0.00002480158730L,(t)
seklinde Lucas polinomu elde edilir. Bu defada y™(t) ve x (t) Lucas polinomlarinda

(2.23) degerleri yazilirsa

y(t) = -1+t —0.5t°+0.04166666667t> — 0.001388888889t " +0.00002480158730t°

X" (t) =1-0.5t* +0.04166666667t* —0.001388888889t° -+ 0.00002480158730t°

seklinde y(t) ve x(t) ’nin nliimerik ¢o6ziimleri elde edilir.
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Analitik ¢ozlimler ile niimerik ¢ézliimler asagidaki tablo ve sekillerde karsilastirilmistir.

Cizelge 4.1. (4.1) denklemindeki y(t) ’nin niimerik ¢6ziimii

t y(t) y™ (1) vy -y )
0.0 | -1.000000000000 | -1.000000000000 0.00000000
0.1 | -0.900499583472 -0.900499583471 0.1x107%
0.2 | -0.803986684432 | -0.803986684430 0.2x107%
0.3 | -0.713399053262 | -0.713399053259 0.3x1074
0.4 | -0.631575602399 | -0.631575602383 0.16x107%°
0.5 | -0.561208719055 | -0.561208718915 0.140x107°
0.6 | -0.504798631054 | -0.504798630051 0.1003x10°®
0.7 | -0.464610468901 | -0.464610463464 | (0.5437x10°8
0.8 | -0.442634632522 | -0.442634608956 | (.23566Xx10’
0.9 | -0.440551028556 | -0.440550942596 | 0.85960x10’
1.0 | -0.459697694132 | -0.459697420622 | 0.273510x10°°
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Sekil 4.1. (4.1) denklemindeki y(t) ’nin grafigi ve Lucas polinomu yaklasimi
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i)

0 1
t

Cizelge 4.2. (4.1) denklemindeki x(t) ’nin niimerik ¢6ziimii

t x(t) X7 (t) Ix(t) = X" (1)|
0.0 | 1.000000000000 | 1.000000000000 | 0.0000000000
0.1 | 0995004165278 | 0.995004165278 | 0.0000000000
0.2 | 0980066577841 | 0.980066577841 | 0.0000000000
0.3 | 0.955336489126 | 0.955336489127 0.1x10

0.4 | 0921060994003 | 0.921060994032 |  0.29x10™°

0.5 | 0.877582561890 | 0.877582562159 |  (.269x10°

0.6 | 0.825335614910 | 0.825335616571 | (0 1661x10°2
0.7 | 0.764842187284 | 0.764842195041 | 0 7757x10°
0.8 | 0.696706709347 | 0.696706738795 | (0.29448x10~
0.9 | 0.621609968271 | 0.621610063772 | (.95501x10""
1.0 | 0.540302305868 | 0.540302579368 | (.273500x10°°
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X0
Y

Y 0

3 2 A ('3 1 2 3

Sekil 4.2. (4.1) denklemindeki x(t) ’nin grafigi ve Lucas polinomu yaklagimi

4.2. Test Problemi 2.

Asagidaki baslangi¢ degerleri ile birlikte verilen diferansiyel-cebirsel denklemini goz

oOnune alalim.

2x'+3y'+22'+18x+14y+10z=0
X'-22'+y+22=0
9X+7y+52=0 (4.16)

x(0) 0.333333333
y(0) |= 1 (4.17)
z(0) -2

Bu diferansiyel-cebirsel denklemin analitik ¢6ziimii
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X(t) = 0.1666666667 + 0.1666666667"15°6
y(t) = —0.3333333333 + 1.3333333333¢" 1000000667
z(t) = 0.1666666667 — 2.16666666 71000000 (4.18)

seklindedir.

Baslangi¢ sartlarindan (4.16) denkleminin ¢6ztimlerinin

X =X, +et=x=0.333333333 + et
y=Y,tet=y=1+et (4.19)
Z=7,+tet=>z=-2+et

seklinde oldugunu kabul edelim. (4.19) ve tiirevleri (4.16) denkleminde yerine yazilir ve

yiiksek dereceden terimler ihmal edilirse

(2e,+3e, +2¢,) ++0(t) =0
(-3+e,—26,)+0(t) =0 (4.20)
(%, +7e, +5¢,) +O(t*) =0

seklinde (3.10) formundaki denklem elde edilir. (3.11) ve (3.12) denklemlerine karsilik

gelen lineer denklem sistemi

Se=T (4.21)
seklindedir. Burada
2 3 2 0 e
S=|1 0 2|, T=|3|, e=|eg, (4.22)
9 7 5 0 e,
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olur. O halde
0
0 -2{e|=|3 (4.23)
0

olup (4.23) denklemi ¢oziiliirse

0.111111111
e =| 0.888888889 (4.24)
—1.444444444

olarak bulunur. Bdylece ¢6ziim

x(t) = 0.3333333333+0.111111111t
y(t) =1+ 0.888888889t (4.25)
2(t) = —2 —1.444444444¢

olur. Yukaridaki islemler tekrar edilirse

X" (t) =0.3333333333+0.1111111111t + 0.03703703704t* + 0.008230452675t
+0.001371742112t* +0.0001828989483t° + 0.2032210537x10*t°
+0.1935438607x10°t" +0.1612865506x107°t® + 0.1194715189x10*t°

y"(t) =1.000000000 + 0.8888888889t +0.2962962962t° + 0.06584362136t°
+0.01097393689t* + 0.001463191586t° +0.1625768429x10°t°
0.1548350885x10*t" +0.1290292404x10°t® +0.9557721514x10"t°
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Z"(t) = —2.000000000 —1.444444445t — 0.4814814815t* — 0.10699588471
—-0.01783264746t* —0.002377686329t° — 0.0002641873698t°
—0.2516070189x10*t" —0.2096725158x10°t® — 0.1553129747x10°t°

elde edilir. Bu kuvvet serilerinde (2.24) degerleri yerine yazilirsa

X" (t) = 0.2670945599 + 0.08818250755L, () + 0.03184586813L, (t)
+0.007355598583L,(t) + 0.001254325503L , () + 0.0001697809755L (t)

+0.1903181296x10* L, (t) +0.1827914240x10°L, (t)
+0.1612865506x10° L, (t) +0.1194715189x10 " L (t)

y™ (t) = 0.4700898122 + 0.7054600604 L, (t) + 0.2547669449 L, () + 0.05884478863L,(t)
+0.01003460402L, (t) + 0.001358247804 L. (t) +0.1522545037x10 3L, (t)
+0.1462331391x10 L, (t) + 0.1290292404x10° L, (t) + 0.9557721514x10" L, (t)

Z7(t) = -1.138895946 —1.146372598L, (t) — 0.4139962856L, (t) — 0.09562278147L,(t)
—0.01630623154L, (t) —0.002207152683L, (t) — 0.2474135685x10° L (t)
—0.2376288512x107* L, (t) — 0.2096725158x10° L (t) — 0.1553129747x10° L (t)

seklinde Lucas polinomlar1 elde edilir.  x"(t),y” (t) ve z (t) Lucas polinomlarinda

(2.23) degerleri yazilirsa

X~ =0.3333333333+0.1111111111t +0.03703703704t + 0.008230452675t°
+0.001371742112t* +0.0001828989483t° + 0.2032210536x10 “t°
+0.1935438607x10°t” +0.1612865506x10°t® +0.1194715189x10*t°

y""(t) =1.000000000 + 0.8888888889t + 0.2962962962t> + 0.06584362136t°
+0.01097393689t* + 0.001463191586t° + 0.1625768429x10°t®
0.1548350885x10*t + 0.1290292404x10°t® + 0.9557721514x10 "t°
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2" (t) = —2.000000000 —1.444444445t — 0.4814814815t* —0.1069958847t°
—0.01783264746t* —0.002377686329t° —0.0002641873698t°
—0.2516070189x10*t" —0.2096725158x10°t® —0.1553129747x10°t°

seklinde x(t), y(t) ve z(t) 'nin niimerik ¢dziimleri elde edilir.

Analitik ¢oztimler ile niimerik ¢éziimler asagidaki tablo ve sekillerde karsilastirilmistir.

Cizelge 4.3. (4.16) denklemindeki x(t) ’nin niimerik ¢dziimii

t X(t) X" (t) [x(t) = X" (1)|
0.0 | 03333333333 | 0.3333333333 0.000000000
0.1 | 0.34482318437 | 0.34482318436 0.1x10 ™2
0.2 | 0.35710513537 | 0.35710513536 0.1x10°
0.3 | 0.37023379311 | 0.37023379309 0.2x10™%
0.4 | 0.38426752876 | 0.38426752874 0.2x107%°
0.5 | 0.39926873760 | 0.39926873758 0.2x10™1
0.6 | 0.41530411637 | 0.41530411633 0.4x10™%
0.7 | 0.43244495980 | 0.43244495976 0.6x107°
0.8 | 0.45076747766 | 0.45076747752 0.14x10°°
0.9 | 0.47035313349 | 0.47035313316 0.33x10°°
1.0 | 0.49128900695 | 0.49128900605 0.90x10°°
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100

XY

L)

Sekil 4.3. (4.16) denklemindeki x(t) 'nin grafigi ve Lucas polinomu yaklagimi

Cizelge 4.4. (4.16) denklemindeki y(t) ’nin niimerik ¢dziimii

! y(® y" (@ y® -y )
0.0 1.00000000000 | 1.00000000000 0.000000000
0.1 1.0919188076 1.0919188074 0.2x107°
0.2 1.1901744157 1.1901744153 0.4x10°°
0.3 1.2952036776 1.2952036776 0.3x10°°
0.4 1.4074735628 1.4074735624 0.4x107°
0.5 1.5274832335 1.5274832332 0.3x10°°
0.6 1.6557662635 1.6557662630 0.5x10°°
0.7 1.7928930109 1.7928930102 0.7x10°°
0.8 1.9394731537 1.9394731525 0.12x10°®
0.9 2.0961584005 2.0961583975 0.30x10°®
1.0 2.2636453881 2.2636453807 0.74x10°®
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Sekil 4.4. (4.16) denklemindeki y(t) 'nin grafigi ve Lucas polinomu yaklagimi

Cizelge 4.5. (4.16) denklemindeki z(t) ’nin niimerik ¢ozimii

t 2(t) 7™ (1) l2(t) -2 (1))
0.0 | -2.0000000000 | -2.0000000000 | 0.0000000000
0.1 | -2.1493680624 | -2.1493680627 0.3x10°
0.2 | -2.3090334256 | -2.3090334258 0.2x10°°
0.3 | -2.4797059761 | -2.4797059762 0.1x10°°
0.4 | -2.6621445396 | -2.6621445367 0.1x10°
05 | -2.8571602544 | -2.8571602548 0.4x10°°
0.6 | -3.0656201781 | -3.0656201784 0.3x10°°
0.7 | -3.2884511428 | -3.2884511430 0.2x10™°
0.8 | -3.5266438748 | -3.5266438742 0.6x10°°
0.9 | -3.7812574009 | -3.7812573975 0.34x10°
1.0 | -4.0534237557 | -4.0534237451 0.106x10~7
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Sekil 4.5. (4.16) denklemindeki z(t) ’in grafigi ve Lucas polinomu yaklagimi
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde sundugumuz niimerik metot, Diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik

¢oziimleri i¢in etkili bir metottur. Metot iki test problemine uygulandi.

Problemlerin tam ¢6ziimleri ile, metotla elde ettigimiz niimerik ¢6ziimler ¢izelgeler ve
sekiller tizerinde karsilastirildi. Karsilastirma sonucunda analitik ¢6ziimlerle Lucas

polinomlar1 yardimiyla elde edilen niimerik ¢6ziimlerin uyumlu oldugu gorildii.
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