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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
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KULLANILARAK YURUYEN DALGA COZUMLERININ ELDE EDILMESI

Biilent KUZU
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2018, Sayfa: 56

Bu ¢alisma bes boliim halinde olusturulmustur.

Birinci boliimde solitary dalgalar ve solitonlarin tarihgesi hakkinda bilgi verilerek

calismaya temel teskil eden bazi temel tanimlar verilmistir.

Ikinci béliimde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin klasik ¢oziim

yontemleri verilmistir.

Ugiincii béliimde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin peryodik dalga

¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan (%, %) acilim metodunun analizi yapilmstir.

!

Dordiincii boliimde, Tigiincli boliimde analizi yapilan (%,é) acilim metodu

kullanilarak Burgers Tipi denklemi i¢in hareket eden dalga ¢dzlimleri elde edilerek bu

¢Oziimlerin iki ve li¢c boyutlu grafikleri sekiller ile gosterilmistir.

Besinci boliimde, {iglincii boliimde analizi yapilan (%,é) acilim metodu

kullanilarak (3+1) boyutlu Zakharov-Kuznetsov denklemi igin hareket eden dalga

coziimleri elde edilerek bu ¢ézlimlerin ii¢ boyutlu grafikleri sekiller ile gosterilmistir.
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This work was organized into five sections.

In the first section, some basic definitions are given to give information about the

history of solitary waves and solitons.

In the second section, classical solution methods of nonlinear partial differential

equations are given.

In the third section, the analysis of the (%é) expansion method, which is used to
obtain the periodic wave solutions of the nonlinear partial differential equations, is
performed.

In the fourth section, moving wave solutions for the Burgers-Like equation are
obtained by using the (%%) expansion method that is analyzed in the third section and the

two and three dimensional graphics of these solutions are shown in figures.

In the fifth section, moving wave solutions for the (3 + 1) -dimensional Zakharov-

!

Kuznetsov equation are obtained by using the (%%) expansion method analyzed in the

third section and the three-dimensional graphs of these solutions are shown in figures.
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1. GIRIS

Lineer denklemler farkli olaylar1 tanimlamak icin yillardir kullanilmaktadir.
Ornegin; Newton, Maxwell ve Schrdinger denklemleri lineer denklemler olup bu
denklemler dis etkenlerin sisteme sadece dogrusal bir etkisini gdz Oniinde bulundururlar.
Ancak birgok sistem lineer degildir. Teorik modellerin ¢ogunlugu giiniimiizde dogrusal
tanimlamalara dayanmaktadir. Dogrusal olmayan yapilar kiigiik miidahaleler ile
diizeltilmektedir. Bu yaklagimin kesin olarak yanlis oldugu bilinmektedir. Dogrusal

yaklagim sistemin bazi temel davraniglarini tam olarak belirtmeyebilir.

Dogrusal olmayan denklemlerin, uyarilmalart degistik¢e niteliksel olarak degisen
esitliklerin ¢oklu kararlilik ve olay ile bir alakasi1 yoktur. Dogrusal bir sistemde iki farkli
sebebin birlikte hareketinin bir etkisi, bireysel olarak bu etkilerin her birinin {ist iiste
eklenmesidir. Ancak dogrusal olmayan sistemlerde iki temel hareketin birbirine eklenmesi,
olusan pargalarin igbirligini yansitan yeni etkilere sebep olabilir. Dogrusal olmayanligi
anlamak i¢in ilk 6nce dogrusalligi anlamak gerekir. Dogrusal dalgalar1 goz oniine alalim.
Genellikle, bir dalga hareketi esnasinda ilerlemesi ile bilinir. Herhangi bir lineer dalganin

karakteristik ozellikleri sunlardir:
i) Dogrusal bir dalganin sekli ve hiz1 genliginden bagimsizdir.
ii) Iki dogrusal dalganin toplam1 yine bir dogrusal dalgadir

iii) Kiigiik genlikli dalgalar dogrusaldir. Sekil 1.1. periyodik dogrusal bir dalgayi

gostermektedir.

Ux - Vi) &

SN SN
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Sekil 1.1. Periyodik dogrusal bir dalga



Yiiksek genlikli dalgalar dogrusal olmayan dalgalar haline gelebilir. Ortamda
hareket eden bir dalganin akibeti ortamin ozellikleri ile belirlenir. Biiylik genlikli
dalgalarin seklinin bozulmasmin dogrusal olmayan sonuglarina ornek olarak tiirbiilans

verilebilir. Ancak bir bagka bozulma kaynagi da dalganin dagilimidir.

Yiiz yildan daha fazla bir siiredir solitary dalgalari tanimlayan matematiksel
denklemler ¢oziilmektedir. Sekil 1.1. den de goriildiigii gibi solitary dalgalar, dagilim ve
dogrusal olmayanligin etkileri arasindaki kiigiik bir denge sayesinde olugmaktadir.
Dogrusal olmayanlik, Sekil 1.2. ' de goriildiigii gibi dagilimi diizlestiren tepeyi dik yapma

egilimindedir.

u(z,t)
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Sekil 1.2. Bir solitary dalga

Solitary dalgalar bu iki tehlike ve yikici kuvvetler arasinda yasar. Buna gore, lineer
olmayanlik ve dagilim arasindaki denge, solitary dalgalarin varligindan sorumludur. Bunun
sonucu olarak son derece kuvvetlidir. Solitary dalgalar ve solitonlar lineer denklemler
kullanilarak tanimlanamaz. Bir su yiizeyindeki yiikselmelerin ve gukurlarin peryodik
olarak tekrarlanmasini temsil eden veya yogunlugun siklagmasi ve seyrelmesini temsil
eden siradan dalgalardan farkli olarak solitonlar, belirli bir hiz ile kendine 6zgii hareket
eden tek yiikseltilerdir. Solitonlarin hareketi ve doniislimii matematiksel fizigin dogrusal
olmayan denklemleri ile tanimlanir. Solitary dalgalarin ve solitonlarin tarihi ¢ok ilgingtir.
Solitary dalgalarin ilk bilimsel gozlemi su ylizeyi iizerinde 1834 yilinda Russell tarafindan

yapilmistir. Russell gozlemini su sekilde agiklamistir:

“Ben c¢ift beygir giiciiyle giden bir botun, dar bir kanaldan gecerken hareketini
gozlemliyordum. Bot aniden durunca kanalda hareketli olan su kiitlesinin botun ug
kisminin etrafinda biriktigini gérdiim. Daha sonra bu su kiitlesi arkaya dogru yayildi.

Biiyilik bir hizla 6ne dogru tek basina bir su dalgasinin meydana geldigini fark ettim. Bu



yuvarlanmis su kiitlesinin hizinin azalmadan ve formunu degistirmeden kanal boyunca
ilerleyisine devam ettigini gérdiim. Onu at sirtinda takip ettim. Ona yetistigim zaman saatte
yaklasik 8-9 mil hizla ilerledigini gordiim. Onu 1-2 mil takip ettikten sonra kanalin
doniisiinde kaybettim. Boylece 1834°tin Agustos ayinda Translasyon Dalgasi olarak
adlandirdigim ilk goriistimii tanitma sansim oldu” [1]. Dikkate deger bu kesif, solitary
dalgalar1 calismak ve fiziksel labaratuar deneylerini yapmak i¢in Russell’i motive etmistir.

Russell, deneysel olarak
c?=g(h+a) (1.1)

iligskisini ortaya ¢ikarmistir. Sekil 1.2.” de goriildigi gibi denklem (1.1)’de c¢ solitary
dalganin hizi, a su yiizeyi tizerinde dalganin genligi, h sonlu bir derinligi ve g yergekimi
ivmesini gostermektedir. Solitary dalgalar bundan dolay1 yergekimi dalgalari olarak da

adlandirlir.

Solitary dalgalari tanimlayan ilk matematiksel denklemler 1895 yilinda formiile
edildi. 1960 yillarina kadar solitary dalgalar gereken ilgiyi gormemistir. Ancak 1965
yilinda Zabusky ve Kruskal [2] solitary dalgalarin birbirleriyle etkilesimini incelemislerdir.
Zabusky ve Kruskal, KDV denklemi igin yaptiklari sayisal ¢alismalar ve bu denklemin
integrallenebilecegini gostermeleri ile solitary dalgalara olan ilgiyi tekrar arttirmislardir.
Ayni yil igerisinde Zabusky ve Kruskal, solitary dalgalarin birbirleriyle etkilesim icinde
oldugunu kesfetmislerdir. Bunlara ilaveten, seklini ve genligini muhafaza eden bu dalgalar
bu etkilesimden ortaya ¢iktigi gozlemlenmistir. Kimliklerini koruyan ve karakterlerini
kiiclik parcalarna aktarabilen solitary dalgalarin kesfi, Zabusky ve Kruskal’t bu solitary
dalgalara solitonlar demek igin cesaretlendirmistir. Bu bilim adamlari, solitonlar
kavramimin dogusuna damgalarini vurmuslardir. 1965 yilindan sonra fark edildi ki, su
yiizeyindeki, nabiz atislarindaki, girdaplardaki, kasirgalardaki ve benzer kategoriye giren
pek cok olaydaki solitary dalgalar aslinda solitonlardir. Sekil 1.3.” te goriildiigii gibi
carpisma esnasinda sekillerini koruyan dalgalara solitonlar denir. Solitonlarin en 6nemli
ozelliklerinden biri bir parcacik gibi davranirlar. Solitonlarin diger 6nemli 6zellikleri

sunlardir:
1) Sekil degistirmezler

i1) Uzayin bir bolgesinde sinirlidirlar.



ii1) Diger solitonlar ile etkilesime girdikten sonra sekillerini muhafaza ederler.

Sekil 1.3. iki soliton etkilesimi

Matematiksel olarak solitonlar ve solitary dalgalar arasinda bir fark vardir. Solitary
dalgalar integrallenemeyen denklemlerin sinirlandirilmis ¢oziimleri iken, solitonlar
integrallenebilen denklemlerin sinirlandirilmis ¢6ziimleridir. Solitonlarin  bir bagka
karakteristik Ozelligi ise, diger solitonlar ile ¢arpistiktan sonra bozulmayan solitary
dalgalardir. Kasirgalar ve girdaplar gibi solitary dalgalar1 dalgalar olarak gz oniine almak
zordur. Bunun sebebi, bu dalgalar bazen soliton—like uyarilmalar1 olarak adlandirilir. Bu

ifadeden kaginmak igin genellikle biitiin durumlarda soliton terimi kullanilir.

1.1.Temel Tamimlar
Bir fonksiyonda sadece bir tane bagimli degisken bulunur. Fonksiyonlar bagimsiz

degiskenlere gore adlandirilir. Bu adlandirma iki farkli sekilde olur.

i)Tek degiskenli fonksiyonlar; sadece bir tane bagimsiz degisken bulunduran
fonksiyonlardir ve genel olarak y = f(x) formatinda karsimiza ¢ikar. Burada X bagimsiz,
y bagiml degiskendir. Bu tek degiskenli fonksiyonun tiirevlerini ihtiva eden diferansiyel
denklemlere adi diferansiyel denklemler denir. Bu adi diferansiyel denklemler asagidaki
ifadelerin

F(x,y,y.y", .. .....,y(”)) =0, M(x,y)dx + N(x,y)dy =0, y' = f(x,y), (1.2)

Seklinde gosterilebilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii mertebesi kadar keyfi sabit

igerir. Bu ¢6ziim bir egri ailesine karsilik gelir.



Cok degiskenli fonksiyonlar: en az iki bagimsiz degisken igeren fonksiyonlara denir.
Genel olarak

z = f(x,y), iki degiskenli
u = f(x,y,z), i¢ degiskenli
fx,y,2z,.... ) = 0, cok degiskenli

Seklinde karsimiza c¢ikar. Cok degiskenli fonksiyonun tiirevini bulunduran

denklemlere ise kismi diferansiyel denklem denir. Genel olarak

f Uy Uy, Uy Uyy Uy o) = 0,

veya (1.3)

ou ou éu o’u f°u ou Su  d'u
F X1y1taul_1_’_a 21 y 2 2 1ecey :0,
ox' oy ot o oxay oyl ot ax

seklin de yazilir. Bu kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii ise mertebesi kadar keyfi
fonksiyon igerir. Bu ¢oziimler ise uzayda bir ylizey ailesi belirtir. Diferansiyel

denklemlerin elde edilisleri ii¢ kisimda toplanabilir:

Problem cebirsel dzelliklerle verilebilir. Ornegin, iginde birbirinden bagimsiz n
tane keyfi sabit igceren cebirsel bir denklem ve diizlemde bir egri ailesini olusturabilir.
Boyle bir egri ailesinin 6gelerinin bazi1 ortak O6zelliklerini bu keyfi sabitlerin verilen
cebirsel denklem ve onun tiirevleri arasinda yok edilmesi ile elde edildigi bilinmektedir.

Bu yok etme isleminin sonunda bir diferansiyel denklem elde edilebilmektedir.

Geometrik ozellikleri ile problemi tanimlayip bu Ozelliklere uyan bir egrinin
bulunmasi da bize bir diferansiyel denklem verir. Bilindigi gibi bir egrinin bir noktadaki

tegetinin egimi o noktadaki tiirevin degeri ile verilmektedir.

Uygulamali bilim dallarinda ise problemin bir matematiksel modeli elde edilerek
olaya veya sisteme karsilik gelen diferansiyel denklem olusturulabilir. Diferansiyel
denklemlerde 6nemli bazi genel tanim ve teoremleri verelim: Bir denklem igerisinde tiirev

bulunduruyorsa bu denkleme diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem sadece

5



bir tek bagimsiz degisken igeriyor ise bu tip denklemlere adi diferansiyel denklem denir ve
genel olarak adi diferansiyel denklem
dy d"ly d?y dy

g Tttt ty=0 4

acik formda veya

F(x, Y, Y9 ....,y(n)) =0, (1.5)
kapali formda gosterilir.

Bir diferansiyel denklemin keyfi sabitlere bagli ¢oziimlerinin kiimesine genel
¢oziim, genel ¢oziimiin her bir 6gesine 6zel ¢ozlim ve bir 6zel ¢oziimiin grafigine de
integral egrisi denir Ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerde genellikle iki keyfi sabit
oldugundan iki ek sart verilmelidir. Eger sartlar bagimsiz degiskenin tek degeri i¢in
fonksiyonun kendisini ve bazi tlirevlerin degerlerinin verilmesi seklinde ise baslangi¢
sartlart, bagimsiz degiskenin secilmis birka¢ degeri i¢in fonksiyonun ya da tiirevinin
degerlerinin verilmesi seklinde ise smir sartlart adini alir. Bir diferansiyel denklemin
baslangic sartlar1 ile incelenmesine baslangic deger problemi, smir sartlart ile

incelenmesine de siir deger problemi denir. (1.5) diferansiyel denklemi

y(xo) =vo, ¥ (o) =y, ¥ (x) = Yuoa (1.6)

baslangig sartlari ile birlikte verilmis ise Denklem 1.5 ve Denklem 1.6 baslangig sartlar
ile birlikte Cauchy problemi olarak bilinir. Benzer sekilde bir diferansiyel denklem bir
veya daha ¢ok degiskenli fonksiyonun tlirevlerini igeriyor ise diferansiyel denkleme kismi

diferansiyel denklem denir ve genel bir kismi diferansiyel denklem

6u+6u+6u+6u+62u+62u+62u+62u 6mu_0
dx dy 09z OJt 0dx%* 0dy? 9z% o9t2 T atm
acik formda veya 1.7)

F(x; v, zt, ux,uy,uz,uxx,uyy,utt,,...,utt....t) =0

kapali formda verilebilir.



Kismi Diferansiyel denklemler:
1. Degiskenlerine ayirma metodu,
2. D’ Alembert Metodu,
3. Riemann Metodu,

gibi klasik metotlar ve diger 6zel metotlar kullanilarak ¢oziim fonksiyonlar1 elde edilebilir.
Elde edilen model denklemin ve bu modelin ¢ézlimlerinin, modele uygun olup olmadigini
Hadamard kurali ile iyi durumlu veya kotii durumlu oldugunu test etmek miimkiindiir.

Modeli olusturan kismi diferansiyel denklem asagidaki;

1)  Coziim mevcut ise o ¢oziim tektir.
i) Baslangi¢c ve sinir sartlarinin uygun sinirlamalar altinda bir ¢6ziimii vardir.

iii) Kararhdir.

sartlar1 sagliyorsa bu modele iyi durumludur, aksi taktirde kotii durumludur denir.
Baslangi¢ veya simir sartlarinda ¢ok kiigiik bir degisme yapildiginda ¢6ziimde ¢ok biiyiik
degisiklikler olmuyorsa sisteme kararlidir, yani; ¢ozliim siirekli olarak baslangi¢ ve sinir
sartlarina  baglidir denir. Diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasinda  kolaylik

sagladigindan,
AUyyx + BUyy, + CU,,, + DU, + EU, + FU+ G =0 (1.8)

seklinde verilen ikinci mertebeden bir genel kismi diferansiyel denklemini ele alalim.
Burada; u, x ve y bagimsiz degiskenlerine bagli bir fonksiyon ve u’nun iki kez tiiretilebilir

oldugunu kabul edelim. A= B? — 4AC diskriminant1 i¢in eger
A> 0, ise denklem hiperbolik
A= 0, ise denklem parabolik
A< 0, ise denklem eliptik

olarak siniflandirilir. Denklem 1.9’un 6zel durumlar igin; titresen zar, titresen ip, uzayda
ses dalgalar, bir iletkendeki elektriksel titresim, gibi fiziksel olaylarin modellenmesinde

sirastyla hiperbolik, parabolik ve eliptik tip denklemler



9%u 2 0%u

Sz ¢ 52T 0, hiperbolik dalga denklemi
ou 2 azu _ . . (e .
2 C oz = 0, parabolik diflizyon denklemi
0%u . 0%u . .
o + 3z 0, Eliptik Laplace denklemi

olarak bilinmektedir. Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢dziimii denklemin mertebesi
kadar keyfi fonksiyona baglidir. Bu nedenle de bir kismi diferansiyel denklemin sonsuz
sayida ¢oziimii olabilir. Modellenen fiziksel probleme uygun olan ¢oziimiin bulunabilmesi
icin, model olusturulurken bazi yardimci sartlar da belirtilmelidir. Bu yardimci sartlar iki
grupta toplayabiliriz. Bu yardimer sartlar baslangic ve sinir sartlari olarak bilinmektedir.
Kismi diferansiyel denklemlerde baslangi¢ sarti adi diferansiyel denklemlerde oldugu
gibidir, bir kismi diferansiyel denklemin tanimlandigi Q uzaysal bdlgesinin S sinirinin n
dis normali boyunca saglanmasi gerecken kosullara sinir sartlart denir. o , f ve g

fonksiyonlar1 S sinir1 tizerinde tanimli fonksiyonlar olmak {izere bu sinir sartlari

Dirichlet sarti:  u =g,

du
Neumann sarti: P 9,

Robin sart1: «< u + BZ—EO =g,

olarak bilinmektedir [3]. Diferansiyel denklemler lineer olup olmadiklarina gore de
siniflandirilir. Eger bir diferansiyel denklem bagimli degisken y nin veya herhangi bir
tirevinin ikinci veya daha biiyiikk dereceden kuvvetlerini igeriyorsa veya y ve y nin
tiirevlerinin ¢arpimini igeriyorsa bu diferansiyel denkleme lineer olmayan diferansiyel
denklem denir. Akigskanlar dinamiginde kullanilan modeller kismi diferansiyel denklemler
ile ifade edildiginden ¢alismamizda kullanacagimiz akigskanlar dinamigindeki bazi 6nemli

kavramlar1 vermemiz yararli olacaktir. Bu kavramlar:

Vizkozluk: Sivi kesme hareketine karst bir direng gosterir ve bu direng vizkozluk adi
verilen i¢ siirtiinme seklindedir. Vizkosite komsu sivi tabakalarmin birbiri {izerinde

kaymalarindan kaynaklanan siirtiinme nedeni ile de ortaya ¢ikar .



Tiirbiilans (Girdap): Vizkoz bir stvinin, komsu tabakalar1 birbiri lizerinden kararli sekilde
akiyorsa kararli akis cizgilerine laminar akig denir. Ancak, oldukca yiiksek hizlardaki
stvinin akisi laminar akistan girdapl akis adi verilen oldukga diizensiz ve rasgele akisa
dontisebilir. Girdaph akista hiz, siviy1 saran ortamin geometrisine ve sivinin vizkositesine
bagli olarak degisir. S6z konusu olan girdapli akimin pek ¢ok 6rnekleri vardir. Tasla dolu
bir dere veya nehirdeki suyun akisi, riizgarli bir havada bacadan yiikselen duman girdap
seklinde olustugu gibi, hiz motorunun suda olusturdugu iz ile ugaklarin ve hareketli

araclarin havada olusturdugu izler girdapli akisa birer 6rnek verilebilir.

Tamm 1. 2.

Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken kendisi veya tiirevleri ile carpim ya da
boliim durumunda ise veya bagimli degisken iistel, trigonometrik ya da logaritmik olarak
bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir tiirevinin derecesi iki ve ikiden biiyiik
ise bu tiir diferansiyel denklemlere lineer olmayan diferansiyel denklem denir. Aksi

durumda lineer denklem denir.

Tanmm 1. 3.
Bir a<X<b araliginda tammli bir ® fonksiyonu a <X <b araliginda bulunan her x

icin taniml ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu
F (X, ®(x), ®(X),..., ®") =0, (1.9)

Ise ® fonksiyonuna Denklem 1.3’iin ¢oziimiidiir denir. Bir adi diferansiyel denklemin
genel ¢Ozliimi, diferansiyel denklemin mertebesi kadar sabit igerir. Coziim
fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik bulunan ¢6ziime de 6zel ¢éziim
denir. Bir adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir

kismi diferansiyel denklemin ¢6zlimii yiizey ailesine karsilik gelir.

Tanim 1. 4.

Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden

S
. _d% . . TR
lineer olan terim @ ve en yliksek mertebeden lineer olmayan terim up[u] ile

de’

verilsin. M dengeleme terimi olmak tizere M +q=Mp+ S(M + r) esitligi yazilabilir



2. KLASIK COZUM YONTEMLERI

Literatiirde ¢ok iyi bilinen Fourier seri metodu, D’Alambert metodu, 6zel metot

olan Fourier-Laplace doniisiim metodu ve metotlara gore nispeten yeni olan lineer olma-

yan diferansiyel denklemlerin hareket eden dalga ¢6ziimleri i¢in bir analitik metot (%, %)

metodunun uygulamasini verecegiz. Bu ¢aligmada 6nce klasik metotlar1 ve (%,%) meto-
dunu basit bir 6rnek tizerinde uygulamalarin1 verecegiz. Ayrica klasik ¢6ziim metotlar ile
¢Ozlim fonksiyonlar arastirilirken karsilasilabilecek zorluklar karmasikliklarin (%, %) me-

todunu kullanilarak daha basitlestirildigini gorecegiz.

Bu durumlart incelemek i¢in hem denklem hem de baslangi¢ ve siir sartlar iyi

durumlu olan;
u, —cu, =0, (2.1)
u(0,t)=0, u(l,t)=0, (2.2)
u(x0) = f(x), U (x0)=g(x), (2.3)

Cauchy problemini goz oniine alalim. Asagidaki kesimlerde oncelikle hangi metot
uygulanacaksa o metodun genel hatlari {izerinde durulacak ve metodun uygulanmasi ise

yukarida verilen Cauchy problemi {izerinde tartigilacaktir.

2.1 Fourier Seri Metodu ( Degiskenlere Ayirma Yontemi)
Degiskenlerine Ayirma yontemi ile bir kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii

arastirilirken, kismi diferansiyel denklemin
u(x, t) = X()T(t), (2.4)

Seklinde bir ¢oziimiin var oldugu kabul edilir ve bu ¢oziimiin gerekli tiirevleri he-
saplanir. Hesaplanan bu tiirevler kismi diferansiyel denklemde yerlerine yazilir ve gerekli
islemler yapildiktan sonra denklem Sturm-Liouville seklinde bir adi diferansiyel denkleme

doniistiiriilerek denklemin ¢6ziimii kolayca bulunabilir [35].

Bu metodun uygulamasi i¢in hiperbolik tipindeki Denklem 2.1 kismi diferansiyel

denklemi ile birlikte Denklem 2.2 baslangi¢ ve sinir sartlarini ele alalim ve Denklem 2.4
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seklinde bir ¢dziimiin var oldugunu kabul edelim. Denklem 2.4’{in ¢6ziimiinii Denklem 2.1

saglamalidir. Bunun i¢in;

u, =X (x)T(t) u, =X (X)T()

N N (2.5)
u, = X(X).T (1) Uy = X (X).T (1),

gerekli tiirevler bulunur ve hesaplanan Denklem 2.5 tiirevleri Denklem 2.1 kismi

diferansiyel denkleminde yerlerine yazilarak
X'T—c?XT =0
buradan da

X eI g veya X LT _g
X T X T

bagintis1 gbz oniine alinip

X —AX =0 veya T —izT =0, (2.6)
c

seklinde X ve T ye bagl adi diferansiyel denklemleri kolayca bulunur. Bu denklemlere

Strum-Liouville denklemleri denir. Elde edilen Denklem 2.6’nin genel ¢6ziimleri sirasiyla
X (x) = Acos(vAX) + Bsin(v/Ax), (2.7)
T(t) = D" cos(v/Act) + E” sin(v/Act), (2.8)

seklinde bulunabilir. Burada A,B,D” ve E’ keyfi sabitlerdir. Ayrica Denklem 2.2

esitlikleri ile verilen u(0,t)=0, u(l,t) =0 smir sartlar1 géz 6niin de bulundurularak

X (0) = X(I) =0, olur. X(0) =0, sart1 altinda A=0 bulunur ve X(X) = Bsin(~v/Al) =0,

seklinde ¢éziim fonksiyonu elde edilebilir. X (I) =0, sarti alindiginda ise Bsin(v/Al) =0,
olur ve burada B #0 olmalidir aksi takdirde asikar ¢6ziim buluruz. Siniis fonksiyonun

¢Ozlimii O olmalidir.

nZﬂ_Z

Jal = I—Z, n=1273,... olmalidir ve buradan

11



n272_2

f =7 n=123,.. (2.9)

n

olur. Buna gore Vne N igin
. Nax
X, (X) =B, Sm(T), (2.10)

fonksiyonu Denklem 2.6’nin, Denklem 2.2 esitligindeki sinir sartin1 saglayan ¢ozimiidiir.

Benzer sekilde Denklem 2.9 degerleri, denklem 2.8’in ¢6ziimiinde kullanilirsa
. nnac « . NaC
T,(t)=D, cos(Tt) +E, sm(Tt), (2.12)

seklinde yazabiliriz. Denklem 2.10 ve 2.11’in ¢oziimleri Denklem 2.4 esitliginde yerlerine

yazilirsa
. nax nzc . nact
U, (x,t) =sin T[D” cos(—=) +E, Sm(l—)} n=123,.. (2.12)
bulunur ve dalga denklemi lineer oldugundan
2, . nzX nzc . nhrct
U(xt)= Zl:sm T|:Dn COS(T) +E, S'n(T)} . (2.13)

seklinde ¢oziim fonksiyonu olur. Ozel olarak Denklem 2.2°nin baslangic ve smir
sartlarinda

c=1 f(x)=sinx, g(x)=0ve | =7
secilirse, Denklem 2.1’in

u(0,t) =0, u(z,t)=0,
u(x,0)=sinx, Uu,(x,0)=0,

baslangi¢ ve sinir sartlari ile ¢oziim fonksiyonunu arastiralim. Denklem 2.13’iin ¢6ziim

fonksiyonunda yukaridaki ifadeler yerlerine yazilirsa

=X .
Ux,t)=>" smT[Dn cos(nt) + E, sin(nx)], (2.14)

1

12



seklinde bulunur ve baglangi¢ sartlar1 goz oniine alinarak

0

U(x,0)=sinx=>" D, sinnx, (2.15)

1
00

U,(x,0)=0=>) D,sinnx, (2.16)

1

seklinde bulunabilir. Denklem 2.15 ve 2.16 esitliklerinde gerekli islemler yapilirsa
D,=1veE, =0

ifadeleri elde edilir. Bu degerler Denklem 2.16’m ¢6ziim fonksiyonunda yerlerine

yazilirsa

U(x,t)=>" sin(nx)cos(nt), (2.17)

1
seklinde ¢6ziim fonksiyonu elde edilmis olur.

2.2. D’alembert Metodu
Bir anlamda 6zel bazi1 denklemlere uygulanabilen D’Alembert metodu sadece
hiperbolik kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilir. Eliptik ve parabolik kismi

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii D’ Alembert metodu ile yapilamamaktadir.

Bu metodun uygulanmasi i¢in hiperbolik tipindeki Denklem 2.1 kismi diferansiyel
denklem ile birlikte Denklem 2.2 baslangi¢ ve sinir sartlari ele alalim ve bu denkleminde
u(x,t) fonksiyonu x degiskenine goére t anindaki dalganin durumu f(x) fonksiyonu

dalganin t=0 zamaninda ki durumu, g(X) ise dalgann ilk hizin1 belirtmektedir.

(2.1) kismi diferansiyel denklemini
LU = DtZU—CZDfU (218)

seklinde kanonik formda yazilir ve Denklem 2.18 ile yazilan ikinci basamaktan sabit
katsayili operatorii carpanlarma ayirarak buradan kismi diferansiyel denklemin

karakteristikleri
§:X+Ct, H=x-—ct (219)

13



seklinde elde edilir. Denklem 2.1’e Denklem (2.19) doéniisiimleri uygulanirsa

o%u 0
o&ou (2.20)

bir hiperbolik diferansiyel denklem elde edilir. ¢ ve ¢ keyfi fonksiyonlar olmak tizere

Denklem 2.20 ile elde edilen diferansiyel denklemin genel ¢oziimii
U(x,t) =gy —cx) + @(y +cx) (2.21)

seklindedir. Denklem 2.21’in ¢6ziimii i¢cin Denklem 2.2 esitliginde verilen baslangig

sartlar1 uygulanirsa,

U (x,0) = f (X) = ¢(x) + o(X) (2.22)
U, (x0) = g(x) =clg (x) + ¢ (x)] (2.23)
esitlikleri bulunur ve Denklem 2.23 esitliginin integralenmesi ile

#+ 90 = [9(D)dr +K (2.2

ifadesi kolayca goriilebilir. Burada x,ve K keyfi sabitlerdir. Denklem 2.22 ve 2.24

esitliklerinin taraf tarafa toplanmasi ile

$09=35 109+ Jar (225
o09=5 105 Jo@dr - (226)

keyfi fonksiyonlari elde edilir. Denklem 2.25 esitliliginden de

X+ct

1 1 K
Plx+ct) =2 F(x+et)+— | g(r)dr+= (2.27)

Xo

ve Denklem 2.26 esitliginden de

14



o00=5 105 Jo@dz - (2.28)

esitlikleri yazilabilir. Ayrica elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

X+ct X—ct

u(x,t)=%[f(x—ct)+f(x+ct)]+2ic{_f g(r)dz - jg(f)df} (2.29)

seklinde genel ¢oziim fonksiyonu bulunur. Denklem 2.29 de elde edilen esitlikte gerekli

cebirsel islemler yapilirsa,

X+ct

u(x.t) :%[f (x—ct) + f(x-ct)]+2iCXjC?(r)dr (2:30)
seklinde bir ¢oziim fonksiyonu bulunur. Céziime Denklem 2.1 seklindeki bir boyutlu dalga
denklemi i¢in verilen Cauchy probleminin D’Alembert ¢oziimiidiir denir. Benzer sekilde
Denklem 2.31 esitlikleri gz oniine aliip Denklem 2.32 baslangic ve sinir sartlari ile
birlikte D’ Alembert metodu ile Denklem 2.1 ¢6ziim fonksiyonunu arastiralim: D’ Alembert
metodu ile elde edilen Denklem 2.30 ¢6ziim fonksiyonunda, érnegin Denklem 2.31 de

verilen baglangic sartlar1 goz Oniine alinarak,
u(x,t) = 1[sin(x —t) +sin(x +1)]
2 (2.31)

seklinde yazilir. Denklem 2.31 ¢oziim fonksiyonunda trigonometrik ozdeslikler

kullanilarak, gerekli islemler yapilirsa,

u(x,t) = sin(x)cos(t) (2.32)

seklinde ¢6ziim fonksiyonu elde edilir.

2.3. Fourier Doniisiim Metodu

Ozel déniisim metotlarindan biri olan Fourier déniisim metodu ile kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii bulunurken karsilasilan karmasik hesaplamalar1 en aza
indirgemek i¢in kullanilan bir doniistim metodudur. Bu doniisiim metodu kullanilarak ele
aliman kismi diferansiyel denklem adi diferansiyel denkleme doniistiiriilerek elde edilen

denklemin genel ¢6ziimii bulunur. Bu genel ¢éziimde baslangic sartlar1 kullanilarak 6zel
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¢oziim elde edilir. Ve bu 06zel ¢oziime ters Fourier doniisiimii uygulanarak kismi

diferansiyel denklemin ¢6ziim fonksiyonu bulunmus olur.

Burada once tek degiskenli ve (#,¢) araliginda siirekli peryodik olan bir f(x)

fonksiyonunu ele alalim bu f(x) fonksiyonun (¢,¢) araliginda Fourier seri agilimi;

f(x)_—° +> (a, cos—+b smn—) (2.33)
n=1
seklinde olur, burada

¢
:_jf(t)cos—dt b, ——jf(t)sin%dt, N=123.. (2.34)
Y,

Denklem 2.34 esitlikleri 2.33 denkleminde yerlerine yazilarak

f(x) = —j f (t)dt +Z j f(t)cos—dtcos j f(t)sm—dtsmn7ﬂx+
=1 ¢ nz
+ > —| f(t)cos—(t — x)dt
;40 (=% (2.35)
seklinde yazilabilir. Ayrica
I (dx¢ed (2.36)
mutlak integrallenebilir ve yakinsak olmak {izere buradan
12| _ <ij|f(t)|dt<iof|f(t)|dt
2 YR T 204 (2.37)
seklinde yazilir. Dikkat edilecek olursa [ — oo i¢in gy, — 0 dir ve
. low
fQ) = limy e, Ty [, f(D)cos( (t — x))dta, = = (2.38)

T
olur, burada a,, .1 — a, = Aa = 7 esitligi alinirsa

f(x) =limy, o Xpeq F(xp)Aq,
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f(@) =", fOcosla(t — 0)]dtf (@) (2:39)

seklinde yazilabilir ve a — f(a) i¢in

f(x)= T f(a)da = TE ]0 f (t) cos|a(t — x)]dt}da, (2.40)

—o0

bulunur. Ayrica

eia(t—x) + e—ia(t—x)

cosa(t—x) = > : (2.41)

seklinde alinabilir ve bu esitlik Denklem 2.40 denkleminde yerine yazilirsa

OB %f{j f (t)eia“*)dt} ; %j“ f (t)eia(”)dt}da

:—J. ]if (t)eiatdteiax da+%I_:[of (t)e—iatdt eiaXdX

= —I _ T f (t)e™dte™ |da + %T:_]if (t)e—iatdt_eiaxdx

[’¢]

:i]g J'f(t)eiatdteiax da"'%ﬂ:zf(t)eiatdt}iaxdx

0[ -

_ 1 % iat —iax T iat iax
== ! _ [O f(t)e dt}e do = ji jm f (t)e dt} dx,
elde edilir. Buradan

F{f(x) } J_ j f (t)e dx,

seklinde tek degiskenli bir fonksiyonun Fourier doniisiimii elde edilir. Elde edilen bu

doniisiimiin tersi ise
FHf@) }= f(x)ij f (k)e™dx,
NpY
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seklinde bulunur. Bu doniisiim ters Fourier donilistimii olarak adlandirilir. Benzer sekilde

iki degiskenli u(x,t) fonksiyonun fourier doniisiimii

0

F {uxt) t=u(k,t)= % [e ™ u(x,tydx (2.42)

—00

seklinde yazilir ve bu doniisiimiin tersi olan Fourier doniistimii ise

o0

u(x,t) = F Hu(k,t) }=%j e Mu(k, t)dt (2.43)

seklinde yazilabilir. Ayrica; u(x,t) fonksiyonun fourier doniisiimii altina tiirevleri alinabilir

ve bu tiirevler

ou . ;
F {& }:(|k)F{u(x,t) }:(|k)u(x,t)

(2.44)

o%u N2 — (ik)?
F{axz }_(lk) Flux, b)) = (ik)?u(xt)

seklinde olup Fourier déniisiimii altinda bir fonksiyonun n inci mertebeden tiirevi ise

F{aaxn“u } = (ik)" Flu(x,t)} = (ik)"u(x,t) (2.45)

seklinde bulunabilir. Fourier doniisiimiiniin en biiylik dezavantaji sabit fonksiyon ve sinx

fonksiyonlariin fourier doniistimiiniin olmamasidir. Ciinkii

F{sinwx} = “sin wxdx (2.46)

L Tei
Vor =,

Denklem 2.46 esitligindeki Riemann anlaminda integralinin olmamasidir. Simdi ise
Denklem 2.1 hiperbolik tipindeki kismi diferansiyel denklemi ve Denklem 2.2 baslangic
sarti altinda Fourier doniisim metodu kullanarak denklemin ¢oziim fonksiyonunu

arayalim. Denklem 2.45 esitliginden
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F {u(xt) J=u(xt) (2.47)

o°u
olacagindan Denklem2.1 diferansiyel denklemindeki 5,2 ifadesinin esitini Denklem
2.45 esitliginden
o%u 20N 2, L A21,2
8)(—2_c (ik)°u=-ck“u (2.48)
denklemi
2
6_121+ c’k’u=0
ot (2.49)

seklinde ikinci mertebeden bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. Bu denklemde, k.c>0

olmak tizere Denklem 2.49 denkleminin

U= Cl (k)e—ikct + C2 (k)eikct (250)

seklinde ¢6zlim fonksiyonu bulunur ve elde edilen bu ¢6ziim fonksiyonunda Denklem?2.2

baslangi¢ sart1 kullanilarak c; (k) vec, (k) ifadelerini bulabiliriz. Buradan da

u(x,0) = f(x) | u(x,0) = %I@e“‘“ f (x)dx
u, (x,0) = g(x) ~ 8Ug<t,0) _ \/;7 Ioe““g(x)dk 5D
baslangic sartlar1 elde edilir. Daha sonra Denklem 2.51 esitlikleri kullanilarak
u(k,0) = c, (k) + ¢, (k) = f (k) (252)
u, (k,0) = —ikec, (k) + ikee, (k) = g(X) (2.53)
sekline getirilir. Denklem 2.52 ile 2.53 denklem sistemi ¢oziiliirse
0.0 =3 £~ 9(x), (250
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c, (k) =% f (k) +ﬁ g(x), (2.55)

ifadeleri bulunur. Bulunan Denklem 2.54 ve 2.55 degerleri Denklem 2.50 ¢6ziim

fonksiyonunda yerlerine yazilirsa

u(xt) :% f(k)[e—ikct 4ol ]+%kcg(x)[eikct _e—ikct]' (2.56)

fonksiyonu elde edilir. Denklem 2.56 ¢6ziim fonksiyonuna gore ters Fourier doniistimii

uygulanir ise

0

f 1{u(x,t)} =u(xt) = %%I f (k)[eik(x’“ + ek ]dk

—0

l 1 0 |k(x ct) e|k(x+ct)
"% 2n - I dk

[f (x—ct)+ f(x+ ct)]+ ke J.g(x)[xjfcza"“fdgjd

X—ct

X+ct

— j f,{ J g(x)e'“dk) (2.57)

xct
H

ifadesi bulunur. Sonug olarak Denklem 2.57 ¢oziim fonksiyonunda gerekli diizenlemeler

yapilirsa

X+ct

u(xt) _—[f(x ct) + f (x+ct)] +1 [a(&)de (2.58)
2,5

¢oziim fonksiyonu bulunur. Bu elde edilen Denklem 2.58 ¢dziimii iyi bilinen D’alembert
metodu ile elde edilen ¢dziim fonksiyonu ile aynidir Burada Denklem 2.1’in u(x,0) =
sinx, u;(x,0) = 0 esitlikleri goz oniine alinip baslangi¢ ve sinir sartlari ile birlikte fourier
donilisiim metodu uygulanirsa denklemin ¢6zlimii bulunabilir. Yani bu ¢6ziim Denklem
2.17°de oldugu gibi Denklem 2.30’daki gibi seri formunda bir ¢6ziim bulunur ve bu
¢Oziimde Denklem 2.32 seklindedir.
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3. LINEER OLMAYAN KISMIi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN HAREKET
EDEN DALGA COZUMLERI ICiN BiR ANALITIK METOT

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler fizik ve matematikte 6nemli bir yere
sahiptir. Bu denklemler fizik, mekanik, biyoloji, kimya ve miihendislik alanlarinda ortaya
¢ikan olaylarin matematiksel modelleridir. Bu denklemlerin genel ¢oziimleri fiziksel
olaylarin karakteri hakkinda arastirmacilara bilgi verir. Kismi diferansiyel denklemlerin
genel ¢oOziimiiniin elde edilmesinde Matlap, Maple ve Mathematica gibi bilgisayar
programlamalarindan faydalanilir. Fiziksel olaylarin dogasini anlamak i¢in pek ¢ok analitik
metot literatiire kazandirilmigtir. Bu metotlarin  bazilari; Béacklund doniistimi [4],
Cole-Hopf dontisiimii [5], Generalized Miura doniisimii [6], Ters sa¢ilma metodu [7],
Darboux doniisiimii [8], Painleve analizi [9], benzerlik indirgeme metodu [10], sine—cosine
metodu [11], ilk integral metodu [12], Ustel fonksiyon metodu [13]. Bu metotlarin yani
sira, keyfi bir adi diferansiyel denklemi géz oniine alinip bu denklemin ¢oziimlerinden
faydalanarak lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiine ulasan pek ¢ok
metot vardir. Bu metotlarin bazilarin1 séyle siralayabiliriz. Genigletilmis Tanh fonksiyon
metot [14], genellestirilmis Tanh fonksiyon metot [15], Jacobi elliptic fonksiyon metot
[16] G'/G agilim metodu Wang [17] tarafindan sunuldu. Guo ve Zhou bu metot iizerinde
calismalar yaparak genisletilmis G'/G a¢ilim metodunu [18] sundular. Daha sonra Lii ve
arkadaslar1 ise gelistirilmis genellestirilmis G'/G agilim metodunu [19] sundular. Ayrica

yeni gelistirilmis 1/G’ ag¢ilim metodunu[20] sundular. Son zamanlarda ise Li ve

!

arkadaslar1 G'/G agilim metodu iizerine baz1 eklemeler yaparak (%,%) acilim metodunu

!

[21] literatiire kazand1rd11ar.(%,%)ac;lhm metodu arastirmacilar tarafindan kullanilarak

bir¢ok denklemlere uygulanmistir [22 - 24].

Bu boliimde kismi diferansiyel denklemlerin hareket dalga c¢oziimlerinin elde
edilmesinde kullanilan ve literatiirde bir¢ok uygulamasi bulunan (%, %) acilim metodunun

analizi yapilacaktir.
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¢ 1 ..
3.1 (E' E) Acilim Metodunun Analizi

Ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem

G"()+AG6(E) = u 3.1)

seklinde yazilir. Burada dncelikle (%,) ve (%) ifadelerinin tiirevlerini alalim

(%) = GGG# = % + (%)2 ve G"(&) = —AG(&) + u yerine yazilirsa

G" _ -du 1, ,G'\o (1)’_0—(;’_ G'1 -
=G +uG+(G) ve () =—F = GGeIdeedlllr.

!

Yukaridaki esitliklerde % = ¢ ve % = 1 denilerek

¢ =—p*+twp—21, P =-¢y (3.2)

denklemleri elde edilir. Denklem 3.2 ile verilen esitlikler kullanilarak Denklem 3.1

denkleminin ¢6ziimii i¢in agagidaki durumlar ortaya ¢ikar.

1)A < 0 olmak tizere
G(§) = Aysinh(V=2&) + Aycosh(V—=1¢) + % (3.3)

BuradaA; ve A, keyfi sabitlerdir. Ayrica

Y2 = s (92 - 2up + 1) (3.4)
yazilir ve burada o = A% — A3 dir.
ii) A > 0 olmak tizere

G(§) = Aysin(§V2A) + Aycos(§V2) + 5 (3.5)
yazilir ve bununla birlikte

Y2 = 5o (2 — 2mp + ) (36)

esitligi vardir ve 0 = A% + A3 dir.
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i) A = 0 olmak tiizere
GE) =28+ AE + 4, (3.7)

yazilir ve bu esitligin yaninda

_ 1
T A%2-2u4
1~ 2UAR

P2 (9* — 21p) (3.8)

esitligi gecerlidir. Simdi ise bu metodun nasil uygulandigini inceleyelim. u = u(x,t)

bilinmeyen bir fonksiyon olmak tizere

Q (W, g, U U, Uggy ) = 0 (3.9)

lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini gbz oniine alalim. Bu denklem i¢in

ulx, t) =u(), E=x-Vt
dontigiimii yapilarak Denklem 3.9
Q'(wu,u".)=0 (3.10)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denkleme indirgenir. Denklem 3.10°un ¢6ziimii ¢

ve 1 polinomlar1 cinsinden

u@ =Y a;p' + X by (3.11)

olarak ifade edilir. Burada a;(i =0,1,...,N) ve b;(i=1,..,N) sayilar1 daha sonra
belirlenecek olan sabit sayilardir. N ise Denklem 3.10 denkleminde en yiiksek mertebeden
tiirev ile en yliksek mertebeden lineer olmayan terimin karsilastirilmasi ile elde edilebilen
pozitif bir dengeleme terimidir. Denklem 3.11 esitligi Denklem 3.2, 3.4 veya 3.8 esitlikleri
ile birlikte Denklem 3.10°da yazilirsa ¢ ve 1 ye bagh bir polinom yazilir. Bu polinomda
@'/ terimlerinin her bir katsaysi sifira esitlenerek a;, b, V, i, A;, A, Ve A igin bir cebirsel
denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Mathematica veya Matlab gibi
bilgisayar programlari yardimiyla ¢oziilerek Denklem 3.1°in Denklem 3.3, 3.5 ve 3.7

denklemleri gibi ¢oziimleri bulunur.
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4. BURGERS DENKLEMININ TARIHCESI

1930’ It yillarin  sonlarma dogru J.M. Burgers (1895-1981) tiirbiilans akisin
fiziksel davramisinin ¢ok Onemli bazi Ozeliklerini elde etmek igin g¢esitli model
denklemlerini inceler [25]. Burgers’in diisiincesi, temel fizigin baz1 dallarin1 yorumlamak
amaciyla, Navier-Stokes denklemlerinin basitlestirilmis hali olan fakat non-lineer
konveksiyon ve lineer difiizyonun temel 6zeliklerini igeren evrimdenklemlerini bulmaktir.
Burgers, c¢ok tlnlii (1939) bir makalesinde aday olabilecek birka¢ denklemi inceler ve

sonunda non-lineer
Up + Ul = VUyy v>0 (4.2)

Difiizyon denklemine dikkatini verir. Denklem 4.1 yari-parabolik bir kismi diferansiyel
denklem olup istatiksel ozelikleri ve Navier-Stokes denklemlerine  yaklastirmalar
hiyerarsisindeki 6nemli rolii nedeniyle fiziksel anlamda hatir1 sayilir bir ilgi kaynag
olmus ve ilk olarak Bateman’nin makalelerin birinde gorilmistiir [26]. Bateman, Denklem
4.1’in iki temel ¢Oziimiinii verdigi makalesinde ayrica bu denklemin iizerinde
calisilmasinin ilging olabilecegini belirtmistir. Denklem 4.1 turbiilansin matematik modeli
olarak Burgers tarafindan kapsamli olarak calisildigi i¢in kendi ismiyle anilagelmistir.
Burgers, turbiilansin degisik yonlerini inceleyerek bir boyutlu sok dalgalari i¢in denklemi
kiiciik bir parametreyle , v ile carpilmis yiiksek basamaktan tiirev kapsadigindan dolayidir
ki Lagerstrom vd [27]. tarafindan Navier-stokes denklemlerine benzedigi vurgulanmistir.
Denklem bir ¢ok alanda model olarak kulanilmigtir.Burgers denklemi,Gaz dinamigi [28]
akustik ve tiirbiilans fenomeni [25] basarili bir sekilde modeller. Denklemin; sok dalga
teorisi ve tirbiilans ilgikisi Cole [32] izotropik katilardaki elastik dalgalarla iliskisi
Goldberg [29] tarafindan verilmistir. Bunlara ek olarak, birbirinden ¢ok farkli alanlarda;
sayilar teorisi Van der Pol [30], 1s1 transferi elastitisitesi vs. ¢esitli uygulamalarina da sikga
rastlanmaktadir. Bu yonleride dikkate alinirsa Bateman’nin mesajinin isabetli oldugu
aciktir. Burges denkleminin ¢oziimleri konveksiyon ve diflizyon arasinda hasas bir dende
sergiler. Dahasi, baslangi¢c degerlerine gore tam ve kesin ¢oziimii bilinen birka¢ non-
lineer kismi diferansiyel denklemden biridir [31], [32]. Burgers denkleminin dikkat ¢ekici

yonlerinden biri u = u(x,t) denkleminin ¢6ziimii ve 0 = 0(x,t) olmak ilizere

u= —217% (4.2)
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Dongiimii ile
0 = VO, (4.3)

Lineer difiizyon(is1) denklemine dontismesidir. Denklem 4.3’in bir ¢ok ¢6ziimii
bilinmektedir. Burgers denklemi ile 1s1 denklemi arasindaki ilskiyi Denklem 4.2
dontigimii gostermekte olup literatiirde Hopf-Cole doniisiimii olarak adlandirilmaktadir.
Hopf-Cole doniisiimii ilk olarak Lagerstrom vd. nin teknik raporlarinda goriilmiis, bu
calisma daha sonrea Cole tarafindan yaymlanmistir. Asagi yukar1 ayni yillarda hebersiz
olarak, Hopf tarafindan da bu doniisiim kesfedilmis , denklemin tam ve agik ¢Oziimii de

makelesinde yer almigtir. Bu doniisiim, Burgers’in benzerlik dontisiimleri;

1 1
u=t:25(z),z={Av)t z x (4.4)
Altinda yaptig1 ¢oziimlerde de goriilmektedir. Burgers denkleminin benzerlik formunun
S(z)’ye gore yari-lineer ad1 diferansiyel denklem Riccati denklemi oldugu Rodin [33] ,[36]
tarafindan gosterilmistir. Chu [34], Shvets ve Melshko [35], tarafindan Hopf-Cole
doniisimiiniin daha genel uygulamalari ele alinmistir. Burgers denkleminin genel ¢oziimii

Hopf [42] tarafindan ~ u(x, 0) = uy(x) baslangic kosulu ile birlikte

1 +00 (x—6)2 1 (6 ' '
o0 0) == [ exp{—=—— = 25 Jo 10(67)d8"}ds (4.5)
olmak tizere
a
u=2 alnq)(x, t) (4.6)

Seklinde vermistir. Cole (1951) ise iinlii makalesinde Denklem 4.1’in sok dalga teorisi ile
iliskisi, Denklem 4.1’in tiirbiilans teorisi ile iliskisi, genel 6zelikler, ve baslangig-deger
probleminin genel ¢6ziimii alt bagliklar altinda Burgers denklemini incelemis ve ¢ozliimiine
ornekler vermistir. Bergers denklemi matematiksel olarak da ilgi ¢ekici 6zeliklere sahiptir.
Denklem 4.1°de v kinematik vizkoziteyi gostermekte olup, denklemin parabolik yapist,
v=0 alindiginda hiperbolik yapiya doniisiir. Daha da ©Onemlisi, parabolik denklemin
¢oziimiiniin 6zelikleri hiperbolik denkleminkinden olduk¢a farklidir. Ornegin; Ozis,
Aksan ve Ozdes [37] Evans ve Abdullah [38] gibi arastirmacilar v’nin cesitli degerleri i¢in
denklemin sayisal ¢oziimlerini elde edip bilinen analitik ¢oziimlerle karsilastirdilar. Ames

ve Nucci [39] akiskan denklemlerin analizini grup yontemiyle incelerken, bu yontemle
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Berger denklemini calistilar ve Abd-el-Malek ve EI-Mansi [40], Vaganan ve Kumaran [41]
ise grup metodunu Denklem 4.1’e uygulamislardir.

4.1. Burgers Benzeri Denklemine (%%) A¢ilim Metodunun Uygulanmasi

!

Bu boliimde, ikinci boliimde analizi yapilan (%,%) acilim metodu kullanilarak

Burgers benzeri denklemi [23] i¢in hareket eden dalga ¢ozlimler elde edilecektir.
Ornek 4.2
Asagida verilen Burgers benzeri denklemini gézoniine alalim.
Up + uy +uu, + %uxx =0, 4.7)
Denklem 4.7°de u(x, t) = u(¢), & = x — Vt doniistimii kullanilirsa 4.7 Denklemi
—Vu' +u +uu' + %u” =0 (4.8)

seklinde bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. 4.8 Denkleminin her iki tarafi bir kez

integrali alinirsa
1 5,1,
—Vu+u+5u tou =0 (4.9)

elde edilir. Burada integral sabiti 6zel olarak sifir alinmistir. Denklem 4.9 esitliginde u’ ile
(u)? terimlerinin dengelenmesiyle dengeleme terimi N = 1 bulunur. Béylece Denklem 4.9

i¢in
u(§) = ap+ a;9(§) + byp(§) (4.10)

Seklinde bir ¢6ziim secebiliriz. Buna goére Denklem 4.10°un ¢oziimii 4.9 Denkleminde

yerine yazilir. Denklem 3.2 ve 3.8 arasindaki esitlikleri de bir arada diisiiniiliir ise

i) A < 0igin
2 2492
a a, A b1
— —ayV — — =0
Gt~V T T30 1 220)
1 by *Au
b1+a0b1 —b1V+§(11,u+m: 0
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1
aq + agaq — alV = 0,_§b1 +a1b1 = O,

2 bi%A

1 1
Tt M T g T (411)

olacak sekilde ag, a;, by ve V sabitlerine bagli bir cebirsel denklem elde edilmis olur. Bu

denklem sistemi Mathematica yardimi ile ¢oziiliir ise

ao=+" ;=1 A% 0, b=+ ym 142y 22520 (412)

elde edilir. Bu degerler Denklem 4.9 esitligi ile birlikte Denklem 4.10 ¢ézim

fonksiyonunda yazilir ise Denklem 4.7’nin ¢6ziimii

u(x,t) =+ NE , 1 A1V=2Cosh(§v=12) + A,v—=2Sinh(§vV-12)
"7 T 2 2\ A,Sinh(§V=1) + A,Cosh(§V=1) +%

N N T 1
T 2V2 (AsSinh(EV=2) + AyCosh(EV-2) + u/2)

seklinde yazilir. Burada o = A2 — A3 ve é=x— (1 + %i)t dir. (4.13)

Eger 0zel olarak Denklem 3.4 ¢oziimiinde A; =0, A, >0 ve u=0 alinirsa
Denklem 4.7

iA,A+V=220Sech[vV—2&]+A,V—-12Tanh[V-21¢]
2A,V2

u(x, t) = (4.14)

seklinde bir ¢ozlime sahip olur. Bu ¢ézlime ait {i¢ boyutlu grafigi Sekil 4.1 ve iki boyutlu
grafigi Sekil.4.2 ile gosterilmistir.
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Qn;).gié “l”i

b) Sanal kisim

a) Reel kisim
Sekil 4.1. Denklem 4.7 ve 4.14%{in ¢dziimiiniin ii¢ boyutlu grafigi (A = 1,0 = —1,4, = 1)

04}

Sekil 4.2. Denklem 4.7 ve 4.14in ¢Oziimiinin iki boyutlu grafigi a) reel kisim b) sanal
kisim(A=1,06=-1,4,=1,x=0)
Eger 6zel olarak A, = 0, A; > 0 ve u = 0 alinirsa Denklem 4.7
iAjA+A1V—22Coth[V-2A&]+V—-2A20Csch[V-A¢€]
(4.15)
2AV2

u(x, t) =

¢ozlimiine sahip olur.

i) A > 0i¢in
2 292
a, a A b1
— —aV — —
R B Taw )
by *Au

1
bl + a0b1 —b1V+ Ealﬂ—m—

aq + agaq _a1V =0
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1
_Ebl + a1b1 = O

b’
2(—p2+ A20)

_%al + %alz + (416)

olacak sekilde ag, a;, by ve V sabitlerine bagli bir cebirsel denklem elde edilmis olur. Bu

denklem sistemi Mathematica yardimi ile ¢oziiliir ise

ao=+"a,=2, 2%0, by =+ ATy o180 4 92520 (417)

elde edilir. Bu degerler Denklem 3.6 esitligi ile birlikte Denklem 4.9 ve 4.10 ¢6ziim

fonksiyonunda yerine yazilir ise Denklem 4.7 nin ¢6ziimii

i_\/z, N 1 AlﬁCos(E\/I) o AZ\/ISin(E\/I)

=1
g0 2 2 Alsin(fﬁ) + AZCOS(E\/I) +%

n J-u2+120 1
=  2va2  (A;Sin(§VA)+AzCos(EVA)+p/2)

(4.18)

seklinde yazilir. Burada o = A2 + A3 ve § =x— (1 + %i)t dir.

Eger 6zel olarak Denklem 4.18 ¢oziiminde A; =0, A, >0 veu =0 alinirsa
Denklem 4.7

u(x, t) = + % — ~ATan(VI§) (4.19)

seklinde bir ¢oziime sahip olur.
Eger 6zel olarak A, = 0, A; > 0 ve u = 0 alinirsa Denklem 4.7 denklemi

iA{A+A; ACOt[VAE]+VAZa Csc[VAE]

u(x,t) = 2A1VA

(4.20)
¢ozlimiine sahip olur.
i) A = 0 i¢in

Qo
a0+ T_a()V:O,
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1 blzli
bl + a0b1 - b1V + _alﬂ -

— =0,
2 A12 — 244

aq + agaq — alV = O,

1
_Ebl + a1b1 = 0,

b2

-1 lg24 007
2 + 2™ + 2(A1%-2421) (4.21)

olacak sekilde ay, a1, b, ve V sabitlerine bagli bir cebirsel denklem elde edilmis olur. Bu

denklem sistemi Mathematica yardimu ile ¢oziiliir ise
a9=0,a, =7, by =+-\/AZ =2, V=1, A2 —=2A,p #0  (4.22)

elde edilir. Bu degerler Denklem 3.7 ve 3.8 esitligi ile birlikte Denklem 4.9 ve 4.10 ¢6ziim

fonksiyonunda yazilir ise Denklem 4.7 nin ¢ézimii

1 _Sw+Ar ) 1 o h 1
utt) =3 (§€2+A1<’+Az) TaVAL T 280 (§€2+A1€+Az) (423)

seklinde yazilir. Burada & = x — ¢t dir. Bu ¢6ziime ait ii¢ boyutlu ve iki boyutlu grafik
Sekil 4.3’ te ile gosterilmistir.

%1
e e

(3]
T

Sekil 4.3. Denklem 4.4 igin Denklem 4.17 ¢6ziimiinin ¢ boyutlu ve iki boyutlu grafigi
(A1=2,A2=1,ﬂ=1)
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5. ZAKHAROV-KUZNETSOV DENKLEMININ TARIRHCESI

(3+1) boyutlu Zakharov-Kuznetsov denklemi, 1974 yilinda V. E. Zakharovand E.
A. Kuznetsov tarafinda kendi isimlerini verdikleri ve literatiirde Zakharov-Kuznetsov
olarak bilinen denklemin her yonde azalabilen ve manyetik alan boyunca yayilabilen diisiik
basing miknatishi ii¢ boyutlu plazma dalgalarini tartismiglardir [42]. Pertiirbasyon teknigi
kullanilarak Zakharov-Kuznetsov denkleminin lineer olmayan tek dalga c¢oziimleri
calisilmis ve bu tek dalga ¢oziimlerinin genlik ve genisligi, manyetik alan ve plazmanin
doniistimii tartisilmistir[43] Zakharov-Kuznetsov denkleminin pozitif potansiyel solitonlari
plazma modelinin iiretmek igin nasil uyarlanabilecegi tartisilmistir [44]. Zakharov-
Kuznetsov denkleminin gii¢ yasasi parametresinin spesifik degerleri i¢in Sok dalgalarinin
veya topolojik solitonlara uygulanisi tartistlmistir [45]. Hareketli dalga denklemlerinin
¢oziimleri i¢in (2 + 1) boyutlu ve (3 + 1) boyutlu Zakharov-Kuznetsov ve Burgers
denklemi i¢in modifiye edilmis bir tan-coth metodu kullanilarak denklemleri ¢6zmek igin
yeni bir degisken kullanilmis ve yeni hareketli dalga ¢oziimleri elde edilmistir [46].
Gelistirilmis Bernoulli denklemi kullanilarak hiperbolik fonksiyon ¢dziimleri ve hareketli
dalga ¢oziimleri elde edilmistir. [47] Dogrusal olmayan denklemlerin, hareketli dalga
¢ozlimleri, ZK-BBM denklemleri kullanilarak ¢oziimler sunulmustur. [48] Zakharov-
Kuznetsov denkleminin periyodik yapilar ve solitonlara uygulanisi ile yeni hareketli dalga
¢oziimleri elde edilmistir.[49] Tek dalga ¢oziimleri bulmak igin degistirilmis ve
genisletilmis tanh-fonksiyonu (METF) yontemi kullanilmistir [50].
Uygulamali bilimde 6nemli bir yere sahip olan Zakharov-Kuznetsov denklemi bircok
arastirmacinin ¢alisma konusu olmustur bu

Up + QUU + Uy + Uyy + Uy, =0, (5.1)

denklemidir.

5.1. Zakharov-Kuznetsov Denklemine (%%) Acilim Metodunun Uygulanmasi

(3+1) boyutlu Zakharov-Kuznetsov denkleminin trigonometrik, hiperbolik ve
rasyonel fonksiyonlar iceren yeni yiiriiyen dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Yiiriiyen dalga
¢ozlimlerinde bulunan sabitlere 6zel degerler verilerek ¢6zliim fonksiyonlarmin grafiklerini

sunulmustur.
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Ornek 2.
Bu boliimde
U + QUUY + Uy + Uyy H U, =0,

Denklem (5.1) ile verilen dogrusal olmayan (3 + 1)-boyutlu ZK denklemini g6z Oniine
alalim. Burada X, Y, z {i¢ uzaysal boyut ve t zaman boyutudur. Burada v sabit olmak (5.1)

denkleminde u(x,t) = u(¢), ¢ = x +y + z — v t doniigiimii kullanilirsa
—vu' +auu' +3u”" =0 (5.2)

seklinde bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. Denklem 5.2°nin her iki tarafi bir kez

integre edilirse
c—vu+%u2+3u’ =0 (5.3)

elde edilir. Burada c integrasyon sabitidir. Denklem 5.3’te en yiiksek mertebeden tiirev u'’
ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan (u)? terimi ile karsilastirilmas: ile elde
edilebilen pozitif dengeleme terimi N = 1 bulunur. Bu dengeleme terimi yerine yazilirsa

Denklem 5.3 i¢in

u(é) = ap + a;9(&) + b1P($) (5.4)

seklinde bir ¢6ziim segebiliriz. Bu ¢6ziim fonksiyonlari A nin durumuna gore incelersek

1) A < 0 i¢in Denklem 5.4 esitligi Denklem 5.3’te yerlerine yazilir ve Denklem 3.1, 3.2 ve
3.4 esitlikleri dikkate alinarak bir cebirsel denklem elde edilir. Metodun isleyisi geregi
¢/ (i =0,1,..,N)(j = 1, ..., N) terimlerinin her bir katsayis1 sifira esitlenerek

sabit terim c—vay+ aTa(z, —3a; — #221;) =0,
@(§) igin; —va, + aayga; =0,
9 ()? igin; 30, + 2
Y(&) igin; 3ua, — vbhy + aayb; + :i”:i =0,
(&) Y(§) igin ; —3b, + aa;b; = 0, (5.5)
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sekilde 0 = cZ — cZ olmak iizere ag,a,,b; Ve v sabitlerine bagli bir cebirsel denklem
sistemi elde edilmis olur. Denklem 5.5 sistemi paket programlama dili Mathematica 11

yardimut ile ¢oziiliir ise

1. Durum:
ap=—2 g =2 g =Y o 2ea—9h,  (56)

elde edilir. (5.6)esitlikleri (5.4) ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve

E=x+y+z+V2ca—91t

olmak iizere (5.1) denkleminin yiiriiyen dalga ¢6ziim fonksiyonu

ulx,y, zt) =

V2cx—91 _ 3 —0A%2—u?
« ocx/I(%+clcosh[($)\/—_A]+cz sin h[(§)V-2

3(c2 V=2 cosh[(E)V-2]+c1vV-Asinh[(E)V-1])
oc(%+c1\/—_l cos h[()V=2A|+c2sinh[(E)V-1] ’

]+

(5.7)

elde edilmis olur. Denklem 5.7 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢Oziim grafigi asagidaki Sekil 5.1 gibi verilir.

a) reel kisim b) sanal kisim
Sekil 5.1. u(x, y, z)denklem igin 5.7 Denklem ¢oziimiiniin bazi degerler i¢in ii¢ boyutlu grafigi

(y = 0,373, z = 0,574,c = 20,667, x= 1,317,1 = —1,317, u = 4,633, ¢, = 6,455, ¢, = 4,674)
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2. Durum:

VZca—=91 3 3\ —u2-22 Ao

elde edilir. Denklem 5.8 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve
E=x+y+z—V2ca—91t

Olmak {izere Denklem 5.1’in ¢6ziim fonksiyonu

a(xy. 2. - Y2229 _ N .
“ aﬁ(j+cl cosh [5«/—_&}02 sinh [fJ—_/i]j
3(02J—_/1003h [5\/—_/1] +¢,N/—A sinh [5\/—_/1})
a(gwlcosh [5\/—_&}+czsinh[§\/—_ﬂ}j |

(5.9)

elde edilmis olur. Denklem 5.9 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢Oziim grafigi asagidaki Sekil 5.2 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.2. u(x,y, z) denklemi i¢in Denklem 5.9 ¢6ziimiiniin baz1 degerler igin t¢hoyutlu grafigi

(y = 0,41,z = 0,239, c = 20,7, = 1,388, 1 = —1,82, u = 4,626,¢, = 6,381, ¢, = 4,414)
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3. Durum:

= A R ey (5.10)

elde edilir. Denklem 5.10 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve

E=x+y+z+V2ca—9¢t
Olmak tizere Denklem 5.1’in ¢6ziim fonksiyonu
J2ca =97 NI .
m@u 6, cosh Ex7 |+ ¢,sinh [gm}j
3(e o[£ ] o T[T
[ 4+, cosn[ 6] e, sinn [ 67|

u(x,y,z,t)=-—

(5.11)

elde edilmis olur. Denklem 5.11 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢cozlim grafigi asagidaki Sekil 5.3 gibi verilebilir.

Mgy A
B, WV Ie X

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.3. u(x, y, z) denklemi i¢in 5.11 denklem bazi degerleri i¢in ti¢ boyutlu grafigi

(y = 0,277,z = 0,663,c = 20,492 ,c= 1,715 ,1 = —1,303, u = 4,529, ¢, = 6,6711,¢c, = 4,351,)

4. Durum:
g = \/Zcz—9/'l, a, = % , b, = 3—"_‘52\/;20 , v =+2ca — 91, (5.12)

elde edilir. Denklem 5.12 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve
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E=x+y+z—V2ca—91t
Olmak tizere Denklem 5.1’in ¢6ziim fonksiyonu
J2ca—-92 N 3«/—6&2 —uf N
@ aﬁ(j+clcosh [5\/3}%2 sinh[gxl—_/ln
3(02 —J cosh [ﬁx/—_ﬂ +¢,v/—Asinh [fﬁ])
a(f{Jrclcosh [5\/—_/1]+czsinh[§«/—_ﬂ]j

u(x,y,zt)=

(5.13)

elde edilmis olur. Denklem 5.13 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢oziim Grafigi asagidaki Sekil 5.4 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.4. u(x, y, z), denklemi igin 5.13 denklem ¢6ziimiiniin bazi1 degerler i¢in ti¢ boyutlu grafigi
y = 0,296887,z = 0,518761, c = 20,425, x= 1,49376,1 = —1,49376, u = 4,61564,

¢ = 6,70626,c, = 4,70626,)

i) 1> 0 i¢in Denklem 5.4 esitligi Denklem 5.3’te yerlerine yazilir ve Denklem 3.1, 3.2
ve 3.6 esitlikleri dikkate alinarak bir cebirsel denklem elde edilir. Metodun isleyisi geregi
¢/ (i =0,1,..,N)(j = 1, ..., N) terimlerinin her bir katsayis1 sifira esitlenerek

N _ aag _ __aAht
sabit terim ¢ —vag+—=—3da; - o =0,
@(&) icin; —va, + aaga, =0,

2 i . _ aai _ad’bi
(&) igin; 3a; + 2 2(u2+12g) '
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al b?

Y(&) icin; 3ua, — vby + aagb; + v

=0,

(&) (&) igin; —3b; + aa;b, =0, (5.14)

Sekilde o = c? + ¢2 olmak iizerea,, a;, b; Ve Vsabitlerine bagli bir cebirsel denklem elde
edilmis olur. Denklem 5.14 denklem sistemi paket programlama dili Mathematica 11

yardimut ile ¢oziiliir ise

1. Durum:
ag = — ZCZ_QA, a, = % , b1 = —#, v =—2ca — 9),, (515)

elde edilir. Denklem 5.15 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve

E=x+y+z+V2ca—91t

olmak tizere Denklem 5.1’in ¢6ziim fonksiyonu

u(x, y,z,t):—“’zca_g/i B 3»\/0%2—;12 N
aﬁ(f{Jrcl cos[ﬁx/ﬂ +¢,sin [fﬁD

S(CZﬁcos[gx/ﬂ —c,\JAsin [gx/ﬂ)

a[j+cl cos[é\/ﬂwz sin [fﬁD |

(5.16)

elde edilmis olur. Denklem 5.16 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢Oziim grafigi asagidaki Sekil 5.5 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.5. u(x, y, z)denklemi igin 5.16 denklem ¢6ziimiiniin baz1 degerler igin {i¢ boyutlu grafigi (v =
0,492,z = 0,451,c = 20,388, «= 1,005,141 = 4,671, u = 4,05,¢; = 6,685,c, = 5,381)
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2. Durum:

4 = WZ_%, aw=3 b= _3_w, v = J2ca — 92, (5.17)

elde edilir. Denklem 5.17 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve
E=x+y+z—V2ca—-91t

olmak tizere Denklem 5.1’in ¢6ziim fonksiyonu

u(x, y, z,t) = J2ca -94 B 3«/0-/12 — 1 .
aﬁ(§+qcos[§ﬁ}+czsin[§ﬁ}j

3(cNAcos| &7 |- asin[ £47])
a(ngcl cos[fﬁ}cz sin[fﬁD ’

(5.18)

elde edilmis olur. Denklem 5.18 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu
¢cozlim grafigi asagidaki Sekil 5.6 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.6. u(x, y, z) denklemi igin 5.18 denklem ¢6ziimiiniin baz1 degerler i¢in {i¢ boyutlu grafigi vy =
0,396888, z = 0,986013, ¢ = 20,4344, x= 1,57339,1 = 4,70364, u = 4,69726,c, = 6,73413, ¢, =
5,08576)

3. Durum
qp=— g =2 p MY o V2@ -9k, (519)
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elde edilir. Denklem 5.19 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve

E=x+y+z+V2ca—91t

olmak tizere Denklem 5.1’in ¢6ziim fonksiyonu

N2ca—-94 N 3«}0'/12 —uf N
v aﬁ(gwl cos[fx/ﬂ_b}czsin[gﬁ])

3(cNAcos| &7 |- casin[ £47])
a(§+c1 cos[cf\/z}cz sin[cf\/ﬂj |

u(x,y,z,t)=-

(5.20)

elde edilmis olur. Denklem 5.20 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢cozlim grafigi asagidaki Sekil 5.7 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.7. u(x,y, z) denklemi i¢in 5.20 denklem ¢6ziimiiniin bazi degerler igin {i¢ boyutlu grafigi

(y = 0,286631,z = 0,254258,¢c = 20,181, x= 1,37489,1 = 4,73738, u = 4,59364, ¢, = 6,202,

¢, = 5,61826,)
4. Durum
ay = VZcz—9)l’ a, = % ’ b, = 3—\'_52\/;20’ v =+2ca — 94, (5.21)

elde edilir. Denklem 5.21 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve

E=x+y+z—+V2ca—91t olmak iizere Denklem 5.1 denkleminin ¢dziim fonksiyonu
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N2ca-92 N 3«{0‘22 -t N
“ a\/z(f{%lcos[g«/ﬂwz sin[;’\/ﬂj

3(ccos| eV |- Zsin[ &7 )

a[j+cl cos[éﬁ}rcz sin [fﬁ])

u(x,y,zt)=

(5.22)

elde edilmis olur. Denklem 5.22 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu
¢cozlim grafigi asagidaki Sekil 5.8 gibi verilebilir.

111

direts

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.8. u(x, y, z) denklemi i¢in 5.22 denklem ¢4ziimiiniin baz1 degerler i¢in {i¢ boyutlu grafigi
(y =0,765634,z = 0,878142,c = 20,7219, «= 1,83752,4 = 4,85939, u = 4,84064,

¢, = 6,85315,c, = 5,87814)

iii) A = 0 i¢in Denklem 5.4 esitligi Denklem 5.3’te yerlerine yazilir ve denklem 3.1, 3.2,
3.7 ve 3.8 esitlikleri dikkate alinarak bir cebirsel denklem elde edilir. Metodun isleyisi
geregi ¢’/ (i = 0,1,...,N)(j = 1, ..., N) terimlerinin her bir katsays1 sifira esitlenerek

aal

sabit terim c—vay+ - = 0,
p(&) icin; —va, + aaga; =0,
2 i _ aaf ab? _
go(f) ein ; 3a'l + 2 + Z(CZZ—chu) — Y,
e _ __apbi
Y (&) icin; 3ua, — vb; + aayb; Fozen = 0,
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@(&) Y(&) igin; —3b, + aa;b; =0, (5.24)

olacak sekilde ag,aq, b; ve Vsabitlerine bagli bir cebirsel denklem elde edilmis olur.

Denklem 5.24 denklem sistemi paket programlama dili Mathematica 11 yardimu ile ¢oziiliir
ise

1. Durum
NeT 3 3 ’C22—201/.l
a =Txc’ a =-, b, == v =+2ca, (5.25)
elde edilir. Denklem 5.25 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve
§=x+y+z—+2cat olmak iizere Denklem 5.1’in ¢6zlim fonksiyonu
, 34/c ?-2c 3(c
“ a(c1+02§+2§2,u) a(cl+02§+2§2,uj (5.26)

elde edilmis olur. Denklem 5.26 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu
¢cozlim grafigi asagidaki Sekil 5.9 gibi verilebilir.

a) reel kisim

b) sanal kisim

Sekil 5.9. u(x, y, z) denklemi i¢in 5.26 denklem ¢o6ziimiiniin bazi degerler igin ti¢ boyutlu grafigi
(y = 0,434271,z = 0,434271, c = 20,5468 ,x= 1,5749, 1 = 4,48115, u = 4,36865,
¢, = 6,98428,¢, = 5,56865,)
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2. Durum

Nors 3 3 ’c22—2c1u
Gw=-Tm  wm=p  h=-gp—, v=—Vc (5.27)

elde edilir. Denklem 5.27 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve
& =x+y+ z++V2cat olmak iizere Denklem 5.1 denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

2_
u(x,y,z,t):—JE+ 3Jc, ~2c . 3(c, +&u) |
“ o
(04

C1+C2§+;§2”j a(cl+czf+;§2y) (5.28)

elde edilmis olur. Denklem 5.28 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢Oziim grafigi asagidaki Sekil 5.10 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.10. u(x, y, z) denklemi i¢in 5.28 denklem ¢6ziimiiniin bazi degerler iginii¢ boyutlu grafigi

(y = 0,408035,z = 0,548907, c = 20,7893 , 0= 1,07083, u = 4,54555, ¢, = 6,79359, ¢, = 5,01767)

3. Durum
NeT 3 3 ’022—2c1/1
ag = F‘f, a ==, b; = —— v =+2ac, (5.29)

elde edilir. Denklem 5.29 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve
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& =x+y+ z—+2cat olmak iizere Denklem 5.1 denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

2, BJC 2—201,u . 3(c, +<&u)

C1+C2‘§+ 5 ,u) a(cl"'czé"';gzﬂj (5.30)

u(x,y,zt)=

elde edilmis olur. Denklem 5.30 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu

¢cozlim grafigi asagidaki Sekil 5.11 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.11. u(x, y, z) denklemi i¢in 5.30 denklem ¢6ziimiiniin bazi degerler i¢in ii¢ boyutlu grafigi
y =0,219684,z = 0,426374, ¢ = 20,7168, x= 1,98133,1 = 4,24476,u = 4,43229,

¢, = 6,75332, ¢, = 5,3278)

4. Durum
T 3 -3 ,c22—2c1u
ag = _F“C, a, = ;, bl = T; V=V Zaci (531)

elde edilir. Denklem 5.31 esitlikleri Denklem 5.4 ¢6ziim fonksiyonunda yazilir ve
§=x+y+z+V2cat olmak lizere Denklem 5.’in ¢6ziim fonksiyonu

2_
u(x,y,z,t)= \/Z—T— 3\e.’ 20 L 3(eten)

C1+C2§+;§2.U) O{(Cl+02§+;§2'u)1 (5.32)
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elde edilmis olur. Denklem 5.32 ¢6ziim fonksiyonunda sabitlere deger verilerek 3 boyutlu
¢Oziim grafigi asagidaki Sekil 5.12 gibi verilebilir.

a) reel kisim b) sanal kisim

Sekil 5.12. u(x, y, z) denklemi i¢in 5.30 denklem ¢oziimiiniin baz1 degerleri i¢in {i¢ boyutlu grafigi

(y = 0,287412,z = 0,591909, ¢ = 20,9187, x= 1,94734,, u = 4,57481, ¢, = 6,85132, ¢, = 5,09637)
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6. SONUCLAR

Bu calismada (%,%) acilim metodu lineer olmayan Burgers tipi ve (3+1) boyutlu

Zakharov-Kuznetsov denklemlerine uygulanmustir. Bu denklemlerin ¢oziim kiimesi A’ mn
durumlarina gore hiperbolik, trigonometrik ve polinom fonksiyonlar1 seklinde ¢6ziim
fonksiyonlar1 elde edilmistir. Bu denklemin ¢6ziimleri Mathematica paket programi
yardimi ile elde edilen tiim durumlarin kismi diferansiyel denklemi sagladigi goriilmiistiir.
Bu c¢oziimde bulunan sabitlere 6zel degerler verilerek i¢ ve iki boyutlu grafikler
¢izilmistir.

(%’ , %) acilim metodunda bilgisayar lizerinde Mathematica paket programi yardimi
ile sonuglarin hesaplanmasi farkli durumlarin ve katsayilarinin elde edilmesi grafiklerinin
reel ve sanal kisimlarinin olmasi gibi 6nemli bir 6zelige sahiptir. Bu acilim metodu

kullanilarak bir¢ok diferansiyel denklemin yiirliyen dalga ¢6ziimleri elde edilebilir.

Denklem adi diferansiyel denkleme doniistiikten sonra denklemin integrallenebilir
olmasi islem karmasikligini azaltmistir. Acilim metodunun dogasinda var olan (3.1)
denkleminin ¢6ziimleri ' mn durumlarina gore farkli ¢oziimler elde edildiginden kismi

diferansiyel denkleminde bir ¢ok ¢6zlimiiniin elde edilmesine olanak saglamistir.

Sonug olarak kismi diferansiyel denklemlerde matematigin uygulamali alanlarinda

kullanilmak tizere 6zgiin sonuglar elde edilmistir.
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