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OZET

Bu tez c¢alismasinda disipatif lineer olmayan dispersive dalga denkleminin
¢oziimiiniin patlamasi1 olayr incelenmistir. ilk olarak denklemin son halini alana
kadar ge¢irdigi evreler ve bu evrelerle ilgili yapilan calismalar 6zetlenmistir. Bu
calismada kullanilan tanim, teorem ve esitsizlikler verilmistir. Daha sonra lineer
olmayan dispersive dalga denkleminin ¢éziimiiniin patlamasi i¢in gerekli olan bazi
kosullar verilmis ve bu kosullar karsilastirilmistir. Son olarak ise lineer olmayan
dispersive dalga denkleminin disipatif hali ele alinmis ve bu durum igin bir patlama

kosulu verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Olmayan Dispersive Dalga Denklemi, Cauchy
Problemi, Disipatif Terim, Coziimiin Patlamasi.
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SUMMARY

In this thesis, we have investigated blow-up phenoma for dissipative nonlinear
dispersive wave equation. Firstly, phases that the equation experienced until it was
become final version and the studies related to these phases was summarized. Some
definitions, theorems and inequalities that were used in this study was given. Then
some necessary conditions for blow-up of solution of nonlinear dispersive wave
equation was given and the conditions was compared. Finally, dissipative form of
nonlinear dispersive wave equation was considered and a blow-up condition for this

case was given.

Keywords: Nonlinear Dispersive Wave Equation, Cauchy Problem, Dissipative

Term, Blow-up of the Solution.
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1. GIRIS

1834 yilinda Edinburg sehri yakinlarinda Hermiston'daki Union Canal'da
Iskoc¢ deniz miihendisi John Scott Russell kanal teknelerinin en verimli tasarimini
elde etmek icin deneyler yapiyordu. Bir ¢ift at1 bir tekneye baglamis kanal boyunca
¢ekiyordu. Tekne birden durdugunda Russell teknenin 6n tarafindan ¢ikan ilging bir
dalga farketti. Daha sonra “soliter dalga ¢o6ziimleri ya da soliton ¢6ziimler” olarak
adlandirilacak olan bu dalga gelecek on yil ve yirminci yiizyill boyunca lineer
olmayan diferansiyel denklemler teorisi, hidrodinamik, lineer olmayan optik ve
hesaplamali miihendislikte 6nemli bir rol oynayacakti.

Russel, on yil sonra Bilimin Ilerlemesi icin Britanya Birligi'nin 14.
Bulusmasi'nda (The Fourteenth Meeting of The British Association for the
Advancement of Science) gordiiklerini soyle agikliyor:

“Kanalda suyu devindirecek kadar bir su kiitlesi yoktu. Su siddetli bir galeyan
halinde teknenin 6niine y181ldi ve sonra birden tekneyi arkasinda birakarak ileriye
dogru biiyiik bir hizla yuvarlandi. Goriiniiste formunda ve hizinin diisiikliigiinde bir
degisim olmadan kanal boyunca yoluna devam etti. Atin {istiinde onu takip ettim ve
onu yakaladigimda birkag¢ otuz feet uzunlugu ve bir, bir buguk ayak yiiksekligindeki
(30-45 cm yiikseklik ve 9 metreye varan genislik) orjinal seklini koruyarak saatte
sekiz ya da dokuz mil (14 km/h) hizla hala ilerliyordu. Yavas yavas yiiksekligi azald1
ve bir ya da iki millik (2-3 kmlik) bir takipten sonra onu riizgarlarin arasinda
kaybettim.” [1]

Russel'm tekil dalga ya da soliton olarak bilinen 'Doniisiimiin Dalgast'
prensibinin ilk teorik degerlendirmesi 1870'de J. Boussinesq ve L. Rayleigh
tarafindan yapildi [2]. S1g su dalgalarinin ilk matematiksel modeli ¢ok daha sonra,
1895'de, Hollandali iki matematik¢i D. J. Korteweg ve G. de Vries tarafindan
yapildi. Bu model s1g bir su tabakasinin serbest yiizeyinde su dalgalarinin tek yonlii
hareketini veren bir denklemdir. Bu denklem Korteweg de Vries (KdV) denklemi
olarak adlandirilir [3].

u(x,t) fonksiyonu, t zamaninda x konumundaki dalganin yiiksekligini ifade

eden fonksiyon olmak iizere KdV denlemi

u, +uu, +u, =0, t>0, xeR (1.1)



bigiminde yazilmistir. KdV denkleminin ¢ sabit hiziyla hareket eden gezen dalga

¢Oziimii
u(x,t)= f (&)= f (x—ct) (1.2)

bi¢imindedir. Genel olarak bir kismi diferansiyel denklemin (1.2) formundaki

¢Ozlimiine gezen dalga ¢oziimii denir. KdV denkeminin gezen dalga ¢oziimiinii

bulmak i¢in f fonksiyonunu (1.1)’de yerine yazarsak of +[% fzj +f =0 adi

diferansiyel denklemi elde edilir. f ’nin ve tiirevlerinin *00’da sifir oldugunu goz

C C
oniine alirsak bu adi diferansiyel denklemin ¢ozimii f =Esech2(7§) olarak

bulunur. Dolayisiyla keyfi ¢ # Osayis1 i¢in KdV denkleminin gezen dalga ¢oziimleri

45

u(xt) = %csechz[7C (x—ct)] (13)

olarak bulunur.

Ilerleyen yillarda bir siire yeni sonug elde edilememistir. Bu duragan siiregten
sonra 1965 yilinda N. J. Zabusky ve M. D. Kruskal sabit bir hizla hareket ederken
carpisan, carpistiktan sonra hizlarini ve sekillerini koruyan tekil dalgalar
gozlemlemislerdir ve bu tekil dalgalara ““soliton” adin1 vermislerdir [4].

1972 yilina gelindiginde KdV denklemi B. Benjamin, J. L. Bona ve J. J.
Mahony tarafindan gelistirilerek Benjamin-Bona-Mahony (BBM) ya da diizenli uzun

dalga denklemi olarak adlandirilan
u,+u,+uu, -u, =0, t>0, xeR (1.4)

denklemi seklinde yeniden yazilmistir. Bu denklemin ¢oziimiiniin tekligi ve
kararlilig1 ispatlanmistir [5]. BBM denkleminin KdV denkleminden en 6nemli farki

BBM denkleminin tekil dalga ¢éziimlerinin solitonlar olmamasidir [6].



Sig sulardaki dalgalar {izerine ¢aligmalar yapanlardan biri de B.
Fuchssteiner'dir. 1981 yilinda B. Fuchssteiner KdV denkleminin bi-Hamiltion yapisi
tizerine 6nemli ¢alismalar yapmustir [7].

1990' yillarda R. Camassa ve D. D. Holm s1g sularda olusan tekil dalgalarin
hareketlerini agiklayan yeni bir model gelistirmiglerdir. Camassa-Holm denklemi

olarak adlandirilan bu denklem
u, +2ku -u, +3uu, =2uu +uu, t>0, xeR (1.5)

seklinde verilmistir. Burada k katsayist pozitif bir sayidir ve denklemin dispersive
katsayisi olarak tanimlanir [8], [9].

Ilerleyen yillarda R. Camassa, D. Holm ve J. Hyman, BBM ile KdV
denklemini, (1.5) denklemiyle karsilastirarak Camassa-Holm denkleminin bu
denklemlerden farklarmi soyle tespit etmislerdir: Camassa-Holm denkleminin tekil
dalga ¢oziimleri zirveli solitonlara, kirilan dalgalara ve diizenli dalgalara sahiptirler
[9], [16]. Camassa-Holm denkleminin tekil dalgalari zirve noktasina sahiptir ayrica
tekil dalga ¢oziimleri kararlidir ve bu ¢ézlimler diizgiin solitonlardir [9], [10], [11].

Camassa-Holm denklemi bi-Hamiltion yapiya sahiptir [7] ve tamamen
integrallenebilirdir [9], [12]. Camassa-Holm denkleminin bi-Hamilton yapisi
hakkindaki en kapsamli ¢alismay1 1997 yilinda A. Constantin yapmistir [13].

A. Constantin ve J. Escher baslangi¢ kosulunun genis bir smifi igin (1.5)
denkleminin Cauchy problemini ele alarak global ¢6ziimiin varligini arastirmislar ve
yeni sonuglar elde etmislerdir. Ayrica zayif ¢oziimiin varligin1 da gostermislerdir
[14], [15]. Bunun yanisira Camassa-Holm denkleminin tekil dalga ¢dziimlerinin
varlig1 ve bazi yeni sonuglar [17] - [20] makalelerinde verilmistir.

2000 yilina gelindiginde A. A. Himonas ve G. Misiolek verilen Camassa-Holm
denkleminin bir modifikasyonu olan 5. dereceden Camassa-Holm denkleminin
periyodik Cauchy problemini

Uy = Uy, +U,, +3UU, —2u,U,, —Uu,, —U,.. =0
{u(O, X)=p(X), teR, xeT (16)

ele almiglardir. Bu problem i¢in yerel ¢oziimiin varligini ve tekligini ispatlamiglardir

[21].



2000-2002 yillart arasinda Y. A. Li, P. J. Olver ve G. Misiolek s > 3/2 olmak
tizere H*® Sobolev uzayinda integrallenebilir lineer olmayan dispersive model dalga
denklemini

U, —Vu,, =au, + pu, +3yuu, —yv(uu,, +2uu,) (1.7)

XXX

ele alarak yerel ¢oziimiin varligini ve tekligini ispatlamislardir [22]- [24]. Burada o,
B, y ve v sabit sayilardir.

Ele alinan denklemlerden biri de lineer dispersive KdV denklemi ile lineer
olmayan dispersive Camassa-Holm denkleminin kombinasyonu olan Dullin-
Gottwald-Holm (DGH) denklemidir.

U —a’U,, +2au, +3uU +yu  =a’(2uu, +uu_), t>0,xeR (1.8)

Burada «® ve )// C, sabitleri uzunluk Sl¢eginin karesidir. C, :\/ﬁ >0 (c,=2w)
durgun s1g sulardaki suyun hizidir. h ortalama su derinligi ve g=9.8 m/s? yer ¢ekimi
ivmesidir. Bu denklem L. Tian, G. Gui, Y. Liu ve Y. Zhou tarafindan [25], [26]
makalelerinde, bu denklemin zayif disipatif hali ise E. Novruzov tarafindan [27]
makalesinde ¢alisilmistir.

2004 yilindan itibaren iizerinde ¢alisilan bir diger denklem ise Camassa-Holm
ve DGH denklemlerinin daha genel hali olan ve lineer olmayan dispersive dalga

denklemi olarak adlandirilan

b=ty +1f @, ~[F W), {g(u) = (u)uf} 0 w9)

X

2

. u 2
denklemidir. Bu denklemde f(U)=7 ve Q(U)=ku+u® olarak alimirsa (1.9)

denklemi Camassa-Holm denklemine doniisiir. Bu denklemle ilgili yapilan

2
u _
caligmalar yukarida ayrintili olarak verilmistir. f(u)=y 7 : g(u) = 377/“2

doniistimiiyle Dai tarafindan [28]-[30]'da calisilan hiperelastik rod dalga denklemi,



2
f(u)= VUE doniistimiiyle de Coclite, Holden, and Karlsen tarafindan [31], [32]'de
calisilan genellestirilmis hiperelastik rod dalga denklemi elde edilir.

2006 yilinda H. Holden ve X. Raynaud (1.9) denkleminin Cauchy problemini
ele almiglar. Bu problem ic¢in global ¢oziimiin varligin1 gostermislerdir. Ayrica
problemin H!(R) den olan bir baslangi¢ kosulu i¢in iyi tanimli (well-posed) oldugunu
ve ¢Oziimiin enerjiyi korudugunu ispatlamiglardir. Problemin stabilligi ise baslangig
degeri ile f ve g fonksiyonlarina gére kanitlanmistir [33].

Bu ¢alismalarin énemli bir kism1 da ¢dziimiin patlamasiyla ilgilidir. ilk olarak
1960'lar da N. Semenov'un “zincir reaksiyon teorisi” ile ortaya ¢ikan bu konuyla
ilgili ilk ¢alismalar parabolik tipli denklemler igin yapilmistir [34]- [37]. Ilerleyen
yillarda 6zellikle 1998-2013 yillart arasinda ise Camassa-Holm denklemi ve onun
farklt modelleri (dispersive, dispersive olmayan, zayif disipatif, DGH ) i¢in ¢6ziimiin
patlamasi olay1 incelenmistir.

A. Constantin, J. Escher ve L. Molinet (1.5) denkleminin Cauchy probleminin

¢Oziimiiniin sonlu zamanda patlamasi lizerine arasgtirmalar yapmislardir [14], [16]

[53]. [16] makalesinde ¢éziimiin U, (X) tek fonksiyon olmak iizere u, € H*(IR)ve

U,(0) <0 kosullar: altinda patladig1 gosterilmistir.
L. Brandolese [38] deki makalesinde
u,-u, +3uu, =y(2uu,+uu,), t>0 xeR (1.10)

xxt

hiperelastic rod dalga denklemi i¢in 1<y<4 durumunda bir patlama kriteri vermistir.
Aynmi yil, bu kez L. Brandolose ve M. F. Cortez [39] makalesinde (1.9)

denklemini ele almiglardir ve bu ¢alismalarinda [42]'deki patlama Kriterini

basitlestirmislerdir. [39]'daki patlama kriteri, daha once [8], [15], [22], [40]-[44]

makalelerinde verilen patlama kriterlerinden farkli olarak, reel eksende tek bir xo
noktasi i¢in U, (X,) ve ulo(xo) degerlerine bagli olarak verilmistir. Diger bir deyisle
[42]'de kullanilan ||u0||Hl gibi norm hesaplamalar1 kullanilmamistir. Ayrica

potansiyelin (y=u, —u,,,) isareti iizerine bir kosul koyulmamistir. Bu tip patlama

kosuluna uzaya gore yerel (local-in-space) kosul denir.



2017 wyilinda E. Novruzov, L. Brandolose ve M. F. Cortez’in [39]

makalesindeki patlama Kriterini ulo(xo) icin verilen st sinir1 genisleterek
kesinlestirmistir [45].

Simdiye kadar ele alinan denklemlerin zay1f disipatif durumlari i¢in de patlama
olayr incelenmistir. Ornegin (1.9) denkleminin 6zel bir hali olan zayif disipatif
Camassa-Holm denklemi

U, —U,, +3uu, +Au-u,)=2uu, +3uu,, t>0 xeR (1.11)

XXX 1

Ozel olarak ele alinmistir. S. Wu ve Z. Yin bu denklemin Cauchy probleminin
¢Ozimiiniin, potansiyelin isaretine bagli olarak sonlu zamanda patladigini
gostermislerdir [46]-[49]. Z. Guo [46]'deki patlama kriterini iyilestirmis ve yayillma
hiz1 i¢in yeterli kosullar vermistir [50]. Zayif disipatif Camassa-Holm denkleminin
patlama olay1 diger calismalardan farkli olarak belli bir integral kosulu altinda E.
Novruzov tarafindan da [51] makalesinde incelenmistir.
(1.9) denkleminin bir diger 6zel bir hali olan keyfi dispersiyon katsayili,
disipatif Camassa-Holm denkleminin
U, —U,, +kUu-u,)+3u, +A(u-u,)=2uu +3uu,,t>0,6 xeR (1.12)

Xxt XXX !
kompakt destekli baslangi¢c degere sahip olan Cauchy problemi ise E. Novruzov ve
A. Hagverdiyev tarafindan incelenmistir. Bu problem i¢in ¢dziimiin sonlu zamanda
patlamasini garanti edecek bir kosul elde edilmistir [52].

Bu tez c¢alismasi ii¢ ana bolimden olusmaktadir: Birinci boliimde, lineer

olmayan dispersive dalga denkleminin Cauchy problemi

1.n 2| _
u, —u, +[ )], ~[f )], +[Q(U)+§ f (U, } =0 (1.13)

u(0, x) =u,(x), t>0 xeR

ele alimmistir. L. Brandolese ve M. F. Cortez'in [39] makalesinde bu problem i¢in

verdikleri patlama kosul incelenmistir.



Ikinci bolimde E. Novruzov'un [45] makalesi ele alimmistir. Bu makalede
(1.13) problemi igin verilen patlama kosulu incelenmistir. Ayrica bu kosul [39] daki
patlama kosuluyla karsilastirilmistir.

Ugiincii  boliimde ise disipatif terimli lineer olmayan dispersive dalga

denkleminin Cauchy problemi

1.~ 2 _ _
ut—um+[f(u)]x—[f(u)]m{g(u)gf (u)u, l”(“ ) =0 (1.14)

u(0, x) =u,(x) , t>0,xeR

ele alinmistir. [54] makalesi géz Oniine alinarak verilen ¢ozliimiin uzaya gore yerel
kosul altinda patlamasini garanti eden bir patlama kosulu incelenmistir. Ayrica

baslangi¢ zamaninin normuna bagli bir patlama kosuluna da bakilmistir.



2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, gelecek boliimlerde kullanilacak tanimlar, teoremler,

esitsizlikler verilecektir.

Tanim 2.1: (Cm(Q) uzayr ) Q < R"bir bolge ve m negatif olmayan bir tam say

olsun. Q iizerinde tamimlanmus siirekli ve |a| <m olmak tizere a. mertebeden kismi

tiirevleri (D“¢) stirekli olan tiim ¢ fonksiyonlarmn: iceren vektor uzay C™(Q)ile

gosterilir. Bu vektor uzay: iizerinde asagidaki bigimde bir norm tanimlanmustir [55].

v (@) igin 1§l = D-SUp|#" (X) (2.1)

n=0 XeQ

Tanim 2.2: (Cw(Q) uzayr ) Q < R" bir bélge olsun. Q iizerinde tammli, siirekli ve

sonsuz ( her mertebeden ) siirekli kismi tiireviere sahip fonksiyonlardan olusan
vektor uzay: C*(Q) uzayr ile gosteilir. Yani Cw(Q):ﬂ:ZOCm(Q) gosterimi

saglanir [55].
Tanmm 2.3: ( L°(Q2) uzayr) Q < R" bir bolge ve p > 0bir reel sayr olmak iizere,

[Jue)|® dx <o (2.2)
Q
kosulunu saglayan U.Q—R olciilebilir fonksiyonlarindan olusan vektor uzayt

LP (Q) ile gosterilir. LP (Q) vektor uzayr iizerinde asagidaki bicimde bir norm

tamimlanmistir [55].

1/p
||u||Lp@=[J|u<x>|"dxj 3



Tamm 2.4: ( Esasli Supremum ) Q < R" bir bilge ve u:Q— Ralgiilebilir bir

fonksiyon olsun. Eger Q iizerinde hemen hemen her yerde |u(X)|<K egizsizligini

saglayan bir K pozitif sayisi bulunabiliyorsa u fonksiyonuna € iizerinde esas
siwrlr (essentially bounded) fonksiyon denir. Boyle K 'larin infimumuna da u

fonksiyonunun esasli supremumu denir ve

ess sup|u(x)|=inf {K :Ju(x)| < K, h.h.y.} (2.4)
ile gosterilir [55].

Tamim 2.5: ( L*(Q) uzayr ) Q < R" bir bolge olmak iizere Q iizerinde é6l¢iilebilir ve

hemen hemen her yerde sinirli olan fonksiyonlardan olusan uzaya L*(Q) uzayl

denir. Bu vektor uzayt iizerinde asagidaki bigimde bir norm tanimlanmustir [55].

Ju

()

= esssup|u(x) (2.5)
XeQ

Teorem 2.1: pe [1, OO] icin L*(Q) Banach uzayidir [55].

Tamm 2.6: ( Zayif Tiirev ) Q < R" bir bélge, U,V e Ll,OC(Q)ve a multiindeks olsun.

Eger her $€C; (Q) i¢in

Juprgax = (-1)" [ pudx (2.6)

Q

esitligi saglaniyorsa v fonksiyonuna u fonksiyonunun Q bélgesinde a. mertebeden

zayif tiirevi denir ve D*u =V ile gosterilir [56].

Tanim 2.7: ( Sobolev Uzay1 ) Q < R" bir bolge, 1< p < oo ve k negatif olmayan bir

tam sayt olsun. |a| <K olmak iizere her o multiindeksi icin DU zayif tiirevi var ve



1

L*(Q) uzayma ait olan ue L,OC(Q) fonksiyonlarmin olusturdugu uzaya Sobolev

uzayt denir ve W*" (Q) ile gosterilir. Yani bu uzay

W (Q)={ue L,

()| D'u € 1), 0<|o| < k) (2.7)
seklindedir. Wk’p(Q) uzayr normlu bir lineer uzaydwr ve bu uzay iizerinde

tamimlanmis norm

1< p<oo igin;

LP (2

1/p
pdx} :( > HD“u

1/p
g (2.8)
0<|al<k

||u||wm(g)=[ S [Ipu

0<jaj<k @
ve P=o jcin;

(2.9)

||u||Wk,w(9)= > esssup‘D“u

0<|o|<k xeQ

= > |pu
()S‘a‘gk

(@)
seklindedir [56].

Teorem 2.2: 1< p<oo Ve k=1,2,... olmak iizere Wk (Q) uzayt vizerindeki ||.||Wk,p(9)

normuna gore Banach uzayidir [56].

Teorem 2.3: W*? (Q) uzayt bir Hilbert uzayidir ve H" (Q) ile gosterilir. Bu uzay

iizerindeki i¢ carpim UV €W k2 (Q) olmak iizere

(U)o = 2. [ Du()Dv(x)dx (2.10)

Os\a\sk Q
seklinde tanimlanmustir [56].

Tamim 2.8: X, Y normlu lineer uzay olsunlar. Bu durumda

10



) XY in |fly <C|fy

i) 3C>0, Vf € X icin Lq(Q)C LP(Q)

kosullar: saglanmirsa X uzayr Y uzaywna stirekli gomiiliir denir ve X —Y ile gosterilir

[55].

Teorem 2.4: Q< R"simirli bir bolge olsun. 1< p<q<o igin L'(Q) c L°(Y)

dogrudur. Ayrica U € L*(Q) icin

[ e, <12 (2.11)

£@
esitsizligi saglanir. Dolayisiyla

L'(Q) —» LP(Q) (2.12)
stirekli gomiilmesi gegerlidir [55].

Teorem 2.5: m>1 tamsayt ve 1< p < oo olmak tizere asagidaki siirekli gémiilmeler

gecerlidir.

i) Eg“eri-m>o e L=1.M igin. W™ (R") = LY(R"),
pn qa pn

- o 1 m - o . m n n

i) Eger B-F:O ise vqel[p,w) igin W 'p(]R )c L*(R"),

1 m .
iii) Eger —-—<0 ise W™P(R" L*(R").
) Eger —= (R") = L*(R")

iii) durumunda

11



{ m 1 } —el
p p
n ., L .. n
m———1"'denkigcuk pozitif tamsayz, —eZ
p
ve
s g
p p
olmak iizere
K, — ¢
7/ =
m-1-1 ez
P p
seklinde tammlanirsa
07U, <Cllhyeopey. Vlal<7
ve ayrica
‘D“u(x) - D“u(y)‘ <Clx— y|9 lu LNM(R") , h.hy.,

olur. Dolayisiyla
”u”C’(R“) < Cl”u”Wm-p(n:e”)

saglanwr [57].

le|=»

Tamm 2.9: ( Konvoliisyon) f,ge Ll(R”) ve x € R" olmak tizere

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

12



h(x) = _[ f(x—y)g(y)dy (2.19)

R"

seklinde tamimlanmis olan h(x)eLl(R”) fonksiyonuna f ve @ fonksiyonunun

konvoliisyonu denir ve
h=f =g (2.20)
ile gosterilir [57].

Teorem 2.6: f,g e LI(R”) olsun. f ve O fonksiyonunun konvoliisyonu degisme

ozelligine sahiptir [S7]:
frg=gx*f (2.21)

Tamim 2.10:( Lyi Tammbhilik ) Bir kismi diferansiyel denklem icin verilen bir
problemin tek bir ¢oziimii varsa ve bu ¢oziim baslangi¢c degerlerine siirekli bagliysa

verilen probleme iyi tanimlidir denir [56].

Tamm 2.11: ( Coziimiin Patlamasi ) Bir baslangi¢ sinir deger probleminde QO — R"

acik bolge ve T >0 olmak iizere Qx[0,T) araliginda ¢oziimiin mevcut oldugu tiim

T 'lerin supremumuna ¢oziimiin varlik araligi denir ve Tmax ile gosterilir. Tmax =+00

ise ¢oziim globaldir, T o <+0 ise ¢oziim global degildir ve 0<T ., <+% ise ¢iziim
sonlu bir zamanda patlar [60].
Teorem 2.7: +(1) s >g icin UyeH*(R) ve f,geC”(R) olsun. Bu durumda

T :T(Uo, f,g) biciminde bir T>0 sayisi  ve (1.13) probleminin
C([O,T), H* (R))mCl ([O,T), Hs_l(]R)) swmifindan olan tek bir U ¢oziimii vardir. Bu

coziim asagidaki sabit enerji integraline sahiptir:

13



I ()= J [ () =l 222)

R

Ayrica ¢oziim problemin baslangi¢ degerine stirekli baglhdir. Yani
Uy > (., Uy) 1 H (R) > C([0,T); H* (R)) N C*([0,T); H**(R)) (2.23)

doniigiimii stireklidir.

«(2) (1) deki kosullara ek olarak f (u) >y >0 olsun.
1) (Patlama kosulu ve hizi)
0<T <o sayisi C ([O,T*), H* (R))mCl ([O,T*), H** (R))sszmdan olan U

¢oziimiiniin maksimal zamant olsun. Bu durumda T* <oo olmast igin gerek ve yeter

kosul

liminfu, (t,x) =—o (2.24)

t-T" xeR

olmasidir. Ayrica burada anHEUX(t,X) fonksiyonunun patlama hizi t —T* iken

1
O(T*—tj dir.

i) (Patlama kriteri)

2 mn
e SUB L (V)

g (V)| +lu,
V4

U x) < J45“pv<uoH1 (2.25)
0\"0 '

kosulunu saglayan bir X, € R noktasinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda u

sonlu zamanda patlar ve

2
C,=2 sup \g(v)\+m sup f (v) (2.26)

[<uoll 2 Isluol 2

14



bigiminde verilen C,=C, (||u0||Hl : f,g) icin T°

esitsizligi saglanwr [42].

< 1 Og(\/ﬂ_zu(')(xo)_\/aJ
28 (W 12u,(%)+4C,

15



3. LINEER OLMAYAN DIiSPERSIVE DALGA
DENKLEMI

Bu béliimde (1.13) probleminin ¢dziimiiniin patlamasi 6grenilecektir. Daha
acik bir ifadeyle soylersek, uzaya gore yerel kosul altinda ¢dziimiin sonlu zamanda
patlamas1 gosterilecektir. Bu amac¢ dogrultusunda ilk olarak asagidaki teoremi

verecegiz.

Teorem 3.1: f,geC”(RR) ve s>% icin U, eH*(R) olsun. dyrica f 2y>0

saglansin. Eger asagidaki (1) yada (2) kosullarindan biri saglanirsa (1.13)
probleminin C([O,T*); HS(]R))mCl ([O,T*); Hs_l(R)) swnifindan olan U ¢oziimiiniin

maksimal T* zamani sonludur:

*(1)-dceR dyleki m=g(c) =min,(Q).

-p= /l(g —m) ile verilen ¢:R —» R doniisiimii 0 < K <1 i¢in K -Lipschitz'dir.
v

- Oyle bir x, € R vardir ki

u'o(x0)<—%<\/1+8K2 —1)|u0(x0)—c| (3.1)

saglanir.

*(2) -dc e R odyleki M = g(c) =max,(Q) .

1 . . 1
-y = [=(M-g ile verilen v :R —> R doniisiimii 0<K <— icin K-
~(M-9) 5
Lipschitz'dir.

- Oyle bir X, € R vardir ki

ulo(x0)<—%<1—\/1—8K2)|u0(x0)—c| (3.2)

saglanir.

Ayrica T i¢in asagidaki iist simir degerlendirmesi saglanir:

16



. 4
T°< (3.3)

7/\/4u'0 (%)’ —(\/1i 8K? —1)2 (ug (XO)—C)2

Burada, +8K? terimi (1) kosulu icin pozitif, (2) kosulu icin negatif olarak

secilmelidir.

Kamit 3.1: Oncelikle s icin S>3 secimini yapabiliriz. Gercekten de eger

3/2<s<3 ise ve U, eH*(R) baslangic degeri, (3.1) veya (3.2) formunda bir

kosulu saghyorsa \, baslangi¢ degerine H3(R) swmifindan olan ve bu bahsedilen
kosulu saglayan bir diziyle yaklasabiliriz. Ayrica Teorem 2.1'de hatirlatilan iyi

tamimhilik sonucunu kullanabiliriz. Daha sonra ueC ([O,T*), H 3) NC! ([O,T*), H 2)

cozimiinii dikkate alabiliriz.
Simdi Teorem 3.1'In ispatinda kullanacagimiz asagidaki lemma ve onun

kanitini verecegiz:

Lemma 3.1: ]W ve ]R isaret fonksiyonlart olsun.

(1) f ve g fonksiyonlar: Teorem 3.1'in (1) kosullar: altindayken

(PL,. )% (g<u)+f2<“> 2j>%(g<u) m)+ 2 (3.4)

esitsizligi saglanir. Burada o sayisi,

a=4i2(\/1+8K2 —1) (3.5)

seklindedir.
*(2) f ve g fonksiyonlart Teorem 3.1'in (2) kosullart altindayken

(plw)*[g(un T, ] 2 (g-M)+ (3.6)

17



esitsizligi saglanir. Burada o sayisi,

a:i(l—\/l—us) (3.7)
seklindedir.

—X

L. ve 1 isaret fonksiyonlar: ile kastedilen p(x) = %ex olmak iizere pl,, ==

1
ve pl = Eexgdsterimidir.

Lemma 3.1'in Kanitr: Ilk énce lR fonksiyonunu ele alalim. Teorem 3.1-(1)'de verilen
. 1 .
kosula ~ gore g-m=o0olur.  Ayrica ¢=|—-(g—m) fonksiyonu
Y

diferansiyellenebilirdir ve Lipschitz olma kosulundan dolay: ‘¢"S K saglanir. Bu
esitsizlik diizenlenirse (9)? <4yK?(g—m) esitsizligi elde edilir.

Simdi, P(1) = %/12 —ag'(u)A+b(g(u)—m) kuadratik polinomunu goz dniine
alalim. Burada o ve b sabit sayilardir. P>0 olmasi icin gerek ve yeter kosul
a’(9)? <2yb(g—m) olmasidir. Ayrica P >0 olmasim garanti etmek icin b sabiti
b = 2a?K? seklinde secilmelidir. Tiim ¢ reel sayilar icin P(Ux(f)) >0 esitsizligi ve

f  fonksiyonu icin verilen f (U)>y kosulu kullamlirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir:

(p1R+)*[b(9(U)-m)+ }:%IG( g(uw)-m)+—-* (”) ZJ(é)dé‘

-X

e? iec (ag (W, )(f)df (3.8)

-X

ae?:!;eé g[g(u)-m](f)df

= %(Q(U)- m)(X)- a(pl. )*(gw)-m)(x)

18



Dolayisiyla

(le+)*{(b+a)(g(u)—m)+ f 2(u) fj (g(u) m)(x) (3.9)

bulunur. Burada (3.4) degerlendirmesini elde etmek i¢cin b+a =1 olmalidir. Bu
esitlik 2a’K? +a—1=0 kuadratik denklemine esdegerdir. Bu denklemin reel

koklerinden en biiyiigii alimrsa o i¢in (3.5) degeri elde edilir. Ayrica (3.9)
esitsizliginde pl‘R )*m= mj le =— e§ltllgl kullanilirsa (3.4) degerlendirmesi

elde edilir.

f ve g fonksiyonlart Teorem 3.1-(2) kosullar: altindayken de ayni yol izlenir.
Lipshitsz kosulundan dolay1 (g)° <4yK*(M —q) esitsizligi dogrudur. Dolayisiyla
b=-2a’K? segilerek yine aym P(1) polinomu kullamlabilir. m yerine M

kullanilarak yukaridaki hesaplamalarin aynisi yapilir. (3.6) degerlendirmesini elde
etmek i¢in daha once oldugu  gibi b+a=1 olmaldwr. b yerine yazilirsa

20°K? —a+1=0 denklemi elde edilir. Bu denklemin koklerinin reel olmast icin

0<K<1/ \/§ olmalidir.Bu denklemin reel koklerinden en kiictigii segilerek o icin
(3.9) esitligi ve ayrica (3.6) degerlendirmesi elde edilir.

Diger yandan plm, fonksiyonu i¢in de konvoliisyon degerlendirmesi ayni sekilde

yapilir. Gergekten de Teorem 3.1-(1) kosullart altinda, keyfi bir AeR icin

P(1) = %12 +ag (UA+b ( g(u)— m) >0 polinomu kullanilir. Boylece

(le)*{b(g(u)-mh%uf}%T “o(gw-m)+" (“’ 0} )@

> e? T e (-ag' (W, )(f)df (3.10)

=29 -m)()-atp 1, )*(2w)-m) ()
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esitsizligi elde edilir ve islemler onceki durumda oldugu gibi devam ettirilir. m

Teorem 3.1'in Kamiti: Ilk olarak (1.9) denklemini lokal olmayan formda yazacagiz:

ut+fl(U)Uﬁ@D{Q(UH%uf} =0, t>0,xeR (3.11)

Burada p(x):%e_‘x‘ fonksiyonu 1—8§ operatériiniin temel ¢oziimiidiir. (3.11)

denkleminde x degiskenine gore tiirev alinirsa,

4 1 (@, =D+ g(u) - p{g(un ! Z(U)uf} (312)

denklemi elde edilir. Simdi

t>0, xelR

g, (t,x) = f (u(t,a(t,x))) (3.13)
xeR

g(0,x) =x

problemini géz oniine alalim. Burada u (1.13) probleminin ¢oziimii olan
fonksiyondur. Ayrica [0,T") araligi iizerinde q e C" ([O,T*)XR,R) olur.
(3.4)deki 1., 1 fonksiyonlar: icin verilen konvoliisyon degerlendirmelerini

toplarsak ve f (u)>y >0 kosulunu kullambirsak (3.12) esitliginden

S lutat ] =[u+ @, |taex)

X

g o 319

< [—guf +(1-a)(g(u) - m)}(t, q(t, x))

elde edilir.
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Lemma 3.1'deki (3.5) o tammindan O0<a <1 oldugu biliniyor. Boylece K, a

cinsinden yazilabilir:

K? =12 (3.15)

Ayrica ¢ = 1( g —m) fonksiyonu Lipschitz kosulunu sagladigindan $(U) <K |u — C|
7

esitsizligi saglamir. Bu esitsizlik ve (3.15) esitligi (3.14) 'de kullanilirsa

u, ot 0] - L + @- @y’

<-Zuf+@-a)Ky(u-cy’ (3.16)

= Z(—(l_a)z (u—c)? —ufJ

2 o’

esitsizligi elde edilir. Simdi p sayisini, A(t,x) Ve B(t, x) fonksiyonlarim asagidaki

gibi tamimlayalim:

ﬂ:=1_7a=2K2a=%(\/1+8K2 —1) (3.17)
At,x) = (Bu—-c)—u,)(t.q(t, x)) (3.18)
B(t,x) =(B(u—c)+u,)(t,q(t, x)) (3.19)

Bu ifadeleri kullanarak (3.16) esitsizligini yeniden yazalim:
d
E[ux(t,q(t,x))]s%(AB)(t,x) (3.20)

Diger taraftan p cekirdegi 0,p=p, —Pp,  ozdesligini saglar. Bununla birlikte
f' >y esitsizligi kullamlirsa
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A= (u+ f wu, |- (i, +f i,

fz(“) 2 gu)+(p- O, p)* (g(wfz(“)uf]
(3.21)
> Luz- g+ @+ oy, * [g(uﬁf W, ]

+(1-Bpl, *[g(u)+f2(“) J

esitsizligi elde edilir.

Simdi Lemma 3.1 deki konvoliisyon degerlendirmelerini kullanacagiz. Bunun
icin —1< <1 olmaldwr. Bu sart a¢>1/2 olmasim gerektirir. Bu ise Teorem 3.1-
(1)'de verilen 0 < K <1 fkusitlamasi ile garanti edilir.

Once (3.4) degerlendirmesini kullanip daha sonra (3.16) esitsizligini elde etmek
icin yaptigimiz hesaplamalar: yaparsak asagidaki esitsizlikler elde edilir:

A (t,x) zluf +(a—1)(g(u)—m)

- (- a)rg(u)* (3.22)

Z
2
> 2 (uf - pru—c)?)

=-3 (AB)(t, X)

B, (t, X) s—guf +(L-a)(g(u)-m)

<-Zul+ - a)p)’

(3.23)
<Z(B oy -u})

=Z(AB)(t,x)
2
Teorem 3.1'in (1) kisminda baslangi¢ kosulu igin verilen
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u'o(xo)<-%(\/1+8K2 -1)|u0(x0)-c| (3.24)

kosulu, (3.17)'deki g tanmimi kullanilarak yeniden yazilirsa

Uy (%) <-Blug (%5)-¢| (3.25)

esitsizligi veya buna esdeger olarak A(O, XO) >0 ve B(O, XO) <0 esitsizlikleri elde
edilir.

Simdi asagidaki v sayisimi tamimlayalim:
T =sup{t e[0T ): A(,x,)>0 ve B(,x,)<0, [0,] Uzerinde} (3.26)

Burada 7 >O0olur. Eger ¢ <T" oldugu kabul edilirse A(7,%,)<0 ve B(z,%)>0
esitsizliklerinden en az biri dogru olmak zorundadw. Bu durumda [0, 7) araliginda
(AB)(..%,)) <0 olur ve dolayistyla (3.22)'den A(z,%,)=A(0,%,)>0 ve (3.23)'den
B(7,%)<B(0,%)) <0 esitsizlikleri elde edilir. Oyleyse t=T* olmaldir.

Ozetlersek, A, B ve AB fonksiyonlar: [0,T") arahginda asagidaki gibidir:

A, %,) pozitif ve artan,
B(.,%,) negatif ve azalan, (3.27)
AB(.,%, ) negatif ve azalan.

Son olarak T* <o oldugunu gosterecegiz. Bunun icin h(t) = |—(AB)(t, X,)

2

fonksiyonunu goz éniine alalim. (3.22), (3.23) esitsizlikleri ve B (t, %) = h(t)

geometrik-aritmetik deger esitsizligi kullanilirsa,
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—(t)——‘\iLAB‘ (t,%)

—-AB)(A-B
L HABYAB) azm

4-AB
V2
> ho(t
> (t)

esitsizligi elde edilir. Simdi asagidaki hesaplamlar: yapacagiz:

(3.29)

1 . 1 v
h(t) h( ) 2

h() > —~

1 -
h(0) 2

Fakat h(0)=.,/-(AB)(0,%,) >0 oldugundan ¢oziim sonlu zamanda patlar ve

. 2
< ——— esitsizligi saglanmir. A ve B 'nin tamimlarini yeniden kullanirsak T icin

yh(0)

, 2
< (3.30)

degerlendirmesi elde edilir.

Diger taraftan Teorem 3.1'in (2) kismunin ispati igin (3.15) yerine

a-1
2K = (3.31)
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alimr.  Ayrica (3.7)'den  dolayn  «a>1 olmalidir. Béylece (3.14)-(3.16)

degerlendirmeleri yerine

S luta]=] v+ @u, |(tat)

N

S_Zf+ -1)(M - }L t,
[ uy +(a-1)(M - gw) |(t.q(t,x)) (3.32)

< -%uf+(a-1)yw(u)2

sz((a_])z (u—c)z—uf)

2 o’

degerlendirmesi kullanilir. Bu durum i¢in B katsayisi f:=2K?a = %(1— \J1-8K? )

bicimindedir. Bu ise —1< g <1 olmasim gerektirir. Fakat bu K Lipschitz kosuluna

herhangi bir kisitlama getirmez. Ispatin devami ayni sekilde devam ettirilir.

Teorem 3.1°de (1) ve (2) kosullar1 altinda ¢oziimiin patladigini gosterdik.

Diger yandan bu kosullar teoremin ifadesinde yer alan ¥ ve 4 fonksiyonlarini

icermedigi i¢in s6z konusu kosullarin kesin olmadigini tahmin edebiliriz. Dolayisiyla

u, (Xo) 'In ait oldugu aralig1 genisletebiliriz. Bir sonraki teoremde ¢oziimiin asagidaki

kosullar altinda patladigini1 gosterecegiz:

u'o(xo)<—i(\/l+8K2 —1)(/)(u(xo)) (3.33)

u'o(x0)<—i(l—\/l—8K2)z//(u(xo)) (3.34)

Bu kosullar daha kesin kosullardir. Ciinkii ¥ ve ¢ fonksiyonlar1 Lipschitz kosulunu

sagladig1 i¢in asagidaki esitsizlikler dogrudur:

—%(W_l)hjo(xo) —c|< —i(\/lJFSK2 —1)go(u(xo)) (3.35)

2K
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_%(1_W)|uo(xo) —c|< —i(l—xll—BK2 )l//(U(XO)) (3.36)

Teorem 3.2: f,geC”(R) ve s>3/2 icin u, e H*(R) olsun. Ayrica £ >y >0

saglansin. Eger asagidaki (1) ya da (2) kosullarindan biri saglanwrsa (1.13)
probleminin C([O,T*); Hs(]R))mcl([O,T*); Hs_l(]R)) sinifindan olan U ¢oziimiiniin

maksimal T* zamant sonludur:

*(1)-dceR dyleki m=g(c)=min,(Q).

- @= /i(g—m) ile verilen ¢:R >R doniisiimi 0<K<1 icin K-
Y

Lipschitz'dir.

- Oyle bir X, €R vardir ki

u'o(xo)<—i(\/1+8K2 —l)(p(u(xo)) (3.37)

saglanir.

*(2) -3ceR dyleki M =g(c) =max;(g) .

-y = 1(M—g) ile verilen y :R — R doniisiimii 0< K <—= icin K-

1
y 8
Lipschitz'dir.

- Oyle bir Xy €R vardir ki

u'o(x0)<—§(1—\/1—8|<2)y/(u(xo)) (3.38)

saglanr.

Kanit 3.2: Ilk énce uo(x)eH3(R) durumunu goz oniine alacagiz. Asagidaki

gosterimleri verelim:
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a(xg.t)

y=u-u,, E@= | ey&nds (3.39)

Burada q(X,,t), Teorem 3.1'in ispatinda verilen (3.13) probleminin ¢oziimiidiir.

E, (t) fonksiyonunun tirevi alinirsa

q0xg.t)
d%t(t)z | ev&ndg ey (a0x,1)a (%) (3.40)

a(xg:t)
elde edilir. Simdi I ey (E0)AE  integralini kismi integrasyon yardimiyla

hesaplayalim.
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alg 1)

[ ev(cpae=

-0

q(xo )

| e{-[f(u)]x +[F ], - [g(U)]x+[ L ui} }w:

=00

0o D
a0 D
ot f(u)‘q(xo Y et (u)u ) f (u) 02 efg(u)‘q(xo)
q(xo ) q(xo ) a(xo b f (u)
+ j e’ f(u)de - j 6 f (W, dé - j ef uZde
A0k 1) o D a0

a(xo )

+ [ egWde=-¢'f @u| - fw) e f wu,

=0

&f(u)z
2

=0
=00

ik 9 404 9 a0 9

g [ e [ e ude

+e

uX

a0 1) " a0 1) a0 1)

+_j e f (u)uldé- j ef%ujd& j e g(u)dé =

A% b a0 D A% b 900 0
-e* f(u)[

+e f (U,

e f(u)

e f (u)u

o P CE a0 )
-efg(u) ]+ j e” f(u)d¢ - j ¢ flwde

+e

¢ f"(u) 2
2

uX

q(xo ) a(xo )

+ | ef%ufdg@ j & g(u)dé = & f (w)(u - u)|

-0

a0 1)

a(xo )

W ()

a0 9
+e°t ——u;
2

_eéf (U)(U uxx)

e“gu)[

q(xo ) a(xo )

+j ef%ujdg“r j & g(u)dé = & f (w)(u - u )|

-0 -0

q(xo )

L[

a(xo ) f" (U) 5

-eff'(u)y +efTux o

-e“(g(u)-m)[”

q(xo ) q(xo )

+ £ SRC) 2(“)u5d5+ £ ¢ (g(u)- m)dé

(3.41)
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(3.41) i (3.40°)da yerine yazarsak

dE (t) a(x b 3
= [ ey (E0dE +e 0y (gl 0,1)g, 00, ) 2

dt
o wen [ a0
e f ety e = | -efa)-m)
a0 1) axg f)

+e%0 0y (g0, 0:t) 0 (% )+ j o 1 (”) uyde + j & (2(w)-m)d¢
esitsizligini buluruz. (3.13) esitligini goz oniine alirsak

A% 1)
+e f (u) uf

dE,(®) .
i >ef(u)(uu)w >

q(x 1)

Ak 1) " (
+ [) effz(”)ujd§+ £ e (g(u)-m)dé

elde ederiz. (3.43) esitsizligini €% ile carparsak

e-q(xo,t)%z f'(u)(u-ux)+ f Z(U)uf -(g(u)-m) [(g(x,.t).t)

a(xo ) (%o 1)

+e %D J' ¢ %ufd§+e'q%” J. e (g(u) - m)dé

(3.42)

(3.43)

(3.44)

esitsizligine ulasiriz. (3.44) esitsizligin sag ve sol tarafina -qt(xo,t)e'q%'t)El(t)

terimini eklersek (3.13)'den dolay:

_qt (XO ,t)e-q(XO i) El (t) + e'Q(Xo i) % 2 _qt (Xo ,t)e-q(xo ) El (t)

+ £ yu-u, )+ () U2 - (g(u)-m) |(q0% B.t)

a0 ) a(xg )

PO J‘ ef %ufd§+e'q°‘°’° J. e (g(u) - m)dé

(3.45)
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a0 B
esitsizligini elde ederiz. Ayrica Y =U-U,, esitligini goz oniine alarak I e y(EdE

integraline iki defa kismi integrasyon uygularsak asagidaki esitligi elde edebiliriz.

axo )

E,(t)= j e Y(ENdE =™ (u(q(xy.001)-u, (q(5.0.1)) (3.46)

Dolayisiyla

%(eﬂ(xo ,t)El(t)) > f (U (qz(xo ,t),t))

u (%, ).t)

, . awn e £
(9(u(ale Ht))-m)+e™? [ e 5 U (3.47)

LORY
+e 0 [ e (gu)-m)ds

esitsizligi yazilabilir. £ >y sarti ve Lemma 3.1'deki (3.4) esitsizligi (ya da tam

olarak (3.9) esitsizligi) kullanilirsa

% (e-q(xo R E, (t)) >

§UE(q(xo,t),t)-(1- ! (\/1+8K2-1)j(g(u(q(xo’t)’t))_m)y2 (3.48)

4K? y

[uxz (ax, ,t),t)-%(w -é(m_l)j(gw(qm ,t),t))-m)J

14

N =

elde edilir.

(\/1+8K2 - ) sayisini

L 1
2K
%( 1+8K2-1)=\/%[K2-%(W-1)j (3.49)

biciminde yeniden yazip (3.48) 'de kullanirsak
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d d
— (e, (1)) = —(u(a(x,t),t)-u, (q%.1).t)) =
dt dt
, (3.50)
g[uf (a0 .1)- [ Vi+8K? - ) (u(q(xo,t),r))j J
esitsizligini buluruz. Simdi benzer esitsizligi
E,)= [ e“y(&nde (3.51)
a0 9
integrali icin elde edecegiz. E,(t) fonksiyonunun tiirevi alinirsa
dE,(t T )
dzt( ) = J' e¥ Y, (E)dE -e (% 't)y(q(xo,f),t)qt(xo,f) (352)
a0 D

integrali elde edilir. Bu integrali kismi integrasyon yardimiyla hesaplarsak asagidaki

esitlikleri verir.

[ e*ycode= | e{-[f(u)]ﬁ[fl(u)uxx} -[g(u)]x+[f2‘“’uf} ]d«f

a0 ) a0 5

0

-eg(u)| - [ et fude
ako b

” +e‘§ f (U)UZ

a0 B

X

-e¥ f(u)|:(X0 Lyt @,

a0 H

. j e f uder | s 2(“) - | g =e ], |
% ) a(xo D axo D

0
0

+e< f (U) uf
a0 ) 2

+e* f (u)u, (3.53)

-e* f(u)E(xO St @,

ko B

a(xp )

0
0

e“g)|, -5 j e f WU [ efewde=e T @)Uty

Wi 2, A% )

a0 B

0
0

efq) - j e*f (uujde

-e*f (u)y w2,
%

ko D

X

2

a0 B

0

- [ efguyde

a0 B
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(3.52) ve (3.53) birlikte kullanilirsa

_dE, (1) _
dt

j ey, (SdE +e 0y (q(x,,),1)q, (%, 1) =

a(xo )

T e‘f%uidéﬁ+ I e (g(w)-m)dé +e™ Py (q(x,,0).1) q,(x, 1)

a(xo 1) axo )

+e 0| £ (U)(u+u,)- f(u)y+f © Uy -(9(u)-m) [(9(%o,0),t)

bulunur. (3.13) esitligi kullanilirsa

_e9000 AEo () o at 0

it f o 2(“) e [ o gl mide

a(xo ) a(xo )

+| £ uuru )+ () U2 -(g(u)-m) |(a(%,.B.t)

elde edilir. Diger taraftan kismi integrasyon

[e’e]

E,(t)= j e*Y(&E)dE = e (u(q(xy.0.1) tu, (q(xy.0).1))

a(xo )

(3.54)

(3.55)

(3.56)

esitligini verir.(3.55) esitsizliginin her iki tarafina o, (x,,t)e** E,(t) ifadesi eklenir

ve (3.13) ile Lemma 3.1'deki (3.4) esitsizligi gz oniine alinirsa

d(e™E,®)  f (u(dk4.tt))

vetod | ef%ufdf—keq("ﬂ’o [ e @w-mas>

a(x ) a(x )

L (e -1)](9 (v(a0 9:)-m)

14

ZUf(q(xo,t),t)-(l-

TR ) U2 (0% .B,t)- (9 (u(al% .t))-

m)

(3.57)

32



bulunur. Dolayistyla

%(-u(q(xo B.)-u, (a%.).1)) 2

%(uf (ot ’t)’t)'(i(m'1)¢(u(q(xo,t),t))ﬂ

(3.58)

esitsizligine ulasmis oluruz. Diger taraftan (3.50) esitsizliginden

S (u(a06.00)-1, (30, 0.0) 2

%(uf(q(x°’t)'t)'(ﬁ(m'1)¢(u(q(x0,t),t))j2]

(3.59)

oldugunu biliyoruz. (3.58) ve (3.59) esitsziliklerinin her ikisi de alttan ayni ifade ile

sinirlidir. Bu ifadeyi carpanlarina ayirirsak R (t)=U (C](X0 ,t),t) -u, (C](XO ,t),t) ve

Rz(t):-u(q(xo,t),t)-ux(q(xo ,t),t) seklinde tammli  R/(t) ile R,(t) fonksiyonlarim

elde ederiz. R (t) ve R,(t) fonksivonlar:

N, (t)=-u, (g%, t),t)- i(m— 1)q)(u (q(x5.2).2))>0 (3.60)
saglandigi siirece monoton artan fonksiyonlardir. Ayrica (3.37) kosulundan dolay:

N, (0) = -u, (x, )-i(\/m- 1) (up(3)) > 0 (3.61)

saglanmr. N,(t) fonksiyonunu siirekliligi sebebiyle [0,T,) araliginda R (t) ve R,(t)

fonksiyonlar:t artan fonksiyonlardwr. Yani t <t,<T, i¢cin R/(t,)=R/(t) ve

R,(t,) = R,(t,) esitsizlikleri ya da buna es deger olarak

-U, (Q(Xo 1P )’tz ) B ('ux (q(xo A )'t1)) 2 -(U (q(xo L )1t2)' u (q(xo 4 ):t1)) (3.62)
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(-t (906 & )t2)) - (-u, (90 b )t 2 U (A0 8, )t )-u (ax )1t ) (363)
esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler birlestirilirse
('ux (q(xo A" )atz )) - ('ux (Q(Xo 4 )’tl)) Z |U (Q(Xo an )vtz ) -u (CI(XO L )’tl )| (3-64)

bulunur. Bunun yanisira Teorem 3.2-(1) 'deki Lipschitz kosulundandan K <1 icin
‘(0(” (Q(xo’tz )b )) - ¢(” (Q(xortl)) tl))‘ < K|” (q(xo’tz )t ) -u (q(XO’tl)’tl )| (3.65)

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla

(-u, (a0% .t )t,)) - (-u, (At )1 )) 2
%‘(P(u(f](xo,tz),tz))—qo(u(q(xo,tl),zl))‘ > 3.66)

i(«/1+8K2 -1)‘(p(u(q(x0,t2 ),t2))-¢(U(Q(Xo’t1)’t1))‘

2K

esitsizligi elde edilir. Bu ise

Ny(t; )= Ny(t,)>0 (3.67)
oldugu anlamina gelir. Ayrica
N, ()= (-ux(q(xo.t).t))+i(\/1+8r<2 —l)qo(u(q(xo,t),t)) (3.68)

seklinde tamimli N,(t) foksiyonu i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:
N, (t) fonksiyonu, [0,T,) araliginda artan fonksiyondur. Dolayisiyla N,(t), N,(t) ve
N, (N, (t) fonksiyonlar: [0,T,) araliginda artan fonksiyonlardwr. Bunun yanisira

(3.67)'den dolayr N,(T,)>0 olur. Yukarida yapilan hesaplamalarin benzeri

34



yapilirsa R(t), R,(t), N,(t) ve N,(t) fonksiyonlarimin tim t>T, sayilar igin

monoton artan oldugu bulunur. N,(t)N,(t) > N,(0)N,(0)>0 oldugundan dolay

& (1(806:9.0)-U, (a06:9.0)) (-0, (a06,D.)

( J1+8K? - 1)go(u(q(x0,t),t))j > (-1, (%, 0))° (3.69)

( J1+8K? )go(u(xO,O))) —1>0

esitsizligi ve benzer sekilde

d

¢ (u(a00 0:t)-u, (a0 ,0).1)) > | (3.70)

esitsizligi elde edilir. (3.69) ve (3.70) toplanirsa

(?t( u, (9%, t).t)) =1 (3.71)

esitsizligi bulunur. [O,t) araligi tizerinde integral alimirsa

U, (0(%.t).t) > U, () 0) + It (3.72)

gerceklenir.

Ayrica Teorem 2.7°deki (2.22) enerji integralinden |u

L _\/_||u||H1_ \/—” ol

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlik u(q(%,,t),t) fonksiyonunun ve dolayisiyla
go(u(q(xo,t),t)) fonksiyonunun smirli oldugu anlamina gelir. Boylece yeterince

biiviik Y sayist vardir oyle ki

-u, (q(XO 1t0 )’tO) 2

N

(\/1+8K2 -1)|u (Aot )1ty ) - | (3.73)
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esitsizligi saglanir. Buldugumuz bu (3.73) esitsizligi Teorem 3.1 de (1.13) problemi
icin verilen (3.1) patlama kosulunun aymisidir. Dolayisiyla (1.13) probleminin

¢oziimii sonlu zamanda patlar. Boylce Teorem 3.2'nin (1) kismz U, (X) e H® (R) i¢in
ispatlanmus oldu.

Eger %<s<3 icin Uy(X)e H*(R) ise ilk once HS(R) uzayma ait Uy (X)
dizisiyle H® iizerindeki norma gore Uy(X)'e bir yaklasim elde edilir. U ¢éziimiiniin
baslangi¢ degerine siirekli baghhigr kullanilarak n— oo iken limite gegilirse

ux(q(xo,t),t) icin yukarida verilen degerlendirme g<s<3durumu icin de gegerli

olur.
(2) kismimin ispatr i¢in (3.50) ve (3.58) yerine, Lemma 3.1'deki (3.6) esitsiz/igi

kullanilarak,

< (u(at0.9.0)-u,(a0.0.0)

| 1 2 2 (3.74)
%[ux W-2(R(1-W)w(”(q(xo,t),f))) J
ve
St
| 1 | 2 (3.75)
g[ux qw-(R(l-m)w(“(q(xo,f),f))j ]

esitsizlikleri elde edilir. Ispatin son kismi ise (3.38) kullanilarak ayni sekilde devam

ettirilir.m

36



4. DISIPATIF LINEER OLMAYAN DiSPERSIVE
DALGA DENKLEMI

Bu béliimde iiglincii boliimde inceledigimiz (1.9) denkleminin disipatif halini
ele alacagiz. Disipatif terim mevcut oldugundan genel olarak ele aldigimiz normda
¢Ozlimiin sifira yakinsadigim1 gozlemleyebiliriz. Buna ragmen belli baslangi¢
kosullar1 altinda disipatif denklemin ¢6ziimiiniin sonlu zamanda patladigini

gosterebiliriz.

Teorem 4.1: f,geC”(R) ve s>g icin U, € H*(R) olsun. Ayrica f 2y>0

saglansin. Eger asagidaki (1) ya da (2) kosullarindan biri saglanirsa (1.14)
probleminin C([O,T*); HS(]R))mCl ([O,T*); Hs_l(R)) swmifindan olan U ¢oziimiiniin

maksimal T* zamani sonludur:

*(1)-dceR dyleki m=g(c) =min,(Q).

(g-m)

- 9= ,[——= ileverilen p:R - R doniisiimii 0 <K <1 i¢in K -Lipschitz'dir.
Y

- Oyle bir x, € R vardur ki

- ‘2/10
(4.1)
y

Uo (%) <-[uy (%)-¢|-

2
y

saglanir.
*(2) -3ceR dyleki M =g(c) =max;(g) .

_|(M-g)

p= ile verilen y:R >R donisimi 0<K <1//8 icin K-
y

Lipschitz'dir.
- Oyle bir x, € R vardur ki
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' 24
o (06) <-Jis (30)-d- \ ‘

saglanir.

(4.2)

Kamt 4.1: Ilk énce Uy (X)e H3(R) durumunu goz oniine alacagiz. Asagidaki

gosterimleri verelim:
a(xg.t) P
y=u-U,, El(t): I € y(gat)dé

Burada q(x,,t) fonksiyonu

q.(t,x) = f (u(t,q(t,x))) t>0, xeR
q(0,x) = x xeR

probleminin ¢oziimiidiir. E,(t) fonksiyonunun tiirevini alirsak

a0 )
di“)- I &Y, (C0dE +e™ Py (q(%,1)) (%1

a(xg.t)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

elde ederiz. Simdi I e°y, (&,t)d & integralini kismi integrasyon ile hesaplayalim.
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a(xo )

[ evepae=

ag b

-00

" a0 1)
906 0
e ()" et @u, |+ %uf e“g(u)"*”
dlx b ab a0 1) "
| e fude- | e f (u,de- UC)
a9 a0 D ) ql% 9 400 9
+ | egWdi-a | eyEndi=-¢f (| e f),
" a0 1)
a0 B % 1)
+eif (u)u efﬂ ; e*g(u)‘Q(XO g I e f(u)d¢
ae axg ) ax ) f" (u)
+ j e f (uu,de + j Ef (W dé - j
a0 ) a(xy ) 406 9 (% 1)
+ [ e'g(u)de- 4 j EyEuds=e fu)" e f (|
| q0o 1) o
-e° f(u)f:"’t)+ef f (Uu,| +e° f 2(u) f e‘?g(u)‘q%)
a0 1) a0 1) a0 1) f (u) a0 1)
2

+ j e” f(u)d¢ - J ¢ flwdé + j w)dé + j ¢ g(u)dé

(% ) a(xo )

e f Wu-u,)

ko 1)

g j EVEYAE=E f (W)(u-u,)

=00
=00

(% 1) q(% 1) (% 1)
& & ako b f (U) 2 ’ £
+e egul [ e e | e

W),
2

-00

A% 1) 466 )

-1 |

q(xo by

A [ Ey@Ende=ef @u-u,)

=0

=00

1% 9 q(xo )

L+t e (g(u)- m)‘q(XO)+ J- f (u) u2de

X

O
2

a(xo 1) q(xo )

+ | egu)-mde-7 [ e pEyde

ef{-[f(u)]ﬁ[f'(u)uxxlx-[g(u)]x+[f O } - uxx)}ds—

(4.6)
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(4.6) esitligini (4.5)'de yerine yazarsak

dE, () _ " . 00
== | eVEnde ey (afv ).0) 0.0 >

=00

k1)

L[ ! [

eff'(u)(u -u ) -esf (uy +e5¥uf

=00 =00

=00

-e*(g)-m)["" "+ Yy (0 ):t) 605 D)

Ay f"(u) Ay A% D
e S [ egy-mde-a [ eycnas

=00

esitsizligini buluruz. (4.4) esitligini g6z oniine alirsak

" q(% )
: q0% ) )

EOs et yu-u)| +e L0 ei(gy-m)™
dt - 2 o
a0 1) vf" ) QW0 Wy

v [ e St [ e el-mdi-i [ e yGnas

esitsizligini elde ederiz. (4.8) esitsizligini e %" ile carparsak

e B> | 1 @u-u )+ 20 - - m) (a6 010)

g f"(u) atgH
+g 900V I e — ulde +e 9% I e (g(w)-m)d¢ - 2e " VE, (1)

4.7)

(4.8)

(4.9)

elde ederiz. Son esitsizligin sag ve sol tarafina -g,(x,,t)e* E,(t) terimini eklersek

(4.4)'den dolay
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_qt (XO ,t)e—q(XO by} El (t) + e'q(xo o) dE—lt(t) > _qt (XO 1t)e-q(X0 h)] El(t)

| uyu-u, )+ ” U2 - (g(u)-m) |(a(% D))

atxg ) atxg )

reren [ 0 f (“) uidg - | e gtu)-myde

Qe i) g (Z)

esitsizligini elde ederiz. Ayrica

a(xo )

EO= [ ey(Ende=e" (u(qlx,0).t)-u, (q0c.0).1))

esitligi dogrudur. Dolayisiyla

£ (u(al 1t)

2

%(e'q% UE, () >

u; (0%t

a0 £)

-(9(u(a0gt)t))-m)+eed j e@f (“) u’de

a0 B
406D ‘[ e (g(u)-m)dé - S0 (1)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

esitsizligi elde edilir. > y sarti ve Lemma 3.1'deki (3.4) esitsizligi kullanilirsa

d ( g 0% 1) E, (t))
dt

(v sl

7

+ A OB ()2 T (q(,0)1)

u q(XO 7t)!t)) -

>2lu
-2

{ (A0%),t)- [KZ-Z(W_l)j(g((

elde edilir. i(\/usw -1) saysin

l4

m)J

(4.13)
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(VI BK7 1) - L[Kz_%(m_l)j (4.14)

K 2
bi¢iminde yeniden yazip (4.13) 'de kullanirsak

d
d_( e E (t))+/le ate ) pr (v

= 2 (U (a0 0:)-U, (A% 0:1))
+2(

(4.15)
u(q(xo 0, t) (q(xo,t),t))
%{ (Q(Xo 1), t) (Zf( (\/1+8K2 —1)(0(u(q(x0,t),t))j ]
esitsizligini buluruz. Simdi benzer esitsizligi
E,()= T e*y(&yde (4.16)

Ao H
integrali i¢in elde edecegiz. Bunun i¢in énce E,(t) fonksiyonunun tirevini alalim.

dlzzt(t) = | e (E0dE -0y (gl 0.0)a 50,0 4.17)

a0 1)

Bu integrale kismi integrasyon uygularsak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.
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[ ey (Eode=

a0 1)

- ' O _
[ e [-[f(u)]ﬁ[f (U)UXX} -[g(u)]x+[ 5 ux] -iyjdf
905 1 x )
O LR 1) W I

e f(u)‘q%’o+e f (uu,, q(Xoyt)+e 5 Uy e g(u)‘q%n

a0 1)

o0

[ etfudE [ e f wuydet | e
a(xo 1) a(xo ) a(xg )

< f 2(U) ufdf

0
o0

vet f

q(xo )

S ] egdE-A [ e yEndE = e fiw

a(xo ) q(xo )

A% 1)

)+ fu,l et %uj )

-e*g(u)

(%o )

] et e | g [ etcnds-

a(xo ) q(xo ) a(xo )

a0 9 o)

o0

o0
o0

)

+eT ———u

_e%f (u)y :
a0 b 2

et (U)u+u,) -e*g(u)

[

2] et e | efeds-2 | efyEnde

a(xo ) q(xo ) a(xo )

a0 ) a(xo )

(4.17) ve (4.18) birlestirilirse

CdE,() _
dt

- e YEndE ey (g, 0.0 )40

a(xo )

> T e‘E%ufdwa T e"’:(g(u)—m)df

a%o 1) ako )

+i [ e pEDdE + ey (qlxy,0).1)4,(%0.1)
ato b

retod | £ @+, F @y + Do

Uy -(g(u)-m) |(a(x,,t).t)

bulunur. (4.4) kullanilirsa

(4.18)

(4.19)

43



%09 dlzzt(t) - )% 't)Ez (t)> £9% ) T o< f (u) ujdf

a(xo )

+e90 D) T e‘f(g(u)-m)d§+ (420)

at b

(u)
2

f u)u+u, )+

uy -(g(u)-m) |(alx t).t)

elde edilir. Diger taraftan kismi integrasyon

0

E,(t)= J‘ e'fy(ét)dgz:e-Q(Xo,t)(u(q(xo,t),l‘)+ux (q(xo,t),t)) (4.21)

a(xo )

esitligini verir. (4.20) esitsizliginin her iki tarafina q,(x,,t)e** E,(t) ifadesi eklenir

ve (4.4) ile Lemma 3.1'deki (3.4) esitsizligi goz oniine alinirsa

d

__( A HE (t))-ieq(xo’t)E (t)> f (U(C](XO ’t)’t))uz
dt 2 2 =

2 X

(q(xo:t):t)

TR — Y

90 9
" (4.22)
+e™9 [ e*(g(u)-m)de = Lu? (g6x,..0)
G0 1) 2
u 1),t))-m
-(1- 12(W-1)j(g( (30 ) )y
4K Y
esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla
(A0 08) Uy (A0 D.0))+ A1 (950.00) 10, (950, 001)) 2
dt (4.23)

2

Z(Uf (a0 ,t),t)-(ﬁ(JHSKZ -1)so(u(q(xo,t),t)))2)
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esitsizligine ulagmis oluruz. -|uy(x,)-c|< -%(p(u(xo)) esitsizligini kullanilarak

(4.23) esitsizligini yeniden diizenlersek:

%(c—u(q(xo .6)-u, (a0, 0.1))+ A(c-u(q(x.0.1) -, (q(x. D.1))

z%LUf(Q(xo ,t),t)‘(i(m—1)(0(u(q(xo,t),t))) +%J
Zg(uf(q(xo't)'t)_(é(m )|U 0% D.t)- c|) ch]

esitsizligine ulasiriz. Dolayisiyla

%[c-u(q(xo,t),t) L (a0, 0.1)- ‘2'10

2/1
4
2/10

14
ZAC

{% (a0 0).1)+ Jlu A(%.t).t)-cf + :
( ‘2/10

-U, (a0, t).t) \/Iu (A% t).t)-c| +

:
:

(A0 B).1)-[u(alx t).t)-c|-

d

x| - 2u, (906 .1)+ quuﬂn )-cf +

2&0

elde edilir. Ayn: sekilde (4.15)'den

d(mmow mmoo‘”c

)

(gx«&ot Jw«&otq

24
I

2/10

( (a0 t):t)-Ju(alx.t).t)-c|- ‘

g

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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elde edilir. Dolayisiyla

[-ux(q(xo,t),t)-\U(q(Xo,t),t)-C\- ‘%]
(4.27)
2/10
X[-—u (a(xy,0).t)+ \/|u (9%, t),t) c| /1}>0
saglandig siirece, (4.25) ve (4.26) yardimiyla
%{u(q(xo,t),t)- U, (906 0.8) - ‘% 2;} >0 (4.28)
ve
%{c-u(q(xo,t),t) (a0 b)) ‘2’10 ?}0 (4.29)

esitsizliklerini yazabiliriz. Teoremin kosullarindan herhangi bir [0,T,) araligi

lizerinde

‘2&0

2’1] >0 (4.30)

[ (906 .0).t) - |u(aly t).t)-c|- ;

ve

2/lc

SR
N|*<:

i
b

esitsizlikleri saglanir. Béylece (4.28) ve (4.29)'den

u, (01X, £),t)+ J\ (A% t).t)-c| +
(4.31)

| ‘2&6’

[ (A0 b)) -[u(al b).t)-

N =
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24 2&
u(a(xyt).,t)-c-u, (alx,.t)- ‘ “-Z>0 (4.32)
24 2&
-u(q(Xy,t).t)-u, (a(xy.0.t)- ‘ -0 (4.33)
olur ve dolayisiyla tiim t 2T, sayilart igin
2/1
U, (A0 B.t)-Ju(alx.t).t)- |- ‘ o >0 (4.34)

saglamir. Daha sonra (4.25) ve (4.26) esitsizlikleri toplanmirsa, herhangi bir >0

sayisi i¢in

d

dt( (Q(XO 0, t)) L (Q(Xo,t)t ‘u Q(Xo,t)t C‘ ‘lec

3l
o

elde edilir. Boylece, t sonsuza giderken —ux(q(xo,t),t)—mo olur. Fakat t — oo iken

(4.35)

2/10

XL-—u (A%, 0),t)+ \/|u q(%,t).t) c|

||U||H1 (ve ||U ) hormunun sifira gittigini biliyoruz. Dolayisiyla dyle bir T, sayisi

vardwr ki tiim t 2T, sayilari i¢in

;('UX(Q(XO B.t)) (4.36)

U, (00 1) u (0% D.1) - - ‘”C

ve

(Q(Xo 0.t)+ \/\U (a0 D.) C\ ) ‘ /1>'— (a5, 0)1) (4.37)
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saglanr. Buradan

9 (0, (a60.0)) >

dt
1 ) ) , (4.38)
5(-ux (a(x, ,t),t))X[-Zux (a(%, ,t),t)j= g(-ux (a0%.B.1))
elde edilir.
_i ; <_Z 4.39
dt{ u, (a0%.0)t)) 8 (4:39)
esitsizliginin her iki tarafinda integral alinirsa yeterince biiyiik 1 icin
& & . 1 -L(t-T,)<0 (4.40)

u (90%.0.t)  u (q(,.T,)T,) 8

esitsizligi bulunur. Bu c¢eliski ile birlikte ¢oziimiin sonlu zamanda patladigin

kanitlamis olduk.

Eger §<S<3 i¢in Uy(X) € HS(R) ise ilk once Ha(R) uzayina ait Ug(X)
dizisiyle H°® iizerindeki norma gore u,(X) ‘e bir yaklasim elde edilir. U ¢éziimiiniin
baslangi¢ degerine siirekli baghligi kullanilarak n— o iken limite gegilirse

ux(q(xo,t),t) icin yukarida verilen degerlendirme §< s <3 durumu i¢in de gegerli

olur.

Teoremin (2) kismint kanitlamak icin (4.15) ve (4.23) yerine, (4.4) yardimiyla,

%(u (A% 0,1) - U, (Ao, 0,1))+ A (1 (q(x5,0).2) -1, (905, 0).7))

%{uf q%yt)-( d (1-\/1-8K2)w(u(q(xo,r),t))ﬂ

2K

(4.41)

v

ve
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%(-u (906 0.t) -, (A0 D.1))+ 4 (-u (a0 0.0) -1, (4. ) 1))
2 1 2 2
ol ettt )

esitsizlikleri kullamlir. Kamitin son kismi ise Lemma 3.1'deki (3.6) esitsizligi

(4.42)

kullanilarak ayni sekilde yapilir.m

Teorem 4.2: f,geC”(R) ve s>§ icin U, €H*(R) olsun. Ayrica f 2k>0

saglansin. Eger m sayisi, m=

e <_2+\//12+m2

uo( 0) — U d kosulunu saglayan bir X, €R sayist varsa (1.14)

el g'(s)‘ biciminde olmak iizere

ﬁHuOHHl(R)

probleminin ¢oziimii sonlu zamanda patlar.

Kanit 4.2: Yukarida Teorem 4.1'in son kisminda bahsedilen sebepten dolay1 genelligi

bozmayacak sekilde u,(x) e H® (]R) olarak alinabilir.

Kismi integrasyon kullamlirsa asagidaki esitsizlikler elde edilir.
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a(% )
_I ey (Endé =

=0

) £ o
ec’ eff (u)y _|_ec (U) 2
at) f' u LR e
] e ;)def— | e [gm)] dé- | e & nds
Wb (%o B f"(u) o

¢ f (W(u-u ) -e f (uy| +et——=u’

G _ f o) o o 1)
R T A T SN (i$2 9
1 90 al% 1)

1% (g (W) : S e
> e e node=¢f wuu)

a0 D)

LT 4
e f (u)y] +ef ORE

X

-00

f?%gdfw) )
P2 J_/f(u

;Q(Xft)e (g (U)) de - J' efly(ft)dé
o £ (u)

©od . ' ( ) _
| e[ -[fW], +[f (u,],-[e)], + -p(&Y) |dé=

(4.43)
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dE (t) a(xo )
" +zj WEYdE =
a0 1)

[ eV nde+e 0y (g5, 1),1),(%.0

1)

+) j EVENAE > & f (u)(u- u )|

0o 1)

a(x )

a(xo ) f (u)

e f (u)y +et —~

=00

A%y 1)
1 @ ) .

+e 0y (a06,0.) 600,05 | e

o f (u)

elde edilir. g, = f (u(@(xt).t)) esitligi goz oniine alinirsa

dElt(t)+ 1E 2

" a(x
q(% 1)
e f (u)(u-u ) +e5wuj

-00

esitsizligi elde edilir. Ayrica

E,(®)=e"" (u(q(x.0),

]° IO
£ ()

t)-u, (d0% t).t))

oldugu biliniyor. (4.45) esitsizligi e %" ile ¢carpilirsa

e 00 D) dlzlt(t) + Je 9% E,1)>

1

[f(u)(u 0, )+ (“) }(q(xot)t)

A%y 1)
Z e j ACA/E

-0

CIO)
£ ()

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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elde edilir. Son esitsizligin sag ve sol yamina -g,(%,,H)e ™ E,(t) ifadesi eklenir ve

g, = f'(u) esitligi kullanilirsa

_qt (XO 1t)e-Q(><o hy) El(t)+ e-ﬁ(xo By) %_‘_ le-q(xo ,t)E1 (l‘)

> g (%, ) OB () +| T (U)(u-u, )+——2 () 02 (906 D11) (4.48)

elde edilir. (4.48) diizenlenirse

%(e-q(xo ) El(t))+ N 1% 't)El(t) >

a0 1) ; 2 (4.49)
[f Z(U) zl(q(xo 0, t) 1eq(xot) J‘ (ifl:))) d&

-0 u

elde edilir ve sonuc¢ olarak

gt( (a0 t).t)-u, (atx . 0).t))+A(u(qx.0.1)-u, (q(xy,0),1))
f 2(u)uf 1eq<xo,o““f‘°eg @ @) 4 (4.50)
a0 1) '°° f(u
k , im? _k( , 2
2% Q(Xot)-ET_E(u (90%.0.1) J

esitsizligi bulunur. Ayni yol izlenirse E,(t) icin de asagidaki esitsizlik elde edilir.

jt( u(a(.0.t)-u, (al . .t)) - A(u(gb.0.t) +u, (a(x.2).1))

d

" , (4.51)
B 'a(e“%“%(t))-ﬂe“mEzmzE(uf (q(xo,t),t)-f—zj

(4.50) ve (4.51) esitsizlikleri toplanirsa

52



d

a(-ux (A% . 1),t))+ 2 (-1, (q(x5.0),1)) 2

N | X

(uf (Q(xo’th)'%j (452)

bulunur. Simdi (4.52) 'de klasik bir hesaplama yapalim. Eger

N

Uo(%) — (4.53)

esitsizligi saglanirsa t — oo igin -Ux(q(XO,t),t)—>OO olur. Bu durumda 3t" >0

oyleki herhangi § <§ icin

2

k
5(-Ux (90, 0,8)) A (-, (q(xo,t),t))-;n—k > 5 (-u, (q3,0)1)) (4.54)
olur. Boylece, t >1t" i¢in

%(-Ux (A0 0:1)) 2 6 (-2, (a0x0.0,2))° (4.55)

elde edilir. Basit bir hesaplama

1 (4.56)

'UX(Q(XO 't)1t)2 1
U, (A0 )8

*

5(t-1)
)

esitsizligini verir. Dolayisyla t > T = t -

. ) — -
5ux(q(xo,t*),t*) icin UX(q(X0 ) )—) 0

olur. Boylece Teorem 2.7’deki (2.24) ifadesinden dolay: ¢oziim sonlu zamanda

patlar.
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Sonu¢ 4.1: s>% i¢in UOEHS(R) ve A=0 olsun. Ayrica f,geC‘”(R) ve

f >k>0 saglansin. Eger m=max L
‘S‘ngUOHHl(R)

g' (S)‘ sayist  igin u'0 (%) <- %

kosulunu saglayan bir X, €R sayisi varsa (1.14) probleminin ¢éziimii sonlu

zamanda patlar.m
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