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OZET
SONSUZ CiZGELERIN LEAVITT YOL CEBIRLERININ MORITA DENKLIGI

Ekrem EMRE
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Miige KANUNI ER
Temmuz 2018, 43 sayfa

Bu calismanin amaci sonsuz cizgeler tizerinde tanimli Leavitt yol cebirlerinin Morita
denkligini arastirmaktir. Bunun i¢in bir E ¢izgesi verildiginde K herhangi bir cisim olmak
lizere iirettigi ideal Lx(E) ye esit olan bir e € Lx(E) idempotentinin(e? = ) olmasi igin
E c¢izgesinin saglamasi1 gereken kosullar aragtirilmistir. Literatiirde bilinmektedir ki R
bir idempotent halka ve e € R bir idempotent olmak iizere eRe ve ReR halkalar1 Morita
denktirler. Buna gore eger e € R bir tam idempotent yani ReR = R ise eRe ile R Morita
denk olmaktadir. Lx(E) de en az bir e tam idempotent olmast i¢in E ¢izgesinin saglamasi
gereken gerek ve yeter kosullart bulmak icin E ¢izgesinde maksimal kiime tanimlanmis ve
Lk (E) de bir e tam idempotentin bulunmasi i¢in gerek ve yeter sartlar maksimal kiimeye
bagh olarak ifade edilmistir. Ayrica E iizerinde bir indirgeme algoritmasi tanimlanmig ve
problem E nin bir alt ¢izgesi olan E,, r > 0 ¢izgesine indirgenmistir.

Anahtar sozciikler: Leavitt yol cebiri, Morita denklik, Tam idempotent.
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ABSTRACT

MORITA EQUIVALENCE OF LEAVITT PATH ALGEBRAS OVER INFINITE
GRAPHS

Ekrem EMRE
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Miige KANUNI ER
July 2018, 43 pages

The purpose of this thesis is to study the Morita equivalence of Leavitt path algebras which
are defined over infinite graphs. For any graph E and any field K, we investigate conditions
on E such that there is an idempotent e € Lg (E), (¢*> = ) and the ideal generated by e is
equal to Lx (E). In the literature, it is shown that if R is an idempotent ring and ¢ € R an
idempotent element, then eRe and ReR are Morita equivalent rings. If ReR = R, then e is
called a full idempotent. Hence if e € R is a full idempotent, then eRe and R are Morita
equivalent rings. In this thesis, we first define a new subset of vertices of E, which we
call a maximal set. Then by using this maximal set, we give the necessary and sufficient
conditions on E that assure the existence of a full idempotent e in Lg(E). Moreover we
use a reduction algorithm on E and so we restrict the problem to a subgraph E,.,» > 0 of E.

Keywords: Full idempotent, Leavitt path algebra, Morita equivalence.
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MORITA EQUIVALENCE OF LEAVITT PATH ALGEBRAS OVER INFINITE
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Ekrem EMRE
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Miige KANUNI ER
July 2018, 43 pages

1. INTRODUCTION

Let R and S be two rings. If the module categories of those rings are isomorphic, then
R and § are called Morita equivalent rings. As an example of Morita equivalent rings, R
and R, can be given, where R,, is the matrix ring whose entities are the elements of R. It
is a well known result in literature that if R and S are Morita equivalent rings, then C(R)
and C(S) are isomorphic, where C(R) and C(S) are the centers of R and S, respectively.
Therefore if R and S are commutative rings, then being Morita equivalent for those rings
mean that those rings are isomorphic. Hence being Morita equivalent is meaningful for
non-commutative rings. There are many known properties which are Morita invariant such
as being prime, semi-prime, simple, semi-simple, right noetherian, right artinian. In this
thesis Leavitt path algebras defined on infinite directed graphs are studied. For this purpose
as E being a directed graph it is investigated that what are those conditions which E must
satisfy so that Lg(E) has at least one full idempotent element. Now we explain the idea
behind this thesis. Let E = (EY,E',r,s) be a directed graph. If we define E® = {v;};>1,
then the set {e, },>1 as e, =Y.', v; consist of local units for Lx (E). Therefore we have that

Lx(E) =Y eyLk(E)e,. Since Lg(E) is an idempotent ring, as known in the literature the
n>1

idempotent rings Y e,Lx(E)e, and Y Lk (E)e,Lk(E) are Morita equivalent. Moreover
n>1 n>1

if F= (FO,Fl,rF,;F) is a subgraph of E, then as F* = {v;};>1 ve e, = Y7, v; we have

that Lx(F) = Y. e Lk (E)e,. Hence if there is a positive integer m > 1 such that e,, is a full
n>1

idempotent in Lg(E), then Lg(F) and Lk (E) are Morita equivalent. In the second section
of this thesis we mention about Morita equivalence. Then in the third chapter we deal with
Leavitt path algebras, Cohn path algebras, direct limits in Leavitt path algebras and ideals
of Leavit path algebras. In the fourth section, for any directed graph the necessary and
sufficient conditions which E must satisfy so that there is a full idempotent in L (E) are
specified. Then in the last chapter results and discussions are refered to.



2. MATERIAL AND METHODS

Leavitt path algebras is a topic of interest of not only non-commutative ring theorists, but
also C*-algebraists. Hence, the interplay between the topics stimulates interest and many
proof techniques and tools are used from symbolic dynamics, ergodic theory, homology,
K-theory and functional analysis. In this thesis, we use the some graph moves to show
the Morita equivalence of Leavitt path algebras, these are the methods that originate from
ergodic theory, symbolic dynamics. Most of this work reflected onto the Leavitt path
algebra context is studied in the paper [1] by G. Abrams, A. Louly, E. Pardo, C. Smith.
The next step comes from the paper [2] by L.O. Clark and A. Sims which carries the
method onto the Morita equivalence of Steinberg algebras. We have only concentrated in
the source elimination move within our work. Yet there is still more recent work in the
graph moves and another reduction algorithm in literature that preserve Morita equivalence
of Leavitt path algebras [3].

Another method is from graph theory that is mainly used in the ideal structure of Leavitt
path algebras. We use the hereditary and saturated subsets of the vertices. Let E be any
directed graph and K any field.

A subset H of E is called hereditary if v > w and v € H imply w € H. First, we define an
equivalence relation on E°. Then for any hereditary subset H C E° , we define a maximal
set of H. To assure the existence of a full idempotent in Lk (E), the necessary and sufficient
conditions on E is given by means of a maximal set. (Theorem 4.6)

Then we use the source elimination on E consecutively to construct subgraphs E, of E.
This reduction helps to simplify the graph and find the full idempotent. In Theorem 4.17,
we prove that Lx (E) has at least one full idempotent if and only if Lg(E,) has at least one
full idempotent.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

In this thesis for any given directed graph E and field K we investigate necessary and
sufficient conditions on E such that there is a full idempotent in Lx (E). We prove that in
Theorem 4.6 that Leavitt path algebra has at least one full idempotent if and only if there
1s a vertex set whose maximal set is finite.

It was shown in literature that (see [1, Proposition 3.1] ) removing sources from a row-
finite graph will produce a graph where the Leavitt path algebras of both the original and
the resulting graph would be Morita equivalent. This result was then generalised to any
directed graph in [2]. In Lemma 4.15, we prove the same known result by using a different
approach.

We also restrict the problem of finding full idempotent in Lk (E) to a subalgebra Lg(E,),r >

0 of Lg(E) and find the main result in Theorem 4.17. In Theorem 4.17, we prove that
Lk (E) has at least one full idempotent if and only if Lx (E,) has at least one full idempotent.

xi



4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this thesis for any given directed graph E and a field K, we have given the necessary
and sufficient conditions on E such that there is a full idempotent in Lg (E). This gives a
collection of graphs whose Leavitt path algebras are Morita equivalent to their associated
corner subalgebra generated by this full idempotent.

Now here is the idea behind this work: Suppose that P and Q are two properties defined on
rings such that, for any ring R with identity, if R satisfies P , then it does Q. Now assume
that P and Q are Morita invariant properties. In this case even if R does not have an identity
but has a full idempotent e and satisfies P, then it satisfies Q. Recall that that R and eRe are
Morita equivalent rings. Since P is Morita invariant and eRe is a ring with identity e, eRe
satisfies P and so does Q. Therefore since Q is Morita invariant, R satisfies Q. Hence if
the properties P and Q are Morita invariant, then instead of having a unit to satisfy Q, it
is sufficient for R to satisfy Q that R has a full idempotent. So we can use that for the
generalization such as in [4, Corollary 1.2].

Xii



1. GIRIS

R ve § iki halka olmak iizere eger bu halkalarin modiil kategorileri izomorf iseler R ve
S halkalarina Morita denktirler denir. Morita denk halkalara ornek olarak R halkasi ile
R,, matris halkasi verilebilir. Literatiirde bilindigi iizere eger R ve S Morita denk halkalar
iseler Z(R) ve Z(S) sirasiyla R ve S halkalarinin merkezlerini gostermek iizere Z(R) ile
Z(S) izomorfturlar. Dolayisiyla Morita denklik kavrami degismeli halkalarda izomorfluk
kavramiyla ayn1 anlama gelmektedir. Literatiirde Morita denklik altinda korundugu bilinen
ozelliklere 6rnek olarak asal, yari-asal, basit, yari-basit, sag noetheryen, sag artinyen
verilebilir. Bu ¢alismada sonsuz ¢izgeler lizerinde tanimli Leavitt yol cebirlerinin Morita
denkli8i incelenmistir. Bunun icin herhangi bir E ¢izgesi verildiginde, K herhangi bir
cisim olmak iizere Lx(E) Leavitt yol cebirinde bir e tam idempotent eleman1 olmasi
icin E ¢izgesinin saglamasi gereken kosullar arastirilmigtir. Ciinkii bir E = (E07E I r,s)
¢izgesi verildiginde E® = {v;};>1 olmak iizere e, = Y', vi seklinde tanimli idempotent
elemanlardan olugan {e,},>; kiimesi Lg(E) i¢in lokal birimlerden olusur. Dolayisiyla
Lx(E) = Y e,Lg(E)e, dir. Ayrica Lg(E) bir idempotent halka oldugundan literatiirde
bilindigi ijnzzeie Y e,Lx(E)e,ve Y. Lg(E)e,Lg(E)idempotent halkalart Morita denktirler.
Dahas1 F = (1;02,;71 JTE,SF) (;izg,;i1 E nin bir alt ¢izgesi ise F* = {v;};>1 ve e, = Y vi
olmak iizere Lg(F) = gl enLk (E)e, dir. Buna gore e, tam- idempotent olacak sekilde
n

bir m > 1 pozitif tamsayisi varsa L (F) ile Lx(E) Morita denk olmaktadirlar.

Tezin ikinci boliimiinde Morita denklik konusuna deginilmigtir. Leavitt yol cebirleri
baglikli iiciincii boliimde ise Leavitt yol cebirlerinden bahsedilmistir. Ayrica bu boliimde
Cohn cebirlerine, Leavitt yol cebirlerinde yonlii limitlere, Leavit yol cebirlerinde idealler
konusuna deginilmistir. Tezin dordiincii bolimiinde bir E ¢izgesi verildiginde Lg(E) de
bir tam idempotent olmasi i¢in E ¢izgesinin saglamasi gereken sartlar belirlenmistir. Tezin

son boliimiinde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.



2. MORITA DENKLIK

Bu boliim sirasiyla Kategori Teorisi, Modiil Teorisi, Morita Denklik, Morita Teori ve
Morita Teoremlerinin Sonuclar1 olmak iizere bes alt boliimden olugsmaktadir. Bu alt
bagliklarda konuyla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmis ayrica konunun daha
1yi anlagilmasi i¢in orneklere de yer verilmistir. Bu boliimde [5] ve [6] kaynaklarindan
yararlanilmigtir. Bazi teoremlerin ispatlar1 verilmistir. Bazilariin ispatlari ve daha ayrintili

bilgi icin soz konusu kaynaklara ilave olarak [7] ve [8] kaynaklarina bakilabilir.
2.1. KATEGORI TEORIiSI: TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 2.1. [6, Tanim 1.1.1] Bir kategori C asagidakilerden olusur:

Ob(C) ile gosterilen objelerin kiimesi;

Her A,B € Ob(C) i¢in A ile B arasindaki tiim morfizmalarin kiimesi Hom¢ (A, B);

Her A,B,C € Ob(C) i¢in o : Hom¢(A,B) x Hom¢(B,C) — Hom¢(A,C);
Her A € Ob(C) i¢in idy € Homc(A,A) olmak iizere her f € Home(X,Y),X,Y €
Ob(C), foidx = f,idy o f = f esitlikleri saglanir.

Ornek 2.2. Kiimelerin kategorisi Set ile gosterilir. Burada Obj tiim kiimelerdir. A, B €

Obj olmak iizere Homget(A,B) ise A dan B ye tiim fonksiyonlardir.

Ornek 2.3. Gruplarin kategorisi Grp ile gosterilir. Burada Obj tiim gruplardir. A, B € Obj

olmak iizere Homgrp(A,B) ise A dan B ye tiim grup homomorfizmalaridur.

Ornek 2.4. Abelyen(degismeli) gruplarin kategorisi AbGrp ile gosterilir. Burada Obj
tiim Abelyan gruplardir. A, B € Obj olmak iizere HompGrp (A, B) ise A dan B ye tiim grup

homomorfizmalaridir.

Ornek 2.5. R bir halka olmak iizere sol R modiillerin kategorisi gMod ile gosterilir. Burada
Obj tiim sol R modiillerdir. A,B € Obj olmak tizere Hom,,q4(A,B) ise A dan B ye tim

sol R modiil homomorfizmalaridir.

Ornek 2.6. Halkalarin kategorisi Rng ile gosterilir. Burada Obj tiim birimli halkalardir.

A, B € Obj olmak iizere Homgng (A, B) ise A dan B ye tiim halka homomorfizmalaridur.

2



Ornek 2.7. Degismeli halkalarin kategorisi CRng ile gosterilir. Burada Obj tiim birimli
degismeli halkalardir. A, B € Obj olmak iizere Homcgrag(A,B) ise A dan B ye tiim halka

homomorfizmalaridir.

Tamm 2.8. [6, Tamm 1.1.2] C ve C’ kategorileri verildiginde, F ile gosterilen Ob(C) den
Ob(C') ye bir funktor asagidakilerden olusur :

e Bir F : Ob(C) — 0b(C") fonksiyonu ve

e Her A,B € Ob(C),bir F : Hom¢(A,B) — Hom(F(A), F(B))fonksiyonu, 6yleki bu
fonksiyonlar agsagidaki sartlar1 saglar:

Verilen herhangi bir A € 0b(C) i¢in F(ids) = idps) ve A,B,C € Ob(C) ve f €
Hom¢(A,B) ,g € Homg(B,C) olmak iizere F(go f) = F(g) o F(f) esitligi saglanur.

Tamm 2.9. [6, Tanim 1.1.12] C kategorisi verilsin. Buna gore C kategorisinin bir alt
kategorisi D asagidaki 6zellikleri saglar:

e Obj(D) € Obj(C),

e Her A,B € D i¢in Homp(A,B) C Hom¢(A,B) ve (14)p = (1a)c- Eger 2. kosulda esitlik

saglanirsa D ye C nin tam alt kategorisi denir.
Ornek 2.10. AbGrp kategorisi Grp kategorisinin tam alt kategorisidir.

Tamm 2.11. [6, Tanim 1.1.3]C ve c kategorileriile F : C — C' ve G:C — C functorlart
verilmis olsun. Buna gore o : F — G seklinde gosterilen F den G ye bir @ dogal
doniisiimii (a4 : F(A) — G(A))aec ailesinden olusur. Oyleki A,B€C ve f:A — B
olmak iizere G(f) ooy = oo F(f) esitligi saglanir. Eger her A € C i¢in oy bir izomorfizma

ise o ya dogal izomorfizma denir.

Tamm 2.12. [6, Tanim 1.1.4] C ve C kategorileri ve F' : C — C' fonktorii verilmis olsun.
Buna gore eger « : F oF — idc ve o :FoF —» idy olacak sekilde F:C—c¢

fonktorii ile o ve of dogal izomorfizmalar varsa F' ye kategorilerin denkligi ad1 verilir.

Tamm 2.13. [6, Tanim 1.1.16] C ve D kategorileri ve F : C — D fonktorii verilmis
olsun. Buna gore eger F fonktorii morfizmalar {izerinde orten ise F' ye tam denir. Eger F
morfizmalar iizerinde bire-bir ise F' ye baglh denir. Eger F hem 6rten hem birebir ise F' ye

tam bagli denir.

Tamm 2.14. [6, Tanim 1.1.17] C ve D kategorileri ve F : C — D fonktorii verilmis
olsun. Buna gére eger her X € Ob(D) i¢in F(A) X e izomorf olacak sekilde bir A € Ob(C)

elemani varsa F' ye 0zde orten denir.



Teorem 2.15. [7, Teorem 1] C ve D kategorileri ve F' : C — D fonktorii verilmis olsun.
Buna gore asagidaki onermeler birbirine denktir.
1. F kategorilerin denkligidir.

ii. F tam bagh ve 6zde ortendir.

2.2. MODUL TEORISI: TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanmm 2.16. [6, Tanmim 1.2.2] R bir halka olmak tizere R iizerinde bir sol modiill M

asagidakilerden olusur:

Bos olmayan bir kiime M;

Bir ikili iglem + Oyleki (M, +) birim eleman1 O € M olan degismeli bir grup;

e R XM — M bir sol grup etki dyleki; her r,s € R ve her m,n € M elemanlar i¢in;

(r+s)m=rm+sm

r(m—+n)=rm+rn
o (rs)m=r(sm)
o lpm=m

R halkasi tlizerinde taniml1 bir sol M modiil kM seklinde gosterilir.

Tamm 2.17. [6, Tanmim 1.2.3] R bir halka olmak iizere R ilizerinde bir sag modiil M
asagidakilerden olusur:

e Bos olmayan bir kiime M;

e Bir ikili islem + 6yleki (M, +) birim eleman1 0 € M olan degismeli bir grup;

e M x R — M bir sag grup etki dyleki; her r,s € R ve her m,n € M elemanlari i¢in;

m(r+s) = mr+ms

o (m+n)r=mr+nr
o m(rs) = (ms)r
e mlp=m

R halkasi tizerinde taniml1 bir sa§ M modiil Mg seklinde gosterilir.

Ornek 2.18. Bir R halkasi kendisi iizerinde hem sol hem de sag modiildiir. Bu modiile

regiiler modiil de denir.

Ornek 2.19. R nin her sol ideali aym zamanda bir sol modiildiir. Benzer sekilde R nin her

sag ideali ayn1 zamanda bir sag modiildiir.



Tamm 2.20. [6, Tamim 1.2.6] Bir R halkas1 ve R iizerinde tanimli sol modiiller M ve N
verilsin. Buna gore bir f : M — N fonksiyonu; her m,m’ € M ve her r € R i¢in
f(m+m') = f(m)+ f(m')

f(rm) =rf(m)

kosullarini saghyorsa f ye bir modiill homomorfizmasi denir. Sag modiiller i¢in de benzer

tanim verilir.

Tamm 2.21. [6, Tanim 1.2.7] Bir R halkasi ile R {izerinde tanimli sol M, N, Z modiilleri
verilmis olsun. Buna gore bir f : M x N — Z doniisiimii birinci ve ikinci bilesenlere gore

lineer ise f ye bilineer doniisiim denir.

Tanim 2.22. [6, Tanim 1.2.8] K bir cisim ve K iizerinde tanimli bir vektor uzay1 A olsun.
Buna gore eger A da carpma olarak adlandirilan bir A x A — A bilineer doniisiimii varsa

A ya bir cebir denir.

Tamm 2.23. [6, Tanim 1.2.9] Bir A cebiri ve A-modiil M verilmis olsun. Buna gére M
nin tiim maksimal alt modiillerinin kesigsimine M nin Jacobson radikali denir ve rad (M)

ile gosterilir.

Tamm 2.24. [6, Tanim 1.2.10] Degismeli bir halka R, R iizerinde bir cebir A ve bir A-
modiil M olsun. Buna gore eer M nin alt modiillerinden olusan her M O M| 2 M O M3 O
... dizisi i¢in n > ng ise M, = M, olacak sekilde bir nyg € N sayis1 varsa M ye artinyen

modiil denir.

Tanim 2.25. [6, Tamim 1.2.11] Degismeli bir halka R, R iizerinde bir cebir A olsun. Eger

A regiiler modiil olarak artinyen ise A ya artinyen cebir denir.

Tanim 2.26. [6, Tanim 1.2.12] A bir artinyen cebir olsun. Buna gore A /rad(A) modiiliiniin

her Sy, S, basit alt modiilleri icin S1 = S, iken S| = S, oluyorsa A ya temel cebir denir.

Tamim 2.27. [6, Tanim 1.2.13] R bir halka olsun. Buna gore r € R elemani r.r = r kosulunu

sagliyorsa r ye R nin bir idempotenti denir.

Tamim 2.28. [6, Tanim 1.2.14] R bir halka ve e, e, € R iki idempotent olsun. Buna gore
eger ejep = exe; = 0 ise e ve ey ye ortogonal idempotentler denir. e # 0 bir idempotent
olsun. Buna gore her ortogonal idempotentler e1,e; icin e = e] + e iken ey = 0 ya da

ey = 0 oluyorsa e ye ilkel denir.



Tamm 2.29. [6, Tanim 1.2.15] Sol R modiil M ve sag R modiil N verilmis olsun. Buna goére
G degismeli bir grup olmak iizere f : M x N — G doniistimii her my,m, e M;n € N,r € R
i¢in

f(mi+ma,n) = f(my,n)+ f(my,n)

f(m,ny+nz) = f(m,ny) + f(m,ny)

f(mr,n) = f(m,rn)

ozelliklerini saghyorsa f ye dengeli doniisiim denir.

Tanim 2.30. [6, Tanim 1.2.16] M bir sag R modiil, N bir sol R modiil, T bir degismeli
grup ve 7: M x N — T bir dengeli doniisiim olsun. Buna gore eger G bir degismeli grup
ve 1 : M x N — G bir dengeli doniisiim olmak iizere f o T = n olacak sekilde tek bir

f T — G grup homomorfizmasi varsa (T, 7) ya M ile N nin tensor ¢arpimi denir.

Onerme 2.31. [6, Onerme 1.2.17] M bir sag R modiil ve N bir sol R modiil olsun. Buna

gore eger M ve N nin iki tensor ¢arpimi (G, 7) ve (G',7') ise G = G’ dir.

Ispat. 7', R-dengeli oldugundan ve T tensor carpim oldugundan bir f : T — T’ homomor-
fizmasi vardir 6yleki T/ = fo 7 dir. 7, R-dengeli oldugundan ve T’ tensér ¢arpim oldugun-
dan bir g : T" — T homomorfizmasi vardir dyleki T = go 7’ dir. Boylece T=go foT ve

7/ = fogo 1’ olmak iizere f bir grup izomorfizmasidir. Dolayisiyla T =2 T' dir. O

Onerme 2.32. [6, Onerme 1.2.18] Herhangi iki sag R modiil M ve sol R modiil N

verildiginde M ile N nin tensor ¢carpimi vardir.

Ispat. Bazi {ey,, :m € M,n € N} olan modiil X ile gosterilsin. Y ile X in e, , —
emn = Cm' n> Cmptn' — €mn — €mp V€ Cmrn — €,y €lemanlari tarafindan iiretilen alt grubu
gosterilsin. Burada m,m’ € M, n,n’ € N ve r € R dir. 1 : M x N — X kanonikal doniisiim
ve T : X — X /Y izdiisiim doniisiimii olmak tizere o = 7 o1 seklinde tanimlansin. Buna
gore o nin R-dengeli oldugu agiktir. G bir degismeli grup ve f : M x N — G bir R-dengeli
esleme olsun. Buna gére i : X — G olacak sekilde /(e ) = f(m,n) seklinde tanimli ve
dolayisiyla ho1 = f esitligini saglayan tek bir 4 grup homomorfizmasi vardir. Ayrica /2 1n
taniminda X in iireteclerinin /4 1n ¢ekirdeginde oldugunu gostermek kolaydir. Dolayisiyla
p(emn) = f(m,n) seklinde taniml1 p : X /Y — G doniisiimii iyi tanimhidir ve tektir. O
halde p o o doniisiimii p o ox = f esitligini saglayan tek tiirlii bir grup homomorfizmasidir.

Dolayisiyla (X /Y, p), M ve N igin bir tensor ¢arpimdir. O



Tamm 2.33. [6, Tanim 1.2.19] Eger bir sol R modiilii R nin kopyalarinin direkt toplamina

izomorf ise bu modiile serbest denir.

Onerme 2.34. [6, Onerme 1.2.20] Her sol R modiil serbest bir sol R modiiliin boliimiine

izomorftur.

Ispat. Ureteci B olan bir modiil M olsun. Bazi B olan serbest bir sol R-modiil F olmak
tizere f : F — M doniisiimii f(b) = b,b € B seklinde tanimlansin. Buna goére f ortendir

ve birinci izomorfizma teoreminden F /kerf = M elde edilir. [

Tanmm 2.35. [6, Tanim 1.2.21] M bir sol R modiil olsun. Buna gore eger M nin herhangi

bir 6z alt modiilii yoksa M ye basit denir.

Tanmm 2.36. [6, Tanim 1.2.22] M bir sol R modiil olsun. Buna gore eger M basit modiil-

lerin direkt toplamina izomorf ise M ye yari-basit denir.

Onerme 2.37. [6, Onerme 1.2.23] Bir R halkasi verilsin. Buna gore R nin her basit N
modiilii i¢in R nin dyle bir maksimal M modiilii vardir ki N =2 R/M dir. Tersine olarak M,

R nin bir maksimal modiilii ise R/M, R nin bir basit modiiliine izomorftur.

Ispat. M bir maksimal ideal ise R/M nin 6z alt ideali yoktur. Dahast R/M nin her ideali
bir R-modiildiir. Dolayisiyla R /M basit bir modiildiir. Simdi de N nin basit bir R-modiil
oldugu kabul edilsin. Buna gore 0 # n € N i¢in r — rn doniisiimii tanimlanirsa, Rn
sifirdan farkli N nin bir alt modiilii oldugundan bu doniisiim Ortendir ve Rn, N yi igerir.
Dolayistyla R nin bir / ideali i¢in R/I = N dir.I idealinin maksimal olmadig: kabul edilsin.
Buna gore I ¢ J ¢ R seklinde R nin bir J ideali vardir. Dolayistyla R/I = N nin bir 6z alt

ideali olacagindan bir celigki elde edilir. Dolayisiyla 7 ideali maksimal olmalidir. O

Tanmm 2.38. [6, Tanim 1.2.24] Bir R halkasi verilsin. Buna goére sol R modiillerin
kategorisi gMod olmak iizere her M € Ob(gMod) yari-basit ise kM od ye yari-basit modiil

kategorisi denir.

Lemma 2.39. [6, Lemma 1.2.25] M, N; ve N, sol R modiller olmak iizere
HomR(M,Nl @Ng) = HomR(M,Nl)@HomR(M,Nz) dir.



Ispat. Eger m : Ny ®N, — N; ve m : N ® N, — N, izdiisiimlerini tanimlarsak
p(f)=(mof,mof),f€Homg(M,Ny®N;) seklinde tanimh p : Homg(M,N; ®N,) —>
Homg(M,N1) ®Hom(M,N,) doniisiimiiniin bir grup izomorfizmasi oldugu kolaylikla gos-

terilebilir. ]

Lemma 2.40. [6, Lemma 1.2.26] M;, M, ve N sol R modiiler olmak iizere
HomR(M1 @MQ,N) %HomR(Ml,N)@HomR(Mz,N) dir.

Ispat. Eger 11 : My — M1 ® M, ve 1 : My — M & M, kanonikal doniisiimleri tanim-
lanirsa o(f) = (f o1, fotp),f € Homgr(M, ® M,,N) seklinde tanimhi 6 : Homg(M) &
M,,N) — Homg(M,,N) & Hom(M,,N) dontigiimiiniin bir grup izomorfizmasi oldugu
kolaylikla gosterilebilir. [

Tanim 2.41. [6, Tamim 1.2.27] Bir R halkas1 verilsin. Eger R nin 6z-alt ideali yoksa R ye

basit halka denir.

Tamm 2.42. [6, Tanim 1.2.28] Bir R halkasi verilsin. Eger R sol regiiler modiil olarak
yari-basit ise R ye sol yari-basit halka denir. Benzer sekilde R sag regiiler modiil olarak

yari-basit ise R ye sag yari-basit halka denir.

Onerme 2.43. [8, Sonuc 3.7] Sol(sag) yari-basit halka her zaman sag(sol) yari-basittir.

Bu 6nermenin sonucu olarak sol ya da sag yari-basit yerine yari-basit halka denir.
2.3. MORITA DENKLIK: TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamm 2.44. [6, Tanim 1.3.1] R ve S halkalar1 verilmig olsun. Buna gore eer gkMod ve

sMod denk kategoriler ise R ile S ye Morita denktirler denir.

Teorem 2.45. [5, Sonu¢ 18.42] R ve S halkalar1 Morita denk olsunlar. Bu durumda

halkalarin merkezleri izomorfturlar.

Bu teoremin sonucu olarak Morita denk de8ismeli halkalar izomorfturlar.

Ornek 2.46. R bir halka ve S , girdileri R nin elemanlar1 olan n X n matrislerin halkasi

olsun. Buna gore R ve S halkalar1 Morita denktirler.



2.4. MORITA TEORI

Tanmm 2.47. [6, Tanim 1.4.1] M bir sol R modiil olmak tizere M nin iz ideali r(M) ile

gosterilir ve t7(M) = ¥ rcomg (m,r) f (M) seklinde tanimlanir.

Tamm 2.48. [6, Tanim 1.4.2] Bir R halkas1 ve sag R modiil P verilsin. Buna gore eger
her f € Homg(M,N); M,N € Ob(Modg) i¢in Homg (P, —) funktoru bagl ise yani fog # 0

olacak sekilde en az bir g € Homg(P,M) varsa P ye Modg igin bir iirete¢ denir.

Teorem 2.49. [5, Teorem 18.8] Herhangi bir sag R modiil P i¢in asagidaki 6nermeler
denktirler:

1. P bir liretegtir;

ii. tr(P) =R dir;

iii. R, sonlu bir direkt toplam &; P’ nin dik toplanamdir.;

iv. R, bir direkt toplam €; P’ nin dik toplananidir;

v. Her M € Ob(Modg) modiilii bir @, P direkt toplamina izomorftur.

Ispat. (i) = (ii) Kabul edelim ki t7(P) # R olsun. Buna gére izdiisiim doniisiim R —

R/tr(P) sifirdan farklidir. Dolayistyla bir g € Homg(P,R) i¢in P —5— R > R/tr(P)
sifirdan farklidir. Fakat o zaman gP # tr(P) olacagindan bir celigki elde edilir.

(ii) = (iii) (ii) den dolay1 g P+ ... + g,P = R olacak sekilde g1, ...,8, € Homg(P,R) ler
vardir. Buna gore (g1,...,8,) : P®...® P —> R bir ayrik epimorfizma olacagindan istenen
elde edilir.

(iii) = (iv) Bu dnermenin dogru oldugu agiktir.

(iv) = (v) Bu 6nermenin dogrulugu da M, serbest bir modiiliin 6rten bir goriintiisii
oldugundan agiktir.

(v) = (i) Stfirdan farkli bir homomorfizm f : M — N ve sabit bir 6rten doniisiim
®iP, — M, P; = P olsun. Bu durumda acikca @;P;, — M sifirdan farklidir. Dolayisiyla

bir i igin P, —— M —

N sifirdan farkli olacagindan istenen elde edilir. [

Tamm 2.50. [6, Tanim 1.4.4] Bir sol R modiil P eger asagidaki sart1 sagliyorsa P ye
projektif modiil denir.

M ve N sol R modiiller olmak iizere herhangi bir f : M — N epimorfizmasive g: P — N
homomorfizmasi verildiginde g = f o ¢ olacak sekilde bir o : P — M homomorfizmasi

vardir.



Tamm 2.51. [6, Tanim 1.4.5] R bir halka ve P bir sol R modiil olsun. Buna gore eger P

sonlu iiretilmis projektif bir modiil ise P ye On-iiretec denir.

Tamm 2.52. [6, Tanim 1.4.6] R bir halka ve e € R bir idempotent olsun. Buna gore eger

ReR = R ise yani e tarafindan iiretilen ideal tiim halkaya esit ise e ye tam idempotent denir.
Ornek 2.53. Tam-idempotente 6rnek olarak e = Ey, € E,(R),1 < k < n verilebilir.
Tanim 2.54. [6, Tanim 1.4.8] R ve S halkalar1 verilmis olsun. Buna gore bir (R,S) bimodiil
M asagidaki 6zellikleri saglayan bir degismeli gruptur:

e M sol R modiil ve sag S modiildiir;

e Herr € R,s € Sve m € M igin (rm)s = r(ms) dir.

(R,S) bimodiil M kisaca gMs seklinde gosterilir.

Ornek 2.55. R halkasi carpma islemine gore bir (R, R) bimodiildiir.

Ornek 2.56. E,,,(R) degismeli grubu bir (E,,(R), E,(R)) bimodiildiir.

Tamm 2.57. [6, Tanim 1.4.12] M ve N (R, S) bimodiiller olmak iizere eger f : M — N

doniistimii sol ve sag modiil homomorfizmasi ise f ye bimodiill homomorfizmasi denir.

Onerme 2.58. [6, Onerme 1.4.13] (R, S) bimodiil M ve sol S modiil N olsun. Buna gore
Mg ® N bir sol R modiildiir.

Onerme 2.59. [6, Onerme 1.4.14] (R,S) bimodiil M ve (S,T) bimodiil N olsun. Buna
gore Mg ® N bir (R, T) bimodiildiir.

Ispat. Biliyoruz ki M ®g N nin her eleman1 ¥;m; ® n; seklinde sonlu bir toplam olarak
ifade edilebilir. Buna gore r(Zm,- ®n;) = Z(rmi) ® n; olarak tanimlanirsa M ®g N nin
bir sol R-modiil oldugu kolayhli(la gbsterilebiilir. 0

Tanimm 2.60. [6, Tanim 1.4.15] M bir sol R modiil olsun. Buna goére M den M ye tiim

homomorfizmalarin kiimesi toplama ve bileske islemleriyle bir halka belirtir. Bu halkaya

endomorfizma halkasi denir ve Endg(M) ile gosterilir.

Tanmm 2.61. [6, Tamim 1.4.16] M bir (R,S) bimodiil olsun. Buna gore @y : R —
End(gM) ve Ay : R — End(Ms) halka homomorfizmalari birer izomorfizma ise M ye
bagli dengeli denir. Burada r € R,s € S ve m € M olmak tizere @y (r)(m) = r.m ve

Ay (s)(m) = m.s seklinde tanimlanur.

Tamm 2.62. [6, s.485] P ve Q modiilleri verilmis olsun. Eger her p,p’ € P ve g € Q
elemanlari i¢in (pq)p’ = p(qp’) yazilabiliyorsa P ve Q modiillerine PQP-birlesmeli denir.
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Lemma 2.63. [5, Lemma 18.15] R bir halka ve P bir sag R modiil olsun. Ayrica § =
End(P) olmak iizere P ayn1 zamanda bir sol S modiil olacagindan P bir (S, R) bimodiildiir.
Benzer sekilde Q = End(P,R) olmak iizere Q bir (R, S) bimodiil olur. Buna gore:

i. (¢,p) — gp doniisimii @ : Q ®s P — R seklinde bir (R, R) bimodiil homomorfizmasi
tanimlar.

ii. (p,q) — pq doniisiimii B : P®g Q — S seklinde bir (S,S) bimodiil homomorfizmasi

tanimlar.

Ispat. PSQ-birlesmeli oldugundan ¢ iyi tanimhidir. Dahas1 RPQ ve PQOR-birlesmeli
oldugundan o bir (R, R)-bimodiil homomorfizmasidir. Benzer sekilde QRP-birlesmeli
oldugundan 3 iyi tanimlidir. Dahas1 SQP ve QPS-birlesmeli oldugundan « bir (S,S)-

bimodiill homomorfizmasidir. O]

Tanim 2.64 (Morita kontekst). P bir sag R modiil olmak iizere (R,P,Q,S, ., ) sirali

altilisina Py ile baglantili Morita kontekst denir.

Verilen bir Morita konteks i¢in agsagidaki 6nerme dogrudur.

Onerme 2.65. [5, Lemma 18.17] 1- Py nin iirete¢ olmasi igin gerek ve yeter sart o nin
orten olmasidir.

2-Eger P bir iireteg ise asagidaki ifadeler dogrudur:

(a) ¢ : Q®g P —> R bir (R, R) bimodiil izomorfizmasidir.

(b) (R, S) bimodiilleri Q ve Homg(sP,sS) izomorfturlar.

(c) (S,R) bimodiilleri P ve Homg(Qs,Ss) izomorfturlar.

(d) R, End(sP) ve End(Qy) halkalar1 izomorfturlar.

Ispat. (1)-im(o) = tr(Pg) oldugundan dnermenin dogrulugu agiktr.

(2)-Pg bir iirete¢ olsun. Buna gore 1z =Y ¢;p; dir. (2a) nin dogrulugunu gostermek i¢in
0=a(L;q;®p}) =¥;q;p] olmak iizere Zq’] ® p'j = 0 oldugu kolaylikla gosterilebilir.
(2b) nin dogru oldugunu gostermek i¢in p.l{q) = pq € S seklinde A : Q — Homg(sP,sS)
doniisiimii tanimlansin. SPQ-birlegsmeli oldugundan A(q) € Homg(P,S) dir. Dahast RPQ
ve PQS-birlesmeli oldugundan A bir (R, S)-homomorfizmadir. Ayrica A nin bire-bir ve
orten oldugu kolaylikla gosterilebilir. (2¢) nin dogrulugu da benzer sekilde gosterilebilir.
(2d) nin dogru oldugunu gostermek i¢in p.o(r) = pr ve ©(r).q = rq seklinde sirasiyla
0 : R — End(sP) ve T: R — End(Qs) halka homomorfizmalar1 tanimlanirsa ¢ ve ©

lerin izomorfizma olduklar1 kolaylikla gosterilebilir. [
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Onerme 2.66. [5, Lemma 18.19] 1- Pk nin sonlu iiretilmis ve projektif olmasi i¢in gerek
ve yeter sart 8 nin orten olmasidir.

2- Eger Pg sonlu iiretilmis ve projektif ise:

(a) B: P®grQ — S bir (S,S) bimodiil izomorfizmasidir.

(b) (R,S) bimodiilleri Q ve Homg(Pr,Rg) izomorfturlar.

(¢) (S,R) bimodiilleri P ve Homg(rQ,g R) izomorfturlar.

(d) S, End(Pg) ve End(rQ) halkalar1 izomorfturlar.

Ispat. B mn o6rten olmasi igin gerek ve yeter sart 1g = ¥ p;;q;; olmasidir. Buna gore
her p € Pigin, p= (Y. quZ) p=Y PZ (q;; p) dir. Dolayisiyla Ikili Taban Lemmasindan(Dual
Basis Lemma) Py sonlu iiretilmis projektif bir modiildiir. (2) nin ispat1 yukaridakine benzer

sekilde yapilir. [
Sonucg 2.67. [5, Sonug 18.21] Pg On-iireteg ise gPr ve rQs bagh dengeli bimodiillerdir.

Onerme 2.68. Pr on-iiretec ise sP, Qs ve gQ da on-iireteclerdir.

Ispat. Homg(Qs,Ss) = P ve End(Qs) = R dir. Ayrica « ve 8 orten olduklarindan Qg

on-iiretectir. Diger kisimlarda benzer sekilde gosterilir. [

Teorem 2.69. [5, Teorem 18.24] Pr bir On-iirete¢ ve P ile iligkili Morita kontekst
(R,P,Q,S,a,p) olsun. Buna gore

1.—@r QO : Catg — Cats ve — Qg P : Cats — Catg karsilikli ters kategori denkliklerdir.
1.PRr—: rCat — sCat ve Q®gs—: sCat — gCat karsilikl1 ters kategori denkliklerdir.
Ispat. Herhangi bir Uy i¢in (U ®r Q) s P = U Qg (Q®sP) = U Qg R = U elde edilir.
Benzer sekilde herhangi bir Vs icin (V ®gP) ®g Q =V elde edilir. (2) nin ispat1 benzer
sekilde yapilir. [

Teorem 2.70. [5, Teorem 18.26] R ve S iki halka F' : Catg — Catg ve G : Cats —> Catg
kargilikl ters kategori denklikler olsunlar. Buna gore Q = F(Rg) ve P = G(Ss) olmak
izere gPg ve gQy yazilabilir. Dahas1 F = — ®@r Q ve G = ®gP dir.

Ispat. P € Mg ve S € Mg olmak iizere End(Pg) = End(Ss) = S dir. Dolayisiyla P bir
sPg modiil olarak diisiiniilebilir. Benzer sekilde Q bir gQgs modiil olarak diisiiniilebilir.
Ayrica Ss, M i¢in bir on-iirete¢ ve Pg, Mk i¢in bir on-iiretectir. Dahas1 P nin R-duali
Homg(P,R) = Homg(F(P),F(R)) = Homg(Ss,Qs) = Q olarak hesaplanir. Buna gore Pg
ile iligkili Morita kontekst (R, P, Q, S, &, B) dir. Dolayisiyla F = Homg(Pg,—) = — Qg Q
ve benzer sekilde G = Homg(Qs, —) = — ®g P elde edilir. O
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Tanim 2.71. [6, Tanim 1.4.23] (S,R) bimodiil P olsun. Buna gore eger Py On-iireteg ve
sPg bagh dengeli bimodiil ise P ye (S,R) on-iirete¢ denir.

Teorem 2.72. [5, Teorem 18.28] R ve S halkalar1 verilsin. Buna gore Cats — Catg
kategori denkliklerin izomorf sinifi ile (S, R) 6n-iireteclerin izomorf sinifi arasinda bire-bir

esleme vardir.

Ispat. Her (S, R)-pro-iirete gPg igin bir — ®@g P : Mg — Mg denkligi vardir. Tersine
olarak eger G : Mg — Mg bir denklik ise P := G(Sg) bir (S,R) On-iiretectir.
Eger gP; bir (R,T) on-iireteg ise Mg — Mgr — Mr carpimi — Qg (P ®g P') ile

tanimlanir. Boylece ikinci kistm da ispatlanmis olur. [
2.5. MORITA TEOREMLERININ SONUCLARI

Onerme 2.73. [5, Onerme 18.32] Catg ve Catg Morita denk ise gCar ve sCat da Morita

denktir.

Onerme 2.74. [5, Onerme 18.33] R ve S halkalari verilmis olsun. Buna gore asagidaki
onermeler denktir.

1. R~S.

ii. Pg, Catg nin bir on iireteci olmak iizere S = End(Pg) dir.

iii. e € M, (R) bir tam idempotent olmak iizere S = eM,(R)e dir.

Ispat. (3) = (1) Eger S = eM,,(R)e ise S ~ M,,(R) dir.

(1) = (2) Teorem 2.85 den elde edilir.

(2) = (3) R" = P& P’ ve e € M,,(R), R" nin P iizerine izdiisiimii olsun. Buna gore tr(P) =
R oldugundan e, M, (R) de bir tam-idempotenttir. Dolayisiyla A(f)|P = f,A(f)|P' =0
seklinde tanimlt A : End(Pg) — e.End(R").e = eM,(R)e doniisiimii bir izomorfizma

oldugundan istenen elde edilir. [

Sonug 2.75. [5, Sonug 18.35] Halkalar iizerindeki bir P 6zelliginin Morita degismez
olmast igin gerek ve yeter sart R halkasi P ozelligini sagliyorsa eRe veya E,(R),n > 2

halkalarinin da P 6zelligini saglamasidir. Burada e € R bir tam idempotenttir.

Sonug 2.76. [5, Sonug 18.36] R bir halka ve R iizerinde tanimli tiim sonlu iiretilmis
projektif sa§ modiiller serbest olsun. Buna gore S ~ R olmasi icin gerek ve yeter sart

S = M,(R) olacak sekilde bir n sayisinin olmasidr.
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Lemma 2.77. [5, Lemma 18.41] 4Mp bagh dengeli (A, B) bimodiil olsun. Buna gére
Z(A) 2 Z(B) dir.

Ispat. f:Z(A) — E doniisimii f(z)(m) = zm,z € Z(A),m € M seklinde tanimlanirsa
f(z) € E dir. Ayrica f nin bir halka homomorfizmasi oldugunu gostermek kolaydir. Dahast
AMp bagl dengeli modiil oldugundan f bir izomorfizmadir. Benzer sekilde g : Z(B) — E

izomorfizmasi tanimlanabileceginden istenen elde edilir. [
Sonug 2.78. [5, Sonug 18.42] R =)y S ise Z(R) = Z(S).

Onerme 2.79. [5, Onerme 18.44] R halkasi ve Py on-iirete¢ verilsin. Buna gore Py ile
ilgili Morita kontekst (R, P, Q, S, &, B) olmak iizere S nin sag ideallerinin kafesi Pg nin sag
modiillerinin kafesine izomorftur. Dahasi

1. R nin ideallerinin kafesi,

ii. S nin ideallerinin kafesi,

iii. gPg nin (S,R) alt modiillerinin kafesi ve

iv. Qs nin (R, S) alt modiillerinin kafesi izomorfturlar.

Ispat. S € Mg olmak iizere S®gP = P € Mg dir. B C S sag ideal olmak iizere B ®g P =
BP C P dir. Dahast B nin ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart BP nin P nin bir (S,R)-
altmodiilii olmasidir. Bu ifadenin yeter sart kismi agiktir. Gerek sart kismini géstermek i¢in
BP nin P nin bir (S, R)-altmodiilii oldugu kabul edilsin. Buna gore s € S i¢in sBP C BP
ve sB C B dir. Dolayisiyla B bir idealdir. Buna gore P ®p — :g M —5 M olmak iizere

(1) ile (3) arasinda bir izomorfizma elde edilir. ]

Sonuc¢ 2.80. [5, Sonug¢ 18.45] R halkasinin nilpotent, asal ve yari-asal idealleri ile S

halkasinin nilpotent, asal ve yari-asal idealleri izomorfturlar.
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3. LEAVITT YOL CEBIRLERI

Bu boliim sirasiyla Leavitt Yol Cebirleri, Leavitt Yol Cebiri Ornekleri, Cohn Yol Cebirleri,
Leavitt Yol Cebirlerinde Yonlii Limitler, idealler, Z-Derece ve Morita Denk Leavitt
Yol Cebirleri olmak iizere yedi alt boliimden olugsmaktadir. Birinci kisimda Leavitt yol
cebirleri tanitilmig ve Leavitt yol cebirlerinin lokal birimli halka olduklar1 vurgulanmustir.
Ikinci kistmda literatiirde siklikla karsilagilan gizgelere ve bunlar iizerinde tamimli Leavitt
yol cebirlerinin 6zelliklerine deginilmistir. Ugiincii kisimda Cohn yol cebirlerine ve
bunlarin Leavitt yol cebirleriyle olan iligkisine deginilmistir. Dordiincii kisimda Leavitt yol
cebirlerinde yonlii limitler konusuna deginilip bazi 6rnekler verilmistir. Besinci kistmda
Leavitt yol cebirlerinde idealler konusuna kisaca giris yapilmis ve bazi 6nemli sonuglara
yer verilmistir. Altinci kisimda Leavitt yol cebirlerinde derece konusuna deginilmis ve
son olarakta Morita denk Leavitt yol cebiri iireten ¢izge ornekleri verilmistir. Bu boliimde
[1,9-11] kaynaklarindan yararlanilmistir. Gerekli goriilen teoremlerin ispatlari verilmistir.
Ispatlar1 verilmeyen teoremlerin ispatlar1 ve daha ayrintili bilgi icin ek olarak [12—14]

kaynaklarina bakilabilir.

Bu boliimde yonlii gizgeler kisaca E ile gosterilecektir. Ayrica herhangi bir yonli £
¢izgesi iizerinde tamimli Leavitt yol cebiri Lg (E) ile gosterilecektir. Burada K herhangi bir

cisimdir.

Tamm 3.1. [10, s.1] R bir halka olsun. Buna gore R™ ve R" serbest sol R modiillerinin
izomorf olmas1 m = n olmasini gerektiriyorsa R ye /BN(Degismez Taban Sayis1) 6zelligine

sahiptir denir.

Tanim 3.2. [10, Tanim 1.1.1] Verilen bir R halkas1 ve m < n dogal sayilar1 i¢in R™ = R" ve
1 < k < m olmak iizere R™ 2 R ise R halkasina (m,n) tipinde IBN 6zelligini saglamayan
halka denir.
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Teorem 3.3. [10, Teorem 1.1.2] Her (m, n) pozitif tam sayi cifti ve K cismi igin agsagidaki
ozellikleri saglayan K- cebir izomorfizmasina gore tek bir Lg (m,n) birimli K-cebiri vardir:
i. Lg(m,n) cebiri (m,n) modiil tipine sahiptir ve

ii. (m,n) modiil tipine sahip herhangi bir K-cebir A olmak iizere belirli kosullart saglayan

bir ¢ : Lx(m,n) — A, K- cebir homomorfizmasi vardir.

Tamm 3.4. [10, Tanim 1.1.3] K herhangi bir cisim ve n > 1 herhangi bir tam say1 olsun.
Buna gore (1,n) tipindeki Leavitt K-cebiri Lg(1,n) ile gosterilir ve
K <X1,X2,... %0, 11,2, ....Y, >/ < Yo XY —1,XY; — 5,'j1|1 <ij<n>

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.5. [10, Teorem 1.1.4] Herhangi bir K cismi i¢in n > 2 olmak iizere Lg(1,n)

Leavitt K-cebiri basittir.

Tamm 3.6. [10, Tamm 1.2.2] Bir yonlii cizge E = (E°, E', r,s) iki kiime E° E' ve iki
fonksiyondan r,s : E! — E° olusur. E° 1n elemanlarina koseler E! in elemanlarina da

kenarlar denir.

Tamm 3.7. [10, s.4] Bir E ¢izgesi verildiginde her v € E? igin s~!(v) kiimesi sonlu ise E
ye sira-sonlu denir. Bir v € E? icin s~!(v) = 0 ise v ye batak denir. Eger r—!(v) = 0 ise
v ye kaynak denir. Ayn1 zamanda batak ve kaynak olan bir v kdsesine izole denir. Eger
|s~!(v)| sonsuz ise v ye sonsuz yayan denir. Eger v batak ya da sonsuz yayan ise v ye

singiiler aksi halde regiiler denir.

Tanmm 3.8. [10, s.4] E cizgesinde bir i yolu it = eje;...e, seklinde kenarlarin bir dizisidir.
Burada r(e;) = s(ei+1),1 <i<n—1 dir. Burada u yolunun kaynagi ve hedefi sirasiyla
s(u) =s(ey) ve r(u) = r(e,) seklinde tanimlanir. Ayrica g yolunun uzunlugu n = £(u)
veya n = || seklinde gosterilir. Bir i yolu eje;...e, seklinde gosterilir. Koseler uzunlugu
sifir olan yollar olarak ele alimir. Bir v € EV igin s(v) = r(v) = v seklinde tanimlanr.
Bir u = eje;...e, yolu icin u yolunun koselerinin kiimesi u® = {s(e;),r(e;)|1 < i < n}
seklinde gosterilir. Ayrica n > 2 olmak iizere E” ile E ¢izgesinde uzunlugu n olan tiim

yollarin kiimesi ifade edilir ve Path(E) = |J,>o E" ile E deki tiim yollarin kiimesi gosterilir.
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Tanmm 3.9. [10, Tamim 1.2.3] E herhangi bir yonlii cizge ve K herhangi bir cisim ol-
sun. Ayrica (E')* = {e*|e € E'} olsun. Buna gore katsayilar1 K nin elemanlari olan E
iizerindeki Leavitt yol cebiri asagidaki bagintilar1 saglayan ve ECUE! U (E')* kiimesi
tarafindan iiretilen serbest birlesmeli bir K-cebiridir:

(V) hervy € EQiginw/ = §,,,,

(E1) herec E'igins(e)e =er(e) =e,

(E2) herec Eliginr(e)e* = e*s(e) = e*,

(CK1) here,e’ € E'igine*e’ = 8, 4r(e),

(CK2) her regiiler v € E? kdsesi igin v =Y, 1(,) ee”.

Tamm 3.10. [10, Hatirlatma 1.2.5] E bir ¢gizge ve A bir K-cebir olsun. Oyleki A asagidaki
sartlar1 saglayan ortogonal idempotentlerden olusan {a,|v € E°} kiimesi ile {a.|e € E'}
ve {b.|e € E'} kiimelerini igersin.

e Here € E! igin Ag(e)de = Aely(e) = e V€ Up(e)be = bed(p) = b,

e Here, f € E!igin byae = O fay(c) V€

e Her regiiler v € E° kosesi igin a, = ¥, -1 (v) Gebe.

Buna gore A ya bir E-aile denir ve bu durumda bir Lg(E) — A K-cebir homomorfizmasi
vardir oyleki v — a,, e — a, ve e¢* — b, dir. Bu duruma Leavitt yol cebirlerinin

evrensel 0zelligi de denir.

Ornek 3.11. [10, Ornek 1.2.8]

* —— > e
V4 R Vs

Sekil 3.1. E.

Asagida Lg (E) de bazi islemler verilmisgtir.
vif=f=fv2 (El).

v ft=f"=fvi (E2).

Ff =y, f*h= f*e =0 (CKI).

vi =ee* + ff"+hh*, v, = gg* (CK2).
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v4 kOsesi sonsuz yayan, v3,vs koseleri de batak olduklarindan bu koselerde (CK2) taniml
degildir.

Tamm 3.12. [10, Tanim 1.2.10] Birlesmeli bir halka R i¢in idempotent elemanlardan
olusan bir F' C R kiimesine asagidaki sart1 saglamas1 durumunda lokal birimlerin kiimesi
denir.

R nin sonlu her {ry,...,r,} alt kiimesi i¢in fr;f = r;,her 1 <i <n olacak sekilde f € F
vardir. Diger bir ifadeyle R nin herhangi bir N sonlu alt kiimesi icin N C fR f olacak sekilde
bir f € F vardir. Eger RR = €, Re olacak sekilde R nin ortogonal idempotentlerden

olusan bir £ alt kiimesi varsa R ye yeterli idempotente sahiptir denir.

Lemma 3.13. [10, Lemma 1.2.12] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore v, A, 1, p € Path(E) olmak iizere;

ykp* if W=AK,k € Path(E)
L(YA")(up*) = yo*p* if A=puo,c € Path(E)
0

dir. Ozel olarak eger /(1) = £(u) ise A*u # 0 olmasi igin gerek ve yeter sart
A = p olmasidir. Bu durumda A*u = (1) dir.

ii. Lg(E) tizerindeki K-etki siradandir. Yani k,k’ € K olmak iizere (kyA™)(K'up*) =
kk' (yA*up*) dir.

iii. Lg(E) Leavitt yol cebiri bir K-vektor uzay1 olarak {yA*|y,A € Path(E),r(y) =r(A)}
formundaki tek-terimlilerden olusur. Yani her x € Lg(E) elemam x = Y!' | kYA
seklindedir. Burada k; € K*,¥;, A; € Path(E)dyleki her 1 <i < niginr(y;) = r(4;) dir.
iv. Lg(E) nin birimli olmast i¢in gerek ve yeter sart £ 0 1n sonlu olmasidir. Bu durumda
Ly = Xyepov dir.

v. Her a0 € Lg(E) igin 6yle bir sonlu V(@) kiimesi vardir ki f = },cy (o) v olmak iizere
faf = a dir. Dahasi Lk (E) bir yeterli lokal idempotent halkadir.

Ispat. i. (CK1) den dolay1 e* f € Lg (E) ifadesi ya sifira esittir ya da r(e) kosesine. Buradan
istenen sonug elde edilir.

ii. Lg(E) nin tanimindan agiktir.

iii. (i) den elde edilir.

iv. Eger E” sonlu ise ispat agiktir. Eger E° sonsuz ise Lg (E) de birim eleman yoktur.

v. Lg(E) deki farkli koselerin toplamimnin idempotent olacagi agiktir. Simdi @ =
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Y kivid® € Lx(E) herhangi bir eleman olmak iizere V() ile « iizerindeki kdselerin
kiimesi gosterilsin. Buna gore eger f =} cy(q) v olarak tanimlanirsa & = fo f seklinde

istenen elde edilir. L]

Tamm 3.14. [10, Tanim 1.2.13] Bir E ¢izgesi verilsin. Buna gore £ = E' U (E!)* olmak
lizere eger herhangi iki u,v € E° koseleri i¢in ) = hyhy...h,, olmak iizere s(n) = u ve
r(n) = v olacak sekilde 4, hs, ..., h,, € E kenarlar varsa E ne baghdir denir. E nin bagh
bilesenleri {E;};ea gizgeleridir. Oyleki E ¢izgesi E = LjcAE; seklinde E; bagli ¢izgelerinin

ayrik bilesimi olarak yazilabilir.

Onerme 3.15. [10, Onerme 1.2.14] Herhangi E ¢izgesi ve K cismi verilmis olsun.
Buna gore E nin bagl bilesenleri cinsinden ifadesi E = U;cpE; olmak iizere Lg(E) =

@iEALK (E,) dir.

3.1. LEAVITT YOL CEBIRi ORNEKLERI

Ornek 3.16. [10, Gosterim 1.3.1] R, ile 1 tane kose ve n tane bukleden olusan cizge

gosterilir.

Sekil 3.2. R,,.

Asagidaki R; cizgesi teoride 6nemli bir rol oynar.

Sekil 3.3. R).

A, ile n koseden ve n — 1 kenardan olusan ¢izge gosterilir.

Vi el V2 ] V3 Vn—1 €n—1 Vi
° [ o o o o e — s o
Sekil 3.4. E.

Onerme 3.17. [10, Onerme 1.3.2] Herhangi bir pozitif tam say1 n > 2 ve herhangi bir

cisim K olmak iizere Lk (1,n) = Lg(R),) dir.

Tanim 3.18. [10, s.8] Herhangi bir K cismi i¢in Laurent polinomu xy = yx = 1 bagintisini

saglayan x ve y sembolleri tarafindan iiretilen K-cebirdir ve K[x,x~!] ile gosterilir.

19



Onerme 3.19. [10, Onerme 1.3.4] K herhangi bir cisim olmak iizere K [x,x~ 1) = Lg(Ry)
dir.

Ispat. (CK1) kosulundan dolay1 Lk (R} ) de e*e = v = 1 elde edilir. Ayrica v den ¢ikan tek
kenar e oldugundan (CK2) den Lg(R;) de ee* = 1 elde edilir. O

Onerme 3.20. [10, Onerme 1.3.5] K herhangi bir cisim ve n > 1 herhangi bir pozitif tam
say1 olsun. Buna gore M, (K) = Lg(A,) dir.

Ispat. {f; j|1 <i,j <n} ile M, (K) daki standart matris birimleri gdsterilsin. Buna gére
¢ : Lg(Ap) — M,(K) dontisimii @(v;) = fii, @(e;) = fii+1 seklinde tanimlanirsa ¢ nin

bir K-cebir izomorfizmasi oldugu kolaylikla gosterilebilir. [

Ornek 3.21. [10, Ornek 1.3.6] Asagidaki cizgeye Toeplitz cizgesi denir ve E7 ile gosterilir.

&
e Us ———5 oV

Sekil 3.5. E.

Onerme 3.22. [10, Onerme 1.3.7] K herhangi bir cisim olmak iizere Leavitt yol cebiri

Lk (ET), birlesmeli K < x,y > / < 1 —xy > K-cebirine izomorftur.

Ispat. Lx(E7) de ee* + ff* =u ve u+v =1 dir. Simdi Lx(E7) nin X = e* + f* ve
Y = e+ f elemanlar1 ele alinsin. Buna gore (CK1) ve (CK2) kosullarindan XY =u+v =
1,YX =ee*+ ff* =u# 1dir. Ayrica Lx(E7) nin X ve Y tarafindan iiretilen altcebiri
1 —u =vyiigerir. Dolayisiyla bu altcebir e = Yu, f =Yv,e* = uX ve f* = vX elemanlarin
da igerir. Buna gore ¢ : K < U,V >— Lg(E7) dontisimii o(U) =e* + f*, (V) =e+ f

olmak iizere ¢ bir K-cebir izomorfizmasidir. [
3.2. COHN YOL CEBIRLERI

Tamm 3.23. [10, Tanim 1.5.1] Herhangi bir ¢izge E ve herhangi bir cisim K olsun. Buna
gore (E')* = {e*|e € E'} olmak iizere katsayilar1 K dan olan E nin Cohn yol cebiri
EYUE'U (E 1)* kiimesi tarafindan iiretilen ve (V), (E1), (E2), (CK1) bagintilarin1 saglayan

birlesmeli bir K-cebiridir.

Onerme 3.24. [10, Onerme 1.5.5] Herhangi bir ¢izge E ve herhangi bir cisim K ol-
sun. Buna gore eger Cohn yol cebiri Cx (E) nin {v —},,c,-1(,) ee*|v € Reg(E)} kiimesi

tarafindan tiretilen ideali / ile gosterilirse Lx (E) = Ck(E)/I elde edilir.
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Onerme 3.25. [10, Onerme 1.5.6] Herhangi bir ¢izge E ve herhangi bir cisim K olsun.
Buna gore B = {Ay*|A,y € Path(E),r(A) = r(y)} kiimesi Cg(E) i¢in bir K-bazdur.

Ispat. A, baz1 B olan bir K-vektor uzay1 olsun ve A iizerinde bilineer bir ¢arpim asagidaki

gibi tanimlansin:

).1)%75 eger, L, =7 Aé, 12/ S Path(E)
(MR (%) =S MLY% eger, i = &Y, ¥, € Path(E)

0 diger durumlarda

\

Bu carpimin A iizerinde birlesmeli bir K-cebir yapist olusturdugunu gostermek igin

x =y oldugunu goéstermek yeterlidir. Burada x = (A17])[(A%)(A3%3)] ve y =
(A7) (A2%)](A373) dir. 0

Onerme 3.26. [10, Onerme 1.5.8] Eger v € Reg(E) olmak iizere ¢, = v — Yoes ()€€
olarak tanimlanirsa g, ler Cx (E) nin idempotentleridir. Dahasi her v,w € Reg(E) i¢in

¢vCk (E)gw = OywqyK dir.

Ispat. Basit bir hesapla {g,|v € Reg(E)} kiimesinin Ck (E) de ortogonal idempotentlerden
olustugu gosterilebilir. Buna gore v € E? ve f € E! olmak iizere eger f ¢ s~ !(v) ise
her e € s~ (v) icin e*f = 0 dir. Eger f € s~ !(v) ise e # f i¢in ee*f = 0 ve e = f icin
ff*f = f elde edilir. Buna gére her f € E! icin Yecs—1(v) ee* f = vf ve benzer sekilde
Yecs1(v) [ ee” = f*velde edilir. Dolayistyla her f € El'veveReg(E)igin f*q,=0=q,f
olmak iizere ¢,Ck (E)qw = Kqvgw = 8,,wq,K elde edilir. O

Tanmm 3.27. [10, Tamim 1.5.9] Herhangi bir cizge E ve herhangi bir cisim K olsun.
Buna gore X C Reg(E) olmak iizere Cx(E) nin {g,|v € X} idempotentleri tarafindan
iiretilen ideali 7X ile gosterilirse X e gore Cohn yol cebiri CX(E) ile gosterilir ve Cx (E) =

Ck(E)/I¥ seklinde tanimlanur.
Bu tanima gore Ck (E) = C%(E) ve Ly (E) = Cllieg(E) (E) dir.

Tamm 3.28. [10, Hatirlatma 1.5.10] E herhangi bir ¢izge, X C Reg(E) ve:
e here € E! igin Ag(e)de = Aely(e) = e V€ Ay(e)be = beds(o) = be,

e her f,v € EC igin bra, = Of var(e)s

eherveXicina, =Y co1(,) debe

iligkilerini saglayan ortogonal idempotentlerden olusan bir {a,|v € EO} kiimesi ile
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{a,le € E'} ve {b.|e € E'} kiimelerinden olusan bir K-cebiri A olsun. Buna gore
¢ :CX(E) — A, 0(v) = ay,¢0(e) = a,,p(e*) = be,her v € E¥ e € E! geklinde tek bir

K-cebir homomorfizmasi vardir. Bu durum C¥ (E) nin evrensel 6zelligi olarak adlandirilir.

Onerme 3.29. [10, Onerme 1.5.10] E herhangi bir cizge, K herhangi bir cisim ve X C
Reg(E) olsun. Buna gore IX in bir K-baz1 {Aq,u*|v € X, A, u € Path(E),r(A) =r(u) =v}
seklindedir. Ayrica v € X olmak iizere s~!(v) kiimesinin elemanlarinin bir siralanisi
{e},....e) } olmak iizere Cx(E) nin bir baz1 B’ = B\{Ae), (e, )*¥*|r(A) = r(y) = v}
seklindedir. Burada B = {A7*|r(A) = r(y)*} seklinde tanimli Cx(E) nin kanonikal

bazidir.

Ispat. Bilindigi lizere v € X ve A, u € Path(E) ve r(A) = v = r(u) olmak iizere Ag,u*
elemanlari 7% i iiretir. Bu elemanlarin lineer bagimsiz olduklari kolaylikla gosterilebilir.
Onermenin ikinci kismi igin B’ UB"” nin Cg(E) nin bir baz1 oldugu gosterilmelidir.
Agik¢a Ck(E) nin bir 8 bazimin her Av* eleman1 B’ U %" nin elemanlarinin bir lineer
birlesimi olarak yazilabilir. Diger taraftan 8’ in elemanlarinin sifirdan farkli bir lineer
birlesimi Ae), (e, )*v* seklinde bir terim i¢ermelidir ve buda 6" nin elemanlarimn bir

lineer birlegimi olamaz. Dolayisiyla B’ UB"”, Ck(E) nin bir bazidir. O

Sonu¢ 3.30. [10, Sonu¢ 1.5.12] E herhangi bir ¢izge, K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore s~ (v),v € Reg(E) kiimesinin elemanlarinin bir siralamist {e},...,e}, } ve
B = {Ay"|r(A) = r(y)*} olmak iizere Lg(E) nin bir baz1 B' = B\{Ae,, (e, )*v*|r(A) =
r(Y) =v € Reg(E)} seklindedir.

Tamm 3.31. [10, Tanim 1.5.16] E herhangi bir cizge ve K herhangi bir cisim olsun.
Ayrica X C Reg(E) ve Y = Reg(E)\X,Y' = {V/|[v€ Y} olsun. Herv € Y ve here € r5 ' (v)
i¢in bir ¢’ tanimlansin. Buna gore E(X) ¢izgesi asagidaki gibi tanimlanir.
EX)=E'UY ve EX)' =E'U{e|re(e) € Y}.

Burada e € E! icin rex)(e) = re(e) , spx)(e) = se(e) ve € icin sp(x)(e) = se(e) ve

rgx)(€’) = re(e) olarak tanimlanr.

Ornek 3.32. [10, Ornek 1.5.17] Asagidaki E, cizgesi verilsin.

=17
« — 5 e e

Sekil 3.6. E,.
Buna gore X = 0 olarak secilirse Y = Reg(E>) = {u, v} olmak tizere E»(X) ¢izgesi asagi-

daki gibi elde edilir.
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./
Sekil 3.7. E>(X).

Ornek 3.33. [10, Ornek 1.5.20] Asagidaki R, cizgesi verilsin.

Sekil 3.8. R,,.

Buna gore X = 0 olarak segilirse R, (X) cizgesi asagidaki gibi elde edilir.

Sekil 3.9. R, (X).

Teorem 3.34. [10, Teorem 1.5.18] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore X C Reg(E) olmak iizere C{ (E) =2 Ly (E(X)) dir.

Onerme 3.35. [10, Onerme 1.5.21] E herhangi bir gizge, X C Reg(E) ve Y = Reg(E)\X
olsun. Buna gore:

i. E nin dongii igermeyen bir ¢izge olmast icin gerek ve yeter sart E(X) nin dongii iger-
meyen bir ¢izge olmasidir.

ii. E nin sonlu bir ¢izge olmast igin gerek ve yeter sart £(X) nin sonlu bir ¢izge olmasidir.
iii. E nin sira-sonlu bir ¢izge olmasi i¢in gerek ve yeter sart E(X) nin sira-sonlu bir ¢izge
olmasidir.

iv. E(X) ¢izgesinin bataklar1 E nin bataklar1 ve {V'|v € Y} lerden olugur.

v. Eger v, E de bir kaynak ise E(X) de de bir kaynaktir. Dahasi v € Y ise v/, E(X) de bir
izole kosedir. E de herhangi bir izole kose, E(X) de de izoledir.
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3.3. LEAVITT YOL CEBIRLERINDE YONLU LIMITLER

Tamm 3.36. [10, Tanim 1.6.1] Bir ¢izge homomorfizmas1 ¢ : F = (FO,F! rp,sp) —
E = (E°,E', rg,sg), asagidaki sartlar saglayan @° : FO — E% ve @' : F! — E' homo-
morfizmalarindan olusur.

her ¢ € F icin rg (9 (¢)) = ¢°(rr (¢)) ve sz(9' (¢)) = 9°(sr ().

Tamm 3.37. [10, Tamim 1.6.2] Bir 3 kategorisi ele alinsmn. Oyleki 3 kategorisinin
objeleri (E,X) siral ikililerinden olugsun. Burada E bir ¢izge ve X C Reg(E) dir. Eger
(F,Y),(E,X) € 0b(3) ise w = (y°, y') : (F,Y) — (E,X) doniisiimii asagidaki sartlar1
sagliyorsa 3 de bir morfizma belirtir.

e y:F — E bir cizge homomorfizmasidir. Oyleki y°: FO — E0 ve y! : F! — E!
bilesenleri bire-birdir.

° I/IO(Y )C X ve

e herv €Y kosesi igin ! bileseni bir y' : s (v) — sz (w2 (v)) eslemesine indirgenir.

Lemma 3.38. [10, Lemma 1.6.3] Eger v = (y°, y!) : (F,Y) — (E,X) doniisiimiiniin
3 de bir morfizma oldugu kabul edilirse ¥ : CY.(F) — CX(E) olacak sekilde bir K-cebir

homomorfizmasi vardir.

Onerme 3.39. [10, Onerme 1.6.4] 3 kategorisinde yonlii limitler vardir. Dahasi, herhangi
bir K cismi igin (E,X) — CX(E) doniisiimii 3 kategorisinden K — alg ile gosterilen

K-cebirlerin kategorisine siirekli bir funktor belirtir.

Tammm 3.40. [10, Tanim 1.6.5] v = (y°,y!) : (F,Y) — (E,X) doniisiimii 3 kate-
gorisinde bir morfizma olsun. Buna gore eger her v € F% icin y?(v) € X ve s~ (v) # 0

olmasi v € Y olmasini gerektiriyorsa ¥ morfizmasina tamdir denir.

Lemma 3.41. [10, Lemma 1.6.6] w = (y°,y!): (F,Y) — (E,X) morfizmi 3 de tam

olsun. Buna gore ¥ : CL(F) — C£(E) doniisiimii bir K cebir monomorfizmasidir.

Tamm 3.42. [10, Tanim 1.6.7] E herhangi bir ¢izge ve F', E nin bir alt ¢izgesi olsun. Eger
icerme doniisiimii (F,Reg(F) NReg(E)) — (E,Reg(E)), S de tam ise F ye tamdir denir.

Lemma 3.43. [10, Lemma 1.6.9] 3 deki her (E,X) objesi 3 deki bir yonlii sistem
{(Fi,X;)|i € I'} nin yo6nlii limitidir. Burada F; sonlu bir ¢izge ve tim (F;,X;) — (E,X)

dontigiimleri 3 de tam morfizmalardir.
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Ispat. Bilinmektedir ki E sonlu alt¢izgelerin bir birlesimidir. £ nin sonlu bir alt¢izgesinin
G oldugu kabul edilsin. Simdi E nin bir sonlu alt¢izgesi F' yi asagidaki gibi tanimlansin:
FO=Go'U{rg(e)|lec E' vesp(e) e G°NX} ve F! = {e € E'|sg(e) € GYNX}. Buna gore
FONX de olup F deki kenarlarin ¢iktig1 koselerin olusturdugu kiime tam olarak G° N X
dir ve eger v bu koselerden biriyse s ! (v) = sz ' (v) dir. Dolayisiyla icerme déniisiimii
(F,Reg(F)NX) — (E,X), 3 de bir tam morfizmadir. (E,X) in sonlu tam altobjelerinin
sonlu birlesimi yine (E,X) in sonlu bir alt objesi olacagindan (E,X), (F,Reg(F)NX) in

sonlu altobjelerin bir ailesinin yonlii limitidir. [

Teorem 3.44. [10, Teorem 1.6.10] E herhangi bir yonli ¢izge ve K herhangi bir
cisim olsun. Buna gore X C Reg(E) olmak iizere CX(E) = lim{Cllieg (F)nx (F)}, burada
(F,Reg(F)NX) ler (E,X) nin sonlu ve tam tiim alt kiimeI?eri iizerinde taranir. Da-
hast her Cllgeg(F)mX(F ) — CX(E) homomorfizmi bire-bir dir. Ozel olarak Lg(E) =
l ?{Clﬁeg (F)NReg(E) (F)}, burada F ler E nin sonlu ve tam tiim alt gizgeleri iizerinde taranir

ve her Cllgeg (F)NReg(E) (F) — Lg(E) homomorfizmasi bire-bir dir.

Sonug 3.45. [10, Sonug 1.6.11] E herhangi bir yonlii ¢cizge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore X C Reg(E) olmak iizere Cx(E), K — alg de herbiri sonlu bir ¢izge iizerinde
tanimh Leavitt yol cebirine izomorf olan alt-cebirlerin yonlii limitidir. Ozel olarak Lk (E),
herbiri sonlu bir ¢izge iizerindeki Leavitt yol cebirine izomorf olan birimli alt-cebirlerin

yonlii limitidir.
Ornek 3.46. [10, Ornek 1.6.12] Eger asagida verilen cizgeyi Cy, ile gosterirsek,

o ll] ol

e
61" /
es

[ SN us

s
[

'

| &4

'

'

v

o Uy

Sekil 3.10. Cy.

Ly (Ci) = ling,enCx (Cy) elde edilir. Burada Ck (Cy) = Cg(Ca) = Lx (C,(0)) dir.
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Ornek 3.47. [10, Ornek 1.6.13] Eger asagida verilen cizge Ry, ile gosterilirse,

Sekil 3.11. Ry,.
Li (Rw) = limyuenCk (Ry) elde edilir. Burada Cx(Ry) = Cg (Ry) = Lg(C,(0)) dir.
Ornek 3.48. [10, Ornek 1.6.14] Eger asagida verilen cizge Ay, ile gosterilirse,

Vi €l V2 €2 V3

Sekil 3.12. Ay.
Lg(Ay) = lll;zneNLK(A,,) elde edilir.

Onerme 3.49. [10, Onerme 1.6.15] E dongii igermeyen bir ¢izge olsun. Buna gore
Lk (E), {Lx(F;)|i € I} cebirlerinin yonlii limitidir. Burada F; ler sonlu dongii igermeyen

cizgelerdir.

Sonug 3.50. [10, Sonug 1.6.16] E sira-sonlu bir ¢izge olsun. Buna gore Lk (E), herbiri
E nin sonlu ve tam bir alt ¢izgesi lizerindeki Leavitt yol cebirine izomorf olan birimli alt

cebirlerin birlesimi olarak yazilabilir.

3.4. IDEALLER

Gosterim 3.51. R bir halka veya cebir olsun. Buna gore X C R olmak iizere R nin X

tarafindan iiretilen ideali 7(X) ile gosterilir.

Tamm 3.52. [10, Tamim 2.0.2] E = (E°,E!, r,s) herhangi bir ¢izge olsun.

o UL =c¢je)...ep € Path(E) olsun. Buna gore £(11) > 1 olmak iizere eger s(1) =v =r(u)
ise U ye v tabanli kapali bir yol denir.

e [l =ejep...e,, v tabanl kapali bir yol olsun. Buna gore eger s(e;) # v,i > 2 ise U ye
v tabanli basit kapali yol denir. E de v tabanl basit kapali yollarin kiimesi CSP(v) ile
gosterilir.

o L =ejey...e, € CSP(v) olmak iizere eger her i # j igin s(e;) # s(e;) ise 4 ye v tabanlt
bir dongii denir.

e Uzunlugu 1 olan dongii bukle olarak adlandirilir.
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Tamm 3.53. [10, Tanim 2.0.3] E herhangi bir cizge olsun. Her v € E igin |CSP(v)| =0
yada |CSP(v)| > 2 ise E ¢izgesine K-kosulunu sagliyor denir.

Tamm 3.54. [10, Tamm 2.0.4] E = (E°,E', r,s) herhangi bir ¢izge olsun. Buna gore E°
izerinde bir > On-siralama asagidaki gibi tanimlanir:
v > w olmasi igin gerek ve yeter sart s(u) = v,r(1) = w olacak sekilde pu € Path(E)

yolunun olmasidir.

Tamm 3.55. [10, s.24] E herhangi bir cizge ve v € E® olmak iizere T (v) = {w|w € E®,v >
w} kiimesine v nin agaci denir. Bir X C E? alt kiimesi igin 7'(X) = U,cx T (v) seklinde

tanimlanir.

Tanim 3.56. [10, Tanim 2.0.5] E bir ¢izge ve H C E° olsun.

e Egerv e H ve w € EV olmak iizere v > w olmast w € H olmasini gerektiriyorsa H ye
kalitsal denir.

e Eger v € Reg(E) olmak iizere r(s~!(v)) C H olmasi v € H olmasini gerektiriyorsa H

ye doygun denir.

Tamm 3.57. [10, Tamim 2.0.6] E herhangi bir ¢izge ve X C E° olsun. Buna gore X
kiimesini iceren E° 1n en kiiciik kalitsal-doygun alt kiimesine X in kalitsal-doygun kapanisi

denir ve X ile gosterilir.

Lemma 3.58. [10, Tanim 2.0.7] E herhangi bir ¢izge olsun. Buna gére X C E° olmak
lizere X in kalhtsal-doygun kapamst X = |J A,(X) dir. Burada;
n=0

AX)=TX)={veEx>v,Ixc X} ve
A(X)={y e EY|0< |s7 ()| <oover(s 1 (y)) C A 1(X)}UA,_1(X),n > 1 dir.

Ispat. E° kiimesinin X i iceren kalitsal-doygun her alt kiimesinin Y >0 X, kiimesini de
igerecegi agiktir. Ayrica her X;, kiimesi kalitsal oldugundan Y~ X, kiimesi de kalitsal
olur. Simdi de },,~( X, nin doygun oldugu gosterilsin. Bunun igin bir v € Reg(E) kosesi
secilsin dyleki r(s~!(v)) C ¥,,50 X, olsun. Buna gére X, C X, ve r(s~!(v)) kiimesi
sonlu oldugundan dolay1 6yle bir N € N sayis1 vardir ki 7(s~!(v)) C Xy dir. Dolayisiyla

v € Xy olacagindan istenen elde edilir. 0
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3.5. Z-DERECE

Tanmm 3.59. [10, Tanim 2.1.1] G bir grup ve K cismi iizerinde taniml1 bir cebir A olsun.
Buna gore A nin alt cebirlerinin bir ailesi {As } e olmak iizere
hero,7€ GicinA = @ As ve Ag.Ar C Agr kosulu saglaniyorsa A cebirine G-dereceli

ocG
denir. Bir x € As elemanina 6 homojen eleman denir.

Tanim 3.60. [10, s.25] A bir G-dereceli cebir olsun. Buna gore A nin bir / ideali i¢in
Y=Y secYo €1 olmasi her 0 € Gicin ys € I olmasini gerektiriyorsa I ya dereceli ideal

denir.

Tanim 3.61. [10, Tanim 2.1.3] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Buna
gore herhangi bir v € E° ve e € E! icin deg(v) = 0,deg(e) = 1 ve deg(e*) = —1 olarak
tanimlanir. Herhangi bir tekterimli kx;...x,,,k € K,x; € E°UE' U (EV)*,1 <i < migin
deg(kxy.. xm) = Y | deg(x;) olarak tanimlanir.

Herhangi bir n € Z icin

An = spang ({x1...xn|x; € E°PUE" U (E")*, deg(x1...xp) = n})

olarak tanimlanir.

Onerme 3.62. [10, Onerme 2.1.4] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore KE = P,.c7A, dir ve bu parcalanma KE iizerinde bir Z-derece tanimlar.

Ispat. (V),(E1) ve (E2) iliskileri tarafindan iiretilen 7 ideali dereceli ve dolayisiyla K <
ECUE'U(E")* > ye izomorf olan KE de dereceli olur. O

Sonuc¢ 3.63. [10, Sonug 2.1.5] E herhangi bir yonlii cizge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore Lx (E) = @D,,c7 L,
burada L, = spang ({YA*|y,A € Path(E),{(y) —€(A) =n}),

Lk (E) iizerinde bir Z-derece tanimlar.

Tamm 3.64. [10, Tamim 2.2.2] E herhangi bir cizge, u = eje;...e, € Path(E) ve e € E!
olsun. Buna gore:

e Eger s(e) = s(e;),e # e; olacak sekilde bir i € {1,...,n} varsa e ye u i¢in bir ¢ikis denir.
e Eger E deki her dongii i¢in bir ¢ikis varsa E ¢izgesi L-kosuluna sahiptir denir.
Lemma 3.65. [10, Lemma 2.2.7] E herhangi bir yonlii ¢izge ve K herhangi bir cisim
olsun. Buna gore ¢ tabani v olan bir dongii olmak tizere

no
vLg(E)v = { X kic'lk; € K,m < n;m,n € Z} >~ Klx,x ] dir.

=m
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Ispat. ¢ = ej...ep,e; € E' olsun. Oncelikle herhangi bir ¥ € Path(E),s(y) = v yolunun
"1, seklinde oldugu gosterilsin. Burada m € 7%, 1, = ej...eq,1 < g <n,7p=v ve
deg(y) = mn+ q dir. Bunun i¢in deg(7) iizerine timevarim uygulansin. Eger deg(y) =1 ve
s(7) =s(ey) ise Y= e dir. Simdi de sonucun herhangi bir A € Path(E),s(A) =v,deg(A) <
sn+t yolu i¢in dogru oldugu kabul edilsin ve herhangi bir y € Path(E),s(y) = v ve
deg(y) = sn+1t+1 yolu ele alinsin. Buna gore ¥ = Y f,Y € Path(E),s(¥) =v,f € E!
ve deg(Y') = sn+t olmak iizere tiimevarim hipotezinden ¥ = c’e;...¢; elde edilir. ¢ de
¢ikis olmadigindan dolay1 s(f) = r(e;) = s(e;+1 ve dolayisiyla f = e,4 olmak iizere vy =
Ye 1 =c'ey...epq elde edilir. Simdi de v, A € Path(E),s(y) = s(A1) = v yollari ele alinsin.
Eger deg(y) = deg(A) ise YA* # 0 ise YA* = cPej...exe}...ejc™P = v dir. Diger taraftan
deg(y) > deg(L) ve yA* # 0 oldugundan yA* = c?te|...ee}...eic 9 = ¢?,d € N dir.
Benzer sekilde deg(y) < deg(A) ve YA* # 0ise YA* = cle...exef...ejc 94 =4 d e N
elde edilir. Buna gore herhangi bir & € vLg (E)vicin o =Y, kivij +kv,ki,k € K, %, B €
Path(E),s(%) =s(Bi) = v,her 1 <i < p olmakiizere ot =Y  kic™i, deg(yiB;") = min,m; €
Z elde edilir. Eger ¢ : K[x,x '] — Li(E) doniisiimii ¢(1) = v, @(x) =c ve o(x~! = ¢*
seklinde tanimlanirsa ¢, goriintii kiimesi vLg (E)v olan bir monomorfizmadir. Dolayisiyla

vLg (E)v, K[x,x~'] K-cebirine izomorftur. O

Teorem 3.66. [10, Teorem 2.2.11] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore sifirdan farkli herhangi bir @ € Lg(E) i¢in dyle u,n € Path(E) elemanlar
vardir ki

i.0#£ u*an =kvik e K*,v e E? veya

ii. 0 #£ u*an = p(c), burada c cikis1 olmayan bir dongii ve p(x) € K[x,x] dir.

Sonug 3.67. [10, Sonug 2.2.12] E herhangi bir yonlii ¢cizge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore o € Lg(E) sifirdan farkli olmak iizere

i. 0 # an € KE olacak sekilde bir € Path(E) elemani vardir.

ii. Eger a € Lg(E) homojen ise 1 € Path(E) homojen olacak sekilde bir 1 € Path(E)

elemani vardir.
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Sonug 3.68. [10, Sonug 2.2.13] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Eger
0 +# o € Li(E) homojen ise 0 # u* an = kv olacak sekilde u,n € Path(E),k € K*,v € E°

elemanlari vardir. Ozel olarak Lk (E) nin sifirdan farkli her dereceli ideali bir kise igerir.

Ispat. Biliyoruz ki KE de 0 # o) homojen olacak sekilde bir 1) € Path(E) yolu vardir.
Dolayisiyla an =Y.', kifi, k; € K* dir. Burada f; ler E de farkli yollardir ve uzunluklari
aymdir. Ancak bu durumda ;B = r(B1) ve B{Bi = 0,her 2 <i < n olacagindan istendigi
gibi By on = kir(Pr) elde edilir. O

Onerme 3.69. [10, Onerme 2.2.14] E, K-kosulunu saglayan herhangi bir ¢izge ve K
herhangi bir cisim olsun. Buna gore Lg (E) nin sifirdan farkli herhangi bir ideali bir kose

igerir.

Teorem 3.70. [10, Teorem 2.2.15] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore A bir Z-dereceli cebir ve 7 : Lx (E) — A bir dereceli halka homomorfizmasi

olmak iizere eger her v € E° kosesi icin 7r(v) # 0 ise 7 bire-birdir.

Teorem 3.71. [10, Teorem 2.2.16] E, K-kosulunu saglayan bir ¢izge ve K herhangi bir
cisim olsun. Buna goére A bir K-cebir ve 7 : Lg(E) — A bir halka homomorfizmasi olmak

lizere eger her v € E° kosesi icin (v) # 0 ise 7 bire-birdir.

Tamm 3.72. [10, Tanim 2.2.21] E herhangi bir ¢izge ve E° in herhangi bir kalitsal alt
kiimesi H olsun. Buna gore Ey ile gosterilen kisitli cizge

EY =H,E}, = {e € E'|s(e) € H}

ve hedef ve kaynak fonksiyonlari, E deki hedef ve kaynak fonksiyonlarinin Eg {izerine

kisitlanmisi olarak tanimlanir.

Ornek 3.73. Asagidaki A3 ¢izgesi verilsin. Buna gore H = {v,,v3} olarak alirsak,

Vi €l V2 €2 V3

Sekil 3.13. As.
Kisith cizge Ep asagidaki gibi elde edilir:

v €2 V3

e — 3 o

Sekil 3.14. Ey.
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Lemma 3.74. [10, Lemma 2.4.1] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore E° 1n kalitsal bir alt kiimesi H olmak iizere Lx(E) de H tarafindan iiretilen

ideal,

n
I(H) = { kiyiA|n> 1,k € K*,v,A; € Path(E),r(y) =r(A) € H} dir.
i=1
Dahas1 H ile H m doygun kapanisim gosterirsek /(H) = I(H) dur.

Lemma 3.75. [10, Lemma 2.4.3] E herhangi bir yonlii cizge ve K herhangi bir cisim
olsun. Buna gore L (E) nin bir ideali I olmak iizere I N E°, E 1n kalitsal-doygun bir alt

kiimesidir.

Tammm 3.76. [10, Tanim 2.9.4] E herhengi bir yonlii ¢izge olsun. Buna gore y =
erer...,r(ej) = s(ei+1),i € N yoluna E de bir sonsuz yol denir. ¥ € E sonsuz yol olarak
adlandirilmasina karsin y & Path(E) dir. ¥ = eje;... sonsuz yolu iizerinde bir kose ile bir
s(e;),i € N kosesi kastedilir. E deki tiim sonsuz yollarin kiimesi E* ile gosterilir. E de
singiiler bir kdsede biten sonlu yollarin kiimesi ile £ deki sonsuz yollarin kiimesi birlikte

E=* ile gosterilir.

Tamm 3.77. Bir E cizgesi ve bir v € E° kisesi verilsin. Buna gore her ¥ € ES* yolu icin
y iizerinde v > w olacak sekilde bir w kosesi varsa v ye cofinal denir. Eger her v € E°

kosesi cofinal ise E ye cofinal ¢izge denir.

Lemma 3.78. [10, Lemma 2.9.5] Cofinal bir E cizgesi verilsin.
i. Eger c bir dongii ise her u € E° kosesi ¢ ye baglanur.

ii. Eger v bir batak ise her u € E° kosesi v ye baglanur.

iii. E ¢izgesinde en fazla bir tane batak olabilir.

iv. Eger E cizgesinde batak varsa E de dongii olamaz.

Lemma 3.79. [10, Lemma 2.9.6] Bir E ¢izgesi verilsin. Buna gére E° 1n kalitsal-doygun

alt kiimelerinin sadece 0 ve E° olmasi icin gerek ve yeter sart E nin cofinal olmasidir.

Teorem 3.80. [10, Teorem 2.9.1] E herhangi bir ¢izge olsun ve K herhangi bir cisim
olsun. Buna gore Leavitt yol cebiri Lg (E) nin basit olmasi i¢in gerek ve yeter sart E nin

cofinal olmasi ve L-kosulunu saglamasidir.

Onerme 3.81. [10, Onerme 2.9.9] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore Lk (E) nin her idealinin dereceli olmasi igin gerek ve yeter sart E nin K-kogulunu

saglamasidir.
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Sonug 3.82. [10, Sonug 2.9.11] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Buna
gore Lg(E) nin bir / ideali i¢in asagidaki 6nermeler denktir.

1. I bir dereceli idealdir.

ii. I idempotentler tarafindan iiretilir.

ii. 7=1°.

iv. I bir K-cebiri olarak bir Leavitt yol cebirine izomorftur.

Tamm 3.83. [10, Tanim 3.1.1] R bir halka ve e € R bir idempotent olsun. Buna gore eger

Re kendisinin 6zalt direkt toplamina izomorf ise e ye sonsuz idempotent denir. Eger R nin

her sol ideali en az bir sonsuz idempotent iceriyorsa R ye tam-sonsuz basit denir.

Teorem 3.84. [10, Teorem 3.1.10] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun.
Buna gore Lg(E) nin tam-sonsuz basit olmasi i¢in gerek ve yeter sart Lg(E) nin basit

olmasi1 ve E nin dongii icermesidir.

Sonug 3.85. [10, Hatirlatma 3.1.13] Bir E cizgesi ve herhangi bir K cismi verilsin. Buna

gore eger Lx (E) tam-sonsuz basit ise E batak igermez.
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4. LEAVITT YOL CEBIRLERINDE TAM IDEMPOTENTLER

Bu tez kapsaminda varilan sonuglara bu boliimde yer verilmistir. Kisaca bu boliimde bir
E cizgesi verildiginde Lg(E) Leavitt yol cebirinde en az bir tane tam idempotent eleman
olabilmesi i¢in E cizgesinin saglamasi gereken kosullar ortaya konulmustur. Bu boliimdeki
sonuglar “Full idempotents in Leavitt path algebras” baglikli bir makale olarak "Journal of
Algebra and Its Applications" dergisinde yayina kabul edilmistir [15]. Diger atif verilen
sonuglar hakkinda daha ayrintili bilgi icin [2,4, 14-19] kaynaklarina bakilabilir.

Tamm 4.1. [15, Tanim 3.1] E herhangi bir cizge ve u,v € E° olsun. Buna gore u > v ve

v > u yazilabiliyorsa u ile v ye denk koseler denir ve u ~ v seklinde gosterilir.

Tamm 4.2. [15, Tamim 3.2] E herhangi bir ¢izge ve X C E? olsun. Buna gore u € X
olmak iizere eger her v € X i¢cin v > u oldugunda u > v yazilabiliyorsa u kosesine X de
maksimaldir denir. Dahasi eger H C EO kalitsal bir kiime ise H kiimesinin maksimal

kiimesi H — {[u] : u kosesi H de maksimaldir} seklinde tanimlanir.

Ornek 4.3. [15, Ornek 3.1]

u Ny 8 L
-
f

Sekil 4.1. E;.

Burada u ~ v ve E = {[u]} dir.

Tamim 4.4. [15, Tanim 3.3] E herhangi bir ¢izge olmak iizere HE kiimesi HF = {H ¢
He:H = U e T (u) ve H = E°} seklinde tanimlanur.

Lemma 4.5. [17, Lemma 2.1] E herhangi bir cizge ve H C E° olsun. Buna gore H =
I(H)NE" dir.

Teorem 4.6. [15, Teorem 3.1] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Buna
gore Lx(E) nin en az bir tam-idempotente sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart maksimal

kiimesi sonlu olan en az bir H € HE kiimesinin olmasidir.
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Ispat. Kabul edilsin ki e € Lg(E) tam idempotent olsun. O zaman [9, Lemma 1.6] den
oyle bir u € Lg(E) idempotenti vardir ki u =Y, e w olmak iizere ue = eu = e dir. Burada
W, EY n sonlu bir alt kiimesidir. Buna gore eger H = T (W) = {J,,ew T (w) olarak alimirsa
W sonlu oldugundan dolayr her w € W kosesi i¢in w € T(v) olacak sekilde maksimal
bir v € W kosesi vardir. Dolayisiyla H = U[v]eﬁ T (v) elde edilir ve agikca ﬁ sonludur.
Simdi de H = E° oldugu gosterilsin. u € I(H) ve e € Lg(E) tam idempotent oldugundan
e € I(H) ve dolayisiyla Lx(E) = I(e) C I(H) olmak tizere I(H) = Lx(E) elde edilir.
Buna gore H = I(H) N E® = EY seklinde istenen elde edilir. Simdi de V = {v{,v2,...,v,}
seklinde sonlu bir maksimal kiimesi olan bir H € HF kiimesinin oldugu kabul edilsin.
Buna gore V nin iirettigi ideal /(V) olmak tizere, (V) = I(H) = Lg(E) elde edilir. Eger
u=v)+vy+...+v, olarak alirsak u bir idempotent ve uv; = v; = v;u olmak iizere I(u) =

I(V) = Lk (E) elde edilir. Dolayisiyla u, L (E) de bir tam-idempotenttir. O

Sonuc 4.7. [15, Sonug 3.1] E herhangi bir ¢izge ve Lx(E) de bir tam idempotent e olsun.

O zaman E deki baz1 kdselerin toplami olarak yazilabilen bir u tam- idempotenti vardir.

Lemma 4.8. [15, Lemma 3.1] E herhangi bir cizge ve H C E° kalitsal bir kiime olsun.

Buna gore eger u € H ve u kapali bir yolun tabani ise o zaman u € H dir.

Sonuc¢ 4.9. [15, Sonug¢ 3.2] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Buna
gore eger E0 ¢ HE ve EV in kalitsal her 6zalt kiimesi icin u & H olacak sekilde kapal1 bir

yolun tabani olan bir u kisesi varsa Lg (E) de tam idempotent yoktur.

Ispat. Kabul edilsin ki EY ¢ HE ve her H C E° kalitsal 6zalt kiimesi icin u ¢ H olacak
sekilde kapali bir yolun tabani olan bir u kosesi olsun. Varsayilsin ki #Z # 0 olsun. Buna
gore H = E° olacak sekilde en az bir H C E° kalitsal alt kiimesi vardir. Kabulden dolay:
H # E° dir. O halde H, E° 1n bir 6zalt kiimesi olmalidir. Fakat kabulden ve Lemma 4.8
den H # E° dolayisiyla H ¢ HE celiskisi elde edilir. O halde HF = 0 ve Teorem 4.6 dan

Lk (E) de tam idempotent yoktur. O

Sonug¢ 4.10. [15, Sonug 3.3] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Buna
gore eger sonsuz sayida denk olmayan ve kapali bir yolun tabani olan maksimal kdse varsa

Lk (E) de tam idempotent yoktur.
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Ispat. Kabul edilsin ki denk olmayan ve kapali bir yolun tabam olan sonsuz sayida
maksimal kose olsun ve bu koseleri M ile gosterilsin. Eger Lg(E) nin en az bir tam
idempotente sahip oldugu kabul edilirse Teorem 4.6 da ifade edildigi gibi sonlu bir V
kiimesi bulunur. Buna gore V = E? ve Lemma 4.8 den her u € M igin u € T(V) ve
dolayisiyla v > u olacak sekilde en az bir v € V vardir. Dolayistyla u maksimal oldugundan
u > v veu~velde edilir. Buna gore u € M ise v ~ u olacak sekilde bir v € V kosesi vardir.
Ancak V sonlu ve M sonsuz oldugundan bu miimkiin degildir. Dolayisiyla Lg(E) de tam

idempotent olamaz. [

Onerme 4.11. [15, Onerme 3.1 E herhangi bir cizgeve HCJCKCE 0 kalitsal kiimeler
olsunlar. Buna gore H 1n Ej ya gore kalitsal-doygun kapanisi J ve J nin Eg ya gore kalitsal-

doygun kapanis1 K ise H 1n Ex ya gore kalitsal-doygun kapanis1 K dir.

Ispat. Eger X C E° bos olmayan kalitsal bir kiime ise bir ¥ C E? kiimesinin X in doygun
kapanigi tarafindan icerilmesi icin gerek ve yeter sart her u € Y kosesi i¢in bir n > 0 tam
sayisinin olmasidir. Oyleki E de kaynak kosesi « olan ve uzunlugu en az n olan her p
yolu igin r(p) € X dir. Ayrica u € Y kosesi singiiler ise agik¢a u € X olmalidir. Buna gore
K = J daki tiim singiiler koseler J de olmalidir. Benzer sekilde J kalitsal oldugundan tiim
bu koseler J de singiilerdir ve J = H deki tiim singiiler koseler H dedir. Simdi H = K
oldugu gosterilsin. K da regiiler bir kdse u olsun. Ex da J = K oldugundan dyle bir m > 0
tam sayis1 vardir ki kaynak kosesi u olan ve uzunlugu en az m olan Ex daki tiim p yollar
icin r(p) € J dir. Eger r(p) singiiler ise agik¢a r(p) € H dir. O halde s(p) = u,r(p) € J\H
olmak iizere uzunlugu m olan p yollar1 ele alinsin. Burada H kalitsal oldugundan, tiim bu p
yollarinin iizerindeki koseler regiiler olmalidir. Dahasi m iizerinde tiimevarim uygulanirsa
p yollariin sayisinin sonlu oldugu goriiliir. Buna goére tiim p yollar1 py,..., p; seklinde
siralanirsa J = H oldugundan her r(p;) = v;,i = 1,...,k kdsesi i¢in bir n; > 0 tam sayis1
vardir. Oyle ki s(g) = v; olmak iizere uzunlugu en az n; olan tiim ¢ yollar1 i¢in r(g) € H dir.
Dolayisiyla n = max{n; : i = 1, ...k} olarak tanimlanirsa kaynak kosesi u olan ve uzunlugu
en az m + n olan Eg daki tiim u yollari i¢in (i) € H dir. Dolayisiyla [16, Lemma 1.4]
den K = H elde edilir. O

Lemma 4.12. [15, Lemma 3.2] E herhangi bir cizge ve E° 1 kalitsal bir 6zalt kiimesi H
olsun. Buna gore H = E olmasi icin gerek ve yeter sart her u € E° icin bir n,, pozitif tam

say1sinin olmasidir. Oyleki u dan ¢ikan ve uzunlugu en az n, olan tiim yollar H a baglanur.
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Tamm 4.13. [15, Tanim 3.4] E = (E°,E', r,s) herhangi bir cizge ve E deki tiim regiiler
koselerin kiimesi S olsun. Buna gore s~ (S) ={e € E' ;e c s~ (v),v € S}

olmak iizere E\ g ¢izgesi asagidaki gibi tanimlanir:

E{s=E°\S

Elg=E"\s"'(5)

SEs = s|E\15

_ 1
rE g = r|E\S

Tanim 4.14. [15, Tanim 3.5] E herhangi bir cizge olsun. Buna gore n > 0 olmak iizere
E, C E alt ¢izgeleri asagidaki gibi tanimlanir.
Eo=E veeger HE1 £0,n > 1ise bir H,_| € HE kiimesi i¢in E,_; in H,_ iizerindeki

kisith ¢izgesi G, olmak iizere G, cizgesine kaynak-eleme uygulanirsa E,, elde edilir.

Lemma 4.15. [15, Lemma 3.3] E herhangi bir ¢izge olsun. Buna gore E ye kaynak-eleme
uygulanarak elde edilen cizge F ile gosterilirse FO = E° ve Lg (E) =~y L (F) dir.

Ispat. E gizgesinin tiim regiiler koselerinin kiimesi S ile gosterilsin. Buna gore tanimdan SU
FO=E%eS={ycE’:0<|s7(y)| <oo,r(s7'(y)) C FO,y & F°} elde edilir. Dolayistyla
FO C E© alt kiimesi kalitsal oldugundan A (F?) = {y € E?: 0 < |s~' (y)| < o0, r(s71(y)) C
Ag(FOY ={y e E*: 0 < |s ' ()| < o0,r(s"(y)) C FO} D SUF? = E® ve FO = E* dur.
Buna gore EO = FO = I(F%) N E® olmak iizere E® C I(F°) ve I(F®) = Lg(E) elde edilir.
Dolayistyla [17, Lemma 2.4] dan dolay1 Lg (F) = Lx(Ego) ~u I(F°) = Li(E) elde edilir.

O

Lemma 4.16. [15, Lemma 3.4] Herhangi bir R halkas1 lizerinde P o6zelligini P :

”R en az bir tam-idempotente sahiptir” olarak tanimlanirsa P 6zelligi Morita degismezdir.

Ispat. P 6zelligini saglayan herhangi bir halka R olsun. Buna gore e € R bir tam idempotent
olmak iizere eRe kose halkasi birimli bir halka oldugundan eRe en az bir tam-idempotente

sahiptir. Dolayisiyla [5, Sonug 18.35] P 6zelligi Morita degismezdir. [

Teorem 4.17. [15, Teorem 3.2] E herhangi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Buna
gore asagidaki kosullar denktir.
i. Lx(E) nin en az bir tam idempotenti vardir.

ii. E nin dyle bir alt ¢izgesi E,(r > 0) vardir ki Lx(E,) en az bir tam idempotent igerir.
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Ispat. Eger Lk (E) de en az bir tam idempotent varsa o zaman r = 0 olarak alinirsa istenen
elde edilir. Simdi de bir E,,r > 0 tam sayisimin oldugu kabul edilsin. Oyle ki Lx (E,) de
en az bir tam idempotent olsun. Buna gére eger r = 0 ise Ey = E oldugundan Lg(E) =~y

Lg(Ep) dir. O halde r > 1 oldugu kabul edilsin. Buna gore (E,)° C (G,_1)° C (E,_1)°

olmak iizere G,_| = Ey, , ve (G,_1)? = H,_; elde edilir. Dolayisiyla (G, ) = (H,_;) =
(E,_1)° ve Lemma 4.11 den (E,)° in G,_; de kaltsal kapanisi (G,_)° dir. Buna gore
Onerme 4.11 den (E,)? 1n E,_; de doygun kapanist (E,_;)° dir. Bu sekilde devam edilirse
(E,)° n Ey = E de doygun kapamsi E© dir. Buna gére E® = (E,)0 = I((E,)°) UE® olmak
tizere E® C I((E,)?) ve I((E,)°) = Lk (E) elde edilir. Sonug olarak [17, Lemma 2.4] den
Lx(E(g,y0) ~m I((E;)?) = Lg(E) ve Lemma 4.16 dan Lx(E) de bir tam idempotent vardur.

O
4.1. ORNEKLER

Ornek 4.18. [15, Ornek 4.1]

L%

Sekil 4.2. E4. Sekil 4.3. Es. Sekil 4.4. Eg.
E?i := {[u1], [u2], ..., [tn], ..} olarak segilirse EY € HE+ dir. Bundan dolayr H = EJ ve
Go = Eg = E4 dir. Dolayisiyla E4 ne kaynak-eleme uygulanirsa, Es elde edilir. Simdi de
E? :={[n],[v2], ..., [Va], ..} olarak segilirse E2 € 75 dir. Benzer sekilde Es ne kaynak-
eleme uygulanirsa, E¢ elde edilir. Buna gore Eg sonlu oldugundan, Lg(Eg) birimlidir.
Dolayisiyla Lx (Eg) de an az bir tam idempotent vardir ve Teorem 4.17 den dolay1, Lx(E4)

de en az bir tam idempotent vardir.
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Ornek 4.19.

777777 S ey \
Up en V.n \\m Vn \\00
« — 5. \\ \
: \-V \-V
us e3 Voo Vi«
. w -w
U e V) = V2 >
« — 5. - -
up ey V1 Vi
« — S .
Sekil 4.5. E. Sekil 4.6. Eg.
20 ._ 0 ¢ 1E gi sre B — EO _
E7 :={[w1],[uz], ..., [up], ...} olarak almirsa E” € H"*7 dir. Buna gére H = E” ve Gg =

(E7)g = E7 dir. E7 cizgesine kaynak-eleme uygulanirsa, Eg elde edilir. Buna gore Eg
de sonsuz sayida singiiler maksimal kose oldugundan Teorem 4.6 dan Lg(E;) de tam

idempotent yoktur ve Teorem 4.17 den Lk (E7) de tam idempotent yoktur.

Ornek 4.20. [15, Ornek 4.2]

C

O
67
C Vi

Sekil 4.7. Ey.

Ey de kapal1 bir yolun tabani olan sonsuz sayida denk olmayan maksimal kdse oldugundan

Sonug 4.10 dan Lk (E9) de tam idempotent yoktur.
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Ornek 4.21. [15, Ornek 4.3]

P
P

Up o0 Vy .V
Uy ] o——m——0 Vy| « Vp—1

u3 —_— . V3
12 l f

U o350 V2 e V2
o h h
Up V] e V]
Sekil 4.8. ElO- Sekil 4.9. E]].

E_>?0 :={[w1], [u2], .., [un), ...} olarak alinirsa EY, € HE10 dir. Buna gore H = EY; ve Gp =
(E10)m = Ejo dir. Ejg ye kaynak-eleme uygulanirsa, E1; elde edilir. Simdi de H; := {v;}
olarak alinirsa Lemma 4.12 den H; € HE! ve ﬁi sonludur. Dolayisiyla Teorem 4.6 dan
Lg(E11) de an az bir tam idempotent vardir ve Teorem 4.17 den Lg(E}() de en az bir tam

idempotent vardir.

Ornek 4.22.

Uy s——3e Vp e Vy

Up—1 'L)- Vn—1 * Vn—1
usz :L): V3 : V3
u L V2 lvz
231 -L)- Vi lw
Sekil 4.10. Ey;. Sekil 4.11. Ey3.

H
EY, = {[u1], [u2), ..., [n], ...} olarak alinirsa EY, € HE12 dir. Buna gore H = EY, ve Gy =

(E13)8 = ( oldugundan

(E12)m = E dir. Ej; ye kaynak-eleme uygulanirsa, E3 elde edilir.
dolay1, (E13)° ¢ HE3 dir. Dahas1 H C (E13)? 1 her 6zalt kiimesi igin, singiiler bir v ¢ H
kosesi vardir ve Sonug 4.9 dan Lg(E;3) de tam idempotent yoktur. Buna gére Teorem 4.17

den Lk (E) de tam idempotent yoktur.
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Ornek 4.23.

Sekil 4.12. E14.

_>
E?4 =0 oldugundan dolayi, E ?4 HE4ve HCE ?4 nin kalitsal her 6zalt kiimesi i¢in, v ¢ H
seklinde singiiler bir koge vardir. Dolayisiyla Sonug 4.9 dan Lk (E}4) de tam idempotent

yoktur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde herhangi bir yonlii E ¢izgesi ve K cismi verildiginde Lg (E) Leavitt yol cebirinde
en az bir tane tam idempotent olmasi i¢in E ¢izgesinin saglamasi gereken kosullar ortaya
konulmustur. Bu kosullarin arastirilmasinin altinda yatan sebep ise sudur: Varsayilsin ki
P ve Q halka iizerinde tanimli iki 6zellik olsun. Oyleki birimli bir R halkas1 verildiginde
R nin Q o6zelligine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart R nin P dzelligini saglamasi
olsun. Simdi P ve Q 6zelliklerinin Morita degismez olduklar1 varsayilsin ve R halkasinin
birimli olmadig1 ancak bir tam idempotent elemana sahip oldugu diisiiniilsiin. Bu durumda
R halkasi1 birimli olmamasina ragmen eger P 6zelligine sahipse Q 6zelligine de sahip
olacaktir. Dolayisiyla bastaki R nin birimli olma sarti Morita degismez ozellikler icin
tam idempotente sahip olma sartiyla degistirilerek daha genel bir varsayim elde edilmis
olur. Bu sonug bize Morita degismez 6zellikler i¢in tam idempotent elemanlarin 6nemini

gosterir.
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