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ÖZET  

SAHLQVIST FORMÜLLERI VE TAMLIK   

DARILMAZ, Gül ah  

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi: Prof. Dr. Mehmet TERZ LER 

Ocak 2007, 57 sayfa    

Giri ve Ön Bilgiler bölümleri d nda bu tez, esas olarak iki bölümden 
olu maktad r.  

3. bölümde; modeller teorisinin k sa bir tan t m yap ld ktan sonra; çe itli 
normal modal lojikler tan mlanm t r. Bu lojiklerden özellikle S4

 

üzerinde 
durulmu ve kanonik modeller arac l yla McKinsey-Tarski Teoremi 
çerçevesinde  taml ele al nm t r.  

4. bölümde önce çe itli normal modal lojiklerin belirli çat s n flar na 
göre taml gösterilmi ve örneklenmi tir. Sonra Sahlqvist Algoritmas 
ayr nt l tan t lm ve Sahlqvist Teoremi genel bir örnek üzerine dayal olarak 
ispatlanm t r. Algoritman n etkinli i üç örnekle gözler önüne sergilenmi tir.    

Anahtar sözcükler:  Sahlqvist formülleri, taml k, modal lojik. 
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ABSTRACT 

SAHLQVIST FORMULAS AND COMPLETENESS  

DARILMAZ, Gül ah  
Master Thesis in Mathematics Department 
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet TERZ LER 

January 2007,  57 pages    

In addition to Introduction and Preliminaries Chapters the thesis 
consists essentially of two chapters.  

Chapter 3 starts with a brief presentation of model theory. Then various 
normal modal logics are defined; one is particularity interested with the logic 
S4 , and concerning it, by means of canonical models its completeness is 
stated in McKinsey-Tarski theorem.  

In Chapter 4, firstly the completeness of several normal modal logics 
with respect to certain class of frames is shown and examples are given. Then 
Sahlqvist Algorithm is described in great detail, and Sahlqvist Theorem is 
proved via a general Sahlqvist formula. The effectiveness of algorithm is 
illustrated by three fundamental examples.        

Key words: Sahlqvist formulas, completeness and modal logics. 
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1. G R

    
Modal lojik çok basit bir ifadeyle; önermeler loji ine bir ya da 

daha fazla operatör eklenerek olu turulan lojik olarak tan mlanabilir. 
Ancak bu do ru bir yakla m yans tmaktan çok uzakt r. Modal lojik o 
kadar dinamik bir lojiktir ki günümüzde sadece teorik matemati in de il 
ama uygulamal bilimlerde de etkinlik kazanm t r. Birinci mertebe lojik 
günlük matematikte yeterli olmakla birlikte, ifade gücünün zay fl bir 
yana, kuvvetli matematiksel yap lar n olu turulmas nda etkisiz kal r. 
Modal lojik bunu çok rahat yerine getirir.  

Lojiklerin taml k ve saptanabilirlikleri u ra lan öncelikli 
problemlerdir. Bunlar çözmenin karma k ve zahmetli yollar vard r. 
Sahlqvist algoritmas , çok genel olmasa da, taml k için son derece pratik 
ve a lacak derecede yal n bir çözüm sunar.  

Bu tezde; tek modaliteli temel modal dilde yaz lm formüller 
Sahlqvist dengine dönü türüldükten sonra kar l olan birinci-mertebe 
özelliklere, oradan da, taml a geçilmi tir. kinci ve daha yüksek 
mertebeden özelliklere kar l k gelebilecek Sahlqvist formüllerinin 
irdelenmesine tezin sonuç k sm nda de inilmi tir.        
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2. ÖN B LG LER  

Tezin anla lmas n kolayla t rmak amac yla baz temel tan m ve 

kavramlar verilecektir.  

2. 1 Önermeler Loji i    

Tan m 2.1.1 (Önermeler loji inin dili)  

Önermeler loji inin dili a a daki nesnelerden olu ur: 

(i) Önerme harfleri veya önerme de i kenleri yada atomic 
önermeler denilen ve 1 2, , p p

 

ve ço u zaman , , , , p q r s

 

eklinde 

yaz lan harflerin bir P  kümesi; 

(ii) Boole ba laçlar ad verilen ve , , , , ,

 

ile gösterilen 

i lemler.   

Bu i lemler P

 

kümesi üzerinde s ras yla 1-li, 2-li, 2-li ve 2-li 
i lemlerdir. 

 

ve 

 

önerme sabitleri s ras yla yanl l ve do rulu u 
ifade ederler. 

 

ba lac bir önermenin de ilini, olumsuzunu, 

 

ba lac iki 
önermenin evetlemesini, 

 

ba lac iki önermenin veyalamas n ve 

 

ba lac ise iki önermenin ko ulland r lmas n amaçlar. Ba laçlar n 
kullan m atomic önermelerden itibaren bile ik önermelerin 
olu turulmas n amaçlar. 

 

ba lac

 

içleyici anlam nda i lev yürütür. Bu 
terminoloji do ruluk kavram ba lam nda aç klanacakt r.  

Önermeler loji i 2-de erli bir lojiktir; ba ka bir ifadeyle, bir atomik 
önerme ya do ru ya da yanl de erini al r. Buna göre, n

 

tane atomik 
önermeden olu turulmu bir bile ik önermenin 2n

 

tane do ruluk de eri 
vard r. 



 
3

 
: { : }iP p i

 
tan mlans n. CP , ba laçlar yard m yla P

 
den 

itibaren olu turulan bile ik önermelerin kümesini göstersin.  

Tan m 2.1.2 Bir CP

 

önermesinin do ruluk de eri her zaman do ru 
ise 

 

ye bir totoloji (hep do ru) ve her zaman yanl ise 

 

ye bir çeli ki 

(hep yanl ) denir.  

Örnekler 2.1.3 , ,p p q p p p p

 

hep do ru önermeler iken; 
,r r r r r r

 

hep yanl önermelerdir.  

Önermeler loji inin aksiyomlar olu turulurken ba laçlar n tümüne 
gerek yoktur. Bile ik bir önermeyi yazmak için { , },{ , }

 

ya da 
{ , }

  

ikililerinden biri yeterlidir. Bu nedenle, örne in, { , }

 

seçilirse önermeler loji i sadece a a daki aksiyomlarla yetinir:  

1L :  ( )

 

2L : ( ( )) (( ) ( ))

 

3L : ( ) ( )

  

E er be ba lac n hepsini kullanmak gerekseydi, o zaman on tane 
aksiyom olu turulurdu ve bu durumda Hilbert Önermeler Loji i nden söz 
edilirdi.  

Önermeler loji inin tek türetim kural Modus Ponens (Onaylama 
Yöntemi) kural d r: p

 

ve p q

 

önermelerinden q

 

önermesi 
sonuçland r l r. Daha aç k söylemek gerekirse bu kural; p

 

do ru ve 
p q

 

do ru durumunda  q

 

önermesinin de do ru olmas n gerektirir. 
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Böylece bir lojik; belirli bir dilde yaz lm formüllerin bir 

kümesidir öyle ki bu formüllerden baz lar na hipotezler veya aksiyomlar 
denir ve di erleri de türetim kurallar yard m yla olu turulur.  

Gözlemler 2.1.4  

(i) Bir türetim kural bir aksiyom gibi alg lanabildi inden, olu turuldu u 
alanda her zaman do rudur.  

(ii)  Aksiyom say lar sonsuz çokluktad r, çünkü 1, 2, 3L L L

 

ifadelerinin 

herbirinin sonsuz çoklukta nüshas vard r. Önemli olan aksiyomlar n 
birbirlerinden ba ms z biçimde olu turulabilmesidir.  

(iii) Önermeler loji i güçsüz bir lojiktir, ancak ba ka lojiklerin in as nda 
taban lojik görevini yüklenir. Güçsüzlü ünü, örne in, u önerme ortaya 
ç kar r:  

Goldbach Tahmini: 2 den büyük her çift say iki asal say n n 
toplam olarak yaz labilir.  

Yakla k 250 y ldan beri bu tahminin ne de olumsuzunun 
(yads nmas n n) çözümü bulunamam t r. Bu iddia p

 

ile gösterilirse o 
zaman  p p

 

bir totoloji de ildir. Buna göre ya amda kar la lan 

problemlere yakla mlarda önermeler loji i yetersiz kalmaktad r.  

(iv) Önermeler loji inde yeni bulu lar art k mümkün de ildir (Hodges, 
1993). 

Bu lojik hakk nda ayr nt l bilgi edinmek isteyenler, özellikle, 
(Bell et al., 1991) kayna na ba vurabilir. 
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2. 2 Modal Lojik    

Önermeler loji inden daha güçlü lojikler olu turulabilir. Bunu 
yerine getirmenin en yal n yolu; önermeler loji i diline yeni ba laçlar 
veya operatörler eklemeden geçer. Bu denemeyi ilk gerçekle tiren 
(Lewis, 1918) olmu ve önermeler loji inin diline olanaks zd r 
anlam nda bir 1-li I  operatörü (modalitesi) eklemi tir. Lewis, daha sonra 

,

  

yi kesin gerektirir anlam n ifade eden 

 

eklinde gösterilen 

 

2-li operatörü ( )I

 

olarak tan mlam t r. 1932 y l nda Lewis in 

dü üncelerinden hareketle Lewis ve Langford (Lewis et al., 1932), 
önermeler loji i dilinde ilkel olarak 

 

(diamond) operatörünü olabilir 
anlam nda katarak 

 

formülünü ( )

 

eklinde 

tan mlam lard r. Lewis in olu turdu u aksiyomatik sistem günümüz 
anlam nda tuhafl klar içermektedir. 

Tuhafl k; olu turulan sistemin matematikde üretece i sonuçlarla 
ili kilidir. Önermeler loji i diline eklenecek her türden operatör bize 
daha güçlü lojikler verecek midir? Bunun öyle olmad aç kt r. 

2. 2. 1 Modal Loji in Tan m

 

Modal lojik nedir? sorusunun kesin bir yan t yoktur (Blackburn 
et al., 2001). Bununla birlikte, uyguland alanlar göz önünde 
bulunduruldu unda, modal lojik hakk nda unlar rahatl kla söylenebilir: 

(a) Modal diller ba nt sal yap lar için yal n ancak ifade gücü 
yüksek dillerdir. 

(b) Modal diller ba nt sal yap larda iç, yerel bak aç s sa layan 
dillerdir. 
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Ba ka bir deyi le; yüklemler mant ndaki niceleyicilerin aksine 

modal dillerin operatörleri, görebildikleri veya ula abildikleri dünyalar 
nicelerler. leride bu kavram aç kl a kavu turulacakt r. 

(c) Modal diller izole (statik, dura an) formel sistemler de il, 
aksine dinamik dillerdir. 

Aç klamak gerekirse, modal diller salt kuramsal matematikte 
uygulama bulan diller de ildir; onlar n en etkili ve üretken olduklar alan 
günümüz bilgisayar bilimleridir. Önermesel Dinamik Lojik bilgisayar 
dilini kullanan kuvvetli bir lojiktir. 

Modal diller sayesinde 

 

klasik matematikte hiç bir zaman yer 
almayan 

 

zaman matematikte kendine yer bulmu ve Zaman Loji i nin 
do u una neden olmu tur. Modal loji in Bilgisayar Bilimlerindeki 
uygulamalar (Hult et al., 2000) kayna nda bulunabilir. 

2. 2. 2 Temel Modal Dil  

Bu tezde sadece tek modaliteli modal dil ele al naca ndan, 
tan m verilecek dile temel modal dil ad verilecektir. 

Tan m 2.2.2.1 Temel modal dil; önermeler loji i diline 1-li bir 

 

modal 
operatörü eklenerek elde edilen dildir.  

lkel ba laçlar olarak ,

 

al n rsa, o zaman bu dilin formülleri 

rekürsif olarak a a daki gibi tan mlanabilir: 

1. Her bir p P  bir modal formüldür; 

2.  sabiti bir modal formüldür; 
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3. CP  ise   bir modal formüldür; 

4. , CP  ise   bir modal formüldür; 

5. CP  ise   bir modal formüldür; 

6. 1. 

 

5. d nda modal formül olu turma kural yoktur. 

Birinci mertebe varl ksal ve evrensel niceleyicilerin aralar ndaki 
dual ba nt ya benzer bir ba nt 

 

operatörü ile duali 

 

aras nda da 
vard r: 

CP

 

için x bir de i ken olmak üzere  

x x

 

denkli ine benzer  olarak 

:

 

tan m yap labilir. 

 

1-li operatörüne elmas (diamond) ve 

 

li 
modalitesine de kutu (box) ad verilir.  

Birinci mertebe lojikte 

 

ve 

 

niceleyicilerinin anlamlar belirli 
iken, 

 

ve 

 

operatörlerinin yorumlar de i kendir. Farkl yorumlar na 
biraz sonra de inilecektir. Ancak son zamanlarda çok yayg n ara t rma 
konusu olarak modal lojik ile topolojik uzaylar aras nda çok s k ba lar 
elde edilmi tir. Bu ba lamda  operatörü topolojik iç Int  ve  operatörü 
de topolojik kapan Cl

 

olarak yorumlan r. 
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leride ele al nacak çok temel S4 loji i tüm topolojik uzaylar n 

loji idir. Bu sonucu ilk kez McKinsey ve Tarski, S4 loji inin ad n aç k 
biçimde anmadan, elde etmi tir. Daha fazla ayr nt için (McKinsey et al., 
1944) kayna na ba vurulabilir. 

Örnek 2.2.2.2 , dolay s yla , operatörünün farkl yorumlar verilebilir. 

(i) Olabilirlik yorumu: CP

 

için 

  

modal formülü 

 

nin 

yerine getirebilece ini ifade eder. Buna göre 

  

nin zorunlu olarak 

getirilebilece ini söyler. E er , CP

 

için 

 

ve 

 

formüllerinin yorumlar istenseydi ilki zorunlu olan olas d r ve ikincisi 
her ne ise olas d r anlamlar n ta rd . 

 

formülü her ne ise 

zorunlu olarak olas d r durumunu anlat r.  

Bu ve benzeri yaz lacak formüllerin olabilirlik ve zorunluluk 
kavramlar n n ne demek istedi ini yans tacak m d r? Bu sorunun 
kökeninde tarihsel ve felsefi tart malar yatar; burada ayr nt ya hiç 
girilmeyecektir. 

(ii) Bilgi (epistemic) yorumu: CP

 

için 

  

u ekilde 

yorumlan r: Ajan 

 

nin ne oldu unu biliyor . 

 

yerine K

 

( K : 
know dan geliyor) yazmak gelenektir. Örne in, K K

 

formülü, bu 
yorumu alt nda, do ru olmal d r: Ajan gerçekten 

 

yi biliyorsa 

 

biliniyordur . 

(iii) spatlanabilirlik yorumu: CP

 

için 

  

ispatlanabilirdir olarak yorumlan r. Bu yorum daha ziyade say lar teorisi 

ile ilgilidir. Daha fazla ayr nt ya girmeksizin, bu alanda 
( )p p p

 

Löb formülü çok merkezil bir rol oynar. Tezin 

konusunu olu turan Sahlqvist formülleri ba lam nda, Löb formülü bir 

Sahlqvist formülünün dengi olarak yaz lamayacakt r. 
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2. 3 Modeller ve Çat lar    

2.2.1 (a) ve (b) de de inildi i gibi, modal diller ba nt sal yap larda 
yorumlanacakt r. Bu yorum model ve çat düzeyinde olmak üzere iki 
farkl biçimde ele al nacakt r. Model düzeyindeki yorum gerçekleme 
(satisfaction) veya do ruluk (truth) kavram ; çat düzeyindeki yorum 
geçerlilik (validity) kavram n ortaya atmalar aç s ndan çok önem 
ta maktad r. 

2. 3. 1 Modeller ve Gerçekleme  

Temel modal dil için önce çat , model ve gerçekleme tan mlar 
verilecektir. 

Tan m 2.3.1.1 W

 

bo tan farkl bir küme ve ,R W

 

üzerinde bir 2-li 
ba nt olmak üzere ,W R  ikilisine bir çat denir.  

  

bir çat ve : ( )V P WP eklinde bir fonksiyon olmak üzere 
,VM  ikilisine temel modal dil için bir model denir.  

p P

 

için ( )V p , p nin modelde do ru oldu u kümeyi belirler. V 

fonksiyonuna valuation denir. M

 

modeline 

 

çat s üzerine kurulu 
model ad verilir. 

Gözlemler 2.3.1.2  

(i) Her bir p P

 

için ( ) ,V p W

 

W üzerinde 1-li bir ba nt oldu u 
dü ünülürse temel dil için modeller ( , , ( ), ( ), ( ), )W R V p V q V r

 

biçimli ba nt sal yap lar olarak kabul edilebilir. Bu nedenle bir model, 
2-li bir ba nt yan nda say labilir çoklukta 1-li ba nt lar olan bir 
çat dan ba ka bir ey de ildir. 
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(ii) Bir model ve bir çat yap sal aç dan benzerlik gösterselerde, çat lar 
ilginç olan matematiksel nesnelerin ekilleri olarak daha fazla bilgi 
içerebilirler.  

imdi modal dilin modellerde nas l yorumlanmas gerekti inin 
tan m  verilecektir. 

Tan m 2.3.1.3 w W

 

ve CP

 

olsun. 

 

nin , ,W R VM

 

modelinin 
w

 

noktas nda gerçeklenebildi i (do ru oldu u) 

 

nin karma kl 

üzerinde a a daki gibi tan mlan r: 

 

, w pM

 

(eye) ( ), ;w V p p P

  

,wM , 

 

, wM

 

(eye) ,wM ; 

 

, wM

 

(eye) , wM  veya , wM ; 

 

, wM

 

(eye) Rwv ; ,vM

 

olacak ekilde v W

 

vard r. 

Aç klamalar 2.3.1.4   

(i) Tan mda yer alan 

 

sembolü yerine 

 

literatürde çok s k geçer. 

w

 

gösterilimi, 

 

formülünün modelin w noktas nda do ru oldu unu 

söyler. 

(ii) K saltma olarak kullan lan (eye) [e er ve yaln z e er], if and only if 

için yap lan (iff) k saltmas n n benzeridir. 
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(iii) Tan m 2.3.1.3 den 

 
operatörünün gerçeklenmesi öyle elde 

edilebilir: 

 
, wM

  
(eye) Rwv

 
eklindeki her v W  için ,vM  dir. 

(iv) 2.2.1 (b) de dile getirilen yerel bak aç s burada aç kl k kazan r, 

öyleki:  

  

ve 

 

formüllerinin bir w W

 

noktas nda do rulu u w

 

n n ancak R

 

ba nt s arac l yla görebildi i yerlerde söz konusudur. 

(v)  notasyonu 

 

nin gerçeklenmedi ini ifade eder. 

Tan m 2.3.1.5 CP

 

ve her w W

 

için , wM

 

ise 

 

formülü 

M modelinde evrensel veya global do rudur, denir. M

 

modeline de  

 

nin do ru oldu u bir nokta varsa , M

 

modelinde gerçeklenebilirdir, 

denir. Olumsuzu gerçeklenen bir formüle de yanl lanabilir veya 

çürütülebilir formül ad verilir. 

Örnek 2.3.1.6 {1,2,3,4,6,8,12,24}W

 

olsun ve Rwv

 

öyle 

tan mlans n: w v

 

ve w, v yi böler . ,W R

 

çat s üzerinde bir V

 

valuationu ( ) {4,8,12,24}V p , ( ) {6}V q

 

gibi tan mlanarak 

,VM

 

modeli verilsin. O zaman a a dakiler kolayl kla 

gerçeklenebilir: 

a) , 4M p, 

b) ,6M p, 
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c) ,2M p, 

d) , 2 (qM ) (p q )p . 

2. 3. 2 Çat lar ve Geçerlilik 

2.3.1.1. de modellerin bir çat ve bir valuationdan olu an bile ik 

nesneler oldu u görüldü. Ama ço u zaman valuationlar n do rudan 

etkilerini göz ard etmek önem ta yacakt r. Bu tercih bir çat daki 

geçerlilik kavram na neden olacakt r. 

Tan m 2.3.2.1 CP

 

ve ,W R

 

verilsin. 

 

üzerine kurulu her 

,V

 

modelinin w

 

noktas nda 

 

formülü do ru ise , 

 

nin w

 

noktas nda geçerlidir denir ve , w

 

yaz l r; 

 

deki her noktada 

geçerli olan bir 

 

formülüne  de geçerli denir ve 

 

yaz l r. F  bir 

çat lar s n f olsun. 

 

formülü F

 

deki her 

 

çat s nda geçerli ise , F

 

s n f nda geçerlidir denir ve F yaz l r. F

 

s n f nda geçerli 

formüllerin kümesine F  nin loji i  denir ve F   ile gösterilir. 
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Uyar 2.3.2.2 Birçok aç dan geçerlilik do ruluktan farkl l k gösterir. 

Bunu görmenin en iyi yolu bir örnek vermektir. w , tan m 

uyar nca, w

 
veya w

 
durumlar n verir; yani w

 
noktas nda 

 

do rudur veya 

 

do rudur. Ancak 

 

nin bir 

 

çat s ndaki 

geçerlili i aran yorsa bu ya  

 

nin ya da 

 

nin 

 

üzerinde geçerli 

oldu u anlam na gelmez; p p

 

formülü bir kar t örnek olu turur. 

Örnek 2.3.2.3  

(i) Yüklemler mant nda ( )P x  ve ( )Q x  iki 1-li yüklem olmak üzere  

( ( ) ( )) ( ) ( )x P x Q x xP x xQ x

 

denkli i iyi bilinmelidir.  

2.2.2 de dile getirildi i üzere 

 

ile 

 

aras ndaki benzerlik burada 

bir örnekle ele al nacakt r.  

,p q P

 

için ( ) ( )p q p q

 

formülü tüm çat lar üzerinde 

geçerlidir.  

Gerçekten, 

 

keyfi bir çat ve ,w

 

de bir nokta; V

 

de 

 

üzerinde bir valuation olsun. O zaman ( , ), ( )V w p q

 

ise 

( , ),V w p q

 

oldu u gösterilmelidir. ( )w p q

 

ise tan mdan 

v p q , Rwv

 

olacak ekilde bir v W

 

vard r. Buradan v p

 

veya 

v q

 

olur. O halde w p veya w q

 

elde edilir. Her iki halde 

w p q  bulunur. 
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(ii)   p p

 
yada denk olarak p p

 
formülü tüm çat lar 

üzerinde geçerli de ildir. Bunu görmek için bir 

 
çat s , çat da bir w

 
noktas ve 

 
üzerinde bir valuation bulmak yeterlidir öyle ki 

( , ),V w p p

 

olsun. {0,1,2},W

 

{(0,1), (1, 2)}R

 

ve 

( ) {2}V p

 

seçimi alt nda 0 p

 

iken 0 p

 

elde edilir, çünkü 

(0,2) R  dir.   

Buna kar n p p

 

formülü geçi ken çat lar n s n f nda 

geçerlidir. Böylece R

 

ba nt s n n ta yaca özellikler çat lar n 

s n fland r lmas nda önemli rol oynayacakt r.  
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3. KR PKE MODELLER   

3. 1 Giri  

Saul Kripke loji in çok farkl alanlar na temel katk larda 
bulunmu tur. Baz lar n anmak gerekirse; yüksek mertebeden rekürsion 
teorisindeki Kripke-Platek aksiyomlar , sezgi analizindeki Brouwer-
Kripke emas ve salt gerektirme ba lac üzerine kurulmu lojik 
fragman için Kripke saptama yöntemi . Ancak Kripke nin ünlenmesini 
sa layan bulu lar n n temelini modal ve ilgili klasik-d lojik için 
olu turdu u ve ad n ta yan Kripke modelleri dir. Bu konuda ayr nt l 
bilgiler (Bull et al., 1984) ve (Garson, 1984)  kaynaklar nda bulunabilir.  

3. 2 Modeller Teorisinin K sa Tan t m

 

Genel olarak klasik önermeler loji i ba lam nda bir M

 

modeli; P

 

nin her bir atomunu T

 

veya F

 

do ruluk de erini atayan bir V

 

valuationundan ba ka bir ey de ildir. Bu fonksiyon CP

 

üzerine 
a a daki ekilde geni letilebilirdir. 

(0) M p  (eye) ( ) ;V p T

 

(1) CP  için M  (eye) M ; 

(2) , CP  için M  (eye) M

 

ve M ; 

(3) , CP  için M  (eye) M

 

veya M ; 

(4) , CP  için M  (eye) M

 

ise M  dir. 
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II. Bölümde kullan lan 

 
sembolü yerine, önermeler loji inde   

kullan lmas yayg nd r. 

Tan m 3.2.1 Tüm modellerde do ru olan bir formüle geçerli ve bir 

modelde do ru olan formüle de gerçeklenebilir formül denir.  

Bu tan ma göre u yal n sonuç tart mas z do rudur: 

 

geçerlidir 

(eye) 

 

gerçeklenemezdir. Sonra bir formülün bir modeldeki 

do rulu u; V

 

fonksiyonunun formülde geçen atomlara atayaca 

de erlere ba l olacakt r. Bu de erlerin sadece sonlu say da 

kombinasyonu oldu undan, u temel sonuç elde edilmi olur. 

Olgu 3.2.2 Önermeler loji inde bir 

 

formülünün geçerli olup olmad 

belirlenebilirdir. Daha uygun bir terminoloji ise  

Klasik önermeler loji i için geçerlilik saptanabilirdir

 

eklindedir.  

Modeller teorisinin geli iminden önce önermeler loji i için bir çok 

ispat yöntemleri ortaya at lm t r. Böyle bir yöntemde aksiyomlar ve 

türetim kurallar devreye girerler. Bir ispat her bir terimi bir aksiyom 

veya türetim kurallar yla daha önceki teoremlerden elde edilen bir 

formüller dizisidir. spattaki son terime bir teorem denir. Bazen ispat 

olan bir formüle de bir teorem ad verilir. 

Tan m 3.2.3 CP

 

olsun. 

 

nin bir ispat yoksa 

 

formülüne 

tutarl d r denir. 
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Modeller teorisi ispat yöntemlerinin kabul edilebilirli inin bir 

ölçütünü verebilir. Örne in Modus Ponens kabul edilebilir bir ispat 

kural d r. Rasgele kurallar yaz labilir, ancak kabul edilebilir olmalar n 

denetleme i levini modeller teorisi üzerine alabilir. 

Tan m 3.2.4  Her ispatlanabilir formül geçerli ise bu yönteme sa lam 

(sound) ve her geçerli formül ispatlanabilirse yönteme tam (complete) 

denir.  

Bu iki kavram son derece önemlidir. Sa laml n yerine getirilmesi 

rutin bir i lem gerektirirken, taml k kapsaml bilgi ve beceri gerektirir. 

Bu konuya ileride de inilecektir. 

3. 3 Modal Lojik Nedir?  

Önermeler loji i düzeyinde, en yal n ve saf haliyle, modal lojik 

önermeler loji ine gereklili i ifade eden bir  sembolü ekler. 

 

olabilirlik 

sembolü 

 

nin bir k salt lm olarak kullan labilir. Lewis ve Lewis-

Langford un çal malar d nda, ba lang çta 

 

operatörü ispatlanabilirlik 

(veya geçerlilik) ve 

 

operatörü de tutarl l k (veya gerçeklenebilirlik) 

olarak anla lm t r. Bu iki operatörün farkl yorumlar na II. Bölümde 

de inilmi ti.  

Operatörlerin farkl yorumlar n bir bütün olarak ele alan (Gödel, 

1932); tüm sistemlere ek bir kural ilave etmi ve bu kurala Gereklilik 

veya Genelle tirme ya da Gödel kural ad n vermi tir: 
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( )       .N

 
Bundan sonra minimal lojik tan m verilebilir. 

3. 3. 1 Normal Modal Lojik   

Bir F

 

çat lar s n f verilmi olsun. Acaba F

 

üzerinde geçerli 
formüllerin kümesini; yani F

 

yi, do uran sintaktik mekanizmalar var 

m d r? Bu sorunun yan t normal modal lojik kavram bünyesinde yer 
al r. 

Tan m 3.3.1.1 Aksiyomlar tüm önermeler loji inin totolojileri ve     

( )K

 

      ( ) (p q p )q

   

( )Dual       p p ; 

türetim kurallar

   

 Modus Ponenes ( )MP :  ve  den    sonuçlan r;   

 

Tek düze ikame: 

 

verildi inde 

 

nin atomlar yerine keyfi 
formüller ikame edilerek elde edilen  formülü geçerlidir;   

 

Genelle tirme:  verildi inde  geçerlidir; 

olan modal loji e minimal modal lojik denir ve K  ile gösterilir.  
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Gözlemler 3.3.1.2 

(a) K aksiyomu ad n Kripke den al r. Bunun nedeni; Kripke nin 
modeller teorisi üzerine yapt çal malarda 

  
operatörünün 

 
ba lac 

üzerine da lmas vazgeçilmez bir özellik olarak direnmesinden 
kaynaklan r. 

(b) Tekdüze ikame k saca Subst

 

kural diye; Genelle tirme de N

 

kural 
olarak adland r l r. 

(b) K

 

n n totolojileri modaliteler içerebilir; p p

 

nin takliti olarak 
p p

 

bir totolojidir. Totolojiler tüm çat larda geçerli formüllerdir. 

(c) Modus Ponens kural geçerlili i korur; yani 

 

ve 

 

ise 

  

vard r. Bu vazgeçilmez bir özelliktir. Keza Subst

 

kural da 

geçerlili i korur. 

(d) N

 

kural da geçerlili i korur, ancak hem N

 

hem de Subst

 

gerçeklenebilirli i korumazlar! 

(e) K

 

loji inin minimalli i u anlamda kavranmal d r: K

 

n n tüm 
aksiyomlar geçerlidir ve üç türetim kural geçerlili i korur; dolay s yla 

-K ispatlanabilir tüm formüller geçerlidir. Daha yayg n bir terminoloji 
kullan l rsa bunlar K

 

n n tüm çat lar s n f na göre sa lam oldu unu 
söyler. Bunun tersi de do rudur: bir CP

 

formülü geçerli ise   

-K ispatlanabilirdir. Bu ise K

 

n n tüm çat lar s n f na göre tam 
oldu unu ifade eder. K saca K

 

loji i tam anlam yla geçerli formülleri 
do uran lojiktir. 

Örnek 3.3.1.3 ( p )q ( )p q

 

formülü tüm çat larda geçerli 

oldu u için -K ispatlanabilir olmak zorundad r. Geçekten K

 

loji inin 
aksiyomlar ve kurallar kullan larak bir ispat a a daki gibi verilebilir. 
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1. ( ( ))p q p q

    
Önermesel totoloji 

2. ( ( ( )))p q p q

    
N  (1) 

3. ( ) (p q p )q

   

K  aksiyomu 

4. ( ( ( ))) (p q p q p ( ( )))q p q

 

Subst  (3) 

5. p ( ( ))q p q

    

(2,4)MP  

6. ( ( )) (q p q q ( ))p q

  

Subst  (3) 

7. (p q ( ))p q

     

Syllogism (5,6) 

8.  ( p )q ( ))p q

     

Önermeler Loji i (7)  

Tan m 3.3.1.4 Bir normal modal lojik ; tüm totolojileri, ( )K

 

ve 
( )Dual

 

aksiyomlar n içeren ve , ,MP Subst N

 

kurallar na kapal bir 

formüller kümesidir.  

Minimal normal lojik K

 

loji idir.  

Baz önemli aksiyomlar K

  

ya eklenirse matematiksel ve de 
teknolojik anlamda lojikler elde edilebilir. Bu aksiyomlardan baz lar n n, 
özellikle, topolojik uzaylar n loji i oldu u ilk kez (Gabelia, 2001) da ele 
al nm t r.  
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3. 4 Minimal Loji in Baz Geni lemeleri   

K

 
minimal loji ine baz aksiyomlar eklenirse, belirli çat 

s n flar n karakterize eden lojikler elde edilebilir. Burada çok temel 
aksiyomlar ele al nacakt r. CP  için   

:T

    

4 :

    

:B

 

aksiyomlar ,W R

 

çat s n n R

 

ba nt s n n, s ras yla, yans yan, 

geçi ken ve simetrik olduklar n ifade ederler. Buna göre  

TK loji i tüm yans yan çat lar s n f n betimler.   

4K loji i tüm geçi ken çat lar s n f n betimler.  

BK loji i tüm simetrik çat lar s n f n betimler.   

Bu aksiyomlar n birbirlerine eklenmesi sonucu çok anlaml lojikler 
elde edilir:  

4=K4 K  

4= TS4 K  

4 .= T BS K5

 

K

 

n n yayg n geni lemeleri a a daki çizelgelerde verilmi tir: 
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Yayg n Modal Aksiyom Taslaklar

 
sim

 
         Aksiyom

 
Çat Ko ulu

  

K ( ) ( )    

T 

 

Yans mal

 

4 

 

Geçi meli 

B 

 

Simetrik  

D 

    

      Serisel: ( )w v Rwv

 

5 

 

Euclidean: Rwu Rwv Ruv

 

GL ( )

 

R

 

geçi ken ve    

1R

 

iyi-temellendirilmi

 

(1) 

Grz ( ( ) )

  

R

 

öns ral  ve    

1R Id

 

iyi-temellendirilmi

 

(2) 

H ( ) ( )    Rwu Rwv Ruv Rvu

 

M 

 

2. mertebeden bir özellik 

G 

 

( )Rwu Rwv x Rux Rvx
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Yayg n Normal Modal Lojikler 

sim

   
Aksiyom

 
Çat Ko ulu

 

K      - Tüm Çat lar 

T   T Yans ma 

K 4

   

4

 

Geçi ken 

S4

   

, 4T

 

Öns ralama 

S5

    

,5T

 

veya , , 4D B

 

R W W

 

S4.3

   

,5,T H

 

Tam Öns ralama 

(3)S4.1

  

, 4,T M

 

Öns ralama,     

                                                   ( ( ))w u Rwu v Ruv u v

 

S4.2

   

, 4,T G

 

Yönlü öns ralama 

GL

   

GL

 

veya 4,GL

 

Sonlu s k k smi s ralama 

Grz Grz, S4 Grz

 

veya , 4,T Grz

 

Sonlu k smi s ralama 

D

   

D

  

Serisel 

D45

   

, 4,5D  Geçi ken, serisel ve Euclidean  
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(1)  ,W R

 
çat s nda 2 1 1 0Rw w Rw w

  
eklinde hiç bir sonsuz yol 

yoksa R

 
ba nt s na iyi-temellendirilmi

 
bir ba nt denir. W  sonlu ve R

 
geçi ken olmak üzere R

 
iyi-temellendirilmi tir (eye) R yans mas zd r, 

sonucu vard r. 

(2)  {( , ) : }Id w w w W

 

ba nt s d r. 

(3)  S4.1

 

modal loji i atomlu uzaylar n bir loji idir [Gabelia, 2001]. 
McKinsey M aksiyomu birinci mertebe dengi olmayan 2.mertebeden bir 
formüldür.  

S4

 

loji i; modal loji in çe itli alanlar ndaki uygulamalar ve ifade 
edilebilirli i için temel lojiktir. Kapan cebirleri ve genelde topoloji, 
özelde Alexandroff topolojileri ile olan ili kileri S4

 

loji inin hala 
gündemde olmas n sa lar. Bu konudaki çal malar için (Aiello et al., 
2003), (Bezhanishvili et al., 2005), (Haim, 2000) kaynaklar na 
ba vurulabilir. Ad geçen bu çal malarda S4

 

ile ilgili baz ilginç 
sonuçlar vermek ayd nlat c olabilir. 

Teorem 3.4.1 S4

 

sonlu iyi-ba lant l topolojik uzaylar n loji idir.

  

yi-ba lant l bir uzay; U

 

ve V

 

iki aç k olmak üzere X

 

topolojik 
uzay X U V

 

olarak yaz labiliyorsa X U

 

veya X V

 

özelli ini 
sa layan bir uzayd r. yi-ba lant l l k kavram n n ba lant l l k 
kavram ndan daha kuvvetli oldu u aç kt r. 

Teorem 3.4.2 (McKinsey ve Tarski) S4

 

loji i herhangi bir metrik, 

ayr labilir ve kendi-içinde yo un uzay n loji idir.

 

Sonuç Teorem 3.4.3 S4

 

loji i 

 

say do rusu, C

 

Cantor uzay na ve 

Alexandroff topolojik uzaylar na göre tamd r.
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Bir loji in bir çat lar s n f na göre sa laml ve taml ileride özet 

olarak ele al nacakt r. 

3. 5 Kripke Semanti i ve Kripke Modeller  

Bölüm II de verilen çat ve model tan mlar , asl nda, Kripke ye 
aittir. Bu tan mlar

 

farkl ancak denk biçimde vermek mümkündür.  

Temel modal dilin ,

 

Boole ba laçlar ve 

 

operatöründen 

olu tu unu varsayal m. 

3. 5. 1 Temel Tan mlar  

W

 

bo olmayan bir küme ve ,R W

  

üzerinde bie 2-li ba nt olmak 
üzere ,W R

 

ikilisine bir Kripke çat veya modal çat denir. W   

(world) kümesinin elemanlar na dünyalar veya noktalar ya da dü ümler; 
R

 

ba nt s na ise eri ebilirlik, ula labilirlik ya da görme ba nt s ad 
verilir.  

Birli  operatörü 2-li R

 

ba nt s yorumlayacakt r.  

Bir Kripke model bir , ,W R

 

s ral 3-lüsüdür öyle ki ,W R

 

bir 

Kripke çat ve , W

 

n n elemanlar ile modal formüller aras nda 
a a dakileri sa layan bir ba nt d r: , CP  ve ,w u W  için    

w    (eye) w ;   

w

  

(eye) w  veya  w ;   

w

 

(eye) ( )u Rwu u . 
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w

  
,w

 
yi gerçekler veya , w

 
da gerçeklenir ya da , w

 
yi 

zorlar eklinde yorumlan r. 

 
ba nt s na geçekleme ba nt s veya 

de erlendirme ya da forcing ba nt s  denir.  

Bir formülün bir çat da, bir modelde ve bir çat ya da modeller 
s n f nda geçerlili i aynen Bölüm II deki gibi tan mlan r. 

3. 5. 2 Kanonik Modeller  

Her hangi bir L

 

normal modal loji i için L

 

nin ve sadece onun 
teoremlerini geçerli k lan bir Kripke modeli (kanonik modeli) maksimal 
tutarl kümeler kullan larak in a edilebilir. Kanonik Kripke modellerinin 
rolü Lindenbaum-Tarski cebirininkine tamamen benzerdir. Daha çok 
bilgi için (Blackburn et al., 2001) ile (Bell et al., 1991) kaynaklar na 
ba vurulabilir. 

Tan m 3.5.2.1 

 

temel dilde yaz lm bir formüller kümesi olsun. L

 

loji inin aksiyomlar ve Modus Ponens kural kullan m yla 

 

dan çeli ki 
türetilemiyorsa 

 

kümesine L -tutarl

 

küme denir. 

 

y kapsayan hiç 
bir  L -tutarl küme yoksa,  ya bir maksimal L -tutarl

 

(MCS) küme ad 

verilir.  

L

 

loji inin bir kanonik modeli bir , ,W R  Kripke modelidir öyle 

ki W

 

tüm L MCS

 

lerin kümesi olsun ve R

 

ile 

 

ba nt lar a a daki 
biçimde i lev görsün.   

RXY

  

(eye) her CP  için X  ise Y  dir;   

X

 

(eye) X  dir. 
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Zorn Lemmas uyar nca; her bir L -tutarl küme bir L MCS

  
küme 

içindedir; özellikle L

 
de ispatlanamayan her formül kanonik modelde 

gerçeklenemez. 

Tan m 3.5.2.2 P

 

Kripke çat lar n bir özelli i ve 

 

bir formüller kümesi 

olsun. 

a) , P

 

yi sa layan her çat da geçerli;  

b) 

 

kümesini kapsayan her hangi bir L

 

normal modal loji i için 

L  nin kanonik modeli P

 

yi sa l yor 

ise  formüller kümesi P

 

özelli ine göre kanoniktir, denir.  

Bu tan mdan baz önemli sonuçlar ortaya ç kar. 

a. i  kanonik modeller ise i
i

  kanoniktir. 

b. Kanonik formüllerin aksiyomla t rd bir lojik Kripke tamd r. 

c. , 4, , ,5,T B D H

 

ve her türlü kombinasyonlar kanoniktir. 

d. GL

 

ve Grz

 

aksiyomlar kanonik de ildir. 

e. M McKinsey aksiyomunun kendisi kanonik de ildir; ancak 
M S4.1   veya M K 4.1  kanoniktir (Goldblatt, 2003). 

Genelde bir aksiyomun kanonik olup olmad n yerine getiren bir 
algoritma, yöntem yoktur. Ba ka bir deyi le, u önemli sonuç vard r: 

Olgu Bir aksiyomun kanonikli i, genel olarak, saptanamazd r. 
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Bununla birlikte H. Sahlqvist (Sahlqvist, 1973); Sahlqvist 

formülleri denilen çok geni bir formüller s n f n n zarif bir algoritma ile 
kanonik oldu unu gerçeklemi tir. Bu algoritmaya göre 

 

Bir Sahlqvist formülü kanoniktir; 

 

Bir Sahlqvist formülüne kar l k gelen çat lar s n f birinci-
mertebe tan mlanabilirdir; 

 

Bir Sahlqvist formülüne kar l k gelen çat ko ulunu 
hesaplayan bir algoritma vard r. 

Bu gerçekten çok güçlü bir ölçüttür; örne in, kanonik oldu u söylenen 
yukar daki aksiyomlar n tümü asl nda Sahlqvist formüller(ine denk) dir.  

Tezin ana temas n olu turan bu algoritma ayr nt l olarak Bölüm 
IV de ele al nacakt r. 



 
29

 
4. SAHLQV ST ALGOR TMASI (TEKN )  

Bu bölümde; verilen bir modal formüle kar l k gelen bir çat 
ko ulu bulman n yolu aranacakt r. Bölüm 3 de söz edilen kanonik 
formüllerin özünde Sahlqvist formülleri oldu u görülecektir. Temel 
modal dil ba lam nda yal n veya basit Sahlqvist formüllerinin, genelde, 
bir birinci-mertebe dengi vard r. Ancak a a daki teoremin de ifade etti i 
gibi keyfi bir temel dil formülünün birinci-mertebe kar l her zaman 
olmayabilir. 

Teorem (Chagrova) Bir temel modal formülün birinci-mertebe kar l 
oldu u saptanamazd r.  

Sahlqvist tekni ini görmeden ve Sahlqvist Tekabül Teoreminin 
ispat na geçmeden önce sa laml k ve taml k kavramlar na biraz ayr nt l 
de inmek yararl olacakt r. 

4. 1 Sa laml k ve Taml k 

Tan m 4.1.1 S

 

bir çat lar veya modeller s n f ve L

 

bir normal modal 
lojik olsun. Her  

 

formülü ve her  S

 

yap s için 
L

   

ise S

 

s n f na göre L

 

loji i sa lamd r denir. 

Tan m 4.1.2 S

 

bir çat lar veya modeller s n f ve L

 

bir lojik olsun. Her  
hangi bir { }

 

formüller kümesi için S

  

L

 

ise L

 

loji i 

S

 

s n f na göre kuvvetli tamd r; buna kar n, S

  

L

 

ise L ,  S

 

ye göre zay f tamd r, denir.  

Bölüm III de verilen baz temel lojiklerin kuvvetli taml klar burada 
kan tlanacakt r. A a daki önerme bu ispatlarda önemli bir rol 
oynayacakt r. 
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Önerme 4.1.3 Bir L

 
loji i bir S

 
yap lar s n f na göre kuvvetli tamd r 

(eye) formüllerin her L -tutarl kümesi bir S

 
üzerinde 

gerçeklenebilirdir. L , S

 
ye göre zay f tamd r (eye) her L -tutarl formül 

bir S  üzerinde gerçeklenebilirdir.  

( spat için (Blacburn et al., 2001) e ba vurulabilir.) 

Teorem 4.1.4 (Kanonik Model Teoremi) Her normal modal lojik 
kanonik modeline göre kuvvetli tamd r. 

spat , L

 

normal modal loji inin tutarl bir kümesi olsun. Lindenbaum 
Lemmas uyar nca 

 

bir L -MSC 

 

kümesine geni letilebilirdir. O 
zaman LM , kanonik model olmak üzere, ,M

 

oldu u aç kt r. 

(Daha fazla ayr nt için bkz (Blacburn et al., 2001)).

  

4. 2 Uygulamalar   

Burada K

 

ve K 4

 

lojiklerinin tan mlad klar çat s n flar na göre 
kuvveti tam olduklar ispatlanacakt r. 

Teorem 4.2.1 K

 

loji i tüm çat lar n s n f na göre kuvvetli tamd r. 

spat Önerme 4.1.3 e göre bu sonucu ispatlamak için , wM

 

olacak 

ekilde K -tutarl bir 

 

formüller kümesi, bir çat üzerine kurulu bir M

 

modeli ve  M

 

de bir w

 

dünyas bulmak yeterlidir. Oysa bu çok aç kt r, 
çünkü M

 

yi K

 

için kanonik model ve 

 

y da 

 

y geni leten her 
hangi bir K -MSC küme almak yeterlidir. O zaman Kanonik Model 
Teoremi ,M K sonucu hemen sa lar.

 

Teorem 4.2.2 K 4

 

loji i geçi ken çat lar n s n f na göre kuvveti tamd r. 
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spat 

 
bir K 4 -tutarl formüller kümesi olsun. O zaman ispat yerine 

getirmek için   

(1) , w M

  

(2) 

 

geçi ken 

olacak ekilde bir ,VM

 

modeli ve bir w M

 

dünyas bulmak 

yeterlidir.   

, ,W R VM K K K K4 4 4 4 , K 4

 

için kanonik model ve  , 

 

y 

geni leten bir K 4 -MSC kümesi olsun. Kanonik Model Teoremine göre  
,M K 4  vard r. O halde (1) ko ulu sa lanm olur.  

(2) için ,W RK K4 4

 

çat s n n geçi ken oldu u gösterilmelidir. 

, ,w v u W K 4

 

ve , R wv R vuK K4 4 verilsin. u

 

varsayal m. R vuK 4 

v

 

ve R wvK 4 de w

 

durumunu gerektirir. Ama w

 

bir K 4 -
MSC dir, buradan w , 

 

yi içerir; böylece MP nin uygulamas 

ile 

 

yi içerir. Ba ka bir deyi le R wvK 4  ve R vuK 4 , R wuK 4  verir.

 

Teorem 4.2.3  

i) T

  

yans yan çat lar n s n f na göre; 

ii) BK

 

simetrik çat lar n s n f na göre; 

iii) S4

 

öns ral çat lar n s n f na göre; 

iv) S5

 

ba nt s denklik ba nt s olan çat lar n s n f na göre 

kuvvetli tamd r. 
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spat için (Blackburn et al., 2001) e ba vurulabilir.  

Buna kar n KL

 
loji i hiçbir çat s n f na göre ne sa lam ne de 

kuvvetli tamd r. Bu nedenle KL

 
loji i kanonik de ildir. Ancak KL

 
tüm 

sonlu geçi ken a açlar s n f na göre zay f tamd r. (Bir a aç; köklü ve her 
noktas n n alt nda kalan kümenin sonlu ve tam s ral oldu u bir çat d r.)  

4. 3 Sahlqvist Tekni i   

Bu kesimde Sahlqvist in ortaya att bir algoritma yard m yla; bir 

modal formüle kar l k gelen çat ko ulu elde edilecektir.   

Burada, geçici olarak, , , , , , , 

 

operatörleri ilkel kabul 

edilecektir. Ancak , ( )

 

için bir k saltma olacakt r.  

4. 3. 1 Temel Kavramlar 

Tan m 4.3.1.1 p P

 

verilsin.  

(i) p biçimli bir formüle bir kuvvetli pozitif formül denir; 

 

zinciri bo olabilir.  

(ii) 

 

ba lac n içermeyen bir formüle pozitif formül denir.  

(iii) Bir pozitif formülün de illenmi ine bir negatif formül denir.  
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(iv) Sadece 

 
ve 

 
operatörlerini kullanan negatif ve kuvvetli 

pozitif formüllerden olu an bir formüle çözülmü formül denir.  

(v) Bir Sahlqvist formülü de illenmi çözülmü bir formüldür. 

Örnekler 4.3.1.2   

Temel modal dilde yaz lm formüllerin Sahlqvist  denkleri 

bulunabilir.   formüller aras ndaki mant ksal denkli i gösterecektir. 

a) p p  nin dengi.   

p p ([p p ] [ ])p p

 

bir Sahlqvist formülüdür, 

çünkü p bir kuvvetli pozitif; [ ]p

 

negatif oldu undan 

 

ile   

ba laçlar n n kullan m Sahlqvist formülünü verir. 

b. p p nin dengi.  

p p

   

p p

   

([ ] [p ])p

    

([ ] [p ])p    

bir Sahlqvist formülüdür, çünkü [ p] kuvvetli pozitif; [ p] negatif 

oldu u için  ile 

 

nin kullan m Sahlqvist formülü tan m gerçekler. 
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3. p p nin dengi.  

p p p p

    

( [ ] [p ])p

   

( [ ] [ ])p p

   

( [ ] [ ])p p

 

bir Sahlqvist formülüdür, çünkü bir çözülmü formülün de illemesi 

olarak yaz lm t r. 

4. p 

 

p nin dengi.  

p 

 

p 

 

( p p )   

 

( [ p]  [ p] )   

bir Sahlqvist formülüdür, çünkü çözülmü bir formülün de ilidir.  

Ancak ( )p p p Löb Aksiyomu bir Sahlqvist formülüne 
denk de ildir.  

4. 3. 2 Sahlqvist Formülünün Di er Tan mlar   

Sahlqvist formülünün literatürde bir çok denk tan mlar

 

vard r. 

Sahlqvist daki formülünün farkl tan mlar verilmi tir. Burada ele al nan 

tan m çok daha yal n ve pratik anlamda yeterince elveri lidir: 
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Herhangi bir gerçek Sahlqvist formülü burada verilen Sahlqvist 

formüllerinin bir evetlemesine denk olacakt r. 

Sahlqvist 1975 y l nda yay nlanan çal mas nda  

Her hangi bir Sahlqvist formülü bir çat ko uluna kar l k gelir

 

teoremini basit bir algoritmayla kan tlam t r. Ancak teoremin ispat çok 

kapsaml oldu u için bu tezde bir örnekle yetinilmeye gidilecektir.     

Sahlqvist tekni i modal lojik için gerçek bir mücevherdir. spat 

örneklerken baz lemma ve önbilgilere ihtiyaç olacakt r. 

Önbilgi 4. 3. 2.1 Bir formül pozitif ise monotondur. 

Tan m 4.3.2.2 ,W R

 

bir çat ve , :h h P (W)P

 

atamalar verilsin. 

Her p P

 

için ( ) ( )h p h p

 

ise h h

 

yaz lacakt r. Böylece h , h

 

den  

büyüktür ya da h , h  nün bir daralmas d r. 

Lemma 4.3.2.3 

 

bir pozitif formül, ,W R

 

bir çat ve 

, :h h P (W)P

  

h h

 

eklinde atamalar olsun. O zaman her t W

 

için  

( , , ),W R h t

   

( , , ),W R h t

 

dir.  
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Bu sonuç   nin monoton oldu unu söyler. 

spat

 
nin karma kl üzerinde tümevar m yap l r.  

 

: p  ise  

( , , ),W R h t ( ) ( ) ( , , ),p t h p t h p W R h t p

 

elde edilir.  

 

: , , ,

  

durumlar a ikard r. 

 

pozitif oldu u için 

 

durumu söz konusu de ildir.  

 

:

 

ise o zaman ( , , ),W R h t

  

ise Rtu

 

eklindeki her 

u W

 

için ( , , ),W R h u

 

tan m gere i vard r. Tümevar m 

hipotezinden ( , , ),W R h u

 

oldu u için de ( , , ),W R h t

 

elde 

edilir.    

 

:

 

için benzer bir ispat yap l r.

 

Önbilgi 4. 3. 2. 4 Standart Çeviri   

Modal formüllerden birinci-mertebe yüklemler loji i formüllerine 

geçi yap labilir. Bu çeviri, asl nda, Kripke semanti ini tamamen 

yans t r. 
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x

 
bir de i ken ve , serbest de i ken say s en çok 1 olan bir 

formül olsun.  

 
formülü tümevar mla bir birinci-mertebe ( )x

 
formülüne çevrilebilir:   

 

,P p

 

ye kar l k gelen 1-li ba nt sembolü olmak üzere bir p 

atomu ( )P x  e çevrilir. O halde ( )p P x  dir;  

 

 = , 

  

d r;  

 

( ) ( )

 

d r;  

 

( )  ve ( )

 

d r; 

 

R ula labilirlik ba nt s için bir sembol ve y yeni bir de i ken 

olmak üzere, ( ) ( ( ))y Rxy y

  

ve  ( ) ( ( ))y Rxy y

 

olur. 

Buna göre a a daki örnekler aç k olmal d r:   

( p ) ( ( ( ))) ( )p y Rxy P y P x

 

olur, burada x tek serbest 

de i kendir.  

( ( )) ( ( ( ) ( ( ))))p p y Rxy P y z Ryz Q z . Gene burada da  

x tek serbest de i kendir. 
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Bazen ( ) ( ( )) ( )y Rxy y x

  
örne inde oldu u 

gibi k smen çeviri yapmak uygun olacakt r. 

4. 3. 3 Sahlqvist Teoremi (1975)  

 

bir Sahlqvist formülü olsun. Bir çat da geçerli ve 

 

ye kar l k 

gelen bir birinci mertebe çat özelli inin olabilmesi için gerek ve yeter 

ko ul 

 

nin bu çat da geçerli olmas d r.   

Bu teorem son derece yal n olman n yan nda türünün en keskin 

sonucudur. Bu teorem kolayl kla katl modaliteli ve zaman lojiklerine de 

geni letilebilir.  

Sahlqvist u çarp c sonucu da kan tlam t r: Bir Sahlqvist 

formülünün tüm nüshalar n Hilbert sistemine bir aksiyom olarak 

eklendi inde kar l k gelen çat ko ullu çat lar s n f na göre sa lam ve 

tam yeni bir Hilbert sistemi elde edilir.

  

Teoreminin spat

 

spat çok genel bir örne e dayand r larak ele 

al nacakt r.  

C

 

 pozitif bir formül olmak üzere 

( [ ] ([ ] [q C ])) [p ]p

 

çözülmü formülünü göz önünde bulundurulsun. 
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Sahlqvist formülü bir ,W R

 
çat s nda geçerli olsun. O 

zaman 

 
üzerinde kurulmu bir ,hM

 
modeli ve t W

 
için 

, tM

 
vard r; yani , tM ( [ ] ([ ] [q C ])) [p ]p

 
olur. 

 

de yer alan 

 

operatörünün 6 geçi i 

 

çat s nda t ile ilintili 6 tane 

dünyan n oldu unu ifade eder ve bu dünyalar n her birinde a a daki 

türden belirli bir formül do ru olur:  

 Ya p gibi kuvvetli pozitif bir formül,  

 Ya da C  gibi negatif bir formül.  

 

nin ( )t

 

standart çevirisi, burada, modeldeki dünyalar n 

isimlerini  elde etmede yard mc olur. Kuvvetli pozitif ve negatif 

formüllere dokunmadan sadece çözülmü  k sm n çevirisinin yap lmas 

gere i do acakt r.    

( )t

  

1 2 6, ,  , t t t

 

dünyalar n n oldu unu söylemektedir:  

1 1 2 2,  ,  ,Rtt Rt t tM

 

q  (yani 2( )Q t ),  

1 3 3,  ,Rt t tM C ,   3 4 4,  ,Rt t tM

 

p ,   

5 5 6 6, ,  ,Rtt Rt t tM

 

p.   
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4. 3. 3. 1 Ataman n Daralt lmas

   

Lemma 4.3.2.3 e göre h

 

daralt l rsa (yani atomlar daha az say daki 

dünyada do ru yap l rsa), o zaman negatif formüllerin tümü (burada 

sadece C ) yer ald klar dünyalar nda do ru kal rlar. Örne in, p ve q ye 

daralt l rsa ( p )q

 

negatif formülü do ru kal rd .   

Öyleyse 

 

formülünü t

 

de do ru yapacak en küçük atama ne 

olmal d r? Bu sorunun yan t tüm pozitif formülleri ( p gibi) 

dünyalar nda do ru olacak ekilde koruyan en küçük atama olmal d r.  
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p nin 4t

 
dünyas nda do ru olmas demek, 4t

 
den 2-R ad ml 

her dünyada p gerçeklenir demektir. Buna göre, p, 4t

 
den 2-ad mla 

ula labilen x dünyalar na daralt lsa bile p, 4t

 
de do ru olmay 

sürdürecektir. Bu dünyalar   

4( )y Rt y Ryx

 

formülünü sa layan dünyalard r. 

 

p, 6t

 

da da do ru korunmal d r. O halde, ayn nedenle, p, 6Rt x   

eklindeki tüm x dünyalar nda do rudur. q, 2t

 

de do ru tutulmal d r. O 

halde q, 2x t

 

durumunu sa layan tüm dünyalarda do ru yap lmak 

zorundad r. 
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4. 3. 3. 2  Tembel Atama  

Modeldeki dünyalar nda kuvvetli pozitif formülleri do ru olarak 

tutabilmek için p ve q bu dünyalarda do ru yap l rsa o zaman , t de 

do ru kalacakt r. Böyle bir atamaya tembel denir; bu h

 

ile gösterilsin.  

Bu atama birinci mertebe tan mlanabilirdir:  

 

p, x dünyas nda do ru yap ld (eye) 4 6( )y Rt y Ryx Rt x

 

çat da 

do ruland ; 

 

q, x dünyas nda do ru yap ld (eye) 2x t

 

çat da do ruland . 

Bu ko ullar atomsuz birinci mertebe ko ullard r. Buna göre h

 

tembel 

atamas ; 

 

deki atomlar n standart çevirileri yerine tembel birinci-

mertebe ifadeleri al narak sadele tirilebilir.  

4. 3. 3. 3  ( )t

 

Çevirisinin Sadele tirilmesi  

Sadele tirme için a a daki ad mlar izlenir:  

  

n n ( )t

 

standart çevirisi yap l r. Kuvvetli pozitif k s mlar n 

çevirisi göz ard edilirken, negatif k s mlar n çevirisi mutlaka 

yap lmal d r.  

 

simlendirilmi dünyalar için tüm 

 

niceleyicileri, anlam 

de i ikli i olmaks z n, öne çekilir.  
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 Her ( )P x  yerine tembel ifadesi al n r; burada 

4 6( )y Rt y Ryx Rt x

 

d r. 

 Benzer biçimde ( )P y  yerine  

4 6( )z Rt z Rzy Rt y

 

al n r; burada de i kenlerin çarp mamas için y

  

z

  

ile 

de i tirilmi tir.  

 

Ayn ekilde 4( ), ( ), ( )P z P t P t  v.s. için tembel ifadeler yaz l r. 

 

( )Q x  yerine 2x t , ( )Q y  yerine 2y t , v.s. al n r. 

 

p  biçimli kuvvetli pozitif formüllerinin yerine pekala 

 

al nabilir, çünkü h

  

tembel atamas bu tür formüllerin do ru olmas için 

seçilmi tir; bu yüzden bu ad m yasal oldu u kadar formülü k salt r da.  

Sadele tirmenin üretti i sonuç formül ( )t

 

ile gösterilsin.  

4. 3. 3. 4 Teoremin spat n n Sonuçland r lmas   

u ana kadar elde edilenler nda a a dakiler denktirler:  
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(i) Bir h

 
atamas ve t W  için ( , ),h t

 
dir,  

(ii) Bir t W

 
ve 1 6,  , t t

 
modeli için ( , ),h t

 
di r; h

 
nün 

bu modele ba l oldu u ku kusuzdur;  

(iii) Bir t W  için (klasik lojikte) ( )t

 

dir.   

Buna göre ,  de geçerlidir (eye) ( )t t

 

sonucu vard r.   

Neticede 

 

orijinal Sahlqvist formülü ( )t t

 

birinci-mertebe 

çat ko uluna kar l k gelir.  

Böylece bu genel örne e dayand r lm Sahlqvist Teoreminin ispat 

tamamlanm olur.

   

formülünün in as n n algoritmik olu u, algoritman n pratik 

uygulanabilirli i aç s ndan, algoritma ad mlar n n aç k bir ekilde 

özetlenmesini gerektirir.   

4. 3. 3. 5 Sahlqvist Algoritmas n n Ad mlar   

Sahlqvist algoritmas bir Sahlqvist formülünün geçerlili ine denk 

bir çat ko ulu ortaya ç kar r. (Her zaman verilen bir formülün Sahlqvist 

dengini bulmak mümkündür, ancak bazen bunun için çok fazla u ra mak 

gerekebilir.) Örne in, ([p p ] [ ])p p

 

Sahlqvist formülünün 

geçerlili ine kar l k gelen çat ko ulunun xRxx

 

yans mal l k oldu u 

örnekler k sm nda gösterilecektir. 
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çözülmü bir formül olmak üzere, 

 
Sahlqvist formülüne 

kar l k gelen çat ko ulunu belirleyen algoritman n ad mlar unlard r:  

  

nin negatif ve kuvvetli pozitif parçalar n n belirlenmesi (bu 

belirleme her zaman tek türlü olmayabilir);  

  

nin t

 

gibi bir dünyada gerçeklendi inin ne anlama geldi ini 

gösteren bir ekil çizilir. Dünyalara 1 2, , t t

 

gibi isimler verilir;  

aralar ndaki R-ba nt lar yaz l r ve hangi kuvvetli pozitif  formüllerin 

hangi dünyalarda do ru oldu unu belirlenir;  

 

Kuvvetli pozitif formülleri dünyalar nda do ru yapan tembel 

atamay gerçeklenir. Bu atama için isimlendirilmi dünyalara göre  

birinci-merteben bir ifade elde edilir;  

 

De i kenler için isimlendirilmi dünyalar n isimlerini kullanarak 

 

nin ( )t

 

standart çevirisini gerçekleyin. Kuvvetli pozitif parçalar n 

çevirisi yap lmadan a a dakiler yerine getirilir:   

 

Negatif formüllerin d ndaki 

 

operatöründen kaynaklanan tüm 

 

niceleyicileri, isimlendirilmi dünyalar için, ( )t

 

formülünün önüne 

çekilir. Bu i lem ya amsald r!  

 

Kuvvetli pozitif formüllerin neden oldu u parçalar belirlenir ve 

yerlerine 

 

yaz l r; 
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Negatif formüllerdeki atomlardan kaynaklanan geriye kalan  tüm 

( ), ( ), P x Q y

 
yüklemlerinin yerine tembel atamadan elde edilen 

birinci-mertebe ifadeler yaz l r;  

 

Mümkünse, sadele tirmeler yap l r.  

Bu ad mlar sonucu elde edilen ey; belirli bir atama alt nda bir t 

dünyas ndaki 

 

çat s nda 

 

nin do ru oldu unu ifade eden birinci- 

mertebe ( )t  formülüdür.   

Neticede , 

 

çat s nda geçerlidir (eye) ( )t t

 

formülü 

 

çat s nda geçerlidir sonucuna ula l r. ( )t t , istenilen çat ko ulunu 

verir.  

4. 3. 3. 6 Algoritman n Uygulamalar : Örnekler  

4. 3. 3. 6. 1 Yans mal l k  

p p

 

nin Sahlqvist denginin ([ ] [ ])p p

 

oldu una daha 
önce de inilmi ti.   

Bu formül bir 

 

çat s nda geçerli de ildir (eye) ( , ),h t [ ]p   

[ ]p

  

olacak biçimde h, t vard r. Formülde 

 

operatörü geçmedi i için 

model veya örnek dünya sadece t nin kendisidir. Rtx

 

oldu unda p nin t 

de do ru olmas için tembel atama p yi x de do ru yapar. Bu p nin bir 

tan m olarak kullan ls n.  
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p p

 

nin ( ) ( ) ( )p t P t

 

 standart çevirisinde  

 

p parças

 

yerine 

 

yaz l r (tembel atama bu parçay her zaman 
do ru yapar);  

 

( )P t

 

negatif parçada P(t) yerine, x t

 

olarak, ( , )R t x

 

tembel 

tan m yaz l r.   

Buradan ( , )R t t

 

ifadesi sonuçlan r. Böylece p p

 

bir 

atama alt nda t de do rudur (eye) ( , )R t t  dir.   

Neticede p p

 

formülü 

 

çat s nda geçerlidir (eye)   

( , )t R t t , yani ( , )tR t t

 

dir. Bu ise R nin yans yan oldu unu 

gösterir!   

R

 

p 

p 

t

 

P
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4. 3. 3. 6. 2 Geçi kenlik   

 
Algoritmay denetlemeden önce p p

 
formülünün 

Sahlqvist dengi ([ ] [p ])p

 

olarak bulunur. Bu formül bir 

 

çat s n n t noktas nda geçerli de ilse, o zaman  [ ] [p ]p

 

yi t de 

do ru yapan h vard r. Verilen formülde 

 

operatörü geçmedi i için, 

örnek dünya gene t nin kendisidir.     

p yi t de do ru yapmak için p nin Rtx

 

eklinde her hangi bir x 

dünyas nda do ru olmas yeterlidir. Buna göre tembel atama p yi x de 

do ru yapar (eye) Rtx

 

do rudur. [ ] [p ]p

 

nin t deki standart 

çevirisi için ( , )R t x ,  p nin tan m olarak kullan l r:  

([ ] [p ]) ( ) (p t ) ( ) ( ( ( ))).p t u Rtu v Ruv P v

   

p yerine 

 

al nabilir (tembel atama onu do ru olmaya zorlar); 

p 

p 

      bu dünyalar 
yeterlidir. 

p tüm bu noktalarda  

  

do rudur, ancak

 

t
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( )P v  yerine P nin v deki tembel atamas , yani Rtv

 
al n r.  

O zaman  

( ( ))u Rtu v Ruv Rtv

 

ve sadele tirerek  

(u Rtu ( ))v Ruv Rtv

 

elde edilir. Bu formül ( )t

 

ile gösterilsin. Böylece, p p bir atama 

alt nda t dünyas nda do rudur (eye) ( )t

 

dir. Neticede; p p,  

 

de geçerlidir (eye) ( )t t

 

dir. Aç l rsa 

( )tuv Rtu Ruv Rtv

 

elde edilir ve bu da 

 

nin geçi kenli inden ba ka bir ey de ildir. 

4. 3. 3. 6. 3 Simetri (Varyant )   

Bir çat n n simetri özelli i asl nda p p aksiyomu ile ifade 

edilir. Burada ise p yerine p al narak simetri özelli inin bir varyant göz 

önünde bulundurulacakt r.   

 

p p  nin Sahlqvist dengi 
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p p

 
( p )p

     
( )p p

      

( p )p

 

olarak bulunur.  

[ ] [A p ]p

 

olsun. Burada bir tek 

 

operatörü geçti i için t 

ye örnek dünya sadece bir tanedir! Ba ka bir deyi le, ekildeki model, 

örnek mevcut ise, A, 

  

nin t  noktas nda do ru olacakt r.   

   

Tembel atama p yi x de do ru yapar (eye) Rux  dir.  

 

A

 

n n standart çevirisi a ikard r:  

( )A t

 

([ ] [p ]) ( )p t
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( ) ( (P t u Rtu ) ( ))p t . 

u , ekilde isimlendirilmi bir dünya oldu u için mant ksal denklik 

korunarak u , formül önüne çekilebilir: 

( ( )u P t Rtu ( p ) ( ))u . 

imdi ( )P t

 

yerine tembel atama Rtu

 

ve ( ) ( )p u  yerine de  al n rsa  

(u Rut Rtu ) 

ya da ( )u Rut Rtu

 

elde edilir. Böylece A

 

bir atama alt nda t  

dünyas nda do rudur (eye) A  formülü gerçeklenirdir.  

Neticede; ,A  de geçerlidir (eye)   

( )t u Rut Rtu , 

ya da,  

( )tu Rtu Rut

 

dir. Bu ise R nin simetrik oldu unu söyler!  

(t Rut (u Rtu )) formülünde u serbest oldu u için u

 

öne çekilebilmi tir! 
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5. SONUÇ  

Sahlqvist algoritmas , asl nda, konu ile ba lant l ilk algoritma 
de ildir. Gerçekten, Jónsson-Tarski (Jónsson et al., 1952) yans yan ve 
geçi ken çat lar n birinci-mertebe dengini örneklemi lerdir. Fitch (Fitch, 
1973) in yazd bir makale van Benthem i 

 

Sahlqvist den habersiz 

 

bugün Sahlqvist Teoremi denilen sonucu ispatlamaya yöneltmi tir.  

Tezde ele al nan Sahlqvist formülleri tek modaliteye dayanan basit 
formüllerdir. Ancak genellemeye gidilirse sorunlar n ortaya ç kt 
görülür. ncelemeler global ve local olarak ele al n r. Örne in, 

p p

 

(M) Mckinsey formülü bir Sahlqvist formülüne denk 

de ildir; (M) birinci-mertebe bir ko ul ifade etmez. Keza (M) (4) 
birle mesinin dahi bir Sahlqvist formülüne denk olmad gösterilebilir. 
Bunun için (M) (4) formülünün local bir birinci-mertebe kar l 
olmad n kan tlamak yeterlidir. Sahlqvist formüllerinin global ve yerel 
aç lardan çal mas için (Kracht, 1993) kayna na ba vurulabilir.   
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