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OZET

SAHLQVIST FORMULLERI VE TAMLIK

DARILMAZ, Gulsah

Y Uksek Lisans Tezi, Matematik BolUmu

Tez Y oneticisi: Prof. Dr. Menmet TERZILER
Ocak 2007, 57 sayfa

Giris ve On Bilgiler bolumleri disinda bu tez, esas olarak iki bdliimden
olusmaktadir.

3. bdlimde; modeller teorisinin kisa bir tamtimu yapildiktan sonra; cesitli
normal modal lojikler tammlanmustir. Bu lojiklerden ¢zellikle S4 Uzerinde
duruimus ve kanonik modeller araciligiyla McKinsey-Tarski  Teoremi
cercevesinde tamlig: ele alinmistir.

4. bolumde once ¢esitli norma modal lojiklerin belirli ¢att simiflarina
gore tamligi gosterilmis ve orneklenmistir. Sonra Sahlqvist Algoritmasi
ayrintili tamtilmis ve Sahlqvist Teoremi genel bir 6rnek Uzerine dayali olarak
ispatlanmustir. Algoritmanin etkinligi U¢ 6rnekle gozler 6niine sergilenmistir.

Anahtar sozcikler: Sahlqvist formulleri, tamlik, modal lgjik.
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ABSTRACT

SAHLQVIST FORMULASAND COMPLETENESS

DARILMAZ, Gllsah
Master Thesisin Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet TERZILER
January 2007, 57 pages

In addition to Introduction and Preliminaries Chapters the thesis
consists essentially of two chapters.

Chapter 3 starts with a brief presentation of model theory. Then various
normal modal logics are defined; one is particularity interested with the logic
S4, and concerning it, by means of canonical models its completeness is
stated in McKinsey-Tarski theorem.

In Chapter 4, firstly the completeness of severa norma modal logics
with respect to certain class of frames is shown and examples are given. Then
Sahlqvist Algorithm is described in great detail, and Sahlqvist Theorem is
proved via a general Sahlqvist formula. The effectiveness of agorithm is
illustrated by three fundamental examples.

Key words:  Sahlqvist formulas, completeness and modal logics.
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1. GIRIS

Modal lojik ¢ok basit bir ifadeyle; onermeler lojigine bir ya da
daha fazla operattr eklenerek olusturulan lojik olarak tarumlanabilir.
Ancak bu dogru bir yaklasimi yansitmaktan ¢ok uzaktir. Modal lojik o
kadar dinamik bir lojiktir ki glinimizde sadece teorik matematigin degil
ama uygulamal1 bilimlerde de etkinlik kazanmustir. Birinci mertebe lojik
gunlik matematikte yeterli olmakla birlikte, ifade glicinin zayiflig1 bir
yana, kuvvetli matematiksel yapilarin olusturulmasinda etkisiz kalir.
Modal lojik bunu ¢ok rahat yerine getirir.

Lojiklerin tamhik ve saptanabilirlikleri ugrasilan oOncelikli
problemlerdir. Bunlari ¢bzmenin karmasik ve zahmetli yollar1 vardir.
Sahlqvist algoritmasi, cok genel olmasa da, tamlik icin son derece pratik
ve sasilacak derecede yalin bir ¢tzim sunar.

Bu tezde; tek modaliteli temel modal dilde yazilmis formaller
Sahlgvist dengine donusturuldikten sonra karsiligi olan birinci-mertebe
ozelliklere, oradan da, tamhiga gegilmistir. Ikinci ve daha yiksek
mertebeden Ozelliklere karsilik gelebilecek Sahlqvist formdllerinin
irdelenmesine tezin sonug kismunda deginilmistir.
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2. ONBILGILER

Tezin anlasiimasim kolaylastirmak amaciyla bazi temel tanim ve
kavramlar verilecektir.

2.1 Onermeler Lojigi
Tanim 2.1.1 (Onermeler lgjiginin dili)
Onermeler lgjiginin dili asagidaki nesnelerden olusur:

(i) Onerme harfleri veya oOnerme degiskenleri yada atomic
Oonermeler denilen ve p,, p,, ... Ve ¢ogu zaman p,q,r,s, ... seklinde

yazilan harflerin bir P kimesi;

(if) Boole baglaclart adi verilen ve —, A,v,—, T,L ile gosterilen
islemler.

Bu islemler P kimes Uzerinde sirasiyla 1-li, 2-li, 2-li ve 2-li
islemlerdir. L ve T Onerme sabitleri sirasiyla yanlislig: ve dogrulugu
ifade ederler. — baglaci bir 6nermenin degilini, olumsuzunu, A baglaci iki
Onermenin evetlemesini, v baglact iki 6nermenin veyalamasin: ve —
baglact ise iki onermenin kosulland:r:lmasini amaclar. Baglaglarin
kullamm:  atomic  6nermelerden itibaren  bilesik  6nermelerin
olusturulmasim amaglar. v baglaci i¢leyici anlaminda islev yaritir. Bu
terminoloji dogruluk kavrami baglaminda agiklanacaktir.

Onermeler lojigi 2-degerli bir lojiktir; baska bir ifadeyle, bir atomik
Onerme ya dogru ya da yanlis degerini air. Buna gore, n tane atomik
dnermeden olusturulmus bir bilesik énermenin 2" tane dogruluk degeri
vardir.
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P={p:ieN} tammlansin. CP, baglaglar yardimiyla P den
itibaren olusturulan bilesik 6nermelerin kimesini gostersin.

Tamm 2.1.2 Bir ¢ € CP 6nermesinin dogruluk degeri her zaman dogru
ise ¢ ye bir totoloji (hep dogru) ve her zaman yanlis ise ¢ ye bir ¢eligki
(hep yanl:s) denir.

Ornekler 2.1.3 pv—p,g— pv—p,p— p hep dogru énermeler iken;
rA=r,rv—=r —>r A—=r hepyanlis énermelerdir.

Onermeler Igjiginin aksiyomlar: olusturulurken baglaglarin timiine
gerek yoktur. Bilesik bir 6nermeyi yazmak igin {—,A},{—,Vv} ya da
{—,—} ikililerinden biri yeterlidir. Bu nedenle, ornegin, {—,—}
secilirse Onermeler 10jigi sadece asagidaki aksiyomlarlayetinir:

LL: ¢ —> (v — )
L2: (¢ > = 1) > (e—>v)—>(0— 7))
L3: (p > vw) = (—v —> =)

Eger bes baglacin hepsini kullanmak gerekseydi, o zaman on tane
aksiyom olusturulurdu ve bu durumda Hilbert Onermeler Lojigi’nden soz
edilirdi.

Onermeler lojiginin tek tiretim kurali Modus Ponens (Onaylama
Yontemi) kurahidir: p ve p—>q Onermelerinden q Onermesi

sonuglandirilir. Daha acik sdylemek gerekirse bu kural; p dogru ve
p — g dogru durumunda g 6nermesinin de dogru olmasin gerektirir.



Boylece bir lojik; belirli bir dilde yazilmus formdllerin bir
kumesidir dyle ki bu formtllerden bazilarina hipotezler veya aksiyomlar
denir ve digerleri de turetim kurallar: yardimiyla olusturul ur.

Gozlemler 2.1.4

(i) Bir tdretim kural1 bir aksiyom gibi algilanabildiginden, olusturuldugu
alanda her zaman dogrudur.

(i) Aksiyom sayilart sonsuz cokluktadir, ciinkdi L1,L2,L3 ifadelerinin

herbirinin sonsuz coklukta niishas: vardir. Onemli olan aksiyomlarin
birbirlerinden bagimsiz bigimde olusturulabilmesidir.

(iii) Onermeler lojigi glcsiiz bir lojiktir, ancak baska lojiklerin insasinda
taban lojik gorevini yiklenir. GugslzlUgund, 6rnegin, su 6nerme ortaya
cikarir:

Goldbach Tahmini: 2 den blylk her cift sayr iki asal sayinin
toplam olarak yazilabilir.

Yaklasik 250 yildan beri bu tahminin ne de olumsuzunun
(yadsinmasinin) ¢ozimu bulunamamistir. Bu iddia p ile gosterilirse o
zaman pv—p bir totoloji degildir. Buna gére yasamda karsilasilan
problemlere yaklasimlarda onermeler 10jigi yetersiz kalmaktadir.

(iv) Onermeler lojiginde yeni buluslar arttk mumkiin degildir (Hodges,
1993).

Bu lojik hakkinda ayrintili bilgi edinmek isteyenler, ozellikle,
(Bell et al., 1991) kaynagina bagvurabilir.



2.2Modal Lojik

Onermeler lojiginden daha guclii lojikler olusturulabilir. Bunu
yerine getirmenin en yalin yolu; onermeler lojigi diline yeni baglaclar
veya operatOrler eklemeden gecer. Bu denemeyi ilk gergeklestiren
(Lewis, 1918) olmus ve oOnermeler lojiginin diline olanaksizd:r

anlaminda bir 1-1i | operatdrii (modalitesi) eklemistir. Lewis, daha sonra
@, yi kesin gerektirir anlamini ifade eden ¢ <y seklinde gosterilen <

2-li operatoril 1(pA—y) olarak tanimlamistir. 1932 yilinda Lewis’in
distncelerinden hareketle Lewis ve Langford (Lewis et al., 1932),
onermeler lojigi dilinde ilkel olarak ¢ (diamond) operatorini olabilir
anlaminda katarak ¢g<yw  formUlini  —0(pA—y)  seklinde
tammlamiglardir. Lewis’in olusturdugu aksiyomatik sistem gunimuz
anlaminda tuhafliklar icermektedir.

Tuhaflik; olusturulan sistemin matematikde Uretecegi sonuclarla
iliskilidir. Onermeler Iojigi diline eklenecek her tirden operator bize
daha guclu lojikler verecek midir? Bunun Oyle olmadig: agiktir.

2.2.1Modal Lojigin Tanimi

Modal lojik nedir? sorusunun kesin bir yamti yoktur (Blackburn
et al., 2001). Bununla birlikte, uygulandigi aanlar g6z Onlinde
bulunduruldugunda, modal |ojik hakkinda sunlar rahatlikla soylenebilir:

(@ Moda diller bagintisal yapilar icin yalin ancak ifade guct
yuksek dillerdir.

(b) Modal diller bagintisal yapilarda ic, yerel bakis agisi saglayan
dillerdir.



Baska bir deyisle; yuklemler mantigindaki niceleyicilerin aksine
modal dillerin operatorleri, gorebildikleri veya ulasabildikleri dinyalari
nicelerler. ileride bu kavram agikliga kavusturulacaktir.

(c) Moda diller izole (statik, duragan) formel sistemler degil,
aksine dinamik dillerdir.

Aciklamak gerekirse, modal diller salt kuramsal matematikte
uygulama bulan diller degildir; onlarin en etkili ve Uretken olduklar: alan
gunumiiz bilgisayar bilimleridir. Onermesel Dinamik Lojik bilgisayar
dilini kullanan kuvvetli bir lojiktir.

Modal diller sayesinde — klasik matematikte hi¢ bir zaman yer
amayan — zaman matematikte kendine yer bulmus ve Zaman Lgjigi’nin
dogusuna neden olmustur. Moda lojigin Bilgisayar Bilimlerindeki
uygulamalar: (Hult et a., 2000) kaynaginda bulunabilir.

2.2.2 Teme Modal Dil

Bu tezde sadece tek modaliteli modal dil ele ainacagindan,
tammu verilecek dile temel modal dil adh verilecektir.

Tamm 2.2.2.1 Temel modal dil; dnermeler lojigi diline 1-1i bir ¢ modal
operatori eklenerek elde edilen dildir.

IIkel baglaglar olarak —,v arsa, o zaman bu dilin formilleri
rekirsif olarak asagidaki gibi tammlanabilir:

1. Her bir pe P bir modal formulddr;

2. 1 sabiti bir modal formuldir;



3. @eCP ise —¢ bir modal formuldr;
4. @,y €CP ise ¢ vy bir moda formuldir;

5. @eCP ise 0¢ bir moda formuldir;

6. 1.-5. disindamodal formul olusturmakural1 yoktur.

Birinci mertebe varliksal ve evrensel niceleyicilerin aralarindaki
dual bagintiya benzer bir baginti ¢ operatért ile duali [J arasinda da
vardir:

@ € CP icin x bir degisken olmak tzere

VX(D <> —|E|X—|(D

denkligine benzer olarak

D(D = —|<>—|¢

tanimi  yapilabilir. ¢ 1-li operatdrine elmas (diamond) ve [ i
modalitesine de kutu (box) adh verilir.

Birinci mertebe lojikte 3 ve V niceleyicilerinin anlamlar belirli
iken, ¢ ve [J operatorlerinin yorumlar: degiskendir. Farkli yorumlarina
biraz sonra deginilecektir. Ancak son zamanlarda ¢ok yaygin arastirma
konusu olarak modal lojik ile topolojik uzaylar arasinda ¢ok siki baglar
elde edilmistir. Bu baglamda [ operatorii topolojik i¢ Int ve ¢ operatori
de topolojik kapanis Cl olarak yorumlanr.



Ileride ele alinacak cok temel S4 lojigi tim topolojik uzaylarin
lojigidir. Bu sonucu ilk kez McKinsey ve Tarski, $4 lojiginin adint agik
bicimde anmadan, elde etmistir. Daha fazla ayrinti icin (McKinsey et al.,
1944) kaynagina bagvurul abilir.

Ornek 2.2.2.2 0, dolayisiylaJ, operatérinin farkl: yorumlar: verilebilir.

(i) Olabilirlik yorumu: ¢ €CP icin ¢¢ moda formuli ¢ nin
yerine getirebilecegini ifade eder. Buna gore (1o ¢ nin zorunlu olarak
getirilebilecegini soyler. Eger ¢,y €CP igin Up > 0@ ve v -0y
formdllerinin yorumlar: istenseydi ilki “zorunlu olan olasidir” ve ikincisi
“her ne ise olasidir” anlamlarini tasirdi. @ —> 0@ formall “her ne ise
zorunlu olarak olasidir” durumunu anlatir.

Bu ve benzeri yazilacak formillerin olabilirlik ve zorunluluk
kavramlarinin ne demek istedigini yansitacak mudir? Bu sorunun
kokeninde tarihsel ve felsefi tartismalar yatar; burada ayrintiya hig
girilmeyecektir.

(i) Bilgi (epistemic) yorumu: @eCP icin e su sekilde
yorumlanir: “Ajan ¢ nin ne oldugunu biliyor”. [1¢ yerine Ko (K:
know’dan geliyor) yazmak gelenektir. Ornegin, Ko — K formild, bu
yorumu altinda, dogru olmalidir: “Ajan gercekten ¢ vyi biliyorsa ¢
biliniyordur”.

(iii) Ispatlanabilirlik yorumu: ¢@eCP igin g “¢
ispatlanabilirdir” olarak yorumlanir. Bu yorum daha ziyade sayilar teorisi

ile ilgilidir. Daha fazla ayrintiya girmeksizin, bu aanda
(Op—>p)—>0p LOb formilt gok merkezil bir rol oynar. Tezin

konusunu olusturan Sahlqvist formilleri baglaminda, L6b formalt bir
Sahlqvist formulintin dengi olarak yazilamayacaktir.



2.3 Modeller ve Catilar

2.2.1 (a) ve (b) de deginildigi gibi, modal diller bagintisal yapilarda
yorumlanacaktir. Bu yorum model ve cati diizeyinde olmak Uzere iki
farkli bicimde ele alinacaktir. Model dizeyindeki yorum gercekleme
(satisfaction) veya dogruluk (truth) kavrami; cati dizeyindeki yorum
gecgerlilik (validity) kavramim ortaya atmalari agisindan cok ©Onem
tasimaktadir.

2. 3. 1 Modeller ve Gercekleme

Temel modal dil icin dnce cati, model ve gercekleme tanimlari
verilecektir.

Tanmim 2.3.1.1 W bostan farkli bir kime ve RW Uzerinde bir 2-li
bagint1 olmak tGzere 3 =(W, R) ikilisine bir ¢at1 denir.

3 bir cat1 ve V: P — P (W) seklinde bir fonksiyon olmak Uzere
M =(3,V) ikilisinetemel modal dil icin bir model denir.

peP icin V(p), p nin modelde dogru oldugu kiimeyi belirler. V

fonksiyonuna valuation denir. M modeline 3 catisi Uzerine kurulu
model ad: verilir.

Gozlemler 2.3.1.2

(i) Her bir peP icin V(p)<cW, W Uuzerinde 1-li bir baginti oldugu
dustnulirse temel dil icin modeller (W, R, V(p), V(q), V(r), ...)
bicimli bagintisal yapilar olarak kabul edilebilir. Bu nedenle bir model,
2-1i bir baginti yamnda sayilabilir coklukta 1-li bagintilari olan bir
catidan baska bir sey degildir.
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(if) Bir model ve bir cat1 yapisal agidan benzerlik gosterselerde, catilar
ilgingc olan matematiksel nesnelerin sekilleri olarak daha fazla bilgi
icerebilirler.

Simdi modal dilin modellerde nasil yorumlanmas: gerektiginin
tamm verilecektir.

Tamm 2.3.1.3weW ve ¢ € CP olsun. ¢ nin M =W, R,V) modelinin
w noktasinda gerceklenebildigi (dogru oldugu) ¢ nin karmasikligi
Uzerinde asagidaki gibi tanimlanr:

e M,wlkp (eye) weV(p), peP;

e M, wiFl,

e M,wlk—y (eye) M WiFy ;

e M,wikwvy (eye) M,wiky veyaM ,wit y;

e M,wl Oy (eye) Rwv; M ,viFy olacak sekilde veW vardir.

Aciklamalar 2.3.1.4

(i) Tanimda yer alan | sembolU yerine & literatiirde ¢ok sik gecer.

wlik ¢ gosterilimi, ¢ formilinin modelin w noktasinda dogru oldugunu

soyler.

(i) Kisaltma olarak kullamlan (eye) [eger ve yalniz eger], if and only if
icin yapilan (iff) kisaltmasinin benzeridir.
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(@iii) Tamm 2.3.1.3 den [J operatérinin gerceklenmes soyle elde
edilebilir:

e M,wl-y (eye) Rwv seklindeki her veW igin M ,vI-y dir.

(iv) 2.2.1 (b) de dile getirilen yerel bakis acisi burada aciklik kazanir,

soyleki: Oy velw formillerinin bir weW noktasinda dogrulugu w

nin ancak R bagintisi araciligiyla gorebildigi yerlerde s6z konusudur.

(v) IF notasyonu IF nin gergeklenmedigini ifade eder.

Tanim 2.3.1.5 ¢<CP ve her weW icin M,wl-¢ ise ¢ formill
M modelinde evrensel veya global dogrudur, denir. M modeline de ¢
nin dogru oldugu bir nokta varsa ¢, M modelinde gergekienebilirdir,

denir. Olumsuzu gerceklenen bir formile de yanlislanabilir veya

curattlebilir formdl adh verilir.

Ornek 23.1.6 W={1,234,6812,24 olsun ve Rw soyle
tanimlansin: “w=v vew, vyi boler”. 3=(W,R) catisi Uizerinde bir V
valuationu V(p)={4,8,12,24,, V(q)={6} gibi tammlanarak
M =(3,V) modeli verilsin. O zaman asagidakiler kolaylikla
gerceklenehbilir:

a M,4lFp,

b) M,6IF0p,
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c) M 2IF0p,

d M,2IF0qADp)AO(—=gAa p).

2. 3. 2 Catilar ve Gegerlilik

2.3.1.1. de modellerin bir cat1 ve bir valuationdan olusan bilesik
nesneler oldugu goruldi. Ama c¢ogu zaman valuationlarin dogrudan
etkilerini goz ardh etmek Onem tasiyacaktir. Bu tercih bir catidaki

gegerlilik kavramina neden olacaktir.

Tanim 2.3.2.1 ¢CP ve 3=(W,R) verilsin. 3 Uzerine kurulu her
(3,V) modelinin w noktasinda ¢ formilu dogru ise ¢, 3 nin w
noktassnda gegerlidir denir ve 3,wiF¢@ yazilir; 3 deki her noktada
gecerli olan bir ¢ formuline 3 de gegerli denir ve 3 ¢ yazilir. F bir
catilar sinifi olsun. ¢ formult F deki her 3 catisinda gegerli ise ¢, F
snifinda gegerlidir denir ve F IF¢ yazilir. F simifinda gegerli

formullerin kimesine F ninlojigi denir ve A\ ile gosterilir.
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Uyar1 2.3.2.2 Birgok agidan gegerlilik dogruluktan farklilik gosterir.
Bunu gormenin en iyi yolu bir érnek vermektir. wli-@vy , tanim
uyarinca, wl- ¢ veya wi-y durumlarim verir; yani w noktasinda ¢
dogrudur veya w dogrudur. Ancak ¢@vy nin bir 3 catisindaki
gecerliligi aramyorsa bu ya ¢ nin yada w nin 3 Uzerinde gecerli

oldugu anlamina gelmez; pv —p formuld bir karsit 6rnek olusturur.

Ornek 2.3.2.3

() Yuklemler mantiginda P(x) ve Q(x) iki 1-li yuklem olmak Uzere
AX(P(X) v Q(X)) <> IxP(X) v IxQ(X)

denkligi iyi bilinmelidir.

2.2.2 de dile getirildigi Uzere 3 ile ¢ arasindaki benzerlik burada
bir drnekle ele alinacaktir.

p,qe P icin O(pv Q) —> (OpvOq) formllu tum catilar Uzerinde
gecerlidir.

Gercekten, 3 keyfi bir cat1 ve w,3 de bir nokta; V de 3
Uzerinde bir valuation olsun. O zaman (3,V),wlFO(pvQ) ise
(3,V),wikOpv Oq oldugu gosterilmelidir. wik0(pv Q) ise tammdan
vIF pvg, Rw olacak sekilde bir veW vardir. Buradan viF p veya
viFq olur. O hade wi-0pveya wi-0q elde edilir. Her iki halde
wik Opv 0q bulunur.
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(i) OO0p—>Op yada denk olarak [Ip— [l p formuld tim catilar
Uzerinde gegerli degildir. Bunu gormek icin bir 3 catisi, ¢atida bir w
noktass ve 3 (Uzerinde bir valuation bulmak yeterlidir oyle ki
(SV),wlFo0p—>0p olsun. W={012, R={(0D1, (12} ve
V(p)={2 secimi atinda OIF00p iken OIFOp elde edilir, ¢lnkl
(0,2) ¢ R dir.

Buna karsin 00p — Op formillu gecisken catilarin sinifinda

gecerlidir. Boylece R bagintisimin  tasiyacagi Ozellikler catilarin

siniflandiriimasinda 6nemli rol oynayacaktir.
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3. KRIPKE MODELLERI

3.1 Giris

Saul Kripke lojigin cok farkli alanlarina temel Kkatkilarda
bulunmustur. Bazilarim anmak gerekirse; yuksek mertebeden rekirsion
teorisindeki “Kripke-Platek aksiyomlar”, sezgi analizindeki “Brouwer-
Kripke semas’” ve salt gerektirme baglaci Uzerine kurulmus lojik
fragman igin “Kripke saptama yontemi”. Ancak Kripke’nin tinlenmesini
saglayan buluslarimin temelini modal ve ilgili klasik-dis1 lojik icin
olusturdugu ve adini tasiyan “Kripke modelleri”’dir. Bu konuda ayrintil
bilgiler (Bull et a., 1984) ve (Garson, 1984) kaynaklarinda bulunabilir.

3. 2Modédller Teorisinin Kisa Tanitimi

Genel olarak klasik onermeler 1ojigi baglaminda bir M modeli; P
nin her bir atomunu T veya F dogruluk degerini atayan bir V
valuationundan baska bir sey degildir. Bu fonksiyon CP Uzerine
asagidaki sekilde genisletilebilirdir.

(OM = p (eye) V(p) =T;
(1) peCPicin M =—¢ (eye) M ¥ p;

2 oy eCP icin M EpAy (eye) M Ep ve M =y

3 o,y eCPicin M Epvy (eye) M Ep veya M =y ;

4 oy eCPicinMEp—>y (eye) M =@ ise M =y dir.
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[1. Bolumde kullanilan I semboll yerine, 6nermeler lojiginde =

kullanilmasi yaygindir.

Tamim 3.2.1 Tum modellerde dogru olan bir formile gegerli ve bir

modelde dogru olan formile de gerceklenebilir formul denir.

Bu tarmma gére su yalin sonug tartismasiz dogrudur: ¢ gegerlidir
(eye) —¢ gerceklenemezdir. Sonra bir formidlin bir model deki

dogrulugu; V fonksiyonunun formilde gecen atomlara atayacag:
degerlere bagli olacaktir. Bu degerlerin  sadece sonlu sayida

kombinasyonu oldugundan, su temel sonug elde edilmis olur.

Olgu 3.2.2 Onermeler lojiginde bir ¢ formuliinin gegerli olup olmadig:

belirlenebilirdir. Daha uygun bir terminoloji ise
“Klasik onermeler lojigi icin gegerlilik saptanabilirdir”
seklindedir.

Modeller teorisinin gelisiminden 6nce dnermeler 10jigi icin bir cok
ispat yontemleri ortaya atilmistir. Boyle bir yontemde aksiyomlar ve
turetim kurallart devreye girerler. Bir ispat her bir terimi bir aksiyom
veya turetim kurallartyla daha Onceki teoremlerden elde edilen bir
formuller dizisidir. Ispattaki son terime bir teorem denir. Bazen ispat:

olan bir formile de bir teorem adi verilir.

Tanmm 3.2.3 ¢eCP olsun. —¢@ nin bir ispati yoksa ¢ formultne

tutarl:dir denir.
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Modeller teorisi ispat yontemlerinin kabul edilebilirliginin bir
olcuttni verebilir. Ornegin Modus Ponens kabul edilebilir bir ispat
kuralidir. Rasgele kurallar yazilabilir, ancak kabul edilebilir olmalarim

denetlemeislevini modeller teorisi Uzerine aabilir.

Tamm 3.2.4 Her ispatlanabilir formul gegerli ise bu yonteme saglam
(sound) ve her gecerli formll ispatlanabilirse yonteme tam (complete)
denir.

Bu iki kavram son derece 6nemlidir. Saglamligin yerine getirilmesi
rutin bir islem gerektirirken, tamlik kapsamli bilgi ve beceri gerektirir.

Bu konuya ileride deginilecektir.

3.3Modal Lojik Nedir?

Onermeler lojigi diizeyinde, en yalin ve saf haliyle, modal lojik
Oonermeler 1gjigine gerekliligi ifade eden bir [1 sembolii ekler. ¢ olabilirlik
sembol U —[J— nin bir kisaltilmis1 olarak kullanilabilir. Lewis ve Lewis-
Langford’un calismalar disinda, baslangicta [ operatorii ispatlanabilirlik
(veya gecerlilik) ve ¢ operatéri de tutarlilik (veya gerceklenebilirlik)
olarak anlasilmustir. Bu iki operatérin farkli yorumlarina 11. Bélimde

desinilmisti.

Operatorlerin farkli yorumlarini bir bitin olarak ele alan (Godel,
1932); tim sistemlere ek bir kural ilave etmis ve bu kurala Gereklilik
veya Genellestirme ya da Godel kurali adinm vermistir:
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Ny Z
op

Bundan sonraminimal lojik tanim verilebilir.
3.3. 1 Normal Modal Lojik
Bir F catilar stmifi verilmis olsun. Acaba F Uzerinde gecerli

formdllerin kimesini; yani /\; yi, doguran sintaktik mekanizmalar var
mucir? Bu sorunun yanitt normal modal 1ojik kavram biinyesinde yer
ar.
Tamm 3.3.1.1 Aksiyomlar: tim énermeler lojiginin totolojileri ve

(K) U(p—0a)—>(Up—La)

(Dual) Op > —=l—p;
turetim kurallar

e Modus Ponenes (MP) : ¢ ve ¢ > den y sonuglanir;

e Tek duze ikame: ¢ verildiginde ¢ nin atomlar1 yerine keyfi
formuller ikame edilerek elde edilen s formilU gecerlidir;

¢ Genellestirme: ¢ verildiginde ¢ gegerlidir;

olan modal lojige minimal modal lojik denir ve K ile gosterilir.
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Gozlemler 3.3.1.2

(& K aksyomu adimi Kripke’den air. Bunun nedeni; Kripke’nin
modeller teorisi Uzerine yaptigi1 calismalarda [ operatdrinin — baglaci
Uzerine dagilmast vazgecilmez bir 0Ozellik olarak direnmesinden
kaynaklanir.

(b) Tekdiize ikame kisaca Subst kural: diye; Genellestirme de N kurali
olarak adlandirilir.

(b) K nin totolojileri modaliteler igerebilir; pv—p nin takliti olarak
Op A —Op bir totolojidir. Totolojiler tim catilarda gecerli formaillerdir.

(c) Modus Ponens kurali gegerliligi korur; yani IF@ ve lFp >y ise
IFy  vardir. Bu vazgegilmez bir ozelliktir. Keza Subst kurai da
gegerliligi korur.

(d) N kurali da gecerliligi korur, ancak hem N hem de Subst
gerceklenebilirligi korumazlar!

(60 K logjiginin minimalligi su anlamda kavranmalidir: K nin tim
aksiyomlar1 gecerlidir ve Ug turetim kural1 gegerliligi korur; dolayisiyla
K - ispatlanabilir tim formuller gegerlidir. Daha yaygin bir terminoloji
kullanilirsa bunlar K min tim catilar stmifina gére saglam oldugunu
soyler. Bunun tersi de dogrudur: bir ¢ € CP formili gegerli ise ¢
K -ispatlanabilirdir. Bu ise K min tim catilar simfina gore tam
oldugunu ifade eder. Kisaca K logjigi tam anlamyla gegerli formulleri
doguran lojiktir.

Ornek 3.3.1.3 (UpAlqg)—>0(paq) formill tim catilarda gegerli

oldugu icin K -ispatlanabilir olmak zorundadir. Gegekten K Igjiginin
aksiyomlar1 ve kurallar: kullanmlarak bir ispat asagidaki gibi verilebilir.
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LEp—=>(@—(paQ) Onermesel totol gji
2.-0(p—>(q—>(prd)) N (1)
. +FI(p—>g)—>(Up—1Q) K aksiyomu

4. +F0(p—~>(@—>(pr@))—> (Hp—->L(q—>(pAaq)) Subst (3)

5. +0p—U(@—>(pra) MP(2,4)

6. -U(a—>(prQ)—(HUa—>L(pAQ) Subst (3)
7.-0p—>(0Ug—->0(pAaQ)) Syllogism (5,6)
8. (1pAlg) > (pAq)) Onermdler Lojigi (7)

Tamm 3.3.1.4 Bir normal modal lojik A ; tim totolgjileri, (K) ve
(Dual) aksiyomlarini iceren ve MP,Subst,N kurallarina kapali bir

formaller kiimesidir.
Minimal normal lojik K lojigidir.

Bazi onemli aksiyomlar K ya eklenirse matematiksel ve de
teknolojik anlamda lojikler elde edilebilir. Bu aksiyomlardan bazilarinin,
Ozellikle, topolojik uzaylarin 1gjigi oldugu ilk kez (Gabelia, 2001) da ele
alinmigtir.
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3.4 Minimal Lojigin Baz1 Genislemeleri

K minima lojigine bazi aksiyomlar eklenirse, belirli cati
siniflarini karakterize eden lojikler elde edilebilir. Burada cok temel
aksiyomlar ele ainacaktir. ¢ € CP icgin

T:Op—>e

4: O —->Ue

B:p >0

aksyomlart 3=(W,R) catissmn R bagintisinin, sirasiyla, yansiyan,
gegisken ve simetrik olduklarini ifade ederler. Buna gore

K®T lojigi tim yansiyan catilar simifim betimler.
K @4 lgjigi tim gecisken catilar simifint betimler.
K @& B lojigi tim simetrik catilar stifim betimler.

Bu aksiyomlarin birbirlerine eklenmesi sonucu ¢ok anlamli lojikler
elde edilir:

Kid=Ko4
HA=KOT>d4
S5=KeTo®4®B.

K nin yaygin genislemeleri asagidaki ¢izelgelerde verilmistir:
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Isim

GL

Grz

Yaygin Modal Aksiyom Tadlaklar:

Aksiyom
Hle—>y) > (e —>Ly)
Ho—o
Do —>00¢
o —>00p
Oop— O
Op >00p

J0p—>e)—>0Ug

(e —>Le)> ) —>e

00— w)viIy — @)

00 > 00

e —-00p

Cat1 Kosulu

Yansimal

Gecismeli

Simetrik

Serisel: VwAv(Rw)
Euclidean: Rwu A Rwv — Ruv
R gecisken ve

R™ iyi-temellendirilmis @

R onsirali ve

R™-1d iyi-temellendirilmis
Rwu A Rwv — Ruvv Rwu

2. mertebeden bir 6zellik

Rwu A Rw — 3xX(Rux A Rvx)



Yaygin Normal Modal Lojikler

K4

S4

GL

Grz,A4Grz

D

D45

Aksiyom

T
4

T,4

T,5 veya D,B,4
T,5H

T,4M

T,4,G

GL veya4,GL

Grz veya T,4,Grz

D

D,4,5
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Cat1 Kosulu

Tdm Catilar

Yansima

Gecisken

Onsiralama

R=WxW

Tam Onsiralama
Onsiralama,
vwau(Rwu A VV(Ruv — u =V))
Y 6nlu 6nsiralama

Sonlu skt kismi siralama
Sonlu kismi siralama
Serisel

Gegisken, serisel ve Euclidean
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@ 3=(W,R) catisinda ---Rw,w, A Rww;, seklinde hic bir sonsuz yol
yoksa R bagintisinaiyi-temellendirilmis bir baginti denir. W sonlu ve R

gegisken olmak Uzere R iyi-temellendirilmistir (eye) Ryansimasizdir,
sonucu vardr.

@ 1d ={(w,w): weW} bagintisidr.

®)  S4.1 moda lojigi atomlu uzaylarin bir lojigidir [Gabelia, 2001].
McKinsey M aksiyomu birinci mertebe dengi olmayan 2.mertebeden bir
formildar.

S4 lojigi; modal 1gjigin gesitli aanlarindaki uygulamalar: ve ifade

Ozelde Alexandroff topolojileri ile olan iliskileri S4 lojiginin hala
gundemde olmasim saglar. Bu konudaki calismalar icin (Aiello et a.,
2003), (Bezhanishvili et al., 2005), (Haim, 2000) kaynaklarina
bagvurulabilir. Adi gecen bu calismalarda S4 ile ilgili bazi ilging
sonuclar vermek aydinlatici olabilir.

Teorem 3.4.1 S4 sonlu iyi-baglantili topolojik uzaylarin lojigidir.m

Iyi-baglantil1 bir uzay; U ve V iki acik olmak lizere X topolojik
uzayi X =U UV olarak yazilabiliyorsa X =U veya X =V o6zdligini
saglayan bir uzaydir. lyi-baglantililik  kavraminin  baglantililik
kavramindan daha kuvvetli oldugu agiktir.

Teorem 3.4.2 (McKinsey ve Tarski) S4 lojigi herhangi bir metrik,
ayrilabilir ve kendi-icinde yogun uzayin lojigidir.m

Sonu¢ Teorem 3.4.3 S4 logjigi R sayr dogrusu, C Cantor uzayina ve
Alexandroff topolojik uzaylarina gére tamdir.m
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Bir lgjigin bir gatilar sinifina gore saglamlig: ve tamligi ileride Ozet
olarak ele anacaktir.

3. 5Kripke Semantigi ve Kripke Modeller

Bolum 11 de verilen cati ve model tanimlari, aslinda, Kripke’ye
aittir. Bu tammlar: farkli ancak denk bicimde vermek mumkunddir.

Temel modal dilin —,— Boole baglaclart ve [J operatdriinden
olustugunu varsayalim.

3.5.1Temd Tanimlar

W bos olmayan bir kiime ve RW Uizerinde bie 2-li baginti1 olmak
uzere 3=(W,R) ikilisine bir Kripke cat: veya modal cat: denir. W
(world) kimesinin elemanlarina diinyalar veya noktalar ya da digumler;
R bagintisina ise erigebilirlik, ulag:labilirlik ya da gorme bagintist ach
verilir.

Birli [J operatorl 2-1i R bagintist yorumlayacaktir.

Bir Kripke model bir (W, R,IF) siral1 3-lustdir oyle ki (W, R) bir
Kripke cat1 ve I, W min elemanlar ile modal formiller arasinda

asagidakileri saglayan bir bagintidir: ¢, € CP ve w,ueW igin
Wik =@ (eye) wit- ¢ ;

wiFp >y (eye) wiF- ¢ veya wiky ;

wli-Oe (eye) Yu(Rwu — ull- ¢).
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wik@ w,¢@ Vi gercekler veya ¢, w da gerceklenir yada w, ¢ Vi
zorlar seklinde yorumlanir. I+ bagintisina gegekleme bagintist veya
degerlendirme ya daforcing bag:nt:s: denir.

Bir formulUn bir catida, bir modelde ve bir ¢ati ya da modeller
simifinda gegerliligi aynen BolUm |1 deki gibi tanimlanr.

3. 5. 2 Kanonik Modeller

Her hangi bir L normal modal lgjigi i¢in L nin ve sadece onun
teoremlerini gecerli kilan bir Kripke modeli (kanonik modeli) maksimal
tutarlr kiimeler kullamlarak insa edilebilir. Kanonik Kripke modellerinin
rolii Lindenbaum-Tarski cebirininkine tamamen benzerdir. Daha c¢ok
bilgi icin (Blackburn et al., 2001) ile (Bell et al., 1991) kaynaklarina
basvurulabilir.

Tanim 3.5.2.1 > temel dilde yazilmis bir formiller kimes olsun. L
lojiginin aksiyomlar: ve Modus Ponens kural1 kullanimiyla . dan celigki
turetilemiyorsa . kimesine L -tutarl: kime denir. 2. y1 kapsayan hi¢
bir L -tutarl kimeyoksa, > yabir maksimal L -tutarl: (MCS) kiime adh
verilir.

L lgjiginin bir kanonik modeli bir (W, R,I) Kripke modelidir dyle
ki W tim L—MCS lerin kimesi olsun ve R ile IF bagintilar1 asagidaki
bicimde islev gorsiin.

RXY (eye) her peCP icinllpe X ise peY dir;

Xk (eye) pe X dir.
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Zorn Lemmasi uyarinca;, her bir L-tutarli kime bir L—-MCS kime
icindedir; tzellikle L de ispatlanamayan her formil kanonik modelde

gerceklenemez.

Tamm 3.5.2.2 P Kripke catilarin bir 6zelligi ve 2. bir formiller kimesi
olsun.

a) X, P yisaglayan her catida gegerli;

b) > kimesini kapsayan her hangi bir L norma modal lojigi icin
L nin kanonik modeli P yi sagliyor

ise > formuller kimes P 6zelligine gore kanoniktir, denir.
Bu tammdan bazi 6nemli sonuglar ortaya Gikar.

a 2., kanonik modeller ise UZi kanoniktir.

b. Kanonik formullerin aksiyomlastirdig: bir lojik Kripke tamdir.
c. T,4,B,D,5H ve her turli kombinasyonlar: kanoniktir.
d. GL ve Grz aksiyomlar: kanonik degildir.

e.M McKinsey aksiyomunun kendisi kanonik degildir; ancak
M +$S4.1 veya M + K4.1 kanoniktir (Goldblatt, 2003).

Genelde bir aksiyomun kanonik olup olmadigin yerine getiren bir
algoritma, yontem yoktur. Baska bir deyisle, su 6nemli sonug vardir:

Olgu Bir aksiyomun kanonikligi, genel olarak, saptanamazdir.
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Bununla birlikte H. Sahlgvist (Sahlgvist, 1973); Sahlqvist
formulleri denilen ¢ok genis bir formiller simfinin zarif bir algoritmaile
kanonik oldugunu gerceklemistir. Bu algoritmaya gore

e Bir Sahlqvist formulU kanoniktir;

e Bir Sahlqvist formiline karsilik gelen catilar simifi birinci-
mertebe tamimlanabilirdir;

e Bir Sahlqvist formiline karsilik gelen cati kosulunu
hesaplayan bir algoritmavardir.

Bu gercekten cok gucli bir dl¢ittir; ornegin, kanonik oldugu sdylenen
yukaridaki aksiyomlarin timi aslinda Sahlqvist formtiller(ine denk) dir.

Tezin ana temasim olusturan bu algoritma ayrintili olarak Bolim
IV de ele alinacaktir.
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4. SAHLQVIST ALGORITMASI (TEKNiGi)

Bu bolimde; verilen bir modal formule karsilik gelen bir cati
kosulu bulmanin yolu aranacaktir. Bolim 3 de sz edilen kanonik
formullerin 6zinde Sahlgvist formdlleri oldugu gorilecektir. Temel
modal dil baglaminda yalin veya basit Sahlqvist formillerinin, genelde,
bir birinci-mertebe dengi vardir. Ancak asagidaki teoremin de ifade ettigi
gibi keyfi bir temel dil formUlUinin birinci-mertebe karsiligi her zaman
olmayabilir.

Teorem (Chagrova) Bir temel modal formultn birinci-mertebe karsilig
oldugu saptanamazdir.

Sahlgvist teknigini gormeden ve Sahlqvist Tekabil Teoreminin
ispatina gegmeden 6nce saglamlik ve tamlik kavramlarina biraz ayrintili
deginmek yararl1 olacaktir.

4. 1 Saglamhk ve Tamhk

Tamm 4.1.1 S bir catilar veya modeller sinifi ve L bir normal modal
lojik olsun. Her ¢ formult ve her 3e€S yapisiicint ¢ = Jl-g

ise S simifinagore L lojigi saglamd:r denir.

Tamm 4.1.2 S bir catilar veya modeller sinifi ve L bir lojik olsun. Her
hangi bir I' U{¢} formdller kiimesi icin I'lg ¢ = I'= ¢ ise L lojigi
S sinifinagore kuvvetli tamdir; bunakarsin, Sl-gp =+~ ¢ iselL, S
ye gore zay:f tamd:r, denir.

Bolim 111 de verilen bazi temel lojiklerin kuvvetli tamliklar: burada
kanitlanacaktir. Asagidaki Onerme bu ispatlarda oOnemli bir rol
oynayacaktir.
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Onerme 4.1.3 Bir L lojigi bir S yapilar siifina gore kuvvetli tamar
(eye) formdillerin her L-tutarhh kimes bir JeS  (Uzerinde
gerceklenebilirdir. L, S ye gore zayif tamdir (eye) her L -tutarli formul
bir 3eS Uzerinde gerceklenebilirdir.

(Ispat1 icin (Blacburn et al., 2001) e basvurulabilir.)

Teorem 4.1.4 (Kanonik Model Teoremi) Her norma modal lojik
kanonik modeline gore kuvvetli tamdir.

Ispat T, L normal modal lojiginin tutarl: bir kiimesi olsun. Lindenbaum
Lemmasi uyarinca I' bir L-MSC I'" kiUmesine genisletilebilirdir. O
zaman M ", kanonik model olmak Uzere, M ,I'* IFT" oldugu agiktur.

(Dahafazlaayrintiicin bkz (Blacburn et al., 2001)).u
4. 2 Uygulamalar

Burada K ve K4 lgjiklerinin tammladiklar1 cati siniflarina gore
kuvveti tam olduklar: ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.1 K lojigi tum catilarin simfina gore kuvvetli tamdir.

Ispat Onerme 4.1.3 e gore bu sonucu ispatlamak icin M ,wi-T" olacak
sekilde K -tutarli bir I" formuller kimesi, bir ¢at1 Uzerine kurulu bir M
modeli ve M de bir w diinyas: bulmak yeterlidir. Oysa bu gok agiktir,
cunkii M yi K icin kanonik model ve T'" y1 da I" y1 genisleten her
hangi bir K-MSC kime amak yeterlidir. O zaman Kanonik Model
Teoremi M “,T"* [T sonucu hemen saglar.m

Teorem 4.2.2 K4 10jigi gegisken catilarin simfina gore kuvveti tamdir.
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Ispat T bir K4 -tutarli formiiller kiimesi olsun. O zaman ispat1 yerine
getirmek icin

1) M,witT

(2) S gecisken

olacak sekilde bir M =(3J,V) moddi ve bir we M dinyas bulmak
yeterlidir.

M K4 = WX R VK*Y | K4 icin kanonik model ve T, T yi

genisleten bir K4 -MSC kimesi olsun. Kanonik Model Teoremine gore
M ** T*IFT vardir. O halde (1) kosulu saglanmus olur.

(2) icin (W"* R**) catisimin gegisken oldugu gosterilmelidir.
w,v,ueW** ve R“wv, R““wu verilsin. g cu varsayaim. R“*wu=
Opev ve R“wv de 00p ew durumunu gerektirir. Ama w bir K4 -
MSC dir, buradan w, 00p — 0@ yi icerir; bdylece MP nin uygulamasi
ile 0o viicerir. Baskabir deyisle R“*wv ve R“*vu, R**wu verir.a
Teorem 4.2.3

i) T yansiyan catilarin simifina gore;
i) KB simetrik catilarin siifina gore;
iii) S4 onsiral ¢atilarin simifina goére;

iv) S5 bagintisi denklik bagintisi olan ¢atilarin simifina gore

kuvvetli tamdir.
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Ispati icin (Blackburn et al., 2001) e basvurulabilir.

Buna karsin KL 10jigi highir cati simfina gére ne saglam ne de
kuvvetli tamdir. Bu nedenle KL lojigi kanonik degildir. Ancak KL tim
sonlu gegisken agaglar sinifina gore zayif tamdir. (Bir agag; koklu ve her
noktasinin altinda kalan kiimenin sonlu ve tam siral1 oldugu bir catidir.)

4.3 Sahlquist Teknigi

Bu kesimde Sahlgvist’in ortaya attig1 bir algoritma yardimiyla; bir
modal formule karsilik gelen ¢at1 kosulu elde edilecektir.

Burada, gecici olarak, T, L, A, v, —, [, O operatérleri ilkel kabul
edilecektir. Ancak ¢ > v, —(@ A=) icin bir kisaltma olacaktir.

4.3.1Teme Kavramlar

Tamm 4.3.1.1 pe P verilsin.

(i) O0---Op bicimli bir formile bir kuvvetli poztif formil denir;
0--- [0 zinciri bos olabilir.

(i1) — baglacint icermeyen bir formile poztif formil denir.

(iii) Bir pozitif formultun degillenmisine bir negatif formdl denir.
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(iv) Sadece A ve O operatorlerini kullanan negatif ve kuvvetli

pozitif formullerden olusan bir formile ¢ozulmuys formil denir.

(v) Bir Sahlqvist formult degillenmis ¢ozulmus bir formuldur.

Ornekler 4.3.1.2

Temel moda dilde yazilmus formillerin Sahlqvist  denkleri

bulunabilir. = formiller arasindaki mantiksal denkligi gosterecektir.

a) J p— p nindengi.

Op—> p=-Upv p=—(Up]A[—p]) bir Sahiqvist formuludr,
gunkti Up bir kuvvetli pozitif; [—p] negatif oldugundan — ile A

baglaclarinin kullanimi Sahlqvist formulint verir.

b. 0 p— O0p nin dengi.

Op—>Ulp

== ([0 pIA—00p])

=[O pIA[=00pD)

bir Sahlqvist formaludir, cinkd [Cp] kuvvetli pozitif; [-00p] negatif

oldugu icin — ile A nin kullanimi Sahlgvist formul i tammi gergekler.
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3.0 p— Op nin dengi.

Op—>0p =—=0pvop

([P A[=C0p])

([ P A [==0=0p])

([ p1 A O[=0p])

bir Sahlgvist formuludir, ¢lnkl bir ¢ozilmus formilun degillemesi

olarak yazilmistir.

4. 0Up — Op nin dengi.

Op — 0p= —=( 00 pvI0p)

= —( 0[0p] A [=00p] )

bir Sahlgvist formultdur, clinkd ¢éztlmus bir formultn degilidir.

Ancak [)((0 p— p) > p Léb Aksiyomu bir Sahlqvist formitiltne
denk degildir.

4. 3. 2 Sahlqvist Formultunin Diger Tammlari
Sahlgvist formUlindn literatirde bir ¢ok denk taramlart vardir.

Sahlgvist daki formulunun farkli tanumlar: verilmistir. Burada ele alinan
tamm cok dahayalin ve pratik anlamda yeterince elverislidir:
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Herhangi bir gercek Sahlgvist formlltu burada verilen Sahlqvist
formullerinin bir evetlemesine denk olacaktir.

Sahlgvist 1975 yilinda yayinlanan ¢alismasinda

“Her hangi bir Sahlgvist formUlt bir cat: kosuluna kars:l:k gelir”

teoremini basit bir algoritmayla kamtlamistir. Ancak teoremin ispati ¢ok

kapsaml1 oldugu icin bu tezde bir 6rnekle yetinilmeye gidilecektir.

Sahlquist teknigi modal lojik icin gercek bir mucevherdir. ispat:

orneklerken bazi lemma ve 6nbilgilere ihtiyac olacaktir.

Onbilgi 4. 3. 2.1 Bir formiil pozitif ise monotondur.

Tanim 4.3.2.2 3=(W,R) bir cat1 ve h,h’": P - P(W) atamalar verilsin.
Her pe P icin h(p) < h'(p) ise h<h' yazilacaktir. Béylece h’, h den

buyUktir yada h, h' nin bir daralmasidir.

Lemma 4323 ¢ bir poztif formil, 3I=(W,R) bir cati ve
h,h:P—>P(W) h<h' seklinde atamalar olsun. O zaman her teW

icin
W,Rh),tEp = W,Rh),tE=gp

dir.
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Bu sonu¢ ¢ nin monoton oldugunu soyler.

Ispat @ nin karmasiklig: tizerinde tiimevarim yapilir.

.(p:pise

(W,Rh),tEp=>teh(p)=teh(p)= W,RN)tEp

elde edilir.

e ¢:T,L,A,v durumlan asikardir. ¢ pozitif olduguicin ¢ =—y

durumu sdz konusu degildir.

o ¢:y ise 0 zaman (W,Rh),t =0y ise Rtu seklindeki her
ueW icin (W,Rh),uEy tamm geregi vardir. TUmevarim
hipotezinden (W,R,h),uE=w oldugu icin de (W,Rh),t=0y ede
edilir.

e ¢: Oy icinbenzer bir ispat yapilir.m

Onbilgi 4. 3. 2. 4 Standart Ceviri

Modal formullerden birinci-mertebe yiklemler 1ojigi formdillerine
gecis yapilabilir. Bu ceviri, aslinda, Kripke semantigini tamamen

yansitir.
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x bir degisken ve ¢, serbest degisken sayisi en cok 1 olan bir
formil olsun. ¢ formlli timevarimla bir birinci-mertebe ¢*(X)

formullne gevrilebilir:

e P,p ye karsilik gelen 1-li baginti sembolt olmak Uzere bir p

atomu P(X) ecevrilir. O halde p* = P(x) dir;

e T =T, 1"'=1 dir;

e (—p) =—(¢") dur;

o (pAy) =9 Ay Ve (pvy) =¢ vy dr,

e R ulasilabilirlik bagintisi igin bir sembol ve y yeni bir degisken
olmak uzere, (D) =Vy(Ryy >y’ (y)) ve (Oy) =3y(Ryay ()

olur.

Buna gore asagidaki 6rnekler agik olmalidhr:

(Cp— p)* = (Vy(Rxy = P(y))) > P(x) olur, burada x tek serbest
degiskendir.

E(pv P)" =VY(Ry — (P(y) v3z(RyzA Q(2)))) . Gene burada da
X tek serbest degiskendir.
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Bazen (0o —>w) =3y(RxyA@’(y)) > w'(X) ©Orneginde oldugu
gibi kismen ceviri yapmak uygun olacaktir.

4. 3. 3 Sahlqvist Teoremi (1975)

@ bir Sahlgvist formUlt olsun. Bir catida gegerli ve ¢ ye karsilik
gelen bir birinci mertebe cati 6zelliginin olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul ¢ nin bu ¢atida gegerli olmasidir.

Bu teorem son derece yalin olmanin yaminda tirindn en keskin
sonucudur. Bu teorem kolaylikla katli modaliteli ve zaman lojiklerine de
genisletilebilir.

Sahlqvist su carpict sonucu da kantlamistir: “Bir  Sahlgvist
formUlinin tim nshalarim Hilbert sistemine bir aksiyom olarak
eklendiginde karsilik gelen cati kosullu catilar simfina gore saglam ve
tam yeni bir Hilbert sistemi elde edilir.”

Teoreminin Ispati ispat1 cok genel bir 6rnege dayandirilarak ele
alinacaktir.

C pozitif bir formul olmak tzere

@ =0(0[a] A O([~CT A O LD p])) A OO L) p]

¢cOzUlmus formul int g6z 6ninde bulundurulsun.
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—¢@ Sahlgvist formult bir 3=(W,R) catisinda gecerli olsun. O

zaman 3 Uzerinde kurulmus bir M =(3,h) modeli ve teW igin
M ,t =@ vardir; yani M ,t =0(0[q] A O([—C] A Q[ LI p])) AOY[ L1 p] oOlur.
@ de yer aan ¢ operatbrinin 6 gecisi 3 catisinda t ile ilintili 6 tane

dinyanin oldugunu ifade eder ve bu dinyalarin her birinde asagidaki

turden belirli bir formtl dogru olur:
e Yalll---[p gibi kuvvetli pozitif bir formdl,
e Yada —C gibi negatif bir formil.

@ nin @'(t) standart cevirisi, burada, modeldeki dinyalarin
ismlerini  elde etmede yardimci olur. Kuvvetli pozitif ve negatif
formullere dokunmadan sadece ¢ozilmis kismin gevirisinin yapilmasi

geregi dogacaktir.

P (t) t,t, ..., t; dinyalarinin oldugunu sdylemektedir:

Rtt, Rtt,, M,t,=q (yani Q(t,)),

RtltS’ M ,t3 |:—|C, Rt3t4, M ,t4': DDp,

Rtt,, Rit,, Mt = p.
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4. 3. 3. 1 Atamanin Dar altiimas

Lemma4.3.2.3 egore h daralt:l:rsa (yani atomlar daha az sayidaki
dunyada dogru yapilirsa), o zaman negatif formillerin timu (burada
sadece —C) yer adiklan dinyalarinda dogru kalirlar. Ornegin, p ve g ye
daraltilirsa —(Op A [1q) negatif formUlt dogru kalirdh.

Oyleyse ¢ formiilini t de dogru yapacak en kicik atama ne

olmalidir? Bu sorunun yamti tum pozitif formalleri (0J0---Cp gibi)

dunyalarinda dogru olacak sekilde koruyan en kicik atama olmalidir.
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[0p nin t, dinyasinda dogru olmasi demek, “t, den 2-R acimli
her dinyada p gergeklenir” demektir. Buna gore, p, t, den 2-acdimla
ulasilabilen x dinyalarina daraltilsa bile [Clp, t, de dogru olmayi

surdirecektir. Bu dinyalar

Jy(Rt,y A Ryx)

formulUnd saglayan dunyalardhr.

lJ el 'c[l'_l.llll'clll lll.l
diinyalarda
deim ohnalc
zormuladu,

[p, t; da da dogru korunmalidir. O halde, aym nedenle, p, Rt.x
seklindeki tim x dinyalarinda dogrudur. g, t, de dogru tutulmalidir. O

halde g, x=t, durumunu saglayan tim dunyalarda dogru yapilmak

zorundadhr.
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4.3.3.2 Tembed Atama

Modeldeki dunyalarinda kuvvetli pozitif formdlleri dogru olarak
tutabilmek icin p ve g bu dinyalarda dogru yapilirsa o0 zaman ¢, t de

dogru kalacaktir. Boyle bir atamaya tembel denir; bu h' ile gosterilsin.

Bu atama birinci mertebe tanimlanabilirdir:

e p, x dinyasinda dogru yapild: (eye) Iy(Rt,y A Ryx) v Rt;x catida

dogrulandi;

e (g, x diinyasinda dogru yapildi (eye) x=t, catida dogrulandi.

Bu kosullar atomsuz birinci mertebe kosullardir. Buna gére h' tembel
atamasi; ¢" deki atomlarin standart cevirileri yerine tembel birinci-

mertebe ifadeleri ainarak sadelestirilebilir.

4.3.3.3 ¢'(t) Cevirisinin Sadelestirilmesi

Sadelestirmeicin asagidaki adimlar izlenir:

e ¢ nin ¢'(t) standart ceviris yapilir. Kuvvetli pozitif kisimlarin
geviriss g0z ardi edilirken, negatif kisimlarin ceviriss mutlaka
yapiimalidir.

e Isimlendirilmis dinyaar icin tum 3 niceleyicileri, anlam

degisikligi olmaksizin, 6ne cekilir.



e Her P(X) yerinetembel ifadesi alinir; burada

Ay(Rt,y A Ryx) v Rtx
dir.

e Benzer bicimdeP(y) yerine
dz(Rt,zA Rzy) v Rty

alinir; burada degiskenlerin  carpismamast  igin - 3y dz ile

degistirilmistir.

e Ayni sekilde P(z), P(t), P(t,) v.s.icin tembel ifadeler yazilir.

e Q(x) yerine x=t,, Q(y) yerine y=t,, v.s. alinr.

e [I]---[Jp bicimli kuvvetli pozitif formillerinin yerine pekala T
alinabilir, ciinkt h"  tembel atamasi bu tir formillerin dogru olmasi igin

secilmistir; bu ytzden bu adim yasal oldugu kadar formalu kisaltir da.

Sadelestirmenin Urettigi sonug formil «(t) ile gosterilsin.

4. 3. 3. 4 Teoremin Ispatimin Sonuclandiriimasi

Su ana kadar elde edilenler 1s131nda asagidakiler denktirler:



(i) Bir (hy atamasiveteW icin (3,h),t =g dir,

(i) Bir teW ve t, ..., t; modeli icin (3,h),t =@ diir; h' nin

bu modele bagl1 oldugu kuskusuzdur;
(iii) Bir teW icin (klasik lojikte) T = «(t) dir.

Bunagore —¢, 3 degecerlidir (eye) I = Vi—a(t) sonucu vardir.

Neticede —¢ orijinal Sahlgvist formili Vt—«(t) birinci-mertebe

cat1 kosuluna karszlik gelir.

Bdylece bu genel drnege dayandirilmis Sahlgvist Teoreminin ispati

tamamlanmis olur.s

a formUlinin insasinin algoritmik olusu, agoritmamin pratik
uygulanabilirligi agisindan, algoritma adimlarimin  agik bir sekilde

Ozetlenmesini gerektirir.

4. 3. 3. 5 Sahlgvist Algoritmasinin Adimlar

Sahlqvist algoritmast bir Sahlqvist formulinin gegerliligine denk
bir cat1 kosulu ortaya cikarir. (Her zaman verilen bir formulin Sahlqvist
dengini bulmak mumkundur, ancak bazen bunun igin ¢ok fazla ugrasmak
gerekebilir.) Ornegin, 1 p— p=—([0 p]A[—p]) Sahlqvist formulinin
gegerliligine karsilik gelen c¢ati kosulunun VxRxx yansimalilik oldugu

ornekler kisminda gosterilecektir.
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@ ¢Ozulmis bir formil olmak Uzere, —¢ Sahlqvist formiline

karsilik gelen catr kosulunu belirleyen algoritmanin acdimlari sunlardhr:

e @ nin negatif ve kuvvetli pozitif pargalarinin belirlenmes (bu

belirleme her zaman tek turlG olmayabilir);

e ¢ nin t gibi bir dinyada gergeklendiginin ne anlama geldigini
gosteren bir sekil cizilir. Dunyalara t, t,, ... gibi isimler verilir;

aralarindaki R-bagintilar yazilir ve hangi kuvvetli pozitif formdllerin

hangi dinyalarda dogru oldugunu belirlenir;

e Kuvvetli pozitif formilleri dunyalarinda dogru yapan tembel
atamay1 gerceklenir. Bu atama icin isimlendirilmis dinyalara gore
birinci-merteben bir ifade elde edilir;

e Degiskenler icin isimlendirilmis dinyalarin isimlerini kullanarak
@ nin @' (t) standart cevirisini gergekleyin. Kuvvetli pozitif parcalarin
cevirisi yapilmadan asagidakiler yerine getirilir:

e Negatif formullerin disindaki ¢ operatdriinden kaynaklanan tim
3 niceleyicileri, isimlendirilmis dinyalar icin, ¢*(t) formllinin 6nine

cekilir. Bu islem yasamsal dir!

e Kuvvetli pozitif formillerin neden oldugu parcalar belirlenir ve

yerlerine T yazilir;
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o Negatif formillerdeki atomlardan kaynaklanan geriye kalan tim
P(x), Q(y), ... yuklemlerinin yerine tembel atamadan elde edilen

birinci-mertebe ifadeler yazilir;
e MUmkulnse, sadelestirmeler yapilir.

Bu adimlar sonucu elde edilen sey; belirli bir atama altinda bir t
diunyasindaki 3 catisinda ¢ nin dogru oldugunu ifade eden birinci-

mertebe «(t) formuldar.

~

Neticede —¢@, 3 catisinda gegerlidir (eye) Vt—a(t) formuli 3
catisinda gegerlidir sonucuna ulasilir. Vt—a(t), istenilen ¢ati kosulunu

verir.
4. 3. 3. 6 Algoritmanin Uygulamalar: Ornekler
4. 3. 3. 6. 1 Yansimalilik
O0p— p nin Sahlgvist denginin —([ [ p] A[—p]) olduguna daha
once deginilmisti.
Bu formil bir 3 catisinda gecerli degildir (eye) (3, h),t =[] p] A

[-p] olacak bicimde h, t vardir. Formilde ¢ operatbri gegmedigi icin

model veya 6rnek dinya sadecet nin kendisidir. Rtx oldugunda [Jp nin t
de dogru olmasi icin tembel atama p yi x de dogru yapar. Bu p nin bir

tanim olarak kullanilsin.
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OpA—=p nin(Jp) (t) A=P(t) standart cevirisinde

e [Jp pargas: yerine T yazilir (tembel atama bu pargay: her zaman
dogru yapar);

e —P(t) negatif parcada P(t) yerine, x=t olarak, R(t,x) tembel

tamnmu yazilir.

Buradan T A—R(t,t) ifades sonuclanir. Boylece [ pA—p bir

atamaatindat de dogrudur (eye) 3 = —R(t,t) dir.

Neticede [Op—>p formult I catisinda gegerlidir (eye)
3 EVt——R(t,t), yani 3 = VtR(t,t) dir. Buise Rnin yansiyan oldugunu

gosterir!
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4. 3. 3. 6. 2 Gegiskenlik

e Algoritmay: denetlemeden o6nce Op—0O0p formilunin
Sahlgvist dengi —([ [ p] A[—00 p]) olarak bulunur. Bu formdl bir 3
catisinin t noktasinda gecerli degilse, 0 zaman [ p]A[—C0 p] yi t de

dogru yapan h vardir. Verilen formulde ¢ operatbri gegmedigi igin,

ornek dinya genet nin kendisidir.

p tim bu noktalarda ... @
dogrudur, ancak

bu dinyalar
yeterlidir.

Op yi t de dogru yapmak icin p nin Rix seklinde her hangi bir x
dunyasinda dogru olmas: yeterlidir. Buna gore tembel atama p yi x de

dogru yapar (eye) Rix dogrudur. [ p]A[—=[ p] nin t deki standart
cevirisi icin R(t,x), p nintanm olarak kullanilir:

(O plA[=L0 p]) (t) = (0 p)* (t) A=Vu(Rtu — VVv(Ruv — P(V))).

e [Ipyerine T alinabilir (tembel atama onu dogru olmaya zorlar);
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e P(v) yerine P ninv deki tembel atamasi, yani Rtv alinir.

O zaman

T A=VUu(Rtu — VVv(Ruv — Rtv))

ve sadel estirerek

—VUu(Rtu —» Vv(Ruv - Rtv))

elde edilir. Bu formil «(t) ile gosterilsin. Boylece, [pA—LJp bir atama

altinda t dinyasinda dogrudur (eye) 3 = «(t) dir. Neticede, [ip—p,

3 degecerlidir (eye) I = Vi—a(t) dir. Acilirsa

3 E Viuv(Rtu A Ruv — Rtv)

elde edilir ve bu da 3 nin geciskenliginden baska bir sey degildir.

4. 3. 3. 6. 3 Simetri (Varyanti)

Bir catinin simetri 6zelligi aslinda p—0p aksiyomu ile ifade
edilir. Buradaise p yerine —p anarak simetri 6zelliginin bir varyant: géz

oOnunde bulundurul acaktir.

e —p—J0—=p nin Sahlgvist dengi
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= _l(_lp A\ —|—|<>—|<>—|p)

= _l(_lp VAN <> ] p)
olarak bulunur.

A=[-p]A Q[ p] olsun. Burada bir tek ¢ operatbrii gectigi icin t
ye Ornek diinya sadece bir tanedir! Baska bir deyisle, sekildeki model,
ornek mevcut ise, A, 3 nin t noktasinda dogru olacaktir.

Tiim ... @ ditrralan p
¥ gerpelder, atna sadece

diinyalanna

gerel; vardir,

Tembel atamap yi x de dogru yapar (eye) Rux dir.

e A nin standart gevirisi asikardir:

A ) =([=plADpD) (1)
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= —P(t) AJu(Rtu A (0 p)*(t)).

u, sekilde isimlendirilmis bir diunya oldugu igin mantiksal denklik

korunarak 3u, formul 6nline gekilebilir:

Ju(—P(t) A RtuA (Op)" ().

Simdi P(t) yerinetembel atama Rtu ve (U p)*(u) yerinede T ainirsa

Ju(—Rut A RtuA T)

ya da Ju(—Rut A Rtu) elde edilir. Boylece A bir atama atinda t
dunyasinda dogrudur (eye) A formilt gergeklenirdir.

Neticede; —A, I3 de gecerlidir (eye)

3 E Vi—3u(—Rut A Rtu),

yada,

3 & Vtu(Rtu - Rut)

dir. Buise R nin simetrik oldugunu soyler!

—3t(—=Rut A Ju(Rtu A T)) formilinde u serbest oldugu icin Ju

6ne cekilebilmistir!
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5. SONUC

Sahlqvist algoritmasi, aslinda, konu ile baglantili ilk agoritma
degildir. Gercekten, Jonsson-Tarski (Jonsson et al., 1952) yansiyan ve
gecisken catilarin birinci-mertebe dengini 6rneklemislerdir. Fitch (Fitch,
1973) in yazdigi bir makale van Benthem’i — Sahlqvist’den habersiz —
buglin Sahlgvist Teoremi denilen sonucu ispatlamaya yoneltmistir.

Tezde ele alinan Sahlqvist formilleri tek modaliteye dayanan basit
formullerdir. Ancak genellemeye gidilirse sorunlarin ortaya ciktig
gortlir. Incelemeler global ve local olarak ele ar. Ornegin,
O00p—>00p (M) Mckinsey formilt bir Sahlqvist formuline denk
degildir; (M) birinci-mertebe bir kosul ifade etmez. Keza (M)A(4)
birlesmesinin dahi bir Sahlqvist formiltune denk olmadigi gosterilehilir.
Bunun icin (M)A(4) formilinin local bir birinci-mertebe karsilig
olmadigint kanitlamak yeterlidir. Sahlqvist formallerinin globa ve yerel
acilardan calismasi i¢in (Kracht, 1993) kaynagina basvurulabilir.
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