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Ozet

Bu tezde, W.B.KANDASAMY’ e ait olan ‘ Smarandache Halkalari’ kavrami (izerine
calisilmistir. Bu tezde ilk olarak latis ve halkalarla ilgili bazi temel tanimlari verecegiz.Daha

sonra bir S -halkanin tanimini verip, S -halkalarla ilgili &zellikleri inceleyecegiz.Fakat, esas
olarak S -halkalarin alt yapilarini, S -halkalardaki elemanlarin 6zelliklerini ve S -halkalardaki

6zel elemanlari ele alacagiz. Son olarak, 6zel tir S -halkalarin tanimlarini verip onlarla ilgili

birgok ilging sonug bulacagiz.



Abstract

in this thesis, we worked on the concept of ‘Smarandache Rings’ which belongs to
W.B.KANDASAMY. We first give some basic definitions about lattices and rings. Then we give

definition of a S -ring and find many properties about it. But we mainly concentrate on
properties of elements in S -rings, substructures of S -rings and special elements in

S -rings.Finally, we define special kinds of S -rings and find many interesting results about

them.



BOLUM-1
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
1.0 GIRIS
Bu tez, 5 bdélimde incelenmigtir.
Birinci boélimde, latis kavrami ve halka teorideki halka, birimli halka, degismeli

halka,grup halkasi gibi bazi temel tanimlar verilmigtir.

ikinci bdlimde, bir S -halkanini tanimi verilerek S -halkalarla ilgili birgok &rnek
yapilmistir.Ayrica, S -halkalardaki; S -birim eleman, S -idenpotent eleman, S -sifir bélen gibi
ilging 6zellikteki elemanlar tanimlanmis ve bunlarla ilgili birgok érnek yapiimigtir.

Uglincli  bdlimde, S -halkalarin, S -alt halka, S -ideal gibi baz alt yapilar
tanimlanmistir.Ayrica, S -moddlin tanimi verilerek bu kavram 6rneklerle aglklanm|§t|r.Ugﬁncﬁ
b6limin sonunda, S -A.C.C ve S -D.C.C kavramlari tanimlanmigtir.

Dérdlnci bolimde, S -halkalardaki; S -nilpotent eleman, S - yari idenpotent eleman,
pseudo komitatif ¢ift gibi birtakim 6zel elemanlar tanimlanmis ve bunlarla ilgili bazi sonuglar
elde edilmigtir.

Son boélimde, S -halkalarla ilgili birgok farkl 6zellik bulunmustur.Bunun sonucu olarak

Ozel tipte S -halkalar elde edilmistir.Bu S -halkalar érneklerle agiklanip, bunlarla ilgili birgok

ilging sonug elde edilmistir.

1.1 LATISLER
Bu bélimde, temel olarak latis kavrami ve grup halkalari ile ilgilenecegiz.

Tanim 1.1 : A ve B bostan farkl iki kime olsun. Bu takdirde, A’ dan B’ ye bir R bagintisi

AxB* nin bir alt kimesidir. A’ dan A’ ya bir bagintiya ise kisaca A (izerinde bir baginti
denir. Eger, (a,b)e R ise aRb yazarz ve belemani a elemanina R bagintisi ile baghdir
seklinde ifade ederiz. Eger, b ,a’ya R bagintisi ile bagli degilse a & b yazariz. Bos olmayan
bir A kiimesi lizerindeki bir R bagintisi agagidaki tanimlardan bazilarini saglayabilir :

o Eger, her ae A icin, aRa ise R yansiyandir.

e Eger, her a,be A igin, aRb olmasi bRa olmasini gerektiriyorsa R simetriktir. Eger, her

a,be A igin, aRbve bRa olmasi a =b olmasini gerektiriyorsa R ters simetriktir denir.

e Eger, her a,b,ce A igin, aRb ve bRc olmasi aRc olmasini gerektiriyorsa R

gecismelidir.



e Eger, A Uzerindeki bir R bagintisi yansimali, simetrik ve gecismeli ise R * ye bir denklik

bagintisi denir. Bu durumda, A kiimesinde bir a elemanina R bagintisi ile bagh olan

tim elemanlarin kimesine a’nin denklik sinifi denir ve [a| :{be A|aRb} “ dir.

Tanim 1.1.2 : Eger, bir A kiUmesi Gzerindeki bir R bagdintisi yansimali, ters simetrik ve
gecismeliyse R’ ye bir kismi siralama bagintisi denir. (A,R)’ ye ise bir kismi sirali kime veya
poset denir.
Tanim 1.1.3 : £, A U(zerindeki bir kismi siralama bagintisi olsun. Eger, her a,be A igin,
a<b, b<a oluyorsa, < bagintisina bir tam siralama veya latis siralama bagintisi denir.
Ornegin, {—7,3,2,5,11} kiimesi, < bagintisina gére bir tam sirali k[Jmedir.(A,S) bir
poset olsun. Eger, diger butiin elemanlar a’ dan kugikse a’ ya en biyik eleman denir. Daha
acik olarak, a€ Aiken her xe A igin, x<a ise a’ya, A’nin en blyilk elemani denir. be A
icin, eger, her x€ A iken b<x ise b’ye A’nin en kiiglik elemani denir. EGer, her x€ A igin,
c < xolmasi c¢=x olmasini gerektiriyorsa ce A‘ ya, A‘ nin bir maksimal elemani denir.

Benzer olarak, her x€ A igin, x <d olmasi x=d olmasini gerektiriyorsa, d€ A’ ya, A’ nin

minimal elemani denir.
Gosterilebilirki, (A,S) bir en blyilk ve bir en kiiglk elemana sahiptir. Bununla birlikte,

maksimal veya minimal elemanlar olmayabilir, bir tane olabilir veya birkag tane olabilir. Her en
bilyUk eleman maksimal ve her en kii¢lik eleman minimaldir.

Tanim 1.1.4 : (A,<) bir posetve B A olsun. Bu takdirde,

a) a€ A‘nin, B’ nin bir Gst sinirn olmasi igin gerek ve yeter sart her be B i¢in b<a
olmasidir.

b) ae A‘min, B’ nin bir alt sinir olmasi igin gerek ve yeter sarti her be B igin, a<b
olmasidir.

¢) B ‘nin alt sinirlarinin en blly(gl varsa buna B ’nin infimumu denir ve inf B ile gosterilir.

d) B’nin Ust sinirlarinin en kiigligl varsa buna B’ nin supremumu denir ve sup B ile gosterilir.

Tanim 1.1.5 : (L,S) bir poset olsun. Eger, her x,y e L gifti igin, sup{ x, y} ve inf{ x, y} varsa
(L,S) bir latis siralidir.
Tanim 1.1.6 : Bir cebirsel latis, (L,u,ﬁ), Uzerinde M ve U gibi iki tane ikili islem tanimlanmis

ve asagidaki 6zellikleri saglayan bos olmayan bir L kiimesidir.



L XAYy=yNx ve xUy=yux

L,  xn(ynz)=(xny)nz ve (xuy)uz=xu(yuz)

L, xﬁ(yux):x ve xu(xﬁy):x

L, 0 kullanirsak, xﬁxzxﬁ(xu(xmx))zx olup, xNx=x ve xUx=x"dir. L,
degisme ozelligi, L, birlesme dzelligi ve L, yutma &zelligidir.

Tanim 1.1.7 : L bir latis olsun. Egder, her x,y,ze L igin, x<z olmasi,
xU(ynz)=(xUy)Nz olmasini gerektiriyorsa L’ ye modler denir.

Sonug 1.1.1 : Asagidaki sekilde verilen latis modUler olmayan bir besgen latistir :

1
a
b
Cc
0
Sekil 1.1.1
1
a C
0
Sekil 1.1.2

Sonug 1.1.2 : Sekil 1.1.2’ deki, elmas latis olarak bilinen latis modulerdir.
Tanim 1.1.8 : Eger, her x, y, z€ L igin asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ ye bir dagiimali latis
denir.
1-) xu(yﬁz) :(XUy)m(xuz) ve
2-) xn(yuz)=(xny)u(xnz)di
Sekil 1.1.2’ de verilen latis, dagiimali olmayan en kigik moduler latistir.
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Tanim 1.1.9 : §, bir L latisinin bos olmayan bir alt kimesi olsun. Eger, S, L’ deki M ve

U'in S Gzerindeki kisitlanmasina gore bir latisse, S’ ye L’ nin bir alt latisi denir.
Sonug 1.1.3 : Her dagiimal latis modulerdir.
Sonug 1.1.4 : Bir latisin moduler olmasi igin gerek ve yeter sart onun alt latislerinden higbirinin
besgen latise izomorfik olmamasidir.

1.2 GRUP HALKALARI

Tanim 1.2.1 : Bostan farkli bir G kimesi lzerinde bir o iglemi tanimlanmis olsun.Eger, G
kiimesi o islemine gore asagidaki aksiyomlari sagliyorsa G’ ye bir grup denir.

1
2
3
4

) G kimesi o iglemine gore kapalidir.

) o igsleminin birlesme 6zelligi vardir.

) G klmesinin o iglemine gore bir etkisiz(birim) elemani vardir.

) G ’nin her elemaninin o iglemine gore bir tersi vardir.

Tanim 1.2.2 : Bos olmayan bir H kimesi lizerinde o ve * isaretleri ile gosterilen iki iglem
tanimlanmis olsun.Eger, iki islemli ( H ,o,*) yapisi asagidaki aksiyomlari sagliyorsa bu yapiya
bir halka denir.

1) (H ,o) bir degismeli gruptur.

)
2) H kimesi * islemine gore kapalidir.
3) * isleminin birlesme 6zelligi vardir.
4) * igleminin o iglemi (izerine sagdan ve soldan dagiima &zelligi vardir.

Tanim 1.2.3 : (H ,o,*) bir halka olsun. Eger, * isleminin degisme 6zelligi varsa halkaya bir
degismeli halka denir.

Tanim 1.2.4 : (H , ¢, *) bir halka olsun. Eger, halkanin * iglemine gére bir birim elemani varsa
halkaya birimli bir halka denir.

Tanim 1.2.5 : G bir garpimsal grup ve R bir birimli komitatif halka olsun. Bu takdirde, R G

grup halkasi, &, € Rve g, € G olmak lzere asadidaki sartlari saglayan biitiin sonlu Z(Zl,gi

1

toplamlarini igeren bir halkadir.

i-)i=12,..,n ve g,€G igin,iaigi :Zn:ﬂigi sa =0
i=1 i=1
i-) g,€G igins(zaigiJ-i_(ZﬁigiJ = Z(C(, +ﬂ,‘)g,‘
i=1 i=1 i=1

ii-) gh,=m, ve Y, =) af, omak lzere;
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(ZaigiJ(Zﬁjhjj:zYkmk
i j k
iv=) Her e R ve m;e G igin, rm, =mr,

v=) r,re R ve Zrig,»GRG igin, r) rg, :i(’”’?)gi

i=1 i=1
R G ’nin bir halka oldugunu gérmek kolaydir. Bu halkanin sifiri, toplamsal birim olan
Oe R’ dir. 1€ R oldugundan, G =1.G c RG ve e, G’ nin birimiyken, Re=R < RG* dir.
Eger, G grubunun yerine bir S yarigrubu alirsak, R §, S yari grubunun R halkasi (izerindeki

yarigrup halkasi olur.

Ornek 1.2.1: Z, ={0,1} halkasive G = <g‘g5 = l> grubu olmak tzere Z,G grup halkasi,
komiitatif olan ve sifir bélenlere sahip bir halkadir.Omegin, (g +1) bir sifir bélendir.

gs+1:(g+1)(1+g+g2+g3+g4):0'd|r.

Sunu sdylememiz gerekir ki, eger R bir halka ve G herhangi bir sonlu grup veya sonlu

mertebeli elemanlara sahip bir grupsa R G grup halkasi asikar olmayan sifir bélenlere sahiptir.

Eger, G bir torsion serbest komUtatif grup ve K, karakteristigi sifir olan bir cisimse K G grup

halkasi hicbir sifir bélene sahip degildir.



BOLUM -2

SMARANDACHE HALKALARI VE OZELLIKLERI :
Bu bdélimde Smarandache halkalariyla ilgili bir¢ok yeni kavrami taniyacagiz.

Once, S — halka kavramini tanimlayacagiz. Daha sonra S -halkalardaki; S -idenpotent,
S -birim, S -sifir bolen gibi birtakim 6zel elemanlardan bahsedecegdiz. S -halkalardaki; S -alt
halka, S -ideal gibi alt yapilari olusturup, S -nilpotent, S - yari nilpotent, S - quasi komutatif
eleman gibi birgok farkli elemani tanimlayacagiz. Bu kavramlarla ilgili birgok 6rnek yapip
onlarla ilgili bazi ilging sonuglar elde edecegiz.

2.1 Orneklerle Smarandache Halkasinin Tanimi :

Bu bélimde Smarandache halkalarinin tanimini verip onu érneklerle agiklayacagiz.
Tanim 2.1.1 : R bir halka olsun. Eger, R’ nin R 'deki islemlere gore cisim olan bir 6z alt kimesi
varsa R’ ye bir S -halka denir.
Ornek 2.1.1 : F [x]bir F cismi lizerindeki polinom halka olsun. Bu takdirde, F [x] bir
S -halkasidr.

Omek 2.1.2 : Z,={0,1,...,11} halkasini alalim.4 elemaninin Urettigi ideali alalim.
A= <4> = {O, 4, 8} , bir cisimdir. Dolayisiyla, Z, bir S -halka’dir.

Ornek 2.1.3 : 2Ly :{O, ..... ,5} halkasi bir § -halkadir.Clinkd, A:{O,2,4} ,Z'nin cisim olan
bir 6zalt kiimesidir.

Ornek 2.1.3 ten gdriyoruz ki, cismin birimi halkanin birimi olmak zorunda degildir.
Ayrica, sunuda soyleyelimki, bitln halkalar birer S -halka olmak zorunda degildir. Bundan
sonra bu S -halkalari, S -halka | olarak adlandiracagiz.

Tanim 2.1.2 : R bir halka olsun. Eger R asagidaki sartlar saglayan bir A 6zalt kimesine
sahipse R ’ye bir ikinci agamadan S -halka veya S -halka Il denir :
1) A toplamaya gore bir komutatif gruptur.
2) A carpmaya gore bir yari gruptur.
3) a,beAigin; ab=0a=0vb=0"dr.
Teorem 2.1.1 ( W.B.Kandasamy ) : EGer, R bir S -halka |l ise R bir S -halka II* dir.
ispat : S-halka | ve S -halka II' nin tanimlarindan, her S -halka I, S -halka II' nin bitin

sartlarini sagladigindan bir S -halka II’ dir.



Teorem 2.1.2 ( W.B.K. ): Her S - halka Il genelde bir S -halka | olmak zorunda degildir.

ispat : Z[x] polinom halkasini alalim. Z CZ[x] oldugundan, Z[x] bir S -halka II'dir. Fakat
Z[x] bir S -halka | degildir.
Tanim 2.1.3 : R bir halka olsun. Eger, R bir Smarandache halkasi ve R ’nin cisim veya tamlk
bélgesi olan en az bir A 0&zalt kiimesi varsa R’ye bir Smarandache komitatif halka I
(S -komutatif halka Il) denir. Eger, R 'nin cisim veya tamlik bélgesi olan bir A 6zalt kiimesi
yoksa R 'ye bir Smarandache komditatif olmayan halka Il (S -kom(itatif olmayan 1) denir.
Teorem 2.1.3 ( W.B.K. ): R bir halka olsun. R ’nin bir § -komutatif halka Il olmasi igin gerek
ve yeter sart R ’nin tamlik bolgesi olan en az bir 6zalt kimeye sahip olmasidir.
ispat : R bir S -komiitatif halka Il olsun. Bdylece, R tamlik bdlgesi olan bir A 6zalt kiimesine
sahiptir.Tersine, kabul edelimki, R tamlik bdlgesi olan bir A &zalt kiimesine sahip olsun.
Boylece, S -halka II'nin tanimindan R bir S -komtatif halka Il dir.
Teorem 2.1.4( W.B.K. ): R bir halka olsun. Eger, R ’nin tamlik bolgesi olan bir A &zalt kimesi
varsa R ’ye bir S -komitatif olmayan halka Il denir.
ispat : R 'nin tamlik bdlgesi olan en az bir 6zalt kiimeye sahip olmasi igin R bir S -komitatif
halka Il olacak fakat R ’nin bir S -halka Il olmasi igin R bolim halkasi olan en az bir 6zalt
kimeye sahip olmalidir. Bu ylizden iddaa saglanir.

Bu tanimlardan ve sonuglardan, goériiyoruz ki, her ne kadar R bir komitatif olmayan
halka olsa bile R bir S -komdtatif halka Il olabilir.
Ornek 2.1.4:
QR ={a, +aji+a,j+ak|a,.a.a,.a,€ Q" = j* =k* =-1=jjk.ij =~ ji = k. jk = ~kj = i.ki =ik = j}
quaternionlar halkasi olsun.

Agikga, Q R bir S -komditatif halka II* dir ve Q R ayrica bir S -halka I'dir. Ginki, Q

bir cisim ve Q < QR dir.
Tanim 2.1.4 : R bir halka olsun. R bir S -halka | veya S -halka Il iken R’ nin Smarandache
karakteristikleri , R 'nin 6zalt kiimesi olan bir cismin karakteristigi veya R ’nin 6zalt kiimesi olan
bir tamlik boélgesinin karakteristigi veya R ’nin bir 6zalt kimesi olan bir bélme halkasinin
karakteristigidir.Bunun igin, S -halka | veya § -halka Il olan bir R halkasi i¢in onunla baglantil
birden fazla S -karaktersitige sahip olabiliriz.
Teorem 2.1.5 (W.B.K): R bir komiitatif sonlu halka olsun. Eger, R bir S -halka Il ise R bir
S -halka I'dr.



ispat : Her sonlu tamlk bélgesi bir cisim oldugundan, S -halka | ve S -halka Il tanimlarina

baktigimizda agiktir ki her S -halka Il bir .S -halka I'dir.

Teorem 2.1.6(W.B.K):Eger, R bir S -halka | (veya S -halka Il) ve R[x], R (izerinde bir

polinom halkaysa R[x] bir S -halka I (S -halka II) ‘dir.
ispat : R bir S -halka I(veya S -halka Il) ise Ac R (A bir cisim, bir tamlik bélgesi veya bir

bélim halkasidir.) béylece A[x]c R[x] bir tamlik bdlgesi veya bir bélim halkasidir. Bu

yizden R bir S-halka Il veya A C R[x]’ dir. Yani,Eger, R bir S -halka | ise R[x]‘ de bir

S -halka I'dir.

Teorem 2.1.7 (W.B.K): F' bir cisim ve G herhangi bir grup olsun. Bu takdirde, F' G grup
halkasi bir S -halka I‘dir.

ispat : F bir cisimve F < FG oldugundan, F' G 'nin bir S -halka | oldugu agiktir.

Teorem 2.1.8(W.B.K) : F' bir cisim ve S birim elemana sahip herhangi bir yari grup olsun. Bu
takdirde, F' S vyari grup halkasi bir S -kalka | ‘dir.

Teorem 2.1.9(W.B.K): Z tamsayilar halkasi ve G herhangi bir grup olsun. Bu takdirde,
Z.G grup halkasi bir S -halka II'dir ve bir S -halka | degildir.

ispat : Z’in Z c ZG olacak sekilde bir tamlk bélgesi olmasi gerceginden aciktir ki, ZG bir
S -halka Ildir.

Sonug : 7Z tamsayilar halkasi ve G komdtatif olmayan bir grup (S bir komitatif olmayan

monoid) bu takdirde, ZG grup halkasi bir S -halka II'dir.

Teorem 2.1.10(W.B.K): M, ={a;|a, € Z} matrisler halkasi olsun. M,,,, bir S -halka IIdir.

nxn

ispat : A :{al.j a; € Z\{0} ve a,=0,i# j}u(O) olsun. A sadece késegen matrisleri

icerir. A bir tamlik bolgesidir. Boylece, M _ bir S -halka II'dir ve bir S -halka | degildir.

2.2. HALKALARDA SMARANDACHE BIRIMLERI :

Bu boélimde, halkalarda Smarandache birimi kavramina girecegiz. Fakat, S -birimlere
girmek igin S -halkaya ihtiyacimiz yoktur. S -birimleri keyfi bir halka igin tanimlayacak ve ilging
sonuclar bulacagiz. x> =1 formundaki birimlerin asla S -birimler olamayacagini ispatlayacagiz.

Rasyonel ve reel sayilar cisimlerindeki her birimin birer S -birim oldugu ispatlayacagiz.

Tamim 2.2.1 : R birimli bir haka ve x& R—{1} olsun. Bu takdirde, eger bir ye R igin

asagidaki sartlar saglaniyorsa, x’ e bir Smarandache birim (.S -birim) denilir :
8



1. xy=1

2. a,be R—{x,y,1}icin:

(i) xa=y veya a x=y veya

(i) yb=x veya b y=x ve (i) ab=1.

ORNEK 2.2.1 : Z, ={0,1,...,8} mod9‘da carpmaya gére bir halka olup, 2 € Z, bir S -birimdir.
Gunki, 5€ Z, igin 25 =1(mod9) ve 7,4€ Z, i¢in 74 =1(mod9) iken 27 = 5(mod9) ve
54 =2(mod?9) ‘ dur.

ORNEK 2.2.2 : Zs ={0,1,...,4}olsun. Bu takdirde, 3e€ Zg, bir S -birimdir. Gunku,
23 =1(mod5) ve 4€ Z, igin, 24 =3(mod5), 34 = 2(mod5) ve 4% =1(mod5)’ dir.
TEOREM 2.2.1 (W.B.K): Bir halkadaki her § -birim bir birimdir fakat bir halkadaki tim birimler
genel olarak bir S -birim olmak zorunda degildir.

ISPAT : S -birim tanimindan her S -birimin bir birim oldugu agiktir.Fakat , her birim bir S -birim

olmak zorunda degildir. Bunu bir 6rnekle gésterelim. Z, = {0,1,...,8} halkasini alalim.Agik¢a,
74 =1(mod 9) oldugundan, 7 bir birimdir fakat bir S -birim degildir. Ctnkl, ab =1(mod9)
iken, 7a = 4(mod9) veya 4b = 7(mod9) olacak sekilde a,b € Zg\{4,7} bulamayiz.

ORNEK 2.2.3 : Z ={0,l,...,14}halkasini alalim. 28=1(modl15), 4* =1(mod15)ve
24 =8(mod15)oldugundan, 2 € Z,;bir S -birimdir.

UYARI: x%=1'in bir S -birim olamayacagini ispatlayacagimizdan tanimda y # x oldugunu
soylemek gerekli degildir. Ayrica, a, b € R-{x,y,1} demekle a ve b’ nin farkli olmasini
beklemiyoruz.Yani, a = b olabilir.Bunu bir drnekle agiklayalim.

ORNEK 2.2.4 : Z,; ={0,1,...,14} halkasini alalim. 4> =1(mod15) olup , 4a = 4(mod15)
veya 4b =4(mod15), ab =1(mod15) olacak sekilde a,b € Z,bulamayiz.

TEOREM 2.2.2(W.B.K) : R, 1 birimine sahip bir halka olsun.Eger, x € R-{1}, xy =1
olacak sekilde bir S -birimse x # y 'dir.

iISPAT: x € R \{1} bir S -birim olsun.Tanimdan, x y =1‘dir oyleki, a,be R-{x,y,1}
ign, xa =y veyaax =y veab =1"drEger, x =y ise x°=1 ve xa = x yani

x%a = x%olur. Buda a = 1 demektir. Bu da S -birimin tanimiyla celisir.
9



ORNEK 2.25: R, , = {(q, |a1.j € Z, =1{0,1} } bilesenleri Z, cisminden alinan bitiin
2x 2’'lik matrislerin koleksiyonu olsun. R, , matris toplami ve matris garpimi islemlerine gére

bir halka olusturur. R, ,’deki birimler:
01)(10)(11)(10) (01 11
’ ’ ’ y y Olup,
[to){o Hlonh s o) Lso
01)(01 10) (11)(11 10) (10)(10 10 i
= y = y = Ir.

10 )10 01)101){ 01 01)\11){ 11 01

10 01)(11 10
ve carpimsal birimken = dir.

o [0 o))

10) (11 10
Kolayca gbsterilebilir ki, [01 ,(OJV({HJ S -birim  degillerdir. R, ., ‘deki elemanlarin

higbirinin S -birim olmadig gérilebilir fakat R, , 'nin 5 farkl birimi vardir.

Bu 6rnekten asagidaki gdzlemleri elde ederiz :

01)( 01 10 I . 01 ”
= kga, x=y= Ir.
10 ){10 01 oupagitea, 1= 10

Eger, a,be R\{x,y,1} oldugunu kabul etmezsek, a=1 veya b=1,

01310 01
= durumunda olabilir.

Bunun icin, bir R halkasindaki x> =1lolan her x elemani bir S -birim olacaktir. Ayrica,

01311 10
1 o 17 o bir 6rnektir, eger a,be R\{x,y,l} oldugunu kabul etmez ve eger

01 11 01 01)/ 01 11
xX= ve y= alirsak; x=a = alarak , = =y elde ederiz.
11 10 11 11 {11 01

Bunun igin tanim 2.2.1° deki varsayimlar S -birimleri birimlerden énemli 6iglide farkli

tuttugundan &nemlidir.

Teorem 2.2.3(W.B.K): Z :{0,1,....,n—1} halkasindaki her birim bir .S -birim degildir.

ispat: n—1e 7, elemanini alalim (n—]) (n-])z](mod n)oldugundan, bir birimdir.Fakat,

10



teorem 2.2.2'den bir S -birim degildir. Bunun igin, karakteristigi p olan bir asal cisimde

( p bir asal sayi ) her eleman bir birimdir fakat karakteristigi sifir olan asal cisimlere zit olarak
Zp’deki her eleman bir S -birim degildir.
Teorem 2.2.4(W.B.K) : Q rasyonel sayilar cismindeki her birim bir S -birimdir.

ispat : Q rasyonel sayilar cismi olsun. m herhangi bir tamsay olsun.

1 1 1 1 1
m—=1lm—=—,m"—=m ve —m’ =1dr. Eger,mzﬁ(q;tO)isemlzialallm.
m m*  m m m q p
g _qa. _qap _p P4q
Buradan, mym=1dir. ——— =-—ve —- =~ ve—— =1’ dir. Bu nedenle, Q’daki her
qp p P q q q p

birim bir S -birimdir.
Teorem 2.2.5 (W.B.K) : Eger, F Kkaraktersitigi sifir olan bir asal cisimse her birim bir
S -birimdir.

ispat : Karakteristigi sifir olan bitiin asal cisimler QQ 'ya izomorfik oldugundan ispat elde edilir.

Ornek 226 : Gz{g‘gzzl} ve (), Kkarakteristigi sifir olan bir cisim olsun.

oG :{OH— ,Bg|0{,ﬂe Q} grup halkasi igin,, g€ QG ve g” =1 fakat g bir S -birim degildir.

Tanim 2.2.2 : § bir halka olsun. Eger, S 'deki her eleman bir S -birimse bu takdirde S ’ye bir
Smarandache birim bélgesi(.S -birim bdlge) denir.

Eger, S hi¢ S -birime sahip degilse, S’'ye bir Smarandache birim serbest halka (.S -birim
serbest halka )denir.
Ornek 2.2.7 : Q bir S -birim bolgedir.

Ornek 2.2.8 : R bir S -birim bdlgedir.

Ornek 2.2.9 : p bir asal say! olmak lzere, Zpbir S -birim serbest bolgedir.
TEOREM 2.2.6 : p >3 birasalsayl ve G = <g‘ gl = 1> mertebesi p olan bir devirli grup

olsun.Bu takdirde, G\{l} 'in her elemani Z,G grup halkasinin bir S -birimidir.

ISPAT : G < Z,G olup, her g€ G igin ge Z,G oldugu agktr. G={l,g,...,g""}dir.
Xe G\{l} olsun.Bu takdirde, 1<i < p—1 olmak lizere, x = g' seklindedir. x’in bir S -birim
oldugunu gostermek igin dncelikle x.y =1 olacak sekilde bir ye G \{1,x}oldugunu

gostermeliyiz. x.y =1ise g'y =1 olurBuda y=g”" olmasi demektir. 1<i< p—1
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oldugundan, y e {g,...,g" "' }olur.O halde, x.y =1 olacak sekilde bir ye G\{l,x}

vardir.Simdi, a x =y olacak sekilde bir a e G \{l, x, y} oldugunu gésterelim. a g'= g" ' ise

p-2i p=2i _ i

a=g 4

olurdu.Yani, p—2i=ive dolayisiyla p=3i olurdu.Fakat, p bir asal say oldugundan,

olur.Ote yandan, a# x ve a# y’dir.Cinki, eder, a=x olsaydi, g
p # 3i'dir.Benzer sekilde, a# y oldugunu gosterelim.Eger, a=y olsaydi, g” > =g""
olurdu.Dolayisiyla, p—2i=p—i ve buradan da i=2i elde edilirdi.Yani, 1=2 olurdu ki
buda imkansizdir.O halde, a x =y olacak sekilde bir a e G\{l, x,y} vardir.Simdi, x’in bir
S -birim  oldugunu gostermek igin, son olarak ab =1 olacak sekilde bir
b e G\{l,x, y}oldugunu géstermemiz yeterlidir. ab = lise g" > b =1 ve b = g*
olur.Ote yandan, b # x ve b # y’ dir.Clnkl, b = x veya b = y olsaydi sirasiyla; 1=2
veya p=3i olurdu. 1#2 ve p bir asal sayr oldugundan, bu iki durumda
gerceklesemez.Dolayisiyla, a b = 1 olacak sekilde bir b € G\{l,x,y} vardir.O halde, x
bir S -birimdir. x, G\{l} ‘den alinan keyfi bir eleman oldugundan, G\{l} ‘deki her eleman bir
S -birimdir.

TEOREM 2.2.7 : p bir asal sayi ve G = <g‘ gl = 1> mertebesi p olan bir devirli grup olsun.
Bu takdirde, p—1, ZFG grup halkasinin S -birim olmayan bir birimidir.

iSPAT : zZ,={0,1,.,p-1} olup, Z,cZ,G*drr O hade, p-leZ,G* di.
(p—1)(p—1)= p>=2p+1 ve p’—2p+1=I(mod p)dir. O halde, p—1, Z,G"nin
bir birimidir. Fakat, (p—1)y =1 (mod p) olacak sekide bir y € Z,G \{Lp-1)
yoktur. O halde, p-1, ZPG‘ nin bir S -birimi  olamaz. Dolayisiyla, p—1, ZpGgrup

halkasinin S -birim olmayan bir birimidir.
2.3 HALKALARDA SMARANDACHE SIFIR BOLENLERI :

Bu boélimde, halkalarda Smarandache sifir bolen kavramina girip her S -sifir bdlenin
bir sifir bélen olmadigini gdsterecegiz.

Tanim 2.3.1 : R bir halka olsun. Eger, xy =0 iken a,be R\{O, x, y} igin;

1. xa=0 veya ax=0 ve
2. yb=0 veya by=0 ve
12



3. ab#0 veya ba#0 oluyorsa, x,ye R’ye Smarandache sifir bolen denir.

Ornek 2.3.1 : Z,, ={0,1,....,19} halkasini alalim. Agikga, 10,16 bir S -sifir bélendir.Giinkd,
5,6 Z,, \{0}icin;

5.16=0(mod 20)

6.10=0(mod 20)

6.5=10 (mod 20 )dir.

Orek 23.2 : Z,,={0,1,...,9} halkasini alam. Agikga, 2.5=10=0(mod10) bir sifir

boélendir fakat bir S -sifir bélen degildir.
Teorem 2.3.1 (W.B.K): R bir halka olsun. Her S -sifir bélen bir sifir bélendir fakat genel olarak
bir sifir bolen bir S -sifir blen degildir.

ispat : S -sifir bélen tanimindan, eder x,y bir S -sifir bdlense bir sifir bolendir. Fakat, 6rnek

2.3.2° den, gérdik ki, 2.5=0(mod10), Z,,’ da bir sifir blendir fakat bir S -sifir bdlen

degildir.

" b
Ornek23.3: S, , = {(adj|a’b’c’d e, Z{O,l}} olsun. Agikga S, , bir matris halkasidir.
c
10 (00 00 00)(10 00 5
= ve = oldugundan,
00){10 00 01)100 00
107 (00 S S, ., ‘nin sifir bolenidi
€ , .
00l o1 5eas S5, Nin sifir bélenidir
01

00
xX= 00 ve y= 10 €S, alaim
01)(1 01 01 00
akat = *
oo o)L a0
00
10
Sonug olarak,

{21
O e (D)o
- -0

H

0
00
00
01



01) (00
Bunun igin, , ,S,., halkasinin bir S -sifir bolenidir.
00/ {10 ‘

Ornek 2.34 : R, , :{(aij)‘a,.j €z, :{0,1,2,3}} olsun. R, ; mod 4 teki matris ¢carpimina

gobre bir halkadir.

100 {000
000 [,| 010 [, R, ; te bir sifir bolendir.
002 ) { 022

100 }( 000 000 000)(100 000
000 {| 010 |=| 000 |ve| 010 || 000 |=| 000 |dir.
002 ){ 022 000 022 ){ 002 000

000 {000
032 [,| 000 |e R, , olsun.
002 ) { 022

100 )( 000 000 000)(100 000
000 || 032 |=| 000 |ve| 032 || 000 |=| 000 |'dr.
002 ){ 002 000 002 ){ 002 000

000/ 000 000
010 || 000 |=| 000 ['dir.Fakat,
022 /| 022 000

000 (000 000 000
000 {| 010 [=| 000 |#| 000
022 ){ 022 020 000

000)(000 000
032 || 000 |=| 000 |ve
002 )| 022 000

000 (000 000 000
000 || 032 |=| 000 [+ | 000 |'drr.
022 ) 002 020 000
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100 000
Boylece, | 000 | ve | 010 |, R, ;’te S -sifir bolenleridir.
002 022
Teorem 2.3.2(W.B.K): R komiitatif olmayan bir halka olsun.
a,be R\{0,x, y} olmak iizere x,ye R\{0} asagidaki sartlari saglayan bir S -sifir bolen
olsun.

laax=0 ve xa#0
2.yb=0 ve by#0
3.ab=0 ve ba#0

Bu takdirde, (xa+by)2 =0 yani, xa+by, R’nin bir nilpotent elemanidir.

ispat : x,ye R\{0} bir sifir bolen olsun.Yani, xy=0= yxolsun. a,be R\{0,x,y}ve
ax=0,xa#0,yb=0,by #0,ab=0 ve ba # 0 olsun.

(xa+by)’ = xaby +byxa+ xaxa + byby 'dir. xy = yx =0,ab=0, yb =0 ve ax=0 oldugunu

kullanarak xa + by 'nin mertebesi 2 olan bir nilpotent eleman oldugunu elde ederiz.

Tanim 2.3.2 : R bir komditatif halka olsun. Eger, R ’nin higbir S -sifir bdleni yoksa R ’ye bir
Smarandache tamlik bélgesi (S - tamlik bdlgesi ) denir.

Teorem 2.3.3 (W.B.K): R bir tamlik bdlgesi olsun. Bu takdirde, R bir S -tamlik bélgesidir.
ispat : S -tamlik bélgesinin tanimindan ispat agiktir.

Tanim 2.3.3 : R bir komtatif olmayan halka olsun. Eger, R 'nin hi¢ S -sifir béleni yoksa R’ ye

bir Smarandache béime halkasi (S -bélme halkasi ) denir.

Ornek 2.3.5 : Agikga, Z, ={0,1,2,3} bir S-tamlk bélgesidir. Ayrica, 2.2=0(mod4)
oldugundan, Z, bir tamlik bélgeside degildir.

Sonug 2.3.1 : Bitlin bolim halkalar S -bélim halkalaridir.

ispat : S -bolim halkasinin tanimindan agiktir.
2.4. HALKALARDA SMARANDACHE IDENPOTENTLER :

Bu bdlimde, halkalardaki Smarandache idenpotent ve Smarandache co-idenpotent
kavramlarina deginip eger bir halka Smarandache idenpotentlere sahipse en azindan iki sifir
bélene sahip oldugunu ispatlayacagiz. Eger, G sonlu bir grup ve karakteristigi sifir olan bir
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cisimse K G grup halkasinin asikar olmayan Smarandache idenpotentlere sahip oldugunu
ispatlayacadiz. Son olarak, karakteristigi sifir olan bir K cismi Gzerindeki bir G torsion serbest
komtatif grubunun K G grup halkasinin Smarandache idenpotente sahip olmadigini
gOsterecegiz.

Tanim 2.4.1 : R bir halka olsun. x, R’nin asikar olmayan bir idenpotent elemani olsun. Bu
takdirde, bir a € R\{0,1,x} igin;

(i) a> =x ve (i) xa=a (ax=a)veya ax=x (xa=x) sartlar saglaniyorsa x’e R’nin
bir Smarandache idenpotent elemani denir.

Tanim 2.4.2: xe R\{O,l}, R ’nin bir Smarandache idenpotenti olsun. Yani, x> = x ve bir
ye R\{0,1,x} i¢in, y>=x ve yx=x veya xy=y olsun. Bu takdirde, y'ye bir
Smarandache co-idenpotent deriz ve ikiliyi (x, y ) ile belirtiriz.

Ornek 2.4.1 : 7Z, :{0,1,....,5} halkasini alalim. 47 E4(mod6) ve 2€ Z6\{4} igin
2’ =4(mod6) ve 2.4=2(mod6) oldugundan, 4€Z,, Z,* nin bir S -idenpotentidir.
3> =3(mod6) olup 3€ Z, , Z,’nin bir idenpotentidir fakat Z, ‘nin bir S -idenpotenti degildir.

Teorem 2.4.1(W.B.K) : Her § -idenpotent bir idenpotentdir fakat her idenpotent genel olarak
bir S -idenpotent degildir.
ispat : Her S -idenpotentin bir idenpotent oldugu tanimindan agiktir.Fakat, bunun tersi dogru

olmayabilir.Omegin, érnek 2.4.1'deki  Z, ={0,1,....,5} halkasinda, 3€ Z, elemani bir

idenpotenttir. Fakat bir S -idenpotent degildir.
Ormek 2.4.2 : Z,={0.1,....9} hakasini alam. 5°=5(mod10) ve 6°=6(modl10)

oldugundan 5 ve 6, Z,,‘nun idenpotentleridir. 5 bir S -idenpotent degildir fakat 6 bir
S -idenpotenttir.  Gunkd, 6>=6(mod10) ve 4e€Z, icin 4°=6(modl0) ve
46= 4(m0d10) ‘dur.

Teorem 2.4.2(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, R bir S -idenpotente sahipse R en az iki

asikar olmayan sifir bélene sahiptir.

ispat : ae Rbir S -idenpotent olsun. Bdylece, a’ =a ve bir be R\{a,O, 1}igin, b*> =a ve

ab = b’dir. Buradan, (a—1)b=0 olur. Ayrica, a’ = a olmasi a(a—1)=0 olmasini gerekirir.
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Acikca, b # 0 ve a #1'dir. Bu da istenendir.

Sonug 2.4.1: Eger, R bir komitatif halka ve R, S -idenpotentlere sahipse R en azindan (g

sifir bélene sahiptir.
ispat : Teorem 2.4.2'den iki sifir boleni biliyoruz. a* =a ve b*> = a oldugundan a”>—b>=0

ve bodylece (a—b)(a+b)=0 olur. a #b oldugundan, bir baska sifir bdlen elde ederiz.

b #1 ve a #b oldugundan, bu Ug sifir bolende farklidir. Béylece ispat tamamlanir.

Ornek 2.4.3 : Z,, ={0,....,11} halkasini alalim. Agikga, 4 ve 9 halkanin asikar olmayan
idenpotentleridir ve her ikiside S -idenpotenttir. Glnki 4254(mod12) ve 8€Z,, igin,
8°=4(mod12) ve 4.8=8(mod12) ‘dir. Ayrica, 9°=9(mod12) ve 3eZ,, igin,
3°=9(mod12) ve 9.3=3(mod12)’dir. Bu da istenendir. Bu nedenle, her idenpotenti

S -idenpotent olan halkalarada sahibiz.

Ornek 2.4.4 : Z,{0.....,14} halkasini alaim. Z,,'in asikar olmayan idenpotentleri sadece 6
ve 10°dur. Agikga, 6, Z,s'in bir S -idenpotentidir. Ginki 9€ Z 5 icin, 9.6=9(mod15) ve
9 E6(m0d15) ‘dir. Ayrica, 10€ Z,; bir S -idenpotenttir. Gink, 10° EIO(modIS),
5? =10(mod15) ve 5.10=5(mod15) dir.

Teorem 2.4.3(W.B.K) : Z, ={0,1,...,n—1} halkasi olsun. p bir asal sayive n=2p ise Z,,
S -idenpotent olmayan idenpotentlere sahiptir.

ispat : pbir asal tek sayi, n=2p ve Z, ={0,1,...,n—1},n modilindeki tamsayilarin
halkasiolsun. p> = p(mod2p)ise p° + p=0(mod2p) vyani p(p+1)=0(mod2p)-dir.
PDE Zzp bir idenpotenttir fakat bir S-idenpotent degildir.Ctunkd, mp = m,m’ = p olacak sekilde,

a,me 7 \{p,O,l} yoktur. Fakat, eger p asalsa m’ = p imkansizdir. Bunun igin, p asal

2p
bir sayiise p, Z,,’nin S -idenpotent olmayan bir idenpotenttir.

Ornek 2.4.5: Z,, ={0.....,29} halkasini alalim. Bu halkada, 6,10,15,16,21 ve 25 asikar
olmayan idenpotentlerdir. 6> = 6(mod 30), 24” = 6(mod 30) ve 6.24 =24(mod30)

oldugundan, 6¢€ Z, bir S -idenpotenttir.Benzer olarak 20, b€ Z, \{0,1,10} ‘niin roliinii

Ustlendiginden 10 bir S -idenpotenttir. 15 bir S-idenpotent degildir. 16 bir S -idenpotenttir.
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Gunkd, 14, b gibi davraniyor.Yani,
16° = 16(m0d 30) 147 = 16(m0d 30) veld.16= 14(m0d 30)‘dur. 21 bir S -idenpotenttir.

Gunkd, 9, b ’nin roltnd Gstleniyor. 5, b 'nin roliinli Ustlendiginden, 25 bir S -idenpotenttir.

Bu 6rnekten asagidaki sonuglari verebiliriz.

1.15€ Z,, bir S -idenpotent olmadigindan Z ., 'daki bitiin idenpotentler S -idenpotent degildir.

2. Sirali giftlerdeki idenpotentlerin toplami 31'i veriyor. ((6,25), (10,21) ve (15,16)).
S -idenpotent ve S -co-idenpotentlerin toplami 30°u veriyor.( (6,24), (10, 20) ve (16, 14)).

3. Idenpotentlerin S -idenpotent olmasi igin bitiin durumlarda a,b € Z,,, olmasi gerekir 6yleki
a+b=30,a>=a,b” =a ve ab=b olmalidir .

Ornek 2.4.6 : Z, 2{0,1,2,3} halkasini alalim. Z,’tn hi¢ idenpotenti yoktur. Bu ylizden, hi¢
S -idenpotentide yoktur.

Ornek 2.4.7 : Z,, ={0.,.....,15} halkasini alalim. Z,, hic idenpotente sahip degildir. Bunun
icin, S -idenpotente de sahip degildir.

Ornek 2.4.8 : L,, = {O, ..... ,26} halkasi higbir idenpotente ve S -idenpotente sahip degildir.

Ornek 2.4.9 : Z, ={0,1,2} karakteristigi 3 olan asal cisim olsun. G ={g |g” =1} mertebesi
2 olan deviri grup olsun. Z,G={0,1,2,2,2g,1+g,1+2g,2+g,2+2g} drr. Acikea,

(2+2g) =2+2g ve (2+2g)(1+g)=2+2¢ oldugundan, 2+2g,Z,G’ nin bir
Smarandache idenpotent (S -idenpotent) elemanidir.

Ornek 2410 : G z{g |g2 = 1} mertebesi 2 olan devirli grup ve Q rasyonel sayilar cismi

olsun. Q G,G grubunun Q (zerindeki grup halkasi olmak Uzere, %(1+ ¢),Q G 'nin bir
. . 1 NI | o
|denpotent|d|r.b=—E(1+g)e QG elemani icin b :E(1+g) ve ab=b’dir. Boylece,
1 , . .

E(1+g) bir S -idenpotenttir.

. 123 123 123 123 123 123
Ornek 24.11 : 1= P = P, = P, = P, = P, =
123 132 321 213 231 312

olmak uzere, S, ={1,P,P,, B, P,,P,} derecesi 3 olan simetrik grup olsun. Z, ={0,1},
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karakteristigi 2 olan asal cisim olsun. Agikga, 7Z,S,’Un grup halkasi S -idenpotent olan
idenpotentlere sahiptir. (1+P,+P,) =(1+ P, +P)=a ve b=1+P,+P,cZ,S, alaim.

b* =1+ P, + P, ve ab=a’drr. Bdylece,1+ P, + P, bir S -idenpotenttir.
Teorem 244(W.B.K) : R bir halka ve ae€ R bir §-idenpotent olsun. a’nin
S -co-idenpotentleri genel olarak tek degildir.

ispat : Ormek 2.4.11’e bakarsak 1+ P, + P,’in § -co-idenpotentinin tek olmadigi gérdlir.
Ornek 2.4.12 : Z,, ={0,...,104} halkasini alalim. Z, teki idenpotentler; 15,21,36,70,85 ve

91'dir. Btlin bu idenpotentler, S -idenpotenttirler.

15igin § -co-idenpotent 90; 21 icin 84; 36 igin 69; 70 igin 35; 85 i¢in 20 ve 91 igin 14’t{r.
Teorem 2.4.5(W.B.K) : F bir cisim olsun. F higbir S - idenpotente sahip degildir.
ispat : Bir cisim asikar olmayan idenpotentlere sahip olmadigindan bir cisim bir S -idenpotente
sahip degildir.
Teorem 2.4.6(W.B.K) : F karakteristigi sifir olan bir cisim ve G mertebesi sonlu olan herhangi
bir grup olsun. Bu takdirde, F' G grup halkasi S -idenpotentlere sahiptir.
ispat : F G,G 'nin F (zerindeki grup halkasi olsun. G ’nin mertebesi sonlu olsun. G ’nin

mertebesi igin iki olasilik vardir: ya G ’nin mertebesi asaldir ya da G 'nin mertebesi asal

+1
degildir. G ’'nin mertebesi bir p asal sayisi olsun. 0{=—(1+g +g2 +...+ g”"l)elemanlnl
P

alahm. @® = & oldugundan, &, F G 'nin bir idenpotentidir. a:—(1+g+...+g”"l) alirsak
p

acikca b =a ve ab =b dir. Eger, G 'nin mertebesi asal olmayan sonlu bir sayiysa, G bir

1 -1
H alt grubuna sahiptir ve mertebesi m'dir. a =— z h; icin, a’=a ve b=— z h, oyleki
m heH m heH

b* =a ve ab=bdi.
Teorem 2.4.7(W.B.K): F karakteristigi sifir olan bir cisim ve G, mertebesi sonlu olan
elemanlara sahip bir grup olsun. Bu takdirde, F* G grup halkasi F G ’'nin § -idenpotenti olan
idenpotentlere sahiptir.

ispat: F G,G grubunun F (zerindeki grup halkasi olsun. Verilen G grubu sonlu mertebeye
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sahip olan bir elemana sahip olsun.Yani, g € G igin, g" =1(m <o) olsun. a’ = a olacak
. _ 1 2 m—1 _ _1 2 m—1 .
sekilde, a ——(1+g+g +..+g ) ve b——(1+g +g°+..+g ) alalim. Bu takdirde,
m m

b*> =a ve ab = b dir. Bu da istenendir.

Teorem 2.4.8(W.B.K): F Kkarakteristigi sifir olan bir cisim ve G bir torsion serbest komditatif
grup olsun. Bu takdirde, F' G grup halkasi hi¢ S -idenpotente sahip degildir.

ispat : F' karakteristigi sifir olan bir cisim ve G bir torsion serbest komiitatif grup olsun. F G
grup halkasinin sifir boleni yoktur fakat bir halka igin S -idenpotente sahip olmak sunu garanti
ediyorki, halka en azindan iki sifir bélene sahiptir. Bdylece, F' G bir tamlik bolgesi oldugundan

bu grup halkasi § -idenpotentlere sahip olamaz.
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3.BOLUM
SMARANDACHE HALKALARINDA ALT YAPILAR VE SMARANDACHE MODULLERI
3.1. S-HALKALARDA ALT YAPILAR

Bu bolimde , S -halka | ve S -halka Il ‘deki alt yapilardan bahsedecegiz. Bu § -halka

| ve S -halka Il ‘de, Smarandache halkalari, Smarandache idealleri ve Smarandache pseudo
idealleri kavramlarina girerek, drneklerle agiklayacagiz. Ayrica, bu bdélimde onlarla ilgili bazi
ilging sonuglar bulacagiz.

Tanim 3.1.1 : S bir halka ve A, S ’nin bir alt halkasi olsun. Eger, A, cisim olan bir B ¢zalt

kiimesine sahipse, S 'ninbu A 6zalt kiimesine S 'nin bir Smarandache alt halkasi (S -alt halka)

denir.

Teorem 3.1.1(W.B.K) : S bir halka olsun. Eger, S bir S -alt halkaya sahipse S bir § -halka
I“dir.

ispat : Aciktir ki, eger halka bir A S -alt halkasina sahipse A ayrica S ’'de bir alt cisim olan bir
cisim icerir. Dolayisiyla, S bir S -halka | olur.

Kabul edelim ki S bir S-halka olsun. S’de daima bir S -alt halka bulmak olasi
olmayabilir veya daha agik olarak bir S -halka I'in her alt halkasi genel olarak §’in bir S -alt
halkasi olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1.1 : Z, ={0,....,5} halkasini alalim. Z bir S -halka I'dir. Fakat, Z’nin hicbir S -alt
halkasi yoktur.
Ornek 3.1.2 : Z,, 2{0,1,....11} halkasini alalim. 7Z,, bir S -halkadir. Gergekten,

P ={0,2,4,6,8,10},Z,, nin bir alt halkasi ve A ={0,4,8} alirsak (burada A, Z,, nin bir alt

cismi ), A={0,4,8}, P’nin cisim olan bir 6z alt kiimesidir.Dolayisiyla, P,Z, nin bir S -alt
halkasi olur.

Teorem 3.1.2(W.B.K) : R bir S-halka | olsun. R alt halkalara sahip olabilir fakat S -alt

halkalara sahip olmayabilir.
ispat : Z,={0,1,....,5} bir S-hakka Idir. Agik¢a, Z,, S,={0,3} ve S,={0,2,4} alt

halkalarina sahiptir fakat higbir S -alt halkaya sahip degildir.
Tanim 3.1.2 : R bir halka ve A, R’ nin bir ideali olsun. Eger, A’nin cisim olan bir 6z alt

kiimesi varsa A 'ya bir Smarandache ideali denir.
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Omek 3.13 : Z,={0,1,....,.5} S-hakasini alaim. Agk¢a, I={0,3} veJ ={0,2,4},
Z ¢ nin idealleridir fakat higbiri Z ’nin bir S -ideali degildir.
Teorem 3.1.3(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, R bir § -ideale sahipse R bir S -halkadir.
Tersine, eger R bir S -halkaysa R 'deki her idealin R ’nin bir S -ideali oldugunu séyleyemeyiz.
ispat : R bir halka olsun. Eger, R bir S -ideale sahipse biliyoruz ki R, cisim olan bir A &zalt
kiimesine sahiptir. Boylece, R bir S -halka olur.

R ’nin ideallerinin R ’nin S -idealleri olmak zorunda olmadigini géstermek icin R bir

S -halka olsun. Bunu bir érnekle ispatlayalim. Z z{O,l,....,S} S-halkasini alalim. Agiktir ki,

bu S -halka higbiri R’nin § -ideali olmayan ideallere sahiptir.
Ornek 3.1.4 : Z,, ={0,...,9} halkasini alaim.Agikca, Z,, higbir S -ideale sahip olmayan bir
S -halkadir.
Tanim 3.1.3 : (A,+,.)bir S -halka olsun. B, A’nin cisim olan bir 6zalt kiimesi olsun. A ’nin
bos olmayan bir § alt kiimesi asagidaki iki sarti sagliyorsa S'ye, A’nin B ile ilgili bir
Smarandache pseudo sag ideali (.S -pseudo sag ideal) denir.
1-) (S,+) bir komiitatif gruptur.
2-)be B ve s€ S igin sbe S 'dir.

Benzer sekilde Smarandache pseudo sol ideali (.S -pseudo sol ideal) tanimlanabilir.
A’nin bos olmayan bir S alt kiimesi, hem S-pseudo sol ideal hem de S -pseudo sag ideal ise

S ’ye bir Smarandache pseudo ideali (S-pseudo ideal) denir.

Ornek 3.1.5 : Q[x]rasyonel sayllar Gzerindeki polinom halkasi olsun. Acikga, Q[x] bir
Smarandache halka3|d|r.S=<n(x2+1)|ne Q> toplama iglemi altinda Uretilmis kimesini

dustnelim. QS < S ve SQ < S 'dir. Boylece, S,Q[x]'in Q ile ilgili bir pseudo idealidir.
Teorem 3.1.4(W.B.K) : R, herhangi bir S -halka olsun. R’nin herhangi bir ideali R ’nin bir
S -pseudo idealidir fakat genelde R 'nin her S -pseudo ideali R 'nin bir ideali degildir.

ispat : R bir S-halka olsun. & # B, B C R olacak sekilde bir B cismi vardir. I, R ‘nin bir
ideali olsun. Boylece, IR < I ve RI — I’'dir. B < Roldugundan, Bl I ve IBc I ‘dir. Bu
ylzden, I, B ileilgili bir S -pseudo idealidir.

Tersini ispatlamak igin, 6rnek 3.1.5'te verilen S -halkayi distinelim.
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Acikga, S bir S -pseudo idealidir fakat x S, S 'de igeriimediginden §, Q[x]‘in bir ideali
degildir. Bu da istenendir.

Ornek 3.1.6: R, reel sayilar cismi olsun. ]R[x] polinom halkasini alalim. Acikga, ]R[x] bir

S -halkadir. Q c R[x] ve Rc ]R[x] , ]R[x] ‘de igerilen cisimlerdir. Toplamsal Uretilmis bir
S :<n(x2 +1)jne Q> grubunu diisinelim. S, Q ile ilgili bir S -pseudo idealidir fakat R ile

ilgili bir S -pseudo ideali degildir.
Teorem 3.1.5 (W.B.K): R bir S -halka olsun. Kabul edelim ki, A ve B, R ’nin iki alt cismi ve

S, Aileilgili bir S -pseudo ideali olsun. S genel olarak, B ile ilgili bir S -pseudo ideali olmak
zorunda degildir.

ispat : Ornek 3.1.6’dan gériiyoruz ki, S, Q cismi igin bir S -pseudo idealdir fakat R cismi icin
bir S -pseudo ideali degildir .

Ornek 3.1.7 : Z,,hakasini alaim. Agikga, Z,, bir S -halkadir. Ginkd, 4°=4(mod12)
carpimsal birim gibi davrandigindan, A 2{0,4,8}, Z.,,’de bir cisimdir. S ={0, 6} , A ile ilgili
S -pseudo idealidir. Fakat, S ayrica Z,, ‘nin bir idealidir. Z, nin her ideali ayrica Z,,’nin A
ile ilgili bir S -pseudo idealidir.

Ornek 3.1.8 : M, , bilesenleri Z, ={0,1} asal cisminden alinan 2x2’lik matrislerin kiimesi

olsun.

s={a0) o Hon oo o i o oo oo
o)

00) (10
kiimesi matrislerin toplami ve garpimina gére bir halkadir. A = {[OOJ’(OOJ}’ M, ,‘de bir

00) (11
cisim oldugundan, M, , bir S-halkadw.S:{(OOJ,(OOJ}, A ile ilgili bir S -pseudo sol

113/10 10
idealidir fakat A ile ilgili bir S -pseudo sag ideali degildir. Glnkd, = ¢ S dir.
00 J{ 00 00
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00) (00 00) (11
Ayrica, B = R bir cisimdir. S = , , B ile ilgili bir sol idealdir fakat B
00) 101 00/ 100

00} (00
ile ilgili bir sag ideal degildir.C:{(Ooj,(llJ} bir cisimdir. Agikgca, S, C ile ilgili bir

S -pseudo sol ideal degildir. Fakat, S, C ileilgili bir S -pseudo sag idealdir.

00) (11
Uyari : Bir S kiimesi, birden fazla cisimle ilgili bir S -pseudo ideali olabilir. S = {(OO]’(OOJ}’

00) (00
hem A hemde B ile ilgili bir S-pseudo sol idealdir. Ayni S kimesi C:{(OOJ’[HJ}

cismiyle ilgili bir S -pseudo sol ideali degildir fakat S ,C ile ilgili bir S -pseudo sag idealidir.
Bunun igin, ayni S kiimesi ilgili oldugu cisme bagli S -pseudo sol ideal (veya sag ideal) olabilir.

k S, D= ! ismiyle ilgili bir S p do idealidi
Acikca, , . cismiyle Iigili bir > -pseudo idealidir.

Tanim 3.1.4 : R bir halka olsun./, R’nin bir S -ideali olsun. Eger, J, R’nin bir baska
Smarandache idealiyken aJ — I olmasi J =1 olmasini gerektiriyorsa, I’ya R ’nin bir
Smarandache minimal ideali (.S -minimal ideal) denir.

Tanim 3.1.5: R bir S-halka ve M , R’nin bir § -ideali olsun. Eger bir baska N S -ideal igin
M cNcR omasi M=N veya N =R olmasini gerektiriyorsa M ’e bir Smarandache
maksimal ideal (S -maksimal ideal) denir.

Ornek 3.1.9:Z,,={0,....,14} halkasini alalm. Ackea, I ={0,3,6,9,12}, Z,’in bir
S -maksimal ideali olan bir S -idealidir.

Ormek 3.1.10 :Z,={0,...,13} hakasini alaim.l={0,2,4,6,8,10,12}, Z,’in bir
Smarandache maksimal idealidir.

Ornek 3.1.11: Z, :{0,....,11} halkasini alalim. 7 :{0, 2,4,6,8,10} S -maksimal ideal olan
bir S -idealdir. J ={0,4,8} minimal ideal olan bir idealdir.

Tanim 3.1.6 : R bir S -halka ve I, A ile ilgili bir S -pseudo ideali olsun. Eger, 1,, A ile ilgili
bir baska S-pseudo ideali ve (0)cI <l olmasi I=1I veya I, =(0) olmasini

gerektiriyorsa I ’ya R ’nin bir Smarandache minimal pseudo ideali (S -minimal pseudo ideal)
denir.
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Tanim 3.1.7 : R bir S -halka olsun. A cC R ve eder M,, A ile ilgili bir bagka S -pseudo ideali
ve M cM, iken M =M, ise M’e, A cismiyle ilgili bir Smarandache maksimal pseudo

ideali (S -pseudo maksimal ideal) denir.

Tanim 3.1.8 : R bir S -halkave I, bir A < R cismiyle ilgili bir S -pseudo ideali olsun. Eger, I
bir eleman tarafindan tretiliyorsa, I’ya A cismiyle ilgili bir Smarandache devirli pseudo ideali
(S -devirli pseudo ideal ) denir.

Tanim 3.1.9 : R bir S-halka ve I,R nin bir A cismiyle ilgili S -pseudo ideali olsun.Eger,
xyel olmasi xel veya yel olmasini gerektiriyorsa [’'ya A cismiyle ilgili bir

Smarandache asal pseudo ideali (S -asal pseudo ideal) denir.

Ornek 3.1.12 : Z, ={0,1} karakteristigi 2 olan asal cisim olsun Z,[x] derecesi 3 ve 3'ten
kiigiik olan polinomlarin halkast yani Z, [ x] :{0,1, XX I+ x4+ 22 I+ x4 X2 +x3}
olsun. Acik olarak, Z, [x] , Z, cismini icerdiginden bir
S -hatkadrr. § ={0,(1+x),(1+x"),(x+x’)}, Z, ile ilgil olan fakat Z, [x] e ilgili olmayan

bir S -pseudo idealidir.
Ornek 3.1.13 : Z, 2{0,1} karakteristigi 2 olan asal cisim olsun. S, z{l,Pl,Pz,P P PS}

3Ly
derecesi 3 olan simetrik grup olsun. Z,S,, S; grubunun Z, Uzerindeki grup halkasi olsun.
Z.,S, bir S-halkadir. A={0,P, + P} bir cisimdir. $={0,1+P,+P,+P,+P,+P} Z,S,in
alt kiimesi olsun. S, A ile iligkili bir S -pseudo ideal ve ayrica S, Z, ile iligkili bir S -pseudo
idealdir.

Teorem 3.1.6(W.B.K) : Z, ={0,1} karakteristi§i 2 olan asal cisim ve G mertebesi n olan
herhangi bir sonlu grup olsun. Bu takdirde, 7Z,G halkas! Z,G nin idealleri olan S -pseudo
ideallerine sahiptir.

ispat : Zzz{O,l} karakteristigi 2 olan bir cisim ve Z,G grup halkasi bir S -halkadir.
G={g,.8,,-8,.-1}, Gnin bitiin elemanlarinin kimesi olsun. § ={0,1+g,+...+g,,},
Z, ile ilgili bir S -pseudo idealidir. Ayrica, S, Z,G ‘nin bir idealidir.

Tanim 3.1.10 : R bir S-halka Il ve A, R ’nin bir 6zalt kimesi olsun. Eger, A, R ’nin bir alt

halkasi ve A kendi bagina bir S -halka Il ise A’ya R ’nin bir Smarandache alt halka Il (S -alt
halka ) denir.
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Ornek 3.1.14 : Z tamsayilar halkasi bir S -halka I'dir ve Z, S -althalka II'ye sahiptir. Agikga,

Z. asla bir S -halka | olamaz veya bir S -althalka I'e sahip olamaz.

Tanim 3.1.11 : Z[x] polinom halkasi olsun. Z[x] bir S -halka Il'dir. Ayrica, Z[x] bir

S -althalka II'ye sahiptir.

Ornek 3.1.15 : p > 3 bir asal sayi olmak (izere pZ z{O,ip,...,inp,...} halkasini alalim. Bu

takdirde, 2 pZ c pZ ve 2 pZ bir § -alt halka II'dir.

Tanim 3.1.12: R bir S-halka ll ve I, R’nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Eger,

1-) I bir § -alt halka Il ve

2-)Ac I, I’da bir tamlik bolgesi veya bolme halkasi olmak lzere her a€ A ve i€ I igin
aie I ise [’ya R’nin bir Smarandache sag ideal Il (sag ideal Il) denir. Benzer sekilde,
Smarandache sol ideal 1I( S -sol ideal Il ) tanimlaabilir. Eger, I hem S -sag ideal Il hemde
S -sol ideal Il ise I 'ya R 'nin A ile ilgili bir Smarandache ideal II(.S -ideal Il) denir.

Tanim 3.1.13 : R bir halka olsun. Eger, R bir S -halka | ve R hi¢ S -ideale sahip degilse
R ’ye bir Smarandache basit halka | (.S -basit halka I) denir.

Tanim 3.1.14 : R bir S -halka olsun. Eger, R higbir S -pseudo ideale sahip degilse R '’ye bir
Smarandache pseudo basit halka (S -pseudo basit halka) denir.

Tanim 3.1.15 : R bir S -halka Il olsun. Eger, R hicbir iki tarafli S -ideale sahip degdilse R’ ye
bir Smarandache basit halka Il (.S -basit halka II) denir.

Ornek 3.1.16 :  7Z bir S -basit halka Il degildir.

Ornek 3.1.17 : Z, ={0,...,5} bir S -basit halka I'dir.
Ornek 3.1.18 : Z, ={0,...,11} S -basit halka Il olmayan bir S -halka II'dir.

Tanim 3.1.16 : R bir S-halkka | ve I, R’nin bir § -ideali olsun. ,sz{a+l|ae R}’ya

R 'nin I ile ilgili bir Smarandache bélme halkasi | (.S -bélme halkasi I) denir.
Tanim 3.1.17 : R bir S-haka ve I, R’nin bir S-pseudo ideali olsun.
sz{a+l:ae R}’ya R'nin I ile ilgili bir Smarandache pseudo bélme halkasi |

(S -pseudo béime halkasi ) denir.
Tanm 3.1.18 : R bir S-halkka Il ve [ bir S-ideal Il olsun. Bu takdirde,
,Rf:{a+1:ae R}, R’nin bir Smarandache bdime halkasi Il (S -bdlme halkasi 1) olarak

adlandirilir.
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3.2. SMARANDACHE MODULLERI :

Bu bdéliimde, Florentin Smarandache tarafindan verilen Smarandache R-modul tanimini
hatirlayacagiz ve Smarandache modil Il ve Smarandache pseudo modilli tanimlamaya
gececegiz. Onlari 6rneklerle agiklayacagiz ve onlarla ilgili bazi ilging sonuclar verecegiz.

Tanim 3.2.1 : R komutatif birimli bir halka ve S, A 'nin cisim olan bir 6z alt kiimesi olsun. Bu
takdirde, S, A’da bir S -cebir ise (A ,+, .) modiline bir Smarandache R -moddl (S - R modul)

denir.

Ornek 3.2.1 : ]R[x], katsayilari R cisminden alinan x degiskenine bagli polinom halka olsun.
@[x] bir S -cebir oldugundan bir S -IR moddldiir.
Omek 322 : R=QxQxQ hakasimi alaim. S=Qx{l}x{l}cR bir cisimdir.
A=QxQx{l}, S uzerindeki bir S-R moduldur.

Modulin tanimini bir kere daha hatirlatmak gerekirse: “ A bir halka olsun. Bir A -modil

veya bir sol A-modil, A'’ya bir sol operatér olarak sahip olan bir toplamsal komdtatif M

grubudur. Yani, x,ye M ve her ae A igin, a(x+y)=ax+aydir. Benzer olarak sag

A -modul tanimlanabilir. EGer, M hem sol hemde sag A -modulise M ’e bir A -modil denir.”
Bu tanimida hatirladiktan sonra ilk olarak § -modil I'den bahsedip daha sonra
S -modil 1l ve S -pseudo modilleri tanimlamaya gegebiliriz. Simdi S -modullerin asagidaki
durumlarina bakalim:
1. Bir B alt cismiyle ilgili bir S -modil baska bir C alt cismi Gzerinde bir S -modile
dénastarilemiyebilirler.
2. Ayrica, S -modiillere her alt cisim Gzerinde S -moddil olarak sahip olabiliriz.
Tanim 3.2.2 : R bir S-halka | ve B bostan farkl toplamsal bir komutatif grup olsun. Eger,
D c A, D bir cisimve DBcC B ve BDcC B ise yani, bd, her d,ce D ve be B igin

b(d+c)=bd+bc olacak sekilde B'nin icindeyse, B'ye bir S -alt halka | ile ilgili bir
Smarandache sag moddl | (S -sag moddl 1) denir. Eger, B, ilgili oldugu ayni S -alt halka |

Gzerinde hem bir §-sag modll | hemde bir S-sol modil | ise bu takdirde, B’ye bir

Smarandahe modul | (S -modidil 1) denir.

Ornek 3.2.3 : A:(Mm,+,.), bilesenleri Q’dan alinan nxn’lik matrislerin kiimesi olsun.

Simdi bir S -halka olan IR kiimesini diisiinelim. A, Q alt cismi tGizerinde bir S -moddldiir.
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Agikga, A IR Uzerinde bir S -modil degildir. Ayrica, eger, B=(M,, ,+,.) bilesenleri Z 'ten

alinan nXxn’lik matrislerin kiimesi alinirsa, goririiz ki B ,IR'nin herhangi bir alt cismi Uzerinde
bir S -moddl | degildir. Bu érnekten hareketle bu problemin Ustesinden gelmek igin S -modl II'yi
tanimlayalim.

Tanim 3.2.3 : R bir §-halka Il ve B bostan farkl bir toplamsal komitatif grup olsun. Eger,
D c A, D bir bolim halkasi veya bir tamlik bolgesi, DB < Bve BD C B ise yani bd , her

d,ce D ve be B igin b(d+c)=bd +bc olacak sekilde B’nin igindeyse B'ye bir S -alt
halka Il ile ilgili bir Smarandache sag modiil Il (sag modiil Il) denir. Eger, B, ilgili oldugu ayni
S -alt halka Il iizerinde hem bir S -sag modil hem de S -sol modil Il ise bu takdirde B ’ye bir

Smarandache moddil Il (S -moddil Il) denir.

Ornek 3.2.4 : Z bir S-haka Il ve M =M, , ={(al.j)‘aije ZZ} olsun. M , S -halka Il ile

iligkili olan bir S -modal Il'dir. A=2Z olsun. Agikga, M ayrica, S -alt halka Il Uzerinde bir
S -modiil I'dir. A =47 veya A, =87 ‘dir. Fakat, M ayrica herhangi bir A, = pZ uzerinde

bir .S -modal II'dir. Bu ylizden, M 7Z.’deki herhangi bir S -alt halka Il Gzerinde bir S -moddil

2x27
IIdir.

Ornek 3.2.5 : Z[x] bir S-halka Il ve M =Z[x], sadece cift dereceli polinomlarin halkasi
olsun. Bu takdirde, M , Z S -alt halkasi Gzerinde bir S -moddl II'dir fakat tamlik bolgesi olarak
A ={katsayilari 27 'ten alinan biitiin tek dereceli polinomlar} ve Y ={Z tzerinde derecesi tek
olan bltlin polinomlar} alirsak, M , § -alt halka Gzerinde bir S -modul Il degildir. Bunun igin,

gorlyoruz ki, her S -ideal Il bir .S -modul II'dir.
Tanim 3.2.4 : (A,+,.) bir S -halka olsun. B, A’nin cisim olan bir 6zalt kiimesi olsun. Bu
takdirde, asagidaki G¢ sarti saglayan bir M kimesine, A’'nin B ile ilgili bir Smarandache
pseudo sag moduli (S -pseudo sag moddl) denir:
1. (M ,+) bir toplamsal kom{tatif grup,
2. be Bve meM igin mbe M ,
3. m,m,e M ve be B igin (m +m,)b=mb+m,b dr.

Eger, M hem S -pseudo sag modil hem de S -pseudo sol modil ise M e B ile
ilgili bir Smarandache pseudo modl (.S -pseudo moddil) denir.

Burada ayrica sunu belirtmek istiyoruz ki, eger M, B ile ilgili bir S -pseudo moddil
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iken, A’nin baska bir B, alt cismiyle ilgili bir § -pseudo modiil olmak zorunda degildir. Bundan

dolayi, goriiyoruz ki, bir halka da farkl alt cisimleri baglantili farkli S -pseudo moddllere sahip

olabiliriz.

Ornek 3.2.6 : Z,, ={0,....,23} halkasini alaim. [ ={0,2,...,22}, Z,,tn bir S -pseudo
modili oldugu gibi ayni zamanda bir S -pseudo ideal II'dir. Giinki, {0,8,16} karakteristigi 3
olan bir alt cisimdir, 162516(m0d24) , 16x858(m0d24) ve 8x8516(mod24)‘tl'j|r.
Z,,[x] ., P={0,8,16}  Z,, cismiyle iligkili bir S -pseudo moduldir.

Ornek 3.2.7 : Z,S, derecesi 4 olan simetrik grubun 7Z, cismi Gzerindeki grup halkasi olsun.
M :{O,Zg(ge S4)}olsun. M, 7, tzerinde bir S -modul I'dir. M, Z,A, Uzerinde bir

S -moddil I'dir. Agikga, M ayrica bir S -ideal Il ve Z,S,’tn bir S -pseudo idealidir.

3.3 S-A.C.C VE S-D.C.C SARTLARINI SAGLAYAN HALKALAR

Bu bélimde, Smarandache A.C.C ve Smarandache D.C.C kavramlarini tanimlayacak ve
onlarla ilgili bazi ilging sonuglar bulacagiz.

Tanim 3.3.1 : R bir halka olsun. Eger, R'nin I, § -ideallerinin her artan [, c I, c I, C.....
zinciri sona eriyorsa, yani, bir r =1 tamsayisi icin I =1, =... oluyorsa, R halkasina
Smarandache artan zincir sartini (S -A.C.C) sagliyor denir. Benzer olarak, eger R ’'nin Nj

S -ideallerinin her azalan N, D N, ©...D N, D... zinciri sona eriyorsa R ’ye Smarandache

azalan zincir sartini (S -D.C.C) saghyor denir. Benzer olarak, bir halkanin S -sag idealleri ve
S -sol idealleri igin Smarandache —A.C.C ve Smarandache D.C.C’yi tanimlayabiliriz.
Tanim 3.3.2 : R bir halka olsun.Eger, S -sol idealler lizerinde (veya S -idealler tizerinde) S -
A.C.C saglaniyorsa R halkasina bir Smarandache sol Noetherian (veya sadece Smarandache
Noetherian) (.S -Noetherian) denir.
Tanim 3.3.3 : Eger, bir R halkasinin § -sol idealleri (veya S -idealler) icin § -D.C.C sarti
saglaniyorsa R’ye Smarandache sol Artinian (veya sadece Smarandache Artinian)
(S -Artinian) denir.
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Ornek 3.3.1 : Z, ={0,1,...,5} halkasini alahm. Z, bir S -halkadir fakat hi¢ S -ideale sahip
degildir.

Ornek 3.3.2 : Z,, halkasini ele alaim. Z, nin idealleri:

{0},1,={0,2,4,6,8,10},1, ={0,3,6,9},1, ={0,6} ve I, ={0,4,8} dir.

L, bir § -ideal degildir. Fakat, A z{O, 4, 8} ,1,’de bir cisim oldugundan I, bir S -idealdir.
Béylece, (0) = I, € Z,, oldugundan, halka izerinde S -A.C.C sarti saglanir.

Ornek 3.3.3: G =<g‘g12 = 1> olmak tizere Z,G grup halkasini alalim. Z,G ’nin idealleri:

I, 2{0,1+ g+...+ g”} (Bu ideal bir S -ideal degildir) ve I,= Z,G nin Augmentation ideali
(1, bir § -idealdir.Cunku, karakteristigi 2 olan {O,g8 + g4} cismini igerir.) Boylece,

(0)c 1, cZ,G’ dir. Dolayisiyla, Z,G S -A.C.C sartini saglar.
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4.BOLUM
HALKALARIN BAZI OZEL TiPLERIi VE S-HALKALARDAKIi OZEL ELEMANLAR
4.1 HALKALARIN BAZI OZEL TiPLERI

Bu bdlimde, ilk olarak S -grup halkalari ve S -yari grup halkalarini tanimlayip,
bunlarla ilgili bazi ilging sonuglar elde edecediz. Daha sonra, S -halkalardaki; S - nilpotent
eleman, S -pseudo komitatif gift gibi birtakim 6zel elemanlari tanimlayarak, bunlari érneklerle
aciklayacagiz.

Teorem 4.1.1(W.B.K) : R bir cisim ve G herhangi bir grup olsun. Bu takdirde, R G grup
halkasi bir S -halkadir.
ispat : R bir cisimve R c RG oldugundan, R G bir S -halkadrr.

Ornek 4.1.1 : Z,S, grup halkasi agikga bir S -halkadir.
Fakat , batlin grup halkalari genelde S -halkalar olmak zorunda degildir.
Ornek 4.1.2: G =<g‘g2 = 1> ve agikca Z,G grup halkasi bir S -halka degildir.

Teorem 4.1.2 (W.B.K): K bir cisim ve § ,birimli herhangi bir yarigrup olsun. Bu takdirde, K S
yari grup halkasi bir S -halkadir.
Fakat, her yari grup halkasi genelde S -halka olmak zorunda degildir.

Tanim 4.1.1 : S herhangi bir yarigrup olsun. Eger, S, § ’deki islemlere gbre grup olan bir
6zalt kimeye sahipse S ’ye bir Smarandache yari grubu ( S -yarigrup) denir.

Tanim 4.1.2 : § bir S-yarigrup olan bir yari grup ve K’da herhangi bir cisim olsun. Bu
takdirde, K S yari grup halkasi bir Smarandache yari grup halkasi olarak adlandirilir. Boylece,
gorluyoruz ki, bir yari grup halkasi bir grup halkasini 6z alt kiime olarak iceriyorsa, K S ’ye bir
Smarandache yari grup halkasi diyoruz. Sunu belirtelim ki, K S ’nin bir Smarandache yari grup

halkasi oldugunu séyledigimizde K S 'nin bir S -halka olmasini beklemiyoruz.

Ornek 4.1.3: S ={0,1,a,b} asagidaki tabloyla verilen bir yari grup olsun :

10l al|d
pjofoj0yo
Lj0f1|ald
a|0|a| 0|
0|y all

{1,b}, S 'de bir grup oldugundan, S bir S -yarigruptur. Z,S yari grup halkasini disinelim.

Acikca, Z,S , S -halka olmayan bir S -yari grup halkadir.
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Teorem 4.1.3(W.B.K) : Biitlin S -yari grup halkalar genelde S -halkalar degildirler.

ispat : Ornek 4.1.3'ten ispat aciktir.

Tanm 4.1.3 : G bir grup ve K bir S-halka olsun. Bu takdirde, K G grup halkasi
Smarandache grup halkasi (.S -grup halkasi) olarak adlandirilir.

Uyan : K sadece bir S -halkadir. K bir cisimse K G grup halkasi daima bir S -halkadir. G
herhangi bir grup ise Z bir S -halka | olmadigindan, ZG 'nin bir S -grup halkasi olmadigini
g6rayoruz.

Teorem 4.1.4(W.B.K) : K herhangi bir cisim veya birimli herhangi bir komitatif halka olsun.

S (n) simetrik grup olmak tizere, K S (n) bir S -yari grup halkasidir.

ispat : Herhangi bir n tamsayisi igin, . dereceden simetrik grup olan S, .S (n)ingrup olan
bir 6zalt kiimesi oldugundan § (n) bir S -yarigruptur. Bu da istenendir.

Teorem 4.1.5(W.B.K) : G herhangi bir grup ve Z , bir me Z, igin, m> =m(modn) ve
m+m= O(mod n) olacak sekilde bir halkaysa, Z G bir S -grup halkasidir.

ispat : Bir me Z, i¢in, m* =m(modn) ve m+m=0(modn) iken A={0,m}, Z, nin bir
alt cismi oldugundan, Z, bir S -halka olur. Boylece, Z G bir S -grup halkasi olur. Bu da
istenendir.

Teorem 4.16W.BK) : M, ={(a;)|a, e F.Fhbircisim veya bir S —halkadir} bir

S -halkadir.
ispat : Az{(a,.j)

({(O)} nxn’lik sifir matrisini belirtsin) kolayca gosterilebilir ki, A, M __ ‘ de bir alt cisimdir.

nxn

eger, F bir cisimse a,, # 0 ve bitin a; € F sifirdir veya
U{(0)} olsun.
B c F, F'in bir altcismiyken F bir S —halka ise a; € B

Bununigin M _ bir S -halkadir.

nxn

Ornek4.14: M, , :{(%)‘% € Zz} acikga bir S -halkadir.

4.2 S-HALKALARDAKI OZEL ELEMANLAR
Bu bélimde, Smarandache nilpotent elemanlar, Smarandache yari idenpotent,
Smarandache pseudo komdutatif ¢ift, Smarandache pseudo komiitatif halka, Smarandache

kuvvetli diizgiin halkalar, Smarandache quasi komiitatif halka gibi kavramlar ele alinacaktir.
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Tanim 4.2.1 : R bir halka olsun. 0 # x& R bir nilpotent eleman olsun. Eger, x" =0 ve

herhangi bir m > 1 tamsayisi igin y" #0 ve x"y =0 veya yx’ =0 (r,s > 0) olacak sekilde
bir y e R\{O, x} varsa x’e bir Smarandache nilpotent eleman (.S -nilpotent eleman) denir.
Omek 421 : Z,={0,1,...,11} hakasini alaim. Ackca, 6> =0(modl2)ve
6.8 =0(mod12)'dir. Fakat herhangi bir m>0 icin 8 =8(modl12) oldugundan
8" # 0 (mod12)‘dir. Bununigin 6 Z,, nin bir S -nilpotent elemanidir.

Ornek 4.2.2 : Zgz{O,l,...,7} halkasini ele alalim. 23EO(m0d8), 4* EO(m0d8) ve

6’ = O(mod 8) ‘dir. Bunlar nilpotenttirler fakat hicbiri S -nilpotent degildir.

Teorem 4.2.1(W.B.K) : R bir halka olsun. R ’nin her § -nilpotent elemani R ’nin bir nilpotent
elemanidir. Fakat, genelde R ’nin her nilpotent elemani R ’nin bir S -nilpotent elemani olmak
zorunda degildir.

ispat : S -nilpotent elemanin tanimindan gérilyoruz ki her S -nilpotent eleman R ’nin bir
nilpotent elemanidir. Tersinin her zaman dogru olmadigi 6rnek 4.2.2’den agiktir.

Tanim 4.2.2 : Bir R halkasinin bir & #0 elemani bir yari idenpotent olarak adlandirilir ancak
ve ancak @, R’nin, o’ —« tarafindan Gretilen iki tarafli herhangi bir 6z idealine ait degilse,
yani a¢ R(aZ—a)R veya R:R(az—a)R dir. Ayrica, 0, yari idenpotentlerle birlikte
sayllabilir.

Tanim 4.2.3 : R bir halka ve € R\{O} olsun. Eger, &’ — o tarafindan iretilen ideal yani
R(aZ—a)R bir S-ideal | ve a¢ R(Otz—a)R veya R:R(Ot2 —a)Risea”ya bir
Smarandache vyari idenpotent I( S -yariidenpotent 1) eleman denilir. Eger, o’ —a tarafindan
Uretilen ideal yani, R(Ot2 —Ot)R bir S -ideal Il ve ar¢ R(Ot2 —a)Rveya R=R(0{2 —a)R
ise & 'ya bir Smarandache yari idenpotent Il (.S -yari idenpotent Il) eleman denir.

Teorem 4.2.2(W.B.K) : Bir R halkasinin her yari idenpotenti genelde R ’nin bir S -yari

idenpotenti olmak zorunda degildir.
ispat : Z,, yar hakasini alam. 4€ Z, bir yar idenpotenttir. Cinki, a=4-4,
1 2{0,12} idealini Gretir. Agikga, I bir S -ideal degildir ve 4 bir S -yari idenpotent degildir

fakat 4 sadece bir yari idenpotenttir. Bunun igin, her yari idenpotent bir S -yari idenpotent
olmayabilir.
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Teorem 4.2.3(W.B.K) : R bir halka olsun. Bu takdirde, her § -yari idenpotent I, R ’nin bir yari

idenpotentidir.

ispat : Biliyoruz ki, eger, ae R\ 0} bir S-yari idenpotentse;: R(a*—a)R, R’nin
p y g y p

bir S - ideal I'i iken, a¢ R(CKZ—Q’)R veya R:R(aZ—a)R’dir. Fakat, btiin S -idealler
idealdirler. Bu da istenendir.

Ornek 4.2.3: 4€ Z,, ={0,1,......,23} halkasini alam. 5€ Z,, ,Z,,’in bir S -yari idenpotent
Idir. o’ - =5"~5=20"dir. (&’ — ) =(20) ={0,20,16,12,4,8} = I 'dr.
Aglkga,{0,8,16} =J c I Kkarakteristigi 3 olan asal cisme izomorfik olan bir cisimdir.

16 516(m0d 24) birim gibi davranir. 5¢& I’dir ve béylece 5, Z,, Un bir S -yari idenpotent
I'dir.

Tanim 4.2.4 : R komotatif olmayan bir halka olsun.x,ye R,xy=yx,x#y ve x ile y
halkanin biriminden farkli olsun. Eder, her a€ R igin, xay = yax ise x,y ¢iftine, R’ nin bir

pseudo komdutatif cifti denir. Eger, bir R halkasinda, her komutatif ¢ift R ’nin bir pseudo
komutatif ¢ifti oluyorsa R’ye bir pseudo komitatif halka denir. Agikga, her komutatif halka
asikar olarak pseudo komiitatiftir.

Tanim 4.2.5 : R bir halka ve A, R’nin bir §-alt halkasi olsun. x,ye Aelemanlarinin
xy = yx olacak sekildeki bir giftine , eger , her ae€ A igin xay = yax sarti saglaniyorsa, bir
Smarandache pseudo komutatif ¢ift (S -pseudo komdtatif ¢ift) denir. Eger, bir
A, § -althalkasinda, her komtatif ¢ift A’ nin bir S -pseudo komtatif ¢ifti oluyorsa, A ’ya bir
Smarandache pseudo komitatif halka (.S -pseudo komditatif halka ) denir.

Teorem 4.2.4(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, R bir S -pseudo komditatif halka ise bu
takdirde, R bir S -halkadir.

Tanim 4.2.6 : R, komditatif olmayan bir halka olsun. x,ye R,x# y ve xy = yx olsun. Eger,
her s€ B igin xsy = ysx oluyorsa, x,y eleman ciftine R’nin bir B § -alt halkasina gére

Smarandache pseudo komtatif gift (S -pseudo komutatif gift) denir.
Teorem 4.2.5(W.B.K) : R S -pseudo komditatif olan bir komditatif gifte sahip bir halka olsun. Bu
takdirde R bir S -halkadir.

ispat : S -pseudo komiitatif giftin tanimindan, R halkasinin bir S -halka olmasi gerektigi

goruldr.
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Teorem 4.2.6 (WBK): Z S

»5,+8, grubunun Z  asal cismi Uzerindeki grup halkasi olsun. Bu

takdirde, Z ,S, S -pseudo komiitatif halkadr.

. 12.....n) (1234....n) (1234....n

Ispat : Z S, bir S-halkadir. B = , , , S ’nin bir alt
? 12....n ) \2314....n ) \3124.....n

1234....n
grubu oldugundan, A=Z%Z,B,Z,S,'in bir §-alt halkasidir. = ve

istenendir.

Teorem 4.2.7(W.B.K) : Bir S -pseudo komitatif halka genel olarak bir pseudo komitatif halka

olmak zorunda degildir.

ispat : Tereom 4.2.6'da kullanilan ZpSn grup halkasi bir S -pseudo komditatif halkadir fakat
acikca bir pseudo komutatif halka degildir. Bu da istenendir.

Teorem 4.2.8(W.B.K) : R bir halka olsun. Z(R), R’nin merkezini belirtmek (zere,

Z(R),R’nin asikar olmayan bir S -alt halkasidir. Bu takdirde, R bir S -pseudo komtatif
halkadir.

ispat : S -pseudo komiitatif halkanin tanimindan, R ’nin teorem 4.2.6 ‘daki sartlari sagladigini

goérliyoruz. Bunun igin, R bir S -pseudo komditatif halkadir.

Tanim 4.2.7 : R bir halka olsun. Her x,ye R igin, eger (xy) =xy olacak sekilde bir
n= n(xy) >1 tamsayisi varsa R 'ye bir kuvvetli diizgiin halka denir.

Tamim 4.2.8 : R bir halka olsun. Eger, R, her x,ye€ B igin n=n(xy)>1 olacak sekilde bir

tamsayiyken (xy)" = xy olacak sekilde bir B S-alt halkasi igeriyorsa, R 'ye bir Smarandache

kuvvetli diizgtin halka (S -kuvvetli diizgin halka ) denir.

Teorem 4.2.9(W.B.K) : R kuvvetli diizgiin bir halka olsun. Bu takdirde, R asikar olmayan
S -alt halkaya sahip olan bir S -kuvvetli dlizglin halkadir.

ispat : Kuvvetli diizgiin halka ve S -kuvvetli diizgiin halkanin tanimindan ispat aciktir.

Teorem 4.2.10(W.B.K) : Zp asal cisim ve S birimli sirali bir yari grup olsun. Bu takdirde,

ZPS yari grup halkasi bir S -kuvvetli diizgtin halkadir fakat kuvvetli diizgin halka degildir.
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ispat : Z,S yan grup halkasidir. 7,7 ,S’in bir §-alt halkasidir. Acikea, Z,S  bir

S -kuvvetli dizgiin halkadir.

Simdi ZPS in bir kuvvetli diizgiin halka olmadigini gésterelim.
#0,0,#20,1<i<n1<j<m , (Z:ZO{I.Si veﬂ:Zﬂjhj olmak Uzere, &, f€ RS

olsun. s,,.....,s, ve hy,.....h, 'in farkl oldugu ve s, <s, <....<s, ve h<h,<...<h

m

oldugu kabul ediliyor. S "nin bir sirali yari grup oldugu verilmisti. Bunun igin, ()" 'de,

(s,h )" enkiigtk ve (s,h,)" en biyik elemana sahibiz. Bdylece, ()" # a3 dir. Bu

n m

ylOzden, bu yari grup halkasi kuvvetli diizgiin bir halka degildir sadece bir S -kuvvetli dlizgiin
halkadir.

Tanim 4.2.9 : R bir halka olsun. ¥ >1 ve her a,be R ifti igin ab=>b"a oluyorsa R 'ye bir

quasi komutatif halka denir.

Teorem 4.2.11 (W.B.K) : R bir quasi komditatif halka olsun. Bu takdirde, her a,be R cifti igin

bir s€ R vardir 8yle ki a’b = bs”dir.

ispat : R bir quasi komutatif halka oldugundan, ¥ >1 ve her a,b€ R cifti igin ab=b"a dr.
27 Y . -1 — 1.7 y-1_ _ -1 2 _ 2y q:

ab=ab a—ab(b a)—b ab a—b(b a) = bs”'dir .

Teorem 4.2.12 (W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, a,b€ R elemanlarinin bir gifti igin

a’b = bs” olacak sekilde bir s€ R varsa, bu takdirde bir ¥>1 igin ab=b"a olmak zorunda

degildir.

ispat: Karakteristigi 2 olan 7, ={0,1} asal cismini ve

123 123 123 123 123 123
S,=qe= B = P, = B = P, = P, = simetrik
123 132 321 213 231 312

grubunu alahm. Z,S,, S, grubunun Z, Ulzerindeki grup halkasi olsun. ¥ ¢ift bir sayiyken,
PP, = PP, olmasi imkansizdir. Eger, ¥ tekse BP, = P, # ¢P, = P, ve bu takdirde, P,” = P,
olur ve boylece P,F, = P, ve P, # P;’tir. Bununigin, Z,S, quasi komditatif degildir.

Tanim 4.2.10 : R bir halka olsun. R ’nin herhangi bir A S -alt halkasi igin, =1 ve her

a,be A igin ab=>b"a oluyorsa R’ye bir Smarandache quasi komiitatif halka (S -quasi

komutatif halka) denir.
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Teorem 4.2.13 (W.B.K) : Eder R bir S -quasi komUtatif halkaise R bir S -halkadir.

ispat : S -quasi komditatif halkanin tanimindan aciktir.

Teorem 4.2.14 (W.B.K) : Her S -halka genelde bir S -quasi komUtatif halka degildir.

ispat : Z, Z{O,l,...,S} bir S -halkadir. Fakat, hicbir S -alt halkaya sahip degildir. Dolayisiyla,

S -quasi komitatif halka degildir.

Teorem 4.2.15 (W.B.K) : G bir torsion serbest komditatif olmayan grup ve R, quasi komditatif
olan herhangi bir S -halka olsun. Bu takdirde, R G grup halkasi S -quasi komtatiftir.

ispat : R quasi komiitatif olan bir S -halka oldugundan R, S -quasi komtatiftir. R < RG 'dir
ve bdylece R quasi komitatif olan bir § -alt halkadir.Dolayisiyla, R G bir S -quasi komtatif
halkadir.

Tanim 4.2.11 : Bir R halkasinin bir x elemani, eder, x" —x, R ’nin bir nilpotent elemani ise
yari nilpotent olarak adlandirilir. Eger x" —x =0 ise x€ R’ye bir agikar yari nilpotent denir.
Teorem 4.2.17 (W.B.K) : Eder, x, bir R halkasinin bir nilpotent elemani ise bu takdirde, x,
R ’nin bir yari nilpotent elemanidir.

ispat : xe Rnilpotent olsun. Béylece, x" =0’dir ve agikca x"—x=-—x olur. Béylece,
(—x)" =0 olur. Bu da istenendir.

Teorem 4.2.18 (W.B.K) : R bir halka olsun. R 'deki bir birimsel eleman ayni zamanda bir yari
nilpotent eleman olabilir.

ispat : Z,L,G,G=<g‘g2 =1> grubunun Z,L,G,G:<g‘g2 :1> cismi Uzerindeki grup halkasi
olsun. Agik¢a, ge€Z,G ve g’ =1dir. Bdylece g bir birimsel elemandir. Fakat,

g —g=1+g ve (1+ g)2 =0 oldugundan, 1+ g bir nilpotenttir. Bu da istenendir.

Teorem 4.2.19 (W.B.K) : R bir halka olsun. Bu takdirde, R’deki her idenpotent bir yari
nilpotenttir.

Teorem 4.2.20 (W.B.K) : K, karakteristigi sifir olan bir cisim ve G , bir torsion serbest komditatif
grup olsun. Bu takdirde, K G grup halkasi asikar olmayan higbir yari nilpotente sahip degildir.
ispat : K G bir tamlik bélgesi oldugundan, K G higbir sifir bélene sahip degildir. Béylece,
K G yari nilpotentlere sahip olamaz.

Tanim 4.2.12 : R bir halka olsun. Bir xe R igin x" —x bir § -nilpotent ise x'e bir

Smarandache yari nilpotent (.S -yari nilpotent ) eleman denir.
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BOLUM 5
SMARANDACHE HALKALARIYLA iLGiLi OZEL OZELLIKLER
5.1 SMARANDACHE HALKALARIYLA iLGiLi OZEL OZELLIKLER

Bu bélimde, Smarandache halkalariyla ilgili higbir kitapta bulunmayan 6zel 6zelliklere
girecegiz. Bu bélimdeki esas amacimiz, halkalar lizerinde birgok yeni Smarandache kavramini
tanimlamak ve bu kavramlari 6rneklerle agiklamaktir.

Tanim 5.1.1 : Eder bir R halkasi sifirdan farkh higbir nilpotent elemana sahip degilse bu R
halkasina indirgenmistir denir.

Ornek 5.1.1 : Z tamsayilar halkas! bir indirgenmis halkadir.

Ornek 5.1.2 : p bir asal say olmak (izere, katsayilari Zp ‘den alinan Zp [x] polinom halkasi
bir indirgenmis halkadir.

Omek 513 : Z,={01,.,11} hakas indirgenmis halka degildir.Glinkd,

6> =0(mod12) dir.

Tanim 5.1.2 : R bir halka olsun. Eger R hicbir S -nilpotent elemana sahip degilse, R ’ye bir

Smarandache indirgenmis halka (.S -indirgenmis halka) denir.

Ornek 5.1.4 : Z, :{0,1, 2,3} halkasi higbir S -nilpotent elemana sahip olmadigindan bir

S -indirgenmis halkadr.
Ornek 5.1.5 : Z,={0,1,2,....,8} halkasi, 3°=0(mod9) ve 6°=0(mod9) olan nilpotent

elemanlara sahip olup § -nilpotent elemana sahip olmadigindan bir S -indirgenmis halkadir.
Teorem 5.1.1(W.B.K) : Eger R bir indirgenmis halkaysa R bir S -indirgenmis halkadir. Fakat,
eder R bir § -indirgenmis halkaysa R bir indirgenmis halka olmak zorunda degildir.

ispat : Eger R bir indirgenmis halkaysa R hicbir nilpotente sahip degildir. Bdylece R,
S -nilpotente  sahip  olamaz. Dolayisiyla, R bir S -indirgenmis  halkadir.
Tersine, eder, R bir § -indirgenmis halkaysa R bir indirgenmis halka olmak zorunda degildir.
Z, ve Z, halkalari icin, ikiside S -indirgenmis halkalardir fakat indirgenmis halakalar
degildirler.

Tanim 5.1.3 : R bir halka olsun. Eger her xe R icin x> =0 ise R halkasina bir sifir kare
halka denir.

Tanim 5.1.4 : R bir halka olsun. Eger, R, bir A S -alt halkasina sahip ve A ’da bir sifir kare

halka olan bir B alt halkasina sahipse, R’ye bir Smarandache sifir kare halka (S -sifir kare
halka) denir.
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Ornek 5.1.6 : Z,, ={0,1,...,11} halkasini alahm. A ={0,4,8},1 ={0,2,4,6,8,10} nin cisim
olan bir 6z alt kimesi oldugundan, I ={0,2,4,6,8,10} S -alt halka olan bir alt halkadr.

PZ{O, 6},1 'da bir sifir kare alt halkadir. Béylece, Z,, bir sifir kare halka degildir. Fakat, bir
S -sifir kare halkadir.
Teorem 5.1.2(W.B.K) : Bir sifir kare halka asla bir S -sifir kare halka olamaz.

ispat : R bir sifir kare halka olsun. Yani, her a€ R icin a> =0 olsun. Boylece, eger, R, A

gibi bir § -alt halkaya sahipse, bu takdirde A cisim olan bir alt kimeye sahip olmak zorundadir.

Fakat, A’'da aslaher a€ A icin a* =0 olamaz. Bu da istenendir.
Teorem 5.1.3(W.B.K) : Bir S -sifir kare halka asla bir sifir kare halka olamaz.

ispat : Eger, R bir S -sifir kare halka ise bu takdirde cisim olan bir dzalt kiimeye sahiptir ve bir
cisimde her a€ R igin a® =0 olamaz. Ornek 2.10.6'dan, Z,, bir S -sifir kare halkadir. Fakat,
Z,, bir sifir kare halka degildir. Glinkii, Z,, de karesi sifirdan farkli birgok elemana sahibiz.
Ornek 5.1.7 : 7, bir halka ve G herhangi bir grup olmak lzere G 'nin Z,, Uzerindeki Z,, G
grup halkasini alaim. Bu durumda, Z,, G bir § -sifir kare halkadir.

Teorem 5.1.4(W.B.K) : R, karakteristigi sifir olan bir S -komutatif halka olsun. A,R’'nin B
S -alt halkasinin bir alt halkasi olmak Uizere, eger, R bir S -sifir kare halka ise bu takdirde her
X,y€ A igin, R'de xy=0-dr.

ispat : A, R’nin B S -alt halkasinin bir alt halkasi ve R bir S -sifir kare olsun. Yani, her

xeA icn x*=0 ve AcCR olsun. x,ye A olsun. (x+y)2:0’d|r. Yani,

2xy =0’dir.Boylece, xy =0 olur. Bu da istenendir.

Teorem 5.1.5(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, R bir S -komitatif halka degil ve R ’nin bir B
S -alt halkasinin A alt halkasida komtatif olmamak Gzere R bir S -sifir kare halka ise bu
takdirde, A ’'daki her cift anti-komutatiftir.

ispat : R bir S -sifir halka olsun. Yani, R bir B S -alt halkasina sahip olsun dyleki A © B ve
A, B 'nin bir sifir kare halka olan bir alt halkasi olsun. Eger, A komdutatif degil fakat bir sifir
kare halkaysa her xe A igin x>=0 ‘dir. Bdylece, (x+ y)2 =0'dr. Ve x*=y"=0
oldugundan, xy+ yx =0’dir. O halde, A’daki elemanlar anti-komitatiftir.

Teorem 5.1.6(W.B.K) : R karakteristigi sifir olan birimli bir komUtatif halka ve G bir komditatif
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grup (veya S birimli komditatif bir yari grup) olsun. Bu takdirde, R G (R §) bir S -sifir kare

halkadir. ancak ve ancak A, R G ’nin bir B S -alt halkasinin bir alt halkasi olmak Uzere
A’ =0'drr. (yani, Ac B< RG(RS)di.

ISPAT : Teorem 5.1.4'ten, her x,ye A igin xy =0’dir. Bunun igin, A =0dir. Tersine, eger
A*=0ve A, R Gnin bir B S-alt halkasinin bir alt hakasiysa, R G bir S -sifir kare

halkadir.

Tanim 5.1.5 : R bir halka olsun. Eger, R 'nin her 6zalt halkasi bir sifir kare halka ise R ’ye bir
i¢ sifir kare halka denir.

Ornek 5.1.8 : Z, ={0,1,2,3} bir i¢ sifir kare halkadir. Ginkdi, Z,’in tek alt halkasi {0,2} ‘dir

ve {O, 2} bir sifir kare halkadir.

Tanim 5.1.6 : R bir halka olsun. Eger, R’ninher A § -alt halkasi, B — A olacak sekilde bir
ic sifir kare halka olan bir B alt halkasina sahipse R 'ye bir Smarandache i¢ kare halka ( S -i¢

kare halka) denir.

Ornek 5.1.9 : Z, ={0,1,....,11} bir S-i¢ sifir kare halkadir. Ginki, A ={0,2,4,6,8,10},
Z,, ‘nin bir S -alt halkas! olup, bir i¢ sifir kare halka olan B z{O, 6} 'yi igerir. Agikga, Z,, bir i¢

sifir kare halka degildir, fakat bir S -i¢ kare halkadir.

Teorem 5.1.7(W.B.K) : R bir i¢ sifir kare halka olsun. Bu takdirde, R genelde bir § -i¢ sifir

kare halka olmak zorunda degildir. Ustelik, eger R bir S -i¢ sifir kare halkaysa R bir i sifir

kare halka degildir.

ispat : Yukaridaki érnekten, R bir i¢ sifir kare halkaysa R bir S -i¢ sifir kare halka olamaz.

Cunkl, R, A c R olacak sekilde bir A S -alt halkasina sahip olmalidir. Bu takdirde, A, cisim

olan bir 6zalt kimeye sahiptir. Boylece, eger R bir § -i¢ sifir kare halka ise asla bir i¢ sifir kare

halka degildir.

Tanim 5.1.7 : R bir halka olsun. Eger, R, A’nin bir B alt halkasi bir sifir kare halka olacak

sekilde en az bir A S -alt halkasina sahipse R’ye bir Smarandache zayif i¢ sifir kare halka

(S -zayif i¢ sifir kare halka) denir.

Teorem 5.1.8(W.B.K) : R bir S -i¢ sifir kare halka olsun. Bu takdirde, R bir S -zayif i¢ sifir

kare halkadir.

Teorem 5.1.9(W.B.K) : G herhangi bir grup ve R bir S -i¢ sifir kare halka olsun. Bu takdirde,

R G grup halkasi bir S -zayif i¢ sifir kare halkadir.

ispat : R — RG oldugundan, R bir S -i¢ sifir kare halkadir. Béylece, R G bir S -zayif i¢ sifir
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kare halkadir.

Ornek 5.1.10 : G bir torsion serbest komiitatif grup ve R bir S -ig sifir kare halka olsun.

Bu takdirde, R G grup halkasi sadece bir S -zayif i¢ sifir kare halkadir.

Tanim 5.1.8 : S, sifira sahip garpimsal bir yari grup olsun. Eger, P, S ’'nin yari grubu olan bir
6zalt kimesi ise ve P ’de :

1. her pe P igin p>=0 ve

2. her p,p;€ P igin DD, =P;D;= 0 sartlari saglaniyorsa S ’ye bir Smarandache null yari

grubu (.S -null yari grubu ) denir.
Ornek 5.1.11 : Z, 2{0,1,2,3} carpimsal yari grubunu alaim. Z, bir S -null yari grubudur.
Gunkd, P={0,2} ve 2° =0(mod 4) tr.
Ornek 5.1.12: Z, ={0,1,...,5} carpimsal yan grubu bir S -null yari grubu degildir.
Ornek 5.1.13 : Ly :{0,1,...,7} carpimsal yari grubunu alalim. P:{O,4} alirsak,
4> =0(mod8) oldugundan, Zg bir S -null yari gruptur.
Tanim 5.1.9 : R bir halka, A R’nin bir S -alt halkasi ve P A’nin bir alt halkasi olsun.Bu
takdirde, eger P’de :
1. Her pe P igin p> =0 ve
2.Her p;p; € P icin pip;=Dp,D; =0 sartlari saglaniyorsa R 'ye bir Smarandache null halka
(S -null halka) denir.
Teorem 5.1.10(W.B.K) : R, karakteristigi 0 olan bir komatatif halka olsun. Bu takdirde, R bir

S -sifir kare halkadir ancak ve ancak R bir S -null halkadir.

Ayrica sunu belirtmemiz énemlidir ki, eger, R bir komitatif olmayan halka ise yukaridaki
sonug genel olarak dogru olmayabilir.

Ornek 5.1.14 : Z,, ={0,1,....,23} halkasini alaim. Agikga, A={0,2,4,...,22}, Z,, un bir
S -alt halkasidir. B ={0,12}, A da bir null halka oldugundan, Z,, bir S -null halkadir.

Teorem 5.1.11(W.B.K) : R S yari grup halkasinin bir S -sifir kare halka olmasi igin gerek ve
yeter sart asagidaki U¢ sarttan birinin saglanmasidir :
1. R bir S -null halka ve S herhangi bir yarigruptur.
2. R Karakteristigi sifir olan herhangi bir S -sifir kare komutatif halka ve S herhangi bir

komutatif yari gruptur.
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3. R herhangi bir halka ve § bir S -null yarigruptur.

Tanim 5.1.10 : R bir halka olsun. Eger her xe R igin x” =x ve px=0 ise R’ye bir
p -halka denir.

Tanim 5.1.11 : R bir halka olsun. Eger, R bir § -halkaysa ve R ’nin bir P alt halkasi her
xe P igin x"=x ve px=0 sartlarini sagliyorsa R’ ye bir Smarandache p -halka
(S - p -halka) denir.

Teorem 5.1.12(W.B.K) : p bir asal sayl olmak Uzere Zp halkasini ve mertebesi p -1 olan
G devirli grubunu alalim. Bu takdirde, Z , G grup halkasi bir S - p -halkadr.

ispat : Acikca, Z,G bir §-halkadrr. Gunkd, Z,cZ ,G ve Z ,'de x" =x ve px=0-dr.
Bdylece, Z ,G grup halkasi bir S - p -halkadr.

Teorem 5.1.13(W.B.K) : R bir S - p -halkaysa R bir p -halka olmak zorunda degildir.

ispat: G herhangi bir grup ve R=Z, :{O,l,...,ll} halkasi  olsun.
A 2{0,4,8} c {O, 2,4,...,10} c Z.,,G olup, Z,,G bir p -halka olmayan bir S - p -halkadir.
Teorem 5.1.14(W.B.K) : R bir S-halka ve G herhangi bir torsion serbest grup olsun. Bu
takdirde, eger R bir S - p -halkaysa R G grup halkasi bir S - p -halkadir.

ispat : R, S - p-halka olan bir S -halka oldugundan, gériiyoruz ki, A, R ’nin bir alt halkasidir
oyleki her xe A icin x"=x ve px=0dr. AcRcRG ve boylece R G bir

S - p -halkadir. Bu ylizden, R G grup halkasinin bir p -halka olmadidini fakat bir S - p -halka

oldugunu goériyoruz.

Teorem 2.10.15(W.B.K) : P herhangi bir yarigrup ve R, S - p -halka olan bir § -halka olsun.

Bu takdirde, R P yarigrup halkasi bir S - p -halka olmasi igin gerek ve yeter sart P ’'nin birime
sahip olmasidir.

ispat : AC R, R’nin bir S -alt halkasi ve R bir S - p -halka olsun. Her x€ A icin A’da,
x"=x ve px=0’ dir. Eger, le P ise AcCR ve 1c RP'dir. Boylece, R P bir
S - p -halkadir. Eger, 1¢ P ise bu takdirde R bir S - p - halka olsa bile genelde R P bir
S - p -halka degildir. Boylece herhangi bir P yarigrubu igcin R P bir S - p -halkadir ancak ve

ancak le P ‘dir.
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Tanim 5.1.12 : n bir pozitif tamsayl ve R bir halka olsun. Eger, her x€ R igin X" =x ve
2x =0 ise R'’ye bir E -halka denir.Bu sekildeki en kiiglik n tamsayisina E -halkanin derecesi
denir. Ayrica sunu belirtmek ilgingtir ki, derecesi 1 olan bir E -halka bir Boolean halkasidir.
Tanim 2.10.13 : R bir halka, A, R’nin bir S -alt halkasi ve P, A’nin bir alt halkasi olsun.
Eger, her xe P icin x™" =x ve 2x=0 ise R’ye bir Smarandache E -halka (S - E -halka)
denir.

Teorem 5.1.16(W.B.K) : Eger, R bir S - E -halka ise R bir S -halkadir.

ispat : S - E -halkanin tanimindan ispat aciktir.

Teorem 5.1.17(W.B.K) : R bir E-halka olsun. Eger, R bir S -alt halkaya sahipse R bir
S - E -halkadir.

ispat : E -halka ve S - E -halka tanimindan ispat agiktir.

Ornek 5.1.15 : S, grubunun Z, halkasi Uzerindeki Z,S, grup halkasini disinelim.
P z{O, pt+p,+p.1+p,+p,1+p +p,+p,+p, + ps} Z,S,Un, bir S -alt halkasidir.
P, E -halka olan bir alt halka oldugundan Z,S, bir S - E -halkadir. Fakat, Z,S, bir E -halka
degildir. Giinkii, Z,S,'te, (1+ p,)’ = 0’dir.

Teorem 5.1.18(W.B.K) : R bir S - E -halka ise R genelde bir E -halka degildir.

ispat : Ornek 5.1.12'den ispat agiktir.

Tanim 5.1.14 : R bir halka olsun. Eger her a,be R gifti ve bir n pozitif tamsayisi igin
a"b=ab" oluyorsa, R ’ye bir pre J -halka denir.

Tanim 5.1.15 : R bir halka A, R ’nin bir S -alt halkasi ve P, A’nin bir alt halkasi olsun. Eger,
bir pozitif n>1 tamsayisi ve her a,be P ifti igin a"b =ab" sarti saglaniyorsa R’ye bir
Smarandache pre J -halka (.S -pre J -halka) denir.

Ornek 5.1.16 : Z,, ={0,1,...,11} halkasini alaim. S ={0,2,4,6,8,10} bir S -alt halkadir. S
bir pre J -halkadir. Boylece, Z,, bir S -pre J -halkadir.

Ornek 5.1.17 : G =S, grubunun Z,, Uzerindeki grup halkasi Z,G olsun. Z,,G bir S -
pre J -halkadir.

Teorem 5.1.19(W.B.K) : G herhangi bir grup ve R bir § -pre J -halka olsun. Bu takdirde,

R G grup halkasi bir S -pre J -halkadir.

ispat : R bir S -pre J -halka oldugundan bir S < R vardir dyleki S bir S -alt halkadir ve S,
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bir pre J -halka olan bir alt halkaya sahiptir. Béylece, S.1 < R.1 < RG ’dir. Bunun igin, herhangi
bir G grubu icin R G bir S -pre J -halkadir. Sunu belirtelim ki, R G genelde bir pre J -halka
degildir.

Teorem 5.1.20(W.B.K) : R bir S -pre J -halka ve P birimli herhangi bir yarigrup olsun. Bu
takdirde, R P vyari grup halkasi bir S -pre J -halkadir.

ispat : Eger S R ve S bir S -alt halka dyleki S, bir preJ-halka olan bir P alt halkasina
sahipse bu takdirde S < R — RP ‘dir. Boylece, R P bir S -pre J -halkadir.

Tanim 5.1.16 : R bir halka olsun. R ’nin bir Smarandache yari asal halka (.S -yari asal halka)
olmasi igin gerek ve yeter sart R’nin sifir kareli sifirdan farkh higbir S -ideal I(Il)* e sahip
olmamasidir.

Teorem 5.1.21(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, R bir S -ideal I'e sahipse R bir S -yari asal
halkadur.

ispat : R, A gibi bir S -ideal I'e sahipse A cisim olan bir 6zalt kiimeye sahiptir ve A’ =(0)
imkansizdir. Bu da istenendir.

Teorem 5.1.22(W.B.K) : Bitlin basit S -halka | olmayan halkalar S -yari asaldir.

Tanim 5.1.17 : Eder, R ’nin her dlizgln ideali R 'nin bir diizglin elemani tarafindan Uretiliyorsa

ve R birimli, komitatif bir halkaysa R’ ye bir Marot halka denir. (bir diizgiin eleman sifir bélen
olmayan bir elemandir ve bir diizglin ideal ise elemanlari sifir bélen olmayan idealdir.)

Tanim 5.1.18 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin her S -ideal | (veya S -ideal Il) bir diizgiin
eleman tarafindan Uretiliyor ve bu idealler dizginse R’ye bir Smarandache Marot halka
(S -Marot halka) denir.

Ornek 5.1.18 : Tamsayilar halkasi Z bir S -Marot halkadir.

Ornek 5.1.19 : Z,,={0.1,...,9} bir S-Marot halkadir. Ginkd, {0,2,4,6,8}, Z,,’un tek
S -ideali olup diizgiindr.
Tanim 5.1.19 : R bir halka, S R ’'nin bir 6zalt halkasi ve ;t{O} S ’nin bir 6zalt kiimesi olsun.

Bu takdirde, I, R’nin bir ideali degil fakat S 'in bir 6z ideali ise I ’'yaR’nin S alt halkaslyla
ilgili bir alt yari ideali denilir.

Tanim 5.1.20 : Bir alt yari ideal igeren bir R halkasi bir alt yari ideal halka olarak adlandirilir.

Ornek 5.1.20 : Z, ={0,1} karakteristigi 2 olan cisim ve G grubu G=<g‘g4 =1> olsun.

Z,G grup halkas! bir alt yari ideal halkadir. H :<1,g2> olsun. 1 :<0,1+ g2>, Z,H grup
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halkasinin bir idealidir fakat Z,G ‘nin bir ideali degildir.

Teorem 5.1.23(W.B.K) : G, bir H 06zalt grubuna sahip herhangi bir sonlu grup olsun. Bu
takdirde, K G grup halkasi bir alt yari ideal halkadir.

ispat : H ={1,h,h,,.....h,},G nin bir alt grubu olsun. Bu takdirde,

1 z{O,r(1+hl +....+hn)|re K} K H 'in bir idealidir. Burada K H, K G ’nin bir alt halkasi
ve I ,K G ’nin bir ideali olmak zorunda degildir.Bu ylzden, K G bir alt yari ideal halkadir.

Teorem 5.1.24(W.B.K) : G, mertebesi sonlu olan en az bir g # e elemanina sahip sonsuz

elemanli bir grup olsun. Bu takdirde, herhangi bir K cismi icin K G grup halkasi bir alt yari
ideal halkadir.

ispat: g€ G, g#e ve g" =1 olsun. H =<g> olsun. K H, K G ’nin bir alt halkasidir ve

Tanim 5.1.21 : R bir halka olsun. A, R’de bir S -alt halka | veya S -alt halka Il olsun. I C A,
A § -alt halkasinda bir S -ideal | veya S -ideal Il olsun. Bu takdirde, I ’ya bir Smarandache alt
yari ideal | (veya Il) (S -alt yari ideal) denir.( I, R 'nin bir ideali olmak zorunda degildir)

Tanim 5.1.22 : R bir halka olsun. Eger, R bir S -alt yari ideal | (Il) ye sahipse, R halkasina
bir Smarandache alt yari ideal halka (.S -alt yari ideal halka) denir.

Tanim 5.1.23 : Eger R bir S -halka ve R bir A alt halkasina sahip dyleki her x,ye A igin,
xy(x+ y) =0 oluyorsa R 'ye bir Smarandache pre Boolean ( S -pre Boolean) halka denir.
Teorem 5.1.25(W.B.K) : R bir S -halka olsun. Eer, AcC R ve A bir S -alt halka ise bu
takdirde her x, y€ A igin, A’da, xy(x+y)=0 sarti saglanmaz.

ispat : A kendi basina bir S -alt halka oldugundan , A bir cisim igerir dyleki her x, ye A icin
x+y =0 olmadikga xy(x+ y)=0 olmasi imkansizdir. Bu da istenendir.

Teorem 5.1.26(W.B.K) : R bir pre Boolean halka olsun. Bu takdirde, R asla bir § -pre

Boolean halka degildir.

ispat : R bir pre-Boolean halka ise her x,ye R icin )cy(x+ y)zO’dlr. Boylece, R cisim
olan bir 6zalt kiime igermez. xy(x+ y) =0 oldugundan, x+ y =0 veya x y bir sifir bélendir.

Tanim 5.1.24 : Eder, R’'deki ideal olma iligkisi geciskense, yani, bir J alt halka bir [ alt

halkasinda bir ideal ve I, R ’de bir idealken, J, R 'nin bir ideali oluyorsa, R halkasina bir filial
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(soylu) halka denir.
Tanim 5.1.25 : R bir halka olsun. Eger, R ’deki S -ideal olma iligkisi gegiskense, yani, eger, J ,
I S - alt halkasinda bir S -ideal ve I, R’nin bir S -idealiyken, J, R’nin bir S -ideali ise R 'ye

bir Smarandache filial (soylu) halka (.S -filial(soylu)halka) denir.

Ornek 5.1.21: R =7,x7,xZ, halkasini alaim. J :<(0,0,0),(0,0,1)>,
1={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1))'da bir idealdir. Ayrica, J R'nin bir idealidir. Bu
ylzden, R bir filial (soylu) halkadir.

Tanim 5.1.26 : R bir halka olsun. Eger, R’nin, n farkh I,,1,,.....,1, idealinin her kiimesi ve

n

n farkh x,x,,....,x, € R\(I1 Ul,U....Ul,) elemanlarinin her kimesi igin,

bir n -ideal halka denir.

(Burada,< >,1 <i<n igin x, Ul V..Ul tarafindan Uretilen ideali belirtiyor)

Tanim 5.1.27 : R bir halka olsun. Eger, R 'nin, n farkli I,,1,,....,1, S -ideal I(Il)'nin her
kimesi ve n farkll x,,x,....x, € R\(I, Ul, UI,) elemanlarinin her kimesi igin;
<xlullu ......... uln>=<x2ullu ......... ul >=....=<xnullu ......... uln>oluyorsa R’ye,
bir Smarandache n -ideal halka (.S - 7 -ideal halka ) denir.

(< >,1 <i<n iken x, Ul U...Ul tarafindan Gretilen S -ideali belirtsin)

Ornek 5.1.22 : Z,, halkasini alahm. Z,, bir 3-ideal halka ve bir 4-ideal halkadir. Z,, sadece
bir S -ideale sahip oldugundan, Z,, bir S -n -ideal degildir.

Ornek 5.1.23 : L 2{0,1,....,14} halkasini alalim. Z,;’in idealleri:

{0,5,15} ve {0,3,6,9,12} dir. Agikga, Z,; bir S -2-ideal halka degildir.

Tanim 5.1.28 : R bir halka ve S, R’nin bos olmayan bir alt kimesi olsun. Eger, S toplama

islemine gdre kapall ve herhangi bir s€ S ve xe R icin x’se S ise S'ye R’nin bir
genellestiriimis sol yari ideali denir. Benzer olarak, genellestiriimis sag yari ideal tanimlanabilir.
Hem sag yari ideal hem de sol yari ideal oldugunda genellestiriimis yari ideal tanimlanabilir.

Tanim 5.1.29 : R bir S -halka | olsun. Bu R § -halkanin bir genellestiriimis sag (sol) yari ideal
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I 'ya bir Smarandache genellestiriimis sag (sol) yari ideali denir. Hem § -genellestirilmis sag
hemde S -genellestiriimis sol yari idealse buideale Smarandache genellestirilmis yari ideal
(S genellestirilmis yari ideal) denir.

Eger, R bir S -halka ve R genellestiriimis yari ideal I 'ya sahipse bu takdirde, [ 'ya
Smarandache genellestirilmis yari ideal (S - genellestiriimis yari ideal) denir.
Teorem 5.1.27(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, R, genellestiriimis yari ideallere sahip bir
S -halkaise R, S - genellestiriimis yari ideallere sahiptir.
Teorem 5.1.28(W.B.K) : Genellestiriimis yari-ideal halka olan batin halkalar genelde

S -genellestiriimis yari ideal halkalar olmak zorunda degildirler.

ispat : Z, :{0,1, 2,3} bir S -halka degildir. Z, bir genellestiriimis yari ideale sahiptir fakat
7, bir S -genellestirilmis yari-ideal halka degildir.

Ornek 5.1.24 : Z,={0,1} ve G:<g‘g4zl> grubu olsun. Z,G grup halkasi bir

S -halkadir. I={O,1+g2} bir S -ideal degildir fakat Z,G ‘nin bir § -genellestiriimis yari
idealidir.

Teorem 5.1.30(W.B.K) : K asal olmayan ve karakteristigi sifir olan bir reel cisim olsun. Bu
takdirde, K, S -genellestirilmis yari-ideallere sahiptir.

ispat : K bir asal cisim degilse K bir alt cisime sahiptir. Bunun igin, K bir S -halkadir.

S:K+u{0} alahm. § toplamaya gore kapalidir. Herhangi bir s€ S ve xe K igin,

x’s e S dir. Bu da istenendir. Eger, K bir kompleks cisimse sonug dogru olmayabilir.

Tanim 5.1.30 : A bir halka olsun. Eger, her a€ A icin, a€ aAa’A ise A'ya bir s-zayif
dizgiin halka denir.

Ornek 5.1.25 : Z, 2{0,1} ve G :<g‘g2 :l> olsun. Z,G grup halkasi bir s -zayif diizglin
halka degildir.

Tanim 5.1.31 : R bir halka ve A, R’nin bir § -alt halkasi olsun. Eger, her a€ A igin

ae aAa’A ise R’ye bir Smarandache s -zayif diizgtin (S - s -zayif diizgtin) halka denir.
Tanim 5.1.32 : R bir halka olsun. A ve B, R’nin iki sag ideali ve ABc I ve BAcC I
olsun. Bu takdirde, I 'ya R 'nin bir sag quasi yansiyan ideali denir.

Eger (0), R’nin bir sag quasi yansiyan ideali ise R halkasina bir sag quasi yansiyan
halka denir. Benzer olarak, bir sol quasi yansiyan halka tanimlanabilir. Yari asal halkalar sol ve

sag quasi yansiyandir.
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K karakteristigi sifir olan bir cisim ise K G grup halkasinin sol ve sag quasi yansiyan
oldugunu biliyoruz. Glnkl, K G grup halkalari yari asaldir. Sadece sunu hatirlatalim ki, bir R

halkasinin bir yari asal halka olmasi igin gerek ve yeter sart R ’'nin sifirdan farkh hicbir sifir kare

ideal icermemesidir.

Tanim 5.1.33 : R bir halka olsun. Eder, R 'nin her sag ideali bir sag quasi yansiyan ideal ise
R ’ye bir kuvvetli alt komitatif halka denir.

Tanim 5.1.34 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin her § -sag ideal | (I)‘i bir sag quasi yansiyan
ise R ’ye bir Smarandache kuvvetli alt komutatif (S -kuvvetli alt komUtatif) halka denir.

Tanim 5.1.35 : R bir komutatif halka olsun. I ,J C R 'nin idealleri ve a,b€ R elemanlari igin
a=b(I1+J) olmak tizere bir ce R elemani, c=a(I) ve c=b(J) olacak sekilde varsa
R 'ye bir Ginli halkasi denir. (¢ =a (1) ,<I,a> = <I,c> olmasini gerektiriyor)

Tanim 5.1.36 : R bir halka olsun. R’deki bir S -ideal I(Il) ve verilen a,be R igin
<IuJua>:<IuJub> iken bir ce R var ve <Iua>:<1u0> ve <J Ub>=<JUC> ise
R ’ye bir Smarandache Ginli halka (.S -Cinli halka) | (II) denir.

Omek 5126 : Z,={0,1}  karakteristigi iki olan asal cisim ve

Sz{a,b,O‘az:a,b2 zb,abzbazo} olsun. Agikca, Z,S yari grup halkasi bir S -Ginli
halka I'dir.
Tanim 5.1.37 : R G bir grup halkasi olsun. Eger, RG=S +....+S, ise R G'ye

s -ayrisabilir halka denir. Burada S;’ler R G 'nin §; NS, = R olacak sekildeki alt halkalari ve

R G’ deki her eleman bir toplam olarak tek bir gosterime sahiptir.

Omek 5.1.27 : Z,S,, S, grubunun, Z,={0,1} cismi Gzerindeki grup halkasi olsun.

123
H, :{po :(123}“}’[—12 :{po’pz}’H3 :{po’p3} ve H, Z{po,ps,p4},S3’Un alt

gruplandir.Bu  takdirde, 7,8, alt  halkalarin  bir  direkt  toplamidir  ve
L2,S,=1,H +7Z,H,+7Z,H,+7Z,H tur. 1<i,j<4 ve i # j i¢in Z,H , N7Z,H, =7, "dir.
Tanim 5.1.38 : R G, G grubunun R halkasi tizerindeki grup halkasi olsun. Eger,

S.nS; =1{0,1} veya S, NS, ={0} olmak lizere RG =S, +...+S, ve R G "nin her eleman

S,,8,5,.....,8, ‘nin elemanlarinin bir toplami olarak bir tek gdsterime sahipse R G ‘ye bir
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kuvvetli s -ayrisabilir halka denir.
Tanim 5.1.39 : R G, G grubunun R halkasi Uzerindeki grup halkasi olsun. Eger,
RG=S,+..+S, ise R G’ye bir Smarandache s -ayrisabilir (.S -s-ayrisabilir) halka

denir.Burada S;’ler alt halkalardir 6yleki en az biri S, NS, =R olacak sekilde R G 'nin bir

S -alt halkasidir ve R G ’'nin her elemani §,,S,,....., S, ‘nin elemanlarinin toplami olarak tek bir
gosterime sahiptir.

Teorem 5.1.31(W.B.K) : R herhangi bir cisim olmak Gzere R G bir grup halkasi olsun. Eger,
R G, s-aynisabilirise R, § - s -ayrisabilirdir.

ispat : R bir cisim oldugundan, her S, alt halkasi R i bir alt kiime olarak igerir. Bdylece, her
S, alt halkasi, R G ’nin bir § -alt halkasidir. Bu yiizden, eder, R G s -ayrisabilir ise R G,
S - s -ayrisabilirdir.

Tanim 5.1.40 : R G bir grup halkasi olsun. S,’den en az biri R G ’nin bir § -alt halkasiyken
eder, R G, bir kuvvetli s-ayrisabilir halka ise R G'’ye bir Smarandache kuvvetli
s -ayrisabilir (.S -kuvvetli s -ayrisabilir) halka denir.

Teorem 5.1.32(W.B.K) : Eger, R G, S -kuvvetli s -ayrigabilir ise bu takdirde, R G kuvvetli
s -ayrisabilirdir.

Tanim 5.1.41 : R G bir grup halkasi olsun. Eger, RG=S +..+5, ve i#j iken

alt halkalari varsa R G'’ye bir zayif

r

S, mSj =G olacak sekide, R G'’nin §,,.....,S
s -ayrisabilir halka denir.

Tanim 5142 : R G bir grup halkasi olsun. Eger, i#j icin, SNS, =G ve
RG=S,+S,...+S, iken S ,‘denen azbiri R G ’ninbir S -alt halkasi olacak sekilde, R G 'nin

S,5S8,,......, 8, alt halkalari varsa R G’ye bir Smarandache zayif s-ayrisabilir (s -zayif

ayrisabilir) halka denir.
Tanim 5.1.43 : R komditatif olmasi gerekmeyen bir halka olsun. L, R’nin bitin sag

ideallerinin  koleksiyonunu gostersin. A+ B,AU B tarafindan Uretilen sag ideali ve
AB,ANB'‘yi belirtmek Uzere eder, L’dekibltin A,B,C,D sag idealleri igin :
(A+B)(A+C)(A+D)=A+BC(A+D)+BD(A+C)+DC(A+B) oluyorsa, R’ye bir

kuvvetli sag s -halka denir.

49



Tanim 5.1.44 : R komUtatif olmasi gerekmeyen bir halka olsun. L’de, R’nin bitln sag
ideallerinin koleksiyonunu belirtsin. En az bir tanesi bir S -sag ideal | (Il) olmak Gizere, L 'deki

butin A, B,C,D sag idealleri igin :
(A+B)(A+C)(A+D)=A+BC(A+D)+BD(A+C)+DC(A+B) oluyorsa, R’ye bir
Smarandache kuvvetli sag s -halka (S -kuvvetli sag s -halka)denir.

Ornek 5.1.28 : Z, ={0,1} bir halka ve

S = {1,(1,[)‘(12 =a,b>=b,ab=a,ba=b,la=al=ave lb=bl= b} carpimsal yari grup
olsun. Z,S yari grup halkasi bir S -kuvvetli sag s -halkadir.
Gunkd, Z,S ‘ inidealleri:

A :{O,a},A2 :{O,b},A3 :{0,a+b},A4 :{1,1+a,1+b,a+b} ve A :{O,a,b,a+b}

olup bu sag ideallerin herhangi 4 tanesi yukaridaki esitligi saglar.

7S

D, 1+a 1+ba+b}

{0,a,b,a+b}
{0,a+b)

{0, b}

Sekil 5.1.1

Tanim 5.1.45 : R bir halka olsun. Eger, R’nin bltin sag idealleri bir dagiimali latis
olusturuyorsa ve bu sag ideallerin kolleksiyonu iginde en az bir sag ideal bir S -ideal | (ll) ise R
halkasini Smarandache kuvvetli sag D -bolge (S -kuvvetli sag D -bélge) olarak adlandiririz.
Teorem 5.1.33(W.B.K) : Her S -kuvvetli sag- D -halka bir S -kuvvetli sag s -halkadir.

Teorem 5.1.34(W.B.K) : Bir S -kuvvetli sag s- halkada sag ideallerin kiimesi eger bir

S -kuvvetli sag D -halka degilse bu durum bu halkanin ideallerinin kiimesinin bir D -halka
olmamasini gerektirmez.

50



ispat : Agikca idealler bir S - D -halka olusturmaz. Simdi ,6rnek 5.1.28’de verilen Z,S ‘in
ideallerinin kiimesini dislinelim:

B, ={0,a+b},B, ={0,a,b,a+b},B, ={0,1+a,1+b,a+b} bir dagiimali latis olusturur ve

boylece halka bir S -kuvvetli- D -halka olur.
Teorem 5.1.35(W.B.K) : Eder, bir R halkasinin sag ideallerinin kimesi bir S -kuvvetli r -halka

degilse, bu R ’nin ideallerinin kiimesinin bir S -kuvvetli- 7 - s -halka olmamasini gerektirmez.
ispat : Z, ={0,1} halkasi ve

S z{a,b,c,l|a2 =a,b’>=b,c? :c,abza,ba:b,ca:c,cbzc,acza,bczb,lazalza,lb:blzb,lczclzc}

carpimsal yari grup olsun. Z,S , S yari grubunun Z, tzerindeki yari grup halkasi olsun.
A={0,1+a+b+c,b+c,a+c,a+bl+a,l+c,1+b},B={0,a},C={0,b} ve D={0,a+b+c}
Z.,S’in sag idealleridir. Agikga,
(A+B)(A+C)(A+D)=Z,S,A+BC(A+D)+CD(A+B)+DB(A+C)=Ad.

7,S # AZ,S oldugundan, Z,S bir S -kuvvetli- r - s -halka degildir.

Simdi, Z,S ‘in iki yanl ideallerini diistinelim:

A={0,a+b+c},B={0,a+b,a+c,b+c},C={l+a+b+c,a+b,a+c,b+c,1+al+b1+c,0}

ve D={a,b,c,a+b,a+c,b+c,a+b+c,0}

Agikca, {A,B,C,D,{0},Z,S} kiumesi asagidaki sekille verilen bir stiper modiler latis

olusturur.

[0}

Sekil 5.1.2

R bir halka olmak (izere, n>1 olacak sekilde bir n tamsayisi ve her xe R igin x" = x

oluyorsa, bdyle bir halkaya bir J -halka denir.
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Tanim 5.1.46 : R bir halka olsun. n >1 bir tamsayi olsun. Eger, R bir A S -alt halkasina

sahip ve her a€ A igin a”" = a oluyorsa, R 'ye bir Smarandache J -halka (S - J -halka) denir.
Teorem 5.1.36(W.B.K) : R bir J-halka olsun. Eger, R bir S -alt halkaya sahipse bir
S - J -halkadir.

ispat : J-halka ve S -J-halkanin tanimindan ispat agiktir. Bitiin J -halkalarin komdtatif
oldugu iyi biliniyor fakat S - J -halkanin komutatif olmak zorunda olmadigini gériyoruz.

Ornek 5.1.29 : Z,S,, S, grubunun Z, Uzerindeki grup halkasi olsun. Z,S, bir
S - J -halkadir. Ginkii, Z,S, A={0,P,+P,+PB,1+P,+P,1+B+P+P+P +P} S-al
halkasini igerir. Kolayca, A’ninbir J -halka oldugu gérulir. Boéylece, Z,S, bir S - J -halkadir.
Teorem 5.1.37(W.B.K) : Z bir S -halka olsun. S bir yarigrup olsun dyleki s,s, =5, ve i# j
icin, 5,5, = 0 olsun. Bu takdirde, Z S yar grup halkasi bir S - J -halkadir.

Tanim 5.1.47 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin ideallerinin her farkl cifti R'yi Uretiyorsa bu
takdirde, R ’'nin ideallerinin kiimesine kuvvetli ideal 6zelligini sagliyor denir.
Tanim 5.1.48 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin alt halkalarinin her farkli gifti R'yi Uretiyorsa,

R 'nin alt halkalarinin kiimesine kuvvetli alt halka 6zelligi sagliyor denir.

Tanim 5.1.49 : R bir halka olsun. {/,} bitin ideallerin koleksiyonunu ve {S,} de biitin alt
halkalarin  koleksiyonunu  gdstersin.  Eger, her (Sj,lj)e {Sn}x{lm} cifti  igin,
<Sj,1j| I,e{l,} veS, e {Sn}>, R yi Uretiyorsa bu takdirde R ’nin alt halkalari ve idealleri

kuvvetli alt halka ideal 6zelligini sagliyor denir.

Ornek 5.1.30 : Z, ={0,1} halkasi ve G = <g‘g2 :1> grubu olsun. Z,G grup halkasi kuvvetli
alt halka ozelligini saglar fakat kuvvetli ideal &zelligini saglamaz. Fakat, S, :{0,1} ve
1,={0,1+ g}, Z,G'in srasiyla alt halkasi ve ideali olarak, Z,G kuvvetli alt halka ideal
ozelligini saglar. Ayrica, S, U1,, Z,G"yi Uretir.

Ornek 5.1.31 : Z, ={0,1} halkasinive G :<g‘g3 :1> grubunu alalim.

7,G :{I,O,g,g2,1+ g l+g’ g+g’ l+g+ gz} olur. Z,G 'nin alt halkalari:

S, ={0,1},5, ={0,1+ g+ g*},5, ={0,g +g*}.S, ={0.1+ g, 1+ g”, g + g’} ve
1 { } 2 { 3 4
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S; ={0,1,g +g%,8+g° +1} “dir. Z,G 'nin idealleri:

I, 2{0,1+ g+ g2} ve I, 2{0,1+ g 1+g° g+ g2} ‘dir. Boylece, Z,G kuvvetli ideal
Ozelligini saglar.
Teorem 5.1.38(W.B.K) : R bir halka olsun. S, C S, veya S, CS, olan S,,S,e{S,} alt

halkalarinin bir ikilisi kuvvetli alt halka 6zelligini saglasalar bile R kuvvetli alt halka 6zelligini

saglamaz.

ispat : S5, €{S,} oldugundan, eger,S,C S, ise <Si,Sj>:Sj 'dir Eger, S, C S, ise
(8,.8,)=S,4dir.

Teorem 5.1.39(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, I, c I, veya I, c I, olacak sekilde I,,1,
ideallerinin bir cifti varsa R bir kuvvetli ideal halka degildir.

Tamim 5.1.50 : R bir halka olsun. {S;}, R’ nin bitiin S -alt halkalarinin koleksiyonu olsun.

Eger, R’nin S -alt halkalarinin her cifti R'yi Gretiyorsa R ’ye bir Smarandache kuvvetli alt
halka halkasi (.S -kuvvetli alt halka halkasl) denir.

Tanim 5.1.51 : R bir halka olsun. {Ij},R’nin buttin S -ideallerinin koleksiyonunu belirtsin.
Eger, R ’nin § -ideallerinin her ¢ifti R’yi Uretiyorsa R ’ye bir Smarandache kuvvetli ideal halka
(S -kuvvetli ideal halka) denir.

Tanim 5.1.52 : R bir halka olsun. {Si}ve{lj} siraslyla R’nin bltin S -alt halkalarinin ve

S -ideallerinin koleksiyonunu gostersin. Egder, her {Si,lj} ciftit R’yi Uretiyorsa bu takdirde

R’ ye bir Smarandache kuvvetli alt halka ideal (.S -kuvvetli alt halka ideal) halka denir. Eger, bir
halkada, S -alt halkalara ve S -ideallere sahip degilsek, S -kuvvetli alt halka ideal, S -kuvvetli

ideal halka veya S -kuvvetli alt halka halkasi kavramlarindan bahsedemeyiz.

Ornek 5.1.32: Z, ={0,1,...,5} halkasini alam. S, ={0,3} ve S, ={0,2,4} hem ideal hem

de alt halkadirlar. Agikga, Z bir S -kuvvetli ideal halka, bir S -kuvvetli alt halka halkasi veya
bir S -kuvvetli alt halka ideal halka degildir. Glnk{, bu halka, hichbir 6z S -alt halka veya
S -ideale sahip degildir.
Ornek 5.1.33 : 7Z,S,, grup halkasini alaim. Agik¢a, Z,S, bir kuvvetli alt halka degildir.
Z.,S,’tn iki farkli alt halkasini alalim.Bunlar S, ={0,1+ B} ve S, ={0,1+ P,} olsun.
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(8,,8,)={0,1+ P 1+ P, ,B,+P,,P,+ PP, +1+ L+ P 1+ B+ P, +P, R +P,+ P +P,.}#1,S,
olur. Yani S, ve S, tarafindan Uretilen halka igin, <S1,Sz>‘de tek sayida elemanin toplami
seklinde yazilabilen elemanlar bulamiyoruz. Bunun igin, Z,S, bir kuvvetli alt halka halkasi
degildir. Ayrica, Z,S, bir kuvvetli ideal halkada degildir.Gtinkd, I, ={0,1+ P, +...+ P} ve
1,={0,1+P,+ P, +P,+P,B+P+P+P+P} igin, (I,Ul,), 7,5, iretmez. Bu da
istenendir. Acaba, Z,S, bir S -kuvvetli ideal halka olur mu? H, :<LP1> ve H, =<1,P4, 5>,
alt gruplari olmak Uzere, ZZS3:<ZZHIUZZH3>’d|r. Acik¢a, Z,H, ve Z,H,, Z,S;Un
S -alt halkalaridir. A={0,1+ B+ P, + P,+ P,+ P,P,+ P,+1,P,+ P,+ B}, Z,S,in bir S -alt
halkasidir. Giink, {0,1+P1 +P,+P+P, +P5} . Anin 6zalt kiimesi olan bir alt cismidir.
Ayrica, B={0,1,B,1+PBR}, Z,S;un bir S-alt halkasidir. Benzer olarak,
B, ={0,1,R,1+PR},B,={0,1, B, 1+ B}, S-alt halkalardr ve kolayca gdsterilebilir ki,
(B, UB,)=17,5, .

Tanim 5.1.53 : R bir halka olsun. Eder, R ’nin farkl alt halkalarinin bir 1,,1, ideal gifti var ve

bu idealler R'yi Uretiyorsa yani R =<I1 u12> ise R’ye bir Smarandache zayif ideal (S -zayif
ideal) halka denir.

Tanim 5.1.54 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin farkli alt halkalarinin bir S, S, cifti var ve bu alt
halkalar R ’yi Gretiyorsa yani R = <S1 uS2> ise R ’ye bir Smarandache zayif halka (S -zayif alt
halka) halkasi denir.

Tanim 5.1.55 : R bir halka olsun. Eger, R; I UA, R'yi Uretecek sekilde yani R =<IUA>
olacak sekilde bir I § -idealine ve bir A S -alt halkasina sahipse R ’ye bir Smarandache zayif

alt halka ideal (.S -zayif alt halka ideal) halkasi denir.
Teorem 5.1.40(W.B.K) : R bir halka olsun. Bu takdirde;

1. Her § -kuvvetli ideal halka bir S -zayif ideal halkadir.
2. Her S -kuvvetli alt halka halkasi bir § -zayif alt halka halksidir.
3. Her S -kuvvetli alt halka ideal halka bir S -zayif alt halka ideal halkadir.
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Ornek 5.1.34 : Q rasyonel sayilar cismi ve S, grubunu alalm. QS, bir S-zayif halka
halkasidir. Guinkti, A, = QH, ve A, = QH, S -alt halkalardir ve QS, :<(QQH1 UQH2>’dir.
Tanim 5.1.56 : R bir halka olsun. n(e)>1 bir dogal say olsun.Eger, her xe R igin
1@ =y oluyorsa R 'ye bir zayif Boolean halka denir.

Ornek 5.1.35 : Z, ={0,1,..., p—1} karakteristigi p olan asal cisim olsun. Agikga, Z, bir

zayif Boolean halkadir.
Tanim 5.1.57 : R bir halka olsun. Eger, A bir zayif Boolean halka olmak lzere, R ’nin bir A

S -alt halkasi varsa R ’ye bir Smarandache zayif Boolean halka ( S -zayif Boolean halka) denir.
Ornek 5.1.36 : Z,, ={0,1,...,14} halkasinive G :<g‘g2 = 1> grubunu alalim. Acikea, Z,,G
grup halkasi bir zayif Boolean halka degildir. Fakat, Z G bir S -zayif Boolean halkadir.
B={0,5,10} alirsak, BG, Z,,G ‘nin S -zayif Boolean halka olan bir S -alt halkasidir. Fakat,
Z,sG bir zayif Boolean halka degildir.

Tanim 5.1.58 : R bir halka olsun. Eger, R 'nin her I sag idealiicin, I° =1 ise R 'ye bir zayif
dizgiin halka denir.

Ornek 5.1.37 : Z, ={0,1} karakteristigi 2 olan asal cisim ve G :<g‘g3 = 1>, 3. mertebeden
devirli grup olsun. Z,G grup halkasi zayif dizglnddr. Gunkd, 1, 2{0,1+g + gz} ve
L={01+g,1+¢°, g +g*} igin, I> =1, ve I,> =1,dr.

Fakat bir halkadaki battin idealler 1° = I ‘yi saglamak zorunda degildir.

Ornek 5.1.38 : Z, ={0,1} karakteristigi 2 olan asal cisim ve G = <g ‘gz = 1> grubu olsun.
7,G :{O,I,g,1+g} olur. 1 :{0,1+ g}, Z,G nin, I’ :{O} olan bir idealidir.

Boylece, Z,G zayif diizgln halka degildir.

Tanim 5.1.59 : R bir halka olsun. Eger, R nin her I S -sag (sol) ideali I* = I ‘y1 sagliyorsa
R ’ye bir Smarandache zayif diizglin halka ( S -zayif dlizgn halka) denir.

Tanim 5.1.60 : R bir halka olsun. Eger, R, I° =1 olacak sekilde en azindan bir S -ideale
sahipse R’ye bir Smarandache oldukga zayif diizglin halka (S -oldukga zayif diizgiin halka)

denir.
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Teorem 5.1.41(W.B.K) : R bir S -zayif diizgiin halkaysa R bir § -oldukga zayif diizgiiz
halkadir.

Tanim 5.1.61 : R karakteristi§i p olan bir halka olsun. Eger, R asikar olmayan bir A S -alt

halkasina sahip ve A ’ninda bir pre- p -halka olan bir B alt halkasI varsa yani her x, ye B igin
x"y=xy” ise R’ye bir Smarandache pre-p-halka (S -pre- p halka) denir.

Ornek 5.1.39 : Z, ={0,1} karakteristigi 2 olan asal cisim ve G = <g ‘gﬁ = 1> grubu olsun.

A ={0,1, 2g3,1+g3,2+ g3,2g3 +1, 2g3 +2} alirsak, Z,G grup halkasi bir S -pre- p halkadir.

Tanim 5.1.62 : R bir komutatif halka ve I, R’nin bir ideali olsun. Eger, her J — I S -ideali
icin, J = IC olacak sekilde bir C ideali varsa I ’ya bir garpimsal ideal denir.

Tanim 5.1.63 : R bir S -komdtatif halka ve I, R’nin bir § -ideali olsun. Eger, her J c I
S -ideali icin, J =IC olacak sekilde R’de bir C S -ideali varsa I ’ya bir Smarandache
carpimsal ideal (S -carpimsal ideal ) denir.

Tanim 5.1.64 : R komtatif olmayan bir halka ve I, R ’nin bir ideali olsun. Eger, her J < I
sag ideali i¢in, J = IC olacak sekilde R’de bir C sag ideali varsa I ’ya bir sag garpimsal
ideal denir.

Tanim 5.1.65 : R komdtatif olmayan bir halka ve I, R ’nin bir sag ideali olsun. Eger, her
J < I sag ideali igin, J =IC olacak sekide R’de bir C sag ideali varsa [ ’ya bir sag
carpimsal sag ideal denir.

Tanim 5.1.66 : R bir halka olsun. Eger, R’nin her 6z alt ideali, R’nin bir sag carpimsal
idealiyse, R ’ye bir sag carpimsal ideal halka denir.

Tanim 5.1.67 : R bir halka olsun. Eder, R’nin her 6z S -ideali, R’nin bir sag ¢arpimsal

idealiyse R halkasina bir Smarandache sag carpimsal ideal halka (S -sag ¢arpimsal ideal
halka) denir.

Tanim 5.1.68 : R sifirdan farkl nilpotentsiz kismi sirali bir halka olsun. R’nin bir  f -halka
olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi bir ae R ic¢in, a,>0,a,>0,a=a,—a, ve
a,a, = a,a, =0 olacak sekilde a,,a, € R olmasidir.

Tanim 5.1.69 : R bir halka ve A, R’nin bir § -alt halkasi olsun. Bu takdirde, R ’nin bir
Smarandache f -halka (S - f -halka) olmasi igin gerek ve yeter sart A, sifirdan farkl
nilpotentsiz  kismi  sirall  bir halka olmak (zere herhangi bir a€ A igin,
a,20,a,20,a=a,—a, ve a,a, =a,a, =0 olacak sekilde a,,a, € R olmasidir.
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Tanim 5.1.70 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin ideallerinin kiimesi kapsama bagintisina gore

tam siraliysa R ’ye bir zincir halka denir.

Teorem 5.1.42(W.B.K) : Z, ={0,1} karakteristifi 2 olan asal cisim ve p>2 bir asal say!
olmak lUzere, G :<g‘g” = > olsun. Bu takdirde, Z,G grup halkas! bir zincir halka degildir.

ispat : J, Z,G 'nin augmentation ideali ve [ :{0,1+g +...+ g”_l} olsun. Acikga, I ve J
karsilastirilamaz ideallerdir ve bdylece Z,G bir zincir halka degildir.

Teorem 5.1.43(W.B.K) : G=<g‘g”“zl> mertebesi p +1 olan bir devirli grup ve ZP
karakteristigi p olan asal cisim olsun. Bu takdirde, ZPG grup halkasi bir zincir halka degildir.
ispat : J augmentation ideal ve 1<n< p—1 olmak lizere I :{O,n(l+g+g2 o+ g )}
ideali olsun. Acikga, I ve J karsilastirlamazdir. Dolayisiyla, ZpG bir zincir halka degildir.
Teorem 5.1.44(W.B.K) : Z  asal cisim, G mertebesi n olan sonlu bir grup ve (n,p)=1
olsun. Bu takdirde, ZPG grup halkasi bir zincir halka degildir.

ispat : J augmentation ideal ve 1<¢< p—1 olmak iizere / ={O,t(1+g +ot g, )} olsun.

I ve J karsilastirlamazdir ve bdylece ZPG bir zincir halka degildir.

Tanim 5.1.71 : R bir halka olsun. Eder, R ’nin sag idealleri kapsama bagintisina gore siraliysa
R ’ye bir tam sag zincir halka denir.

Tanim 5.1.72 : R bir halka olsun. Eger, R’nin § -sag ideallerinin kiimesi kapsamaya goére tam
siraliysa R ’ye bir Smarandache zincir halka (S -zincir halka) denir.

Tanim 5.1.73 : R bir halka olsun. Eder, R ’nin bitin S -sag ideallerinin kiimesi kapsamaya
goére tam siraliysa R ’ye bir Smarandache sag zincir halka (S -sag zincir halka) denir.

Tanim 5.1.74 : R bir halka ve A, R’nin bir § -alt halkasi olsun. Eger, R'nin A § -alt
halkasinin S -ideallerinin kiimesi kapsamaya gore tam siraliysa bu takdirde, R’ye bir
Smarandache zayif zincir halka (.S -zayif zincir halka) denir.

Teorem 5.1.45(W.B.K) : R bir halka olsun. Eger, R bir S -zayif zincir halkaysa R bir S -zincir
halka olmak zorunda degildir.

Tanim 5.1.75 : R bir halka ve 0 # I, R 'nin bir ideali olsun. X #Y olmak Gzere R ’nin asikar
olmayan herhangi iki X ve Y idealleri igin, <X ﬁ],YmI>:<X,Y>ﬁI ise I’ya R ’nin bir

sadik ideali denir.
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Ornek 5.1.40 : Z, ={0,1,...,11} halkasini alalim. Eger, Z , ‘nin, X ={0,4,8} ve
Y ={0,3,6,9} ikiidealini alirsak, I ={0,6}, Z, nin bir sadik idealidir.
(X "1,YN1)=(0,0,6){0,6} =1 ve (X,Y)NI=7Z,,"I={0,6} d.

Tanim 5.1.76 : E@er, bir R halkasinin her I ideali R 'nin bir sadik ideali ise R 'ye bir idealsel
sadik halka denir.

Tanim 5.1.77 : R bir halka ve I, R’nin bir S -ideali olsun. Eger, X ve Y, R’de,
X # Y,<X ﬁI,YmI> :<X,Y>ﬁl olacak sekildeki ideallerse, I 'ya R ’nin bir Smarandache
sadik ideali (.S -sadik ideal) denir.

Not : X ve Y ‘nin, R’nin § -idealleri olmasi gerekmez. I ’'nin, R 'nin bir S -ideali olmasi ve
X ile Y 'nin farkl idealler olmasi yeterlidir.

Tanim 5.1.78 : R bir halka olsun. Eger, R’nin her I S -ideali, R’nin bir S -sadik idealiyse

R ’ye bir Smarandache idealsel sadik halka (.S -idealsel sadik halka) denir.
Tanim 5.1.79 : R bir halka olsun.Eger, her x,ye R igin, (xy—yx)":xy—yx ya da

(xy+yx)" =xy+yx olacak sekilde bir pozitif n,n=n(x,y)>1 tamsayisi varsa R'ye bir
Lin halkasi denir.
Teorem 5.1.46(W.B.K) : F bir cisim ve G komtatif olmayan herhangi bir sonlu grup olsun.
Eger, ' G grup halkasi bir Lin halkaslysa, bu takdirde:

1. F G sifir bolenlere sahiptir.

2. F G, sonlu mertebeli elemanlara sahip bir Lin halkadir.

ispat : F G, Lin halka olan bir halka olsun. Béylece (xy—yx)" =Xxy—yx veya
(xy+ yx)n =xy+yx'dir. (xy— yx)" =xy—yx ise (xy— yx)[(xy— y)c)n_l —1} =0dr.

Xy # yx oldugundan, F G bir Lin halkaysa F G, (xy—yx)"" # 11 saglayan sifir blenlere
sahiptir. Agikca, eger, F G halkasl sifir bolene sahip degilse F G sonlu mertebeden
elemanlara sahiptir yani, en az bir x, ye FG cifti igin(xy - yx)”_1 =1"dir.

Teorem 5.1.47(W.B.K) : F G, komtatif olmayan bir G grubunun F cismi Uzerindeki grup
halkasi olsun. Eger, F' G sifir bélenlere sahipse veya sonlu mertebeden elemanlara sahipse
F G genelde bir Lin halka degildir.

ispat : Z, ={0,1} karakteristigi 2 olan cisim ve S, , 3.dereceden simetrik grup olsun.
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Z,S,tn  bir Lin halka olmadigini géstermek icin, Z,S,‘te x,y elemanlarnin

(xy+yx)"¢xy+yx olcak sekilde en az bir ciftin varhdini ispatlamak yeterlidir.

Py P €ZL,S, olsun. Ackca, p,p,+p.py=p+ps ve (pi+py) = p,+ psit.
(p.+ps) = p,+ps oldugundan, higbir n>1 tamsayisi icin (p,+p,)".p,+p; e esit
olamaz. Bunun igin, Z,S, bir Lin halka degildir.

Teorem 5.1.48(W.B.K) : Z,={0,1} ve S,, n.dereceden permitasyon grubu olsun. Bu

takdirde, Z,S, grup halkasi bir Lin halka degildir.

Tanim 5.1.80 : R bir halka olsun. Eger, R bir B S -alt halkasini igeriyor ve B bir Lin
halkaysa R 'ye bir Smarandache Lin halka (S -Lin halka) denir.

R ’nin her elemaninin Lin 6zdesligini saglamasini beklemiyoruz fakat sadece B 'nin
elemanlari Lin 6zdesligini sagliyorsa R bir S -Lin halka olur.
Teorem 5.1.49(W.B.K) : R bir S -alt halkaya sahip bir Lin halka olsun. Bu takdirde, R bir
S -Lin halkadir.
ispat : Lin halka ve S -Lin halka tanimindan ispat aciktir.
Teorem 5.1.50(W.B.K) : R bir S -Lin halkaysa R bir S -halkadir.
ispat : S -Lin halkanin tanimindan, R bir S -alt halkaya sahip olmalidir. Bdylece, R bir
S -halka olur.
Tanim 5.1.81 : R, birimli bir halka olsun. Eger, her r,s€ R igin rs =sr' olacak sekilde bir
r'e R varsa R'’ye sag siper ore sartini sadliyor denir.

Teorem 5.1.51(W.B.K) : F' herhangi bir cisim veya bir halka ve n =3 olmak lzere, G=1S ,

n . dereceden simetrik grup olsun. Bu takdirde, FS , sUper ore sartini saglamaz.

n’

ispat : F'S ’in stper ore sartini saglamadigini géstermek icin, herhangi bir e F'S, ve baz

x,ye FS, icin xy = ya olmadigini géstermemiz yeterlidir.
1234....n 1234....n
x=1+ ve y=1+ alalim. Agikga, higbir 7€ FS, igin yx=x7T

saglanmaz. Bu da istenendir.
Tanim 5.1.82 : R bir halka olsun. Eger, R bir A S -alt halkasina sahipse ve her x, ye A gifti
icin xy = yr olacak sekilde r€ R varsa R’ye Smarandache sliper ore sartini (S -sliper ore
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sartini) sagliyor denir.

Teorem 5.1.52(W.B.K) : R sliper ore sartini saglayan bir halka olsun. Eger, R bir S -alt
halkaya sahipse R, S -sUper ore sartini sagliyor denir.

Tanim 5.1.83 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin birimi icermeyen her alt halkasi R ’nin bir

idealiyse R ’ye bir idealsel kuvvetli halka denir.

Ornek 5.1.41 : Z,G,G :<g‘g2 = 1> grubunun Z, tzerindeki grup halkasi olsun. Bu takdirde,
7,G bir idealsel kuvvetli halkadir.

Teorem 5.1.53(W.B.K) : Z,={0,1} ve G :<g‘g2” :1> olsun. Bu takdirde, Z,G grup
halkasi bir idealsel kuvvetli halka degildir.
ispat: S 2{0,1+g"} ktmesi, Z,G 'nin bir alt halkasidir fakat Z,G 'nin bir ideali degildir.

Tanim 5.1.84 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin her § -alt halkasi R ’nin bir S -ideali ise R’ye

bir Smarandache idealsel kuvvetli ( S -idealsel kuvvetli) halka denir.

Tanim 5.1.85 : R bir halka ve {Ij}, R ’nin bitin ideallerinin koleksiyonu olsun. Eger, R 'deki
her 1,,1,€{1,} ideal gifti ve her ae R\ (I, ul,) icin, (aul)=(aUl,) ise R'ye bir
I *-halka denir. (Burada,< >,j= 1,2 igin a ve I; tarafindan Gretilen ideali gosteriyor.)

Ornek 5.1.42 : Z,={0,1,..,11} halkasini alam. Z, bir [ *halka degildir. Ginki,
1,={0,6} ve 1,={0,4,8}, Z,min iki idealidir. Fakat, (3U1)={0,3,6,9} ve
<3u12> =Z,, oldugundan, <3ull> ¢<3ulz>’dir. Dolayisiyla, Z,, bir I *-halka degildir.
Tanim 5.1.86 : R bir halka ve {A;}, R nin bitin S -ideallerinin koleksiyonu olsun. Eger, her
A A e{A} i ve her xe R\{A UA,} icin, (A ux)=(A,Ux) ve bunlar R’ nin
S -ideallerini Gretiyorsa R 'ye bir Smarandache [ *-halka (S - I *-halka) denir.

Tanim 5.1.87 : R bir halka ve {A7} R ’nin bitin S -ideallerinin koleksiyonu olsun. Eger,
AI,AZE{A,.}igin, <Alux>:<A2 ux> ve <Alux>,<A2 Ux>,R’nin S -idealleri olacak

sekilde bir xe R\{Al UA,} varsa R’ye bir Smarandache zayif I *-halka (S -zayif I *-halka)
denir.
Teorem 5.1.54(W.B.K) : Buttin S -1 *-halkalar S -zayif I *-halkalardir.

ispat : S -1 *-halka ve S -zayif I *-halka tanimindan ispat agiktir.
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Teorem 5.1.55(W.B.K) : Eger, R bir S -1 *-halka veya bir S -zayif I *-halkaise R bir
S -halkadir.
ispat : R ’ninbir S -1 *-halka veya S -zayif I *-halka olmasi icin, R asikar olmayan S -idealler

icermek zorundadir. Béylece, R bir S -halka olur.

Tanim 5.1.88 : P ve V herhangi iki izomorfik olmayan sonlu halka olsun. Eger, f/, % ‘ve

izomorfik olacak sekilde, P 'nin bir I ve V 'ninde bir J maksimal olmayan idealleri varsa bu

sonlu P ve V halkalarina, Q -halkalar denir.

Ornek 5.1.43 : Z, :{0,1,2,3} ve Zg ={O,1,....,7} halkalarini alalim. [ :<O> ve J :<O,4>

olsun. Z%EZ% ‘dir. Boylece, Z, ve Z, Q-halkalardir. Benzer olarak, Z, ve Z,,
halkalarida Q -halkalardir.

Teorem 5.1.56(W.B.K) : Eger n bir asal sayl dedgilse, Zn:{O,l,...,n—l} daima bir
QO -halkadir.

Tanim 5.1.89 : R, bltln idealleri maksimal olan bir halka olsun. Eger, %

0> bir halkaya

izomorfikse R ’ye bir zayif Q -halka denir.
Tanim 5.1.90 : R bir halka ve A, R ’nin bir S -ideali olsun. Bu takdirde, % A S -idealiyle

ilgili Smarandache bélim halka (S -bélim halka) olarak tanimlanir.
Tanim 5.1.91 : R ve S iki halkave A ile B sirasiyla R ile S’nin S -idealleri olsun. Eger,
% ile % S -izomorfikse R ’ye Smarandache Q -halka (S - O -halka) denir.

A ve B S -ideallerinin, sirasiyla R ve §’nin §-maksimal idealleri olmak zorunda

olmadigini kabul ediyoruz.

Tamim 5.1.92 : R bir halka olsun. Eger, herhangi bir ae R\{O} icin aRN X # @ olacak

sekilde R ’deki sifirdan farkli elemanlarin sonlu bir X kimesi varsa R’ye bir F -halka denir.

Eger, X, R’nin merkezinde igeriliyorsa R ’ye bir F' Z -halka denir.
Ornek 5.1.44 : 7., :{0,1} cisminive G =<g‘g2 =1> grubunu alalim. Bu takdirde, Z,G grup
halkasi bir F -halkadir. X ={1+ g} cZ,G olsun. Agikga, herhangi bir ae ZZG\{O} icin,

aZ,G N X # @ dir.
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Teorem 5.1.57(W.B.K) : Z, ={0,1} karakteristigi 2 olan cisim ve S,, n.dereceden simetrik

grup olsun. Bu takdirde, Z,S, grup halkasi bir F' -halkadir.

2m
ispat : |supp a| =2m ve 1<2m<n! olmak izere X = {0{: ZSi |S,- € S”} olsun. Herhangi
i=1
bir ae Z,S, \{0} igin aZ,S, "X #Q'dir. Bununigin Z,S, bir F -halkadrr.
Tanim 5.1.93 : R herhangi bir halka ve A, R ’nin bir S -alt halkasi olsun. Eger, bir X — R ve
be R\{O} icin, PAN X # O oluyorsa R ’ye bir Smarandache F -halka (S - F -halka) denir.

Burada sunu belirtelim ki, X 'i A’nin alt kiimesi olarak almak zorunda degiliz fakat X 'i, A ’nin

alt kiimesi olarak alabiliriz. Benzer olarak, b€ A\ {0} alinabili.

Tanim 5.1.94 : R bir halka olsun. Eger, bir ae R\{O} icin, a> =a+a ise a'yabir S S

eleman denir.

Tanim 5.1.95 : R bir halka olsun. Eger, R, 0’ dan farkli en az bir S S elemana sahipse R’ye
bir S S -halka denir.

Tanim 5.1.96 : R bir halka olsun. Eger, bir x€ R igin, xy=x+y olacak sekilde bir

ye R\{x} varsa, x’e bir Smarandache S S eleman (S S S -eleman) denir.
Ormek 5.1.45: 7Z,,={0,1,...,9} halkasini alaim. 4.8=4+8(mod10)‘dur. Bdylece,

4,7, 'nunbir S § S elemanidir.

Tanim 5.1.97 : R bir halka olsun. Eger, R, en azindan bir asikar olmayan Smarandache

S S -elemana sahipse R’ye bir S S S halka denir.
Ornek 5.1.46 : 4.6=4+6(mod14) oldugundan, 4 bir S S S -elemandir. Béylece, Z,, bir

S § § -halkadr.
Ornek 5.1.47 : Z; ={0,1,...,14} halkasini alalim. 3.9=3+9(mod15) oldugundan, 3 bir

S S S -elemandrr.
Ornek 5.1.48: Z, :{0,1,...,8} halkasini alalim. 3.6 = 3+6(m0d9) ve

5.8=5+8(mod9) dur. Bu halka iki S S S -elemana sahiptir.

Ornek 5.1.49 : Zg, S S S -elemana sahiptir.

62



Acaba, her a€ R icin R* =R ve a+a=0=a" olacak sekilde, bir komiitatif R halkasi

olabilirmi?

Eger, R her xe R icin x> =0 olacak sekilde bir komitatif halkaysa bu takdirde, her
x,yeR igin xy=0 veya R’nin karakteristigi 2dir.Gunki, (x+ y)2 =0 ise
x>+ y>+2xy=0'dr. Bdylece, her x,ye R igin xy=0dir veya R ’nin karakteristigi 2'dir.
Boylece, bodyle halkalarin olmadigini ispatlariz. Verilen sartlari saglayan R halkalari birimi
iceremez. ikinci olarak, a+a =a” =0 oldugundan R* =R imkansizdir ve bdylece R*> ={0}
olur. O halde, sorumuzun cevabi hayirdir.

Tanim 5.1.98 : R bir halka ve S #{0} R ’nin bir alt halkasi olsun. Eger, S*=(0) ise S'ye
R 'nin bir agikar alt halkasi denir.

Ornek 5.1.50 : ZZG,G=<g‘g2"ZI> grubunun  Z, (zerindeki grup halkasi olsun.

S={0.1+g+...+ g™} ve S, ={1+g".0} olsun. $>=(0) ve S =(0) olup S ve S,
asikar alt halkalardir.
Tanim 5.1.99 : R bir halka olsun. Eger, R bir A S -alt halksina sahip ve A ’da, B? =(0)

olacak sekilde bir B alt halkasina sahipse R 'ye bir Smarandache asikar alt halka (.S -asikar alt
halka) denir.

Tanim 5.1.100 : R bir halka olsun. n>1 bir tamsayl olmak lzere, eder, her x€ R igin,

x" —x bir idenpotentse R ’ye bir ¥, -halka denir.
Ornek 5.1.51: Z,G,G :<g‘g3 = 1> grubunun Z, tzerindeki grup halkasi olsun. Bu takdirde,

7,,G bir y,-halkadir.

Tanim 5.1.101 : R bir halka olsun. Eger, bir n>1 tamsayisi ve her x€ R icin x"—x bir

S -idenpotentse, R ’ye bir Smarandache ¥, -halka (.S - 7, -halka) denir.

Teorem 5.1.58(W.B.K) : R karakteristigi 0 olan bir cisim ve G bir torsion serbest komutatif
grup olsun. Bu takdirde, K G grup halkasi bir S - ¥, -halka degildir.
ispat : K G bir tamlik bélgesidir. Bu da istenendir.
Tanim 5.1.102 : R birimli bir komutatif halka olsun. V', R ’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Eger, V, R’deki ‘+' ve ‘. islemlerine gore kapaliysa V 'ye R ’nin bir iyi alt halkasi denir.
Ornek 5.1.52 : 7", 7 in bir iyi alt halkasidir.
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Ornek 5.1.53 : p bir asal sayl olmak tzere, Z,={0,1,...,p—1} bir iyi alt halkaya sahip
degildir.

[

Tanim 5.1.103 : R birimli bir komUtatif halka olsun. Eger, P, '+ ve ‘. islemlerine goére bir

yarigrup ve R’nin asikar olmayan bir V' iyi alt halkasi, her v,,v,,veV,p,p,,pe P igin,
vpe P,pve P,0€ P,v(p,+p,)=vp,+vp, ve v,(v,p)=(vv,)p olacak sekilde varsa,

P’ye, R Uzerinde bir iyi modl denir.
Tanim 5.1.104 : R birimli bir komUtatif halka olsun. S, R ’'nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger,

1. (S,+) bir Smarandache yarigruptur.
2. (S,.) bir Smarandache yari gruptur sartlari saglaniyorsa S ’ye, R ’nin bir Smarandache iyi

alt halkasi (.S -iyi alt halka) denir.
Teorem 5.1.59(W.B.K) : Bir halkanin bitiin S -iyi alt halkalari iyi alt halkalaridir.

Tanim 5.1.105 : R birimli bir komUtatif halka olsun. Eger, asagidaki dort sart saglaniyorsa,
P’ye R (zerinde bir Smarandache iyi modul (.S -iyi moddil) denir.

1. P, islemlerine gore bir S -yari gruptur.

2. R’nin asikar olmayan bir V S -iyi alt halkasi vardir dyleki her pe P ve veV igin,
vpe P ve pve P’dir.

3. v(p,+p,)=vp, +vp,dr.

4. Her p,,p,,pe P ve v,y eV icin v(v,p)=(wv,)p di.

Teorem 5.1.60(W.B.K) : R bir halka, V', R ’nin bir alt halkasi ve P, V ileilgili bir S -iyi modl
olsun. Bu takdirde, P,V ile ilgili bir iyi moduldr.

Tanim 5.1.106 : R bir halka, P, R’nin V S -iyi alt halkasiyla ilgili bir S -iyi moduli ve T,
P ’nin bos olmayan bir alt kimesi olsun. Eger, T ayni S -iyi alt halkasi igin bir Smarandache iyi
moddl ise T ’ye bir smarandache alt iyi modl (.S -alt iyi modul ) denir.

Tanim 5.1.107 : R bir halka olsun. Eger, her xe€ R igin ex = xe = x olacak sekilde bir e€ R
idenpotenti varsa R 'ye bir lokal birimsel halka denir.

Tanim 5.1.108 : R bir halka olsun. Eger, her x€ R igin, xs = sx = x olacak sekilde bir s€ R
yari idenpotenti varsa R ’ye bir lokal yari birimsel halka denir.

Teorem 5.1.61(W.B.K) : R bir lokal birimsel halka ise R bir lokal yari birimsel halkadir.
Teorem 5.1.62(W.B.K) : Bir lokal yari birimsel halka genelde lokal birimsel bir halka degildir.
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ispat : Z, ={0,1} karakteristi§i 2 olan cisim ve G = <g‘g2 = 1> olsun. Z,G ={0,1,¢,1+ g}
grup halkasi lokal yari birimseldir. Glinkd, (1+ g)g = g(1+ g) =g ve g’ =1 oldugundan, g

bir idenpotent degildir. Bunun igin, Z,G lokal birimsel degildir.

Tanim 5.1.109 : R bir halka olsun. Eger, her xe R igin R’de xe =ex = x olacak sekilde bir
e S -idenpotent varsa R halkasina bir Smarandache lokal birimsel halka (S -lokal birimsel
halka) denir.
Tanim 5.1.110 : R bir halka olsun. Eger, her x€ R igin R’de Xxs = sx = x olacak sekilde bir
s § -yari idenpotenti varsa R ’ye bir Smarandache lokal yari birimsel halka (.S -lokal birimsel
halka) denir.

Tanim 5.1.111 : (R,+,.) bir halka ve S, R’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger, S,
R 'deki carpma iglemine goére kapali ve S birtek eleman tarafindan Uretiliyorsa S 'ye R ’nin bir
kapali agi denir. Yani, S, ‘" islemine gore bir yarigruptur.

Tanim 5.1.112: (R,+,.) bir halka olsun. Eger, R, R 'nin kapali aglarinin bir sonlu birlesiminde
iceriliyorsa, R bir kapall aga sahiptir denir.

Tanim 5.1.113 : R bir halka olsun.Eger, R=US, ise R'ye bir CN - halka denir.Burada
S, 'ler kapali aglar olmak lizere, eger, i # j ise S;NS, = (veya {0} veya {1}), ve i=
ise le R,S, NS, =S5, veher S, , R'nin agikar olmayan bir kapali agidir.

Ornek 5.1.54 : Z,={0,1,...,7} halkasini alam. Ackkga, R bir CN - halka degildir.
S, 2{4, 6},S2 ={1,3},S3 ={5,1},S4 ={1,7} ve S, 2{0,2,4} alinarak basitge gorulebilir.

Tanim 5.1.114 : R bir halka olsun. Eger, S, S, #@(veya #{1}) iken R JS, ise R'ye

bir zayif CN - halka denir.

Ornek 5.1.55 : Z, ={0,1,...,8} halkasini alam. Z, bir CN - halkadrr.

Gunka, S, ={0,3}, S, ={0,6} ve S, ={1,2,4,5,7,8}, Z, un kapali aglaridir.

Teorem 5.1.63(W.B.K) : Her CN - halka bir zayif CN - halkadir. Fakat, bir zayif CN - halka

genelde bir CN - halka degildir.
Teorem 5.1.64(W.B.K) : Zp, karakteristigi p olan asal cisim olsun. Zp bir CN - halka

degildir ve bir zayif CN - halkada degildir.

Tanim 5.1.115 : R bir halka ve §, R 'nin bir alt kimesi olsun. Eger, S bir S -yari grup olan bir
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yari grupsa S 'ye bir Smarandache kapali ag (.S -kapali ag) denir.

Buradan ,kolaylikla gérliyoruz ki, bitlin S -kapali aglar kapal aglardir fakat her kapal
ag genelde bir s -kapali ag degildir.
Tanim 5.1.116 : R bir halka olsun. Eger, R, R’nin § -kapali aglarinin bir sonlu birlesiminde
iceriliyorsa R bir Smarandache kapali aga sahiptir denilir.

Tanim 5.1.117 : R bir halka olsun. Eger, S;‘ler, i # j icin S, NS, =A,A# S, veya A#S,

ve A, S;’nin bir alt grubu iken S -kapali aglarsa ve R=US,. ise R’ye bir Smarandache

CN -halka (S - CN - halka) denir.

Tanim 5.1.118 : R bir halka ve §,’ler Smarandache kapali aglar olsunlar. Eger, R USi ise

R 'ye bir Smarandache zayif CN - halka (S -zayif CN halka) denir.

Teorem 5.1.65(W.B.K) : R bir S-CN - halka olsun. Bu takdirde, R bir zayif CN - halkadir.
Teorem 5.1.66(W.B.K) : Her S -zayif CN - halka bir zayif CN - halkadir fakat tersi dogru
olmayabilir.

Tanim 5.1.119 : R bir halka ve M , R’nin bir alt kimesi olsun. Eger, |M| <2,

M+M|<2
ve ‘Mz‘ <2 ise M R ’nin bir siki alt kiimesidir.

Tanim 5.1.120 : R bir halka olsun. Eder, R ’nin bir siki alt kimesi olan bir M alt kiimesi varsa

R ’ye bir siki halka denir.

Ornek 5.1.56 : Z, :{0, 1} halkasi ve G = <g‘g2 =1> grubu olsun. Z,G grup halkas! bir siki

halkadir. Clnkt, M 2{0,1+ g},|M| <2,

M +M| <2 ve ‘Mz‘ < 2 olan bir siki alt kiimesidir.

Tanim 5.1.121 : R bir halka olsun. Eger, R ’'nin, |M|S2 olacak sekilde her M alt kiimesi,
R ’nin bir siki alt kiimesi ise R ’ye bir kuvvetli siki halka denir.
Ornek 5.1.57: G = <g‘g2 :1> iken R =7,G grup halkasi bir kuvvetli siki halkadir.

Teorem 2.10.67(W.B.K) : Her kuvvetli siki halka bir siki halkadir fakat her siki halka bir kuvvetli
siki halka olmak zorunda degildir.

ispat : Siki halka ve kuvvetli siki halka tanimindan ispat agiktir. Tersi icin ise, Z, :{0,1,...,7}

bir kuvvetli siki halka olmayan bir siki halkadir.
Teorem 5.1.68 (W.B.K): Karakteristigi sifir olan higbir halka bir siki halka degildir.
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Tanim 5.1.122 : R bir halka olsun. Eger, R bir M alt kiimesini igeriyor ve r =2 igin
|M| < r,|M +M| <rve ‘Mz‘ <r ise R’ye bir r- siki halka yani T -halka denir. Agik¢a, r =2

icin siki halka elde ederiz.

Her i < r igin, her T -halka bir T;-halka’dir. Bunun igin,
T -halkac T;-halkac ... c T, -halka’ dir.

Teorem 5.1.69(W.B.K) : Her T, -halka bir T} -halka'dir fakat biitiin T-halkalar 7, -halka olmak
zorunda degildir.

ispat : Tanimindan, her T, -halka bir T;-halkadir. Tersini ispatlamak igin bir érnek verelim.
Z,={0,1,...,8} bir T,-halkadir fakat bir 7, -halka degildir.
Teorem 5.1.70(W.B.K) : Tamsayilar halkasi, herhangi bir sonlu i =2 igin, bir 7 -halka degildir.

Tanim 5.1.123 : R bir halkave M , R 'nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

1. Eger, M bir S alt kimesini igeriyorsa ve S, R ’deki‘’ islemine gore bir yarigruptur.

2. |M|<2,

M +M|<2,|M?|<2dir

sartlarini saghyorsa, M ’e bir Smarandache siki kiime (.S -siki kime) denir.

Tanim 5.1.124 : R bir halka olsun. Eger, R ’nin bir S - siki kiime olan bir M alt kiimesi varsa
R ’ye bir Smarandache siki halka (.S -siki halka) denir.

Teorem 5.1.71(W.B.K) : R 'nin her § - siki kimesi, R ’'nin bir siki kimesidir.

Teorem 5.1.72 (W.B.K): Her R S - siki halka bir siki halkadir.

Tanim 5.1.125 : R bir halka olsun. Eder, R’nin her M alt kimesi R’nin bir §- siki

kiimesiyse R 'ye bir Smarandache kuvvetli siki halka (.S -kuvvetli siki halka) denir.

Tanim 5.1.126 : R bir halka olsun. Eger, R, |M| < r,|M +M| <rve ‘Mz‘ < r olacak sekilde
bir M alt kiimesini iceriyor ve. M , R’nin bir § - siki kimesiyse, R ’ye bir Smarandache
r -tight halka veya bir S —7. halka denir. (r>2)

Tanim 5.1.27 : Z, ={0,1,...,n—1} halkasi olsun.

P={p,+pi+p,j+ p3k|p0,pl,])2,p3 € Z,,n sonlu ve n > 2}olsun. P lizerinde ‘+ ve *’
islemlerini asagidaki gibi tanimlayalhm:
X=p,+tpitp,j+pkveY=q,+qi+q,j+qke P olsun.
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X+Y=(py+q,)+(p,+q)i+(p,+q,)j+(p;+q)k ve

XY =[pyg, + (n=Dp,g, + (n =D p,q, + (n =D p3q; 1+ [pog, + (n =D p,g, + p3q, + P25 )i
Hpody + Prgo + (n=Dpgs + pyqi1j +pods + P3dy + P1gs + (n =1 psg, Jk olsun.
i’=j=k>=m-1)=ijk,ij=(mn-1)ji=k,ji=(n—-Dkj =iki=(n-1)ik = j olsun.
Acikga, P’'de, 0=0+0i+0;+0k toplamsal birim ve 1=1+0i+0j+0k ¢arpimsal birimdir.

n bir sonlu asal sayiysa, P ’ye karakteristigi n olan reel quaternionlar halkasi denir. Eger, n

bir bilesik sayiysa P sifir bolenli bir halkadir.

Teorem 5.1.73(W.B.K) : P = {a'o +aita,jtokl o000 c Zn} halkasini alalim.

22

ni’ = j* =k> =n—1=ijk,ij =(n—1) ji =k olacak sekilde bir bilesik say olsun.Bu takdirde,
P, sifir bélenli bir halkadir. P halkasi yukaridaki gibi tanimlansin.

G= {0!0 +tait+a,j+ 053k|050 +a, +a, +a, =m,m,Z, 'debirsifirbdlenve &, , &, &, , &, € Zn}
P 'deki nilpotent elemanlarin veya P 'nin sifir bélenlerinin kiimesini belirtsin.
V=l{a,+ai+a,j+ak| a,+a +a,+a, =117, de bir biim ve .00, € Z,}

P ’nin butln birimlerinin kiimesini belirtsin. Eger, p bir asal sayi ve n= p” ise P =G UV dir.
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