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2007, Sayfa: 57

Bu calisma beg boliim olarak diizenlenmistir.

Birinci boliimde; Minkowski metrigi, Lorentz Manifoldu, Lie grubu, Lie cebiri, gibi temel
tanimlar verildi.

Ikinci, ticiincii ve dordiincii boliim calismanin orjinal kismi olarak verildi. Ikinci boliimde;
R$, 3-boyutlu Minkowski uzayida kiiresel hareketler incelendi ve kiiresel hareket de koor-
dinat doniisiimleri, ortogonal matrisin karakteristik vektorleri, Cayley formiilii, Rodrigues
denklemi, Euler parametreleri arastirildi. Bunlara ilave olarak ]Ri{’, 3-boyutlu Minkowski
uzayinda kati hareketin koordinat donsiimii, vida ekseni verildi.

Uctincii boliimde; n-boyutlu Minkowski uzayda bir hareketin cebirsel 6zellikleri incelendi.
Ayrica bir hareketin normu, tiirevi, matris gruplari ve tanjant operatorii verildi

Dordiincii boliimde; Kati hareketlerin Minkowski metrigi se¢imi incelendi. Geodezikleri
vida hareketi olan Minkowski metrigi verildi. Kinematik konneksiyonla uyumlu Minkowski
metrigi ve Hi(4) iin egriligi elde edildi.

Besinci boliimde ise; Hi(3) ve Hy(4) ile ilgili bazi 6rnekler verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Kat1 hareket, Vida hareketi, Tanjant operatorii, Lie

grubu, Lie cebiri, Levi-Civata konneksiyonu, Egrilik.
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This study has been arranged in five chapters.

In the first chapter; the fundemental definitions such as Minkowski metric, Lorentz
manifold, Lie group, Lie algebra, are given.

The original parth of study is given in the second, thirth and fourth chapters. In the
second chapter; Sphrerical motions are examined in the 3-dimensional Minkowski space R3.
The coordinate transformations in spherical motion, the characteristic vectors of rotation
matrix, the Cayley formula, the Rodrigues equation and Euler parameters are investigated.
In additon, the coordinate transformations and the screw axis are given for spatial motions
in the 3-dimensional Minkowski space R.

In the third chapter; the algebraic properties a motion are investigated . In addition, we
have given the norm, the matrix groups, the derivative of a motion and tangent operators.

In the fourth chapter; The Minkowski metric choice of Spatial motions is investigated. It
is given Minkowski metric whose geodesics are screw motions. Minkowski metric compatible
with the kinematic connection and the curvature of Hj(4) is obtained.

In the fifth chapter; some examples in interest with the H;(3) and H;(4) are given.

Keywords: Spatial motion, Screw motion, Tangent operator, Lie group, Lie algebra,

Levi-Civata connection, Curvature.
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GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda hareketler konusu detayh bir sekilde [9,16,17,22] kaynaklarmda
incelenmistir.  Benzer sekilde vida teorisi ve Twistler {tizerine cesitli incelemeler de
[11,15,16,17,21,23,24] tarafindan yapilmigtir.

3-boyutlu Oklid uzaymda hareketlerin ciimlesi bir Lie grubu formunda oldugu McCarty
[16] tarafindan verilmistir. Schutz [18] Lie gruplar1 ve Lie cebiri ile ilgili incelemeler yap-
mugtir. Hacisalihoglu [19] "Yiiksek Diferensiyel Geometri" kitabinda Lie grubu ve Lie ce-
birinin izomorf oldugunu ifade etmistir. Asil [13] tistel doniigiimlerin Lie grubu oldugunu ve
iistel hareketleri doktora tezinde incelemistir. Bir Lie cebirinin Twist uzay1, bu uzayin sol
invaryant vektor alanlarma izomorf oldugu Zefran [11] tarafindan verilmistir.

O’Neil [2] "Semi-Riemannian Geometry" adl kitabinda Semi-Riemann Geometride Lie
grubu ve Lie cebirini vermistir. Minkowski diizleminde hareketler Ergin [4] tarafindan dok-
tora tezi olarak incelenmigtir.

Bu calismada ise amacimz, Oklid uzayinda verilen hareketlerin, Minkowski uzayindaki
karsiliklarini vererek bazi kinematik bagintilar elde etmektir. Bu amacla calismamiz bes ana
boliimden olusturulmustur.

Calismamizda ilk olarak Minkowski uzayinda bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; 3-boyutlu Minkowski uzayinda kiiresel ve kat1 hareketler incelendi.

Ucgiincii boliimde; n- boyutlu Minkowski uzayinda bir harekete karsilik gelen matrisin
normu ifade edildi. Bu norm tanimina baglh olarak matris islemlerinin stirekliligi verildi.
Daha sonra Minkowski uzayinda hareketlere kargilik gelen matris gruplar: ve Tanjant oper-
atorleri verildi. Tanjant operatorleri ile birlegtirilmis vektorler ifade edildi.

Dordiincii boliimde ise; 3-boyutlu Minkowski uzayinda Lie cebiri ve Twist uzayi, sol
invaryant vektor alanlari, kovaryant tiirev verildi. Daha sonra geodezikleri vida hareketi
olan Minkowski metrigi incelendi. 3-boyutlu Minkowski uayinda Kinematik konneksiyon ve
bu konneksiyonla uyumlu Minkowski metrigi verildi.

Son boliimde ise; 2 ve 3 boyutlu Minkowski uzayinda hareketllerle ilgili bazi ¢rnekler

verildi ve Maple 9,5 programi yardimiyla sekilleri ¢izildi.



I. TEMEL TANIMLAR

Tanim 1.1: R" iizerinde T = (21,22, ..., Tpn), ¥ = (Y1,Y2, .-, Yn) olmak iizere

< ,>:R"xXR"—>R (1.1)
n
(&) — <&HY>=-mp+ Yz
=2
ile tanimlanan doniigtim
a) Simetrik,
b) Bilineer,
¢) non-dejenere (Vi € R” igin < 27,41 >= 0= 7 = 0) du.
R™ iizerinde tammlanan bu doniisiime Minkowski metrigi denir ve R} = {R", <, >}
ikilisine de n-boyutlu Minkowski uzay1 ad1 verilir [1].
Tamim 1.2: VZ € R} olsun. Eger
< Z,7 ><0 ise ¥ time-like vektor,
< Z,Z >>0 veya £=0 ise & space-like vektor,
< &, >=0 ise Z null vektor,
denir [2].

Tanim1.3: V& € R} i¢in & in normu

2] = V< &7 >| (1.2)

bigiminde tanimlanir [1].

Taniml.4: VZ € R} icin
|Z|]| = —1 ise Z’e birim time-like vektor,

|Z|| = 1 ise Z’e birim space-like vektor,

denir [1].

Tamim1.5: VZ,y € R} olsun. < &, ¢ >= 0 ise bu vektorlere Lorentz anlaminda diktirler
denir. Iki vektoriin bir birine dik olmasi icin birinin time-like digerinin space-like olmasi
gerekir [1].

Tamim1.6: R3, Minkowski uzaymda iki vektor #,7 olsun. & = (z1,%2,23) ve

¥ = (y1, Y2, y3) nin Minkowski uzayimnda vektorel ¢arpimi;

T Xy = (x3y2 — T2Y3, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) (1.3)



bigiminde tamimlanir [2].
Teorem1.7: R3, 3-boyutlu Minkowski uzay olsun. Buna gére V 7,7, Z € R? icin;
i) <@ xy,2>=—det(Z,7, 2),
il)( @xy)xZ=-<Z,Z2>y+ <y, 2>,
iii) < Zx ¢, >=0ve <Z X g,5 >=0,
V) <EXGEXG>=— < T,Z>< T, 7> +(<T,7>)?,
dur, [3].
Teorem1.8: R?, 3-boyutlu Minkowski uzay olsun. Buna gére V &, ¥, 2 € R igin;
i) & ve i space-like ise Z X ¢ bir time-like vektordiir.
ii) & space-like ve ¢ time-like ise Z X § space-like vektordiir.
iii) & space-like ve 7 null vektor olmak iizere < Z,y >= 0 ise & X ¥ null vektor, eger
< T, ># 0 ise ¥ x ¢ space-like vektordiir.
iv) & ve ¢ null vektor ise Z X ¢ space-like vektordiir.
v) & time-like ve ¢ null vektor ise & x i space-like vektordiir.
vi) Z ve i time-like vektor ise Z X ¢ space-like vektordiir [3].
ispat:
i) & ve ¥ space-like vektorler oldugundan < Z,& > >0, < 7,y > >0 ve

- =

12> =< Z,Z >, ||7]|*> =< ¢, 7 > dir. Teorem 1.7 den

- = — —

<EXPIXGT>=(<TFF>)— <T@ ><§,§>= (< Z,57>)?— |7 |7

dir. Diger yandan (< Z,7 >)2 < ||Z]|*||7]|* oldugundan (< Z,7 >)2 — ||Z||*|7]|* < 0 olur.
Burada & ve g vektorleri lineer bagimsizdir (Eger vektorler lineer bagiml olsa idiler Zx ¢ = 0
olurdu). Dolaysiyla (< Z,7 >)2 — ||Z]|? |7]|* # 0 dir. Boylece < & x 7, Zx 7 > <0 olup Z x i
vektoril bir time-like vektordiir.

—

ii) Z space-like ve ¥ time-like vektér oldugundan < Z,Z > >0,< 7,y > <0 ve

- =

|Z|? =< &, >, — ||7]|> =< ¥, 7 > dir. Teorem 1.7 den

— —

<@, 3 >< g7 >= (< Z,7>)— |7 |9

— —

<EXY,TXY>= (< T,¥>)

elde edilir. Buradan < & X ¢, Z X ¢ >> 0 olur. O halde ¥ x ¢ space-like vektordiir.
iii)Z space-like ve ¢ null vektor oldugundan < #, & > >0 ve < ¢,y >= 0 dir.

Teorem 1.7 den

CEXPIEXT>= (KT GT>)— <Z,T><i,§>= (< T,7>)?



olur. Eger < &,/ >=01ise < £ X 4, x ¢y >= 0 dir. O zaman & x ¢ null vektordiir. Eger
< T,y >#01ise < ¥ X ¥, % X ¢ > >0 dir. Bu durumda Z X ¢ space-like vektordiir.

iv) Z ve ¢ null vektorler oldugundan < Z,Z >= 0 ve < ¢, >= 0 dir. Teorem 1.7 den
S TS 2 = o o= s )2
<EXY,EXY>= (KT, ¥ >)—<Z,Z><y,y>= (< Z,¥>)

elde edilir. Ortogonal iki null vektorii lineer bagimh oldugundan £ x ¢ = 0 dir. O halde
Z x y#0 dir. Buradan < & X ¢, & X ¢ > >0 oldugundan ¥ X ¥ space-like bir vektordiir.

v) Z time-like ve ¢ null vektor oldugundan
N U 2 = o Do (22
<EXY,EXY>= (KT, 7 >)—<Z,T><y,y>= (< Z,¥>)

dir. < Z,7 ># 0 oldugundan & x ¢ vektorii space-likedir.

vi) & ve ¢ time-like vektor oldugundan < &, Z > <0 ve < ¥,y > <0 dir. Teorem 1.7 den

<EXGEXG>= (<TG > <TE><GG>= (<7 >) ~ |7 7]
elde edilir. Diger yandan |< &7 >|> |2 ||7]| dir [3]. Boylece |< Z, ¢ >> — || Z]? |7]|* >0
bulunur. O halde & x ¥ space-like bir vektordiir.

Tanmim1.9:R7, n-boyutlu Minkowski uzayi olsun. R:R} — R lineer ve 6rten bir doniistim
olmak tizere VZ,y € R icin

< R(Z), R(Y) >=<2,§ > (1.4)

ise R ye RY tizerinde bir izometri ya da ortogonal doniigiim denir [4].

Tanim1.10: u € R olmak tizere

Riu) = coshu sinhu (1.5)
sinhw coshu

matrisine R? de donme matrisi denir [4].

Sonug¢l.11: G = {R(u) : u € R} olmak iizere (G, u) ikilisi bir gruptur. Bu grub
SO(1,1) veya SO1(2) ile gosterilir [4].

Sonug¢l.12: G nin elamanlarmin her biri bir lineer doéniigiime kargilik gelir [4].

Teorem1.13: R(u) matrisine kargihk gelen R lineer doniigiimii altinda time-like
vektorler time-like vektorlere, space-like vektorler space-like vektorlere ve null vektorler de

null vektorlere doniigiir [4].



Ispat: X = (z1,22) bir timelike vektor olsun. O zaman X € R? ve

<X, X >= —z% + 22<0 olur.(1.5) den

. coshu sinhu 1 1 coshu + zosinhu

R(u)X = =

sinhu coshu T9 21 sinh u + x2 coshu

yazilir. Buradan

< R(u)X,R(u)X >= — (z1 coshu + zgsinhu)® + (21 sinhu + x5 cosh u)?

= —a%(cosh? u — sinh? u) 4 23(cosh? u — sinh? u)
2., .2
= —I + To

= <X, X ><0;

elde edilir. Bu da time-like vektorlerin time-like vektorlere doniigtiigiinii gosterir. Benzer

sekilde X in space-like veya null vektor olmasi halleri de gosterilebilinir.

Tanim1.14: Bir R matrisi R” R = ¢ sartin1 saghyorsa R matrisine Minkowski uzaymda

ortogonal matris denir [2].

Tanim1.15: Bir B matrisi BT = —cBe esitligini saghyor ise bu matrise Minkowski

uzayida anti-simetrik matris denir [2].

Tanim1.16: 3-boyutlu Minkowski uzayinda, bir eksen etrafindaki, dénme ekseninin

time-like, space-like veya null olmasina gore ii¢ tipi vardir:

i) Eksen space-like ise ¢ € R olmak iizere

coshy sinhgy 0
sinhgp coshyp 0 [, —00 <@ <00
0 0 1

ii) Eksen time-like ise § € R olmak {izere

1 0 0
0 cosf sinf |, 0<6<2nm.

0 —sinf cosf

iii) Eksen null ise ¥ € R olmak iizere

2 2
‘1’72 1_‘1’72 U |, —oo<V¥< 0.
v . 1

(1.7)



[5]. Bu ¢aligmada incelemelerimiz eksenin time-like veya space-like olmasina gore yapilacak-
tar.

Tanim1.17: M bir C'°°—manifold olmak iizere;
<, > x(M) x x(M) — C*(M,R)

seklinde tanimli simetrik,bilineer, non-dejenere fonksiyona M iizerinde metrik tensor denir.
Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir [2].

Tanim1.18: M bir C*°—manifold ve <,> de M iizerinde sabit indeksli metrik tensor
olmak tizere (M, <, >) ciftine bir Semi-Riemann manifold denir [6].

Tanim1.19: boyM = n olmak iizere (M, <,>) ¢ifti bir Semi-Riemann manifold olsun.
n > 2 ve indeksi de 1 ise (M, <, >) ciftine bir Lorentz manifoldu denir [2].

Tanim 1.20: M bir Lorentz manifoldu olsun. Eger ;

U : C®(M,R)—R
f = B[]

opertorii, Vp € M, Vf, g € C°(M,R) ve \, n € R igin
1) G [Af + pg] = Avp [f] + poy (9]
2) o [fg] = gt [f] + fUp [9]
aksiyomlarini sagliyorsa bu operatore Lorentz manifoldunun p € M noktasindaki bir
tanjant vektorii denir.

M Lorentz manifoldunun bir p € M noktasidaki tanjant vektorlerinin ciimlesi
Tp(M) = {tp | 7 : C%(M,R) — R}

seklinde gosterilir. Vp € M, v}, € T, M tanjant vektori
< Uy, Tp > >0 ise v, ye space-like tanjant vektor,
< Up, Tp > <0 ise v, ye time-like tanjant vektor,
< Up, Up > =0 ise ¥, ye null tanjant vektor denir [7].

Tanim 1.21: M bir Lorentz manifoldu olsun. X : M — U Tp(M) 1:1 ve iizerine

PeM
olarak tanimlanan X fonksiyonuna, M Lorentz manifoldu iizerinde bir vektor alani denir.

Vektor alanlarmin ciimlesi x (M) ile gosterilir.



n-boyutlu Minkowski uzay1 R} de
o 0 0

BaT’ D22 )
sistemi bir vektor alani sistemi olsun. R} de tanimlanan bu n-liye dogal baz vektor alan
sistemi veya dogal baz alan sistemi denir [8].

Tamim 1.22: u!,...,u™; RY nin dogal koordinatlari olsun. V ve W R? de vektor alanlart

olmak iizere W = Z Wi aii ise

DyW = ZV(WZ')% (1.9)

vektor alanima W nin V' ye gore dogal kovaryant tiirevi denir [2].

Tanim 1.23: M bir manifold ve M iizerinde bir lineer operator, VX,Y, Z € x(M) igin,

Vo x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) - VxY
doniisiimii agagidaki ozellikleri saghyorsa, V ya M iizerinde bir afin konneksiyon veya lineer
konneksiyon denir, Vx de X vektor alan yoniinde kovaryant tiirev denir [9].
1) VixigvZ = fVxZ+gVyZ

2) VxfY =fVxY + X [f]Y
Teorem 1.24: M bir manifold V da bir konneksiyon olsun. VX,Y, Z € x(M) igin

[X,Y]=VxY - VyX (1.10)
X <Y, Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ > (1.11)
V ya Levi-Civata konneksiyonu denir. V nin koszul esitligi agagidaki gibi yazilir [2].

2 < VY, Z>=X<Y, Z>4+Y < Z X>-7Z<X,Y > (1.12)

- < X,V Z]>+<Y,[Z,X]>+< Z[X,Y] >.

Onerme 1.25: M bir manifold , o : I — M bir egri, a € I ve z € To(a) (M) olsun. O
zaman Z(a) = z olacak sekilde o nin bir tek Z paralel vektor alani vardir [2].

Tanim 1.26: Yukaridaki énermeden a,b € I ise o zaman Z(b) = z olacak sekilde
P = Pj(a): Ty(M) — T,(M)

7



fonsiyonuna p = «a (a) dan ¢ = a (b) ye a boyunca paralel doniisiim denir [2].
Tanim 1.27: M bir Lorentz manifold ve M iizerindeki vektor alanlari uzayi x(M)

olmak iizere

R:x(M) x x(M) x x(M) — x(M)

(X,Y,Z) — R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z

oyele ki
R(X,Y)Z = -VxVyZ +VyVxZ+Vxy|Z (1.13)

olarak tamimlanan R fonksiyonuna x(M) tizerinde 3. dereceden bir kovaryant tensor alam
denir. Bu kovaryant tenstr alanina M nin egrilik tensor alani ve bunun p € M noktasin-
daki degeri olan R(X,,Y),)Z, tensoriine de M nin p noktasidaki egrilik tensorii yada kisaca
M nin p deki egriligi denir [10].
Tanim 1.28: M bir manifold ve o : I — M bir egri olsun. M nin bir vetér alan1 X
olmak iizere Cfi—‘; = X(a(t)) ise v egrisine X vektor alanmimn bir integral egrisi denir [9].
Tanim 1.29: V bir K cismi iizerinde vektor uzayi olsun [,] : V x V' — V doniigtimii
agagidaki aksiyomlar: sagliyorsa bu doniigiime V' iistiinde bir Lie operatorii denir [9)].
1) 2-lineer
2) VX,Y € Vigin [X,Y] = — [V, X]
3) VX,Y,Z €V igin;
(X, [V, Z]|+ [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0.
Tanim 1.30: M bir manifold ve G de bir grup olsun. Eger asagidaki aksiyomlar
saglanirsa (M, G) ikilisine bir Lie grubu denir [9].
1) M nin noktalar1 G nin elemanlar ile gakigir.
2) M x M — M

(a,b) — ab~! islemi her yerde diferensiyellenebilir.

Tanim 1.31: G bir Lie grubu olsun. Belli bir gg € G noktasinda
lgg :G— G

doniigiimii Vg € G icin

lgo(9) = 909



seklinde tanimlanir ve G iizerinde sol paralelizim adin alir [19].
Tamim 1.33: F' : E™ — E™ bir doniigiim olsun. Eger, Up € Tp(E™) ise (Fy)p(Up) €

Trpy(E™) de E™ nint — F (P +10) egrisinin ¢ = 0 daki hiz vektorii olsun. Boylece tanimh
F(P) : Tp(E") — Tp(p)(E™)

fonksiyonuna, F' nin P € E™ noktasindaki tiirev doniistimii denir [9].
Tanim 1.32: G bir matris Lie grubu ve G iizerinde bir vektor alani da X olsun.

Vg0, 91 € G igin lgys : Ty, (G) — Tyoq, (G) tiirev dontigiimii olmak tizere

Lgox(X) = X (lgo(91))

ise X vektor alanina bir sol invaryant vektor alan denir [19].



I1. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDAKI HAREKETLER

2.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Kiiresel Hareket

Koordinat Doniigiimii

R3, 3-boyutlu Minkowski uzaymda F sabit ve M de hareketli iki koordinat catist olsun.
Z ve ¥ de, sirasiyla, ' ve M de aym bir noktanin koordinatlarimi tanimlayan iki time-like

veya space-like vektor olmak iizere F' den M ye bir dénme hareketi
=Ry (2.1)

seklinde tammlanir. (2.1) ifadesindeki R Minkowski anlaminda ortogonal matristir. Dénme
hareketi, determinant1 41 egit olan ortogonal matrislerle ifade edilir. 3-boyutlu Minkowski
uzaymdaki donmelere kargilik gelen matris gruplar1 SO(2, 1) veya SO1(3) ile gosterilir [2].
(2.1) doniigiimii; F' sabit ¢atisindan M hareketli gatisina olan bir dénme hareketidir..
Burada bir P noktasi goz ¢niine alindiginda bunun ilk konumu ¢ son konumu & dir. Boylece
P noktas1 Minkowski uzayinda hareketli bir noktadir.
3-boyutlu Minkowski uzayinda cismin donme eksenine roll ekseni denir. Bu eksenin,

sirasiyla, space-like ve time-like olmasina gore matris gosterimi agagidaki gibidir:

1 0 0
Ry = 0 cosy sing (2.2)
0 —siney cosvy

coshy sinhvy 0
Ry = sinh¢y coshy 0
0 0 1

Cismin donme eksenine dik olan eksene pitch ekseni adi verilir. Pitch eksenin, sirasiyla,

time-like ve space-like olmasina gore matris formlari;

[ coshy sinhg 0
Ry = sinh coshy 0 (2.3)
0 0 1
(1 0 0
Ry = 0 cose sing
i 0 —siny cose
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seklinde olur. Cismin hem roll eksenine hem de pitch eksenine dik olan eksene yaw ekseni

denir ve sirasiyla, space-like ve time-like olmasina gore matris gosterimi agagidaki gibi olur:

1 0 0
Rs = 0 cosf sinf (2.4)

0 —sinf@ cos6

coshf sinh® 0
Reg = sinh® coshf® 0
0 0 1

Bu eksenler sekil 2.1.a ve sekil 2.1.b de gosterildi.

F.oll Ekseni
Timedike

Pitch Elczeni
Space-lile

Pitch Elseni Yaw Flesent

Timelike Space-like Faw Elzsent A
. . Y
Tirme-like )
> fff "

e

Roll Elcseni - \fll{ E
Space-like St

Sekil 2.1.a Sekil 2.1.b

O halde F' sabit catisindan M hareketli g¢atisina bir R dénme hareketi bu eksenler

tarafindan tanimlanabilir. Eger roll ekseni space-like ise

1 0 0 coshy sinhe 0 1 0 0
R=RsR3R1 = | 0 cosf sinf sinhg coshy 0 0 cost¢ siny
0 —sinf cosf 0 0 1 0 —siny cosvy

(2.2)
seklindedir. R nin olugturdugu dénme yiizeyi ve bu yiizeyin hareketi, sirasi ile, sekil 2.2.a

ve sekil 2.2 b ile verildi.
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Sekil 2.2.a Sekil 2.2.b

Eger roll ekseni time-like ise hareketin matris gosterimi;

coshf sinh6 0 1 0 0 cosh® sinhy 0
R = RgR4R2 = | sinh® coshf® 0 0 cosp sing sinht) cosh®) 0
0 0 1 0 —singp cosy 0 0 1

seklinde olur. R nin olugturdugu dénme yiizeyi ve hareketi sekil 2.3.a ve gekil 2.3.b ile verilir.

Sekil 2.3.a Sekil 2.3.b

Teorem 2.1.1: R$, 3-boyutlu Minkowski uzayimnda bir donme hareketi altinda konumu

degismeyen, yani sabit kalan eksenler karakteristik vektorler tarafindan verilir.

12



Ispat: R ve ¢ 3-bouyutlu Minkowski uzayinda sirasiyla, ortogonol ve birim matrisler,

A € R olsun. Eger R matrisi € nun A ile ¢arpimindan ibaret ise
R=)e
olacagindan, sifirdan farkl Vi € R$ vektorii icin
R() = Ay (2.3)

elde edilir. Boylece (2.3) denklemi, karakteristik deger polinomuna genisletilebilinir.

Simdi R nin karakteristik degerlerini inceleyelim:
Pr(\) =det(R—Xe) =0
ifadesi acilip gerekli iglemler yapilirsa
N+ X2(r11 — 7o — 7r33) + AN(Myg — Mag — Mz3) +1 =0

olur. Burada M;;, R ortogonal matrisinin i. satir ve i. siitun minorii olup M;; = ry; dir.

Dolayisiyla
A+ (N N)(ri1 — a2 —733) +1=0
ya da
(/\3 + 1)(/\2 + )\(7“11 — T99 — 7“33) + 1) =0
olur. Burada A = —1 in bir kok oldugu aciktir. Diger kokler sirasiyla +1, hiperbolik
veya kompleks olur. Burada sadece A = —1 i¢in inceleme yapilacaktir. A = —1 karsilik

gelen karakteristik vektor b olsun. b dogrultusundaki yani v = th dogrusu iizerindeki biitiin
noktalar donme siiresince sabittir. Bu eksen cismin donme eksenidir ve space-like veya
time-likedir.
Teorem 2.1.2 (Cayley Formiilii): R, Minkowski uzayimda bir ortogonal matris bir
anti-simetrik matris tanimlar. Bunun terside dogrudur.
Ispat: # ve ¢ time-like veya spacelike iki vektor olsun. Donme hareketi izometrik
oldugundan
<TT>=<y,¥>

yazilabilir. Ayrica

=

(2.4)

AN
8
|
8l
+
<y
V
I
o



olup, boylece Z — ¢ ve & + i vektorleri Minkowski uzayinda ortogonaldir. (2.4) ve (2.1)

denklemleri birlikte gozoniine alinip gerekli iglemler yapilirsa
B=(R—-&*)(R+e*)7! (2.5)

matrisi elde edilir. BT = —¢Be oldugundan B matrisi anti-simetriktir. Dolayisiyla (2.5)
ifadesi bize Minkowski uzaymda Cayley formiiliinii verir. Diger yandan (2.5) ifedesi R icin
¢oziildiigiinde

R= (2= B) Y B +¢&? (2.6)
elde edilir. Buradan da ispat tamamlanir.

3 x 3 tipindeki B Minkowski uzayindaki anti-simetrik matrisi ii¢ bagimsiz elamana sahip-

tir, yani
0 b3 —by
B=1| b 0 —bh (2.7)
by b1 O

dir. Bu matris b = (b1,b2,b3) vektoriiniin elamanlarindan olugmustur. Keyfi bir @ € R}

vektoriiniin B matrisi ile ¢arpimi bu vektoriin b ile vektorel carpimina esittir, yani
Bi=bx1i (2.8)

dir. Boylece B anti-simetrik matrisini olugturan b vektori A = —1 e kargilik gelen

karakteristik vektordiir.

y space-like

b space-like

oy f:;mp A-x

x* time-like &

Sekil 2.4
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Tanim 2.1.3 (Rodrigues Denklemi): & ve § space-like (veya time-like) iki vektor ve

b de space-like (veya time-like) vektor ise (2.8) den
(F-5) =B@E+§) = @ -5 =bx (+7) (2.9)

bagintisi yazilabilir. (2.9) ifadesine Minkowski uzayimda Rodrigues denklemi ve b vektoriine
de Rodrigues vektorii denir.

Z ve § space-like (veya time-like) vektorler oldugundandan # + ¢ de space-like (veya
time-like) vektor olur. Diger yandan b space-like (veya time-like) oldugundan (2.9) daki
Z — ¢ time-like olur.

Z ve gy space-like (veya time-like) vektorlerin b space-like (veya time-like) vektoriine dik
T*

diizlem tizerine iz diistimleri, sirasiyla, ve ¥* time-like (veya space-like) vektorler olsun.

T+ ¢* time-like (space-like) oldugundan
<b,@+y >=0 (2.10)
olur. O zaman

<b, T+ >

coshf = —
7] 12 + a1

ifadesinden cosh # = 0 bulunur. Ayrica cosh? —sinh? 6 = 1 ifadesinin her iki yaninin mutlak
degeri alinirsa

‘COSh2 0 — sinh? | = 1]
olur. Buradan cosh # = 0 oldugundan sinh § = 1 bulunur. Diger yandan
& = g1l = ||B]| ha" + 71 (2.11)

elde edilir. ¢, ©* ve §* arasindaki ag1 omak iizere gekil 2.4 den.

tann & = 1& — 71 (2.12)
2 [l + gl
olur. (2.11) ve (2.12) den
HEH :tanh% (2.13)
bulunur. O halde b vektoriiniin bilesenleri
b1 = tanh%sl, by = taunh%@7 by = tanh%s;:, (2.14)

olarak elde edilir. Burada § = (sy, s2, s3) b yoniindeki birim space-like (time-like) vektordiir.
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Tanim 2.1.4 (Euler Parametresi): (2.6) ifadesi; R ortogonal matrisi, ¢ dénme agist,
§ birim vektorii, § nin bilesenlerinden olusan anti-simetrik matris S ve B = tanh %S olmak

tizere tekrar yazilirsa

R = (cosh 252 — sinh gS)_l(cosh 252 + sinh 25’) (2.15)

bigiminde elde edilir. C' = (cosh %82 + sinh %S ) denirse C' matrisini olugturan {co, c1, c2,c3}

sabitlerine R nin Minkowski uzayindaki Euler parametresi adi verilir ve
co = cosh %, c1 = sinh %Sh co = sinh 232, c3 = sinh 233 (2.16)

olarak bulunur.
(2.15) deki garpimi agmak i¢in (cosh %52 — sinh %S )~! matrisinin inversi hesaplanir ve

C ile garpilirsa
R = (cosh? % + sinh? %)62 + sinh ¢S 4 (cosh ¢ — 1) 5> (2.17)

elde edilir. S anti-simetrik bir matris oldugundan S3+S = 0 dir. Diger yandan S? = £(5?)7e

simetrik bir matris oldugundan
2sinh ¢(S) = R —eR’e (2.18)

bulunur. Béylece ¢ agisinin R ve S matrislerine bagl oldugu goriiliir.
2.2 Minkowski Uzayda Kati1 Hareketler
Koordinat Doéniigiimleri
R3, 3-boyutlu Minkowski uzaymda, F sabit catis1 ve M hareketli catisida bir noktanin
time-like (space-like) vektorleri sirasiyla Z ve % olsun. R? Minkowski uzayinda bir kati
hareket
Z=Rj+d (2.19)

doniisiimiiyle tanimlanir. Burada R € R3*3 bir ortogonal matris, d e R$ de bir steleme

vektoriidiir.
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—
Hareketli Cat1

Sabit Cati

Sekil 2.5

Bir Hareketin Vida Ekseni
R? Minkowski uzayda, bir kat1 hareket altinda sabit olan hareketli cismin noktalarim
goz oniine alalim. Bu noktalar, hareketin baglangic ve bitig aninda ayni koordinatlara sahip

olsunlar. Bu koordinatlar ¢ ile gosterelim.O zaman (2.19) dan
¢=Rc+d

veya

(2—R)ié=d=¢c=(*-R)"ld (2.20)

seklinde yazilabilir. R nin karakteristik degerlerinden biri A = —1 oldugundan (¢2 — R)
regiilerdir. Dolayisiyla burada sabit bir nokta ve bu noktadan gecen sabit bir dogru vardir.
Bu dogruya Minkowski uzayinda vida ekseni denir.

A = 1 karakteristik kok icin (€2 — R) singiiler olup burada sabit bir ¢ vektorii yoktur.
Sadece sabit bir dogru vardir ve bu dogru hareketin vida eksenidir. Bu dogrunun dogrult-

man1 b Rodrigues vektoriidiir.
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III. n-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYDA HAREKETIN CEBIRSEL
OZELLIKLERIi

3.1. Hareketler i¢in Norm Tanim

A bir kat1 harekete karsilik gelen n x n tipinde bir matris olsun. Bu matrisin normu

JAll = Vamax(lai]l i = 1,...,n) = Vi [ai]l pax (3.1)

olarak ifade edilir. Burada a;, n -boyutlu 7. kolon vektoriidiir.

S ve A, n x n tipinde iki matris olsun. Bunlar arasindaki uzaklik

A =Sl = vnllai = sillmax (3.2)

seklinde tammlanir. Burada a; ve s; (i = 1,...,n) A ve S matrislerinin 4. kolon vektorleridir
[16].
Teorem 3.1: A € R™™" olmak {izere
i) [|A]l >0,
ii) ||A|| = 0 ise A bir null matris,
iii) A bir time-like matris ise |A|? = — < A, 4 >,
iv) A bir space-like matris ise ||A|* =< A4, A > [1].

Teorem 3.2: A ve S bir kat1 hareketin n x n tipinde iki time-like matrisleri iseler
A+ S = [|A[l + [IS]] - (3-3)
ispat: n—boyutlu Minkowski uzayda time-like vektorler iicgen esitsizliginden

Hai - SiHmaX > HaiHmaX + HsiHmax

olur. Boylece ||[A+ S|| > ||A|l + ||S]| elde edilir.

3.2. Matris Operasyonlarmin Siirekliligi

A ve S kat1 hareketlere kargilik gelen iki matris ve bu matrislerin ij. elamanlari sirasiyla
a;j ve s olsun. z;;(A) = a;; ve z;;(S) = si; olacak sekilde z;;(A) ve z;;(S) fonksiyonlarin
alalim. Bu fonksiyonlar ve (3.1) normu birlikte goz 6niine alinirsa, A ve S nin 4j. elamanlar
arasindaki farkin normu, ||A — S| normunda kiiciik olacaktir. Dolayisiyla ||a;; — s;;|| normu,

la; — s;|| normundan daha kiigiiktiir. O halde, Ve > 0 igin
5 (A) — 255 ()| < Vnllai = sillmax = 14 = S <& (3-4)
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olur.

xi;(A) ve ;;(S) fonksiyonlar stirekli oldugundan bu fonksiyonlarmm toplama, ¢ikarma,
bolme ve carpimindan elde edilen fonksiyonlarda siireklidir. Benzer diisiinceden det A ve
A~! invers matisi de siireklidir.

3.3. Matris Gruplari

Inversi mevcut olan n x n matrislerinin ciimlesi matris ¢arpimi islemine gore olusturdugu
cebirik grup GL(n,R) dir. Aym zamanda bu grup bir Lie grubudur. R} — R} seklinde
tamimlanan biitiin izometrilerin climlesi GL(n,R) nin alt gruplar olur. Bu gruplardan
donmelerin grubu SO(1,n — 1) ya da SO;(n) ile, kat1 haraketlerin grubu da H(1,n — 1) ya
da Hp(n) ile gosterilir.

SO;(n):

Teorem 3.3.1: RTcR = ¢, RT = cR7'e, det R = 1 sartim saglayan R, n X n
matrislerinin ctimlesi olan SO (n) bir Lie alt grubudur.

Ispat: i) £, SO;(n) nin birim matris ve det R = 1 dir.

ii) VR € SO1(n) elamaninm tersi B! = eR”¢ ve det R~ = 1 dir.
iii) YR1, Re € SO1(n) igin

(RiR2) eR1Ry = RIRTeR Ry = RIcRy =.

Dolayisiyla Ry Ry € SO1(n) olur.

H;(n); formda belirtilen matrislerin ciimlesi

R d
A= (3.5)
0 1
seklindedir. Burada R, (n — 1) x (n — 1) tipinde bir dénme matrisi, d: (n — 1)-boyutlu bir
kolon vektorii, 0 da (n — 1)-boyutlu bir satir vektoriidiir.

Teorem 3.3.2: H;(n) bir Lie grubudur.
ispat: i) VA, S € Hi(n) olmak iizere

Ry d Ry d
S| @ g_ | 2 %

0 1 0 1

icin
RiRy Rida+dy
0 1

AS =
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dir. RiR2, (n—1) x (n—1) tipinde bir dénme matrisi ve Ridz + dj bir (n — 1)-boyutlu
kolon vektoriidiir. Boylece AS € Hj(n) olur.

ii) €, n x n matrisi H1(n) de bir birim matris olup

dir. Burada €,_1 (n — 1) x (n — 1) Minkowski uzaymnda birim dénme matrisi ve 0 da (n — 1)
boyutlu bir sifir vektoriidiir.

iii) YA € Hi(n) elamann tersi

en_1RYe,_1 —ep_1RYe,_1d
Al = ' ' ' ' (3.8)
0 1

olup A=t € Hy(n) dir.

3.4. Bir Hareketin Tiirevi

Bir kati cismin siirekli hareketi, A : I C R — GL(n,R) lineer doniigiimlerin
parametrelendirilmis ctimlesidir. Ozellikle Minkowski uzaymnda diizlemsel hareket
Am3) + I € R — H;y(3), 3-boyutlu kat1 hareket Ag, 4 : I C R — Hy(4) ve kiiresel
hareket R : I C R — S0O;1(3) olarak tammmlanir. Béylece A(t) ye Minkowski uzayinda
diizlemsel hareket yada kat1 hareket ve R(t) ye de kiiresel hareket denir.

Genelde A : I C R — GL(n,R) doniisiimiiniin Va;;(t) elamanlar1 reel parametreli birer
siirekli fonksiyonlardir. Boylece bu matris fonksiyonunun tiirevi, her elamaninin ayri ayri
tiirevi olup A(t) seklindedir. Burada ”-” ile A(t) matrisinin ¢ ye gore tiirevi gosterilmektedir.

3.5. Tanjant Operatorii

A: I CR — GL(n,R) matris fonksiyonu, F' sabit ¢atisinda Y (t) = A(t)y noktalarimin

bir siirekli ctimlesi olsun.
Y (to) = Alto)i = (A(to) A~ (t0))Y (to) (3.9)
ifadeside t = tg da Y (¢) nin tanjant dogrultmaninin tiirevidir. Diger yandan
A(t) = (AA7(1)A(t) (3.10)

veya

A(t) = A@t) (A1 (1) A) (3.11)
elde edilir. Boylece AA~! = T matrisine, GL(n,R) iizerindeki tanjant operatorii denir.
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Sabit bir 7' matrisi bir A(t) hareketinin tanjant operatorii olsun. O zaman AA=! =T

ifadesinden

A(t) = TA(®t) (3.12)

matrissel diferensiyel denklem elde edilir. A(0) = Ap baslangig sart1 gozoniine alindiginda,

Taylor agilimindan, bu diferensiyel denklem asagidaki gibi ¢oziiliir:

A(t) = Agexp(tT) = Ao[I + T + “Z—,)Q 4. (3.13)

Bu ise bir iistel seri agihmina kargilik gelmektedir [13]. Bu iistel doniigiimiin yakinsakligin

gostermek igin, serinin P, ve P, 11 kismi toplamlar1 arasindaki farkin normunu géz ¢niine

alinirsa
(tT)n+1
P, — P, =
|| n+1 n” (n_|_1)'
elde edilir. Buradan
|t|n+1 HT”n-l—l

dir. |t| ve |T|| sabit degerler oldugundan n — oo igin (3.14) sifira yaklagir. Boylece iistel
doniigiimlerin yakimsakligi sdylenebilir. A(0) = I baglangi¢ sart1 goz oniine alinirsa

oo

A(t) = exp(tT) = )

1=0

T
il

(3.15)

olur. Bu durumda (3.15) den, A : I C R — GL(n,R) doéniigiimiine karsiik gelen A(?)

matrislerinin ciimlesi
A(tl)A(tQ) = exp(tlT) eXp(tQT) = exp[(t1 + tQ)T] = A(tl -+ tg)

ozelligini saglar. Dolayisiyla bu ciimle GL(n,R) nin bir parametreli bir alt grubudur.

Bir manifold olan Lie grubunun boyutu, onun tanjant vektorlerinin gerdigi uzayin
boyutuna egittir. GL(n,R) de her n X n matrisinin tanjant operatorii vardir ve baz
vektorlerinin sayist n? dir [2]. Lie carpimi tanjant operatorler icinde tammmhdir. 7 ve S
tanjant operatorler olmak tizere

[T,5] =TS — ST (3.16)

elde edilir. Burada 7T'S iki matrisin ¢arpimidir. Tanjant operatorlerinin vektor uzayi (3.16)
carpimiyla birlikte bir cebir olugturur. Bu durumda Lie ¢arpimli tanjant operatorlerinin

vektor uzayil, GL(n,R) grubunun bir Lie cebiri olarak ifade edilebilir.

21



SO;(n) Tanjant Operatorleri
R, Minkowski uzayinda bir ortogonal matris olmak iizere R nin tanjant operatorii, (3.11)
den

R(t) = QR(t) (3.17)

olup Q@ = eRTeR dir. (3.17) diferensiyel denklemi, (3.15) den

R(t) = e (3.18)
yazilir.
Yardimci Teorem 3.5.1: " € SOi(n) olmasi igin gerek ve yeter sart
eele = ¢leQ"e — o~ qiy [2],
Yardimer Teorem 3.5.1 den Q@ = —eQTe olup Q Minkowski uzaymda anti-simetrik

matristir. Boylece 2 ya R(t) donmesinin agsal hiz matrisi denir. n x n anti-simetrik

matrisler bir vektor uzay1 olarak géz oniine alindiginda bu uzayn baz vektorlerinin sayisi

n(nT_l) dir. O halde bir manifold olan SO1(n) nin boyutu @ olup indeksten bagimsizidir

12].

) ile birlegtirilmis vektdr @ olsun. @ nin normu ||| = w olmak iizere
0 =ws (3.19)

olur. Burada S anti-simetrik matris ve S ile birlegtirilmig birim vektor § dir. Eger § birim

time-like vektor ise % + S = 0 olacagindan (3.18) denkleminden
R(t) = exp(tQ) = 2 + sin(wt)S + (1 — cos(wt))S?. (3.20)
Eger 5 birim space-like vektor ise S? — S = 0 dan
R(t) = exp(tQ) = &% + sinh(wt)S + (1 — cosh(wt))S? (3.21)

bulunur. (3.20) ve(3.21) denklemleri, sirasiyla, Q) tanjant operatoriinden elde edilen time-
like veya space-like W vektorii etrafindaki bir donme denklemidir. Burada wt terimi ise
donme acisidir. ¢ degistikce cisim, sabit w acisal hizh @ vektorii etrafinda déner. Boylece w

vektorii Minkowski uzayinda agisal hiz vektorii adini alir.
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H;(n) nin Tanjant Operatorleri

GL(n,R) nin tanjant operatorleri aym zamanda Hi(n) de tanjant operatorleridir.

Boylece
A1 4 en_1RTe,_1 —en_1RTe,_1d R d
0 1 0 0
B 5n71RT5n71R 5n71RT5n71d‘
0 0
veya
1 Q EnflRTé‘n,ld‘ Q v
ATA = = (3.22)
0 0 0 0

bagimtis: elde edilir. Burada Q = ¢, 1RTe, 1R, (n— 1) x (n — 1) tipindeki matrise agisal
hiz matrisi ve bu matrise kargilik gelen @ vektoriine agisal hiz vektorii denir. Ayrica
U= 6n,1RT6n,1d, (n — 1)-boyutlu vektore de Minkowski uzayinda lineer hiz vektorii adi
verilir.  Diger yandan H;p (n), mQ_IZ—boyutlu bir Lorentz manifold olup indeksten
bagimsizdir. n =3 ve n = 4 i¢in boyH;(3) = 3 ve boyH; (4) = 6 dur.

3.6. Tanjant Operatorlerle Birlestirilmis Vektorler

S01(3) de bir tanjant operatériin vektor formu Qy = @ x ¥ olacak sekilde Q, 3 x 3

anti-simetrik matrisini olugturan o vektoriidiir. H;(3) i¢in tanjant operatorii

0 w m
0O 0 O

olsun. (3.23) tanjant operatoriiniin vektor formu (vq,ve,w) dir. Hi(4) iin bir tanjant

operatorii

0 w3 —wy V1

w 0 —w; v Q v
g—| “ R (3.24)
—wz Wi 0 s 0 0

0 0 0 0

T
4 x 4 tipinde bir matris olsun. O zaman S nin vektor formu, §= { O T ] olup 6-boyutlu
bir vektoriidiir. w space-like veya time-like ise § space-like veya time-like olur.
(3.16) carpimi, SO;1(3) ve Hy(3) iin tanjant operatorler ile birlestirilmis vektorlerin,

vektorel garpim ozelliklerini saglar. SO;(3) icin € ve W, swrasiyla, C' ve Q anti-simetrik
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matrisleriyle birlestirilmig vektorler ise o zaman bu matrislerin Lie carpimi
[C, Q] =CQ—-QC (3.25)

olup bu da ¢x W dir. Burada ki vektorel carpim Minkowski uzayinda ki vektorel carpimdir.

Boylece bu ¢arpim iglemine gore SO; (n) nin Lie cebiri soq(n) ile gosterilir, ve
s01(n) ={Q: Qe R QT = —cQe) (3.26)

ciimlesiyle tanimlanir.

Hi(n) nin iki tanjant operatorii

C r Q v
A= , S= (3.27)
0 0 0 0

olmak iizere A ve S nin Lie ¢arpimi

cQ-QC Cv-—Qr
[A,S]=AS — SA = (3.28)
0 0

seklinde olur. Bu garpima gore Hy(n) in Lie cebiri hi(n) olup

Q v
hi(n) = Qe RDX(=1) g e Rl 0T — Qe (3.29)
0 0

ciimlesiyle tanimlanir.

n = 3 iken A ve S ye karsilik gelen vektorler, sirsiyla, (1,72, \) ve (v1, v2, w) olmak iizere

0 0 Avg—wry

[A,SI=10 0 Avy—wr (3.30)
0 0 0
elde edilir. Diger yandan
(r1,72, A) X (v1,v2,w) = (Avg — wra, Avy — wry,0) (3.31)

olur.
Hi(4) kat1 hareketler de, C, S € hy(4) e karsihk gelen vektorler, sirasiyla, [¢ 7|7 ve

[@ ¥]T olmak iizere bunlarn Lie carpim
[C.S]=[éxw éxv—wxi] (3.32)
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olarak bulunur. (3.32) denkleminin sagindaki garpim, Minkowski uzayinda
carpimdir. (3.32) esitligi i¢in agagidaki sonuglar verilebilir:
Sonug 3.6.1:
i) ¢ ve W space-like ise [C, S| time-like dir.
ii) ¢ ve @ time like ise [C,S] space-like dir.

iii) ¢ space-like ve o time-like ise [C, S] space-like dir.
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IV.R3, 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA KiNEMATIK VE
DIFERENSIYEL GEOMETRI

4.1. Lie Cebiri
R3, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir cismin hareketini goz oniine alahm. Kabul edelim
ki F' sabit M de hareketli cati1 olsun. O zaman bir kat1 hareket F' den M ye olan bir

doniigimdiir [14]. Bu tiir doniigtimlere birer matris kargilik gelir. Byle matrislerin ciimlesi

R d .
Hi(4) = :ReR¥3 deR} ReRT =¢,det R=1 (4.1)

0 1

dir. H;(4) iin bir Lie grubu ve Lorentz manifoldu oldugu boliim 3.3 ve boliim 3.5 de
gosterildi. Bu grubun Lie cebiri, (3.29) dan

v
hi(4) = QeR TR O = —eQe (4.2)

ciimlesiyle tanimlanir.

H,(4)

NI

Sekil 4.1
A :fa,b] CR — Hi(4) bir egri olsun. Bu durumda S € hy(4) elaman,
S(t) = A~H(t)A(t) (4.3)

seklinde yazilabilir. Boylece H1(4) de bir egri kati cismin hareketini verir [15]. Kinematikte

(4.3) denklemi twistlere kargihk gelir ve hq(4) de twistlerin uzay1 olarak adlandirilir [16].
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S(t), F catisinm se¢iminden bagimsiz oldugundan tanim 1.32 gére A(t) tanjant vektoriiniin

sol invaryant vektor alan olur.

Tanim 4.1.1: Sy ve Sy twistlerine karsilik gelen vektor ciftleri [ @, oy |7 ve [ @y @ |7
[S1, Sa] nin vektor ciftide [ ¢ ¢ |7 olmak iizere (3.32) den
[@ 6" =[x @ xt—wxvr ] (4.4)

elde edilir. Kinematikte elde edilen bu ifadeye iki twistin Minkowski uzayinda motor ¢arpimi
denir [17].
(4.4) ifadesi ve R? iin standart bazlar1 goz 6niine alinirsa, hy(4) {in standart bazlari

00 0 O 0 0 -1 0 0100
B - 0 0 -1 0 By — 0 0 0 O By — 1 0 0 O (4.5)
01 0 O -1 0 0 O 00 0O
(00 0 0] 0 0 0 0] (0000
(0000 1] (000 0] (000 0]
B — OOOO,E5—0001,E6—OOOO
00 0O 0 0 0O 0 0 01
_0000_ _0000_ _0000_
olup, (3.28) den bu bazlarin Lie ¢arpimlar:
[E1,E1] = 0, [Ey,Es)=EFEs, [E1,E3]=—F,, (4.6)
[Er, Es] = 0, [BE1,E5]=Es, [E1, Eg]=—Es,
(B2, Ep] = 0, [BE2, E3]=—FE1, [E2, Ey]=—FEs,
[Ea, E5] = 0, [E2, Eg)=—E4, [E3, E3]=0,
[E3,E4] = Es, [Es E5]=Ey, [E3 Eg| =0,
[E4,Ey) = 0, [E4,E5]=0, [E4, Egs]=0,
[E5,E5] = 0, [Es Eg)=0, [Fs Eg]=0,

seklinde elde edilir. Buradan goriiliir ki bir Lie cebirinin iki elamaninin Lie carpimi, Lie

cebirinin elamanidir. Boylece bu elaman baz vektorlerinin bir lineer birlesimi oldugundan

[Ei,Ej] =Y CHEg (4.7)
k
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olarak yazilabilir. Burada Cikj katsayilarina Lie cebirinin yapi sabitleri denir [18]. Bu yap:
sabitleri (4.4) ifadesinden agagidaki gibi hesaplanir. Burada sifirdan farkli degerleri goz

oniine alinacaktir:

C3h=1, CH,=-1, C&=1, C¥}=-1, (4.8)
Cgl = _].7 0213 = _]., 034 == —]., Célﬁ == —1,

Cgl — 1, C§2 — 1, 03?4 — 1, C§5 - 1,

4.2. Sol Invaryant Vektoér Alanlar:
RY, n-boyutlu Minkowski uzayinda bir X vektor alani, VP € R} noktasima bir tanjant
vektorii karsilik getiren bir fonksiyondur. Eger RT, n-boyutlu Minkowski uzayinda bir egri

~(t), t € I C R, ve X de bir vektor alani ise P = () noktasindaki integral egrisi

X)) o= T, (19)

olrak yazilabilir. Boylece ~ egrisinin herbir noktasindaki hiz vektorii, X vektor alaninin bu
noktadaki degeri olan tanjant vektorii ile ¢akigir. O halde boliim 3.5 ve (3.15) den, Hy(4)
{in bir vektor alamnm integral egrisi A(t) = exp(tS) dir. Burada S = A=A olup tanjant
operatordiir. S € hi(4) ve A € Hi(4) olmak iizere, H1(4) den h1(4) e bir lineer doniigiim

A— AS

olsun. O zaman H(4) iizerindeki bir S vektor alam, A(tg) € Hi(4) noktasimda ve S € hy(4)
icin

A

S(A(to)) = Alto)S (4.10)

olarak ifade edilir. (4.10) denkleminden elde edinilen vektor alani bir sol invaryant vektor
alamdir . Ciinkii (3.11) den dolay1 S € hj(4) Lie cebiri soldan matris ¢arpimiyla elde
edilir. Diger yandan h; (4) ile sol invaryant vektor alanlar izomorf olup, {E’l, Fs, ..., Eg} sol

invaryant vektor alanlarinin bir bazidir. Boylece

[Ei, Ej] =Y CHEy (4.11)
k
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olur. {Fj, ..., Eg} h1 (4) Lie cebirinin bir baz ve sol invaryant vektor alanlarimin bazina gore
VA € Hi(4) noktasindaki tanjant uzaym bir baz da (4.10) dan {E1(A), ..., Es(A)} olsun.
Boylece Hi(4) iizerindeki her X vektor alani, sol invaryant baz vektor alanlarinin bir lineer

kombinasyonu olarak agagidaki gibi ifade edilir:
6 .
X=> X'E (4.12)
i=1

Burada X' kat sayilan reel degerli fonksiyonlar ve E; = AE; dir. Eger X' kat sayilar sabit

ise 0 zaman X vektor alani sol invaryant bir vektor alamidir. V.S € hj(4) elamanm {1y, ..., Fs }

6
bazina gore S = Z S'E; yazilabileceginden, (4.3) ve (4.10) dan
i=1

A=AS=A (zﬁ: SE) = 26: SU(AE;) = 26: STE;(A) (4.13)
=1 =1 =1
oldugu goriiliir. Buradan kati cismin A hiz {El,Eg, ...,Eﬁ} baziyla ifade edildiginden, bu
baza gore A nin bilegenleri, S ani twistin bilesenlerine esit olur. Twistlerin baz1 olarak sol
invaryant vektor alanlarmmn {E1, By, ..., Fg} bazim alacagiz.
4.3. Kovaryant Tiirev Ve Afin Konneksiyon
H;(4) Lorentz manifoldu iizerinde C'*° simfindan vektor alanlarimin ciimlesi y(Hp(4)) ile

gosterilir. Hq(4), diferensiyellenebilir Lorentz manifoldunda
Vi x(Hi(4)) x x(H1(4)) — x(H1(4))

lineer doniisiimii agagidaki 6zellikleri saglayan bir afin konneksiyondur. Vf,g € C*°(H1(4))
ve XY, Z € x(Hi(4)) igin

1) Vixigv Z = [VxZ +gVy Z

2) Vx(fY +92) = fVxY +gVxZ + (X)Y + (Xg9)Z

3) VxY — Vy X = [X,Y] 6zelliginden Afin konneksiyon simetriktir.

4) H;(4) Lorentz manifoldunda V konneksiyonu <.,.> Minkowski metrigi ile uyumlu

olabilmesi igin gerek ve yeter sart asagidaki 6zelligin var olmasidir:
X <Y, Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ >

(1) ve (4) ozelliklerini saglayan bir konneksiyon Levi-Civata konneksiyonudur.
H;(4) Lorentz manifoldu tizerinde bir egri A(t) olsun. A(t) tizerinde bir paralel doniigiim,
egrinin A(t;) noktasindaki tanjant uzaym bir X elamanin egrinin A(ty) noktasinda ki tan-

jant uzaymn bir X" elamanina doniistiiriir. A(t) egrisinin, A(¢p) noktasindaki bir X (¢) vektor

29



alaninin kovaryant tiirevi

DX(#)
dt

. X"(tg + h) — X(to)
jt=to= lim . (4.14)

olarak tanmimlanir. Burada X' (¢y+h), A(to) noktasinda A(t) egrisinin X (A(to+h)) tanjant
vektoriiniin paralel dontigiimiidiir [21].

H,(4) Lorentz manifoldunda bir egri A(t) ve bu egri iizerinde iki vektor alam X ve Y
olsun. A(t) egrisinin A(tp) noktasinda X vektor alanmmin Y vektor alanina gore kovaryant

tiirevi

DX(t)
dt
bigimindedir [21]. Burada D)d(t(t) lt=to, Y vektor alanmin ¢t = ¢y da A(tp) noktasindaki

Vy X | a(tg)= lt=to (4.15)

integral egrisidir.

Bir X vektor alan1 A(t) egrisi boyunca paralel vektor alani ise
\Y %X =0 (4.16)
dir. Bir baz vektor alaninin diger bir baza gore kovaryant tiirevi
Vi By =Y ThE (4.17)
k

seklindedir. Burada I‘é‘?i kat sayilari Christoffel sembolleridir [18].
A(t) egrisi boyunca tanimlanan bir kat1 cismin V'(¢) hizi, egri iizerinde bir tanjant vektor

alamdir ve

~dA(2)
V(t) = o (4.18)
dir. Hareketin ivmesi A(t) olup
At)=VyV (4.19)

seklinde ifade edilir. Diger bir deyisle iveme, hizin kendine gore kovaryant tiirevidir.

4.4. Geodezikleri Vida Hareketi Olan Minkowski Metrik

Bir C°° smifindan n-boyutlu Lorentz manifoldu tizerindeki, negatif tanimli, bilineer,
simetrik ve indeksi 1 olan < .,. > metrik Minkowski metrigidir. n-boyutlu Lorentz manifold
tizerinde metrik; g;; =< X; X; >, 1< 4,5 < n C*fonksiyonlarimin bir n X n matrisine
karakterize edilebilir. Burada X; ler baz vektor alamidir. Eger H;(4) iizerinde bir metrik
verildiginde, bu metrige gore Hj(4) iin iki noktasi arasindaki geodeziklik bulunabilir. Bu

boliimde geodezikleri vida hareketleri olan bir metrigin varlig1 aragtirilacaktr.
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A :a,b] C R — Hi(4) diferensiyellenebilir bir egri ve ayni zamanda

(4.20)

sartim saglayan bir geodezik olsun. Boylece (4.20) den hareketin ivmesi sifir olur. Dolayisiyla

hareketin twisti sabittir. V = dt b1r sol invaryant vektor alani olup baz se¢imine gore sabit

bilesenlere sahip olsun. Yani V = Z ViE; = V'E; dir. (4.20) den
i=1

0=VyV = Z E+ZVZVJV Ej=>"VVIV, E

7.]

elde edilir. (4.21) nin her vida hareketini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
olmasidir [11]. Ayrica teorem1.24 iin (i) sikkindan

olur. (4.22) ve (4.23) den

elde edilir.

alimirsa son ifade

Ei(g) = 5 (< [Br B By > + < By, [ By, By >)

Do =

olur. (4.7) den

Ey, (ng 2 Z (Ckzgl] + Ck]gh) , 1<4,7<6

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

bulunur. Burada ij kat sayilar1 manifold iizerinde sabittir. Boylece agagidaki teorem

verilir.

Teorem 4.4.1: Bir Minkowski metrikli (4.20) denklemini sagliyan vida hareketinin

G = [gi;] kat sayilar matrisi tarafindan elde edilmesi igin gerek ve yeter sart g;; kat sayilarinin

(4.28) denklemini saglamasidir.
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(4.26) geregince g;; kat sayilar matrisi simetriktir. Boylece G,’fj = By, (gij) olmak iizere

bu denklemlerin ctimlesi agagidaki gibidir:

Ghi=0,  Gii=-g. Gh=-g,
4111 =0, G% = —961, G?l = 951,

Gl = 19317 Gio = —%932, Gl = —%(922 + g11),
Gla = 19617 Gl = _%96% GSy = %(952 + ga1),
Gls = —;gm, Gl = —%(933 +g11), Gl = 1923,
Gis = ;9517 Gis = —% (963 +9a1),  GY3= %953

1
Gls =0, Gly=—

Gil4 = 07
1
Gls = 9615 G5
Gls =0
1
1 —_ ——
Gl6 = 29517
£116 =0,
1 _
G2 = 932,
G%Q = 962,
1 1
ng = 5(933 - 922),
4 1
G23 = 5(963 - 952),
1
@%4 =
1
Gy = 5964,
1
Gas = (935 + g62),
1
Gas = 5965,
1 1
G26 = 5(936 - 952),

1
(934 + g61), Gl = (924 + g51),

1 1

Ghy = —5964; GYy = 5954,

1
= —5935; G5 = (925 + g41),
1 1
5 1 6 _ 1
Gi5 = 5965, G5 5955

1

1
G%G = ——(936 + 941), Gm = 9267

2
1 1

G?G = —5966, Gw = 956,

G3, =0, Gy = 912,

GSQ =0, Gg2 = 942,

1 1
2 _ 1 3 _
Gis = 5912, Gas = 5913,
1 1
5 _ 1 6 _
G23— 2942, G23 2943,

1

3934, G34 = —5962; Gay = (914 + g52),

1
G5, =0, Goy = 5944,

1
G35 =0, Gis = 5(915 + g42),
5 6 1
G2 =0, Gos = 5945,
1 1

2 _ 1 3 _ 1
G2 = 5942, Gag 5 916:
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1

G%a = 59667 Gge =0, Gga = 59467
Gis = —g23, G33 = —g13 Gl =0,
G35 = —gss3, G35 = —g43, G35 =0,
1 1 1
G§4 = —5924, G§4 = —5(914 + 963), G§4 = 5953,
4 1 5 1 6
Gy = 5953 G3y = 5944, Gas =0,
1 1 1
Gis = 5(963 — 925), G35 = —5915, Gis = 5943,
4 1 5 1 6
G35 = _59557 Gg5 = —59457 G35 =0,
1 1 2 1 3
Gag = —5(926 + 953), G36 = —5(916 + 943), Gig =0,
4 1 5 1 6
G36 = _59567 G36 = _59467 G36 =0,
G%A = 07 G4214 = —J64, G§14 = 0954,
Giu=0, Gi4=0, Gi=0,
1 1 1
Gis = 5964, Gis = — 5965, Gi; = 5(955 + gaa),
Gis =0, Gis =0, G5 =0,
1 1 1
Gig = —=0s4, Gis = —=(g55 + gaa), Gis = =956
2 2 2
Gis =0, Gis =0, Gl =0,
G5 = ges, GZ5 =0, G5 = gus,
G§5 =0, Gg5 =0, Gg5 =0,
1 1 1
Gig = 5(—955 + 966), GE = —5945, Gis = 5946
Gag =0, Gl =0, G =0,
Géﬁ = —3G56, G%e = —g46, G’%G =0,
Gés =0, Ggs =0, Ggs =0,

Buradan agagidaki teorem verilir:

1

Teorem 4.4.2: XY, 7Z € y(H1(4)) vektor alanlar, [X,Y] = Z, f diferensiyellenebilir

fonksiyon ve

X(f) = Oz (4-30)
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Y (f) =gy (4.31)
Z(f)=g9- (4.32)

olsun. g, g, ve g, reel degerli fonksiyonlarin ¢oztimleri varsa

X (gy) -Y (gm) =9z (433)

dir.
Ispat: (4.30) ve (4.31) denklemlerinin her iki yam, sirasiyla, Y nin X (f) ve X in Y(f)

yoniine gore tiirevi alimip taraf tarafa cikartilirsa,

XY(f) =YX(f) = X(gy) = Y (92)

elde edilir. Sol taraf [X,Y](f) = Z(f) = g. oldugundan (4.33) denklemi elde edilmig olur.
Teorem 4.4.3: G = [g;;] kat sayilar matrisi

A~

By (9i7) = % (< [BeB] B > + < Bu, [Bi By >)

denklemini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart

ae  fe
G= (4.34)
Be 0
-1 0 0
formunda olmasidir. Burada « ve g pozitif sabit sayilar, e = 0 1 0| dir.
0 0 1

Ispat: Bu matrisi elde etmek icin (4.29) da verilen sonuglar gz 6niine alimirsa

E1(g11) = 0, Ex(g11) = —g31, E1(g11) = 0, E3(g11) = 921 (4.35)

olur. Diger yandan {El, E2:| — Ej3 diir. Teorem 4.4.2 gdz Oniine alinirsa,

- 1
Eq (g31) = 25921 (4.36)

bulunur. (4.36) esitliginden,
1

5921 = 921 = g1 =0
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olur. Burada go; = 0 oldugundan Ez‘<921) =0, 1 <i<6, elde edilir. (4.29) dan

g13 = 0, g15=0, g16 =0 (4.37)
gan = 0, g2 =—g11, g23 =0,

g2a = 0, g21 = —ga1, g26 =0,

g1 = 0, g2 =0, g33 = —0g11,

gz3a = 0, g35 =0, gsg = —ga1,

gaa = 0, 945 =0, gsa =0,

g5 = 0, gs6 =0, ges = 0.

bulunur. (4.37) den

—9g11 = g22 =g33 =«
dir. Benzer gekilde

—g41 = ga5 = g36 = [3

olur. Burada « ve (3 pozitif sabitlerdir. Boylece (4.34) matrisi elde edilmis olur. Buda ispat1
tamamlar.

Teorem 4.4.3 den geodezikler iizerindeki metrik
< 81,89 >= 5] G5y, VS, Sy € hy(4) (4.38)

olarak tamimlanir. Burada 57 ve Sa, sirsiyla, S1 ve Sy ye kargilik gelen vektor giftleridir.
Teorem 4.4.4: Geodezikleri vida hareketleri olan Minkowski metrigi vardir.

Ispat: (4.34) matris formunun karakterisik degerleri

A= %(owr Va2 —4p%), do = %(a— yo? =457
A3 = %(OH- Va2 +46%), A= %(a— Vo +45%)

seklindedir. Bu degerlerin ikiserli carpimlar: ya sifir ya sifirdan kiiciik ya da sifirdan biiyiik-
tiir. Buradan G metrigi Minkowski metrigini verir.

Tanmim 4.4.5: S bir matris olmak iizere

Adg @ hi(4) — hi(4)

S — AdaS = ASA™Y, A e Hy(4)
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doniisiimiine Adjoint doniigiim denir. S ye karsihk gelen vektor cifti [ @ ¢ |7 ve A =
R d
0 1

olmak {izere

AdaS=[ R Rv— (Rw)xd]" (4.39)

elde edilir. Burada x Minkowski uzayindaki vektorel ¢arpimdir.

Teorem 4.4.6: S1,S2 € hi(4) ve A € Hi(4) olmak iizere
< 51,59 >‘g:< AdaS1, AdaSs >’5 (4.40)

dir.
T

—

Ispat: s1=[w, @ |T,s2=[wy @ |* olsun.(4.38) goz oniine alindiginda

< AdaSi, AdaS: >|-=<[ Ry Rv,— (Rwy) xd)",[ Ris Rty — (Ris) xd ]’ >
= o(Rw)Te(Rity)
+3 ((Ral)TaRwQ — ((Ry) x d)Te Rty + (R )T e Ry — (Ry ) e((Ratdg) x J))
— (@) eds + B (U{awg + (Rih)Te(Ris x d) + 0 ety — (Rity) e((Rid) x dJ )
= ol ety + B (0] ey + 0T etn) =< [ @ o )\ [ @ @ |7 >|e=< 1,5 >|
olur.
Teorem 4.4.7: < 51,59 >|.=< AdaS1, AdsSs >|. ifadesinden geodezikler iizerindeki
her sol invaryant G metrigi bi-invaryanttir yani hem soldan hem de sagdan invaryanttir.
Ispat: G nin sag invaryant oldugunu ispatlayacagiz. A, B € Hy(4) olmak iizere X ve Y
birer vektor alani olsun. G metrigi sol invaryant oldugundan
< X(B)A,Y(B)A >|pa=< (BA)"'X(B)A,(BA)"'Y(B)A >|.
= <A 'B'X(B)A,AT'B7'Y(B)A >|.

olur. (4.40) dan
< A'B7'X(B)A,A7'B7YY(B)A >|.=< B7'X(B),B"'Y(B) >|.
elde edilir. G sol invaryant oldugundan son esitlikten
< B 'X(B),B7'Y(B) >|.=< X(B),Y(B) >|.
bulunur. Bu da G nin bi-invaryant olmasi demektir.
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4.5. Kinematik Konneksiyon
Tanim 4.5.1: A(t) € Hi(4) bir kat1 cismin hareketini tanimlayan bir egri ve S(t) € hy(4)

de aym cismin twisti olsun. O zaman kat1 cisimin ivmesi
(€ a@]"=[w o]"+[0 wxo] (4.41)

olarak yazlabilir [22]. Bu denklemde 5 acisal ivme ve @ da lineer ivmedir.Aym zamanda

boliim 4.3 den kat1 cismin ivmesi A(t) = ViV oldugundan
VvV=[w o]7+[0 wxv]" (4.42)
olur. Diger yandan V = ViE; olmak iizere
VvV = Z bt ZZV’VJV E;
veya (4.17) denkleminden

ViV = Z Ek + Z Z ViIVITh By (4.43)

yazilabilir. Ayrica V E ZI‘ By, ifadesinden V5, E +Vg E Z I’]?z-—l—I‘fj)EAk oldugu

gbz Oniine alinirsa

I+ T =aj; (4.44)
olarak alinabilir. Boylece (4.42) den a - larin sifirdan farkh degerleri;
afs = 1, als=—1, a§; = —1, (4.45)
agﬁ = -1, ag4 =1, a§5 =1
seklinde bulunur. Diger yandan V E; -V i E; = [E;, E}] ve (4.11) ifadesinden
I —TF =Cf (4.46)

elde edilir. Boylece (4.44) ve (4.46) denklemleri, konneksiyon ve I‘;‘?i Chirstoffel sembollerini
tek tiirli olarak belirtir. Bu konneksiyona Minkowski anlaminda Kinematik konneksiyon
denir. Kinematik konneksiyon i¢in sifirdan farkli Christofell sembolleri,
1
Fgl = FZ3 = Fé?) =1, Fgl = F%3 = F%s -9 (4.47)
1
F§2 = Ffﬁ = Fgl = -1, F:i}2 = Fgl = F%a ~— 9
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dir.
Kinematik Konneksiyonla Uyumlu Metrik

H;(4), diferensiyellenebilir Lorentz manifoldunda, V, Levi-Civata konneksiyonu
VxY —VyX = [X, Y] (4.48)

ozelliginden simetriktir. Burada X ve Y, H;(4) iin iki vektor alanindir.Bu 6zellikden dolay:
kinematik konneksiyonda simetriktir. Diger yandan Levi-Civata konneksiyonu Minkowski

metrigi ile uyumlu oldugundan
X <Y, Z>=<VxY,Z>+<Y,VxZ > (4.49)

ozelligini saglar. O zaman kinematik konneksiyonunda Minkowski metrigi ile uyumlu ola-
bilmesi i¢in (4.49) 6zelligini saglamas: gerekir. Buradan h;(4) iin {E}, ..., Fg} sol invaryant

baz vektor alanlar: (4.49) dan

Ek < E@Ej >=< VEkEz',EA'j >+ < Ei,VE Ej >

k

olarak yazilabilir. < Ei, Ej >= g;; alinirsa
Ew(9ij) = > _(Tixgij + i) (4.50)
l

elde edilir. k£ > 3 i¢in Ffj = 0 oldugundan Ek(gij) = 0 olacaktir. Ek(gij) :ij olmak iizere,

k < 3 i¢in (4.50) denkleminden elde edilen denklem sistemleri agagida gibi olur:

1

Gi1 =0, G} = —g13, G3) = —g12,G1o = 5913

1 1
Giy = —5923, Giy = —5(922 +911)

1 1 1

Gi3 = 5912, Gls = —5(933 +g11), Gis = 5923

1 1
Gi, =0, Gi, = —5(934 +g16), Giy = 5(924 + g15)
G5 = 59165 Gis = —5935; Gi5 = 5(925 + g14) (4.51)

1 1 1

Gig = —5915, Gl = —5(936 +g14), Gig = 5926

G%Q = g23, G%Q =0, G%Q = 912

1

1 1
Gz = 5(933 — g22), G353 = —5912, Gis = 5913
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1 1
Gas = =934, G34 = —026, Gy = =914 + go5

2 2
11 2 3 1
Gos = 5935 T 926, G5 =0, Gos = 5915+ 924
1 1 2 3 1
Gag = 5936 — 925, Gog = —g42, Gog = 5916
Gz = —g23, G33 = —g13, Gi3 =0
1 1
G:l),4 = —5924, (3%4 = —5914 — 936, G§4 = 335
1 1 2 1 3
G35 = 936 — 5925; G35 = —5915, G35 = 934

G = _%926 — g35, G36 = —%916 — g34, G35 =0
Gla =0, Giy = —2g46, G4 = 2945
Gls = 916, Gis = —g56, Gids = 955 + gua
Gls = —9a5, Gis = —966 + gaa, Gis = gs6
Gis = 2956, G35 = 0, G5 = 2045
Gse = —gs5 + 966, Gig = —945, Gs = gas

Gés = —2956, Gog = —2946, Gig =0

Simdi agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.5.2: G = [g;;] matrisi Ej(gi;) = Z(Fékglj + Fékgli) denklemini sagliyorsa
l

ae O
G= (4.52)
0 G,
-1 0 0
formuna sahiptir. Burada G, bir simerik matris, € = 0 1 0 |, O 3x3 tipinde bir sifir
0 0 1

matrisi ve a pozitif bir sabit sayidir.

Ispat: Teorem 4.4.2 ve (4.51) ifadeleri gozoniine almirsa

Er(gin) =0, Ez(gn) = —gs1, Ez(gnn) = —gm
elde edilir. Bulunan bu esitlikler ile Teorem 4.4.2 den —F)(g13) = g12 olur. (4.49) dan

%gm = go1 olup go1 = 0 dir. Ayrica

N . 1 . 1
Fi(g1a) =0, Ea(g14) = —5934 — g16; Es3(g14) = 5924 + g15
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ve Teorem 4.4.2 tekrar kullamlirsa goy = 0 bulunur. Diger yandan (4.51) den By (gaa) =
O,Eg(g44) = —2g46,E3(g44) = 2gy45 elde edilir. Buradan g45 = g54 bulunur. Boylece (4.51)
den asagidaki ifadeler elde edilir:

g12 = 0,913 =10,915=0,914 = 0,916 = 0 (4.53)
g21 = 0,922 = —g11,923 = 0,924 = 0,925 = 0,926 = 0

g31 = 0,932 =0,933 = —g11,934 = 0,935 = 0, 936 = 0.

g1 = 0,942 =0,943 =0, 945 = g54, ga6 = g4

gs1 = 0,952 =0,953 =0, 956 = go5

g1 = 0,962 =0,963 = 0.

(4.51) den
—g11 = g22 = g33 = &

dir. Yine (4.53) den G, matrisinin simetrik oldugu goriiliir.
Teorem 4.5.3: Bir sol invaryant metrigin kinematik konneksiyonla uyumlu olamasi igin

gerek yeter sart W matrisi

ae 0
W = (4.54)

0 pe
formunda olmasidir. Burada « ve 8 pogzitif sabit sayilardir.
Ispat: Teorem 4.5.2 deki G matrisini gtz oniine alalim. Bir metrik sol invaryant ise G
matrisi sabittir. Buradan g;; ler sabit ise E;(g;;) = 0 dir. O zaman (4.49) sisteminden G nin
Gp matrisi i¢in g45 = 0, ga6 = 0, gs¢ = 0 bulunur. Ayrica —gss = gs55 = ges = [ olduguda

ae 0
yine (4.51) sisteminden elde edilir. Buradan da W = olur.

0 pe

Teorem 4.5.3 den Lie cebiri iizerindeki Minkowski uzayinda i¢ ¢arpim asagidaki gibi
tanimlanir:

S1,S2 € hq(4) olmak iizere

< 81,80 >= 5 W5, (4.55)
olur. Burada &1 = [ w; o 17 ve 5 = | Wy Uy |7 vektor ciftleri, sirasiyla, S; ve Sy ye

karsilik gelir.

Bu metrik icin asagidaki ozellikleri verebiliriz:
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Ozellik 4.5.4:

1) (4.55) metrigi sol invaryant ve sabit referans gatisinin se¢iminden bagimsizdir. Ciinkii
metrik hareketli catinin baz vektorlerine gore tanimlanmaistir.

2) « ve [ pozitif sabitlerinin keyfi bir se¢imi igin E; baz vektor alanlar1 ortogonaldir.
a = [ =1 alindiginda bu bazlar ortonormal olur.

Teorem 4.5.5: X = X iEi, Y = YiEi ve J = ZiE’i ii¢ vektor alani, bunlara karsilik
gelen vektor ciftleri de, sirasiyla, [ @, @, )7, | Wy, T, 1T ve [ w, @, ]T olsun. V, (4.55)

de verilen sol-invaryant Minkowski metrigine kargilik gelen Levi-Civata konneksiyonu ise

< Z,VxY >= (4.56)
o 1
< XOVELZ> 45 <l @ |7 [0, x by x 5+ 5, x @] >

< [, G)T, [, x Wy W, X Ty + Ty X Wy]T >

+ < [, T, [y x Wy W X Ty 4 Ty x @y >

olur.
Ispat: (1.12) den yararlanarak ispat1 yapacagiz. X ve Y, Hy(4) iki vektor alan olmak

iizere Lie parentez operatorii

A

XY) = XY | By By + X(Y) B - Y (X)),

olur. [ w, @, ]% ve| Wy U, |7 ciftlerine gore
Xiy’ [EE]} = [ W, x @, Wy % Ty + T x Ty |7

yazilabilir. Boylece (1.12) den,

[

< ZX)Y]>=<[w, @ "] @ x @, @ x 0+ x 0,
+ < Z,X(YVE;>—-<ZY(X)E; >
elde edilir. Diger yandan (4.55) den

X < Y, Z>=XY'WZ)=X{Y"YWZ' +YWX(Z')

= <X(YYE,Z>+<Y,X(Z)E; >

bulunur. Benzer agilimlar (1.12) sisteminin geri kalan terimleri i¢in yapildiginda (4.56)

denklemi elde edilir.
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Teorem 4.5.6: X = X'E; ve Y = Y'E;, Hy (4) iki vektor alani, bunlara kargilik gelen
vektor ciftleri de, swasiyla, [@, @7, ve [@, @,]T olsun. V, (4.55) de verilen Minkowski
metrigine kargilik gelen Levi-Civata konneksiyonu ise o zaman

dw, 1 d
VY = [52 4w, x wy, %

=+ 3 17, (4.57)

+ Wy X vy

olur. Burda %, X in integral egrisi boyunca tiirev olup (4.57) esitligi « ve 8 sabitlerinden
bagimsizdir.

Ispat: Teorem 4.5.3 ve (4.55) metriginden;

—awle(wy x w,) — Bvle(wy, x v, + vy X w,)
A 1
< Z,VxY >=<Z X(Y")E; > +§ —i—awgs(wz X wy) + nge(wz X Vg + Uy X Wy)
+awle (wy x wy) + Bvle (wy X vy + vy X wy)
o 1
= <Z,X(Y"YE; > +§ [oszTE (wz % wy) + 2BvT e(wy x vy)]

AU |
= <ZX(YDE; + [Sws x wy we X vy >

elde edilir. Bu esitlik her Z icin dogru oldugundan
o 1
VxY =X(Y"YE; + [wa X Wy Wy X vy]T

yazilabilir. %, X in integral egrisi boyunca tiirev ise

e dY' . dwy dvyop

bulunur. Buradan da (4.57) ifadesi elde edilir.
Teorem 4.5.7: X = X'E;)Y =Y =Y'E; ve Z = Z'E;, sirasiyla, (W, U7, [, zTy]T
ve [, )7 vektor ciftleriyle birlestirilmis H;(4) de ti¢ vektor alam olsun. Hi (4) de bir

konneksiyon (4.57) denklemi ile tanimlanmig ise o zaman R(X,Y)Z egriligi

1
R(X,Y)Z = [3(wy x wy) X w: 0t (4.58)
dir.
ispat:
. Wy
X = X'E;=
Uy
. X
X (vy)



ve

alinirsa

X (w,) + Lw, x w, Y (w,) + tw, x w,
R(X,Y)Z = Vy () + 3 ]vxl() 27 ]

Y (v,) +wy X v,

X(vy) + wy X vy

(X, Y] (w2) + Fwix,y] X we
[X, Y] (Uz) + W[X,Y] X Uy

2
YX(v,) + Y (wz) X vy +we X Y(vy) +wy x X(v2) + wy X (W X )

_ [ VX (w.)+ 5 (Y(wg) X ws +wy X Y(w,) +wy x X(w,)) + 2wy X (wy X w) ]

XY (w) 4+ 3 (X (wy) X wy 4+ wy X X(w,) +wy X Y(w,)) + Twy x (wy X w.)
XY (v2) + X(wy) X vy +wy x X(v;) +wy x Y (v,)+

4 [ (0] (102) + 4 (wg X wy + X () — ¥ (w,) X ws ]

(X, Y] (v2) + (we X wy + X (wy) — Y(wg)) X v,

_ %(wmxwy)xvz
0

elde edilir.
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V. UYGULAMALAR

Uygulama 5.1: R%, 2-boyutlu Minkowski uzayinda bir dénme matrisi

cosht sinht
R(t) =
sinht cosht

seklinde ve bir 6teleme vektorii de d(t) = (sinht, cosht) olan bir hiperbol olsun. O zaman

A(t) € Hi(3) nin matrisi.

P R0
i 0 1
olur. (3.22) den A(t) nin tanjant operatorii
[ 0 1 1
S=1100
1 000

olarak bulunur. Boylece A(t) nin egrisi Sekil 5.1 deki gibi elde edilir.

Sekil 5.1

A(t) nin hiz1 ve ivmesi

v = a4
dt
. av
— =0



elde edilir.

Uygulama 5.2: Bir

egrisi, (4.55) metrigi ile donatilmig Hy(4) iizerinde bir geodezik olmasi igin gerek ve yeter

sart V = % hiz vektor alanma karsihk gelen [w v]7 vektor ciftinin

dw
= =90 5.1
o (5.1)
do- _ —w X v
.
denklem sistemini saglamasidir. Eger % = —w X v ise
d=0

dir.
Ispat: Eger A(t) bir geodezik egri ise ViV = 0 dir. Boylece (4.42) den (5.1) denklemleri

bulunur. (5.1) in ikinci denkleminden
V+wxv=0 (5.2)

yazilabilir. Q = eRTeR ve v = eRTed oldugundan (5.2) ifadesi bunlara bagh olarak

agagidaki gibi ifade edilebilir:
bwxv=0+Qu=(ck ed+eRed) + Red = 0.
Diger yandan eRTe = —cRTeReR"e oldugundan
eRTed =0

bulunur. Burada € # 0 ve RT # 0 dir. Dolayisiyla d = 0 olur. Bu ise dteleme vektoriiniin

bir dogru oldugunu gosterir.
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Sekil 5.2.a Bir vida hareketi

b —
1,57
0]
151 — |
] i
] 0.2
) 04
-1 DBD'E
1 1,2 1.4 16 s : et

Sekil 5.2.b Bir geodezik

Uygulama 5.3: A(¢) € Hi(4), A(¢) bir geodezik egri olmasin.




olmak iizere R(¢) (2.2) de verilen dénme matrisi ve d(¢) = (cosh),sinh,0) olsun. O

zaman (3.22) den

0 0 O cosh ¢ cosh ¢ — cos € sinh ¢ sinh 1
v 0 0 1 —sinhycosh costy + (cosbcoshpcost) — sinfsin))sinhp
0 —1 0 —sinhpsiny cosh + (cosfcosh psiny + sin @ cos ) sinh ¢
0 0 0 0 ]
olur. Burada agisal hiz w = (—1,0,0) ve lineer hiz
v = (coshpcosh — cosfsinh psinhp,

— sinh ¢ cosh ¥ cos ¢ + (cos 0 cosh p cos 1) — sin 0 sin 1)) sinh 1,

— sinh ¢ sin ¢ cosh 1) + (cos 6 cosh ¢ sin ¢ + sin 6 cos 1) sinh 1))
bulunur. Diger yandan A nin ivmesi (4.40) dan

A(w) = {(0,0,0), (cosh ¢ sinh 1) — cos @ sinh ¢ cosh 1),
— sinh p(— sin ¢ cosh ¢ + cosh ¢ sinh v))
+(— cos 6 cosh p sin ) — sin f cos 1) sinh 1)
+(cos @ cosh p cos ) — sin O sin 1)) cosh 1),
— sinh ¢ (cosh ) cos 1) 4 sin ¢ sinh ¢ + (cos 6 cosh ¢ cos ¢ — sin # sin¢)) sinh ¢
+(cos @ cosh psin ) + sin  cos¥) cosh ¥} + {0, (0,
— sinh ¢ sin ¢ cosh 1) + (cos 0 cosh @ sin ) + sin O cos ©) sinh 1),

sinh ¢ cosh ¥ cos ¢ — (cos 0 cosh ¢ cos 1) — sin @ sin ) sinh ¢}

elde edilir. Bu durumda hareket gekil 5.3.a ve gekil 5.3.b deki gibidir.
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Sekil 5.3.a

Sekil 5.3.b

48



SONUC VE ONERILER

1) Bu caligma sirasinda, Minkowski ve Lorentz uzaymdaki temel kavramlar ve teoremler
incelendi ve bir kismi tezde verildi.

2) 3-boyutlu Minkowski uzayinda dénme ve kati hareketler incelendi. Dénme hareketi
igin Minkowski uzayinda Cayley formiilii, Rodrigues denklemi ve Euler parametreleri ile
ilgili aragtirmalar yapildi. Kati hareketin koordinat doniisiimii ve vida ekseni verildi.

3) n-boyutlu Minkowski uzayinda hareketin cebirsel ozellikleri incelendi. Minkowski
uzayinda, donme ve kat1 hareketlere karsilik gelen, SO;(n) ve Hi(n) Lie gruplar verildi. Bu
gruplarin soj(n) ve hi(n) Lie cebirleri incelendi. Hi(n) ve SO;(n) Lie gruplarinin tanjant
operatorleri ifade edildi. 3-boyutlu Minkowski uzayinda, dosnme ve kati hareketlerinin Lie
grublari, sirasiyla, SO1(3) ve Hi(4) ile gosterildi. Tanjant operatorlerinin Lie cebirinin
elamanlar1 oldugu verildi. Tanjant operatorlerle birlestirilmis vektorler arastirildi.

4) 3-boyutlu Minkowski uzayinda, Hi(4) iin geometrisiyle kinematigin bazi temel
sonuglar: birlikte incelendi. Hj(4) de sol invaryant vektor alanlari, kovaryant tiirev ve Afin
konneksiyon kavramlar ifade edildi. H;(4) de geodezikleri vida hareketi olan Minkowski
metrigi verildi.  Ivme veya hizin daha yiiksek tiirevlerini calismak icin kinematik
konneksiyon ifade edildi. Bu konneksiyonla uyumlu Minkowski metrigi verildi.

5) Hareketlerle ilgili 6rnekler incelendi. Bu ¢rneklerin daha iyi anlagilabilmesi ve gorsel
olarak kavranabilmesi icin Mapple 9.5 yazilimi kullanilarak, belirli parametrelerde grafikleri
cizildi.

6) 3-boyutlu Minkowski uzayinda, dénme ekseninin Null olmasina gore benzer sonuglar
aragtirilabilir.

7) 3-boyutlu Dual Minkowski uzayinda, dénme ve kati hareketin cebirsel 6zellikleri,

hareketin kinematik ve diferensiyel geometrisi incelenebilir.
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