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ONSOZ
Degismeli olmayan geometri, fizikte en ilgi ¢ekici matematiksel kavramlardan biridir ve son
yillarda matematiksel fizigin farkli aanlarinda 6nemli bir rol oynamaya baslamistir. Bu

calismada, (2+1)}-boyutlu slper uzayin bir deformasyonu yapilarak, onun Uzerine bir
genisletilmis diferansiyel kurulmustur.

Bu calismamin hazirlanmasinda her ttrlt maddi-manevi yardimini benden esirgemeyen cok
degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Salih CELIK’ e sonsuz tesekkdirlerimi sunarm.

Ayrnica, konu hakkindaki yardimlarindan dolayr Sayin Ars. Grv. Ergin YASAR a
sikranlarimi sunarim.



OZET

Bu calismada, Genisletilmis kuantum G¢ boyutlu stiper uzay Uzerinde degismeli olmayan bir
diferansiyel hesap verilmektedir. Vektor alanlarimin Lie cebiri ve Hopf cebiri yapisi ve dual
Hopf cebiri yapis elde edilmektedir. Genisletilmis kuantum 3d sliper uzay Uzerindeki
diferansiyel hesap, ic tirevler ve Lie tlrevler vasitasiyla genisletilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Kuantum stiper uzay, diferansiyel hesap, stiper Hopf cebiri, Lie stiper
cebiri, dual stiper cebir, i¢tlrev, Lie tlrewvi.



ABSTRACT

In this study, A nhoncommutative differential calculus on the extended quantum 3d superspace
isgiven. The Lie algebra of vector field, its Hopf algebra structure and dual Hopf algebra are

obtained. The differential calculus on the extended quantum 3d superspace is extended via
inner derivations and Lie derivatives.

Keywords: Quantum superspace, differential calculus, super Hopf algebra, Lie super algebra
dual super algebra, inner derivations and Lie derivatives.
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1. GIRIS

Kuantum gruplarin degismeli olmayan diferansiyel geometrisi fikri ilk defa Woronowicz
(1987, 1989) tarafindan ortaya atilmustir. Bu yaklasimda grup Uzerindeki diferansiyel hesap,
grubun 6zelliginden ¢ikartilir. Bu, grup Gzerindeki fonksiyonlar, diferansiyeller, diferansiyel
formlar ve kismi tirevlerleilgilidir. Wess ve Zumino (1990) tarafindan ortaya atilan yaklasim
Manin'in (1988,1989) kuantum uzaylar hakkindaki vurgusunun devami niteligindedir.
Diferansiyd formlar, degismeli olmayan koordinatlarla tanmmlanmistir. Kuantum gruplar, bu
uzaylar Gzerine etki eder. Kuantum gruplarin diferansiyel ve cebirsel ozellikleri, bu uzayin
Ozelliklerinden elde edilmistir. Kuantum gruplar tzerindeki diferansiyel hesaba, bir pedagojik
yaklasim Aschieri ve Castellani (1993) tarafindan verilmistir.

Bu calismada, U¢ boyutlu kuantum stiper uzay, Manin (1989) yaklasimuyla ele alinmaktadir.
Kuantum 3d sliper uzay Uzerine dferansiyel hesap kurulurken, Celik (2006) tarafindan
verilen yaklasim kullanilacaktir. Once koordinat fonksiyonlar: ile onlarin diferansiyelleri
arasindaki bagintilar elde edilecek, sonra diferansiyeller arasindaki bagintilar bulunacaktir.
Boylece elde edilecek diferansiyel cebirin, bir Hopf cebiri oldugu ispat edilecektir. Daha
sonra, vektor alanlarimin Lie stper cebiri ve slper Hopf cebiri elde edilecektir. Sonraki
kisimda ise, dual stper Hopf cebiri elde edilip vektdr alanlarinin cebiri ile izomorf oldugu

gosterilecektir.

Son kisimda ise, yukarida elde edilen diferansiyel hesap, i¢ tlrevler ve Lie tlrevleri

vasitasiyla daha biytk bir diferansiyel hesaba genisletilecektir.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1 Onbilgiler

Bu bdlimde, tezde kullamilacak bazi kavramlar, butinlGgl bozmamas icin burada
tarmtill acaktir.

2.1.1. Tamm: Uzerinde toplama ve carpma tamimlanmis bir R kiimesine, asagidaki 6zellikler

saglanirsabir birimli halka denir.

1. (R,+) birdegismeli grup.

2.Hera,b,ce R icin a.(b+c)=ab+ac ve(a+b)c=ac+bc.
3.Hera eR icin a.1=1a olacak sekilde le R elamam mevcut.
4. Her a,b,c Ricina(bc)=(ab)c.

Eger her a,b €R igin ab =b.a oluyorsaR’ ye degismeli halka denir.
2.1.2. Tamm: (M,+) bir degismeli grup ve R bir halkaolsun. Eger
@:RXM > M, (a,x)— ax, ((p:MXR —>M, (x,a)— x.a)

seklinde tanimlanan tasvir asagidaki sartlan saglarsa, M ’'ye bir sol (sag) R -modiil, kisaca

sol (sag) modul, ¢ tasvirinede sol (sag) R - modul M ’'nin yapa tasviri ach verilir:
Va,beR veVx,y eM icin,

) a(x+y)=ax+ay, ((x+y)a=xa+ya)

i (a+b)x=ax+bx, (x(a+b)=xa+xb)

iii) (ab)x=a(bx), (x(ab)=(xa)b)

iv) 1, x=x, (x1, =x)

Eger M hem sag hem sol R -modul ise M ’ye kisaca modiil denir. EK olarak R halkas: bir

cisimise, M modulUne vektor uzay: veyabir lineer uzay denir.



2.1.3.Tamm: V ve W , K Uzerinde birer vektor uzay1 olmak tzere,
T Vew

tasviri, her v,v, eV ve a,b K igin
T(av,+bv,)=aT(v,)+bT(v,)

sartin1 saglarsa, bir lineer tasvir adim alir.

2.1.4. Tanim: U,V ve W, K Uzerinde birer vektor uzayi olmak tzere ¢ :UxV — W tasviri

asagidaki iki sart1 sagliyorsa ¢ yebir bi-ineer tasvir denir.
u,u'eU;v,v' eV ve A, uekigin,

D) o(Au+ puu',v)=2AoW,v)+ ue',v),
ir) o(u, v+ ') = Ao(u,v) + up(u,v").

Kabul edelim ki U, m—boyutlu ve V', n— boyutlu birer vektor uzayr olmak tzere

{@,}” , U nun ve {ﬁj}'fl,V nin taban elemanlarimn kimesidir. Bu takdirde 1<i<m ve
i= Jj=
1</ <n olmak Uzere mn tane (i, j) indis mevcut oldugundan bu indis ciftleri W daki bir

[, tabamm indislemek igin kullamlabilir. Boyle yapinca ¢:UxV — W  tasvirini
7Vi=l, j=

x=x'u, ve y=y’v; olmak Uzere

(P(;CJ’) = xiyj;.Vif
seklinde tanimlariz. Asikér olarak ¢, bir bi-lineer tasvirdir ve @ (UxV)c W (goruntl)

kimesi, {v?,-,} tabanmini ihtivaeder. Dolayisiyla ¢, W uzayini gerer.

Sonug olarak, U ve V' iki vektor uzay: olmak Uzere bir W vektor uzayr icin asagidaki iki sart

saglantyorsa Wuzayina, U veV uzaylarimin tensor carpimi denir ve sembolik olarak

U ®V ilegosterilir.

i) e(UxV),W y1gerer.

i) W :U xV — W herhangi bir bi-lineer tasvirise ¥ = ® o ¢ olacak sekilde bir © : W > W’
lineer tasvir mevcut.



4

215 Tamm: 7:U =V, , T,:U,—V,, birer lineer tasvir olsun. Bu takdirde, u, €U, ve
u, eU,icin

QU QU, » 1 ®V,, Oy ®u,) =T (1) ® T (1)

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur. Buradaki ®’ye 7; ve T,'nin tensor ¢arpimi
denirve ® =7, ® T, ilegosterilir.

2.1.6. Tamm: L vektor uzayr olmak Uzere, eger,

[,]:LxL— L

bi-lineer tasviri asagidaki iki sart1 saglarsa L 'ye bir Lie cebiri denir:

i) [x,y]=-1y,x],
i) [x,[y,z]]1+[z,[x, Y]] +[y [z, x]]=0, Vx,y,z€L.

2.1.7. Tamm: G bir grup ve K bir cism olsun. 4 ile G’den K 'ya olan fonksiyonlarin

kiimesini gésterelim. Y ani

A=Map(G,K)={f1/:G - K}

olsun. Eger asa@ daki (ig aksiyom saglanirsa, 4’yabir K -cebiri denir:
D) (a f)x)=a f(x),

(2 (f+2)(x) = f(x)+g(x),

) (fg)(x) = f(x)g(x), f,.ged aekK, xeC.

Eger bir lineer 7:4— A tasviri

I(f.g)=T(/)I(g)
esitligini de saglarsa, T 'ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

Bir K —cebirini (basitlik icin sadece cebir diyecegiz), genel olarak asagidaki sekilde
tammlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile birlikte bir K -vektor uzay: olarak
dasundltr:

U:AA—> A, ula®b)=ab ,
n:K—>A, nk)=kl.



Burada 7 , A’ min birim elamamdir. Bu tasvirler icin

pe(id® u) = po(u®id) (Ass)

. . . (2.1)
po(id®n)=uo(n®id)  (Uni)

(Uni) aksiyomu, n(1)’'in  A’'mn hem sag hem de sol birim elamam oldugunu ifade

etmektedir.
Boylece ortaya gikan (4,u,n) Ugluslne bir cebir diyecegiz.

Eger A® A=Map(GxG,K) ve A=Map(G,K) oldugunu kabul edersek, G deki islemi

kullanarak asagidaki lineer homomorfizmleri tammmlayabiliriz. Her x, y € G igin

AA—> AR A, Af (x® y) = f(x.y),

c:A—> K, (f)=f(e).

Burada e, G nin birim elamanidir. A’ya cebirin bir es-¢carpmasi ve ¢ tasvirine de cebirin es-
birimi denmektedir. A ve ¢ cebir homomorfizmleri, sirasiyla u ve n tasvirleri icin verilen

(Ass) ve (Uni) ozéliklerine (denklem (2.1)) dua olan 6zelliklere sahiptir. Yani

(d®A)o A =(A®id) oA (coass)

. : . . (2.2)
Uo(e®id)cA=id=pu-(id®¢) oA (counit)

dir. Genel olarak, K Uzerindeki bir lineer 4 uzayina, yukanda tanimlanan u,n,A K-lineer
tasvirleriyle birlikte bir K-kocebir (kisaca kocebir) ve A lineer uzayina u,n,A,e  K-lineer

tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca bicebir) denir. Ek olarak, f € 4,x € G igin

S:A— 4, Sf(x)=f(x7)

seklinde tammlanan ve

1o(id®S)A =noe = u o(S®id)A (2.3)

Ozelligini saglayan bir § cebir antihomomorfizm (es-ters) ile (4,u,n,A,&,S) dtiliana bir

Hopf cebiri denir (Abe, 1977). Bundan sonra, kisaligi bakimindan bir Hopf cebiri igin,



(4, u,n,A,¢g,8) dtihani degil sadece 4 y1 kullanacagiz.

Eger 4 bir Hopf cebiri ise, A® A4 daki carpma
(XQY)NZ W) = (-1) NN (X7 QYW) (2.4
seklinde tammlanir. Burada

0, f cift dereceden

1, f tek dereceden (25)

deg(/) ={

seklindedir.

2.1.8. Tamm: C, bir kocebir olsun. Eger bir lineer M uzay1 ve bir lineer

Y"M->MQC

tasviri icin asagidaki diyagramlar komutatif ise (M,¥) ikilisine bir sag C — komodiil denir.

Bir sol C —komoduil de benzer sekilde tammlanabilir.

. d® e ;
M®K M&C M®C®fF< v ®id M‘@SC
~ v id® A v
M M &C < M

V4

Bir bimodultin tamimu igin asagidaki agiklamalaraihtiyag vardir:

B, bir bicebir ve M de
Q0 M®B—>M, ¢,,(m®x)=mx

seklinde tanmmlanan yapi dontstmuyle birlikte bir sag B —modul olsun. Bu durumda,



Dyop . (M ®B)®B —> M ®B,

Pros (m ®x®y) =Zmy(l) Q XYy, mMOxeM @B
)

seklinde tanimlanan yapi donusumtyle birlikte, M ® B de bir sag B -modul olur. Buna ek
olarak,

Y, M >MQ®B
K - lineer yapr donusumu ile birlikte M bir B-komodul ise,
Y, o5 M ®B— (M QB)® B,
Y ep(m®x)= Z My ®Xpy Ompx,, mOxeM @B
(m)(x)
seklinde tammlanan K -lineer yam dondstimiyle birlikte M ® B bir B -komoddl olur.

Bu durumda bir bimodul tin tammini su sekilde verebiliriz:

2.1.9. Tamm: Eger M , hem sag B -modil ve hem de B -komodil olmak Uzere asagidaki
kosul saglanirsa M 'ye bir B -bimediil denir:

e ¢, 'ninbir sag B -komodul homomorfizmi olmast igin gerek ve yeter sart ¥, ‘nin

bir sag B -modul homomorfizmi olmasdir.

Simdi, bu tezde yapilacak orijinal seylere gegebiliriz.



3. KUANTUM 3D SUPER UZAY

Bu bdlimde kuantum 3d slper uzay Uzerindeki koordinat fonksiyonlarimn olusturdugu

cebirin bir stiper Hopf cebiri oldugu ispat edilecektir.

3.1 Kuantum 3d siiper uzay iizerindeki polinomlarmn cebiri

Kuantum 3d stiper uzay, ilk defaManin (1989) taraf indan ortaya atilmistir ve
xy =qyx, x0 = q0x, y0=¢q0y, 0°=0 (3.1)

kuadratik Ozellige sahip, birbiriyle ¢-komutatif olan sifirinct dereceden x,y ve birinci

dereceden 6 koordinatlariyla olusturulmus bir birlesmeli cebir olarak tammmlanmistir. Burada

g sfirdan farkli bir kompleks sayidir. Kompleks sayilar Gzerindeki bu cebir, 3d kuantum
super uzay Uzerindeki polinomlarin cebiridir. Bu cebiri Fun(qull)ile gosterecegiz. ¢ »>1
limitinde bu cebir, degismeli olur ve U¢ boyutlu stiper uzay Uzerindeki C[x, y,0] polinomlar
cebiri olarak dusunulUr. Burada x,y,0 koordinat fonksiyonlaridir. Fun(RqZ”) cebirine birim

elamanin eklenmesiyle elde edilen cebiri A4 ile gosterelim. Simdi bu cebir tzerine bir Hopf

cebir yapisi insa edecegiz.

3.2 A cebiriiizerine Siiper Hopf cebir yapisi

Kabul edelim ki x intersi mevcut olsun, yani

sart1 saglansin. Bu durumda, A4 cebiri Uzerindeki bir cebir homomorfizmi olan es-garpimin

koordinat fonksiyonlarn Uzerine etkisini asagidaki gibi verebiliriz:

A, (x) =x®ux,
A(Y)=x®y+yQ®x, (3.2)
A (6) =0 ®1+1®0,

Bu tasvir,
(Id®A,)oA, =(A,®id) oA, (3.3)

seklindeki koasosyatiflik 6zelligine sahiptir ve (3.1) kuadratik bagintilarim korur.



Gergekten, A 'mn homomorfizmi 6zelligini kullanarak, Grnegin

A,(xy—qyx)=A,(x)A,(¥) —qA,(»)A ,(x)
=(xx)x®y+y®x)—g(x®y +y®x)(x ®x)
= (X*®x) —q(x*® yx) + (xy ®x?) —g(yx ® x?)
= (¥’ ® gyx) — g(x* ® yx) +(@yx ® x*) — g(1x ® x?)
-0

oldugunu kolayca goririz. Digerleri de benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi A , tasvirinin koordinat fonksiyonlarinaetkisini kullanarak,

pe(e,®id)o A, =id= po(id®eg,) oA, ,

: : (3.4)
wo(S,®id)e A, =g, = u(id®S,) oA,

ozellikleri  saglayacak sekilde, ¢, es-birim ve S, es-ters lineer tasvirlerinin, koordinat

fonksiyonlarina etkisini bulabiliriz:

po(e, ®id)o A, (¥)=id(x), u(id®e,) oA, (x)=id(X)

uo(e, ®id)(X® x)=X, uid®e,) (x®x) =x
pe (g, (x) ®id(x))=x, pidx)®e,(x)) =x
g,(x).x=x, x&,(x)=x

yani ¢ ,(x) =1 bulunmustur. Benzer sekilde, ¢, es-birimin y ve 6 koordinat fonksiyonlarina

etkis bulunur. Sonug olarak

£,(x)=1 £,(»)=0, £,(0)=0 (35)
dir.

S es-ters tasvirinin koordinat fonksiyonlarina etkisini de,

po(S, ®id)oA =g =uc(id®S,) oA,

ozelligini kullanarak

S,(x)=x% 8,(n)=—xha, S, 0)=-0 (3.6)

seklinde buluruz.
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4. KUANTUM 3D SUPER UZAY UZERINE DiFERANSIYEL HESAP

Bu kisimda amag , 4 Hopf cebirinin bir diferansiyel cebirini elde etmektir. Bunu koordinat
fonksiyonlarinmin diferansiyellerini alip Uzerlerine yeni yapilar koyarak yapacagiz. Dolayisyla,
Once dis diferansiyel d nin Ozelliklerini verelim. Dis diferansiyel d, A4’nin jeneratorlerini

diferansiyellerine donustiren bir operatordir:
d:a >da, ae{x,y,6}.

Bu d dis diferansiyel operattra,

d? =0 (nilpotentlik) (4.1)
ve
d(fg) =d(/)g+ (=)™ fd(g) (4.2)

Leibniz 6zelliklerine sahiptir.

4.1 Diferansiyel cebir

Bilindigi Uzere klasik diferansiyel hesapta fonksiyonlar, diferansiyellerle degisme 6zelligine
sahiptir. Cebirsel agidan, 1-formlarin uzayr 1l.mertebeden diferansiyellerle olusturulmus

diizgin fonksiyonlarin cebiri Uzerinde bir serbest bi-moduldir ve komutatiflik, sag ve sol
yapilarin birbirine nasil baglandigm gosterir.

Kuantum sliper uzay Uzerindeki bir diferansiyel hesaln olusturmak amaciyla, koordinatlarla

onlarin diferansiyelleri araandaki komutasyon bagintilarinin

xtx = A4 drx

xdy = F,dyx+ F,dvy

ydx = Fydxy+ F,dyx

ydy = 4dyy

xdf = G,,dOx + G,dx0 4.3
0dx =G,,dx0 + G,,d0 x

yd0 = H,d0 y+ H,,dy0

0dy =H,,dy0+ H,,d0y

0do = 4,d66
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seklinde oldugunu kabul edelim. Burada 4, F, ,G , H,  katsaylarn, g deformasyon

paremetresine baglidir ve onlar1 belirleme isi komutatif olmayan diferansiyel hesabin
kovaryantl ik metodu kullamlarak yapilabilir (Celik, 2002).

4.2 Kovaryanthk

Sol ve sag- kovaryant bimodil tanimlariyla baslayalim.

Q , A Hopf cebiri Gzerinde bir bimodul olsun. Bir A* tasvirini

AT Q- Q®4, A(da)=(d®id)A,(a), Vaec4 (4.4)
seklinde tammlayalim. Bu takdirde, her a,,a,€ A ve p,,p, € Q igin

A (ay py+ pyay) = A, (a) A (p) + A" (p,) A (), (4.5)
olmak Uizere A® nin bir lineer homomorfizm oldugu kolayca gortlebilir. Eger,

(A*®id)o A* = (Id®A,)o AR,

4.6
(d®e,)o AR =id (49)

ozellikleri meveut ise (Q,A") ikilisinebir sag kovaryant bimodul denir. Simdi A* nin birinci

dereceden diferansiyellere etkisini bulabiliriz:

A*(dy) =(d®id)A,(x) = (d®id)(x® x)

=k ®x

A*(dy) =(d®id)A () =(d®id)(x® y+ y® x) (47)
=hk®y+dy®x

A*(dO) = (d ®id)A ,(0) = (d®id)(A®1+1®6)
=do ®1.

A, 1<k<3) ve F,;,G,, H; (1<i,j<2) katsayillarin: bulmak icin A® lineer tasvirini (4.3)

bagintilannauygulariz. ik iki bagintidan,

AR(xdx) = A, (x) AR(d) = 4A (v x),
Af(xdy) = A, (x) A"(dy) = F,,A"(dy) A, (x) + F, A (dx) A, ()

yazanz. Esitligin sol ve sag tarafint acik bir sekilde yazarsak,
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A" (xdy) = A, (x) A"(dy)
=(x®x)(dy®x+dx® y)
= (xdy ® x?) + (xtx ® xy)
= F,(dyx ®x%)+ F,(cry ®x°) + 4, (chex @ xp)

F AR (dy) A (%) + FoAR(d)A (1) = By (dy @ x+dx® p)(x® x) + [, (Ax @ x)(y @ x+ x® )
= El(dyx® x2)+ (Fil + quz)(dxx® yx)+ F, (dxy® xz)

elde ederiz. Karsilikl esitleme,
Fu+aly, =44, (4.8)

bagintisim verir. Benzer sekilde, (4.3) deki Uglincil ve dordiincti bagintilardan, gerekli islemler
yapilarak,

A =qF,+F,,, A =4,, qF,,+F,=q4,, F,+qF, =4, (4.9
elde edilir. Sonug olarak, (4. 8) ve (4. 9) sisteminin bir cozim,

I, =F,, I, = quzl (4.10)
dir. Benzer sekilde islemlere devam ederek,

A,=1 H,=G,, G,=H,=0, Hy=G,,=—q " H,, = Gy, (4.11)
sistemi elde ederiz.

Q , A Hopf cebiri Uizerinde bir bimodiil olsun. Bir A tasvirini
A" Q> A®Q, AY(da)=(®d)A ,(a), Vaec 4 (4.12)
t(a) = (-)**a,

seklinde tammlayalim. Bu takdirde, her a,,a,€ 4 ve p,,p, € Q igin
AL(alpl +p,a,) =A, (al)AL(pl) + AL(p2)AA (a,), (4.13)

olmak Uzere, A" nin bir lineer homomorfizm oldugu kolayca gorulebilir. Eger
(A, ®id)o A" =(id®A") o A",

4.14
(¢, ®id)oA=id (419

ozellikleri meveut ise (Q,A") ikilisine bir sol kovaryant bimodtil denir. Simdi A” nin birinci
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dereceden diferansiyellere etkisini bulabiliriz:

A (dx) =(r ®d)A ,(x) =(d®id)(x® x)
=x®dx

AH(dy) =t ®d)A, ()= @A(x®y+y®x)
=x®dy+y®dx

A*(dO) = (r ®d)A ,(0) = (r ®d)(0 ®1+1®0)
=1®d6.

(4.15)

A" nin (4.3) bagintilanna uygulanmast A" ile elde edilen bagintilardan farkl: bagintilar
vermiyecektir. Bu durumda bilinmeyen diger katsayilari bulmak igin, (4.3) deki ikinci ve

uglinctl bagintilara d diferansiyel operatorini uygulariz. Boyle yapinca,

FyFyy =1+ F, )1+ F) (4.16)
elde ederiz. Bu denklemde, (4.10) daki bagintilar uygun sekilde kullanilirsa,

Fy =34 (4 ) (4.17)
bulunur. Dolayisiyla 6zel bir ¢6zim,

F,=0 (4.18)
dir. Bunagore F,, icin tutarli bir cozum

Fp=q" (4.19)

dir. Benzer sekilde d diferansiyel operatoriini (4.3) deki besinci ve atina bagintilara
uygularsak,

GG, = (G, +1(G,,-]) (4.20)
elde ederiz. Bu son ssitlik, ( 4.11) deki bagintilarla birlikte distndl Urse,

Gy, =—q(G, - (4.21)
bulunur. Boylece 6zel bir ¢dzim,

G, =0 (4.22)
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Sonug olarak sistemin bir ¢cozimd,

A1=A2=A3=:L F,=G,=H,=gq,
Fy = q_11 G, = _q_l’ H, = _q_l’ (4.23)
F22:G22: 22:0’ F12:G12=H12=O,

seklindedir. O halde, koordinat fonksiyonlarimin diferansiyellerle bagintilari,

xdx =dxx, xdy=¢gdyx, xdf =qdOx
ydx = qildxy, ydy=dyy, yd0 =qgdOy (4.24)
Odx =—¢q 'dx0, Ody =-q'dy0, 6dO =doe.

olarak ¢cikar. Eger bu bagintilarin her iki tarafinin diferansiyeli ainirsa

dx Ady=—qgdy Adx, dxAdO =¢gdO Adx, dy AdO =qgdO Andx

(4.25)
dx Adx =0, dyady=0.

elde edilir. Gercekten,

xdy = g dyx = dedy + x (&?y) = g () x + g (2% dyd,
olup d diferansiyel operatoriiniin nilpotentlik ve Leibniz kurallart goz éntinde bulundurulursa
drdy = —g dydx

elde edilir. Burada d operatorti O dereceli x vey koordinat fonksiyonlarini dx vedy seklinde

dereces 1 olan diferansiyellere, derecesi 1 olan 6 koordinat fonksiyonunu da dé seklinde

dereces 2 olan diferansiyele donUstairdr.

(4.24) bagintilarina sahip cebiri Q, ile (4.25) bagintilarina sahip cebiri de Q,ile gésterelim.
Birlesmeli bir cebir Gzerindeki bir diferansiyel cebir, bir d operatdriyle donatilmis, dereceli
birlesmeli Q cebiridir. Ustdik Q cebiri, Q,, 4 'yaizomorf olmak tzere, Q, U Q, UQ, ile

olusturulmustur.

Bu Q diferansiyel cebiri asagida tammlanan es-yap1 donusimleriyle birlikte bir dereceli Hopf
cebiri yapisina sahip olur:

Ay Q>Q®Q, A =A"+A"

A, (dx) =dx ® x +x ®dyx,

Ay (dy) =k ®y +dy ®x +x ®@dy + y ®dkx,
A, (d9) =do ®1+1®d0,

(4.26)
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&, Q2—>C,
(4.27)
£,(dx)=0, &,(dy)=0, &,(dO)=0,
S, Q—>Q,
S, (dx) = —x b x 7,
o(dy) = —x"drx (4.28)

S, (dy)=2xtyxtdex™ —x M dyxt,
S, (d9)=-do

4.3 A tuzerine Cartan-Maurer 1- formlari

Bu kisimda, Cartan-Maurer 1-formlarim tammlayacagiz ve gerekli komutasyon bagintilarim
elde edecegiz.

Cartan-Maurer 1-formlari; A, es-carpmasinin 4 ’'nmin jeneratOrlerine etkis  kullamlarak

Woronowicz (1989) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmistir:
w, =uo(d®S)oA(x,), 1<k<3 x, €{x,,06}. (4.29)
Bu formilden, bize gerekli olan 1-formlarn

w, =uo(d®S)o A(x) = o (d® S)(x®x)
= p(de ®S(x)) = p(dx ®x7)
= chex*
w, = 1o(d®S)oA(y) =puo(d®S)(y®x+x® y)
= pu(dy ®S(x)) + p(dx ®S(y)) (4.30)
=dyx " —dexyx"
W, =o(d® S)oA(0) = no (d® S)(0 ®1+1®0)
= p(d6 ®S(1))+ u(d() ® S(0))
=do

seklinde buluruz.

Simdi (4.24) bagintilar1 kullamlarak, Cartan-Maurer 1-formlarinin, cebirin jeneratorleri ile

olan bagintilan asagidaki gibi belirlenir.

XW =W X, XW =gW X, XW, =qW,X,
YW, = WY, YW, =qW, Y, YW, = qW, Y, (4.31)

Ow, =-w, 0, Ow, =—w, 0, Ow, =w,0.

Gergekten, ornegin
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xw, = x(dyx™ —dexyx™) = g(dyx)x™ — (dvx)x " yx
= q(dyx ") x —g(dxx"yx ) x

=qw,x.

dir. Buradadikkat edilirse, cebirin birlesme 6zelligi kullamlmaktadir.

Cartan-Maurer 1- formlarinin kendi ardarindaki bagintilar, (4.24) ve (4.25) deki bagintilar

kullanilarak,

W AW =0, W AW, =—W AW, W AW, =W, AW, (4.32)

w,Aw, =0, w AW, =w, Aw,
olarak bulunur.

w,,w,,w, elamanlaryla olusturulan cebiri 7 ile gosterelim. 4 ve Q Uzerindeki Hopf cebiri

yapilart, W’ yabir Hopf cebir yapisi kazandirir. Bu agsagidaki sekilde belirlenmistir:

1) A, :W—->WW ,mn W’ mnelamanlarina etkis

Ay (w,) =4, (dxxil) =4, (dx)A, (xil)
=(x®x+x@dx)(x*®x™)
=t x @ xx T+ xx" @ dxx™
=w Q1+1®w,_,
By (w,) = Ay (dhx "= dox yx ) = A, (@A, (1) = A, (@A, (1A, ()8, ) (433)
=(dyx?* —dextyx ) ®@1+1Q (dyx ™ —dxxtyx™)
=w, ®1l+w, ®1
A, (wy)=A,(d0) =(dO®1+1® dO)
=w, ®1+1Q®w,

dir.Burada A,,, 4 nin x, jeneratorlerine

Ay (x)=A,(), k=123,

seklinde etki etmektedir. Diferansiyellere etkisi ise,
A, (dx,) = (A" +A")(dx,), £=12,3

seklinde tarmmlanmustir.

2) g, W — K es-biriminin, W’ nin elamanlannaetkis,
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g, (w)=0, ¢, (wy) =0,¢,(w,)=0, (4.34)
dir.
3) S, : W > W estersin, W’ nin elamanlarina etkisi,
Sy (W) ==w,, S, (w)=—w,, S, (%) =-w,, (4.35)

seklindedir.

Bunlar, (3.3) ve (3.4) Gzdssliklerini korur. A ,¢,,,S,, tasvirleri, (4.31) ve (4.32) bagintilanyla

uyumludur.

4.4 Kismi tiirevlerin cebiri

Bu bolimde, kismi turevlerle stiper uzayin koordinat fonksiyonlari, diferansiyelleri ve kendi
aralanndaki bagintilari verecegiz.

f, A cebiri Uzerinde tammlanmis keyfi bir fonksiyonolsun. d dis tlrev operatorini
df =(dxo, +dyo, +d00o,)f (4.36)

seklinde tanimlariz. Kismi tirevierin koordinat fonksiyonlariyla bagintilarin bulabilmek icin

(4.36) de f yerinesirasyla xf,y f,0f yazarak Leibniz kuralim uygulariz. Biri agik olarak
asagidaverilmistir:

d(xf) =(d).f +x(df)
= () £ + x(dx0, +dyd, +dO 8,) f

= (dx) f + (dxx0, + gdyx0, +qd0x0,) f
=(dx(1+x0 )+ qdyx@y +qd0x0,) f
=(dx0, +dyo, +dO0,)(xf)

den diferansiyellerin katsayilarim esitleyerek,
0,x=1+x0,, 0,x=¢x0,, 0,x=qx0,
buluruz.

Sonug olarak, kismi turevlerle cebirin elamanlar arasindaki komutasyon bagintilari,
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0, x=1+x0,, 0,x=¢qx0,, 0,x=qx0,
0y=q"y0,, 0,y=1+yd,, 0,y=qxd, (4.37)
ax9:q7108x, ayezqilyae, 890:1_989

seklinde ¢ikar.

0, ,0, ve 0, elamanlanyla olusturulan ve yukandaki bagintilara sahip olan 4 —modult D,

ile gosterelim. Bu moddl, birinci dereceden kismi diferansiyel operatorlerin bimodul tdir.

Bu kismi diferansiyel operatorlerin diferansiyellerle bagintilari, muhtemelen!

0,dx = B/dxd, + B,dyo , + B,d60,,

0.dy=B,dyo, + B;dxo ,

0,d0 = B,d00, + B,dx0,,

0,dx = Bydx0, + Bydyo,,

0,dy =B,dyo, +B,,dxd, +B,,d00,, (4.38)
0,d0 = B, dyo, + B,,d00,,

0,dx = B dxd, + B,,dO0 _,

0,0y = B,dyo, + B,(d00 ,

0,d0 =B dy0, + Bdxo, + B,,d00,,

seklindedir. B, (1<i<21) katsayilarim tespit etmekicin 0,,0,,0, kismi tlrev operatOrlerini

(4.24) bagintillarina uygulariz. Ornegin,

xtdx=dvx = 0, (xdx—drxx)=0
dx—(0,dx)x=0
dx —(B,dx 0, + B,dyo , + B,d09,)x =0
dx - Bdx =0
=B =1

xdy = gy = 0, (xdy— gdyx) = 0
dy—¢(0,dy)x=0
dy—(B,dv0, + B,dx0d, )x
dy—¢B,dy=0

-1

=B, =¢q

dir. Benzer sekilde diger katsayilar tespit ederek, kismi tirevlierin diferansiyellerle olan

bagintilarim
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0.dx=dxd,, d.dy=gq 'dyd,, 8.d0=q 'd6ad,
0,dv=qdyo, 0 dy=dyd, 0,d0=¢"d6o , (4.39)
0,dx=—qx0_, 0,dy =—qdyd , 0,d0 =d60,_,

seklinde buluruz.

Kismi tirevlerin kendi araarindaki bagintilari, d diferansiyel operatbrinin nilpotentlik

sartindan,

0,0,=40,0,, 0,0y =90,0,,0,0,=q0,0,,0,0,=0 (4.40)

y X!
olarak cikar.
Kismi tirevler ile dis tirev operatori d arasindaki bagintilar ise,

0.d=da,,0,d=da,, 3,d=—-do, (4.41)

seklinde eldeedilir. Gergekten, drnegin

df = (dxd, +dyo, +d0d,) f
=0,df = [0, (dvd, +dye, +d0d,)]f = (.8, +¢che.0, +q'd0d,0,) f
= (0,0, +dyd, 8, +d08,0,) f
=do, f

dir. Bu bagintilar nilpotentlik sartiyla uyumludur.
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5. KUANTUM SUPER LIE CEBIiRIi

Cartan Maurer 1-formlarimin komutasyon bagintilarindan faydalanarak, kuantum Lie stiper

cebirinin jeneratorlerinin cebirini inga edelim. Bunun icin 6nce Cartan Maurer 1-formlarim
dr=wx, dy=wy+wx, do=w, (5.0
seklinde yazalim. Ustelik biz biliyoruz ki d dis diferansiyel operatorii

df=(wT + wT + w,T)f (5.2

seklinde de ifade edilebilir. Burada 7,7 ,7, kuantum Lie slper cebiri jeneratorleridir

(vektor alanlari). d dis diferansiyel operatériniin yukaridaki yazilis sekli ve
df =(dxo, +dyd, +d6o,) f

seklindeki gosteriminin esitliginden,

T.=x0,+y0,, T,=x0,, T,=0, (5.3

bulunur.

Simdi, kuantum Lie sliper cebir jenerattrlerinin, A cebirinin x,y,0 jenerattrleriyle olan

komutasyon bagintilar, (4.37) bagintilan kullamlarak

Tx=x+xI, Ty =y+yI, 10 =0T,

Tx=qxT, T,y=x+qyT, Ty0=9Ty, (5.4)
Tyx = qxTy, Ty = g yT, 1,0 =1-0T,,

seklinde bulunur. 7,7, ,T, ile diferansiyeller arasindaki bagintilar, (4.39) ve (4.24) bagintilar:
kullanmlarak

Tde =T, Tdy =dyT, 7.d0 = dOT ,

Tdx=gqdxT, Tdy =qdyT, T.d0 =doT, (5.5)
T,dx = —qdxT,, T,dy = —qdyT,, T,d0 =dO7T,,

olarak elde edilir. 7,7, 7, ile kismi tlrev operatorleri arasindaki bagintilar, (4.37) ve (4.40)

bagintilar kullamlarak,
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0T =0 +T0,, ayY; = 5y +Tx§y, 0,T.=T0,,
ﬁxTy =0, +qu8x, 8),Ty =quay, 59Ty =Ty89, (5.6)
0.1, =qT,0,, 6yT9 :‘]Taay’ 0,1y =Ty0,,

ve T,,T,,T, ile Catan-Maurer 1-formlar1 arasindaki bagintilar, (5.4) ve(5.5) bagintilar

kullanlarak,

X

Tw,=wT, Tw =wT -w, Tw,=w,T, (5.7)

]:cwx :WxY;_Wv’ ];Wyzwy]:c_w)y’ T;WG :WGT

T(;Wx = _Wx]—'G’ T(;Wy = _Wy]—;?’ ];WH = Wﬂz—é

seklinde elde edilir. d operatdrinin nilpotentlik sart1 ve (5.7) bagintilarindan faydalanarak

T,,T,T, jeneratorlerin kendi aralarindaki bagintilar ise

LT,=T,T, TT,=T,T, T,T,=T,T,, T,? =0 (5.8)
olarak belirleriz. Simdi kuantum Liestper cebiri icin stiper Hopf cebir yapsini belirleyelim:
A cebirinin jeneratorleri ile m,n =1,2,..., olmak Uzere

f=x"y"0

yazalim. Bu taktirde (3.1) ve (4.31) bagintilarindan faydal anarak

fw,==w.f, fw, ==q""w, [, fw, =q""w, f, (59

elde ederiz. Diger taraftan, eger g,4 Uzerinde herhangi bir fonksiyon ise,

d(f.g) =(df)g - f(dg)

den

(W T+ w,T, +w L) f-8) = [T, +w,T, + w,T,) f1g = fI(w,T, +w,T, +w,T;) ]
elde ederiz. Bu son esitlikte (5.9) kullanilirsa,

T.(fg8)=(T.f)g+ f(T.g),
T.(fg)=(T./)g+q"" f(T,g), (5.10)
T.,(f2)=(T.f)g—q"" f(T,g),

buluruz .
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Sonug olarak es-carpimin jeneratorlere etkisi

AT)=T.®1+1® T,
AMT)=T,®1+¢"®T, (5.11)
A(T,) =T,®1+4" ®T,

dir. Burada,
N(f)=(m+n)f (5.12)

seklinde bir say1 operatéri tammlanmustir ve bu operator, 7.’ e izomorfdur. Gergekten, T

X

m n

vektor alanimin /= x"y"0 monomialine etkis,

T.(f) = (30, +70,)(x""6)

. o(x"y"0) N o(x"y"0)
0 SO

=mx"y"0+ qmnyxmy"_le
=mx"y"0+ nx"y"0
=(m+n)f

seklindedir.

(2.2) ve (2.3) ile verilen Hopf cebir aksiyomlarindan faydalanarak es-birim ve es-tersin
jenerattrlere etkisinin

£(I)=0, £(T,)=0, &(T,)=0,

| i (5.13)
S(T)=-T, S(T)=-q "T,, S(T,)=-q T,

oldugu kolaycagorulebilir.
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6. SUPER HOPF CEBIRINiN DUALI

Bu bolumde, ikinci bolimde tammlanan 4 Hopf cebiri igin bir dual uzay ve bu dual uzay icin
bir Hopf cebiri tammmlamaya cal isacagiz. Bunu yaparken, Sudbery (1990) ve Dobrev (1992)
deki calismalardan faydalanacagiz. Bunun igin 6nce dual uzayin tanimint verelim.

U ve A gibi iki vektor uzay: arasindaki ikililere etki eden bir iki lineer tasviri,
<,>UxA->C, (u,a)><u,a>
seklinde gosterelim. Eger

<u,a>=0, (Vae A)=u=0,
<u,a>=0, (VueU)=a=0,

sartlar saglanirsa, bu tekabil dejenere degildir. Bu sekildeki bir tekabdl,

<u®v,a®b >=<u,a><v,b>

seklinde bir tammlama ile U®Uved® A mnin elemanlan arasinda bir tekabile
genisletilebilir.

U ve A bicebirleri ve bu bicebirler arasinda dejenere olmayan bir
<,>UxA—->C, (u,a)»><u ,a> YueU,Vae A,
tekabul i verilsin. Eger asagidaki Ozellikler var ise, U ve 4 bicebirleri dualitededir denir:

<uv,a>=<u®v,A (a)>,
<u,ab>=<A,u),a®b>,
<1l,a>= gA(a),
<u,l,>=¢,u) YuelU,VaeA.

(6.1)

Ek olarak ,U veA bicebirleri S es-ters tasviri ile birlikte bir Hopf cebiri yapisina sahip

olsunlar. Butakdirde
<S,(wu),a>=<u,S,(a)>YueU,Vae 4 (6.2
sart1 saglamyorsa U ve A Hopf cebirleri birbirine dualdir denir.

Simdi 4 Hopf cebirinin cebirsel 6zelliklerinden faydalanarak, bu cebirin duali olan U Hopf
cebirinin cebirsel yapisim belirlemeye calisalim. Bunu da yukaridaki tammlamalara gore,
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U ved nin jeneratorleri arasindaki tekabilleri kullanarak yapacagiz. Cunkd U ve A nin
diger elemanlan arasindaki tekabulleri tensor carpimun iki lineerlik 6zelligi ve (6.1) bagintisi
yarchimiyla belirleyebiliriz. Ornegin, U cebirinin herhangi bir © elamam Uzering, A’ nin
etkisi

A, (u)= Zu‘k ®u,,

seklinde ise,

<u,ab>=<A,(u),a®b>=Y <u,,a><u, ,b>

olur.

Bir Hopf cebiri olarak 4 , x,y,0 eamanlariylaolusturulmustur ve A4 icgin bir taban
f=xV0"k,leZ, veme{0,1

seklindeki blttn monomiallerle verilir. Diger taraftan, dual cebiri U, ve onun jeneratorlerini

de X,Y,0 ilegosterelim. Dual cebirin X,Y,® jeneratorlerinin / monomiallerine etkis,

<X,f>=g(%j, <Y,f>:g[%j, <®,f>:g(%) (6.3

seklinde tammlanmistir (Sudbery, 1990). Es-birimin x,y,0 €eamanlarina etkisinden
faydalanarak

<X, f>=k6 0,0
<Y,f>=6,5,, (6.4)
<O, f>=06,,0,.

buluruz. Gergekten, drnegin

X

<X, f>= g(glj = £ (kb 1)'07) = ke ()£(0™) = k6, 16, 4

dir.
Dua cebirin birim elamaniyla f monomiali arasindaki tekabul,

<l,f>= e(f)= 51,05,;1,0 (6.5)
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seklinde tammlanmustir. (6.4) bagintilarint kullanarak,

<XY,f>=<X®Y,A,(f)>=(k+15,,9,,
<YX, f>=<Y®X,A,(f)>=(k+1)6,,6,,

elde ederi z. Gergekten,

<XY,f>=<X®Y,A,(f)>
=<X®Y,(x" ®x")[5,,+6,,(x® y+y®x)][S, ,+6,.(0 ®1+1®06)] >
=<X®Y,5,6,,(x"®x")x®y)>
=<X®Y,5,,6, ,(x""®x"y) >
=8,16,0 <X, X" >< ¥, x"y >
=(k+1)s,0,,
<YX,f>=<Y®X,A,(f)>
=<Y®X,x* ®x")3,,+5,,(x®y+y ®x)[S, ,+5,,(0 @1+ 11 0)] >
=<Y®X,5,,6,,(" ®x")(y ®x) >
=<Y®X,5,,5, ,(xy®x"")>
=51’15m]0 <Y, xy>< X, x>
=(k+1)8,16,

elde edilir. Buradatirevi sag taraftan almak, bu taban icin en uygun olamidir. Diger bagintilar
da benzer sekilde elde edilebilir. Boylece sliper U, dual cebirinin jenerattrleri arasindaki

komutasyon bagintilari
XY =YX, X0=0X ,YO=0Y,0°=0 (6.6)
seklinde bulunur.

Bu sliper dual cebirin Hopf cebir yaps, dual olma 6zelliklerinden faydalarilarak bulunabilir:

Bununigin A, 'nun X,Y,® jeneratdrlerine etkisinin

Ay(X)=X®B+C®X,

A,(Y)=Y®D+EQ®Y, (6.7)
A,(B0)=0®F+G®06, B,C,D,E,GeU,

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada B,C, D, E,G tespit edilecek elamanlardir. Eger

f,=x" denirse,
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x1=x" :1.xk,
= <X, x'>=k=<X,x1>=<A,(X),x ®1>
=<X®B+C®X,x" ®1>
=< X,x* ><B,1>
=k. <B,1>
=B=1,

<X, X >=k=< X,1x" >=< A, (X),1®x" >
< X®B+CR®X,1Qx" >
=<C,I>< X,x">
=k. <C,1>
=C=1,

elde edilir. Eger £, = x*y denirse

x'y=q"yxt,

=<V, x"'y>=<¥, ¢ >=1

=<Y,x"'y>=<A,¥), x*®y>=<Y®C+DRY,x" ®y>
=<D,x* ><Y,y>=1

= D=1,

<Y, ¢ ' >=<A,(Y), ¢ y®x >=<Y®C+D®Y,¢" y®x* >
=¢" <C,x" >=1

= <(C,x >= q’k

=C=q".

Benzer sekilde £, =x‘0 ahnarak
F=q¢",G=1,

elde edilir. Sonug itibariyle,

A,(X)=X®1,+1, ®X,
A,N=YR®q " +1, Y, (6.8)
A,(®)=0Q¢™ +1, R0,

buluruz. Hopf cebiri olma aksiyomlarindan, kolay bir sekilde es-birim ve es-ters tasvirlerinin

dual jeneratorlere etkisini belirleyebiliriz.

Es-birim tasvirinin etkis,
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g,(X)=0, &,(X)=0, ¢, (©) =0, (6.9)

ve es-terstasvirinin etkis,

S, (X)==X, S, (V) =—¥q", S, (©) =—Og" (6.10)
dir.

Simi

T.=X,T,=q""Y¢"? T,=q""?0¢"" (6.11)

Ozdeslikleri, U, dual cebirin jeneratorlerini, 5. bolimdeki Lie cebir jeneratorlerine izomorf

kilar. Bu 6zdeslikler komutasyon bagintilar1 ve Hopf cebir yapilariyla uyumludur.
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7. KUANTUM 3D SUPER UZAY UZERINE GENIiSLETILMIS HESAP

Lie turevi, bir manifold Uzerinde, tensdr alanlarimin cebiri Uzerindeki tirev olarak tanumlanir.

Lietlrevi Uc sekilde tammlanabilir: skaler fonksiyonlar, vektér alanlari ve tensorler icin.

Lie turevi, diferansiyel formlar Gzerinde de tammlanabilir. Bu durumda, Lie tirevi ile dig
turev arasinda yakin bir iliski vardir. Dis trev ve Lie tirevi arasindaki bu iliskinin yardimmyla
farkl sekilde tirev ama fikri ortaya atilmis olur. Bu fark, i¢ tiirev denen bir anti tirev takdim

edilerek ortayakonulabilir.

i, ilegosterilenic tirevile L, ile gosterilen Lie tlrevi arasindaki iligki,

L, =i od +doi, (Cartan Ozdesligi) (7.0
seklindedir.

Daha ayrintili agiklamalar, Chyryssomalakos (1993) ve arkadaslar1 tarafindan yapilan
makal ededir .

7.1 Ic tiirevler

Gendllikle bir i¢ turev, bir manifold Gzerindeki dizgin X vektor alan igin i, ile gosterilir.
iy, k-formu (k -1) -formatasiyan bir lineer operatordir. Buna gore, bir manifold tzerindeki
bitln diferansiyellerin kiimesi Gzerinde, i, anti tirevi

iv(anB)=i(a)AB+(-D) a i (B) (7.2)

oOzelligine sahiptir. Burada o ve B her ikiside diferansiyel formdur. Bir i¢ tirev i, , O-form ve

1-form Gzerine sirasiyla,
iX(.f) =0, lX(df) = X(f) (7-3)
seklinde etki eder.

Simdi x,y,0 koordinat fonksiyonlari ve onlarla iliskili i¢ turevler arasindaki bagintilar

bulmaya calisalim. Koordinatlarla ic tirevler arasndaki komutasyon kurallarim elde etmek
icin, Celik’in (2006) yaklasimint kullanacagiz. Benzer sekilde diger bagintilar elde edilebilir.

Simdi x, y,0 koordinat fonksiyonlar ile bu koordinat fonksiyonlanylailiskis olan i tirevler
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arasindaki komutasyon bagintilarinm bulalim. Bunun igin komutasyon bagintilarinin

[.X = Axi, + A, yi, + 4,00,

L.y =Ayi +Agxi,,

i.0=A40i + A,xi,,

[,x= Agxi, + Ayyi,,

i,y=Auyi,+ A xi + 4,01, (7.4
1,0 =A40i, + A4,yi,

iyx = Axi, + 4400,

lpy = Ay yig+ A0,

iy0 = A 0i, + Ayxi, + A, yi,.

seklinde oldugunu kabul edelim. 4, (1<k<21) katsayilarn ¢qdeformasyon parametresi
cinsinden belirlenecek. i,,i i, i¢ tirevlerini (3.1) bagintilarina uygularsak , g parametresine

bagli herhangi bir ¢oziim elde edemeyiz. Fakat en azindan

A5(4, —q4) =0, A4, —q2A9 =0, 4,4, =0,

(7.5)
AQ(A4 _quo) =0, 44, —(]21471416 =0, 4,4,, =0,... v.b

gstemine sahip oluruz. Katsayillari bulmak icin, i¢ turevlierle x,y,0 jeneratOrlerinin

diferansiyelleri araandaki bagintilaraihtiyacimiz olacak.
i"[ (dxl) = 511
oldugundan, i¢ turevler ile diferansiyeller arasindaki bagintilarin

i Adv=1+adyAi +a,dy Ad, +a,dO Ay,

i Ady =a,dyAi, +adyAi,

i ndO =adOAi +a,dx iy,

i, NOx =agdx ni, +agdy A,

i, ndy =1+ady AQ, +aydx Ad, +a,d0 Adp, (7.6)
i, ANdO =a, O, +a,dy Aiy,

g Adx =a dx Ady + @ dOAT,

iy Ay =ady iy +a, dO A,

i, NDO =1+a,[d0 Aiy+ a,dx AP +a,dy Ai

seklinde oldugunu kabul edelim. i, i ve i, , (4.24) ve (4.25) bagintilarina uygulanirsa,
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A4,=1,4,=0,4,=0,4,=q7",

45=0,4,=—q", 4, =0, 4, =q,

4,=0,4,=14,=0, 4, =0, (7.7)
Az=-q", 4,=0, 4. =q, A5 =0,

A,=q,A44=0 44=14,=0 4,,=0

ve

as(g4, —A4,5)=0, a,(q4, —43)=0, Aa, =0,
As(as _q_lal) =0, 4,a,,—a,4,, =0, a;A, =0,
a;=-1 as=0, a;,=-1 ay=0, a,,=0, a,3=0,

1l+a,+qa,=0,14a,—qa; =0,.....

Seklindeki sistem(ler) eldeedilir.a, (1<k < 21), katsaytlartni bulmak igin

i,od—Fdoi =0,, (1<1<3), ae{x,y,0} (7.8)
bagintisim kullanacagiz. Ornegin, (7.6) daki ilk bagint: ve (4.37) kullamlarak,

F=-1 a,=0=a,.

elde edilir. Diger katsayilarda benzer sekilde elde edilir. Sonug olarak, asagidaki bagintilar
elde ederiz:

e icturevierle x,y,0 elamanlan arasindaki bagintilar

ixx = Xix 1 lry = q_lyix 1 lxg = _q_lgix
ix=qxi, i, y=yi,i0= —q_leiv, (7.9
yx=qxiy, i,y =q yi,, i,0 =0i,.

o Diferansiyeller veig tlrevler arasindaki bagintilar

i Ade=1-dxni, i ndy=—qdyni,i AdO=g"dO i
i, Ante=—gdxni, iy/\dyzl—dy/\iy,iy/\d9=q‘1d0/\iy, (7.10)
iy Adx =qdx iy, iyndy=gdy Ay, iy AdO=1+d0O Ai,

seklindedir.

Simdi i¢ threvlerle kismi tirevler arasindaki bagintilan belirleyelim. Bu bagintilarin
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i,0, = B0,i, +B,0,i, + By0,iy,
i0,=B0i +B0i,
i.0, =Bs0,i, +B,0.i,,
i,0,=Bg0,i, +By0,i,
i,0,=B0,i,+B,0,i, +B,0,, (7.13)
1,0y = B30yl + By, 0 Jy,
iy0, =B,0 i,+ B0,i_,
i,0, = B0 i, + B0yl
i,0, = Big04ly + By,0,i +B,0 1

yoy?

seklinde oldugunu kabul ederek B, (1< k < 21) katsayilarim belirleyelim. Bunlari,

(4.37) bagintilarim kullanarak belirleyebiliriz. Ornegin,

0x=1+x0_,
=i (0. x-x0,-1)=0
= B,0,i.x+ B,0,i, x + By0yipx —xi,0, —i, =0
= B,0,i,x+ B,0,i,x + By0yi,x — Bix0,1, — B,x0,i, — Byx0yly —i, =0
= B,0,xi, +qB,0,xi, +qBy0,xiy — B)x0 i, — B,x0,i, — Byx0yly —i, = 0

= B/(1+x0,)i, + q°B,x0 i, + q*Byxdyiy — Bix0 i, — Box0 i, — Byx0,ly —i, =0

X

den
B =1 B,=0, B,=0

katsayilar1 elde edilir. Diger katsayilar da kismi tlrevlerle cebirin jeneratorleri arasindaki

diger bagintilar kullanilarak belirlenebilir. Son haliyle, bu bagintilar

i0,=0i,i0 =qdi, i0,=-q0,i,
i0,=q0,,,i0,=0,,10,=-q0,i,, (7.12)

iy0, zq_lﬁxie, ieay :q_lﬁyig, iy0y = Oply,

seklindedir.

7.2 Lie tiirevler

Klasik diferansiyel geometriden biliyoruz ki bir Lie tlrevi, & -formu & -forma dontsturen bir

lineer tasvirdir. O-formlar igin yani, bir basit f* fonksiyonu igin Lie turevi
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L,(f)=idf, (7.13)
seklinde tammlanmustir. Genel bir diferansiyel formicin Lie tlrevi

Loa=ida+d(i, o) (7.19)
olarak tammlanmistir. Lie tlrevi asagidaki 0zelliklere sahiptir.

F(M), M manifoldu Gzerinde tammmlanan fonksiyonlarin cebiri olsun. O zaman,

L, :F(M)— F(M)

F(M) cebiri Gzerindeki Lieturevi

L.(af +bg)=a(L, f)+b(L,g),

(7.15)
Ly (f8)=(Lc f) g+ f(Lcg),
Ozelliklerine sahiptir. Burada a ve b reel sayilardir.
V(M) , M manifoldu Uzerindeki vektor alanlarinin bir kiimesi ise,
F(M)xV(M) uzerindeki LietUrevi
Ly (fX,) = (Ly /)X, + f(Ly X5) (7.16)

seklinde tammlanmustir.

Lie tUrevi, diferansiyel formlara etki ettigi zaman, 6nemli bir 6zellige sahiptir: Eger a ve ,

M manifoldu Gzerinde iki diferansiyel formise
Ly(an B)=Ly(a) AB+ (=) aL,(B) (7.17)
dir. Burada ¢« , bir &k -formdur.

Bu bodlimde, Lie turevlerin fonksiyonlarla, yani A cebirinin elamanlaryla, onlarin

diferansiyelleri ile vb. olan komutasyon bagintilanim bulacagiz. Ornegin, L. ile x arasindaki
komutasyon bagintig, (7.9) ve (7.10) kullanilarak, asagidaki gibi belirlenebilir:
Lx=(i ocd+doi)x

=1+xi d +xdi
=1+xL,
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Benzer sekilde diger bagintlar da elde edilebilir. Sonu¢ olarak asagidaki komutasyon
bagintilarina sahip oluruz:

Lx=1+xL,Ly=qg"'yL,LO=q"0L,
Lx=gxL, Ly=1+yL, L0 = qileLy, (7.18)
Lyx=gxL,, L,y=qyL,, L,0 =1-0L,.

Lie turevi ve koordinat fonksiyonlarinin diferansiyelleri arasindaki komutasyon bagintilari,
(7.10) kullanlarak bulunabilir. Ornegin,

Ldx=(i od+doi )dx
=i (—dxd)+d(1-dxi )
=—0d+dxi d+d+dxdi,
=dx(i d+di )
=dxL,

dir. Sonuc olarak,

Ldx=dxL, Ldy=qg'dyL, L dO=¢q 'dOL,
Lox=qdxL,, Ldy=dyL, Ld0=qdOL, (7.19)
L,dx=—qdxL,, L,dy=-qgdyL,, L,dO=dOL,.

elde edilir. Diger bagintilar da, benzer sekilde elde edilir.

o Lieturevleri ile kismi tlrevler arasindaki komutasyon bagintilar

anx :a L [’xay =qa L ane = anLx’

xx? yx

Lo,=q0,L,L0, =0,L, L3d,=qd,L,

Xy yoy?

(7.20)
L. =q 0.1, L0, =q 0,L,, L0, =—0,L,.

e icturevlerin kendi aralarindaki komutasyon bagintilar
AL ==qi A, 0 AL =0,
i Np =qig Niy I, AL =0,

I, Nlyp=qigNi,.
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o Lieturevleriileig turevlier arasindaki komutasyon bagintilar
inx = ixLx’ iny = qiny’ inH = quLx’

Li=qilL, Li =il

Xy yey?

Li, = qiyL

y’

Lyi, =q i, Ly, Lyi, =q_liyL9, Lyly =iy Ly -

e Lieturevlerinin kendi aralarindaki komutayon bagintilar:

LL =qLL,LL=qLL,LL =qLL L)1, -0
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8. SONUC

Bu ¢alismada, Manin tarafindan deforme edilen (2+1)-d super uzay Uzerindeki polinomlarin
cebiri icin bir stper Hopf cebir yapa tanmmlanmustir. Bu cebiri d diferansiyel operatériyle
donatarak, bir diferansiyel cebir elde edilip, bu diferansiyel cebir icin bir stiper Hopf cebir
yapisi ortaya konmustur. Daha sonra 3d slUper uzayr icin, Cartan-Maurer 1-formlar
tammlanms ve bu Cartan-Maurer 1-formlar: ile olusturulan cebir igin bir Hopf cebir yapisi
belirlenmistir. Bir sonraki adimda, vektor aanlarimin slper Lie cebiri ve dua cebiri elde
edilip, bu cebirler icin Hopf cebir yapilar: elde edilerek, bu yapilarin birbirine izomorf oldugu
gosterilmistir. En son olarak, bir i¢ tirev ve bir Lie tlrev operatoril vasitasyla diferansiyel

hesap genisletilmistir.

Suphesiz, koordinat fonksiyonlar: ile onlarin diferansiyelleri arasinda saglanmasi gereken
muhtemel  bagintilar  (denklem (4.3)) da gorinen Kkatsayilar, bir ¢ (deformasyon)
parametresine bagli olarak ¢Ozilurken, bir 6zel ¢ozim (bak, denklem (4.18) ve (4.22)),
kullamlmustir. Elbette en gendl katsayilar ile calismak mumkin idi. Fakat bu durumda ortaya

konacak sonuclar, son derece karmasik ve uzun olacakti. Bunlar, ileriki calismalarda ele
alinacaktir.
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