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OZET

YONLU HOMOTOPI TEORISI

DALAN, Esra
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yéneticisi: Prof. Dr. Ismet KARACA
MAYIS 2007, 60 sayfa

Bu tezde cebirsel topoloji metotlar1 kullanilarak yiiksek boyutlu
automata teorisindeki problemleri ¢6zmek hedeflenmistir. Bu
¢oziimlere ulasabilmek i¢in cebirsel topolojinin temel kavramlart olan
homotopi ve homoloji kavramlaria yon unsuru ilave edilerek yonlii
topoloji, yonlii homotopi ve yonlii homoloji tanimlar1 verilmistir.
Ayrica po-uzaylari, yart kiibik kiime kavrami, filtreli kiipler
tanimlanmistir. Son boliimde ise yar1 kokiibik (yar1 eskiibik) kiimeler
ve kofiltreli (esfiltreli) kiipler tanimlanarak yonlii kohomoloji

(eshomoloji) kavrami olusturulmustur.

Anahtar sézciikler: Yonli topoloji, yonlii homotopi, yonlii homoloji,

concurrency
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ABSTRACT

DIRECTED HOMOTOPY THEORY
DALAN, Esra

MSc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ismet KARACA
May 2007, 60 pages

In this thesis, it is aimed to solve problems of higher dimension
automata theory by using methods of algebraic topology. To reach the
solutions; definitions of directed topology, directed homotopy and
directed homology are given by adding direction to homotopy and
homology which are fundamental concepts of algebraic topology. First
the concepts of po-space, semi-cubic set and filtered cubes are defined.
In the last section, directed cohomology concept is defined by using

semi-cocubic sets and cofiltered cubes.

Keywords: Directed topology, directed homotopy, directed homology,

concurrency
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1. GIRIS

Graph teorisinin ilk sonuglarindan biri 1736’da Leanhard Euler
tarafindan “Seven Brige of Ko&nigsberg” olarak yayimlandi. Bu
geometrideki ilk topolojik sonucglardan biri olarak literatiire gecti.
Ciinkii herhangi bir 6l¢iime bagli degildi. Bdylece graph teorisi ile
topoloji arasinda birebir bir eslemenin varoldugu saptandi. 1845°te
Gustav Kirchhoff; elektrik devrelerindeki voltaji ve akimi hesaplamak
icin “Kirchhoff’un Devre Kurallari’ n1” yayimladi. 1852’de Francis
Guthrie “Dort Renk Problemi’ ni” ortaya koydu. Dort renk problemi;
tilkeler haritasinda komsu {ilkeler ayni olmaksizin sadece dort renk
kullanarak renklendirmenin uygun olup olmadigini belirler. Bu
problem 1976’da Kenneth Appel ve Wolfgang Haken tarafindan
¢oziildii. Boylece Graph Teorisi ortaya ¢ikmis oldu. Daha sonra yonlii
cebirsel topoloji belirmeye basladi.

Yonlii cebirsel topolojinin tanim kiimesi klasik cebirsel
topolojiden farklidir. Prensip olarak yonlii uzaylar ayricalikli yonlere
ve ters cevrilmeye ihtiyact olmayan yonlii yollara sahiptir.
Homotopiler, temel gruplar ve temel n-gruboidler ile yonli
homotopiler, temel monoidler ve temel n-kategoriler arasinda birebir
esleme vardir. Kullanim alanlarindan biri de concurrent teorisidir.

Yiiksek boyutlu automatanin yarar1 nedir ve topolojinin bu
teorideki 6nemi ne kadardir?  Ilk defa Vaughan Pratt tarafindan
1991°de tanimlanan concurrent sistemi yiiksek boyutlu automata

teorisinin  bir dahdir. Yiiksek boyutlu automata, concurrent
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sistemindeki islemler arasinda tiim yiiksek dereceden bagimliliklar
ifade edebilme niteligine sahiptir.

Yiiksek boyutlu automata, temel olarak Onkiibik kiime
(precubical set); topolojik uzay yoniiyle de geometrik realizasyon
(geometric realization) olarak disiintiliir. Yiiksek boyutlu automata
teorisindeki Ozellikler ve yiliksek boyutlu automata arasindaki
doniistimlerin 6zellikleri, topolojik uzaylarin ve siirekli fonksiyonlarin
ozelliklerine donistiiriiliir. Bu doniistiirme, yiiksek boyutlu automata
ve diger concurrent sistemlerin 6zelliklerini incelemek icin cebirsel
topolojinin gelismis metotlarinin kullanimina izin verir.

Eric Gaubault, 1992 yilinda yiiksek boyutlu automata
teorisindeki homolojik 6zellikleri incelerken bu muhtesem metodu
bulmustur.

Bununla birlikte yiliksek boyutlu automatadan topolojik uzaylara
bir gecis problemi vardir. Yiiksek boyutlu automatada durumlar ve
baglantilar arasinda nedensel bir iligki var iken topolojik uzayda
simetriklik vardir. Bu yiizden simetrik olmayan bagintilar bu déniisiim
altinda kaybolur.

Bu ve bunun gibi problemlerin adresi yonlii topolojidir (directed
topology). Yonli topolojide ele alinan objeler 6rnekleme bilgileri ile
donatilan topolojik uzaylardir:

e Lisbeth Faystrup, Eric Gouboult ve Martin Rausser tarafindan
tanitilan po-uzaylari ve yerel po-uzaylari,

e Marco Grandis tarafindan tanitilan d-uzaylari,

e Phillipie Gaucher tarafindan tanimlanan akintilar (flows),

e Sonjewi Krishnon tarafindan tanitilan akim (streams),
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Bu cercevede; yiiksek boyutlu automatanin 6zellikleri, yonli
topolojik uzaylarin 6zelliklerine donustiiriiliir. Cebirsel topolojideki
metot direkt olarak yiiksek boyutlu automata teorisine uygulanamaz.
Ornegin temel gruplar yerine temel kategoriler, homoloji gruplari
yerine homoloji monoidleri yer alir.

Yiiksek boyutlu automatadaki hesaplamalar veya concurrent
sistemindeki hesaplamalar ayrik yollar (paths) olarak diisliniilebilir.
Geometrik realizasyon sayesinde; bu ele alinan yollar yonlii uzaylarda
yonlii yollara doniistiirilir. Bunun yami sira, concurrent sisteminde
belli hesaplamalara denk olacak sekilde islemleri ele alabiliriz.
Geometrik realizasyon ile hesaplamalarin denkligi yonli yollarin
yonlii homotopisine doniistiiriilir. Bdylece, yonlii homotopi ve yonlii
homoloji teorilerindeki teknikler kullanilarak verilen concurrent
sisteminin hesaplanabilir 6zellikleri incelenir.

Concurrent sistemlerin arasindaki iglemler ile ilgilenilebilir.
Bunlar gozlemsel ve eylemsel olabilir. Topolojik olarak ikincisi
(eylemsel) daha ilgingtir.  Eger birinci islemdeki herhangi bir
hesaplama digeriyle bir esleme kurabiliyorsa ya da tam tersi varsa iki
concurrent sistem ya eylemsel olarak denktir ya da ikili olarak
benzerdir  (bisimilar).  Ag¢ik donilistimlerin 6zellikleri ile ikili
benzerligi incelemek geleneksel bir metottur. Zaten, acik
doniisiimlerle topolojik 6zellikleri incelemek en dogal yontemdir. Bu
tezde cebirsel topolojinin temel kavramlar1 olan homotopi ve homoloji
kavramlarina yon unsuru ilave edilerek yonlii topoloji, yonli
homotopi, yonlii homoloji, po-uzaylari, yar1 kiibik kiime kavrami ve

filtreli kiipler tanimlanarak; yar1 kokiibik (yar1 eskiibik) kiimeler ve
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kofiltreli (esfiltreli) kiipler yardimiyla yonlii kohomoloji kavrami

olusturulmustur.



2. CONCURRENCY

Concurrency eszamanli calisma, aynm1 anda olan, kesisen
anlamma gelmektedir. Matematikte bir noktada kesisen dogrular
concurrenttir. Dizisel bir program tek bir isi kontrol eder. Ornegin bir
ticgenin alanin hesaplanmas1 bir dizisel programdir. Concurrent
program ise pek ¢ok paralel hesaplama yapilmasina izin veren kontrol
sisteminin ¢esitli parcalarina sahiptir. Ayni anda calisan paralel
islemleri kontrol eder. Bu islemler birbiriyle etkilesim halinde
olmalhdir. Bir dis etken ya da yiiriitiilen islemlerden biri, digerinin

sonucunu etkileyebilir.

Bir dizisel program; kontrol sisteminin tek tarafidir.

Sekil 2-a

Bir concurrent program; pek ¢ok paralel
hesaplamanin yerine getirilmesine izin
veren kontrol sisteminin coklu tarafidir.
Ayn1 zamanda meydana gelen c¢oklu dis
olaylar1 kontrol eder.

v
v

Sekil 2-b



Concurrency yaygin kullanilan bir programlama olmasina
ragmen hataya meyillidir. Concurrent programa ve hata risklerine ilk
olarak Therac—25, bilgisayarlarla programlanmis radyasyon terapi
cihazimi ornek verebiliriz. Bu sistemi olustururken; “cihaz 5 s’den
fazla aymi tusa takili kalirsa sistemi devreden ¢ikar ” komutu
olusturulmazsa tus takili kalir ve hastaya gereginden fazla radyasyon
verilmis olur. Ikinci olarak Mars’a génderilen uzay aracim &rnek
verelim. Bu ara¢ {izerinde gilines 1sinlarini, atmosfer basincini,
yeryiiziine olan uzaklhigi kontrol eden islemler tanimlansin fakat
radyasyon ile karsilagabilme olasiligi unutulsun. Bu durumda arag
radyasyon ile karsilastiginda aragla iletisimin kesildigi goriiliir. Bir
diger O0rnek de; seyahat kontrol sistemidir. Buradaki concurrent
program; arabanin istenildiginde sabit hizla gitmesini saglar fakat
frene uzun bir siire basildiginda hiz artamayacagina gore sistem devre
dis1 kalir. Concurrency’deki ayni1 anda ¢aligan programlar1 en az hata
ile calistirmak i¢in stirekli bir yapiya sahip olan cebirsel topolojideki
siirekli fonksiyon yapisiyla olusturulan homotopi fonksiyonunu
kullanacagiz. Boylelikle concurrent islemlerdeki ayrik(discrete) yapiy1

stirekli hale getirecegiz. (Fajstrup et al.,1998,2006; Bubenik, 2004)



concurrent olmayan sistem

Islem

islemci Ozel
kaynaklar

Kendi 6zel kaynaklariyla islem

Sekil 2-¢

concurrent sistem

1.islem 2.islem n.islem

I e O I O [T ]

Ayrilmis kaynaklarla pek ¢ok islem

Sekil 2-d

n- concurrent iglem sistemiR"’in altkiimesi olarak ifade edilir.

R" ’deki her koordinat bir isleme, R"’ de bir nokta ise sisteme karsilik

gelir. (Fajstrup et al., 2006, Bubenik, 2004)
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Ornek 2.1:

Her bir zaman diliminde sadece birisi kullanilacak sekilde

ayrilmus iki kaynak a ve b olsun.

P :x kaynagim Kkilitleyen iglem, V_:x kaynagmni serbest

birakan islem olmak {izere;

Birinci islemin programu 7, = P,BV,V,

Ikinci islemin programi 7, = P,P,V,V, olarak tanimlansin.

Bu tanimlar kullamldiginda Isvigre bayraginin sekli ortaya cikar.

(Fajstrup et al., 1998; Bubenik, 2004)

Vb

Va

Pa

Pb

T,

A

slagilamayan
Slize

giivenilir
olmayan:bo

Pa Pb Vb Va

=T1

Sekil 2-e




3. DITOPOLOJI

3.1. Kismi Sirah Uzaylar:

Tanmm 3.1.1:
Bir M kiimesi lizerindeki kismi siralama (yansima, gecisme ve

anti simetrik) bagintis1 < olsun. 4 < M igin:
TA={yeM|Ixed:x<y}
dA={ye M|3xe A:y<x}
olarak tanimlanir. Bu tanimlara gore;
AcT 4
AcB=>T4TB

A ={x} tek elemanl kiime i¢in:
Ty =Tx={peM|x<y}
J{x}=dx={ye M|y<x}
[x,y]=T xn{ y

esitlikleri tanimlanir. (Raussen, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002)

3.2. Po-Uzaylar:

Tanim 3.2.1:
Bir bagimti f < X x X carpim uzayinda kapali bir altkiime ise

B, X topolojik uzayinda kapalidir. (Raussen, 2000)
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Tanim 3.2.2:

X € Objg,, ve << X x X kismi siralama bagintist olsun. Eger
< kiimesi X x X ’de kapali ise (X,<)’e po-uzay1 denir. U po-uzayi
olmak ilizere 4 c U kimesi; x<,y < x<yy esitligi ile po-uzay
yapisini miras alir yani bu esitlikle po-uzay yapist kalitsaldir.  Bu
kiimeye alt po-uzayr denir. (U,,<),(U,,<,) iki po-uzayr olmak
lizere bu iki uzayin kartezyen carpimi
U xU,(x,y)<(x,y)ex<, x' ve y<,y" olarak tammlanr.

(Raussen, 2000; Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002)

\ 4

Po-Uzaylari

Sekil 3-a
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Onek 3.2.1:
T,
A
Vb --ulagilamayan oo <
’géﬁii: aya Is'vugre Bayragi
Va : bir po-uzaydir.
yasak bolge
Pa giivenilir
olmayanibolg
Pb ‘
Pa Pb Vb Va g T
Sekil 3-b (Fajstrup et al., 2004; Bubenik, 2004)
Vb
Va Isvigre Bayraginin
bir alt po-uzay1
Pa
Pb
Pa Ph Vb Va

Sekil 3-c (Fajstrup et al., 2004; Bubenik, 2004)

Onerme 3.2.1:

Her po-uzay1 hausdorft’tur. (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002)
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Ispat:

(X,<) po-uzay1 ve x,ye X(x#y) olsun. (X,<) po-uzayi
oldugu i¢in < bagintis1 kismi siralama bagmtisidir bu nedenle ters
simetri Ozelligi saglar. O halde x # y olarak kabul edildigi zaman
x <y iken y < x ifadesi yanlig olmalidir.

x £ y olsun. Bu durumda 4 = X x X' \< kiimesi agiktir.

(x,y)e A i¢in (x,y)’nin W < A olacak sekilde acik bir W
komgulugu vardir. X x X lzerindeki topolojinin sonucundan
xeU, yeV olmak tlizere UxV W kosulunu gergekleyen acik

komsguluklar bulunur. UnNV #0 oldugunu kabul edelim ve

zeUNV olarak alalim. Bu durumda (z,z)eUxV ve
(UxV)N<=0 olur. Bu sonu¢la z<z ifadesi yanlistir yani bir

celiskidir. Boylece U NV =0 bulunur. O

Ornek 3.2.2:

e R, < bagintisina gore po-uzayidir.

e Standart birim aralik 7 =[0,1], R iizerindeki siralama ile po-
uzayidir.

e /" birim kiipii; Vi igin (xi,....x,) S(Vy5--ry,) < x; <y, tanimlanan

kismi siralama bagintisi ile po-uzayidir. (Pratt, 2000; Fahrenberg

and Leth, 2002; Fajstrup et al., 2004)
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Onerme 3.2.2:
(X,<) po-uzayi ve x,y€ X olsun. T x,4 x ve [x,y] kiimeleri

X ’de kapalidir. (Raussen, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002)

Ispat:
Tx=X ise bu kiime asikar olarak kapalidir. Tx#=X ve

ze X\T x olsun. Béylece x £z olur. Onerme 3.2.1°den xeU ve

z eV olmak tizere agik komsuluklar1 vardir. Buradan (U xV)N< =0
olur.

YU~V =0 olsun. TUALV =0 iken TngU ve Valv
oldugu i¢in TxNV =0 yani V< X\Tx bulunur. Boylece X\Tx
aciktir ve dolaystyla T x kapalidir.

TUALV 20 ve welUNIV  olsun. Tanim 3.1.1°den

uelU,veV olmak lizere u<w ve w<vy’dir. Bu esitliklerden u <v
bulunur ki bu da (UxV)N<#0 c¢eliskisini dogurur. O halde

kabuliimiiz yanlistir. 0

Tanim 3.2.3:

X,Y po-uzay1 olmak iizere; f:X —Y kismi siralama
bagintisint koruyan siirekli doniisiimlere dimap (didonilisiim) ve
f:I - X déniisiimiine dipath (diyol) denir.

Po-uzaylarinin ve dimaplarin kategorisi pTop ile tanimlanir.

pTop’daki izomorfizmler dihomeomorfizmlerdir. (Raussen, 2000,

2003; Pratt, 2000; Bubenik, 2004)
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Tanim 3.2.4:

B, C po-uzaylar1 olmak tizere f,g:B —> C dimap olsun.
H:Bxl —C, H|BX{O}=f ve H |Bx{1}=g kosulunu saghiyor ise H’a
f’den g’ye dihomotopi fonksiyonu denir ve H : f — g olarak ifade
edilir.

f—=fi<f,>..«<f,—g olacak sekilde dihomotopilerin bir
zinciri varsa f.g olarak yazilir. Buradaki . bagintis1 denklik
bagintisidir.  f:B—C bir dimap olsun. gof=Id; ve fog=]d,
kosulunu saglayan bir g:C—>B dimap varsa f dihomotopi

denkligidir ve B =C olarak gosterilir. (Bubenik, 2004)

Ornek 3.2.3;

~1

Ix1I

Sekil 3-d

I =([0,1],<); iizerinde reel sayilarda tanimlanan siralama ile standart

birim araligi ve Ix/; (x,y) < (x', ") < (x < x"), (y < )') siralamasiyla

birlikte [0,1]x[0,1] uzayidir. (Bubenik, 2004)
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Ornek 3.2.4;

A ( )
T b]

Sekil 3-¢

Sekildeki iki uzay dihomotopi denk degildir. Ciinkii 1. sekilde
a, noktasindan baslayip b, noktasina ulasilamiyor. Fakat II. sekilde

a, noktasindan b, noktasina bir yol bulunabiliyor.. (Bubenik, 2004)

Tanim 3.2.5:

C, R"’nin alt po-uzay1 ve f,g:B — C iki dimap olsun.
f ve g arasindaki lineer interpolasyon (interpolation)
H(b,t)=(1—-1)f(b)+tg(b) kosulunu saglayan H:BxI —R"
dontistimiidiir. (Bubenik, 2004)

Lemma 3.2.1:
C, R" ’nin alt po-uzay1 (baz1 n’ler i¢in) olsun. Eger Vb € B i¢in
f(b) < g(b) olacak sekilde f,g: B — C dimapise f ve g arasindaki
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lineer interpolasyon H ' goriintiisii C’de iken H; f’den g’ye
dihomotopi fonksiyonudur. (Raussen, 2000, 2003; Bubenik, 2004)

3.3. Yerel Kismi Sirali Uzaylar:

Tamim 3.3.1:
X € Objy,, , bunun agik ortisi z7 ={U,} ve kismi siralilar

<, eU, xU, olsun. VxeX i¢in W, c X olacak sekilde
VU, U e#, xeUU'; VyzeW,nUnU':y<, zoy<,z
kosulunu saglayan bir W acik komsulugu varsa {U,.<, }’e X

tizerinde yerel kismi siral denir. (Fahrenberg and Leth, 2002)

Tanim 3.3.2:
X € Objr,, , bunun agik ortistt &7 ={U,} ve kismi siralilar

<, €U, xU, olsun. Vxe X i¢in acik komsuluk W < X
lizerindeki siralama <, c W _xW_ olmak lizere YU€e #Z xe U,

Vy,zew ,NU:1y<, 2y, 2 kosulu saglaniyorsa {U,,<; }’e

X iizerinde yerel kismi sirali denir. (Fahrenberg and Leth, 2002)

Tanim 3.3.3:
X € Objr,, ve Sc XxX olsun. VxeX igin agik komsuluk

W.cX olmak iizere kismi siralt ise <’e X iizerinde yerel

Sl g,

kismi siralama bagintis1 denir. (Fahrenberg and Leth, 2002)
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Not: Yukaridaki tammlardaki W komsuluklari po-komsuluklarim

gosterir. 77 Ortiisii ise po-ortiisii olarak tanimlanir.

Not: 1S ‘in po-komsulugu yoktur. Ciinkii komsuluklar1 arasinda

herhangi bir siralama tanimlanamaz.

Onerme 3.3.1:
Yukaridaki  ti¢  tanim  birbirlerine  denktir.

(Fahrenberg and Leth, 2002)

Ispat:
(1=2) xeW, c X, tamim 3.1.1°deki kosullar1 saglasin.

<y 2= IUe ? y<y z ile < < W xW, tanimlamirsa tamim 3.1.1

yardimiyla <, bagntist W, tzerinde kismi siralama olur. Boylece

tanim 3.3.2°deki kosullar saglanir.

(2=1) Tanim 3.3.2°yi saglayan xeW_ c X veriliyorsa bu

tanim 3.3.1°deki kosullar1 da saglar.
2=3) #= W,.|xeX ve W,_, tamm 3.2.2°yi saglar} olmak

lizere 7, X’in agik Ortiisii ve <y, herhangi ortak po-komsuluklari
tizerinde kismi siralama bagintist olsun. Boylece y <z < IW e #”:
y <, z denkligi ile <c XxX bagmtisim1 tanimlayabiliriz.  Bu

bagintida tanim 3.3.3’i saglar.
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B3=2) #={W, |xeX ve W, tanmm 3.3.3’l saglar} olmak

lizere 77 X’in agik ortiisii olsun. Bdylece her bir <, € #7 igin kismi

siralama bagintist < tanimlanir. Burada x € X ve W, e #”

W, =S o,

almirsa < oldugu icin tanim 3.2.2°nin kosullar1 saglanir.

=< |
/4 W xW,

X

Bu nedenle #; X’ in po-ortiisiidiir. O

Onerme 3.3.2:

X Uzerindeki topolojinin bazi .4 olmak iizere VBe.g igin
< | kismi sirali ise (X, <)yerel kismi siralidir. Bu gekilde olusan

-4 bazina po-bazi denir. (Fahrenberg and Leth, 2002)

Tanim 3.3.4:

<, ve <, yerel kismi siralama bagintilar: olsun. X tizerindeki
topolojinin bazi .4 olmak ilizere VBe.f4, Vy,zeB:y<,z< <, z
kosulu saglaniyorsa X € Objr,, lizerinde bu bagmtilar denktir.

(Fahrenberg and Leth, 2002; Bubenik, 2004)

Tanmim 3.3.5:
Iki yerel kismi sirali uzay U = {U,,<,} ve V = {V,<,} olmak

tizere UuUV, X lizerinde yerel kismi sirali ise bu iki uzay

X € Objr,, uzerinde denktir. (Fahrenberg and Leth, 2002; Bubenik,

2004)
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Onerme 3.3.3:
Bu iki tanim birbirlerine denktir. (Fahrenberg and Leth, 2002)

3.4 Lpo-Uzaylar:

Tamm 3.4.1:
X € Objy,,; X'in po-ortiisiiniin 7/ denklik smifi ile hausdorff

uzay olsun. Eger w, VU e 7/ po-uzay olacak sekilde bir Z/ po-

oOrtiisiinii iceriyor ise (X, w ) uzayma lpo-uzayi denir. (Pratt, 2000;
Fahrenberg and Leth, 2002; Bubenik and Worytkiewicz, 2006)

Onerme 3.4.1:
Her po-uzay1 Ipo-uzayidir. (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth,
2002; Fajstrup et al., 2004; Bubenik, 2004)

Onerme 3.4.2:
Her Ipo-uzay1 yerel hausdorfftur. (Pratt, 2000; Fahrenberg and
Leth, 2002)

Tanim 3.4.2:
(X,<)),(Y,<,) yerel kismi sirali uzaylar ve f e Moryp,, (X,Y)

olsun. Vxe X igin xeW ve f(x)e Wf(x) olacak sekilde
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Vy,zeW .M f'1 W ix): ¥ < 2= f(y) <, f(2) kosulunu saglayan bir

po-komsulugu varsa f doniisiimiine dimap (didoniisiim) denir. (Pratt,

2000; Fahrenberg and Leth, 2002; Fajstrup et al., 2004)

Onerme 3.4.3:

1

Sl,glz; X EObjTop ’da denk yerel kismi siralama bagintilari,

(Y,<,) yerel kismi sirali uzay ve f e Mory,,(X,Y) olsun.

f; (X,S}) ’den  (Y,<,)’e giden dimaptir < f; (X,Slz) ’den
(Y,<,) ’e giden dimaptir. (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002)

Tanim 3.4.3:
Dimaplar ve Ipo-uzaylar1 Ip-Top kategorisini olustururlar.
Dimaplarin bileskesi dimaptir. Ip-Top kategorisindeki izomorfizmler

dihomeomorfizmlerdir. (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002)

Tamm 3.4.4:
X,Y € Obj g, olmak lizere H e Mor, ;. (X x1,Y) kosulunu

saglayan H morfizmine Kuvvetli Homotopi denir.  Kuvvetli

homotopi bagintis1 =, olarak gosterilir. (Fahrenberg and Leth, 2002)

4

Tanim 3.4.5:
f.g € Mor (Xx1,Y) olmak iizere H e Mor ., (X xI1,Y)

Kuvvetli Homotopi, H, = f, H, =g kosulunu saghyorsa f ve g
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morfizmlerine Kuvvetlice Onhomotopiktir denir ve f =, g seklinde

ifade edilir. (Fahrenberg and Leth, 2002)

Tanim 3.4.6:
X.,Y € Obj,g,, olmak tizere H e Mor;, (XxI,Y) kosulunu

saglayan H morfizmine Topolojik Homotopi denir. (Fahrenberg and
Leth, 2002)

Tamm 3.4.7:
f.ge MorxTop (Xx1,Y) olmak iizere He MorTop (X x1,Y)

Topolojik Homotopi, H, = f, H, = g kosulunu sagliyorsa f ve g

morfizmlerine Topolojik olarak homotopiktir denir ve f =, g olarak

tanimlanir. (Fahrenberg and Leth, 2002)

Tanim 3.4.8:

X,Y € Obj,g,, olmak tzere Viel, H, € Mory,, (X,Y) ise

xTop

H eMorTop (X x1,Y)’a Zayif Homotopi denir. (Fahrenberg and

Leth, 2002)

Tanim 3.4.9:

f.g € Mor ., (X,Y) olmak lizere H e MorTOp (X x1,Y) Zayif

Top
Homotopi, H,=f, H,=g kosulunu saglhyorsa f ve g
morfizmlerine Zayifca Homotopiktir denir ve f=, g seklinde

gosterilir. (Fahrenberg and Leth, 2002)
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3.5. Temel gruboidler:

Top  kategorisindeki  temel  gruboidlerin  durumlarim
inceleyecegiz. Ilk olarak bazi hatirlatmalar yapalim:
e Bir obje ve birimle birlikte small (kii¢ilik) kategori yar1 gruptur.
e Bir obje ile birlikte kiiciik kategori, tliim izomorfizmalart morfizm
kabul eden bir gruptur.
e Morfizmleri izomorfizm olan kiiciik kategori
gruboidtir.

Tiim gruboidlerin kategorisi Grpd ve tiim kiiclik kategorilerin
kategorisi Cat olarak tanmimlanir. Dikkat edilirse Cat kategorisinin
morfizmleri kii¢iik kategoriler arasindaki funktorlardir. Bu funktorlar
izomorfizmi korurlar.  Gruboidler arasindaki herhangi kategori
morfizmi bir gruboid morfizmidir. (Fahrenberg and Leth, 2002;
Fajstrup et al., 2004)

Tanmim 3.5.1:

X topolojik uzayinda bir yol Mory,,(I,X) m bir elemamdir.
Bir p yolu p(0)=x ve p()=y ile birlikte p:x+> y olarak
tanimlanir. (Raussen, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002; Fajstrup et
al., 2004)
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Onerme 3.5.1:
p-q € Moryr,, (I, X) olsun. p ve g yollari esit ise biri digerinin
yeniden parametrelendirilmisidir. qg=po@ esitligini saglayan
@ € Mory,,(I,1) artan doniigimii vardir. (Raussen, 2000; Fahrenberg

and Leth, 2002; Fajstrup et al., 2004)

Tanim 3.5.2:
p € Mory,,(I,X) olmak tizere p_l(t) = p(l-t) ve x e X olmak
tizere P, sabit yolu P,:I — {x} olarak tanimlanir. (Raussen, 2000;

Fahrenberg and Leth, 2002)

Tanim 3.5.3:
p»q € Mory,, (I, X) olsun. p(1)=g(0) kosuluyla p ve g 'nun

p(2t)  Lt<1/2
g2t=1) ,t>1/2

concatenation’ 1 p *q(¢t) = { olarak tanimlanir.

(Fahrenberg and Leth, 2002)

Not: Concatenation islemi birlesmelidir.
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4. D-TOPOLOJI

4.1 Yonlii Topolojik Uzay (d-uzay):

Tanim 4.1.1:
I — X siirekli doniistimlere yonlii yol (d-yol) denir ve soz

konusu yonlii yollardan olusan kiime dX olarak gosterilir. (Grandis,

2002, 2003)

Tanmim 4.1.2:

(X,dX) = X yonlii topolojik uzay (d-uzay); a =1 — X siirekli
dontistimlerin (d-yollarin) dX kiimesi ile donatilan ve asagidaki
kosullar1 saglayan topolojik uzaydir.

e ( Sabit Yollar) Her sabit donilisim / — X yonliidiir.
¢ (Yeniden parametrelendirme)
dX ; I — I artan doniislim ile bileske islemi altinda kapalidir.
e (Concatenation) dX , concatenation altinda kapalidir:
d-yollar a,b,; X ’de ardisik ise bunlarin concatenation’t ¢ =a+b

bir d-yoldur.

c(t) = a(2t) , 0<¢<1/2
(1
ct)=b2t-1) , 1/2<t<1
Yeniden parametrelendirme ile yonli yollar,

0<1/n<2/n<3/n..<1 par¢alanmasinda ardisik yollarin n-ary
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concatenation’t @, +a, +...+a_  altinda kapaldir.  (Pratt, 2000,

Grandis, 2002, 2003)

Tanim 4.1.3:

f:X — Y siirekli doniistimii; X, Y d-uzaylarn arasinda yonli
yollart koruyorsa (aedX iken f(a)edY) f doniligimiine yonlii
doniisiim (d-doniisiim) denir. (Pratt, 2000; Grandis, 2002, 2003;
Fajstrup, 2004)

Tamm 4.1.4:

d-uzaylar ve d-doniisiimler dTop kategorisini olustururlar. d7op
kategorisi T 7op olarak da gosterilir. dTop kategorisindeki
izomorfizmlere d-homeomorfizm denir. d7op kategorisi, Top

kategorisi iizerine kuruludur bu nedenle limit ve kolimitlere sahiptir.

(Grandis, 2002, 2003; Fajstrup, 2004)

Tanim 4.1.5:
X'c X olmak lizere X' uzayinda segilen yollar X uzayinda

yonlii ise X' uzaymna d-alt uzay denir. (Grandis, 2002, 2003;
Fajstrup, 2004)
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Tanim 4.1.6:
X d-uzay olmak {izere planlanan d-yollarinin sonlu
concatenationlarindan olusan X /R yapisina d-béliim yapis1 (d-

boliim) denir. (Grandis, 2002, 2003; Fajstrup, 2004)

Ornek 4.1.1;

1> HX/ yolu yonliidiir ancak ve ancak tim 7 — X ; yollar1
yonlidiir.  Fakat 7 — ZXj yolu yonlidiir ancak ve ancak bazi

I>X,; yollart yonliidiir. (Grandis, 2003)

Hatirlatma:
dTop kategorisinden 7op kategorisine unutkan funktorlarla

gidilir. Bu unutkan funktorlar limit ve kolimitleri korur.

Tamm 4.1.7:
d-uzayinda; r:I — 1 fonksiyonu d-yollarinin yansiyanini
Verir.
t—ori)=1-t

Bu sekildeki d-uzaylarina yansiyan denir.

(2) R :dTop — dTop

X>RX)=X"0aed X?)=a” =aredX

Bu 6zelligi saglayan d-uzaylarina simetriktir denir. (Grandis, 2003)
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Onerme 4.1.1:
d-uzay1 yanstyan doniisiimler altinda invaryant ise simetriktir.

(Grandis, 2003)

4.2 Standart Modeller:

T R :Yénlii reel dogru ya da d-dogrusu olarak adlandirilir. 7 — R ’ye

artan doniigiimler tarafindan verilen yonlii yollar ile 6klid dogrusudur.
T R" :n-boyutlu reel d-uzayr olarak tamimlamir. T R ’nin dTop

kategorisi altindaki kartezyen ¢arpimdir. (x <y = Viigin x; < y,)

T 1 =T10,1]: Standart d-arah@idir. T R "nin alt uzay yapisina sahiptir.

(alt uzay yapisit olmasi icin yollarin iist kiimeye gore d-yol olmast

gerekir.)

T I" :Standart d-kiibiidiir. T 7 ’nm n. kuvveti ayn1 zamanda T R" nin

alt uzayidir.

18" =1 1/0I :Standart yonlii gemberdir. YOnii saat yoniiniin tersidir

ve asagidaki iki doniisiim i¢in d7op’un es ekolizer’1 olur.
(B) 07,0 :{x}>TI" 5 97 (%)=0,0"(%)=1
4 id,fTR-TR ; x-ox+1

tSs" = 1"/l : Yonli n-boyutlu kiiredir.

Standart daire: Rx T R *de d-yapisina sahiptir.
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10" :Smirh daire seklinde ifade edilir ve Rx T R ’nin alt uzayidur.
(Grandis, 2002; 2003)

Onerme 4.2.1:
T 1=T10,1] standart d-arahigi dTop kategorisinde bir kafestir.

Yiiz doniisiimleri 6 ve &', dejenere doniisiimii e, iki temel operator

g ve g, interchange s asagidaki gibi tanimlamr: (Grandis, 2003)

60( o
- 2 2 2 2
*k N < 5
{* > T < T T —51T1

o (*)=0 , ' ("=1

g (t,t")y=max(,t") , g'(t1t)=min(,1") st,t)y=(,1").

4.3. Onsirahlar ve Bitopolojiler (ikili Topolojiler):

Yonlii uzaylar i¢in unutkan funktorlarla birbirine baglanan artan

siradaki yonlii topolojilerin olasi ti¢ durumunu ele alalim:
pTop c IpTop — bTop — dTop .

Kismi sirali topolojik uzay X = (X,<), kismi siralama bagintisi
(yansiyan, anti-simetrik ve gecismeli) ile donatilan topolojik uzaydir.
Bu bagint1 sayesinde olusturulan po-uzaylar1 ve po- uzaylari arasinda
siralama bagintisim1 koruyan stirekli doniistimler pTop kategorisini
meydana getirir.

Lpo-uzaylar1 ve bu uzaylar arasinda siralamay1 koruyan siirekli

doniisiimler /pTop kategorisini olustururlar.
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Son olarak bir bitopolojik (ikili topolojik) vzay X =(X,z",7"),

topolojilerin bir ¢ifti ile donatilmis uzaydir. (Buradaki 7 ; ge¢mis

(past), 7 ; gelecek (future) doniisiimlerini gostermektedir.) Bu

sekildeki objeler ve doniisiimler h7op kategorisini olusturur. Bir

bitopolojik uzay dX =bTop(T I,X) ile dogal d-yapisma sahiptir.
(Grandis, 2003)

4.4 Yonli Homotopi:

Tamm 4.4.1: Y6nli Homotopi (d-homotopi)
Bir yonlii homotopi (d-homotopi) ¢:f—>g: X —>Y;

0,0 :X>Y, 0 (p)=¢.0 (¢)=9p olmakiizere f ve g’ nin iki
yiizimin @ T IX =XxTI—>Y d-doniisimii olarak tanimlanur.
(Grandis, 2002, 2003; Fajstrup et al., 2004)
d-homotopi yapisi asagidaki islemlerden meydana gelir:

u: X' ->X,v:Y>Y w:g—>h
(a) Dontistimlerin ve homotopilerin whisker birlesimleri:

vogou:vfu—veu (vepou=ve.TuTIX'>Y")

(b) Asikar homotopiler:

0 :f>f O=felIX>Y)

(¢) Homotopilerin concatenation’t:

p+y:f—h
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Tamm 4.4.2: YOnli Homotopi Bagintilar1 (d-homotopi bagintilari)

1. f<g d-homotopi 6n siralis1 f—g homotopinin varligiyla
tanimlanir. Birlesme 6zelligine sahiptir.
f<gve f'<g'= ff'<gg’ olur.

Simetri 6zelligi yoktur.

f<g= Rg=<Rf olur.
2. = bagintis1 <’dan iretilen denklik bagintisidir. f_g icin
f=fi2f,=<f5..g sonlu dizisi vardir. (ayn: objeler

arasindaki d-doniistimlerin sonlu dizisi) (Grandis, 2002,

2003)

Tamm 4.4.3: Yonli Homotopi Denkligi(d-homotopi denkligi)

f:X—>Y d-donlisimiinin  d-homotopi tersi g:¥ —> X

doniisiimii olmak tizere;

gf-idy, fg :idY < Xve Y ayni d-homotopi tipine sahiptir ya da

d-homotopi denktir.

Bunun yanisira id, <gf ve id,<fg=X ve Y hemen

hemen d-homotopi denktir. (Grandis, 2002, 2003)



31

Ornek 4.2.1:
A
1,1) A 1,1
o
Z Z
% .,
0,0 - g ©.9 - g
4 yonlii yol 3 yonlii yol
Sekil 4-a

Yukaridaki sekillerin ortalarindaki engelleri goz Oniine alarak (0,0)
noktasindan (7, 1) noktasina en kisa ve en uygun bicimde ulagabilmek
icin yonlii yollar ve yonlii homotopi kullanilir. Yonlii homotopi ile

ayn1 yonde olan yollar ayni1 denklik sinifina dahil edilir.

Tanim 4.4.4: Yonlii Deformasyon Gerilme (d-deformasyon gerilme)
Bir d-altuzay; u: X cY; dp:Y > X d-donlisimii varken
pu=id, ve up.id, kosullarin1 saglhyor ise s6z konusu d-altuzay1

X’e Y ’nin yonlii deformasyon gerilmesi denir. (Grandis, 2002,

2003)

Tammm 4.4.5: Yonli Kuvvetli Deformasyon Gerilme (d-kuvvetli
deformasyon gerilme)
Bir d-altuzayr;, wu:XcY;3dp:Y—>X d-donlisimi  ve d-

homotopileri i¢in up = hy, — h; < h,..h =id, kosulunu saghyor
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ise soz konusu d-altuzayina Y’nin yonlii kuvvetli deformasyon

gerilmesi denir. (Grandis, 2002, 2003)

Tanim 4.4.6: Yonli Biiziilebilme(d-biiziilebilme)
Bir d-uzay1 bir noktaya d-homotopi denk ya da bu uzaymn
kuvvetli deformasyon gerilmesi tek nokta ise bu d-uzaymna d-

biiziilebilirdir denir. (Grandis, 2002, 2003)
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5. YONLU HOMOLOJi

5.1 Kiibik Kiimeler ve Morfizmler:

Tamm 5.1.1:

Bir yan kiibik kiime; 5%:Xx,—> X, (i=123,.,m,a=0,1)
yiliz doniisiimleriyle (face maps) birlikte olusturulan X ={x,} ne N
kiimesidir ve §¢:X,— X, donisiimleri asagidaki yar1 kiibik
aksiyomunu saglar:

stot=o60,087  (<)).

Bir kiibik kiime ¢;:X,— X, (i=123,.,n+1) dejenere
(degenere) doniistimleriyle birlikte yar1 kiibik kiimedir ve

gi' Xn— Xnn doniisiimleri asagidaki aksiyomu saglar:

Ei&j = Ej+1&i (ZSJ)
£,.,6, (<))
5fej=1605 (i>))
id =)

(Pratt, 2000; Grandis and Mauri, 2003; Fahrenberg, 2004)
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Ornek 5.1.1:

X bir topolojik uzay ve S, (X)=Top(I",X); I"— X tim
siirekli dontigiimlerin kiimesi olsun.  Eger yiiz doniisiimleri ve
dejenereleri asagidaki gibi veriliyorsa SX = {S, X} kiibik bir kiimedir.

S [ty bt )= ()l el QL st )

& F(t,stystyrst, ) = f(E soshrert )

(Grandis and Mauri, 2003; Fahrenberg, 2004)

Ornek 5.1.2:
Yar kiibik bir kiimenin basit bir 6rnegini verelim. 5 tane 2-
kiip, alt yiizii olmayan oyuk 3-kiibii elde etmek i¢in diizenlenerek

yapistirllmis ve bdylece ters cevrilmis agik kutu olusturulmustur.

(Fahrenberg, 2004)

Vg €11 V7
AR - =
. fs -
12 N .- K
ey o= T €10 ;
,— B _6_8.— ~ _\_::_',\' !
Vs .‘.___A—.r €9 /_/«\_\ S I./ €7
\\\\ h/ - _ P - | yﬁ I.I
,\ \\4\. f3 e RN {
s N, \.A,." 3 - N
, Vgs. | =~ -¢3 ;
/f“ . F V3
es| LT . 2
/ -7 T~ 6 /
/ 64/ - fl S , 59}
' e = ~. '
-I - g \'\ -I
Vi o V2

Sekil 5-a
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sifi=es Sifi=es S5fi=e Sifi=e
Sifr=es Sifa=e; S3fr=e Sifr=ey
Sifs=es  Sifys=e; 85f3=e5 Sifs=ey
Sifa=es Sifa=e S3fa=ey S2fi=ep
Sifs=en OSlfs=eqy 65fs=e S2fs=ey

5.2 Zincir w-kategorisi:

Yonlii zincir kompleksi, globular w-kategorisidir.
X ={X,} yan kiibik kiime olsun. xe X, i¢in d ,d" : X, > X, |,

fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir:

k+1)mod?2
(k+1) x

d x=305! d*x= 35"y

k=1 k=1

d~, d* fonksiyonlari yardimi ile NX, ,, X, , iizerinde serbest

n—1»
abelian monoidi tanimlar. ~ NX, {izerinde tanimlanan bu smir
doniisiimleri, d“ (3 a;x;)=2a;d axj tarafindan genisletilebilir. Bu
doniistimler globular esitligin zayif versiyonu olarak adlandirilan

d®d” =d”d" esitligini gercekler. (Fahrenberg, 2004)

Tanmim 5.2.1:
Filtreli kiipler C,X asagidaki gibi tanimlanir: (Fahrenberg,

2004)
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C, X = NX,

CiX = {(x,,%0,X%)) € NX, x(N.X,) | xog+ d " x; = xo+ d " x,}

Co X = {(Xys Xpys Xy X Xg) € NX X (NX, )” x.x(NX,)’ |

+ - .
X,,+d x,=x,,+d x,,Vi=0,..,n-2:

\4

AN
N _
Xt d Xy =x+d X

Buradan d”,d :C, X ->C, X,e:C,X - C,,, X doniisiimleri,

_ \4 A A\ N A\ Vv AN \4 N
d (XX, 15X, 15Xy X0) = (X, 15 X, 55X, 5 5eeesX s X))
\Y4 A A\ AN N \Y A A\ AN

+
d (X, X, |5 X, seeesXgs Xo) =(X, 15 X 55X, 55X s X))

A\ N \ AN

A
e (x X,y eeesXgs X)) =(0, X ,X ,..,X)

n’ xn—l’

seklinde tanimlanir ve d“d~ =d“d”, d“e=id kosullarmi saglar.

Bu dontsiimlerle birlikte CX ={C X} kiimesi yansimali globular

kiime yapisina sahiptir.

Lemma 5.2.1:

d ,d":C,X —>C, X donisiimleri;

n-1
d'd"+d d =d'd +d d”
esitligini saglar. (Grandis and Mauri, 2003; Fahrenberg, 2004)
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Tamim 5.2.2:
Filtreli kiip C,X ve m<ne N i¢in;

C,Xx, C,X={(xy)eC,XxC,X|(d) "x=(d)""y}

olsun. Burada;

Y A Y
(x,y) = ((xn, X s X e X

X)) (V5o oV eV oY) EC, X C X

N \4 \2 \2 A\ N
ancak ve ancak x =y vetim i=0,1,..,m—1i¢in x,=y, vex =y,

olur.

o :C Xx C X—C X islemi,

(X, 50X )0, (Y 5esV ) =

<

4 N A Y AN Vv AN AN
(X, TV seesX, TV X Y 5X Y, X, X X)) seklinde

tanimlanir.

Not: Yukarida tanimlanan o islemi degismeli degildir.

Onerme 5.2.1:

CX ;o islemi ve d,d e doniigiimleriyle siki globular w-

kategorisidir. Bu nedenle d“d =d”d’, d”e=id kosullarim

saglar.
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. m<neN igin; (x,y)e C X x C X ise

exo ey = e(x o V)

dwo, =1 %
d xo dy
d'y m=n—1
d"(xo = ’
(e ) {d+xomd+y m<n-—1

Herhangi bir ze C, X i¢in,

@) ™" 2) o zZ=Xo ¢"(d) " 2)=z esitligi saglanur.

o (r,2)eC Xx C X ise (xo y)o z=xo (yo z)dir.

. p<n i¢in (x,x),(y,y)e C,Xx,C,X olacak sekilde
() eC, X%, C,X ise (xo, 1), (Yo, ¥)=(xo, X)o, (vo )
dir.

o islemine ek olarak 0 <m <n i¢in, V(x,y)eC X x C X olmak

lizere o_ islemi asagidaki gibi tammlanr:

o :C Xx CX—>CX,
(X, 500X ) 0 (Y 5esV ) = (X, + 50X )
Not: Bu islemle birlikte CX , monoidal w-kategoridir.

Bu islemlerden sonra SCub — wCat bir funktor tanimlayalim:

f: X — Y yan kiibik kiimelerin morfizmi olsun. Bu f fonksiyonunu
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fQax)= 2,a f(x) tanmmiyla NX — N.Y olarak genisletelim

1

ve
?(Xn,...,xo) =(fX,--fx,) olacak sekilde f:CX > CY doniisiimiini

tanimlayalim. Bu tanimlardan;

fxord” fxgy=fxpfd x = fOrd )= frd x) = fxd fx,
esitlikleri saglanir.  Bu esitliklerden 7da =d a? , 76 = 67 ve
f(xo_ y)=fxo_fy denklemleri elde edilir. ~ Boylece f w-

kategorisinin morfizmidir.

Ornek 5.2.1;

x,y e X, i¢in 6, x=a, Syx=b, 5,y =b, 5,y = c olsun.

Sekil 5-b

Bu oOrnekte x+y; a ile c’yi veya a+bile b+c‘yi birbirine
baglamak i¢in kullanilmistir. (x+y,a,c) ve (x+y,a+b,b+c) ifadeleri

filtreli kiipleri belirtir. (Fahrenberg, 2004)
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5.3 Minimal Temsil:

Vv AN
Verilen bir n-kiibiin minimal temsili /’x = (x,sXn-1,...,X0) €C X

asagidaki gibi tanimlanir: (Pratt, 2000; Fahrenberg, 2004)

v k+l g Ink+l i +n—k i, +n—k
1 -k
Xk=2 2 ... 2 0, 0" x,ve
i=l =l 0=l ] n—k
2 ] Indtl ignkl i n-kt]
=2 X .. 206 Ok X
i=l ip=l ip=l n-k
Onerme 5.3.1:

y,€X olacak sekilde y=(y,...y,)eCX verilsin. y=/[yo z

olacak sekilde z € C, | X vardir. (Fahrenberg, 2004)

Ornek 5.3.1;

Bir 3-kiip x € X, i¢in, standart yonlendirmeye gore
0
Fx=(x,0, X +8,x+ 8,x, 0,x +8)x+ 8,x, 6,5, x + 8,8/ x+ 5,0,x,

58, x +8,8x+88)x, 55 6, x, 56,6 x)

3-kiiblin minimal temsilidir. (Fahrenberg, 2004)
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1.1
5252 515151
1 1 1
5,5
1 o1
5151
N
5,5
0 0
51 51 51 5;5;
Sekil 5-c

5.4 w-Kategorilerinde Zayif Homotopi:

Bir yart kiibik kiimenin zincir w-kategorisinde 3 adet denklik
tanimlayabiliriz. Bunlar; homotopi, zayif homotopi ve homolojidir.
Homotopi zayif homotopiyi; zayif homotopi ise homolojiyi gerektirir.

Zayif homotopi genel w-kategorilerine uygulanir.

d“ smir déniisiimleri, e birim doniisimii ve o bileske iglemleri
ile bir w-kategorisi C ={C, } verilsin. ~ < C xC , n+1 hiicre ile
iiretilen denklik bagintis1 olsun. “xR” y iken x=d A,y=d A

olacak sekilde bir 4 e Cn+1 vardir” seklinde tanimlanan ~ bagintisi,
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R~ bagitisimin simetrik kapanigidir.  (Grandis and Mauri, 2003;

Fahrenberg, 2004)

Lemma 5.4.1:
x~ yeC,  olsun. d°x=d“y ve bazi m<n igin
(x,x)eC Xx C X olacak sekilde x'~ y'eC ise

(ry)eC Xx C X vexo x'~ yo y' olur. (Fahrenberg, 2004)

Tamm 5.4.1:

D =C/~ ve d°[x]=d“x[x]e [y]=[xo »] olsun,
C, — D, bolim doniigtimleri e:C, | — C, dejenereleri ile bize yeni
e:C , — D  dejenerelerini verir. Her bir ne N i¢in C’nin n.

boyuttaki zayif homotopisi

o o o

d d d
~ % 7 7
FC=AD, &= C, == > G}

olarak tanimlanir. (Fahrenberg, 2004)

5.5 Yan Kiibik Kiimelerde Yonlii Homotopi:

X yar kiibik kiime olmak iizere, CX ={C X} olmak iizere
C X luzerinde denklik bagntis1 ~ = olarak tanimlanan zayif homotopi

X ile birlikte zincir w-kategorisidir.
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R cCXxCX;xRyod ([do_z)=x,d ([4o_z)=y
olacak sekilde 6yle bir 4 € X ,, vardir. Bu degerlere dikkat edilirse

X=(X ey X)) V€ Y= (I, 00y ¥,) igiN d“x=d"y olmak iizere

(4,x,,,,..x,)€C X olur
Simdi R tarafindan iretilen denklik bagintist ~ < C, XxC X
ile yonlii homotopiyi tamimlariz. Dikkat edilirse x~ y bagntisi

x ~, y bagintisini gerektirir. Bu ytizden yonlii homotopi

Vv

. Cy}

seklinde tanimlanir.

Bir X ={X } kibik kiimesinde bir ydnlii yol 511xi = 510xi+1
(i=L...,k=1) olacak sekilde Il-kiipiin x=(x,x,,...,x,) <X,
dizisidir. y =(y,,¥,,---, ¥, ), X ile ayni uzunlukta olan bagka bir dipath
olsun.  Eger tim i#j,j+1 igin x, =y, d 4 =X, +x,, ve

d" 4 =Y, TV olacak sekilde jedil,...k—1} ve AeX, varsa xvey

basit dihomotopiktir denir. Kombinatorik dihomotopi bagimtist basit
dihomotopi bagintisinin yansimali, simetrik ve gegismeli kapanigidir.

(Fahrenberg, 2004)

Onerme 5.5.1:

X = (X5 Xy 500X, )y ¥ = (V)5 Yy 505 ¥, )5 X *de yOnlii yol olsun.
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Lx=1[x o, ..

oy Lx,; ['y= Ly o, ..o Ly, olmak iizere;

xvey kombinatorik olarak dihomotopiktir << =[x = Ly.
(Fahrenberg, 2004)
Ornek 5.5.1:
Vs _ Cu V7
7] e =i
' BRI - f5 .- -7 /
12 \\.:.\ T - PRg /.
€ N _ _'_(_'.:—;\. -0 N
P e
Vs ._.—-"7 €9 PRGN ! €7
‘S N e Ss .,
S . : v ,
AN T fs T
./' N . - - ‘.11 N
2 SN RS _--C3 / <
14 .~ B V3
' - Seo '
/ e_.-" fi Sl € / €
) L7 ~. /
[ - '\_\ _'
Vi - Vo
€1
Sekil 5-d

- + .
d f,=e,+e,,d f,=e,+e, ile e, +e,+e, = e +e +e,,

d f,=e +e,y, d+f1 =e teile e +e, +e,

d fs=e,+e,,

d f, =es+e]2,d+f4 =e, tegilee +e, +e,

- + .
d f,=e,+e,,d f,=e,+eile e +e,te, =

d' f.=e, +e ile e +e, +e
5~ %% T 176 T8

X e e, +ep,
F este,te,
~ e, +e e,

1 €4+€3 +€7.




45
Dikkat edilmelidir ki; e, +e, +e, =, e; +e, +e, bagntisinda e,

kenar1 iptal edilemez. e +e, ve e, +e, arasinda yonli homotopi

4

yoktur.

5.6 Yan Kiibik Kiimelerde Yonlii Homoloji:

Yonli Homoloji; yar1 kiibik X kiimesinin zincir w-kategorisi
tizerindeki zayif homotopiden daha kaba olan diger denklikleri saglar
ve daha 1yi bir cebirsel yapiya sahiptir.

ZX , X uzerinde serbest abel grup olsun. Sinir doniigiimleri

d“:ZX —>ZX ;
da(Za].x].) = Zajdaxj ve C X < an olacak sekilde

CTnX ={(x ,..x,)€ZX x ]ﬂl(N.Xn_[.)2 | xn_1+a’+xn =x, ,+d x_,
=l

Vi=0,..,n—2: )vcl.+a’+xl.+1 =)Acl.+d_xl.+l} olarak tanimlanir. Bu yiizden
x=(x, ,...,)Aco) € (ZX i¢in, kendisinin kiibii x ’nin negatif bilesenleri
vardir fakat tiim sinirlart pozitiftir.

EHX tizerindeki d“ smir doniisiimlerini ve o iglemini C X
tizerinde tamimladigimiz formiillerin aynis1 ile ifade edebiliriz.
Boylece {5nX ,C _X,...,C X} kiimesi bu doniigiimler ve islemlerle
birlikte n-kategori yapisina sahiptir.

x,y€C X verilsin. Eger d 4=x, d" A=y olacak sekilde

Aean varsa x= y olur. Burada = cC XxC X olarak
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tanimlanan denklik bagintis1 yonlii homolojiyi olusturacak bagintidir.

(Grandis and Mauri, 2004; Fahrenberg, 2004)

Onerme 5.6.1:

x,yeC X verilsin. x~ yise x= y-‘dir. (Fahrenberg, 2004)

Lemma 5.6.1:
x=z yeC X olsun. d’x=d"y ve bazy m<n igin
(x,x)eC X x C X  olacak sekilde x’' = y'e CX ise

(»,y)eC X x C X ve xo x'= yo y olur. (Fahrenberg,
2004)

Tanim 5.6.1:

C X /= Tlzerinde tanimlanan islem o = ve simir doniigtimleri

d“ “lar ile birlikte yonlii homoloji

da da da
_— > > >
HnX:{CnX/;ne(:)Cn—lX( - )...< - > COX}

olarak tanimlanir. (Fahrenberg, 2004)
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Ornek 5.6.1:
Vg C11 V7
T fs e I
4 s L - !
9 ! BRIAT G -€10 !
’ R P . ’
Lol R !
Vs £ ) T TS ! 7
oS 4 e ST !
NI - Sl v 7
RRGEN Sk -7 L
K7 I € IS
e /f4 ST '-f V3
5 .,1 L T~ € g J2
' - o /
; [ fi "~ , 5]
/ - - RIS - ’
-I - - \.\ 1
Vi e Vo
Sekil 5-e

Bu omekte ¢-+e,+e, ve e +e,+e, arasinda yonli homoloji
bulunmaktadir ve 2-hiicre
(1], —fi—f ] 565 +e, e e +e, +e,,v,v,) yonlii homolojiyi
belirler. Sekildeki e, kenar iptal edilemez ve bdylece yeni 2-hiicre
(fitf,—fi—f,tfete,q+e,y,1,) ye ulasilir.  Bu nedenle e +e,ve

e, +e, homologtur. (Fahrenberg, 2004)
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6. YONLU KOHOMOLOJI (ESHOMOLOJI)
6.1. Kokiibik (Eskiibik) Kiimeler ve Morfizmler:

Tanim 6.1.1:

Bir yar1 kokiibik (eskiibik) kiime; (51.'1)* X" S X
(i=12,...,n;a =0,1) koyiiz (esyliz) donilisiimleriyle birlikte olusturulan
X={x"} , kimesidir ve (5°) :X"" - X" donisimleri

asagidaki yar1 kokiibik aksiyomunu saglar:
5 (67 =7 ) ) < j
(i)(j)_(j+l)(i) (l—j)'

Bir kokiibik (eskiibik) kiime (g,) : X" > X", (i=12,.,n)

kodejenere (esdejenere) doniistimleriyle birlikte yar1 kokiibik kiimedir

n+l

ve (gl.)* : X" — X" déniisiimleri asagidaki aksiyomu saglar:

() () =) (e,) (<))

) (e, . i<
() (57) =1id , = j+]
G () L i>j+]



Ornek 6.1.1:
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Yar1 kokiibik kiimelerin basit bir 6rnegini verelim. Koyiiz

doniistimleri ile X 0 uzayindan baglayarak X ? uzayini elde edelim.

8,)
s 6shH —* \ ,
o Q@ ®
CONCH) -
(57).(5,) (85)
Sekil 6-a

6.2 Kozincir (Eszincir) w-Kategorisi:
X={x" yart kokiibik kiime olsun. xeX"
d.,d; X" > X ™ fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir:

*

_ n+ll (k+l)mod2 \" + ntl(_(k)ymod2
d_(x)= z(5k ) i d. (x)= z(&k j X

k=1 k=1

d.,d, fonksiyonlar1 d, +d, =d, denklemini gercekler.

igin

d ,d X"->X m fonksiyonlar1 yardimi ile NX" +1, X" {izerinde

serbest abelian monoidi tanimlar. NX" {izerinde tanimlanan bu kosinir
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(essinir) dontistimleri dl (s a.x; )=3 ajd z X, tarafindan

genisletilebilir. Bu doniisiimler d, d, =d, d, denklemini gergekler.

Tanim 6.2.1:
Kofiltreli kiipler C" X asagidaki gibi tanimlanir:
Cc’x =Nx’,

Cc'x= {(x.x,x,) S NX'x (NXO)2 | x,+d. (x,) =xo+d,:r (%)},

\ AN \2 A

C*X = {(xy,X,,%,,X,X,) S NX’x (NXl)zx (NXO)2 |

A B v +
x,+d, (x;)=x,+d, (x))},

C"X = 100X, 15X, 15X 5X) S NX"x (NX"i1 :

) x x(NX*)? |

x, +d, (x, ) =x _ +d. (x, )}

Buradan d., d, :C"X > C""'X ve e, :C"X — C"' X doniisiimleri,

\' \ N \ \ \' N

A A
d* (xn X 12X 12X ’xo) - (xn+l XX o X ygoes X ’xo)

Vv VAN AV A VAN Vv A V4 A
d’ =
* (xn ’xnfl ’xnfl ""XO ’XO) - (xn+1 ’xn ’xnfl ’xnfl ""x0 ’XO)
Vv A Vv A AV A Vv VAN

€ (X, X, X yseeaX 05X ) = (X, 10X, 50X, 50X X )
. T - + (04 .
seklinde tanimlanir. Bu doniisimler d, =d, +d, vee,d, =id

esitliklerini saglar.

Lemma 6.2.1:

d,,d :C"X > c"™x dontistimleri,



did +d d, =d d, +d.d.

esitligini saglar.
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Ispat:
v A VoA n—1
(x X _,..x ,x )eC X olsun. Buradan;
n-1"" n-2" n-2 0" 0
— \Y AN \ AN A\ \Y AN Vv AN
d (x X X ,x )=(x,x X X _,.,X ,X ),Ve
*( n=1""n=2""n=2""""0’ o) ( " n=1"" n=2""n=2""""07 0)’
+ A\ A \% A A \% N \4 N
d (x X _,nXx ,x )=(X,x ,X X _,..,X X ).
*( n-1""n=2""n-2""""0’ 0) ( n’ n-1""n=2""n=2""""07 0)
i _ \Y N \ A i A\ \Y A A\ AN
did, (X, 15X, 53X, 55X X)) =dy (XX 15X 50X 550X 5X,) W
A \ \4 AN \Y4 AN
= (xn+1 ’xn ’xnfl ’xn72 ’xn72""’x0’x0)'
_ _ \Y4 AN \Y4 N _ \Y4 \Y4 AN A\ AN
dod, (X[ ,2X, 53X, 55X X)) =y (XX 15X 50X 550X g5X,) )
\ \ \ AN \Y4 AN
= (xn+1 ’xn ’xnfl ’xn72 ’xn72""’x0’x0)'
_ n \Y AN \ A _ AN \Y VAN \ N
dod, (X, X, 53X, 55X X)) =dy (XX, 15X 50X 55X ,X,) 3)
\ N \ AN \Y4 AN
= (xn+1 ’xn ’xnfl ’xn72 ’xn72""’x0’x0)'
i n Vv A Y AN n A \ AN \Y4 AN
dod, (X, 13X 55X, 55eesX X)) = Ay (XX 15X 50X 50X 5X,) @
A N \ AN \Y4 AN
= (xn+1 ’xn ’xnfl ’xn72 ’xn72""’x0’x0)'

(1) ve (3)’ teki esitliklerden;
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+ - R VoA vV AV A VoA
dd +d d )x ,..x x)=(x ,x ,x,x ,X _.,x ,x )°dir.
koK ¥k n—1 070 n+tl” n” n’ n-1" n-1 0”0

(2) ve (4)’teki esitliklerden;

AN \ AN \ AN

\Y
X ,X ,X X ,..x ,x ) dir.
n+1’ 0 0 =1 =177 00 0)

(d,d, +d d )x  .x x)=(x

Boylece; istenilen sonug elde edilmis olur. 0

Tanim 6.2.2:

C'X= ("X} kiimesi  kofiltreli  (esfiltreli)  kiiplerle
siniflandirilan kiimedir. m <n € N olmak lizere;
C"Xx C'"X={(xy)eC'XxC"X|(d))""x=(d,)"" y} olsun.

Burada;

A\ AN \ A \

(3, 2) = (50X 5 X 5eesX (5X 0 )5 (VoY 5V 5005V 05V ) € C"Xxm c'X

X =y ; i=2n—-m
1 1
A \Y%
= X =y, ; n<i<2n—-m olur.
l 1

\ \' AN N

x=yvex =y ; 0<i<n-1
1 1 1 1

. 0 C'Xx C'X —>C"X islemi,

A\ AN \ AN \ \ AN

(xna--axmaxma'axoax()) <>m (yn J"’ym ’ym 5"’y0’y ) =

\ AN Vv A \ A

(X, FY,5X, 15X, 15X, 55X, 55Xy,%,) seklinde tanimlanir.
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0, islemi ve d,,d;, e, dontigiimleriyle birlikte C "X bir w-
kategoridir.
Herhangi bir z € C" X igin,
()" " 2)0,2 =20, el " (@) " 2) =z
. (y,z)eCnXxm C"X ise
(x0, 00 z=x0 (y0 z).
. p<n icin (x,x), (y,)) € C"Xxp C"X olacak sekilde
(x,y)eC"Xx C"X ise
(x0 10 (x'0 ¥)=(x0 x)0 (y0 ).
0 islemine ek olarak 0 <m <n i¢in, V(x,y) € C"Xxm C"X olmak
lizere ¢_ islemi,
0,:C"Xx C'X >C'X

v A VoA Y A VoA
(xn ’xnfl’xnfl""XO’xo) <>71 (yn ’ynfl ’ynfl""yO’yO) =

\ \' AN A \2 \ AN AN

(X, +1,X, 1 FY, 15X, Y, XtV o-X,TY,) seklinde tanimlanir.

Not: Bu islemlerle birlikte C "X monoidal w-kategoridir. O halde yar1

kokiibik kategoriden wCat kategorisine bir funktor tanimlanabilir.

f* : X —>Y vyan kokiibik morfizmi olsun. Bu f* fonksiyonu

f*(zl-al.xl.) =Y. f *(xl.) tammiyla NX" —NY" olarak genisletilebilir
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AN \ AN

ve boylece; 7*(xn X 15X, 15X X ) = (f*xn,...,f*xo) olacak sekilde

7* CX>CY donlisimii  tanimlanir.  Bu doniisim wCat’in

morfizmidir.

6.3 Yar1 Kokiibik Kiimelerin Yonlii Kohomolojisi

(Es homoloji)

Yonlii kohomoloji (eshomoloji); yar1 kokiibik X kiimesinin

kozincir w-kategorisi lizerinde cebirsel yap1 tanimlar.

ZX"; X" flizerinde serbest abelian grup tamimlar. Kosmir (essinir)
doniisimleri d. : ZX" — ZX nH;

d!(La,x)=Yad!(x,) ve C"X cC"X olacak sekilde

n v A VoA non n—i 2V
C X:{(xnaxn—l’x ,-"XO’XO)EZ‘X xH(NX ) ‘xn—1+d:(xn—1):

n-l i=1

7

x, +d, (x, )} olarak tanimlanir. Bu yiizden

\% N

X=X ,X X
(n’ n-1""n—

i 1,..,xo,xo) eC "X icin negatif bilesenler vardir fakat

tiim kosinirlar (essinir) pozitiftir.

n . . a v e e .. n . .
C X izerinde d, kosmir doniigimlerini ve C" X lizerinde ¢

islemini tanimladik.  Bdylece {C "Xx,C "y yeurs C "X } kiimesi bu

dontistimler ve islemlerle birlikte n’ -kategori yapisina sahiptir.
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x,y)eC"X xC"X verilsin. Eger d, A=x,d, A=y olacak sekilde
y g y

*

n—1 * n n
AeC X wvarsa x=y olur. Burada = cCXxCX olarak

tanimlanan denklik bagintis1 yonlii kohomolojiyi olusturacak bagintidir.

Tanim 6.3.1:

*

C"X/= iizerinde tanimh islem 0 = ve simir doniigiimleri d; ile
n

birlikte yonlii kohomoloji

d dy
n n ~* (—* n—1 < - 0
HX:{CX/:n<e—5C X(e—:CX}

olarak tanimlanir.
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7. SONUC

Bu tezde cebirsel topolojinin temel kavramlari olan homotopi ve
homoloji kavramlarina yon unsuru ilave edilerek yonlii topoloji, yonlii
homotopi, yonlii homoloji, po-uzaylari, yar1 kiibik kiime kavramu,
filtreli kiipler tanimlanarak; yar1 kokiibik (eskiibik) kiimeler ve
kofiltreli (es filtreli) kiipler yardimiyla yonlii kohomoloji (eshomoloji)

kavrami olusturulmustur.
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