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ÖZET 
 

YÖNLÜ HOMOTOPİ TEORİSİ 

 

DALAN, Esra 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi: Prof.  Dr.  İsmet KARACA 

MAYIS 2007, 60 sayfa 

 

 

 

 Bu tezde cebirsel topoloji metotları kullanılarak yüksek boyutlu 

automata teorisindeki problemleri çözmek hedeflenmiştir.  Bu 

çözümlere ulaşabilmek için cebirsel topolojinin temel kavramları olan 

homotopi ve homoloji kavramlarına yön unsuru ilave edilerek yönlü 

topoloji, yönlü homotopi ve yönlü homoloji tanımları verilmiştir.  

Ayrıca po-uzayları, yarı kübik küme kavramı, filtreli küpler 

tanımlanmıştır.  Son bölümde ise yarı kokübik (yarı eşkübik) kümeler 

ve kofiltreli (eşfiltreli) küpler tanımlanarak yönlü kohomoloji 

(eşhomoloji) kavramı oluşturulmuştur. 

 

Anahtar sözcükler: Yönlü topoloji, yönlü homotopi, yönlü homoloji, 

concurrency 
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ABSTRACT 
 

DIRECTED HOMOTOPY THEORY 

DALAN, Esra 

MSc.  Thesis, Department of Mathematics 

Supervisor: Prof.  Dr.  Ismet KARACA 

May 2007, 60 pages 

 

 

 

In this thesis, it is aimed to solve problems of higher dimension 

automata theory by using methods of algebraic topology.  To reach the 

solutions; definitions of directed topology, directed homotopy and 

directed homology are given by adding direction to homotopy and 

homology which are fundamental concepts of algebraic topology.  First 

the concepts of po-space, semi-cubic set and filtered cubes are defined. 

In the last section, directed cohomology concept is defined by using 

semi-cocubic sets and cofiltered cubes.   

 

Keywords: Directed topology, directed homotopy, directed homology, 

concurrency 
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1.  GİRİŞ 

 
Graph teorisinin ilk sonuçlarından biri 1736’da Leanhard Euler 

tarafından “Seven Brige of Königsberg” olarak yayımlandı.  Bu 

geometrideki ilk topolojik sonuçlardan biri olarak literatüre geçti.  

Çünkü herhangi bir ölçüme bağlı değildi.  Böylece graph teorisi ile 

topoloji arasında birebir bir eşlemenin varolduğu saptandı.  1845’te 

Gustav Kirchhoff; elektrik devrelerindeki voltajı ve akımı hesaplamak 

için “Kirchhoff’un Devre Kuralları’ nı” yayımladı.  1852’de Francis 

Guthrie “Dört Renk Problemi’ ni” ortaya koydu.  Dört renk problemi; 

ülkeler haritasında komşu ülkeler aynı olmaksızın sadece dört renk 

kullanarak renklendirmenin uygun olup olmadığını belirler.  Bu 

problem 1976’da Kenneth Appel ve Wolfgang Haken tarafından 

çözüldü.  Böylece Graph Teorisi ortaya çıkmış oldu.  Daha sonra yönlü 

cebirsel topoloji belirmeye başladı. 

Yönlü cebirsel topolojinin tanım kümesi klasik cebirsel 

topolojiden farklıdır.  Prensip olarak yönlü uzaylar ayrıcalıklı yönlere 

ve ters çevrilmeye ihtiyacı olmayan yönlü yollara sahiptir.  

Homotopiler, temel gruplar ve temel n-gruboidler ile yönlü 

homotopiler, temel monoidler ve temel n-kategoriler arasında birebir 

eşleme vardır.  Kullanım alanlarından biri de concurrent teorisidir. 

Yüksek boyutlu automatanın yararı nedir ve topolojinin bu 

teorideki önemi ne kadardır?   İlk defa Vaughan Pratt tarafından 

1991’de tanımlanan concurrent sistemi yüksek boyutlu automata 

teorisinin bir dalıdır.  Yüksek boyutlu automata, concurrent 
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sistemindeki işlemler arasında tüm yüksek dereceden bağımlılıkları 

ifade edebilme niteliğine sahiptir. 

Yüksek boyutlu automata, temel olarak önkübik küme 

(precubical set); topolojik uzay yönüyle de geometrik realizasyon 

(geometric realization) olarak düşünülür.  Yüksek boyutlu automata 

teorisindeki özellikler ve yüksek boyutlu automata arasındaki 

dönüşümlerin özellikleri, topolojik uzayların ve sürekli fonksiyonların 

özelliklerine dönüştürülür.  Bu dönüştürme, yüksek boyutlu automata 

ve diğer concurrent sistemlerin özelliklerini incelemek için cebirsel 

topolojinin gelişmiş metotlarının kullanımına izin verir. 

Eric Gaubault, 1992 yılında yüksek boyutlu automata 

teorisindeki homolojik özellikleri incelerken bu muhteşem metodu 

bulmuştur. 

Bununla birlikte yüksek boyutlu automatadan topolojik uzaylara 

bir geçiş problemi vardır.  Yüksek boyutlu automatada durumlar ve 

bağlantılar arasında nedensel bir ilişki var iken topolojik uzayda 

simetriklik vardır.  Bu yüzden simetrik olmayan bağıntılar bu dönüşüm 

altında kaybolur. 

Bu ve bunun gibi problemlerin adresi yönlü topolojidir (directed 

topology).  Yönlü topolojide ele alınan objeler örnekleme bilgileri ile 

donatılan topolojik uzaylardır: 

• Lisbeth Faystrup, Eric Gouboult ve Martin Rausser tarafından 

tanıtılan po-uzayları ve yerel po-uzayları,  

• Marco Grandis tarafından tanıtılan d-uzayları, 

• Phillipie Gaucher tarafından tanımlanan akıntılar (flows), 

• Sonjewi Krishnon tarafından tanıtılan akım (streams), 
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 Bu çerçevede; yüksek boyutlu automatanın özellikleri, yönlü 

topolojik uzayların özelliklerine dönüştürülür.  Cebirsel topolojideki 

metot direkt olarak yüksek boyutlu automata teorisine uygulanamaz.  

Örneğin temel gruplar yerine temel kategoriler, homoloji grupları 

yerine homoloji monoidleri yer alır. 

Yüksek boyutlu automatadaki hesaplamalar veya concurrent 

sistemindeki hesaplamalar ayrık yollar (paths) olarak düşünülebilir.  

Geometrik realizasyon sayesinde; bu ele alınan yollar yönlü uzaylarda 

yönlü yollara dönüştürülür.  Bunun yanı sıra, concurrent sisteminde 

belli hesaplamalara denk olacak şekilde işlemleri ele alabiliriz.  

Geometrik realizasyon ile hesaplamaların denkliği yönlü yolların 

yönlü homotopisine dönüştürülür.  Böylece, yönlü homotopi ve yönlü 

homoloji teorilerindeki teknikler kullanılarak verilen concurrent 

sisteminin hesaplanabilir özellikleri incelenir. 

Concurrent sistemlerin arasındaki işlemler ile ilgilenilebilir.  

Bunlar gözlemsel ve eylemsel olabilir.  Topolojik olarak ikincisi 

(eylemsel) daha ilginçtir.  Eğer birinci işlemdeki herhangi bir 

hesaplama diğeriyle bir eşleme kurabiliyorsa ya da tam tersi varsa iki 

concurrent sistem ya eylemsel olarak denktir ya da ikili olarak 

benzerdir  (bisimilar).  Açık dönüşümlerin özellikleri ile ikili 

benzerliği incelemek geleneksel bir metottur.  Zaten, açık 

dönüşümlerle topolojik özellikleri incelemek en doğal yöntemdir.  Bu 

tezde cebirsel topolojinin temel kavramları olan homotopi ve homoloji 

kavramlarına yön unsuru ilave edilerek yönlü topoloji, yönlü 

homotopi, yönlü homoloji, po-uzayları, yarı kübik küme kavramı ve 

filtreli küpler tanımlanarak; yarı kokübik (yarı eşkübik) kümeler ve 
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kofiltreli (eşfiltreli) küpler yardımıyla yönlü kohomoloji kavramı 

oluşturulmuştur. 

 



 
 

  

5 

2.  CONCURRENCY 

 
Concurrency eşzamanlı çalışma, aynı anda olan, kesişen 

anlamına gelmektedir.  Matematikte bir noktada kesişen doğrular 

concurrenttir.  Dizisel bir program tek bir işi kontrol eder.  Örneğin bir 

üçgenin alanın hesaplanması bir dizisel programdır.  Concurrent 

program ise pek çok paralel hesaplama yapılmasına izin veren kontrol 

sisteminin çeşitli parçalarına sahiptir.  Aynı anda çalışan paralel 

işlemleri kontrol eder.  Bu işlemler birbiriyle etkileşim halinde 

olmalıdır.  Bir dış etken ya da yürütülen işlemlerden biri, diğerinin 

sonucunu etkileyebilir. 

 

 

Şekil 2-a 

 

 
Şekil 2-b 

 

 
Bir concurrent program; pek çok paralel 
hesaplamanın yerine getirilmesine izin 
veren kontrol sisteminin çoklu tarafıdır.  
Aynı zamanda meydana gelen çoklu dış 
olayları kontrol eder. 

 
Bir dizisel program; kontrol sisteminin tek tarafıdır. 
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Concurrency yaygın kullanılan bir programlama olmasına 

rağmen hataya meyillidir.  Concurrent programa ve hata risklerine ilk 

olarak Therac–25, bilgisayarlarla programlanmış radyasyon terapi 

cihazını örnek verebiliriz.  Bu sistemi oluştururken;  “cihaz 5 s’den 

fazla aynı tuşa takılı kalırsa sistemi devreden çıkar ” komutu 

oluşturulmazsa tuş takılı kalır ve hastaya gereğinden fazla radyasyon 

verilmiş olur.  İkinci olarak Mars’a gönderilen uzay aracını örnek 

verelim.  Bu araç üzerinde güneş ışınlarını, atmosfer basıncını, 

yeryüzüne olan uzaklığı kontrol eden işlemler tanımlansın fakat 

radyasyon ile karşılaşabilme olasılığı unutulsun.  Bu durumda araç 

radyasyon ile karşılaştığında araçla iletişimin kesildiği görülür.  Bir 

diğer örnek de; seyahat kontrol sistemidir.  Buradaki concurrent 

program; arabanın istenildiğinde sabit hızla gitmesini sağlar fakat 

frene uzun bir süre basıldığında hız artamayacağına göre sistem devre 

dışı kalır.  Concurrency’deki aynı anda çalışan programları en az hata 

ile çalıştırmak için sürekli bir yapıya sahip olan cebirsel topolojideki 

sürekli fonksiyon yapısıyla oluşturulan homotopi fonksiyonunu 

kullanacağız.  Böylelikle concurrent işlemlerdeki ayrık(discrete) yapıyı 

sürekli hale getireceğiz.  (Fajstrup et al.,1998,2006;  Bubenik, 2004) 
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Şekil 2-c 

 
Şekil 2-d 

n- concurrent işlem sistemi nR ’in altkümesi olarak ifade edilir.  
nR ’deki her koordinat bir işleme, nR ’ de bir nokta ise sisteme karşılık 

gelir.  (Fajstrup et al., 2006, Bubenik, 2004)  

 

Kendi özel kaynaklarıyla işlem

İşlem 

concurrent olmayan sistem

 
işlemci Özel 

kaynaklar 

2.işlem n.işlem 

 
Ayrılmış kaynaklarla pek çok işlem 

1.işlem 

…………

concurrent sistem 
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Örnek 2.1: 

Her bir zaman diliminde sadece birisi kullanılacak şekilde 

ayrılmış iki kaynak a ve b olsun.   

xPx :  kaynağını kilitleyen işlem, xVx :  kaynağını serbest 

bırakan işlem olmak üzere;    

Birinci işlemin programı abba VVPPT =1  

İkinci işlemin programı baab VVPPT =2  olarak tanımlansın.   

Bu tanımlar kullanıldığında İsviçre bayrağının şekli ortaya çıkar.  

(Fajstrup et al., 1998; Bubenik, 2004)  

 
Şekil 2-e 

 

ulaşılamayan 
bölge 

güvenilir 
olmayan bölge 

Pa 

T2 

Vb Pa 

 

Pb Va 
T1 

Pb 

Vb 

Va 

yasak bölge 
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3.  DİTOPOLOJİ 

 
3.1.  Kısmi Sıralı Uzaylar: 

 
Tanım 3.1.1:  

Bir M  kümesi üzerindeki kısmi sıralama (yansıma, geçişme ve 

anti simetrik) bağıntısı ≤  olsun.  MA ⊆ için: 

}:|{ yxAxMyA ≤∈∃∈=↑  

}:∈∃|∈{ xyAxMyA ≤=↓   

olarak tanımlanır.  Bu tanımlara göre; 

AA ⊆↑  

BABA ⊆↑⇒↑⊆  

}{xA =  tek elemanlı küme için: 

}|{}{ yxMyxx ≤∈==↑↑  

}|∈{}{ xyMyxx ≤==↓↓  

yxyx ↓∩=↑],[  

eşitlikleri tanımlanır.  (Raussen, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

3.2.  Po-Uzayları: 

 

Tanım 3.2.1:  

Bir bağıntı XX ×⊆β  çarpım uzayında kapalı bir altküme ise 

X,β  topolojik uzayında kapalıdır.  (Raussen, 2000) 
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Tanım 3.2.2:  

TopObjX ∈  ve XX ×⊆≤  kısmi sıralama bağıntısı olsun.  Eğer 

≤  kümesi XX × ’de kapalı ise ),( ≤X ’e po-uzayı denir.  U  po-uzayı 

olmak üzere UA ⊂  kümesi; yxyx UA ≤⇔≤  eşitliği ile po-uzay 

yapısını miras alır yani bu eşitlikle po-uzay yapısı kalıtsaldır.   Bu 

kümeye alt po-uzayı denir.  ),(),,( 2211 ≤≤ UU  iki po-uzayı olmak 

üzere bu iki uzayın kartezyen çarpımı 

xxyxyxUU ′≤⇔′′≤× 121 ),(),(;  ve yy ′≤2  olarak tanımlanır.  

(Raussen, 2000; Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

 
Şekil 3-a 

. 
Po-Uzayları 



 
 

  

11 

Önek 3.2.1:

 
Şekil 3-b (Fajstrup et al., 2004; Bubenik, 2004)  

 

 
Şekil 3-c (Fajstrup et al., 2004; Bubenik, 2004) 

 
Önerme 3.2.1: 

Her po-uzayı hausdorff’tur.  (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002) 

ulaşılamayan 
bölge 

güvenilir 
olmayan bölge 

Pa 

T2 

Vb Pa 

 

Pb Va T1 

Vb 

Pb 

Va 

yasak bölge 

İsviçre Bayrağı 
bir po-uzayıdır. 

 
Vb 
 
 
Va 
 
Pa 
 
Pb 

Pa Pb Vb Va

İsviçre Bayrağının 
bir alt po-uzayı 
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İspat: 

),( ≤X  po-uzayı ve )(, yxXyx ≠∈  olsun.  ),( ≤X  po-uzayı 

olduğu için ≤  bağıntısı kısmi sıralama bağıntısıdır bu nedenle ters 

simetri özelliği sağlar.  O halde yx ≠  olarak kabul edildiği zaman 

yx ≤  iken xy ≤  ifadesi yanlış olmalıdır. 

yx ≤/  olsun.  Bu durumda XXA ×= \≤  kümesi açıktır.   

Ayx ∈),(  için ),( yx ’nin AW ⊆  olacak şekilde açık bir W  

komşuluğu vardır.  XX ×  üzerindeki topolojinin sonucundan 

VyUx ∈∈ ,  olmak üzere WVU ⊆×  koşulunu gerçekleyen açık 

komşuluklar bulunur.  0/≠∩VU  olduğunu kabul edelim ve 

VUz ∩∈  olarak alalım.  Bu durumda VUzz ×∈),(  ve 

0)( /=≤∩×VU  olur.  Bu sonuçla zz ≤  ifadesi yanlıştır yani bir 

çelişkidir.  Böylece 0/=∩VU  bulunur. ⁬ 

 

Örnek 3.2.2:  

• R ,  ≤  bağıntısına göre po-uzayıdır.   

• Standart birim aralık ]1,0[=I , R  üzerindeki sıralama ile po-

uzayıdır. 

• I n  birim küpü; i∀  için yxyyxx iinn ≤⇔≤ ),...,(),...,( 11   tanımlanan 

kısmi sıralama bağıntısı ile po-uzayıdır.  (Pratt, 2000; Fahrenberg 

and Leth, 2002; Fajstrup et al., 2004) 
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Önerme 3.2.2:  

 ),( ≤X  po-uzayı ve Xyx ∈,  olsun.  xx ↓↑ ,  ve ],[ yx  kümeleri 

X ’de kapalıdır.  (Raussen, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

İspat: 

Xx =↑  ise bu küme aşikar olarak kapalıdır.  Xx ≠↑  ve 

Xz∈ \ x↑  olsun.  Böylece zx ≤/  olur.  Önerme 3.2.1’den Ux∈  ve 

Vz∈  olmak üzere açık komşulukları vardır.  Buradan 0)( /=≤∩×VU  

olur. 

0/=↓∩↑ VU  olsun.  0/=↓∩↑ VU  iken Ux⊆↑↑  ve VV ⊆↓  

olduğu için 0/=∩↑ Vx  yani XV ⊂ \ x↑  bulunur.  Böylece X \ x↑  

açıktır ve dolayısıyla x↑  kapalıdır. 

0/≠↓∩↑ VU  ve VUw ↓∩∈↑  olsun.  Tanım 3.1.1’den 

VvUu ∈∈ ,  olmak üzere wu ≤  ve vw ≤ ’dir.  Bu eşitliklerden vu ≤  

bulunur ki bu da 0)( /≠≤∩×VU  çelişkisini doğurur.  O halde 

kabulümüz yanlıştır. ⁬ 

 

Tanım 3.2.3:  

YX ,  po-uzayı olmak üzere; YX →:ƒ  kısmi sıralama 

bağıntısını koruyan sürekli dönüşümlere dimap (didönüşüm) ve 

XI →
r

:ƒ  dönüşümüne dipath (diyol) denir. 

Po-uzaylarının ve dimapların kategorisi pTop ile tanımlanır.  

pTop’daki izomorfizmler dihomeomorfizmlerdir.  (Raussen, 2000, 

2003; Pratt, 2000; Bubenik, 2004) 
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Tanım 3.2.4: 

B, C po-uzayları olmak üzere CBg →:ƒ,  dimap olsun.  

ƒ|,: }0{ =→
xBHCIBxH

r
 ve gH

xB =}1{|  koşulunu sağlıyor ise H’a 

ƒ’den g’ye dihomotopi fonksiyonu denir ve gƒ: →H  olarak ifade 

edilir. 

g→←→←→ n21 ƒ...ƒƒƒ  olacak şekilde dihomotopilerin bir 

zinciri varsa g_~ƒ  olarak yazılır.  Buradaki _~  bağıntısı denklik 

bağıntısıdır.  CB→:ƒ  bir dimap olsun.  BIdg −~ƒo  ve Idg C−~ƒ o  

koşulunu sağlayan bir BCg →:  dimap varsa ƒ dihomotopi 

denkliğidir ve CB −~  olarak gösterilir.  (Bubenik, 2004) 

 

Örnek 3.2.3:  

 
Şekil 3-d 

)],1,0([ ≤=I
v

; üzerinde reel sayılarda tanımlanan sıralama ile standart 

birim aralığı ve )(),(),(; xxyxyxIxI ′≤⇔′′≤
rr

, )( yy ′≤  sıralamasıyla 

birlikte ]1,0[]1,0[ ×  uzayıdır. (Bubenik, 2004) 

 

→
I                             

→→
IxI                         
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Örnek 3.2.4:  

 
Şekil 3-e 

 

Şekildeki iki uzay dihomotopi denk değildir.  Çünkü I.  şekilde 

1a  noktasından başlayıp 1b  noktasına ulaşılamıyor.  Fakat II.  şekilde 

1a  noktasından 1b  noktasına bir yol bulunabiliyor..  (Bubenik, 2004) 

 

Tanım 3.2.5: 

C ,  nR ’nin alt po-uzayı ve CBg →:ƒ,  iki dimap olsun.   

f  ve g  arasındaki lineer interpolasyon (interpolation) 

)()(ƒ)1(),( btgbttbH +−=  koşulunu sağlayan nRIBH →×
r

:  

dönüşümüdür.  (Bubenik, 2004) 

 

Lemma 3.2.1: 

C , nR ’nin alt po-uzayı (bazı n’ler için) olsun.  Eğer Bb∈∀  için 

)()(ƒ bgb ≤  olacak şekilde CBg →:ƒ,  dimap ise f  ve g  arasındaki 

1b  

1b  

1a  1a  

I   II
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lineer interpolasyon H ’ın görüntüsü C ’de iken H ; f ’den g ’ye 

dihomotopi fonksiyonudur.  (Raussen, 2000, 2003; Bubenik, 2004) 

 

3.3.  Yerel Kısmi Sıralı Uzaylar: 

 

Tanım 3.3.1:  

TopObjX ∈ , bunun açık örtüsü U }{ αU=  ve kısmi sıralılar 

ααα
UUU ×⊆≤  olsun.  Xx∈∀  için XWx ⊆  olacak şekilde 

U∀ , ∈′U U, UUx ′,∈ ; UUzy ′∩∩W∈,∀ x : zyzy UU ′≤⇔≤  

koşulunu sağlayan bir xW  açık komşuluğu varsa },{
αα UU ≤ ’e X  

üzerinde yerel kısmi sıralı denir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.3.2:  

TopObjX ∈ , bunun açık örtüsü U }{ αU=  ve kısmi sıralılar 

ααα
UUU ×⊆≤  olsun.  Xx∈∀  için açık komşuluk XWx ⊆  

üzerindeki sıralama xxW WW
x

×⊆≤  olmak üzere ∈∀U U, Ux∈ ; 

UWzy x ∩∈∀ , : zyzy wxu ≤⇔≤  koşulu sağlanıyorsa },{
αα UU ≤ ’e 

X  üzerinde yerel kısmi sıralı denir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.3.3:  

TopObjX ∈  ve XX ×⊆≤  olsun.  Xx∈∀  için açık komşuluk 

XWx ⊆  olmak üzere 
xx WW ×≤ |  kısmi sıralı ise ≤ ’e X üzerinde yerel 

kısmi sıralama bağıntısı denir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 



 
 

  

17 

 

Not: Yukarıdaki tanımlardaki xW  komşulukları po-komşuluklarını 

gösterir.  U  örtüsü ise po-örtüsü olarak tanımlanır. 

 

Not: 11 S∈ ‘in po-komşuluğu yoktur.  Çünkü komşulukları arasında 

herhangi bir sıralama tanımlanamaz. 

 

Önerme 3.3.1:  

Yukarıdaki üç tanım birbirlerine denktir.  

(Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

İspat: 

 (1⇒2)  XWx x ⊆∈ , tanım 3.1.1’deki koşulları sağlasın.   

∈∃⇔≤ Uzy wx
U: zy U≤  ile xxW xWW

x
⊆≤ tanımlanırsa tanım 3.1.1 

yardımıyla 
xW≤  bağıntısı xW  üzerinde kısmi sıralama olur.  Böylece 

tanım 3.3.2’deki koşullar sağlanır. 

(2⇒1) Tanım 3.3.2’yi sağlayan XWx x ⊆∈  veriliyorsa bu 

tanım 3.3.1’deki koşulları da sağlar. 

(2⇒3) W = XxWx ∈|{  ve xW , tanım 3.2.2’yi sağlar}  olmak 

üzere W, X’in açık örtüsü ve ≤wx
herhangi ortak po-komşulukları 

üzerinde kısmi sıralama bağıntısı olsun.  Böylece ∈∃⇔≤ Wzy W : 

zy W≤  denkliği ile XxX⊆≤  bağıntısını tanımlayabiliriz.  Bu 

bağıntıda tanım 3.3.3’ü sağlar. 
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(3⇒2) W = XxWx ∈|{  ve xW  tanım 3.3.3’ü sağlar}  olmak 

üzere W, X’in açık örtüsü olsun.  Böylece her bir ∈≤
xW W   için kısmi 

sıralama bağıntısı 
xxx WWW ×=≤≤ |  tanımlanır.  Burada Xx∈ ve ∈xW W 

alınırsa 
xxx WWW ×=≤≤ |  olduğu için tanım 3.2.2’nin koşulları sağlanır.  

Bu nedenle W,  X ’ in po-örtüsüdür. ⁬ 

 

Önerme 3.3.2:  

X  Üzerindeki topolojinin bazı B olmak üzere ∈∀B B  için 

BxB|≤  kısmi sıralı ise ),( ≤X yerel kısmi sıralıdır.  Bu şekilde oluşan 

B bazına po-bazı denir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.3.4:  

1≤  ve 2≤  yerel kısmi sıralama bağıntıları olsun.  X  üzerindeki 

topolojinin bazı B olmak üzere ∈∀B B, zyzyBzy 21:, ≤⇔≤∈∀  

koşulu sağlanıyorsa TopObjX ∈  üzerinde bu bağıntılar denktir.  

(Fahrenberg and Leth, 2002; Bubenik, 2004) 

 

Tanım 3.3.5:  

İki yerel kısmi sıralı uzay },{ αα ≤= UU  ve },{ ββ ≤= VV  olmak 

üzere VU ∪ , X  üzerinde yerel kısmi sıralı ise bu iki uzay 

TopObjX ∈  üzerinde denktir.  (Fahrenberg and Leth, 2002; Bubenik, 

2004) 
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Önerme 3.3.3:  

Bu iki tanım birbirlerine denktir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

3.4 Lpo-Uzayları: 

 

Tanım 3.4.1:   

TopObjX ∈ ; X’in po-örtüsününU~  denklik sınıfı ile hausdorff 

uzay olsun.  Eğer U~ , ∈∀U U po-uzayı olacak şekilde bir U po-

örtüsünü içeriyor ise ( X , U~ ) uzayına lpo-uzayı denir.  (Pratt, 2000; 

Fahrenberg and Leth, 2002; Bubenik and Worytkiewicz, 2006) 

 

Önerme 3.4.1:  

Her po-uzayı lpo-uzayıdır.  (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 

2002; Fajstrup et al., 2004; Bubenik, 2004) 

 

Önerme 3.4.2:  

Her lpo-uzayı yerel hausdorfftur.  (Pratt, 2000; Fahrenberg and 

Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.2:   

),( 1≤X , ),( 2≤Y  yerel kısmi sıralı uzaylar ve ),(ƒ YXMorTop∈  

olsun.  Xx∈∀  için xWx∈ ve ƒ(x)ƒ(x) W∈  olacak şekilde  
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)(ƒ, ƒ(x)
-1 WWzy x ∩∈∀ : ƒ(z)ƒ(y) 21 ≤⇒≤ zy  koşulunu sağlayan bir 

po-komşuluğu varsa ƒ dönüşümüne dimap (didönüşüm) denir.  (Pratt, 

2000; Fahrenberg and Leth, 2002; Fajstrup et al., 2004) 

 

Önerme 3.4.3:  
2
1

1
1,≤≤ ; TopObjX ∈ ’da denk yerel kısmi sıralama bağıntıları, 

),( 2≤Y  yerel kısmi sıralı uzay ve ),(ƒ YXMorTop∈  olsun. 

f ; ),( 1
1≤X ’den ),( 2≤Y ’e giden dimaptır ⇔ ƒ; ),( 2

1≤X ’den  

),( 2≤Y ’e giden dimaptır.  (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.3:   

Dimaplar ve lpo-uzayları lp-Top kategorisini oluştururlar.  

Dimapların bileşkesi dimaptır.  lp-Top kategorisindeki izomorfizmler  

dihomeomorfizmlerdir.  (Pratt, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.4:   

xTopObjYX ∈,  olmak üzere ),( YIXMorH xTop ×∈  koşulunu 

sağlayan H  morfizmine Kuvvetli Homotopi denir.  Kuvvetli 

homotopi bağıntısı 4
~−  olarak gösterilir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.5:   

),(ƒ, YIXMorg xTop ×∈  olmak üzere ),( YIXMorH xTop ×∈  

Kuvvetli Homotopi, ƒ0 =H , gH =1  koşulunu sağlıyorsa ƒ  ve g  
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morfizmlerine Kuvvetlice Önhomotopiktir denir ve g4ƒ f(  şeklinde 

ifade edilir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.6:   

 xTopObjYX ∈,  olmak üzere ),( YIXMorH Top ×∈  koşulunu 

sağlayan H  morfizmine Topolojik Homotopi denir.  (Fahrenberg and 

Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.7:   

),(ƒ, YIXMorg xTop ×∈  olmak üzere ),(∈ YIXMorH Top ×  

Topolojik Homotopi, ƒ0 =H , gH =1  koşulunu sağlıyorsa ƒ  ve g  

morfizmlerine Topolojik olarak homotopiktir denir ve g1
~ƒ −  olarak 

tanımlanır.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.8:   

xTopObjYX ∈,  olmak üzere It ∈∀ , ),( YXMorH xTopt ∈  ise 

),( YIXMorH Top ×∈ ’a Zayıf Homotopi denir.  (Fahrenberg and 

Leth, 2002) 

 

Tanım 3.4.9:   

),(ƒ, YXMorg xTop∈  olmak üzere ),( YIXMorH Top ×∈  Zayıf 

Homotopi, ƒ0 =H , gH =1  koşulunu sağlıyorsa ƒ  ve g  

morfizmlerine Zayıfca Homotopiktir denir ve g2
~ƒ −  şeklinde 

gösterilir.  (Fahrenberg and Leth, 2002) 
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3.5. Temel gruboidler: 

 

Top kategorisindeki temel gruboidlerin durumlarını 

inceleyeceğiz.  İlk olarak bazı hatırlatmalar yapalım: 

• Bir obje ve birimle birlikte small (küçük) kategori yarı gruptur. 

• Bir obje ile birlikte küçük kategori, tüm izomorfizmaları morfizm 

kabul eden bir gruptur. 

• Morfizmleri izomorfizm olan küçük kategori 

gruboidtir. 

Tüm gruboidlerin kategorisi Grpd ve tüm küçük kategorilerin 

kategorisi Cat olarak tanımlanır.  Dikkat edilirse Cat kategorisinin 

morfizmleri küçük kategoriler arasındaki funktorlardır.  Bu funktorlar 

izomorfizmi korurlar.  Gruboidler arasındaki herhangi kategori 

morfizmi bir gruboid morfizmidir.  (Fahrenberg and Leth, 2002; 

Fajstrup et al., 2004) 

 

Tanım 3.5.1:   

X  topolojik uzayında bir yol ),( XIMorTop ’ın bir elemanıdır.  

Bir p yolu xp =)0(  ve yp =)1(  ile birlikte yxp a:  olarak 

tanımlanır.  (Raussen, 2000; Fahrenberg and Leth, 2002; Fajstrup et 

al., 2004) 
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Önerme 3.5.1:  

),(, XIMorqp Top∈  olsun.  p  ve q  yolları eşit ise biri diğerinin 

yeniden parametrelendirilmişidir.  ϕopq =  eşitliğini sağlayan 

),( IIMorTop∈ϕ  artan dönüşümü vardır.  (Raussen, 2000; Fahrenberg 

and Leth, 2002; Fajstrup et al., 2004) 

 

Tanım 3.5.2:   

),(∈ XIMorp Top  olmak üzere t)-1()(1 ptp =−  ve Xx∈  olmak 

üzere xP  sabit yolu }{: xIPx →  olarak tanımlanır.  (Raussen, 2000; 

Fahrenberg and Leth, 2002) 

 

Tanım 3.5.3:   

),(, XIMorqp Top∈  olsun.  )0()1( qp =  koşuluyla p ve q ’nun 

concatenation’ ı =)(* tqp
⎩
⎨
⎧

>−
≤

2/1,)12(
2/1,)2(

ttq
ttp

 olarak tanımlanır. 

(Fahrenberg and Leth, 2002) 

   

Not: Concatenation işlemi birleşmelidir.   
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4.  D-TOPOLOJİ 

 
4.1 Yönlü Topolojik Uzay (d-uzay): 

 
Tanım 4.1.1:   

XI →  sürekli dönüşümlere yönlü yol (d-yol) denir ve söz 

konusu yönlü yollardan oluşan küme dX  olarak gösterilir.  (Grandis, 

2002, 2003)                                                               

 

Tanım 4.1.2:   

  XdXX =),(  yönlü topolojik uzay (d-uzay); XIa →=  sürekli 

dönüşümlerin (d-yolların) dX  kümesi ile donatılan ve aşağıdaki 

koşulları sağlayan topolojik uzaydır. 

• ( Sabit Yollar) Her sabit dönüşüm XI →  yönlüdür. 

• (Yeniden parametrelendirme) 

 dX ; II →  artan dönüşüm ile bileşke işlemi altında kapalıdır. 

• (Concatenation) dX , concatenation altında kapalıdır:  

 d-yollar ba, ; X ’de ardışık ise bunların concatenation’ı bac +=  

bir d-yoldur. 

(1) 
12/1

2/10

,

,

)12()(

)2()(

≤≤

≤≤

−=

=

t

t

tbtc

tatc
 

Yeniden parametrelendirme ile yönlü yollar, 

1.../3/2/10 <<<< nnn  parçalanmasında ardışık yolların n-ary 
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concatenation’ı naaa +++ ...21  altında kapalıdır.  (Pratt, 2000; 

Grandis, 2002, 2003)  

 

Tanım 4.1.3:   

YX → :ƒ  sürekli dönüşümü; X , Y  d-uzayları arasında yönlü 

yolları koruyorsa ( dXa∈  iken dYa ∈)(ƒ ) ƒ  dönüşümüne yönlü 

dönüşüm (d-dönüşüm) denir.  (Pratt, 2000; Grandis, 2002, 2003; 

Fajstrup, 2004) 

  

Tanım 4.1.4:   

d-uzaylar ve d-dönüşümler dTop kategorisini oluştururlar.  dTop 

kategorisi Top↑  olarak da gösterilir.  dTop kategorisindeki 

izomorfizmlere d-homeomorfizm denir.  dTop kategorisi, Top 

kategorisi üzerine kuruludur bu nedenle limit ve kolimitlere sahiptir.  

(Grandis, 2002, 2003; Fajstrup, 2004) 

 

Tanım 4.1.5:   

XX ⊂′  olmak üzere X ′  uzayında seçilen yollar X  uzayında 

yönlü ise X ′  uzayına d-alt uzay denir.  (Grandis, 2002, 2003; 

Fajstrup, 2004) 
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Tanım 4.1.6:   

X  d-uzay olmak üzere planlanan d-yollarının sonlu 

concatenationlarından oluşan RX /  yapısına d-bölüm yapısı (d-

bölüm) denir.  (Grandis, 2002, 2003; Fajstrup, 2004) 

 

Örnek 4.1.1: 

j
XI Π→  yolu yönlüdür ancak ve ancak tüm jXI →  yolları 

yönlüdür.  Fakat 
j

XI Σ→  yolu yönlüdür ancak ve ancak bazı 

jXI →  yolları yönlüdür.  (Grandis, 2003) 

 

Hatırlatma:  

dTop kategorisinden Top kategorisine unutkan funktorlarla 

gidilir.  Bu unutkan funktorlar limit ve kolimitleri korur.   

 

Tanım 4.1.7:   

d-uzayında; IIr →:  fonksiyonu d-yollarının yansıyanını 

verir. 

    ttrt −=→ 1)(  

Bu şekildeki d-uzaylarına yansıyan denir.  

(2)           dTopdTopR →:  

   dXraaXdaXXRX opopop ∈=⇔∈=→ .)(;)(  

Bu özelliği sağlayan d-uzaylarına simetriktir denir.  (Grandis, 2003) 
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Önerme 4.1.1:  

d-uzayı yansıyan dönüşümler altında invaryant ise simetriktir.  

(Grandis, 2003) 

 

4.2 Standart Modeller: 

 

:R↑ Yönlü reel doğru ya da d-doğrusu olarak adlandırılır.  RI → ’ye 

artan dönüşümler tarafından verilen yönlü yollar ile öklid doğrusudur.   

:nR↑ n-boyutlu reel d-uzayı olarak tanımlanır.  R↑ ’nin dTop 

kategorisi altındaki kartezyen çarpımıdır.  )( yxiçiniyx ii ≤∀⇒≤  

:]1,0[=↑↑ I Standart d-aralığıdır.  R↑ ’nin alt uzay yapısına sahiptir.  

(alt uzay yapısı olması için yolların üst kümeye göre d-yol olması 

gerekir.) 

:nI↑ Standart d-kübüdür.  I↑ ’nın n.  kuvveti aynı zamanda nR↑ ’nin 

alt uzayıdır. 

:/1 IIS ∂=↑↑ Standart yönlü çemberdir.  Yönü saat yönünün tersidir 

ve aşağıdaki iki dönüşüm için dTop’un eş ekolizer’ı olur. 

1

1(*),0(*)

;

;

:,

{*}:,

)4(

)3(

+→

=∂=∂

→↑↑

→↑∂∂ +−+−

xxRRfid

I n

 

:)/()( nnn IIS ∂↑=↑ Yönlü n-boyutlu küredir.  

Standart daire: RRx ↑ ’de d-yapısına sahiptir. 
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:1O↑ Sınırlı daire şeklinde ifade edilir ve RRx ↑ ’nin alt uzayıdır.  

(Grandis, 2002; 2003) 

 

Önerme 4.2.1:   

]1,0[=↑↑ I  standart d-aralığı dTop kategorisinde bir kafestir.  

Yüz dönüşümleri −∂ ve +∂ , dejenere dönüşümü e, iki temel operatör 
−g  ve +g , interchange s aşağıdaki gibi tanımlanır:  (Grandis, 2003) 

{*} ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯∂

e

α

I↑  ⎯⎯←
⎯⎯←
α

g

 
2

I↑   
2s2

II ↑⎯→⎯↑  

1(*),0(*) =∂=∂ +−  

),(),(),min(),(,),max(),( ttttsttttgttttg ′=′′=′′=′ +− . 

 
4.3. Önsıralılar ve Bitopolojiler (İkili Topolojiler): 

 

Yönlü uzaylar için unutkan funktorlarla birbirine bağlanan artan 

sıradaki yönlü topolojilerin olası üç durumunu ele alalım: 

dTopbToplpToppTop →→⊂ . 

Kısmi sıralı topolojik uzay ),( ≤= XX , kısmi sıralama bağıntısı 

(yansıyan, anti-simetrik ve geçişmeli) ile donatılan topolojik uzaydır.  

Bu bağıntı sayesinde oluşturulan po-uzayları ve po- uzayları arasında 

sıralama bağıntısını koruyan sürekli dönüşümler pTop kategorisini 

meydana getirir. 

Lpo-uzayları ve bu uzaylar arasında sıralamayı koruyan sürekli 

dönüşümler lpTop kategorisini oluştururlar. 
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Son olarak bir bitopolojik (ikili topolojik) uzay ),,( ττ +−= XX , 

topolojilerin bir çifti ile donatılmış uzaydır.  (Buradaki −τ ; geçmiş 

(past), +τ ; gelecek (future) dönüşümlerini göstermektedir.)  Bu 

şekildeki objeler ve dönüşümler bTop kategorisini oluşturur.  Bir 

bitopolojik uzay ),( XIbTopdX ↑=  ile doğal d-yapısına sahiptir.  

(Grandis, 2003) 

 

4.4 Yönlü Homotopi:  

 

Tanım 4.4.1: Yönlü Homotopi (d-homotopi) 

Bir yönlü homotopi (d-homotopi) ;:ƒ: YXg →→ϕ  

,:, YX →∂∂
−+

 ϕϕϕϕ =∂=∂
−+

)(,)(  olmak üzere f  ve g ’nin iki 

yüzünün YIXIX →↑×=↑:ϕ  d-dönüşümü olarak tanımlanır.  

(Grandis, 2002, 2003; Fajstrup et al., 2004) 

d-homotopi yapısı aşağıdaki işlemlerden meydana gelir: 

XXu →′: , YYv ′→: , hg →:ψ  

(a) Dönüşümlerin ve homotopilerin whisker birleşimleri: 

vuv :ooϕ ƒ vguu →   ):..( YXIIuvuv ′→′↑↑= ϕϕ oo  

(b) Aşikar homotopiler: 

ƒƒ:0ƒ →  ):.ƒ0( ƒ YIXe →↑=  

 

(c) Homotopilerin concatenation’ı: 

hƒ: →+ψϕ  
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Tanım 4.4.2:  Yönlü Homotopi Bağıntıları (d-homotopi bağıntıları) 

1. g
~

ƒp  d-homotopi ön sıralısı gƒ→  homotopinin varlığıyla 

tanımlanır.  Birleşme özelliğine sahiptir. 

gggveg ′′⇒′′
~~~

ƒƒƒƒ ppp  olur. 

Simetri özelliği yoktur. 

ƒƒ
~~

RRgg pp ⇒  olur. 

2. −~  bağıntısı 
~
p ’dan üretilen denklik bağıntısıdır.  g_~ƒ  için 

g...ƒƒƒƒ 3~21~
pp ≥  sonlu dizisi vardır.  (aynı objeler 

arasındaki d-dönüşümlerin sonlu dizisi) (Grandis, 2002, 

2003) 

 

Tanım 4.4.3: Yönlü Homotopi Denkliği(d-homotopi denkliği) 

YX:ƒ →  d-dönüşümünün d-homotopi tersi XYg →:  

dönüşümü olmak üzere; 

Xid_~ƒg , Xid_~ƒg
Y
⇔ ve Y  aynı d-homotopi tipine sahiptir ya da  

d-homotopi denktir.   

Bunun yanısıra ƒ
~

gid X p  ve Xƒg
~

⇒pYid  ve Y   hemen 

hemen d-homotopi denktir.  (Grandis, 2002, 2003) 
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Örnek 4.2.1: 

 
     Şekil 4-a 

Yukarıdaki şekillerin ortalarındaki engelleri göz önüne alarak (0,0) 

noktasından (1,1) noktasına en kısa ve en uygun biçimde ulaşabilmek 

için yönlü yollar ve yönlü homotopi kullanılır.  Yönlü homotopi ile 

aynı yönde olan yollar aynı denklik sınıfına dahil edilir. 

 

Tanım 4.4.4:  Yönlü Deformasyon Gerilme  (d-deformasyon gerilme) 

Bir d-altuzayı; YXu ⊂: ; XYp →∃ :  d-dönüşümü varken 

Xidpu =  ve Yidup _~  koşullarını sağlıyor ise söz konusu d-altuzayı 

X ’e  Y ’nin yönlü deformasyon gerilmesi denir.  (Grandis, 2002, 

2003) 

 

Tanım 4.4.5:  Yönlü Kuvvetli Deformasyon Gerilme (d-kuvvetli 

deformasyon gerilme) 

Bir d-altuzayı; XYpYXu →∃⊂ :;:  d-dönüşümü ve d-

homotopileri için Yn idhhhhup =←→= ...210  koşulunu sağlıyor 

(0, 0) 

(1, 1) 

3 yönlü yol 4 yönlü yol 
(0, 0) 

(1, 1) 
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ise söz konusu d-altuzayına Y’nin yönlü kuvvetli deformasyon 

gerilmesi denir.  (Grandis, 2002, 2003) 

 

Tanım 4.4.6:  Yönlü Büzülebilme(d-büzülebilme) 

Bir d-uzayı bir noktaya d-homotopi denk ya da bu uzayın 

kuvvetli deformasyon gerilmesi tek nokta ise bu d-uzayına d-

büzülebilirdir denir.  (Grandis, 2002, 2003) 
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5.  YÖNLÜ HOMOLOJİ 

 
5.1 Kübik Kümeler ve Morfizmler: 

 

Tanım 5.1.1:  

Bir yarı kübik küme; )1,0;,...,3,2,1(: 1 ==→ − αδα niXX nni  

yüz dönüşümleriyle (face maps) birlikte oluşturulan NnXX n ∈= }{  

kümesidir ve XX nni 1: −→δα  dönüşümleri aşağıdaki yarı kübik 

aksiyomunu sağlar:  

δδδδ αββα
ijji 1−=  )( ji < . 

Bir kübik küme )1,...,3,2,1(: 1 +=→ + niXX nniε  dejenere 

(degenere) dönüşümleriyle birlikte yarı kübik kümedir ve 

XX nni 1: +→ε  dönüşümleri aşağıdaki aksiyomu sağlar: 

εεεε ijji 1+=   )( ji ≤ . 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
>

<

= −

−

.)(
)(

)(

1

1

jiid
ji

ji

ij

ij

ji
α

α

α δε

δε

εδ  

(Pratt, 2000; Grandis and Mauri, 2003; Fahrenberg, 2004) 
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Örnek 5.1.1:  

X  bir topolojik uzay ve ),()( XITopXS n
n = ;  XI n →  tüm 

sürekli dönüşümlerin kümesi olsun.  Eğer yüz dönüşümleri ve 

dejenereleri aşağıdaki gibi veriliyorsa }{ XSSX n= kübik bir kümedir. 

),...,,,,,...,,(),...,,,ƒ(t 111211321 −+−− = niiini ttttttttt αδ α  

),...,ˆ,...,ƒ(t),...,,,ƒ(t 1321 nini ttttt =ε  

(Grandis and Mauri, 2003; Fahrenberg, 2004) 
 

Örnek 5.1.2:  

Yarı kübik bir kümenin basit bir örneğini verelim.  5 tane 2-

küp, alt yüzü olmayan oyuk 3-kübü elde etmek için düzenlenerek 

yapıştırılmış ve böylece ters çevrilmiş açık kutu oluşturulmuştur.  

(Fahrenberg, 2004)  

 

 
       Şekil 5-a 

e1 
v2 

v3 

v7 

v1 

v8 

v5 e7 

e11 

e12 

e5 

e2 

e10 

e9 
e8 

e4 

e3 v4 

v6 

ƒ5 

ƒ2 
ƒ4 

ƒ3 

ƒ1 
e6 
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51
0
1 ƒ e=δ  61

1
1ƒ e=δ  11

0
2 ƒ e=δ  91

1
2 ƒ e=δ  

62
0
1 ƒ e=δ  72

1
1 ƒ e=δ  22

0
2 ƒ e=δ  102

1
2 ƒ e=δ  

83
0
1 ƒ e=δ  73

1
1ƒ e=δ  33

0
2 ƒ e=δ  113

1
2 ƒ e=δ  

54
0
1 ƒ e=δ  84

1
1ƒ e=δ  44

0
2 ƒ e=δ  124

1
2 ƒ e=δ  

125
0
1 ƒ e=δ  105

1
1ƒ e=δ  95

0
2 ƒ e=δ  115

1
2 ƒ e=δ  

 

5.2 Zincir w-kategorisi: 

 

Yönlü zincir kompleksi, globular w-kategorisidir. 

}{ nXX =  yarı kübik küme olsun.  nXx∈  için −d , +d : 1−→ nn XX  

fonksiyonları aşağıdaki gibi tanımlanır: 

xxd
n

k

k
k∑=

=

+−

1

2mod)1(δ   xxd
n

k

k
k∑=

=

+

1

2modδ  

−d , +d  fonksiyonları yardımı ile 11, −− nn XNX  üzerinde serbest 

abelian monoidi tanımlar.  nNX  üzerinde tanımlanan bu sınır 

dönüşümleri, jjjj xdxd αα αα ∑=∑ )(  tarafından genişletilebilir.  Bu 

dönüşümler globular eşitliğin zayıf versiyonu olarak adlandırılan  
+− = dddd αα  eşitliğini gerçekler.  (Fahrenberg, 2004) 

 

Tanım 5.2.1:  

Filtreli küpler XCn  aşağıdaki gibi tanımlanır: (Fahrenberg, 

2004) 
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00 NXXC =  

=XC1 1{(x , 0

∨
x , )0

∧
x |).(. 2

01 XNXN ×⊆ +
∨

0x =+
1xd +

∧

0x }1xd −  

=XCn nx{( , 1−

∨

nx , 1−

∧

nx 0,...,
∨
x , )0

∧
x |)(...)(. 2

0
2

1 NXNXXN nn ×××∈ −  

+−

∨

1nx =+
nxd +−

∧

1nx nxd − , :2,...,0 −=∀ ni  

+
∨

ix =+
+

1ixd +
∧

ix }1+
−

ixd  

Buradan  +d , −d : XCXC nn 1−→ , XCXCe nn 1: +→  dönüşümleri, 

(−d nx , 1−

∨

nx , 1−

∧

nx ,,..., 0

∨
x )0

∧
x ,( 1−

∨
= nx 2−

∨

nx 2, −

∧

nx ,,..., 0

∨
x )0

∧
x  

 +d nx( , 1−

∨

nx , 1−

∧

nx ,,..., 0

∨
x )0

∧
x 1( −

∧
= nx , 2−

∨

nx , 2−

∧

nx ,,..., 0

∨
x )0

∧
x  

  e nx( , ,1−

∨

nx 1−

∧

nx ,,..., 0

∨
x  ,0()0 =

∧
x nx , ),..., 0

∧
xxn  

şeklinde tanımlanır ve  ideddddd == +− ααα ,  koşullarını sağlar.  

Bu dönüşümlerle birlikte }{ XCCX n=  kümesi yansımalı globular 

küme yapısına sahiptir.   

 

Lemma 5.2.1:   

 −d , +d : XCXC nn 1−→  dönüşümleri;  

+−−+−−++ +=+ dddddddd  

eşitliğini sağlar. (Grandis and Mauri, 2003; Fahrenberg, 2004) 
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Tanım 5.2.2:  

Filtreli küp  XCn  ve Nnm ∈<  için; 

})()(|),{( ydxdXCXCyxXCXC mnmn
nnnmn

−−−+ =×∈=×  

olsun.  Burada; 

,((),( nxyx = ,..., mx
∨

mx
∧

,,..., 0

∨
x

XCXCyyyyyx nmnmmn ×∈
∧∨∧∨∧

)),,...,,,...,(), 000  

ancak ve ancak  mm yx
∨∧

=  ve tüm 1,...,1,0 −= mi  için iiii yxveyx
∧∧∨∨

==  

olur. 

XCXCXC nnmnm →×:o  işlemi, 

       

=
∧∧

),...,(),...,( 00 yyxx nmn o  

 ),...,,,,,,,...,( 0111111

∧

−

∧

−

∨∧∨

+

∧

+

∧

+

∨

+

∨
+++ xxxyxyxyxyx mmmmmmmmnn  şeklinde 

tanımlanır. 

 

Not: Yukarıda tanımlanan mo  işlemi değişmeli değildir. 

 

Önerme 5.2.1:  

CX ; mo  işlemi ve edd ,, −+  dönüşümleriyle sıkı globular w-

kategorisidir.  Bu nedenle   αd =−d αd +d , ided =α  koşullarını 

sağlar.   
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• Nnm ∈<  için; XCXCyx nmn ×∈),(  ise  

)( yxeeyex mm oo =  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= −−

−
−

ydxd
xdyxd

m
m o
o )(    

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<
−=

= ++

+
+

.1
1,)(

nmydxd
nmydyxd

m
m o
o   

Herhangi bir XCz n∈  için,  

zzdexzzde mnmn
mm

mnmn == −+−−−− ))(())(( oo   eşitliği sağlanır. 

• XCXCzy nmn ×∈),(  ise )()( zyxzyx mmmm oooo = dır. 

• np <  için XCXCyyxx npn ×∈′′ ),(),,(  olacak şekilde  

XCXCyx nmn ×∈′′ ),(  ise )()()()( yyxxyxyx pmpmpm
′′=′′ oooooo  

dır. 

mo  işlemine ek olarak nm <≤0  için, XCXCyx nmn ×∈∀ ),(  olmak 

üzere 1−o  işlemi aşağıdaki gibi tanımlanır: 

,:1 XCXCXC nnmn →×−o  

.),...,(),...,(),...,( 00010

∧∧∧

−

∧
++= yxyxyyxx nnnn o  

 

Not:  Bu işlemle birlikte CX , monoidal w-kategoridir. 

 

Bu işlemlerden sonra wCatSCub →  bir funktor tanımlayalım: 

YX →:ƒ   yarı kübik kümelerin morfizmi olsun.  Bu ƒ fonksiyonunu 
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)∑(ƒ i ii xα = )(ƒ∑ ii i xα   tanımıyla nn YNXN .. →  olarak genişletelim 

ve  

)ƒ,...,ƒx(),...,(xƒ~ 0n0n

∧∧
= xx  olacak şekilde CYCX:ƒ~ →  dönüşümünü 

tanımlayalım.  Bu tanımlardan; 

11111 ƒƒ)ƒ()ƒ(ƒdƒƒƒ +

∨−∧

+

∨−∧

+

∨+∨

+

∨+∨

+

∨+∨
+=+=+=+=+ iiiiiiiiii xdxxdxxdxxxxdx

 eşitlikleri sağlanır.  Bu eşitliklerden ƒ~dƒ~ αα d= , ƒ~eeƒ~ =  ve 

yƒ~xƒ~)(xƒ~ mm oo =y  denklemleri elde edilir.  Böylece ƒ̃ w-

kategorisinin morfizmidir. 

 

Örnek 5.2.1:  

1, Xyx ∈  için cybybxax ==== 1
0

0
0

1
0

0
0 ,,, δδδδ  olsun. 

 
Şekil 5-b 

 
Bu örnekte yx + ; a  ile c ’yi veya cbileba ++ ‘yi birbirine 

bağlamak için kullanılmıştır.  ),,( cayx+  ve ),,( cbbayx +++  ifadeleri 

filtreli küpleri belirtir.  (Fahrenberg, 2004)  

y x 
y 

x 

c 

b 

b 

a 
b 

c 

a 
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5.3 Minimal Temsil: 

 

Verilen bir n-kübün minimal temsili C XCxxxx nnn ∈=
∧

−
∨

),...,,( 01  

aşağıdaki gibi tanımlanır: (Pratt, 2000; Fahrenberg, 2004) 

=
∨

kx ∑
+

=

1

11

k

i
∑
=

1

2 1

i

i
… xkni

i

i

i

kni
i

kn

kn

kn

kn

−+

=

−+ −

−

+−

−

∑ δδ ...
1 1

11
, ve  

=
∧

kx ∑
+

=

1

11

k

i
∑
=

1

2 1

i

i
… xkni

i

i

i

kni
i

kn

kn

kn

kn

1-

1

1- -

-

1
1

1
...∑ ++

=

+++−

−

δδ  . 

 
Önerme 5.3.1:   

nn Xy ∈  olacak şekilde XCyyy nn ∈=
∧

),...,( 0   verilsin.  =y C zyn 1−o  

olacak şekilde XCz n 1−∈ vardır.  (Fahrenberg, 2004) 

 

Örnek 5.3.1:  

Bir 3-küp 3Xx∈  için, standart yönlendirmeye göre  

C xxx
0

1
,( δ= ++ x1

2δ ,0
3 xδ x1

1δ ++ x0
2δ ,1

3 xδ x0
1

0
1 δδ ++ x0

1
1
2δδ ,1

2
1
2 xδδ   

x1
1

1
1δδ ++ x1

1
0
2δδ ,0

2
0
2 xδδ ,0

1
0

1
0

1 xδδδ )1
1

1
1

1
1 xδδδ  

3-kübün minimal temsilidir.   (Fahrenberg, 2004) 
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Şekil 5-c 

 

5.4 w-Kategorilerinde Zayıf Homotopi: 

 
Bir yarı kübik kümenin zincir w-kategorisinde 3 adet denklik 

tanımlayabiliriz.  Bunlar; homotopi, zayıf homotopi ve homolojidir.  

Homotopi zayıf homotopiyi; zayıf homotopi ise homolojiyi gerektirir.  

Zayıf homotopi genel w-kategorilerine uygulanır. 
αd  sınır dönüşümleri, e birim dönüşümü ve  no  bileşke işlemleri 

ile bir w-kategorisi }{ nCC =  verilsin.  nnn CC ×⊆~ , 1+n  hücre ile 

üretilen denklik bağıntısı olsun.  “ yRx
n

 iken AdyAdx +− == ,  

olacak şekilde bir 
1+

∈
n

CA  vardır” şeklinde tanımlanan 
n

~  bağıntısı, 

1
2

1
2δδ  

0
2

0
2δδ  

0
1

0
1

0
1 δδδ  

1

1

1

1

1

1
δδδ  

1
1

1
1δδ  

1
1

0
2δδ  

0
1

0
1 δδ  

0
1

1
2δδ  
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nR  bağıntısının simetrik kapanışıdır.  (Grandis and Mauri, 2003; 

Fahrenberg, 2004) 
 

Lemma 5.4.1:  

nn Cyx ∈~  olsun. ydxd αα =  ve bazı nm <  için 

XCXCxx nmn ×∈′),(  olacak şekilde nn Cyx ∈′′~  ise 

XCXCyy nmn ×∈′),(  ve yyxx mnm ′′ oo ~  olur. (Fahrenberg, 2004) 

 

Tanım 5.4.1:  

nnn CD ~/=  ve ][][][,][ yxyxxdxd mm oo == αα  olsun, 

nn DC →  bölüm dönüşümleri nn CCe →−1:  dejenereleri ile bize yeni  

nn DCe →−1:  dejenerelerini verir.  Her bir Nn∈  için C’nin n.  

boyuttaki zayıf homotopisi    

nn
DC {~ =π  ⎯⎯←⎯→⎯

⎯→⎯
α

e

d

 1−nC  ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯
α

e

d

... ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯
α

e

d

}0C  

olarak tanımlanır.  (Fahrenberg, 2004) 

                                                                                 

5.5 Yarı Kübik Kümelerde Yönlü Homotopi: 

 

X  yarı kübik küme olmak üzere, }{ XCCX n=  olmak üzere 

XCn  üzerinde denklik bağıntısı  n~  olarak tanımlanan zayıf homotopi 

X  ile birlikte zincir w-kategorisidir.   
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−⇔⊆ dyRxXCxXCR nnnn ; ( C (,)1
+

− = dxzA o C yzA =− )1o  
olacak şekilde öyle bir 1+∈ nXA  vardır.  Bu değerlere dikkat edilirse 

,...,(
n

xx = )
0

∧
x  ve ,...,( nyy = )0

∧
y  için ydxd αα =  olmak üzere 

XCxyxA nnn 10 ),...,,,( +

∧
∈  olur. 

Şimdi nR  tarafından üretilen denklik bağıntısı XCXC nnn ×⊆≈  

ile yönlü homotopiyi tanımlarız.  Dikkat edilirse yx n≈  bağıntısı 

yx n~  bağıntısını gerektirir.  Bu yüzden yönlü homotopi 

nnn CC ≈= /{~π  ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯
α

e

d

1−nC ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯
α

e

d

... }0C  

şeklinde tanımlanır.   

Bir }{ nXX =  kübik kümesinde bir yönlü yol 
1

0

1

1

1 +
=

ii
xx δδ  

)1,...,1( −= ki  olacak şekilde 1-küpün 121 ),...,,( Xxxxx k ⊆=  

dizisidir.  ),...,,( 21 kyyyy = , x ile aynı uzunlukta olan başka bir dipath 

olsun.  Eğer tüm 1, +≠ jji  için ii yx = , 1+
− += jj xxAd  ve 

1+
+ += jj yyAd  olacak şekilde }1,...,1{ −∈ kj  ve 2XA∈  varsa yvex  

basit dihomotopiktir denir. Kombinatorik dihomotopi bağıntısı basit 

dihomotopi bağıntısının yansımalı, simetrik ve geçişmeli kapanışıdır.  

(Fahrenberg, 2004) 

 

Önerme 5.5.1: 

 12121 );,...,,(),,...,,( Xyyyyxxxx kk == ’de yönlü yol olsun.   
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C =x  C 001 ...oox  C kx ; C =y  C 001 ...ooy C ky  olmak üzere; 

yvex  kombinatorik olarak dihomotopiktir ⇔  C
1

≈x C y . 

(Fahrenberg, 2004) 

 

Örnek 5.5.1: 

     
  Şekil 5-d 

106117217221062 ƒ,ƒ eeeeeeileeedeed ++≈+++=+= +− , 

10951721611951 ƒ,ƒ eeeeeeileeedeed ++≈+++=+= +− , 

111251721109512115 ƒ,ƒ eeeeeeileeedeed ++≈+++=+= +− , 

118417218441254 ƒ,ƒ eeeeeeileeedeed ++≈+++=+= +− , 

73417217331183 ƒ,ƒ eeeeeeileeedeed ++≈+++=+= +− . 

v2 

v3 

v7 

v1 

v8 

v5 e7 

e11 

e12 

e5 

e1 

e2 

e10 

e9 
e8 

e4 

e3 v4 

v6 

ƒ5 

ƒ2 
ƒ4 

ƒ3 

ƒ1 e6 
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Dikkat edilmelidir ki; 7431721 eeeeee ++≈++  bağıntısında 7e  

kenarı iptal edilemez.  21 ee +   ve  43 ee +  arasında yönlü homotopi 

yoktur. 

 

5.6 Yarı Kübik Kümelerde Yönlü Homoloji: 

 
Yönlü Homoloji; yarı kübik X  kümesinin zincir w-kategorisi 

üzerindeki zayıf homotopiden daha kaba olan diğer denklikleri sağlar 

ve daha iyi bir cebirsel yapıya sahiptir. 

nn XZX ,  üzerinde serbest abel grup olsun.  Sınır dönüşümleri  

;..: 1−→ nn XZXZd α  

∑=∑ jjjj xdxd αα αα )(  ve XCXC nn ⊆  olacak şekilde 

,|).(.),...,{( 11
1

2
0 nnnn

n

i
innnn xdxxdxXNxXZxxXC −

−

∧+
−

∨

=
−

∧
+=+∏∈=  

}:2,...,0 11 +
−∧

+
+∨

+=+−=∀ iiii xdxxdxni  olarak tanımlanır.  Bu yüzden  

XCxxx nn ∈=
∧

),...,( 0  için, kendisinin kübü nx ’nin negatif bileşenleri 

vardır fakat tüm sınırları pozitiftir. 

XCn  üzerindeki αd  sınır dönüşümlerini ve mo  işlemini  XCn  

üzerinde tanımladığımız formüllerin aynısı ile ifade edebiliriz.  

Böylece },...,,{ 01 XCXCXC nn −  kümesi bu dönüşümler ve işlemlerle 

birlikte n-kategori yapısına sahiptir. 

XCyx n∈,  verilsin.  Eğer yAdxAd == +− ,  olacak şekilde 

XCA n∈  varsa yx n≅  olur.  Burada XCxXC nnn⊆≅  olarak 
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tanımlanan denklik bağıntısı yönlü homolojiyi oluşturacak bağıntıdır.  

(Grandis and Mauri, 2004; Fahrenberg, 2004) 

 

Önerme 5.6.1:   

XCyx n∈,  verilsin.  yx n~  ise yx n≅ ‘dir.  (Fahrenberg, 2004) 

 

Lemma 5.6.1:  

XCyx nn ∈≅  olsun.  ydxd αα =  ve bazı nm <  için 

XCxXCxx nmn∈′),(  olacak şekilde XCyx
nn

∈′≅′  ise 

XCxXCyy nmn∈′),(  ve yyxx mnm
′≅′ oo  olur.  (Fahrenberg, 

2004) 

 

Tanım 5.6.1:  

nn XC ≅/  üzerinde tanımlanan işlem mo  ve sınır dönüşümleri 

αd ‘lar ile birlikte yönlü homoloji  

nnn XCXH ≅= /{ ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯
α

e

d

XCn 1− ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯
α

e

d

... ⎯⎯←⎯→⎯
⎯→⎯
α

e

d

}0 XC  

olarak tanımlanır.  (Fahrenberg, 2004) 
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Örnek 5.6.1: 

 
Şekil 5-e 

 

 Bu örnekte 721 eee ++  ve 743 eee ++  arasında yönlü homoloji 

bulunmaktadır ve 2-hücre 

),,,,ƒƒƒƒƒ( 7172174354321 vveeeeee +++++−−+  yönlü homolojiyi 

belirler.  Şekildeki 7e  kenarı iptal edilemez ve böylece yeni 2-hücre 

),,,,ƒƒƒƒƒ( 31214354321 vveeee +++−−+ ’ye ulaşılır.  Bu nedenle 21 ee + ve 

43 ee +  homologtur.  (Fahrenberg, 2004) 

v2 

v3 

v7 

v1 

v8 

v5 e7 

e11 

e12 

e5 

e1 

e2 

e10 

e9 
e8 

e4 

e3 v4 

v6 

ƒ5 

ƒ2 
ƒ4 

ƒ3 

ƒ1 

e6 
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6.  YÖNLÜ KOHOMOLOJİ (EŞHOMOLOJİ) 

 

6.1. Kokübik (Eşkübik) Kümeler ve Morfizmler: 

 

Tanım 6.1.1: 

 Bir yarı kokübik (eşkübik) küme; nn
i XX →−1* :)( αδ , 

)1,0;,...,2,1( == αni  koyüz (eşyüz) dönüşümleriyle birlikte oluşturulan 

Nn
nXX ∈= }{  kümesidir ve nn

i XX →−1* :)( αδ  dönüşümleri 

aşağıdaki yarı kokübik aksiyomunu sağlar: 

)()()()()( **
1

** jiijji ≤= +
αββα δδδδ . 

Bir kokübik (eşkübik) küme nn
i XX →+1* :)(ε , ),...,2,1( ni =  

kodejenere (eşdejenere) dönüşümleriyle birlikte yarı kokübik kümedir 

ve nn
i XX →+1* :)(ε  dönüşümleri aşağıdaki aksiyomu sağlar: 

)()()()()(
*

1

***
ji

jiij
≤=

+
εεεε  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+>
+=

<
=

−

−

.1,)()(
1,,

,)()(
)()(

**
1

*
1

*

**

ji
jjiid

ji

ji

ji

ij

εδ

εδ
δε

α

α

α  
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Örnek 6.1.1: 

Yarı kokübik kümelerin basit bir örneğini verelim.  Koyüz 

dönüşümleri ile 0X  uzayından başlayarak 2X  uzayını elde edelim. 

 

  
Şekil 6-a 

 

6.2 Kozincir (Eşzincir) w-Kategorisi: 

 

 }{ nXX =   yarı kokübik küme olsun.  nXx∈  için 

1
** :, ++− → nn XXdd  fonksiyonları aşağıdaki gibi tanımlanır: 

∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

+

=

+− 1

1

*2mod)1(

*
)(

n

k

k

k
xxd δ ; ∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+

=

+ 1

1

*
2mod)(

*
)(

n

k

k

k
xxd δ . 

+−
** , dd  fonksiyonları *** ddd =+ +−  denklemini gerçekler. 

1
** :, ++− → nn XXdd  fonksiyonları yardımı ile 11, ++ nn XNX  üzerinde 

serbest abelian monoidi tanımlar.  nNX  üzerinde tanımlanan bu kosınır 

*1
2

*0
2 )(,)( δδ  

*1
1 )(δ  

0
2 )(δ

*0
1 )(δ  

*1
2 )(δ  

 

*1
1

*0
1 )(,)( δδ  

*0
1 )(δ *1

1 )(δ
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(eşsınır) dönüşümleri jjjj xdxd αα αα ** )( ∑=∑  tarafından 

genişletilebilir.  Bu dönüşümler −++− = **** dddd  denklemini gerçekler.   

 

Tanım 6.2.1: 

 Kofiltreli küpler XC n  aşağıdaki gibi tanımlanır: 

)}.()(

|)(...)(),,..,,,{(

)},()(

|)()(),,,,{(

)},()(|)(),,{(

,

1*11*1

2021
0011

1*11*1

20212
00112

2

0*00*0
201

001
1

00

−
+

−

∨

−
−

−

∧

−∧∨

−

∧

−

∨

+∨−∧

∧∨∧∨

+∨−∧∧∨

+=+

⊆=

+=+

⊆=

+=+⊆=

=

nnnn

nn
nnn

n

xdxxdx

NXxxNXxNXxxxxxXC

xdxxdx

NXxNXxNXxxxxxXC

xdxxdxNXxNXxxxXC

NXXC

 

Buradan XCXCdd nn 1
** :, ++− →  ve XCXCe nn 1

* : −→  dönüşümleri,  

),,..,,,(),,..,,,(

),,..,,,,(),,..,,,(

),,..,,,,(),,..,,,(

002210011*

001110011*

001110011*

∧∨

−

∧

−

∨

−

∧∨

−

∧

−

∨

∧∨

−

∧

−

∨∧

+

∧∨

−

∧

−

∨+

∧∨

−

∧

−

∨∨

+

∧∨

−

∧

−

∨−

=

=

=

xxxxxxxxxxe

xxxxxxxxxxxd

xxxxxxxxxxxd

nnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnn

 

şeklinde tanımlanır.  Bu dönüşümler iddeveddd =+= +− α
*****  

eşitliklerini sağlar. 

 

Lemma 6.2.1: 

XCXCdd nn 1
** :, ++− →  dönüşümleri, 
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+−−+−−++ +=+ ******** dddddddd  

eşitliğini sağlar. 

 

İspat:  

 XCxxxxx
n

nnn

1

00221
),,...,,,(

−∧∨

−

∧

−

∨

−
∈ olsun.  Buradan; 

),,...,,,,(),,...,,,(
0022100221*

∧∨

−

∧

−

∨

−

∨∧∨

−

∧

−

∨

−

−
= xxxxxxxxxxxd

nnnnnnn
, ve 

),,...,,,,(),,...,,,(
0022100221*

∧∨

−

∧

−

∨

−

∧∧∨

−

∧

−

∨

−

+
= xxxxxxxxxxxd

nnnnnnn
. 

 

).,,...,,,,,(

),,...,,,,(),,...,,,(

002211

00221*00221**
∧∨

−

∧

−

∨

−

∨∧

+

∧∨

−

∧

−

∨

−

∨+∧∨

−

∧

−

∨

−
−+

=

=

xxxxxxx

xxxxxxdxxxxxdd

nnnnn

nnnnnnn (1) 

 

).,,...,,,,,(

),,...,,,,(),,...,,,(

002211

00221*00221**
∧∨

−

∧

−

∨

−

∨∨

+

∧∨

−

∧

−

∨

−

∨−∧∨

−

∧

−

∨

−
−−

=

=

xxxxxxx

xxxxxxdxxxxxdd

nnnnn

nnnnnnn (2) 

 

).,,...,,,,,(

),,...,,,,(),,...,,,(

002211

00221*00221**
∧∨

−

∧

−

∨

−

∧∨

+

∧∨

−

∧

−

∨

−

∧−∧∨

−

∧

−

∨

−
+−

=

=

xxxxxxx

xxxxxxdxxxxxdd

nnnnn

nnnnnnn (3) 

 

).,,...,,,,,(

),,...,,,,(),,...,,,(

002211

00221*00221**
∧∨

−

∧

−

∨

−

∧∧

+

∧∨

−

∧

−

∨

−

∧+∧∨

−

∧

−

∨

−
++

=

=

xxxxxxx

xxxxxxdxxxxxdd

nnnnn

nnnnnnn (4) 

(1) ve (3)’ teki eşitliklerden; 
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),,...,,,,,(),,...,)((
00111001****

∧∨

−

∧

−

∨∧∨

+

∧∨

−

+−−+
=+ xxxxxxxxxxdddd

nnnnnn
’dir. 

(2) ve (4)’teki eşitliklerden; 

),,...,,,,,(),,...,)((
00111001****

∧∨

−

∧

−

∨∧∨

+

∧∨

−

−−++
=+ xxxxxxxxxxdddd

nnnnnn
’dir. 

Böylece;  istenilen sonuç elde edilmiş olur. ⁬ 

 

Tanım 6.2.2: 

}{
______

* XCXC n=  kümesi kofiltreli (eşfiltreli) küplerle 

sınıflandırılan kümedir.  Nnm ∈<  olmak üzere; 

})()(|),{( ** ydxdXCXCyxXCXC mnmnnnn
m

n −−−+ =×∈=×  olsun.  

Burada;  

XCXCyyyyyxxxxxyx n
m

n
mmnmmn ×∈=

∧∨∧∨∧∨∧∨
)),,..,,,...,(),,,..,,,...,((),( 0000

 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−≤≤==

−<≤=

−==

⇔
∧∧∨∨

∨∧

10;

2;

2;

niyxveyx

mninyx

mniyx

iiii

ii

ii

     olur. 

 

• XCXCXC nn
m

n
m →×◊ :  işlemi, 

=◊
∧∨∧∨∧∨∧∨

),,..,,,..,(),,.,,,..,( 0000 yyyyyxxxxx mmnmmmn  

),,.,,,,,( 002211

∧∨

−

∧

−

∨

−

∧

−

∨
+ xxxxxxyx nnnnnn  şeklinde tanımlanır. 
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m◊  işlemi ve *** ,, edd +−  dönüşümleriyle birlikte XC*  bir w-

kategoridir. 

Herhangi bir XCz n∈  için,  

zzdezzzde mnmn
mm

mnmn =◊=◊ −+−−−− ))(())(( **** . 

•  XCXCzy n
m

n ×∈),(  ise  

)()( zyxzyx mmmm ◊◊=◊◊ . 

• np <  için XCXCyyxx n
p

n ×∈′′ ),(),,(  olacak şekilde 

 XCXCyx n
m

n ×∈′′ ),( ise 

)()()()( yyxxyxyx
pmpmpm
′◊◊′◊=′◊′◊◊ . 

m◊  işlemine ek olarak nm0 <≤  için, XCXCyx n
m

n ×∈∀ ),(  olmak 

üzere 1−◊  işlemi, 

XCXCXC nn
m

n →×◊− :1  

=◊
∧∨

−

∧

−

∨

−

∧∨

−

∧

−

∨
),,..,,,(),,..,,,( 001110011 yyyyyxxxxx nnnnnn  

),,...,,,( 00001111

∧∧∨∨

−

∧

−

∧

−

∨

−

∨
+++++ yxyxyxyxyx nnnnnn  şeklinde tanımlanır.  

 

Not: Bu işlemlerle birlikte XC *  monoidal w-kategoridir.  O halde yarı 

kokübik kategoriden wCat kategorisine bir funktor tanımlanabilir. 

YX →:ƒ*   yarı kokübik morfizmi olsun.  Bu *ƒ  fonksiyonu 

)(ƒ)(ƒ **
ii ii ii xx ∑=∑ αα  tanımıyla nn NYNX →  olarak genişletilebilir 
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ve böylece; )ƒ,...,ƒ(),,..,,,(ƒ~ 0
**

0011
* ∧∧∨

−

∧

−

∨
= xxxxxxx nnnn  olacak şekilde 

YCXC *** :ƒ~ →  dönüşümü tanımlanır.  Bu dönüşüm wCat’ın 

morfizmidir. 

 

6.3 Yarı Kokübik Kümelerin Yönlü Kohomolojisi 

(Eş homoloji) 

 

 Yönlü kohomoloji (eşhomoloji); yarı kokübik X  kümesinin 

kozincir w-kategorisi üzerinde cebirsel yapı tanımlar. 
nn XZX ;  üzerinde serbest abelian grup tanımlar.  Kosınır (eşsınır) 

dönüşümleri 1
* : +→ nn ZXZXdα ; 

)()( ** ∑ ∑= jjjj xdxd αα αα  ve 
______

XCXC
nn

⊆  olacak şekilde 

=+∏∈=
−

+

−

∨

=

−∧∨

−

∧

−

∨
)(|)(),,..,,,{(

1*11

2

0011

______

nn

n

i

inn

nnn

n
xdxNXxZXxxxxxXC

)}( 1*1 −
−

−

∧
+ nn xdx  olarak tanımlanır.  Bu yüzden 

 
______

0011
),,..,,,( XCxxxxxx

n

nnn
∈=

∧∨

−

∧

−

∨
 için negatif bileşenler vardır fakat 

tüm kosınırlar (eşsınır) pozitiftir.   
______

XC
n

 üzerinde α
*d  kosınır dönüşümlerini ve XC n  üzerinde m◊  

işlemini tanımladık.  Böylece },...,,{
01

______

XCXCXC
nn −

 kümesi bu 

dönüşümler ve işlemlerle birlikte 
op

n -kategori yapısına sahiptir.   



 
 

  

55 

XCXCyx nn ×∈),(  verilsin.  Eğer yAdxAd == +−
** ,  olacak şekilde 

______
1
XCA

n−
∈  varsa yx

n

*
≅  olur.  Burada XCXC nn

n ×⊆≅*  olarak 

tanımlanan denklik bağıntısı yönlü kohomolojiyi oluşturacak bağıntıdır. 

 

Tanım 6.3.1: 
*

/
n

n
XC ≅  üzerinde tanımlı işlem m◊   ve sınır dönüşümleri α

*d ile 

birlikte yönlü kohomoloji 

*
/{

n

nn
XCXH ≅= ⎯→⎯⎯⎯←

⎯⎯←
α

*

*

e

d

...1XC n−
⎯→⎯⎯⎯←
⎯⎯←
α

*

*

e

d

XC 0 }  

olarak tanımlanır. 
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7.  SONUÇ 

Bu tezde cebirsel topolojinin temel kavramları olan homotopi ve 

homoloji kavramlarına yön unsuru ilave edilerek yönlü topoloji, yönlü 

homotopi, yönlü homoloji, po-uzayları, yarı kübik küme kavramı, 

filtreli küpler tanımlanarak; yarı kokübik (eşkübik) kümeler ve 

kofiltreli (eş filtreli)  küpler yardımıyla yönlü kohomoloji (eşhomoloji)  

kavramı oluşturulmuştur. 
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