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OZET

Genellestirilmis ikinci derece bir Newtonyen olmayan akiskan modeli ele alindi. Model, elastik
etkilerden baska incelen veya kabaran akiskan davraniglarini sergileyen power-law ve ikinci derece
akiskanlarin birlesimidir. Hareket denklemleri iki boyutlu sikistirilamaz akislar i¢in gikarilmstir.
Sinir tabakasi denklemleri hareket denklemlerinden elde edilmistir. Ozel bir tip 6lgekleme
doniisiimii ile simir tabakas1 denklemleri gerdirilmis plaka problemi i¢in adi diferansiyel denklem
formuna dontistiiriilmiistiir. Adi diferansiyel denklemler niimerik olarak integre edilmis, kabaran ve
incelen akiskanlara karsilik gelen durumlar ikinci derece akiskanlar ile ayr1 ayr1 karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis ikinci Derece Akigkan, Sinir Tabakasi, Gerdirilmis Plaka,
Benzerlik Doniisiimleri
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ABSTRACT

A generalized second grade non-Newtonian fluid model is considered. The model is a combination
of power-law and second grade fluids in which the fluid may exhibit normal stresses, shear thinning
or shear thickening behaviors. The equations of motion are derived for two dimensional
incompressible flows. The boundary layer equations are derived from the equations. Using a special
type of scaling transformation, the boundary layer equations are transformed to ordinary differential
equations for the stretching sheet problem. The ordinary differential equations are numerically
integrated. Shear thickening and shear thinning cases are separately contrasted with the usual
second grade fluid solutions.

Keywords: Generalized Second Grade Fluid, Boundary Layers, Stretching Sheet, Similarity
Transformation



1. GIRiS

1.1 Genel Bilgiler ve Yapilmis Calismalar

Fiziksel anlamda, akiskan, maddenin sivi ve gaz fazlara verilen genel bir isimdir.
Akigkanlarin modellenmesi degisik sekillerde olabilir. En temel ayrim akiskanin Newtonyen
veya Newtonyen olmayan (bundan sonra non-Newtonyen akiskanlar olarak adlandirilacaktir)
modeller yardimiyla modellenmesidir. Genel anlamda gazlar ve su, benzen, etanol gibi diisiik
molekiiler agirhiga sahip sivilar Newtonyen olarak modellenirken pratikte olduk¢a fazla
ormegine rastladigimiz yiliksek molekiiler agirliga sahip akigkanlar (Bal, hamur, mayonez,
bitkisel yaglar, boya, eriyik polimerler, viicuttaki mukus sivisi, kan vb.) non-Newtonyen
modeller ile modellenirler.Uygulamada olduk¢a sik kullanilan non-Newtonyen akigkanlarin
basinda power-law akigkan modeli gelmektedir. Bolim 2 de ifade edilecegi gibi bu
akiskanlarda viskozite, power-law index olarak tanimlanan iistel bir parametre icermektedir.
Power Law akiskan modelleri kullanilarak incelen( shear thinning) ve kabaran ( shear
thickening) akigkanlar dogru olarak modellenebilmektedir ancak bu modeller elastik 6zellikler
igeren bazi akigkan tiplerinde akigskani tam olarak modelleyememektedir. Mile tirmanma ve
sifon etkisi gibi bazi fiziksel olaylar elastik ozellikler igeren akigkanlarda meydana gelen
durumlara Ornektir. Bu tip az rastlanan olaylarin modellenmesi oldukc¢a ilging ¢aligmalar
beraberinde getirmistir. Bu ¢aligmalardan baglicalar1 Reiner [1], Rivlin [2], Oldroyd [3] ve Noll
[4] tarafindan yapilan ¢alismalardir. Bahsedilen tipteki akiskan modellerinin en Onemlileri
Coleman-Noll, Rivlin-Ericksen, Green-Rivlin ve Oldroy modelleridir (Detayli bilgi i¢in bkz. [5]
ve [6] ). Bahsedilen modellerden Rivlin-Ericksen modelinin 6zel bir tiirii olan, diger bir adiyla
ikinci derece akiskan modeli, Newtonyen oOzellikteki viskozite ve elastik etkileri icerse de
kabaran ve incelen akigkanlari temsil etmekte yetersiz kalmaktadir. Bu akigkan modelinin
eksikligini kapatmak icin Man ve Sun, ortaya attiklar1 yeni modelde, teorik olarak ele alinan ve
ifade edilen ikinci derece akigkanlar1 deneylerle ifade edilen power-law tipindeki akigkanlar ile
birlestirmek i¢in ugragmislardir. Bu c¢alismalar 1s18inda bahsedilen modellerin buzulbilimde
uygulamasmi bulmuslardir ([7] ve [8]). Calismalarinda “genellestirilmis 2. derece akigkan”
veya “ikinci derece power-law akigkani ““ olarak farkli iki model dnermiglerdir. Bu modellerde,

ikinci derece akigkan ile power-law tipindeki akigkanlar birlestirilmistir.

Bu konu ile ilgili yapilmig ¢alismalara bakalim; Man ve Sun [7] tarafindan, modelin

buzulbilimde uygulamasi Onerilmistir. Ardindan Man [8] tarafindan ayni modelin kararsiz



kanal akiginin varlik ve teklik durumlar ve asimptotik stabilite ¢dziimleri incelenmistir. Franchi
ve Straughan [9] tarafindan sicaklikla dogrusal olarak degisen 6zel bir viskozite fonksiyonu
olan bir akigkanin stabilite analizi yapilmistir. Gupta ve Massoudi [10] bu akiskan modelini
1sitilmis plakalar arasindaki akis igin incelemislerdir. Massoudi ve Phuoc [11] viskozitenin
sicakliga bagli oldugu aym akigkamin 1sitilmig  egik plakalar arasindaki akigim
incelemiglerdir.Yine Massoudi ve Phuoc [12] tarafindan yapilan bir diger calismada Reynolds
sicaklik modelli vizkoziteye sahip akiskanm boru i¢inde akis1 incelenmistir. Hayat ve Khan [13]
akiskanin gozenekli plaka iizerindeki akisii incelemislerdir. ikinci derece [14] ve iigiincii
derece [15] akigkanlar i¢in ise detayli termodinamik ve stabilite analizleri yapilmistir. Dunn ve
Rajagopal [16] burada ele alinan tipteki bir akiskani da i¢eren diferansiyel tipteki akigkanlar i¢in
onemli incelemeler ve termodinamik analizler yapmislardir. M. Massoudi ve A. Vaidya [17]
tarafindan en genel ikinci derece akiskanlar karsilagtirmali olarak incelenmistir.

Bu calismada c¢ikarilan hareket denklemleri her ne kadar birgok akis problemine
uygulanabilirse de bu caligmada gerdirilmis ylizey / hareketli plaka problemi teknolojik
oneminden dolay1 ele alinmistir. Bu problemin ekstriizyon islemleri, aktarma bantlari, polimer
endiistrisinde uygulamalar vardir.

Mcleod ve Rajagopal [18] calismasinda gerdirilmis plakadan dolay1 olusan ikinci
derece akiskanin hareketi ve Navier-Stokes ¢oziimlerinin teklik durumlarmi incelenmislerdir.
Rajagopal ve digerleri [19] gerdirilmis plaka iizerindeki ikinci derece akigkana yaklagik bir
¢Oziim dnermiglerdir. Troy ve digerleri [20] klasik ikinci derece akigkanin tek parametreye bagh
¢Oziimler ailesini bulmuslardir. Vajravelu ve Rollins [21] ayni problemin 1s1 transferli

durumunu incelemislerdir.

1.2 Cahsmanin Kapsami

Bu caligmada genellestirilmis ikinci derece akiskan i¢in sinir tabakasi problemi
incelenmigtir. B6lim 2 de non-Newtonyen akigkanlar ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Bolim
3’ de ise genellestirilmis ikinci derece akigkan i¢in biinye denklemi [7] ve [8] caligmalarina
paralel sekilde ele alinmistir. Ardindan kartezyen koordinatlar igin kismi diferansiyel

denklemlerle ifade edilen hareket denklemleri ¢gikarilmistir.

Bolim 4 de genellestirilmis ikinci derece akigkan ig¢in kismi diferansiyel formdaki

sinir tabakasi denklemleri [22-24] referanslarinda verilen sistematik kullanilarak ¢ikarilmustir.



Bolim 5° de kismi diferansiyel yapisinda olan smir tabakasi denklemleri Lie Grubu
Déniisiimlerinden biri olan Olgekleme Déniisiimii kullanilarak hem klasik sinir tabakast hem de
gerdirilmig ylizey tizerindeki sinir tabakasi i¢in adi diferansiyel forma doniistiirilmistiir. Bu
doniigiimiin sinir sartlarin1 da problemsiz bir sekilde doniistiirdiigii gosterilmistir. Lie Grup
Teorisi ile ilgili daha detayli bilgi Bluman ve Kumei [25] ve Stephani [26] kaynaklarindan

bulunabilir.

Boliim 6’ da onceki bolimde elde edilen adi diferansiyel forma doniistiiriilmiis sinir
tabakasi denklemlerine sayisal yontemler uygulanmig, m ile gosterilen farkli power-law
sabitlerine ve k; ile gosterilen ikinci derece etkilere ait grafikler ¢izilmistir. Burada m sabitinin
sifirdan kiiciik degerleri incelen akigkanlar1 (shear thinning) sifirdan biiyiikk degerleri ise

kabaran akigkanlari (shear thickening) temsil etmektedir.



2. DEGISIiK AKISKAN MODELLERI

Bilim adamlarn doga olaylarimi ylizyillardir anlamaya calismaktadirlar. Akiskan
hareketleri belki de dogadaki en karmasik olaylarindan birisidir. Bu ylizden Newton’ dan beri
cok degisik akigkan modelleri ¢ikarilmaktadir. Akiskan hareketini  Newton’ un ¢ikardig
denklemler agiklasa da bazi durumlarda bu denklemler yetersiz kalmaktadir. Bu yiizden

akigkanlar en genel olarak Newtonyen ve non-Newtonyen olmak {izere iki sinifa ayrilmislardir.

2.1 Newtonyen Akiskan Modeli

Newtonyen yaklasimla ifade edilemeyen akigskanlarin Newtonyen olmayan akigkanlar
(non-Newtonyen akigkanlar) olarak adlandirildigindan Bolim 1 ‘de bahsedilmisti. Non-
Newtonyen akigskanlarin Newtonyen akiskanlardan temel farki, kayma gerilmesi ile hiz gradyani
yani hizin konuma bagli olarak degisimi arasinda dogrusal olmayan (nonlineer) bir iligki
olmasidir. Bir bagka deyisle, Newtonyen akiskanlarda viskozite olarak adlandirilan ve kayma
gerilmesi ile hiz gradyanmi arasindaki oranti katsayisi olarak tanimlanan ifade sabitken non-
Newtonyen akiskanda degiskendir. x-y diizleminde hareket eden bir Newtonyen akiskan igin
kayma gerilmesi ifadesini yazmak i¢in sekil 2.1' de gosterilen, aralarinda dy mesafesi olan
sonsuz iki plakay1 ele alalim. Burada {ist plaka bir F kuvvetiyle ¢ekilsin ve du ile gosterilen bir

hiz1 olsun.

™ du

— F

dy

dx

Sekil 2.1 Iki Sonsuz Plaka Arasinda Durgun Akiskan



dl du

dy

Sekil 2.2 Biri Hareketli Sonsuz Uzunlukta Paralel iki Plaka Arasindaki Akiskan
Bu durumda kayma gerilmesi ,

du
’ny =le—y (21)

ifadesiyle gosterilir. Burada du/dy terimi hiz gradyamidir. p terimi akiskanin viskozitesi

olarak tamimlanmir. Viskozite, akiskana bir kuvvet uygulandiginda yapacagi davranig hakkinda
bilgi verir.Goriildiigli lizere Newtonyen akigkanlar i¢in kayma gerilmesi ile hiz gradyam
arasinda dogrusal iligki vardir.Ancak inceleyecegimiz Non-Newtonyen akiskanlarda durum

boyle degildir. Lineer bir iliskiden s6z edilemez.
2.2 Non-Newtonyen Akiskan Modelleri

Non-Newtonyen akigkanlar, sekil degistirme-kuvvet iliskisiyle ugrasan Reoloji bilim
dalinin altinda incelenir. Akigkan davranis1 sekil degistirme, kuvvet ve/veya zaman iliskileri
baglaminda ele alinir. Newtonten akigkanlar i¢in gosterilen kayma gerilmesi ifadesi tektir ancak
non-Newtonyen akigkanlarda kayma gerilmesi ile ilgili bir ok model ortaya atilmistir. Her bir
modelin karsiladigi uygun fiziksel durumlar mevcuttur. Non-Newtonyen modellerden bazilari

sOyledir:

d m
Power-Law Modeli T, = ,u[—uj (2.2)



d m

Hershell-Bulkley Modeli T, =7, + y[d—uj (2.3)

y

Prandtl Modeli T = A sin1[mj 2.4)
C

Powell- Eyring Modeli Tyx =M du + 1 sinh(du—/dy) (2.5)

dy B [
Williamson Modeli Ty = du + _Adu/dy (2.6)

=My TB+du/dy

Yukarida tanimlanan akigkan modellerine ek olarak viskoelastik yapidaki akigkanlar1 da
ekleyebiliriz. Reolojik tanimlamada viskoelastik malzeme hem viskoz hem elastik davranig
gosteren malzemeler olarak siiflanir. Yukaridaki viskozite modellerine ek olarak elastik
akiskanlarda akis diizleminden farkli diizlemlerde de kuvvetler olusacagindan gerilmeleri tek
boyutta belirtmek yeterli degildir. Bu ¢alismada kullanilacak 2. derece akigkan modeli bu
tanima girmektedir. Bu yiizden Boliim 3° de hareket denklemleri g¢ikarilirken modele iligkin

daha ayrintili bilgiler verilecektir.



3. HAREKET DENKLEMLERI

Bu boliimde 6nce genel biinye denklemi ve bu tensor ic¢in hareket denklemleri
yazilacaktir. Hareket denklemleri vektorel formdadir. Daha sonra bu denklemler boyutsuz
vektorel formda ifade edilecektir. Boyutsuz vektorel denklemlerden kartezyen koordinatlar igin

iki boyutlu hareket denklemleri ¢ikarilacaktir.

3.1 Tensorel Formda Hareket Denklemi

Bu boliimde genellestirilmis ikinci derece bir akigkanin hareket denklemleri vektorel
olarak ¢ikarilacaktir. Hareket denklemleri boyutsuz formda ifade edilecek ve boyutsuz

parametreler tanimlanacaktir.

Hareket denklemleri tensorel formda asagidaki gibi yazilir,
av*
dt*

p——=pb +divt’ 3.1)

Burada t* gerilme tensorii, b* birim kiitle basina diisen dis kuvvet, p yogunluk, v* hiz vektorii

dv
ve 7 ivmedir. Sikistirllamaz akiskan kabulii yapilirsa
t

divv =0 (3.2)

ifadesi yazilir. Genellestirilmis ikinci derece bir akigkan i¢in biinye denklemi

t=—pl+ul" A +a,A; +a A7 (3.3)
1
M=| oA (3.4)

seklinde verilir. Burada p basing, g viskosite katsayisi, «;, @, sicaklia bagl olabilen

gerilme modiilleri, m power-law akiskan sabitidir. m<0 incelen akiskanlari, m>0 kabaran



akiskanlar1 temsil eder , A; ve A, ilk iki Rivlin-Ericksen tensdriidiir. Bu tensorler asagidaki

gibidir,
A =L+L (3.5)
A=A +AL+L A (3.6)
A = (A1 )t + (gradA,)v (3.7)

Ifadelerde L = gradv olarak tanimlanir. Denklem (3.3)' {in diverjansi alinirsa

m/2 m/2
1 %2 * 1 *2 * * *
divt" = —gradp* +ydiv(§trA1 J A+ ,u(z trA, j divAi +div(ai Az +ar A} )

(3.8)
elde edilir.
m m/2

NEUNER 1. P
div EtrAl = grad 5 A, (3.9)

. * *2
divA| =V v (3.10)
Ayrica tensorel formdaki hareket denkleminin ivme terimi vektdrel olarak
d * * * * * 2
d_‘t,*:Vter xv +grad|v | /2 (3.11)

. * o . . * * 1. )
seklinde yazilir. Burada v, hizin zamana gore tirevi, @ = curlv 'dir. Zamandan bagimsiz

daimi akis igin v, = 0 ve (A )t =0 olur.



(3.8-11) bagintilart gézoniine alinir ve b=0 yazilirsa baslangigtaki hareket denklemi

m/2 m/2
2 * 1 2 *2*
[ o] "o

2 * %2
+lo + as Al V v

(3.1) asagidaki vektorel forma doniisiir.

1 % 2 % * % 1 * *
p(agmd‘v ‘ +O xV jz—gradp +ygrad[§ A Ay

A

2 . a2
+0¢1(V* @ X V*J+a1grad(v Vv vJ+i(2a1 +a2)grad
+ 2div[(gradv* Xgradv* )T ]}

Denklem (3.12)' yi boyutsuzlastirmak i¢in biitiin uzunluklari bir karakteristik uzunluk |

biitiin hizlar bir karakteristik hiz U ile boliiniir.

(3.13)

S| <.

Basing ise asagidaki gibi boyutsuzlagtirilir.

*

_p
pU?

P (3.14)

Diger terimler ise

2
Vi=v'L g
L

V*ZV*:%VZq o' =20 V=2V ® (3.15)

seklinde yazilir. Elde edilen (3.13-15) terimleri (3.1.12)' ye yerlestirilirse
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1 U2 ), U2 pU> ( U jl[U " TRER
———ograd +—oxq|=— radp +| u— A1 |—| — rad f‘A‘
{2 L © d L q} A G VA U Bt B

m m/2
2 2 2
+(U 1‘A1‘ ,u%vzq+a1 v (Vzqu)+a1 Ugrad(q.qu)+l(2al +a2)

»

2 5 2 2
U—} gmd‘Al‘ + (al +a, ){(]3 A Viq+ Z%div[(gradq)(gmdq)T }}
L L L

bulunur. Bulunan ifade L 5 ile garpilirsa boyutsuz denklemler
pU

m/2
2 1
J +HA1
2

m o o a
L[Q] Viq |+ —I(Vzm X qj +—grad (q.qu) + 1 p Y B grad‘A1
pUL| L Pl pL? 4 prr pr?

1 2 u (UY" 1
— grad +Oxq=—gradp+| ——| — A grad —‘A
58 lq| q =—gradp (pUL(Lj J g (2 |

+ {% + %}{Al qu + 2div[(gradq)(gmdq)T ]}

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemden boyutsuz katsayilar sdyle tanimlanabilir.

g:(%(%j J (3.18)
P

al
£ = (3.19)
1 pLZ

(04
e =2 (3.20)
2 pLZ

Denklemin son hali ile su sekildedir:
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1 5 1 5 m/2 1 5 m/2 , )
Egrad|q| +®xq =—gradp + A, grad E‘Al‘ +¢& E‘Al‘ Viq+¢|Voxq

+ (81 + &, ){A1 qu + 2div[(gradq)(gradq)T ]}
(3.21)

1 2
+& grad(q.vzq) + 2 [251 +& lgrad‘Al‘

genellestirilmis ikinci derece akigkan igin koordinat sisteminden bagimsiz vektorel formda
boyutsuz hareket denklemi boylece elde edilmis oldu. Gelecek boliimde ise kartezyen koordinat

sistemi segilip denklemler bu koordinat sistemine gore yazilacaktir.
3.2 Kartezyen Koordinat Sistemine Gore Hareket Denklemi

Bu boliimde kartezyen koordinat sistemine gore denklem (3.21) yazilacaktir. Oncelikle

denklem (3.21)'deki terimler asagidaki gibi tek tek hesaplanir.

|‘1|2 =u’ +v’ (3.22)
V|q|2 zﬁ(uz +v2)i +£(u2 + vz)j (3.23)
ox oy

lv|q|2 :(ua—”w@jn PLLINCL i (3.24)
2 ox  Ox oy Oy

i j k
(ozrotq:i 9 0= ov_ou k (3.25)

ox oy ox Oy

u v 0

1)

=—wvitouj= va—u—v@ i+ u@—ua—uj (3.26)
oy  Ox ox oy

o =

J
oxq=|0 0
v



vp=Li+ P

ox Oy
A =L+ L' = grad q + (grad q)T

Ou  ou ou Ov

| ox oy Ox Ox
Al = v ovl|’ ou v
oy | O O

(&tjz (6\/ aujz
4—| +| —+—
) ox ox Oy

Ou(ov ou ov(ov OJu
2—| —4+— |+2—| —+—
ox (6x 6y] oy (6x 8yj

0

_J"‘ , OV ov
oy

2 ov
— | +| =+
J (6x

ov oOu
+
( ox Oy

ou)’
dy

>

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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m

m/2 — -1
wdl Ua P 2 yfau) (v, ouY | [qaudtu (ov au) e, oul|
844 2N T xar o o) Ty

ou Ou ov ou\ou ov )\l
+|| 8— 2l —+— = +=—=—|li
Ox OxOy ox oy \O  oxdy

) oo, oo, o’v. dul|, (o0 0o'u ),
\Y q:—rot(rotq):—rotm:-51+—J: + i+ J

A

ax’ | axay oY | \ox  axody

VZ = ﬂ+a_zu i+ a_zv+azv i
q-= axz ayz o ayz J

—+—=5 k= +
ox* oy ox' ox*ey  oxdyt oy’

H—/
o’v
oxoy’

Vzc):—rot(rotc)):[aw aw}k— Ov__Ou ov_ _0u k

3 3 3
Vig=| LYo 0V _Ouj
Ox oxoy?

o'y o%v  du L.
V20)xq :£6x3 +2W—§ka(ul+v])

2 o3y v du), v v d%u),
V(oxqz—v —3+2—2——3 1+ u —3+2 2——3J
Ox ox0y~ 0Oy ox oxoy~ Oy
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)_
|

o’'u 0Ou o'v v
Vq=u z5+=s 3.41
q q u[axl + ayz\]-l_v[axz + ayzj ( )
) Ou(0u 0Ou o'u  Ou ov(ov 0o v dv ||
grad(q.V q): — + tul —+ +— + <+ i
ox\ox* oy ox* oaxoy’ ) ox\ox® oy ox’  oxoy’
oulou ou oJu Ju) ov(owv o ov  ov)|.
+|— —2+—2 +u T+—3 +— —2+—2 + V) T+—3 ]
oy\ox™ oy ox°0y Oy oy\ox™ Oy ox0y Oy
(3.42)
2 2 2
grad|a, [ =16 240 4 &2 00} Ov Oy
ox x> Ox Oy ) ox* Ox0Oy
- (3.43)
Oou 0’u ov ou) 0v dul|.
+| 16— +4 —+— +— ||
Ox Ox0Oy Ox Oy ) oxoy oy
Jou v ou] du, d'u L 0u ‘iﬁg%’ +[@+6_MJ o'y, o
2 o o oy | o O A ox oy )\ ox o
A]V q: =
G XU A v ou\ou ou| jov[av o
S N [PV ERRIPS T P [P
) (3.44)
ou oullou ov (aujz (ﬁqu ou v ou dv
ou oujou ov ouyo ey cuov, ouov
ox oy|ox o Ox oxox Oyo
(gradq)gradq)' =| 5° 21 &5 oF 1= » S LD
= = Ou dv , Ou dv (avj (6\/)
ouov. cuov ovy (ov
x oyl OxoOx 0Oyoy \0x oy
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(@H@J udv dudv
dzv[(gl”adq)(gradq)r] {a % aixav aiy&v 8;8); aja/va'};
o o (a_J (%)

(3.46)
oudu oudu  dudv dudw
xax Oy ondy Oy Ox | oy Oy
udy v Fvav v
ox o Oy oxdy  Oxdy &x - oy* Oy

div[(gmdq)(gradq)T ]:

Hesaplanan biitiin terimlerin Denklem 3.21 ' e yerlestirilmesi ve ifadelerin x bilesenleri ile y

bilesenleri igin ayristirilmasi sonucunda asagidaki denklemlere ulasilir.

x bileseni yoniinde hareket denklemi

m

2
ou Ou_ Jp m| (0u 2 (o ou) | ou 0*u ov ouo’v d'u
u—+=+v — | = | +| =+ 8———F+2| —+— |5+
Ox ay ox 2 Ox ox Oy Ox Ox Ox Oy \ox~ OxoOy

{ au} [au o (ov ouY otv ou [ (v ou (aujz (Gv ou) |?
E2—|+|8——+2| —+— | —+— ||| —F+— || +|4H — | +| —+—
Ox Ox Ox0y ox Oy \oxoy oy’ Ox Oy ox Ox Oy

o’u  0%u o’y 8 u ou ou Ou 0%u au 82
El—F+t——|lt&|-V tv_—S tu_—+u + 13——

ox* oy oxoy® oy’ ox’ oxoy® ox ox* ax Gy
2 2 2 2 2 2 2
4q 0y GO0 JOu O OV O +g{86ua g0y Uy
ox ox® Oy ox’ Oy Ox0y Ox Ox0Oy ox ox’ ox ox® oy Ox

2 2
ou 0’u +2@8u}

g i
Oy OxOy  Ox OxOy
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y bileseni yoniinde hareket denklemi

2
ov  ov op m| (Ou * (v au) P ou 0*u ov ou ) d*v ou
U—+v—=——"-+—|4 —| +| —+— 8———+2 —+— | =+
ox Oy oy 2 Ox ox Oy Ox Ox Ox Oy \ox~ oOxoy
(v ou ou 0%u ov oul) o*v 0u ov ou) (ov ou d
gl —+—||H8 =+t | =+l |(|4 —| | =+
| \ox Oy Ox OxOy Ox Oy \oxoy Oy Oy ox ox Oy
(8% oy o’v o’v o’v o'v  oudu ovo'v ou 0’u
El—+— ||+ & |lu=+u StV tVv_—S A ——+——+13—
ox Ox0y ox“0y 0Oy Oy oy~ Oy Ox Ox OxOy

1

=]

S

ov 0*v ov 0°u ou 0%v ou 0u ov 0°u ou 0°u ou 0°v
+3— +3——+2— +é&, | 8— ——— +t2——+2—
Ox Ox0y  Ox Oy 0y Ox0Oy Ox OxOy Ox Oy oy Oy 0y Ox0Oy
2
N 2@ o°v
Ox OxOy

Siireklilik denklemi diger bir adiyla sikigsmazlik kosulu ise

ou 0
2% (3.49)
ox Oy

seklindedir. (3.47),(3.48),(3.49) denklemleri kartezyen koordinat sistemine gore herhangi bir
genellestirilmis ikinci derece bir akigkanin hareketini belirleyen denklemlerdir. Bir sonraki

boliimde bu denklemlerden sinir tabakasi denklemleri elde edilecektir.
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4. SINIR TABAKASI DENKLEMLERI

Akiskanlar Mekanigi konusunun temellerinden bilindigi {izere viskoz bir akigkan, kati
yiizeye siirtiindiiginde durur. Bu sebeple kat1 ylizeyindeki akigkanin hiz1 kat1 ylizey durgunsa
sifir, kat1 yiizey hareketliyse kat1 ile ayn1 hizda olacaktir. Akiskan, kat1 yiizey ile temas ettigi
noktadan (sinirdan) uzaklagtikca akim serbest akim hizina dogru degisim gosterir. Akigkan ve
kat1 cismin temasindan dolay1 kati yiizeye ¢ok yakin bir bolgede olugsan akima siir tabakasi
akist denir. Bu boliimde sinir tabakasi icindeki akis i¢in hareket denklemleri (3.47), (3.48),
(3.49) baz1 kabuller altinda basitlestirilecektir.

u=1 yA
v=0
—>
—>
—>
—>
—>
—>
—>
—>

Sekil 4.1 Uniform Akis Igine Daldirilmis Yatay Plaka
Sinir Tabakas1 denklemlerini elde edebilmek igin ilk dnce (X,y) koordinatlarinda sinir
sartlarmin ¢ikarilmasi gerekmektedir. x-y diizleminde ele alinan problem Sekil 4.1° de
gosterilmigtir. Cisim (kat1 yiizey) x koordinati olarak 0<x<1 araliginda, y koordinati1 olarak ise
y=0' dadir. Sonsuzdan gelen akimin x dogrultusunda tiniform oldugu varsayilirsa,

u(x,y)=1 v(x,y)=0 X —> —© 4.1

sinir kosullar elde edilir. Cisim iizerinde kayma olmayacagindan dolay1 diger sinir kosullar
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u(x,y)=0 v(x,y)=0 y=0 0<x<lI (4.2)

seklinde olur. Sinir tabakasi igerisinde bir i¢ agilim, sinir tabakasi disinda ise bir dis a¢ilim
yapilmasi gerekmektedir. Tabii ki bu iki acilimin birbiriyle uyum saglamasi gerekir. Once dis

acilimi g6z Oniine alalim. D1s a¢ilim viskozitesiz ve irrotasyoneldir. Limit akis bu durumunda
1 : .
u=1, v=0, p= —EU + C (Bernoulli Denklemi) (4.3)

olur. Dis acilim olarak ilk terimler limit akis terimleri, diger terimler ise sinir tabakasi akisindan

kaynaklanan diizeltmeler olarak goriilecektir. D1g agilimin genel seklini asagidaki gibi alalim.

u’(x,y;8) =1+ p(e)u) (x,y) +... 4.4)
vi(x,y;8) = BEV (x,¥) +... 4.5)
p"(x,y;g):—%U2 +C+ B(e)p (x,¥) +... (4.6)

1 " .
€ (3.18) dan R_(%j olarak tanimlanmisti. I¢ ve dis agilimlari yazarken
e

Re —»> o veya

e >0

oldugu varsayilmustir. (3.19) ve (3.20) da tanimlanan &, ve &, igin,
g =ke ve g, =k,e

tanmimini yapalim. Bu tammda k&, ve k, nin 1 mertebesinde oldugunu belirtmekte yarar vardir.

f katsayilart dis agilimda & parametresine bagli olup € =0 igin £(0) =0 olur. Alt indis ile
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isaretlenen biitiin terimler sonsuzda sifirlanacak olan terimlerdir. Bu terimler i¢in sinir sartlarin
yazabilmek i¢in i¢ agiliminda yapilmasi gerekmektedir. Sinir tabakasi kalinligii o6 ile

gosterelim. Sinir tabakasi icerisinde y koordinat1 agagidaki bagint1 ile genisletilirse

vy (4.7)

olur. I¢ acilinm simdi asagidaki gibi ele alalim.

u'(x,Y;6) =uy(x,Y) + (&, (x,Y) +... (4.8)
Vi(x,Y;8) = 8(e)v(x,Y) +... (4.9)
P (x,Y;8)=py(x,Y)+35(&)p; (x,Y) +... (4.10)

Bu agilimlar yazilirken su kabuller yapilmistir,

1) Akim gizgileri boyunca hizin x bileseni (u) mertebe olarak birdir, béylece dis agilimla uyum
saglamaktadir. 2) Hizin y bileseninin (v) bu durumda & mertebesinde olmasi lazimdir ki

uygun bir siireklilik denklemi ortaya ¢ikabilsin.
Dis agilim ile uyum saglayabilmek icin (4.10)’ da basing i¢in yazilan ilk iki terim
mertebe olarak birdir. Siirtiinmesiz hiz da sinir tabakasi icerisinde siirtiinmesiz yiizey hizina

yakinsayacaktir.

Sinir tabakasi denklemlerini elde edebilmek i¢in (3.47) ve (3.48) igerisindeki her terime

seri agilimi uygulamamiz gerekir.

Once (3.47) ele almarak her terim seriye acilir:
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2
e day) 2w 59 |4 (g g2 | LA 000 [P 5 Mo 5%
Ox Oox 5 6Y o 0Y Ox ox ox
(5@ 52%+la_”+§% 2 6u 6”1 ” 2(58" 526
Ox ox 00Y o6 0Y 8x 2 Oox Oox
+16u+58u1 56_2\/+§262v1+l o’u 56u1 6u 6u1 +86_u+ Ou,
o00Y O 0Y ox? ox® S 6x6Y o oxo0Y Oox Oox
S 0
S

(1 ou +§ 8u1j (58\) 628\/1 1 Ou 68141 ( *y 52 62v1+162
0 0x0Y & oxdY Ox Ox 58Y o oY 8x8Y 5 xdY S5 oY>

2
52 0 u21 (58" 52% ! al é% + 8” +5% (58" 52@+l%
5 oY Ox ox o aY o oY ax ox ox ox o00Y
273 2 2 2,, 3 2
o oY ox ox 0" oY 5 oy’ 52 oxoY 5 oxoY?
1 &u & u o’u 83 1 du 5 o’u
+ov+8%y, | — o +ou 5 e |
| 1{53 or®  &° 6Y3J ot )( |57 aor T 5 axor?
2 2 2
c1g 5614) a—?+§a Lil +(6u+56ul %8Z+%aug (66‘) 52%
Ox ox )\ ox ox Ox ox \o-oY: o6° oY Ox Ox
2 2 2 2 2
587 +§26\;1 +3(18u+56u1 58—;+§2a? +3(16u+56u1j(18u
ox’ ox o0y o 0Y ox ox 00Y & 0Y \o oxoY
2 2 2 2 2
+éau1 5@ 62% (1 au +éaul +82 8(81'{_‘_ aulj 871;_’_68 l/il (561}
O ox0Y ox ox \Jo ox0Y O oxoY ox ox \ ox ox ox
2 2 2 2
L5 667 526\;1 +2( 8u+58u1j56;+526\;1 +2( 8u+58u1j
ox ox’ ox o0Y 6 0Y ox ox 00Y o6 0Y

1 ou +§ ou, 5@ 528\/1(1621,: +é ou,
5 ox0Y O oxoY Ox ox \O6 ox0Y O oxoY

Parantez igerisindeki terimler birbirlerine gore ihmal edilip denklem (4.11) tekrar diizenlenir.
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2
u  du  p m au V(ou | ([ouoddu .1 ou o | .ou
WECAIVICLIP ALY 7| Ly R gl g g2t
ox oY ox 2 6x 5 Oy Ox ox? 0% oY oxoY Ox

[8 ou o' 2 ou d'u 1a aujz (lﬁuj 2{ 1 d%u
+ — ||+ 4 =] + E—
O Ox Ox0Y 53 8Y or> 5 Y ox 50Y ) &

v 1 Ju o’u 1 63u oud’u 1 ou d’u
tev—st v tu—+— —+

oxoY: o6° oY ox® o 6x6Y

2
+36_u2+3%6_u6u+28v8u 286_u6_u 2528v6v+26u8v+
oY ox? o- 0Y oxoY Ox Ox0Y

Ox ox* Ox Ox> oY ox?
2 2
21 ou Ou zavau}

3

2
PP LIS T +452@a_:
Oox Ox o Ox 0Y Ox Ox

: D (4.12)
o° oY oxoY Ox Ox0Y

Denklem (4.12) de koseli parantez igindeki en biiyiik terimleri tutulur diger terimler ihmal
edilirse denklem en sade olarak agagidaki hale gelir:

L m

Jou ou_ ap m 1 [fau) T [ 1 (o * 0% 1 ({ou)|* 2%
otV T T AT 2 2y s 2 2 2

“ox Vo T ax 275 ||ar s*\ay ) or s™|\ay ) | oy

+

1 ou ou Oou 0*u  ou 0'u 1 ou 0*u
té —|vtu st =t té,— |2

o oY oxoY Ox 0Y° 0Y oxoY o 0

Y oxoY

Ayni islemleri (3.48)’ e uygulayalim;

2
u+§u)(§—+52 (&}+52v1{§ﬂ+5_% (1 P o), m 4(&:
ooY o oY o0Y o 0Y ox

—-1
+5%j2 +(5@+52%+l6_u+é%j2 ? 8(a_u+ %j 6_2144_562“1 (5@
ox ox ox o00Y oO0Y ox ox 2

Ox ox? Oox

2 2 2 2
+52%+la_u+é% 5av+5zavl+lau+éaul (5@ 52%+la_u
ox o00Y o0Y ox> ox> S ox0Y S oxoY ox ox 00Y

3
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O Ou, ou Ou, ' 1 o’u 8 0u, ov L, 0v, 1ou &Sou S 0°v
+——||+|8 —+— +— +2/0—+0 —+——+—-—— | =
o oY Ox ox \&axdY & axdy ox ox o60Y & oY \JoxoY
2 2 2 2
+5 ov, N 12 0u a 62 0u, 32(5 ov 5 v N (6_u+58u1 (5@ 52%
S oxoY o°oy* 5 or? S0Y &5 oY ox ox ox ox
2 % 2 2 2 A2 3y
yLou o0u 56_+5261;1 62 6\;+6_28v; +& | (u+ou, sV 526
00Y o60Y o’ ox~ o0°0Y" o 0Y ox’ ox’

3 2 3 2 3 3
+(u+&11)(% 6v2 52 M j (5v+52leé‘ 62 o azvl +(ov+ 5%, 538 :
5% axoY? | 5% oxoY? S a0y | S ooy 5% oY

5 0%y, 1 du 68141 1 o’u & 9y, Sov 8 oy o’v ., 0%,
t——— |t4 = S ot ot et |97+t —
o’ oY 58Y oo0Y \o“oY" o7 oY ooY o oY Ox Ox
2 2 2 2
13(&1 %j(l@qué@u] 3(5@ L5 J(aa NCGRY +3(5@
ox ox \o oxdY o6 oxoY Ox ox \saxdy & oxdy Ox
oo Y 1 0°u & du, Lou Sou Yo v & 3y ou _ou,
oL ot oo |t ot — +— +&,|8 —+0—
ox \o°~ oY o° oY 00Y o00Y \ooxdY & oxoY Ox Ox
2 2 2 2 2
+lau+é6u1 25@ 52%(%62 é;au; +2(18u S Ouy (%8_2
o ox0Y 6 oxoY ox ox N6~ oY" o7 oY 00Y o0Y \o° oY

S 0u, 1ou JSdu o ov &’ 62\/1 v L0v o o’v 6% 9%y,
t oo |t ot — +— 2l 0—+0 +—
o° oY 00Y O60Y \ooxoY & oxoY ox ox \oaxoy = & oxay

(4.14)

Denklem (4.14)’ de parantez i¢indeki biiyiik terimleri tutup denklemi yeniden

diizenleyelim.

L}
2 2 |2 2 2
a s Ll m 4(a_uj +16_uj goudlu 1 ou {glau}
Ox oY soay 2| \ox 50Y Ox ox2  S*PoYoxoY | Soy
Lou u 1 ou azu[ o (aujz (léuj 2{ 10>
+|8— +2———— | E2— | +|4 — | +
5 ox oxdY 53 OY ay? oY Ox 50Y e

3 3 3 3 2 2 2
+g{5uﬂ 1 oy + ov 0w +lv—av+4La—u—au+5ﬂQ 1316u Ou

3

+
P aan2 oxloy & oy: sPoy eyt oY ox? S Ox 0x0Y
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Ox OxoY O Ox oY o oY oxoY O Ox OxoY o ox oY o° oY oY
2 2

l@_u o°v +25@ o°v

o 0Y oxoY Ox Ox0Y

ov 0%*v 1 dv 0%u 1 du 0*v 1 ou 0*u 1 ov 0%u 1 ou du
+3 2 +¢g, +2 2

Denklem (4.15)’ de koseli parantez icindeki en biiylik terimleri tutup denklem tekrar

diizenlenirse,

2

1op m|(ou 22 1 e(ouY 8%u & du dv 0*u uY |2 & 0%
O=—>—"+—|| — 22— — +4d—————'+|| — —
soy 2(\oy sm2 U s3\oY) axoy 5 oY oY oy? oY 5™ oy?

2 2
o gm+2 %5214 | £ m+2 alaZu
's3 ovor? T s oY ay?

bulunur. Denklem (4.13)’ de 1 mertebesindeki ivme terimleri ile siirtinme terimlerinin uyumlu

olabilmesi i¢in &, &, &, katsayilarimn & ™2 mertebesinde oldugunu varsayilirsa,

S= "H\Z/E (4.17)

olur. Ayrica ¢, =k,& ve &, = k,& oldugunu hatirlayalim. Bu durumda

c= é‘m+2 (418)
2

& =kem? (4.19)
2

&, =k,em? (4.20)

ifadeleri elde edilir. Denklem (4.13) ve (4.16) yeniden yazilirsa,
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x bileseni

o
SO o (a_j : (a_j o’ (a_ja_
ox oY  ox oY oY) oy* \oYy) oy’

ou 0%u }_k ou 0%u

+3— ,2—
0Y oxoY 0Y oxoY

y bileseni

2
0=-P 20k, +1,) LY
dy oY oy?

Siireklilik Denklemi

ou Ov
—+—=0
ox 0Y

Denklem (4.22)’ yi su sekilde ifade edelim:
I (2k, +k AN 0
ar| PR A Gy

Yeni bir basing fonksiyonu

seklinde tanimlanirsa bu durumda

o _,
oY

]

o’u

o’u ou 0*u

A%
oYy’

+

u +—
oxdY?*  ox oY?

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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ifadesi elde edilir. Yani ; = ;( x) olur. Dis agilimla uyum saglamasi igin

;:_%Uz + C olur.

Her iki tarafin X’ e gore tiirevi alinirsa,

dp_ U

dx dx

elde edilir. Denklem (4.25)’ in de her iki tarafin1 x’e gore tiirevi alinirsa,

2
dp ap 2(2k i )6u ou
dx Ox 0Y oxoY

elde edilir. Ardindan (4.28) ifadesi (4.29)’ a konulursa,

2
_P_ydU ook 4k, 0 0u
ox dx 0Y oxoY

elde edilir. Bulunan bu ifade (4.21)’ de yerine yazilirsa,

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

2 2 3
au+va—u_Ua]—U—Z(Zk +k )6u Ou + (auj 61,; (auj O'u 2+k1 va—L;+
Ox oY dx 0Y oxoY oY) oY oY) oY oY

ou ou 0%u ou 0%u ou 0%u
u St ——— 3 +k,2—
oxo0Y- oOx oY 0Y oxoY 0Y ox0Y
elde edilir. Denklem diizenlenirse,
ou ou du " 0% ou ou Oou 0*'u  ou o
Uu—+v—=U—+(m +1) ——5 tk|v_—5+u st
Ox oY dx oY oY ox0Y~ ox 0Y" 0Y oxoY
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sinir tabakasi denklemleri (4.32) ve (4.23) ile elde edilmis olur.

Bu denklemler igin smir kosullarinin yazilmasi gerekmektedir. ilk iki sinir kosulu cisim

tizerinde kayma olmayacagindan y = 0'da hiz bileseninin sifir olmasi gerektigidir.
u(x,0)=v(x,0)=0 0<x<l (4.33)
Akim ¢izgileri boyunca hiz vektoriiniin i¢ ve dig a¢ilim bilesenlerinin ara degiskenler
cinsinden uyum saglamasi gerekmektedir. Buradan sinir kosulu olarak
u(x,0)=1 (4.34)

elde edilir. (4.34) sinir kosulu smir tabakasinin hemen {istiindeki akimin viskozitesiz akim

oldugunu belirtir.

Ayrica siir tabakasinda u hiz bileseninin i¢ ve dis agilimlarinin diizgiin olarak

birlestigi kabul edilirse diger bir smir kosulu
6]
M (x,00)=0 (4.35)
oy

olarak yazilir.

(4.33), (4.34), (4.35) sartlar1 kullanilarak sinir tabakasi denklemleri (4.32) ve (4.23)

¢Oziiliip u, v bulunabilir.
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5. BENZERLIK COZUMLERIi

Bu boliimde bagimsiz degigkenler kullanilarak yeni bagimsiz degiskenler tanimlamak
suretiyle bagimsiz degisken sayisinda bir indirgemeye gidilir. Iki bagimsiz degiskenden olusan
kismi diferansiyel smir tabakasi denklemlerimiz bu sayede adi diferansiyel denkleme
doniisecektir.

Bir denklemin kabul edebildigi genel benzerlik doniisiimleri Lie Grup Teorisi ile

bulunur. Asagidaki 6zel doniisiimler bir¢ok denklemde iyi sonuglar vermektedir.

1) Olgekleme Déniisiimii
2) Oteleme Déniisiimii
3) Spiral Grup Doniistimii

4) Bu doniistimleri i¢eren 6zel bir doniisim

Bu béliimde ise yukaridaki déniisiimlerden smir tabakasi denklemlerimize Olgekleme

Doniigiimii uygulanacaktir.
5.1 Olgekleme Déniisiimii

Sinir tabakasi ve siireklilik denklemimiz x, y bagimsiz degiskenlerinden ve u, v, U

bagimli degiskenlerinden olusur. Bu denklemler i¢in 6lgekleme grup doniisiimii asagidaki gibi

tanimlanmustir.

x= A%, Y=Y ,u=2u,v=2 ,U=2U (5.1)

A =1+ ¢ alinirsa

;:ﬂ“x—>)_c=(1+ga)x—>x_x:gaﬂzg (5.2)
ax ax
)_’:lbY—>I_/:(l+gb)Y—>ﬂ:e—>dY—g (5.3)

bY bY
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;zﬂ“uaﬁz(lﬂac)u—)u_u=g—>ﬂ=g (5.4)
cu bu
- d - \_/_V dv
v=Avo>v=_>I1+&d)v > =£—>—=¢ (5.5)
dv dv
E:KU—>U:(I+ge)U—>ﬂ:g—>d—U=g (5.6)
eU elU

Burada ¢ bir parametre, a,b,c.d ve e ise denkleme gore belirlenmesi gereken sabitlerdir.

Bu grup i¢in benzerlik doniigiimlerini veren denklem soyledir.

dx _dY _du_dv_dU (5.7)
ax bY cu dv eU

5.1 ol¢ekleme donisiimii smir tabakasi denklemlerine yerlestirilir elde edilen
doniistiiriilmiis denklemin orijinal denkleme benzemesi i¢in doniigiim parametreleri hesaplanir.

Siireklilik denklemi doniigtiiriilmiis parametreler cinsinden sdyle hesaplanir.

i a_z + ﬂb—d a_z =0 (58)
ox oY

Denklemin her iki tarafi A ile ¢arpilirsa

Qu | ppreat OV (59)

ox or
elde edilir. Denklem (5.9)' un denklem (4.23)' e benzeyebilmesi i¢in

b+c—a-d=0 (5.10)

olmalidir. Denklem (4.32)' ye 6lgekleme uygulanirsa
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ﬂ/a—ZCu a_z + ﬂb_c_d Va—z — ﬂ/a—ZEUd_(_] + (m + 1)im(b—c) (2_;} ﬂ,Zb_C o“u

0 oY d 72
o o N o san
-33 _ A3 2 2
+ kl [ﬂ}b—C—dVaTZ + ia+2b—20u ? Zz + ﬂ/a+2b—2c a_z a_l’zl _ ﬂ/a+2b—26 a_z 6_ M_
oY oxo0Y ox gy oY 0x0Y
elde edilir. Denklemin her iki tarafi 2> ile garpilirsa
A, oA T —\" . ,—
u a_z + //Lb+cfa7d va_z — 12(2*28 U d_l_] //Lm(bfc)//LZiHcfa (m + 1) a_z 8_1,2:
o0x oY dx oY ) oy
_ A3, _ 3 a2 — A2
b ho| pprenady Oy gowyy 07U oy QU OTU oy OU Ot (5.12)
oY oxoY ox oy 0Y 0x0Y

Olur. Orjinal denklemlerin yapilan doniisiim altinda degismez kalabilmesi i¢in gerekli

sart agagidaki gibi yazilabilir.

3b+c—a-d=0 (5.13)
2b=0 (5.14)
2c-2e=0 (5.15)
mb-c)+2b+c—a=0 (5.16)
b+c—a-d=0 (5.17)

Denklemlerde biitiin terimler ¢ cinsinden bulunursa

a=0-m)c

b=0

c=c (5.18)
d =mc
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bulunur. Bu durumda denklem 5.7 agagidaki hale gelir.

de _dY _du_dv _dU

—_—= — (5.19)
cl-m)x 0 cu cmv cU

Bu denklem sistemi benzerlik degiskenini ve benzerlik fonksiyonlarini verecektir.
dY =0 - £=Y (5.20)

Klasik sinir tabakasi problemlerinde sinir tabakasi degiskenimiz yada diger adiyla benzerlik
degiskenimizin genellikle 2 bagimsiz degiskenden olugmaktadir. Halbuki burada Y koordinati
ayni1 zamanda benzerlik degiskeni olarak ¢ikmistir. Boyle bir durumda normal bir sinir tabakasi
sartlar1 doniislimii saglayamayacaktir. Bu ylizden gerdirilmis yiizey sinir sartlarina ait sinir

tabakas1 problemi ileride ele aliacaktir. Benzerlik fonksiyonlarimizi hesaplayalim.

du _  dx (5.21)
u (A-m)x
Inu = Inx+1In f(Y) (5.22)
1-m
u=x""f(Y) (5.23)
v dx (5.24)
mv  (1-m)x
Iny=—" Inx+Ing(Y) (5.25)
—-m

V= xﬁg(Y) (5.26)
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U

- " 5.27
U (Q-m)x 6-27)
InU = Inx+Inh (5.28)
-m
i
U=x""h (5.29)

U sadece x' in bir fonksiyonu olduguna gore integralden elde edilen h Y' nin bir

fonksiyonu olamaz. Genellikten bir kayip olmaksizin h=1 alabilir.

1

U=x"" (5.30)

Benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlari bdylece bulunmus oldu. (4.32) ve

(4.23)’ iin terimlerini teker teker hesaplayalim.

xf (5.31)

—=xf (532)

=x!m " (5.33)

1
T A (5.34)

x| Vi (5.35)
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— xl—m 4
oxoY* 1-m /
dU 1
R X

dc 1-m

(5.36)

(5.37)

Bulunan bu denklemler (4.32) ve (4.23)’ ye yerlestirilirse asagidaki adi diferansiyel

denklem takim elde edilir.
f+1-m)g'=0
SR a=mg fr=14A=m) (£ 14k [0-m)grm 20
Boliim 3 de sinir sartlart asagidaki sekilde verilmisti.
u(x,0)=0
v(x,0)=0

u(x,0)=1

0 (2,00) =0

oy

Bu sinir gartlarini denklem (5.23),(5.26) ve (5.32)' ye uygularsak,
f(0)=0

g(0)=0

f(o)=1

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)
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Sf'(0)=0 (5.43)

sartlar1 elde edilir. Bu sartlar klasik sinir tabakasi igin ¢ikarilmistir. Bizim modelimizin kabul

ettigi sartlarin gerdirilmis plaka problemi i¢in uygun oldugu daha dnceden belirtilmisti.

5.2 Durgun Bir Akiskan icerisinde Gerdirilmis Yiizey / Plaka Problemi

Y a
R
U = xl-m
v =0
B
0 1 X

Sekil 5.1 Durgun bir akigkan igerisinde gerdirilmis plaka

Bu kisimda Sekil 5.1 de goriilen ve polimer endiistrisinde sik¢a rastlanan bir uygulama
olan durgun akiskan igerisinde gerdirilmis yiizeyin iizerinde olusan sinir tabakasi akim klasik
sinir tabakasi denklemlerinden yararlanilarak incelenecektir. Bu modelin klasik modelden farki
dis akimin U =0 olmasi ve akimin, sinirin yani yiizeyin hareketinden dolay1 olusmasidir. Bu
sayede basing terimimiz denklem (4.32)’ den kaybolacaktir. Bu model igin sinir tabakasi

denklemimiz klasik sinir tabakasi denkleminin basing gradyaninin olmadigi durumudur.

dL oy (5.44)
ox 0Y

ou ou ou\" 0%u ou ou ou &*u ou O'u
U—+v—=m+1) — —+k|v_—tu st

Oox oY oY) oY oY ox0Y® ox oY 0Y oxoY

(5.45)
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Bu model i¢in benzerlik degiskenlerini ve fonksiyonlarini veren denklem su sekildedir:

d dy d d
LT (5.46)
c(l-m)x 0 cu cmv
Burada dikkat edilmesi gereken tek farkin dis akim teriminin ortadan kayboldugudur.

Benzerlik degiskenimiz ve fonksiyonlarimiz klasik sinir tabakasi ile aynidir.

E=Y (5.47)
u=x""f(Y) (5.48)
V= xﬁg(Y) (5.49)

Olgekleme doniisiimii neticesinde elde edilen adi diferansiyel denklem asagidaki

gibidir.

f+A-m)g'=0 (5.50)

P +(=mg f=0=m) (Y fr+k[0=-m)g"+20"-(F )] 51

Sinir sartlari, dig akimin olmadigi durum ve sinirda akiskan hizinin yilizey hizina esit

oldugu durum igin su sekilde tanimlanabilir.

1

u(x,O)sz (5.52)

v(x,0)=0 (5.53)
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u(x,0)=0 (5.54)
2—;(36, ©0)=0 (5.55)

Klasik smir tabakasi ile ayni sekilde (5.52-55) smir sartlarimiza Olgekleme
doniistimlerini uygularsak asagidaki sartlar denklem (5.50) ve (5.51) i¢in elde edilir.

f(0)=1 (5.56)
g(0)=0 (5.57)
J(0)=0 (5.58)
f(0)=0 (5.59)

Bu boliimde ilk 6nce kismi diferansiyel formdaki klasik sinir tabakasi denklemlerimize
Olcekleme doniisiimleri uygulandi daha sonra bu denklemlerden faydalanilarak o6lgekleme
doniigiimiine daha uygun olan gerdirilmis yiizey problemi i¢in denklemler elde edildi. Bir

sonraki boliimde gerdirilmis yiizey problemi i¢in niimerik ¢6ziimler elde edilecektir.
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6. NUMERIK COZUMLER

Bu boliimde 6lgekleme doniisiimii ile elde ettigimiz durgun akigkan iginde gerdirilmis
yilizey problemine ait simir tabakasi denklemleri (5.50) ve (5.51) i¢in nilimerik ¢oziimler

yapilacaktir. Once denklem (5.50) ve (5.51)' i birinci mertebeden denklemlere indirgeyelim.

L) =fX) (6.1)
L) =g) (6.2)
L) =1'(Y) (6.3)
L) = /") (6.4)

Bunlari denklemlerimize yerlestirirsek

H=1 (6.5)

l=— o 6.6
e 66)
fi=1 (6.7)
S A=m b= A=) [ S k@A = S 65)

k,(1—m) £,
elde ederiz. Bu denklemler i¢in baslangi¢ ve sinir kosullar1 soyledir.

£1(0)=1 (6.9)

£2(0)=0 (6.10)
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£.(0)=0 (6.11)
fi(0)=0 (6.12)

Denklem (6.8)' e dikkat edersek baglangi¢ noktasi ¥ = (' da bir tekillik oldugu hemen

gozlemlenebilir. f, teriminin sonlu olabilmesi i¢gin payin da baslangi¢ noktasinda sifir olmasi

gerekmektedir. (6.8)'de f,(0) =1, £,(0)=0 alirsak

1= (1=m*) £;"(0) £,(0) = 2k, f,(0) + k. f;" (0) = 0 (6.13)

elde edilir. Buradan f,(0) baslangi¢ kosulunu f;(0) cinsinden

ki (0)+1

J4O)= (1= m?) £,"(0) + 2k,

(6.14)

olarak buluruz.

Denklemleri ¢ézmek igin ilk girisimimizde denklemleri baslangic deger problemine
donistirdik. Bunun i¢in eksik olan iki baslangi¢ degeri, yani f;(0) ve f,(0)'dan f;(0) keyfi
bir say1 olarak aliniyor. f,(0) (6.14)' den hesaplaniyor ve sonsuzda smir sartlarinin saglanip
saglanmadigia bakiliyordu. Sonsuza giderken fonksiyonun aldigi degerlere bakilarak f;(0)

i¢in yeni tahminler yapiliyor ve bu sekilde dogru baslangi¢ sart1 elde edilmeye c¢alisiliyordu.
Once denklemleri integre etmek i¢in MATLAB biinyesinde "stiff" denklemler igin hazirlanmis
degisken adimli 6zel bir Runge-Kutta programi kullanildi "Stiff" denklemler ¢6ziimiinde
exponansiyel terimler olan ve baslangic kosullarindan dolayr exponansiyel terimlerden

bazilarimin katsayilarinin sifir oldugu denklemlerdir. Bu program smir tabakasi denklemlerini

hem Newtonian hem de Power-law akigkan igin ( (551) de k=0 alimz ) kolayca

cozebilmektedir. Fakat Tkinci Derece Akiskani temsil eden k, degerini 107 mertebesinde alsak

bile bu yazdigimiz program ¢oziimlere ulagamamakta idi.
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Eksponansiyel biiyliyen terimlerin varliginda sénmekte olan bir exponansiyel ¢6ziim
ararken baglangi¢ deger metotlarinin yerine problemimizi sinir deger problemi olarak ele alip
sonlu farklar algoritmalarin1 denemeye karar verdik. Sonlu farklar metodunun uygulanabilmesi
igin Dbaglangicta belirli araliklarla fonksiyonlarmin tahmini degerlerinin  verilmesi
gerekmektedir. Bu tahmini degerler ne kadar iyi olursa yakinsama ihtimali de o kadar artmakta
veya cOziimlere yakinsamak igin kullanilan bilgisayar zamam azalmaktadir. Ik énce yine
MATLAB' m kendi biinyesindeki sonlu farklar algoritmasinmi kullanan BVP4C altprogramini
kullanmay1 denedik. Coziiciiye k, degeri igin verilen degerler 107 mertebesinde olsa bile
baslangi¢ tahminlerinin ¢oziimleri hatali ¢ikardigini gozlemledik. Daha hassas baslangic

tahmini elde etmek i¢in Newtonian sinir tabakasi denklem ¢oziimlerinde f;(0)' 1 her degere

karsilik O alip ¢oziiciiye verdik ve baglangic noktasindaki tekillikten dolayr problem olup
olmayacagini anlamak igin Y =~0' da ¢oziicii toleranslarin1 disiirdiik.Program ¢o6ziim
tiretmesine ragmen Y =~ 0' da ¢oziimden sapmalar gézlemlendi.

Daha sonra tekil problemler i¢in yine MATLAB biinyesinde baska bir algoritma olan
SBVP algoritmasin1 denedik (Ek ). Bu algoritma ile m>0 ve m<0’ mn degisik degerleri i¢in
(k;=1) farkli ¢oziimler elde ettik. Sekil 6.1-16 de farkli m degerleri i¢in f, g, f’, /" nin Y

karsilastirmali grafikleri verilmigtir. Sekil 6.16-24° de ise m= 0.1 ve m= -0.1 i¢in degisik k

degerlerinde karsilastirmali grafikler verilmistir.

Sekil 6.1-16° dan anlagilacagi gibi m’ in artan (m>0) degerlerinde simir tabakasi
kalinlig1 azalmakta, azalan degerlerinde ise sinir tabakasi kalinlagmaktadir. Sekil 6.17-24' e
bakildiginda ise artan k degerlerinde sinir tabakasinin kalinlagtig1 sdylenebilir. Sonug olarak m’

in azalan ve k;” in artan degerleri sinir tabakasini kalinlastirdigini sdyleyebiliriz.
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Sekil 6.1 Degisik m>0 degerleri i¢in f fonksiyonu ( k;=1)

18

20
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0.5~

m=0
m=0.1

m=0.3 m= 0.5

-1.5-

25 L L L L L L

Sekil 6.2 Degisik m>0 degerleri i¢in g fonksiyonu ( k;=1)
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Sekil 6.3 Degisik m>0 degerleri i¢in f' fonksiyonu ( k;=1)
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Sekil 6.4 Degisik m>0 degerleri igin f" fonksiyonu ( k;=1)
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1.2

10 15

Sekil 6.5 Degisik m>0 degerleri i¢in f fonksiyonu ( k;=1)

20
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Sekil 6.6 Degisik m>0 degerleri i¢in g fonksiyonu ( k;=1)

20
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Sekil 6.7 Degisik m>0 degerleri i¢in f fonksiyonu ( k;=1)

20
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10 15

Sekil 6.8 Degisik m>0 degerleri i¢in f" fonksiyonu ( k;=1)

20
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1
0.8
0.6
0.4- m=-0.5
m=-0.3
0.2- m= -0.1
m=0
B ——— ‘
0 ‘ ‘ \
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Y

Sekil 6.9 Degisik m<0 degerleri igin f fonksiyonu ( k;=1)




48

Sekil 6.10 Degisik m<0 degerleri i¢in g fonksiyonu ( k;=1)

16

18
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12 14

Sekil 6.11 Degisik m<0 degerleri i¢in f' fonksiyonu ( k;=1)

16
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0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

50

m=0

m= -0.1

m=-0.3
m= -0.5

Sekil 6.12 Degisik m<0 degerleri i¢in f" fonksiyonu ( k;=1)

10
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Sekil 6.13 Degisik m<0 degerleri i¢in f fonksiyonu ( k;=1)

20
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"0 5 10 15

Sekil 6.14 Degisik m<0 degerleri i¢in g fonksiyonu ( k;=1)

20
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Sekil 6.15 Degisik m<0 degerleri i¢in f' fonksiyonu ( k;=1)

20
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10 156

Sekil 6.16 Degisik m<0 degerleri i¢in f" fonksiyonu ( k;=1)
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Sekil 6.17 Degisik k degerleri i¢in f fonksiyonu ( m=0.1)

20
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k= 0.1
k=1

k=10

Sekil 6.18 Degisik k degerleri i¢in g fonksiyonu ( m= 0.1)

20
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0.4

o
N
T

k=10

15

Sekil 6.19 Degisik k degerleri i¢in f fonksiyonu ( m= 0.1)

20
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Sekil 6.20 Degisik k degerleri i¢in f" fonksiyonu ( m=0.1)

20
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Sekil 6.21 Degisik k degerleri igin f fonksiyonu ( m=-0.1)

20
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k= 0.1
=1

-2 k=10

I
|
:

Sekil 6.22 Degisik k degerleri i¢in g fonksiyonu ( m= -0.1)

20
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Sekil 6.23 Degisik k degerleri i¢in f' fonksiyonu ( m=-0.1)

20
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10 15

Sekil 6.24 Degisik k degerleri igin f" fonksiyonu ( m=-0.1)

20
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada oOnce genellestirilmis ikinci derece bir akiskan igin kartezyen
koordinatlarda boyutsuz hareket denklemleri biinye denklemi iizerinden gidilerek ¢ikarilmustir.
Bu modelin en 6nemli 6zelligi farkli m degerleri i¢in kabaran (shear thickening) ve incelen
(shear thinning) akigkan &zelliginden baska, elastik etkileri igeren 2. derece Ozellikleri de
igermesidir.Bu modele ait hareket denklemine sinir tabakasi teorisi uygulanmis, modelin
Olcekleme doniisiimii kabul ettigi ve bu Olgekleme doniisiimiiniin klasik sinir tabakasindan
ziyade 6zel bir durum olan durgun akigkan i¢inde gerdirilmis plaka problemine daha uygun
oldugu bulunan kisitlamalardan gosterilmistir. Olgekleme metodu ile kismi diferansiyel
formdan adi diferansiyel forma indirgedigimiz diferansiyel denklem takimimiza g¢esitli niimerik
metotlar denenmistir. Baglangi¢ noktasindaki tekillikten dolay1 klasik sonlu farklar algoritmasi
yerine daha gelismis, tekil noktalarda adim sayisin degistirebilen 6zel bir tekil simir deger
problemi ¢oziiciisii (SBVP) denenmistir. Power-law akiskani temsil eden farkli m degerleri ve
ikinci derece etkileri temsil eden farkli k; degerleri i¢in sonuglar bulunmustur. Ayni k; degeri
i¢in incelen bir akigkanda (m<0) azalan m degeri i¢in sinir tabakasinin kalinlastigi, kabaran bir
akigkanda ise (m>0) inceldigi gozlemlenmistir. Degisik durumlardaki m degerlerinden farkli
olarak ikinci derece etkilerin m sabit tutularak arttirilmasi smir tabakasinin kalinlastirdig
bulunan diger bir sonugtur. Niimerik ¢oziimlerden elde edilen diger bir sonug ise sinir tabakasi
denklemlerinin ¢6ziim hassasiyetinin ikinci derece etkilerden (k;) daha ¢ok farkli m degerlerine
bagli olmasidir. Farkli m degerleri i¢in bulunan hassas sonuglar m= -0.5 ile 0.5 arasinda
degisirken, m=0, m= 0.1, m= -0.1 degerleri i¢in ¢ok farkli (k;=10) ikinci derece etkiler
denenmistir. Zaten bu m= -0.5 - 0.5 arasinda ¢ok farkli power-law akiskanlarin olmasi bulunan

sonuglarin yeterli olmasini gostermektedir.

Goriildiigii gibi deneyselcilerin ¢ok kullandigi power-law tipi akigkan ile daha ¢ok
teoricilerin {izerinde ¢ok c¢alistigi, cesitli geometriler i¢in analitik ¢oziimlerin yapildigi,
termodinamik uyumu incelenmis ikinci derece akigkan birlestirilmigtir. Tabiiki burada yapilan
calismalar ilerletilebilir. Ornegin dnerilen ikinci model olan power-law ikinci derece akiskani
icin aynmi ¢Oziimler yapilabilir. 3. derece akiskanlarda benzer sekilde genellestirilebilir.
Calismada 1s1 alisverisi ihmal edilmistir. fleriki bir ¢alisma olarak 1s1 aligverisi de hesaba
katilabilir. Elde ettigimiz Ol¢ekleme doniisimiinden bagka farkli ¢6ziim gruplar1 da

aragtirtlabilir. Sinir tabakasi denklemlerinin direk olarak niimerik integrasyonu yapilabilir.
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Ayrica bu konuda yapilacak deneysel caligmalar da faydali olacaktir. Elde ettigimiz hareket
denklemleri kullanilarak degisik tipte akislar incelenebilir.
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9. EK: SONLU FARKLAR METODUNU KULLANAN PROGRAM

function out=secondgrade (flag,x,vy,va,yb,k,m)
k=7
% [tau,y] = sbvp('', "', "', "', k,m);

o\°

switch flag

case 'f' % diferansiyel denklemin sag tarafa
A=k* (1-m) *y (2) ;
B=(y(l)A2)+( m) *y (2) *y (3) - (1-m"2) * ((abs (y (3))) "m) *y (4) -
2Ry (1) Y (4) = (7 (3) "2)) 5
lf y(2)==0 || y(3)=
out= [y (3)
-y (1)/(1-m)
y (4)
01;
else
out= [y (3)
-y (1) /(1l-m)
y (4)
B/A]
end
case 'df/dy' % Jakobiyenler
if y(2)==0 || y(3)==
C=0;
D=0;
E=0;
G=0;
else
C=((2*y (1)) / (k* (1-m) *y (2))) - ((2*y(4))/ ((1-m) *y(2)));
D=(-y(1)"2)/ (k*(1-
m) *y (2)"2)+ (1+m) ((abs ( )) ) y(4)/ (k*(y(2)72))+(2*y (1) *y(4))
/((l—m)*(Y(Z)AZ)) (y(3)"2)/( m)*(y(2)72));
=(1/k) - ((l+m)*m*((abs( (3 ))) (m 1)) *y(4)) / (k*y (2)+(2*y(3)) / ((1-
m)* (2)));
=(-1*(14m) * ((abs (y(3)))"m)) / (k*y (2) ) - (2*y (1)) /y (2)
end
out=[0,0,1,0
-1,0,0,0
0,0,0,1
C,D,E,G];
case 'R' % sinir kosulumuz
out=[ya(l)-1;va(2);yb(1l);yb(3)]1;
case 'dR/dya' % ya sinir kosulunun Jjakobiyeni
out=[1,0,0,0
0,1,0,0
0,0,0,0
0,0,0,01;
case 'dR/dyb' % yb sinir kosulunun Jjakoniyeni
out=[0,0,0,0
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0,0,
1,0,
0,0
case 'tau'
out=linspace (0,20,50);
case 'bvpopt' % ¢ozlim secgenekleri
out = sbvpset('RelTol','','AbsTol',"'");
otherwise
error ('unknown flag');
end

4

4

= O O
o O O

1

14 14



