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BOLUM 1
GENEL TANIMLAR

1.1 TOPOLOJIK UZAYLARDA TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 1.1.1 X bostan farkl bir kiime ve 3, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir alt

kiimesi olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan 3 ailesine X iizerinde bir topoloji ( veya

topolojik yapt) denir.

i)X,0e 3,

i)G.G,.....G,e 3G e3, neN,

i=1

iii) Abir indis kiimesi olmak iizere A€ A,G,€ S= U G,.
AeA
3, X iizerinde bir topoloji ise(X,3) ikilisine topolojik uzay denir. 3 nin elemanlarina

da bu topolojik uzayin “acik kiimeleri” ad1 verilir.

Tamm 1.1.2 (X, 3) bir topolojik uzay, U ¢ X ve xe X olsun. Eger bir Ge $ kiimesi

icin xe G c U saglamyorsa bu U — X kiimesine x€ X noktasinin bir komsulugu denir.

Bir xe X noktasin tiim komsuluklarindan olusan aile Ug (x) ile gosterilir.

(X,3) bir topolojik uzay ve A X olsun.

A={xe X :Wel; (x) icin xe U CA}, Z={xe X :VUelU, (x) igin UmA;t@}
kiimelerine sirasiyla A nin i¢i ve kapanist denir.

A" acik, A kapali1 bir kiimedir.



Tamm 1.1.3 (X,3) bir topolojik uzay olsun. Eger Vx,ye X ve x#y i¢in G,H c X
acik alt kiimeleri, xe G, ye H ve GNH = saglanacak sekilde bulunabiliyorsa (X,3)

topolojik uzayina bir Hausdorff Uzayt veya T, -Uzay: denir.

Tamm 1.14 (X,3) ve (Y,S*) iki topolojik uzay, f:X —Y bir fonksiyon ve x,e X
olsun. Eger f(x,) noktasinin her agik V komsulugu i¢in f(U)cV olacak sekilde x,

noktasinin en az bir U agik komsulugu mevcut ise f fonksiyonuna x, noktasinda

stireklidir denir.

Eger f fonksiyonu her xe X noktasinda siirekli ise bu f fonksiyonuna X kiimesi

iizerinde siireklidir veya kisaca siireklidir denir.

Tamm 1.1.5 (X,3) ve (Y ,S) iki topolojik uzay, f:X —Y bir bire-bir ve Orten

fonksiyon olsun. Eger hem f hem de f~' siirekli ise f ye bu topolojik uzaylar arasinda

homeomorfizma (veya topolojik esyapt doniisiimii) ad1 verilir.

Eger iki topolojik uzay arasinda en az bir homeomorfizma varsa bu iki uzaya

homeomorfik veya topolojik esyapili uzaylar denir.

Tamm 1.1.6 (X ,3) topolojik uzay ve. Ac X olsun. 7, indis kiimesi olmak {iizere,

(U,),.,- A nm bir ortiimii, yani Ac|JU, olsun. Eger her A€l i¢in U, agik, yani

Ael

U,eSise (U,) ., ailesine A kiimesinin bir agtk ortiimii denir.

Tamm 1.1.7 X bir kime Ac X ve U:(UA)AE,’ A min bir Ortiimii olsun. Eger bir

I'cl igin U'=(U,), . ailesi A mmn yine bir 6rtiimii oluyorsa U' ne U nun bir alt

ortiimii denir.



Tamm 1.1.8 (X,3) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger A kiimesinin (X,3)

topolojik uzayindaki her acik ortiimiiniin sonlu bir alt 6rtiimii bulunabiliyorsa A kiimesine

kompaktair denir.

Tamm 1.1.9 (X,3) bir topolojik uzay olsun. Eger X bos olmayan ayrik ve agik iki

kiimenin birlesimi olarak yazilamiyor ise bu (X,3) topolojik uzayina baglantilidir denir.

Teorem 1.1.1 (X,3) baglantulidir < (X,3) da & ve X den bagka hem agik ve hem de

kapali kiime yoktur (Biilbiil, 2004).

Tanmm 1.1.10 Bir A kiimesi dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesine denk ise A ya
sayilabilir bir kiime denir. Bagka bir deyisle, f:A—N bire bir fonksiyonu

tanimlanabiliyorsa, A kiimesine sayuabilirdir denir.

Tanim 1.1.11 Bir topolojik uzayin her noktasinda sayilabilir bir komsuluk tabam varsa, bu

topolojik uzaya birinci sayuabilir uzay veya kisaca A, —uzay: denir.

Tamm 1.1.12 (X,3) bir topolojik uzay ve B 3 olsun. Eger, her Ge S i¢in 3B <

oyle ki G= U B seklinde yazilabiliyorsa bu B ailesine 3 topolojisi igin bir faban adi

BeB

verilir.

Teorem 1.1.2 X bir kiime ve BcP(X) olsun. B nin X iizerindeki bir topolojinin

tabani olabilmesi icin gerek ve yeter kosul,

i)X:UB ve

BeB
ii) Her B,,B,€ B ve her xe BN B, i¢in 3B € B dyle ki xe B, € BN B, saglanmasidir
(Biilbiil, 2004).



1.2 CARPIM UZAYLARI

Tamm 1.2.1 (X,.3,), (X,.S,) iki topolojik uzay ise B={0,%0,|0,€ 3,,0,€ 3,} ailesi
X, x X, kartezyen carpim kiimesi iizerinde bir topolojinin tabanidir. Bir tabani ailesi
olan topolojiye 3, ve 3, nin carpim topolojisi denir ve 3, x3, ile gosterilir.
(X,xX,,3,%x3,) topolojik uzayma da (X,,3,), (X,.3,) topolojik uzaylarmin carpim

topolojik uzay: denir.

Gergekten, B ailesi, X, x X, kiimesi lizerinde bir topolojinin tabanidir. B ailesi Teorem
1.1.12 nin i) ve ii) sartlarin1 saglar. X, xX, e 3, X3, olup a sikki saglanir. U, XV, € B ve
U,xV,e B ise, (UxV,)n(U,xV,)=(UnNU,)x(V,NnV,) oldugundan b sikki da

saglanir.

Tamm 1.2.2 (X,3) bir topolojik uzay ve N < X bir alt kiime olsun. Eger N =X ise N

alt kiimesine (X,3) topolojik uzayinda yogundur denir.

Tanmm 1.2.3 Bir topolojik uzayin sayilabilir bir topoloji tabani varsa, bu topolojik uzaya

ikinci sayuabilir uzay veya kisaca A, —uzay: denir.

Tamm 1.24 (X,3) bir topolojik uzay ve I 2[0,1] kapali araligi olmak iizere her
f:I— X siirekli fonksiyonuna bu topolojik uzayda bir yol veya egri denir. Eger

f (0) =xve f (1) =y ise f yolu x ve y noktalarim birlestiriyor denir.

Tamm 1.2.5 (X,3) bir topolojik uzay olsun. Eger X in her iki noktasi bu uzayda bir yol
ile birlestirilebiliyorsa, diger bir ifade ile, her x,ye X i¢in 3f:1 — X siirekli, f (O) =X

ve f(1)=y yazlabiliyorsa, bu (X,3) topolojik uzayina yol baglantilidir denir.

Bir alt kiimenin yol baglantili olmasi, o kiime iizerindeki alt uzayin yol baglantili olmasi ile

tanimlanir.



Teorem 1.2.1 Yol baglantili her topolojik uzay baglantihidir (Biilbiil, 2004).

1.3 BOLUM UZAYLARI

Tamm 1.3.1 (X,3) bir topolojik uzay, ¥ #& bir kiime ve f:X —Y bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonunu siirekli yapan Y iizerindeki en ince topoloji olan
3, ={Hev|f'(H)eS}

topolojisine, f nin Y iizerinde iirettigi tiimel topoloji veya bitis topolojisi denir.

"

(X,3) bir topolojik uzay ve "~" X iizerinde bir denklik bagintisi olsun. Bir xe X
noktasinin denklik sinifi [x] :z{ ye X |x~ y} olmak tizere X/ ~:={[X] |xe X } siniflar

kiimesine X in "~" bagintisina gore boliim kiimesi denir.

(X,3) topolojik uzay ve "~" denklik bagintist verildiginde f:X — X/~, f(x):=[x]
fonksiyonu ile X / ~ boliim kiimesi iizerinde iiretilen tiimel topolojiye boliim topolojisi ve
bu topoloji ile X/~ bolim kiimesine yani (X /~, 3]) topolojik uzayma da (X,3)
topolojik uzayinin bir béliim uzayi denir. Bu f fonksiyonuna da boliim fonksiyonu adi

verilir.

1.4 TOPOLOJIK UZAYLARDA AYIRMA AKSIYOMLARI

Tamm 1.4.1 (X,3) bir topolojik uzay olsun.
i) Eger her x,ye X,x#y igin Gve Hc X gibi iki agik kiime, (xe G,ye G) ve
(xe¢ H,ye H) olacak sekilde bulunabiliyorsa, bu (X,3) topolojik uzayina bir 7, —uzay:

denir.

ii) Eger her kapali Ac X ve x¢ A icin G ve H acik altkiimeleri, xe G, Ac H ve
G N H = saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, bu (X,3) topolojik uzayna bir T, —uzayt

denir.



iii) Hem 7, —uzay: hemde T, — uzay: olan bir topolojik uzaya regiiler uzay denir.

Teorem 1.4.1 (X,3) topolojik uzaymin bir 7, —uzay: olmasi igin gerek ve yeter kosul,

her xe X noktasinda kapali komsuluklardan olusan bir komsuluk tabaninin bulunmasidir

(Biilbiil, 2004).

Tamm 1.4.2 (X,3) bir topolojik uzay olsun. Eger her kapali A, Bc X ve ANB=0

icin G ve H acik altkimeleri, Ac H, BcG ve GNnH = saglanacak sekilde

bulunabiliyorsa, bu (X,3) topolojik uzayina bir 7, —uzay: denir.

Teorem 1.4.2 (Urysohn Lemmast) (X,3) topolojik uzay1 bir T, —uzayidir < (X,3) da
kapali ve ayrik herhangi iki A ve B kiimeleri i¢in f(A) ={0} ve f(B)c{l1} kosullarini

saglayan bir f: X — [0,1] c R siirekli fonksiyonu vardir (Biilbiil, 2004).

1.5 R” DE TUREVLENEBILME

Tamm 1.5.1 x=(x,x,,....x,)€e R" ve f:R" > R", f(x)=(f(x).....f,(x)) seklinde
bir fonksiyon olsun. Eger f nin her bir degiskene gore r. dereceden tiim kismi tiirevleri

mevcut ve siirekli ise f fonksiyonuna C” sinifindandir denir.

Tanmm 1.5.2 f:R" — R" fonksiyonu C' simifindan olsun. 1<i<n ve 1< j<m olmak

lizere {i(x)} matrisine f nin x noktasindaki jakobiyen matrisi denir ve Df (x)

X

seklinde gosterilir.

Tamm 1.5.3 U ve V, R" nin acik alt alt kiimeleri ve f:U —V fonksiyon olsun. Eger
f fonksiyonu bir homeomorfizma ve f, f' fonksiyonlar1 C’-smifindan ise f

fonksiyonuna C’ -difeomorfizma denir. C” - difeomorfizma yerine kisaca difeomorfizma

denir.



BOLUM 2
PARAKOMPAKTLIK VE METRIKLENEBILME

Bu boliimde manifoldlarin topolojisini daha yakindan tanimaya yardimci olacak olan
parakompakt topolojik uzaylar calisilacaktir. Bu amacla Biilbiil (2004) den bir derleme
yapilacaktir.

2.1 PARAKOMPAKT UZAYLAR

Tamim 2.1.1 X bir kilme, U ve V , X ’in iki ortiimii olsunlar. Eger her U e U icin U cV
olacak sekilde bir VeV varsa, bu U ortiimiine V nin bir inceltilmisi denir ve U<V

seklinde yazilir.

Tamm 2.1.2 (X,3) bir topolojik uzay ve UcP(X) olsun. Eger her xe X noktasinin U

nun en ¢ok sonlu sayida elemanini kesen bir komsulugu varsa, bu U ailesine yerel sonlu aile
denir. Eger her xe€ X noktasi U nun en ¢ok sonlu sayida elemaninin igine diigiiyorsa, o
takdirde bu U ailesine nokta sonlu aile adi verilir. Acikc¢a goriildiigii gibi her yerel sonlu aile

ayni zamanda nokta sonludur.

Teorem 2.1.1 (X,3) bir topolojik uzay ve {Aﬂ|/1€ A} , X 1n alt kiimelerinin yerel sonlu bir

ailesi ise, {Ai‘le A} ailesi de yerel sonludur.

Ispat xe X herhangi iki nokta olsun. Ue U;(x) agik komsulugu A#A4,4,,...,4, igin

U N A, =@ kosulunu saglasin. Buradan, her 1# A, 4,,... 4, icin UNA, =@ elde edilir.



Teorem 2.1.2 (X,3) bir topolojik uzay olsun. Eger {Ai|/1€ A} yerel sonlu bir aile ise,

UZ@ = UZ; saglanir. Bunun sonucu olarak, kapali kiimelerin yerel sonlu bir ailesinin

Aen Aen

birlesimi de kapalidir.

Ispat Her A€ A igin A_ﬂ c U A, oldugundan UA_ﬂ c U A, dir. Diger yandan xe U A,

AeA AeA AeA AeA

olsun. Her Ue U (x) i¢in U G(U Alj # @ olmaldir. Fakat {Ai|/1e A} yerel sonlu
Ae A
oldugundan, 3U" e U;(x) ve ne N oyleki A# A4, 4,,...4, icin U NA, =0 yazilabilir.

Buradan U *m( U AJz@,dolaymyla X¢& U A, dir. Fakat
VEY N A£h Ay Ay

X¢ UAA:(OA&JU( U AAJ oldugundan xe LHJA&_ =0E dir. Buradan en az bir
i=1

Ay Ay By i=1 i=1

ke{l,2,....,n} i¢cin xe A_lk ve dolayisiyla xe UA_/1 elde edilir.

AeA

Tamm 2.1.3 Bir (X,3) Hausdorff uzaymin her agik ortiimiiniin agik ve yerel sonlu bir

inceltilmisi varsa bu (X,3) topolojik uzayia parakompakttr denir.

Tamm 2.1.4 (X,3) bir topolojik uzay ve UcP(X) olsun. Eger her bir U, yerel sonlu

olmak tizere U= U U, seklinde yazilabiliyorsa, bu U ailesine o — yerel sonlu aile denir.

n=1

Teorem 2.1.3 Bir (X,3) regiiler uzayi i¢in agagidaki ifadeler denktirler:

i) (X,3) parakompakttir,

ii) X in her acik Ortiimiiniin bir ¢ — yerel sonlu agik inceltilmisi vardir,

iii) X in her acik ortiimiiniin (acik olmasi gerekmeyen) yerel sonlu bir inceltilmisi vardir,



iv) X in her acik ortiimiiniin yerel sonlu bir kapali inceltilmisi vardir.

Ispat i) = ii) tammdan aciktir.

ii) =iii) U, X in bir agik ortiimii ve V = UVH bunun o — yerel sonlu ve agik bir inceltilmisi

n=l

olsun. Buradaki her bir V  yerel sonlu bir acik kiime ailesidir. Her ne N igin

V = {Vna

ae A} ve W, =]V, ile gosterilirse, {W,,W,,....}, X in bir rtiimiidiir. Eger

aeA

A =W, —UWZ. olarak tanimlanirsa, U" :={A,Z NV, |0{ e An=1, 2,....} ailesinin U nun

aranan yerel sonlu inceltilmisi oldugu goriiliir. Gergekten, U™ 6nce V nin ve o nedenle de U

nun bir inceltilmisidir. Diger yandan, her xe X i¢in xe A, W, olacak sekilde bir ne N; ve
V , W nin bir ortiimii oldugundan da xeV, , olacak sekilde bir V ,€ V vardir. Su halde

xe A NV, dir. Dolayisiyla U*, X in bir ortiimiidiir.

k
Simdi de U" 1n yerel sonlu oldugunu gosterelim: Her xe X icin xe UWn olacak sekilde bir

n=l1

k
ke N dogal sayis1 vardir. UW,Z actk ve V nin yerel sonlu oldugundan, x in 6yle bir U,

n=1

k
komsulugu vardir ki V, nin en ¢ok sonlu sayida elemanini keser ve xe U, UWn kosulunu

n=l

k
saglar. Su halde U = ﬂU ,» da x in bir komsulugudur ve j>k i¢in UNA; =Q oldugundan

m=1

U, U’ m en ¢ok sonlu sayida elemanini keser.

iii) =iv) U,X in bir agik ortiimii olsun. Her xe X igin bir U e U,xe U olacak sekilde
secilsin. (X,3) regiiler oldugundan, xeV, CXZ c U, olacak sekilde bir V_ acik kiimesi

vardir. V = {Vx|xe X }, X in bir ac¢ik Ortiimudiir. A ::{A,|ve I }, V' nin yerel sonlu bir



inceltilmisi olsun. A" := {X‘ve 1 } da X ’in yerel sonlu bir ortiimiidiir ve her ve I igin, eger

A CV,_ ise, X C \7x c U, olacak sekilde bir U, e U mevcut oldugundan A", U nun kapali

bir inceltilmisidir.

iv) =1i) U, X ’in bir agik ortiimii ve V' bunun yerel sonlu kapali bir inceltilmisi olsun. Her

xe X i¢in W, x in en ¢ok sonlu sayida VeV yi kesen acik komsulugu olmak iizere

W={w,

xe X } acik oOrtimiinii g6z Ontine alalim. A ,W nin yerel sonlu kapali bir
inceltilmisi olsun. Her V e V i¢in V=X —U{AGA |AﬁV = @} olarak tanimlansin. Teorem

2.1.2 e gore her bir V aciktir. V' bir ortiim oldugundan, her x€ X i¢in xe V olacak sekilde

bir VeV vardir. Bu V ile elde edilen V da x 1igerir. Bu, V' 1n tanimindan kolayca goriiliir.

O halde : V = {f}

VeV } X ’in bir agik ortiimiidiir.

Simdi de V in yerel sonlu oldugunu gosterelim: Her xe X i¢in, x in en ¢ok sonlu sayida

ALA,,....,A € A kimelerini kesen bir N_ komsulugu vardir. Fakat A bir ortiim

ve buradan da A, NV = elde edilir. Diger yandan A , W nin bir inceltilmisi oldugundan,

her A, bir W, in i¢inde bulunur ve her bir W, en ¢ok sonlu sayida V € V yi kestiginden, her
A, daen cok sonlu sayida VeV yikeser. O halde N_ AV £Q en cok sonlu sayida Vel

icin dogrudur. Bu nedenle v yerel sonludur.

Son olarak, her Ve V i¢in V c U olacak sekilde bir U € U secelim. Bu sekilde olusturulan

U= {U ﬁV|V € V} ailesi U nun yerel sonlu ve acik inceltilmisi olur. Bu U 1n sadece ortiim
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oldugunu gostermek yeter. Bu ise, V nin ortim ve V.cUNV,(Ve V) olmasmn bir

sonucudur. Boylece ispat tamamlanir.

Tamm 2.1.5 (X,3) bir topolojik uzay olsun. Bu topolojik uzaymn her agik ortiimiiniin

sayilabilir bir alt ortiimii varsa, bu topolojik uzaya bir Lindelof uzay: denir.

Teorem 2.1.4 Her regiiler Lindel6f uzay1 parakompakttir.

Ispat (X,3) bir regiiler Lindelf uzayr ve U, X in bir agik ortiimii ise, bunun U gibi

sayilabilir bir alt ortiimii vardir. Bu U , Unun yerel sonlu bir inceltilmisidir.
Teorem 2.1.5 Her kompakt Hausdorff uzay1 parakompakttir.

Ispat X bir kompakt Hausdorff uzay olsun. X kompakt oldugundan X uzaymn her A agik
ortiisiinden sonlu bir @ alt ortiisii ¢ikarilir. @ alt Ortiistintin, A Ortiistiniin bir incelmisi oldugu
kolayca goriiliir. Ayrica, X uzaymin her x elemaninin, B incelmisinin sonlu sayida elemani
ile kesisimi bostan farkli olan bir komsulugu vardir. Ciinkii, 3 sonludur. Boylece, X uzayinin

her acik Ortiisiiniin bir yerel sonlu agik incelmisi vardir.

Her kompakt Hausdorff uzayinin parakompakt oldugunu gordiik ancak her parakompakt uzay

kompakt degildir.

Ornek 2.1.1 R reel sayilar kiimesi, iizerinde tanimlanmis dogal topolojiye gore

parakompakttir; ama kompakt degildir.

Coziim R uzaymnin bir A acik Ortiisiinii alalim. Bu ortiiden, [n,n+1] araligin1 orten sonlu
sayida elemani alip (bunu yapabiliriz ¢iinkii [n,n+1] araliginin kompakt oldugunu biliyoruz),
bunlart (n—1,n+2) acik araligi ile kesistirelim. Bu kesisimden elde ettigimiz koleksiyonlart

B, ile gosterelim. B, kolleksiyonlarinin birlesiminden elde edilen B koleksiyonu , A acik

11



ortiistiniin bir yerel sonlu acik incelmisidir. Bu da , R uzaymin parakompakt oldugunu

gosterir.

Ancak, R uzaymin agik araliklarindan olusan A = {(n,n + 2)‘n € Z} acik ortiisii alindiginda,

bu ortiiden R uzayim ortecek sonlu bir alt ortii se¢ilemez. Bunun sonucu olarak da, R uzay1

kompakt degildir.
Teorem 2.1.6 Her metrik uzay parakompakttir.

Ispat Her metrik uzay regiiler oldugundan bir 6nceki teoreme gore, bir metrik uzayin her agik

Ortiimiiniin o —yerel sonlu bir acik inceltilmisinin bulundugunu gostermek yeter.
(X.d) bir metrik uzay ve U={U Jael } bunun bir agik értiimii olsun. / indis kiimesini iyi

stralannus kabul edelim.

Bir ael ve neN dogal sayis1 icin A, ::{xe Ua|d(x,X—Ua)22in} olarak

tanimlanirsa, X —U , kapali oldugundan U, = UAM oldugu goriiliir. Simdi de,

n=1

B,, = {xe A, .

1
XE A, 4 B< a} veV, , = {x e X |d (x, BW) < } olarak tanimlansinlar.

2n+3

V., aciktir ve V., c U, saglanir. Gergekten her xeV, , icin d(x,y)< olacak sekilde

n,o 2n+l

. 1
bir y€ B, , vardir. Buradan ye€ A, , ve dolayisiyla ye U, ve d(y,X -U,)2 o saglanir.

ve bu nedenle

Buradan da, d(x,X—Ua)Zd(y,X—Ua)—d(x’Y)>zln ol

x¢ X-U, ,yani xe U, elde edilir.
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Bir xe X verildiginde ae€ I ,xe U, kosulunu saglayan en kiiciik indis olsun. U, = UAW

n=1

oldugundan en az bir ne N dogal sayis1 i¢cin xe€ A, saglanir. & 'nin tanimina gore buradan

x€ B,, ve bu nedenle de xeV, , dir. V = {VW } olarak tanmimlanirsa, V, = UVn ,

n=1

X ’in bir agik ortiimiidiir. Her V, , c U, oldugundan da V , U’nun bir inceltilmisidir.

Son olarak her bir V nin yerel sonlu oldugunu gosterecegiz. Bunun igin 6nce o # f icin

d(B,,.B,;)>

oldugunu gosterelim. B <a kabul edelim. xe B,, ve ye A, , keyfi

2n+1

alahm. B, , min tammina gore x¢ A, , ve bu nedenle d(x,X -U ﬁ)< dir. Fakat

2n+l

y€ A, , oldugundan d(y,X -U, )= Zi yazilabilir,

Buradan, d(x,y)2= d(y,X —Uﬁ)—d(x,X —Uﬁ)z zln - 2nl+l = anﬂ elde edilir. Fakat
B, ; € A, 5 oldugundan d( o B )2 % saglanir. Simdi de bundan yararlanarak

1 e .
d(Vna,V ) T oldugunu gosterebiliriz: V, , nin tanimindan x€V, , ve yeV, ; icin

d(x Bna) < 2n1+3 ve d(y,Bn,ﬁ)<% oldugundan,

d(Bna,Bnﬁ)Sd(Bn,a,x)+d(x,y)+d(y,Bn,ﬂ) =

1 1 1 1

d(x’y)Zd(Bna’B ) d(Bn,a’x)_d(y’Bn»ﬁ) 2 2n+1 _2n+3 - 2n+3 = 2n+2 ’

boylece

d(V, ..V, ;)2

na?’

2n+2

acik kiiresel komsulugunun V, nin en ¢ok bir elemanini kestigi sonucu ¢ikartilir. Ciinkii, eger
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yE K(x,zn—lﬁj NV, ., ve ze K(x,zn—lﬁj mVnﬁ olsaydi,

1 1 1

< E + T = e olur du ki bu d(V % )2

e Vg olmas ile

d(y,z)éd(y,x)+d(x,z)

2n+2

celisirdi. Su halde her bir V yerel sonlu ve dolayisiyla V , o —yerel sonludur.
Teorem 2.1.7 Her parakompakt uzay normaldir.

Ispat (X,3) parakompakt olsun. (X,3) nun 6nce regiiler oldugunu gosterelim: A < X
kapali ve x¢ A ise, (X,3) Hausdorff oldugundan her ye A i¢in x¢ ‘7) olacak sekilde bir

V., acik kiimesi vardir. Buradan, V = {Vy ‘ ye A} U{X — A} ailesi X ’in bir agik drtiimiidiir.

(X,3) parakompakt oldugundan V nin W gibi agik ve yerel sonlu bir inceltilmisi vardir.

V= U{W e W |W NA# @} olarak tanimlayalim. Bu V' aciktir ve W bir 6rtiim oldugundan

A c 'V saglanir. Ayrica W yerel sonlu oldugundan,

V= U{V_V‘We W,WNA=+ @} saglanir. Diger yandan W, V nin bir inceltilmisi
oldugundan, V ’nin taniminda kullanilan her W' kiimesi de en az bir V| nin iginde kalir.

Buradan W c V ve bu nedenle

Xé V_V, ve dolayisiyla x ¢ V elde edilir. Boylece, xe X —\7, AcV ve V m(X —\7) =

oldugu goriiliir. Su halde (X,3) regiilerdir.

Simdi de A ve B, X ’de kapali ve ayrik iki kiime olsun. Regiilerlikten dolay1, her x€ B i¢in

\7x N A = olacak sekilde bir V_ agik kiimesi vardir.Yukaridaki yontem aynen uygulanirsa,

14



V = {Vx|xe B}u{X -B} X’in bir agik 6rtimiidiir. W bunun agik ve yerel sonlu bir

inceltilmisi olsun.

ﬁzzu{v}ew

WNB # @} olarak tanimlanirsa, bu V aciktir ve B C 1% saglanir. Ayrica W

*

yerel sonlu oldugundan V= U W‘W € W,Wﬁ B# O dir.

Diger yandan W, V 1 bir inceltilmisi oldugundan, WAB#Q kosulunu saglayan her

We W kiimesi icin de, W c V. olacak sekilde bir V_e€ V vardir. Buradan W e \7x ve bu

nedenle W N A = &, dolayisiyla VAA=Q elde edilir. Buradan, Ac X —V, BcV , Ve

VA [X —VJ = saglandigi goriiliir. Su halde (X,3) normaldir.

Boylece parakompakt uzaylarin kompakt Hausdorff uzaylar1 ile normal uzaylar arasinda yer

aldigi, diger ifade ile
Kompakt Hausdorff Uzay = Parakompakt Uzay = Normal Uzay saglandigi elde edilir.

Teorem 2.1.8 Her regiiler A, — uzay: parakompakttir.

Ispat Her A, — uzayr Lindelof uzayr oldugundan (Biilbiil, 2004), Teorem 2.1.5 den dolay1

uzay parakompakttir.

Bir sonraki boliimde calisilacak olan manifoldlar Hausdorff ve A, — uzayr olan topolojik

uzaylar olacaktir. O halde T, —uzay! olan manifoldlar parakompakt topolojik uzaylardir.
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BOLUM 3

MANIFOLDLAR

Bu boliimde topolojik ve diizgiin manifold tanmimlar1 verilecek daha c¢ok diizgiin

manifoldlar ile ilgili baz1 sonuglar Sabuncuoglu (2004) den yararlanarak caligilacaktir.

3.1 MANIFOLDLAR

Tanmm 3.1.1 M her hangi bir topolojik uzay ve V< M agik olsun. :Vc M — R"
fonksiyonu bir homeomorfizma ise ¥ ye M iizerinde m-boyutlu koordinat sistemi (m-

dimensional chart) denir. Burada ki m sayis1 M ye bagli sabit bir sayidir.

M iizerindeki m-boyutlu koordinat sistemlerinin bir kiimesi *f olsun.

i) Eger »f da ki koordinat sistemi fonksiyonlarinin tanim kiimelerinin birlesimi M ye esit

oluyor ve
ii) y:U >R" ve ¢:V>R", M iizerinde, U NV #< olan A mn iki eleman igin
koordinat degisimi (change of coordinats) olarak isimlendirilen; @oy ™ :R™ —R”

fonksiyonu bir C~ difeomorfizma oluyor ise . ya M iizerinde C” atlas denir. Sekil 3.1

e bakiniz.

M

Rm

Sekil 3.1 Koordinat degisim fonksiyonu.
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Eger yukardaki tamimda sadece i) sartin1 alirsak yani Vxe M ig¢in bu noktanin R" ye
homeomorfik olan bir acik komsulugu bulunabiliyorsa bu manifolda topolojik manifold

denir.

Bir kiime iizerinde birden fazla atlas tamimlanabilir. =, M Hausdorff topolojik uzayi
tizerinde bir atlas olsun. #f nin elemanlariyla diizgiin 6rtiisen her koordinat sistemi, yine
nin elemani oluyorsa,  ya M iizerinde bir tam atlas denir. 4, M topolojik uzayi
iizerinde bir atlas ise . atlasin1 kapsayan bir ve yalmz bir tam atlas oldugu (Sabuncuoglu,

2004) kaynaginda ispatlanmistir.

M Hausdorff topolojik uzayr iizerinde bir 4, C”- tam atlasi bulunabiliyorsa M

kiimesine m -boyutlu tiirevlenebilir manifold veya diizgiin manifold denir ve (M", )

veya kisaca M™ ile gosterilir.

M {izerinde verilen herhangi bir atlas1 kapsayan tek bir tam atlas bulunabileceginden, M

bu atlasla birlikte diizgiin manifold olur.
Acikca her tiirevlenebilir manifold bir topolojik manifolddur.

Ornek 3.1.1 Her m >1 dogal sayist igin

R" ={(x,,%,,.sx,)IVI<i<m icinx,e R} m- boyutlu Oklid uzayr diizgiin bir

manifolddur.

Ayrica B" ={(x. %, %, )€ R" :x” +x,” +...+x,> <1} agik birim dairesi de m-boyutlu

diizgiin bir manifolddur.

Ornek 3.1.2 S” :{(xl Xy X JER™ | 427+, +x, 0 = 1} cR™  birim

2 7F29 00 P+l m+1

kiiresi m- boyutlu diizgiin bir manifolddur.
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Gergekten, her 1<i<m i¢in U, = {xe S™X = (X, Xy ey X, X, ) X > 0} ve
T e m —_—

U = {xe S™x = (X, Xy 00 X, X, 10 )5 Xy < O} olarak tanimlanirsa ve
+ + m\° m + _

¢ U ,.—>(D ) CR" @ (X, Xy X, X, 1) = (X, Xy ey Xy Xy Xy oo Xy X,y )

olup (goii ) 0 ((q)j ) )_1 fonksiyonlari diizgiin ortiisiirler. Dolayisiyla

o = {(goii,Uf )}1 ailesi S” i¢in diizgiin atlas olup S™ bir diizgiin manifolddur.

<ism

Ornek 3.1.3 M ve N sirasiyla m ve n— boyutlu iki manifold olsun. Bu durumda M x N
kiimesi dogal carpim topolojisi ile birlikte bir topolojik uzaydir. Bu topolojik uzaya, M ve

N topolojik uzaylarinin ¢arpim uzay1 dendigini biliyoruz.

M ve N Hausdorff uzay1 oldugundan M XN de Hausdorff uzayidir. M XN nin (m+n)

boyutlu bir diizgiin manifold oldugu (Sabuncuoglu, 2004) de gosterilmistir.

Tamm 3.1.2 R™de iist yar1 uzay denilen R’ kiimesi R :{(xl,xz,...,xm)e R" | x, = 0}

ile tanimlanir.
Bu durumda oR” ={(x,,x,,....x,,,0) | V 1<i<m—1igin x,€ R} olacakur. Eger diizgiin
manifold tanimindaki ¢:U — U’ koordinat sistemlerinde U” < R" agik yerine U’ < R”

acik olarak alinirsa simrt olan manifold kavramina ulasilir. Sinirt olan M manifoldunun

simirt M ile gosterilir ve M nin atlasina ait koordinat sistemleri altinda goriintiisii JR” de

olan M nin tiim noktalarindan olugur. A¢ikca oM — M dir. Eger oM = ise M ye stmrt

olmayan manifold denir.

oM nin (m—1)-boyutlu, sinir1 olmayan diizgiin bir manifold oldugu gosterilebilir (Burns

& Gidea, 2005).
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Topolojik anlamdaki sinir tanimi ile manifoldun sinir1 tanimi genel olarak farklhidirlar.

Ornegin, B*={(x,x,)e R*:x’+x,’ <1} acik birim dairesinin R’ nin bir alt kiimesi

olarak simir1 S' birim cemberidir, ancak manifold olarak sinir1 d (Bz) = dir.

Int(M)=M\0M ile tammlanur.
Ornek 3.1.3 R" de m-boyutlu kapal birim daire
D" ={(x,.%,,.0x, )€ R" 1" +x," +..4x,> <1}

olarak tanimlanir. Bu birim daire, m-boyutlu sinir1 olan bir manifolddur ve sinir1 (m—1) -
boyutlu

S"" ={(x. %X, )€ R” 1 x” +x,” +...+x,7 = 1} birim kiiresidir.

Yani oD =S"" dir. Ayrica a(D'”)O =

3.2 DIFERENSIYELLENEBILiR DONUSUMLER

Tamm 3.2.1 M , m—boyutlu bir manifold olmak iizere;

i) f:M — R bir fonksiyon olsun. £:U — &(U), M™ iginde bir koordinat sistemi olmak
lizere, fol™': & (U) > R fonksiyonuna, f nin, & ye bagl bir koordinat gisterimi denir.
ii) f:M — R fonksiyonu ve M nin bir p noktasi verilsin. p noktasinda ki en az bir
&:U — £(U) koordinat sistemi i¢in, £:&(U) — R koordinat gosterimi &( p) noktasinda

diferensiyellenebilir ise f fonksiyonu p noktasinda diferensiyellenebilirdir (diizgiindiir)

denir.

Uyar1 3.2.1 Bu tanim ilk basta, £:U —&(U) koordinat sistemine bagliymis gibi

goriiniiyor. Gergekte Oyle degildir. Daha agik olarak soylersek, f fonksiyonu p
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noktasinda diferensiyellenebilir ise, p noktasindaki her 7:V —7(V) koordinat sistemi

igin, fom ' :n(V)—>R koordinat gdsterimi, 77(p) noktasinda diferensiyellenbilirdir.

Simdi bunu gosterecegiz.

& ve n diizgin ortistigiinden, o :np(UnNV)—>E(UNV) doniisimi, 7(p)
noktasinda diferensiyellenbilir. fo&™:£(U)— R fonksiyonu da &(p) noktasinda
diferensiyellenebilir oldugundan, zincir kuralina gore, ( f of"l)o ({f 077_1) fonksiyonu
n(p) noktasinda diizgiindiir. ( f of"l)o(fon‘l) = fon' oldugundan, fon~' fonksiyonu,

1(p) noktasinda diferensiyellenbilirdir.

Tanm 3.2.2 f:M — R fonksiyonu M manifoldunun her p noktasinda diizgiin
(diferensiyellenebilir) ise, f fonksiyonu M iistiinde diizgiindiir, (diferensiyellenebilirdir)

denir.

Teorem 3.2.1 f:M — R fonksiyonunun M {istiinde diizgiin olmasi icin gerek ve yeter
kosul, M igindeki her 77:V — (V) koordinat sistemi igin, fon™' :7(V)— R koordinat

gosteriminin diizgiin olmasidir.

Ispat f:M — R fonksiyonu M iistinde diizgiin olsun. M igindeki bir 7:V —7n(V)
koordinat sistemi gz Oniine alalim. Her pe V i¢in, f fonksiyonu p noktasinda diizgiin
oldugundan, Uyar1 3.2.1 goz 6niine almarak, fon™' :n(V) >R fonksiyonunun, V her
n(p) dizgin oldugu anlasihr. Bu durum, fon ' :7(V)—R gbsteriminin diizgiin

oldugunu gosterir.

Karsit olarak, M igindeki her bir 77:V — (V') koordinat sistemi igin, fon™ :7(V)—>R
gosteriminin diizgiin oldugunu varsayalim. pe M olsun. p noktasinda alinan her bir
&:U—>£&(U) koordinat sistemi igin, fo&™:&(U)—>R koordinat gosterimi &(p)

noktasinda diizgiin olur. Tanim 3.2.1 e gore, f fonksiyonu p noktasinda diizgiindiir.

20



Teorem 3.2.2 f:M — R fonksiyonu verilsin. Tanim bolgeleri M yi ortecek ¢oklukta &
koordinat sistemleri igin, fo&™:&(U)—> R koordinat gosterimleri diizgiin ise f

fonksiyonu M iistiinde diizgiin fonksiyondur.

Ispat Tamm bolgeleri M yi ortecek coklukta ¢  koordinat sistemleri icin,
fol':£(U)—> R koordinat gosterimleri diizgiin olsun. M iginde bir 7:V —7(V)
koordinat sistemini gz Oniine alahm. fo7™':7(V)—R fonksiyonun da diizgiin
oldugunu gosterecegiz. ge 77(V) olsun. ¢=7(p) olacak bigcimde, V kiimesinde bir ve
yalmiz bir p noktasi vardir. pe U ve fo&™ :£(U) — R koordinat gosterimi diizgiin

olacak bigimde en az bir &:U —&(U) koordinat sistemi vardir. & ve 7 diizgiin
ortiistiigiinden, o™ fonksiyonu da diizgiindiir. Buna gore, ( f of"l)oé_’foﬂ_l fonksiyonu
da diizgiindiir. (fof"l)ofon"l = fon” oldugundan, fon':n(V)—R fonksiyonu ¢
noktasinda diizgiindiir. Bu yolla, fon™' fonksiyonunun, 77(V) kiimesinin her ¢

noktasinda diizgiin oldugu goriiliir.

M den R ye giden diizgiin fonksiyonlarin kiimesini, 3(M ) ile gosterecegiz.
f.g€ 3(M) olmak iizere, her pe M i¢in, (f+g)(p)=rf(p)+g(p) esitligi ile tanimh

f+g fonksiyonu da diizgiin fonksiyondur. Gergekten, M iistiindeki her & koordinat

sistemi icin,

(f+g)ol ' =fol ' +g0&™" yamlabilit. fof™' ve gof™' fonksiyonlant da diizgiin

oldugundan, toplamlar1 da diizgiindiir.

f.g€3(M) olmak iizere, her pe M icin, (fg)(p)=r(p)g(p) esitligiyle tammh fg
fonksiyonu da diizgiin fonksiyondur. Gergekten, M iistiindeki her &£ koordinat sistemi
icin,

(fg)o& ™ =(fo&")(go&™") yazlabilir. fof™ ve go&™ fonksiyonlart da diizgiin

oldugundan, carpimlari da diizgiindiir.
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ceR ve fe3(M) olmak iizere, her pe M igin, (¢f )(p)=cf (p) esitligi ile tanimh
¢f fonksiyonu da diizgiin fonksiyondur. Gergekten, M (iistiindeki her & koordinat sistemi
igin, (¢f)o& ™ = c( f of‘l) yazilabilir. fo&™' fonksiyonu diizgiin oldugundan, bu

fonksiyonun bir say1 ile carpimi da diizgiindiir.

Tamm 3.2.3 ¢: M" — N" bir fonksiyon olsun. p noktasinda en az bir £:U — &(U) ve
¢(p) noktasinda en az bir #:V — (V) koordinat sistemi gogo&" doniisiimii, &(p)

noktasinda diizgiin(diferensiyellenebilir) olacak bigcimde bulunabiliyorsa, ¢ doniisiimii, p

noktasinda diizgiindiir (diferensiyellenebilirdir) denir.

¢:M" — R" fonksiyonlari i¢in ¢:R" — R" koordinat sistemleri birim doniigiim alinir.

Uyar 3.2.2 pog¢o&™" doniisiimiiniin tamm kiimesi, ¢ (¢(U)NV) kiimesinin, ¢ deki

goriintiisiidiir.

Tanm 3.24 ¢, M"™ manifoldundan N" manifolduna giden bir fonksiyonu M
manifoldunun her p noktasinda diizgiin(diferensiyellenebilir) ise, f fonksiyonu M

tistiinde diizgiindiir(diferensiyellenebilirdir) denir.

Teorem 3.2.3 ¢, M"™ manifoldundan N" manifolduna giden bir fonksiyon olsun. ¢

dontisiimiiniin, M™ istiinde diizgiin olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul, M"™ iistiindeki her

&:U - £(U) koordinat sistemi ve N” iistiindeki her z£:V — u(V) koordinat sistemi

icin, go@o & doniisiimlerinin diizgiin olmasidir.
Bu teoremin ispat1 3.2.1 teoremin ispatina benzer bi¢imde kolayca yapilabilir.

Teorem 3.2.4 ¢: M"™ — N" fonksiyonu verilsin. Tanim bolgeleri M ve N vyi oOrtecek
coklukta & ve g koordinat sistemleri icin, gogo&™' doniisiimleri diizgiin ise ¢

dontisiimii M iistiinde diizgiin fonksiyondur.
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Ispat Tanim bolgeleri M ve N yi ortecek ¢oklukta & ve u koordinat sistemleri icin,

Wopo&™" doniisiimleri diizgiin olsun. M ve N iginde sirasiyla, & ve g, koordinat
sistemlerini gdz oniine alalim. g, o@o (& )_1 doniisiimiiniin diizgiin oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in, g, o¢)o(§1)_1 doniisiimiiniin tanim bélgesinde bir & (p) noktast alalim. p
noktasinda en az bir &, ¢(p) noktasinda en az bir 4 koordinat sistemi igin, fogoé”

doniisiimii, £(p) noktasinda diizgiindiir. & ile &, g, ile u diizgiin ortiistiiklerinden,

Eo(E)E(UNU,) - E(UNU,)

o™ (Vv - u (Vay)

doniigiimleri diizgiindiir. Zincir kuralindan dolayz,
(,u1 ou” ) o (,ul spo(&)” ) o (f (¢ )_1) doniisiimii, & (p) noktasinda diizgiindiir. Bu

déniisiimiin, 2 0¢o (&) doniisiimiine eit oldugu hemen goriilebilir.
Sonuc¢ 3.2.1 ¢: M™ — N" fonksiyonu diizgiin doniisiim ise stireklidir.

Sonug¢ 3.2.2 ¢:M"™ — N" fonksiyonu diizgiin doniisiim ise, bu doniisiimiin, M nin her

acik alt manifolduna kisitlanis1 da diizgiindiir.
Tanmm 3.2.5 ¢: M" — N" diizgiin doniisiimiiniin tersi varsa ve tersi de diizgiin ise, ¢

doniisiimiine bir difeomorfizma adi verilir. M ve N manifoldlar1 verildiginde, M den N

ye giden bir difeomorfizma varsa, M manifoldu, N manifolduna difeomorfiktir, denir.
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BOLUM 4

MANIFOLDLARIN TOPOLOJiSi VE iKi BOYUTLU KOMPAKT
MANIFOLDLAR

Bu béliimde, m—boyutlu herhangi bir M manifoldunun (m+k)—boyutlu bir Oklid

uzayma gomiilebilecegi (embedinginin yapilabilecegini) ve 2-boyutlu manifoldlarin

siniflandirilmasi iizerine sonuglar Kahn (1995) kaynagindan yararlanarak incelenecektir.
4.1 MANIFOLDLARIN GOMULMESI

Teorem 4.1.1 M , m—boyutlu diizgiin bir manifold olsun. Bu durumda; M baglantihdir

& M yol baglantilidir.

Teorem 1.2.1 den dolay1 yol baglantili her uzay baglantili oldugundan, teoremdeki sadece

birinci yonii ispatlamak yeterlidir. x,€ M keyfi bir nokta ve

N={yeM | 3f:[0,1] > M siirekli dyleki f(0)=x, vef(1)=y}

olsun. N nin yol baglantili olacagi aciktir. N nin hem acgik hem kapali ve N #J

oldugunu gostermek yeterlidir. Yerel olarak M, R" ye homeomorfik oldugundan

N = dir.

M , yerel olarak R" ye homeomorfik oldugundan M bir A — uzayidir. (x,) < N bir dizi

ve limx, =z olsun.
k—e0

Iddia: ze N dir. OeU4(z) agik ve R” ye homeomorfik olan bir komsuluk olsun.

Yakinsakliktan dolayr dn,e N oyleki V k2n, i¢in x,€ O duwr. Vk2n, i¢in x, e N
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oldugundan f:[0,1] = M siirekli, dyleki f(0)=x, ve f(1)=x, yazlabilir. O, R" ye
homeomorfik oldugundan yol baglantilidir. O halde, x,€e O ve ze O oldugundan

Jg:[0,1] > M siirekli g(0)=x,, g(1)=z saglanr.
Simdi,

h:[01] > M | h(r)=

olarak tamimlansin. f(1)=g(0)=x, oldugundan, & siireklidir ve h(0)=x, ve h(l)=z

saglanir. Boylece ze N ve N kapalidir.

N nin acgik oldugunu gostermek icin, O c M agik, ze O ve O, R" ye homeomorfik

olsun. Eger z ile x, arasinda yukaridaki /# fonksiyonu gibi siirekli bir yol varsa, O daki
herhangi iki nokta siirekli bir yol ile baglanabileceginden ozellikle z ile x, arasinda da

siirekli bir yol vardir.

O halde Oc N dir. Vze N i¢in 30 c M agik igin ze O c N elde edilir ve dolayisiyla
N aciktir. Sonug olarak N =M elde edilir.

Asagida, kompakt bir topolojik manifoldun R™ nin kapali bir alt kiimesi gibi
diisiiniilebilecegini ve sonuc¢ olarak da kompakt bir manifoldun metrik uzay olacagini

gosterecegiz. Bu sonucglar A, —uzayr olan topolojik manifoldlar i¢inde gecerlidir.

Teorem 4.1.2 (X,3) kompakt, (Y,S*) Hausdorff ve f:X —Y bire-bir, orten ve siirekli

ise, bu f fonksiyonu bir homeomorfizmadir (Biilbiil, 2004).

Tamm 4.1.1 (X, 3) bir topolojik uzay ve U={0,}__ . X in bir agik ortiimii ve Vxe M

U ailesine ait sadece sonlu tane kiimede bulunsun. Bu durumda asagidaki sartlart

saglayan { f“}m fonksiyon ailesine {OM}M€ ,, Ortiimiine gore birimin pargalanist denir,
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i) f,: X > 1=[0,1] siirekli,
ii) f,(x)=0 eger x¢ O,

i) ) £, (x)=1, (Vxe X igin).

{00!}0t€ , ailesi tizerindeki kosuldan ve ii) den iii) deki toplami sonlu bir toplami olacag

aciktir. Burada iii) sartindan dolay1 birimin parcalanisi ismi kullamilmaktadir.

Teorem 4.1.3 M kiimesi m -boyutlu kompakt bir manifold olsun. Bu durumda M nin

sonlu elemanli bir {U,} agik 6rtiim vardir ki her bir U,, R” ye homeomorfik ve bu agik

ortiime gore bir { f,} birimin parcalanisi mevcuttur.

Ispat: M nin her bir elemam R” ye homeomorfik olacak sekilde acik bir U ortiimii

bulunabilir. M kompakt oldugundan bu 6rtimiin  {U,,U,,..U,} gibi sonlu bir alt

ortiimiinii secgebiliriz.

Vxe U, igin xeV Q‘ZCUI. olacak sekilde V., cU, kiimeleri segilebilir. Ciinkii M

bir T, —uzayidir. Hatta V,,, R"™ ye homeomorfik olacak sekilde segilebilir. Acikga

{VXJ. 1<i<kvexeM } ailesi M nin bir agik Ortimiidiir ve M kompakt oldugundan
0,,0,,...0, gibi bir sonlu alt ortiim vardir. Buradan V 1<i<n icin 3 1< j<k 0Oyleki

a.ch dir.

. .. 1, eger xea
Urysohn Lemmasi kullanilarak V1< j<n igin g.:M — 1, g,(x)= 3
0, egerxeU,

siirekli fonksiyonlarin1 tanimlayabiliriz.

O.j __ ortim oldugu icin Vxe M i¢cin 31<j<n Oyle ki g,(x)=1 dir. Boylece
tJ1<i<n J

Vxe M igin ) g, (x)>0 dir. f,.(x)—Lx) olarak tammlanirsa  f,: M — 1

- ilgf (x)
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fonksiyonlar: agikca siireklidirler ve ) f.(x)=1 dir. Eger x¢ U, = g,(x) =0 ve bdylece

f;(x)=0 dir. {0,},__ ortiim oldugundan )  f.(x)=1 olacag: agiktir.

Tanm 4.1.2 (X,3) ve (¥,3") iki topolojik uzay olsun. Eger bir f:X — f(X)cCY
fonksiyonu bire-bir , siirekli ve f~': f(X)— X ters fonksiyonu da siirekli ise, diger bir
ifadeile f, X ile f(X) goriintiisii arasinda bir homeomorfizma ise, bu f fonksiyonuna,
(X,3) dan (Y,3") icine bir gomme fonksiyonu denir. Burada f(X) alt uzay topolojisi

ile gbz Oniine alinmaktadir.

Boyle bir f fonksiyonu varsa, X, f ile Y icine gomiilmiistiir denir. Buna gore, eger

(X,3), (¥,3") m bir alt uzayina homeomorf ise, X , Y i¢ine gomiilmiis olur.

Teorem 4.1.4 M, m—boyutlu kompakt bir manifold olsun. Bu durumda n yeterince

biiyiik alinirsa bir ¢: M — R" siirekli ve 1-1 fonksiyonu vardir. (Bu durumda M

kompakt oldugundan Teorem 4.1.2 ye gore ¢: M — ¢(M ) = R" bir homeomorfizmadir).

Ispat {U,}, M nin bir acik ortiisii ve Teorem 4.1.3 den 1<i<k igin {f,} bu agik 6rtiime
karsilik gelen birimin parcgalanisi olsun. n=(m+1)k alalim ve

R" =R"™'xR"™" x-.-xR™" olsun. Her bir R™" i¢in D" ile R” baslangic merkezli 1

k—tane

yaricaplt daire, yani D" :{xe R™! ||x|| <1l vex, = O} cR™ olsun. C"™' de D"

lizerine kurulan ve tepe noktasi (0,0,...,0,1) olan koni olsun.

%:M%C"]-FIQRMH,@(X):

(f(x)x 1=f,(x)) . xeU, ise
(0,0,...,0,1) , xgU, ise

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada U, ler U, = (D’" )0 c R™ olarak alinabilir ve f;(x)-x

i¢c carpimi gostermektedir. Bu anlamhidir ¢iinkii xe U, ise x, D" nin bir noktasi
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olacagindan bir sirali m—lidir. Bu ¢ ler siireklidir. Ciinkii x€ dU, ve x, = x ise

f.(x,) >0 olup ¢ (x,)—(0,0,0,0,...0,1) dir.

0:M >R, §(x)=(4(x).0,(x).. (1)) € R" =R
olarak tanimlarsak, her bir ¢ siirekli oldugundan ¢ siireklidir.

Simdi ¢ nin 1-1 ve kapali fonksiyon yani kapali kiimeyi kapali kiimeye gotiirecegini

gosterelim.

x,ye M olsun. Bir i i¢in x,ye U, oldugunu kabul edelim. Eger f,(x)= f,(y) ise

¢ (x) =0, (y) olup ¢(x)=¢(y) olacag agiktr. Eger f,(x)=f,(y) ve ¢(x)=¢(y) ise
ilgili koordinatlarin esitligi yazilirsa, f,(x)-x=f,(y)-y olur ve buradan f,(x)=f,(y)

oldugundan x=y c¢ikar. Burada f,(x)#0 oldugunu kabul edebiliriz.

Diger taraftan herhangi birxe M i¢in 31<i<k dyle ki f,(x)>0, yani xe U, dir. Eger
y& U, ise f,(y)=0 olur ve buradan kolayca ¢(x)#¢(y) elde edilir. O halde ¢, 1-1 dir.

M kompakt ve @ siirekli oldugundan@(M ) c R" kompakttir.

Boylece ¢: M — ¢(M ) = R" kompakt Hausdorff bir uzaydan yine kompakt Hausdorff bir

uzaya giden siirekli ve 1-1 bir fonksiyon olur.

Eger K — M kapaliise K kompakttir. O halde ¢(K)c ¢(M ) kompakt olup kapali olmak

zorundadir. O halde ¢ kapali kiimeyi kapal kiimeye gotiiren 1-1 bir fonksiyondur.
Boylece ¢ bir homeomorfizmadir.

Sonug 4.1.1 Kompakt bir manifold bir metrik uzaydir, hatta R" nin bir kapal1 alt topolojik

uzayidir.
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4.2 iKi BOYUTLU TOPOLOJIiK MANIiFOLD ORNEKLERI

Asagidaki Ornekte Projektif uzay olarak bilinen m-boyutlu bir manifold O6rnegini

inceleyecegiz. Bu 6rnek m=2 i¢in Projektif diizlem olarak bilinir ve 2 -boyutlu olmasina

ragmen R’ iin herhangi bir alt uzayina homeomorfik degildir ancak R*iin bir alt uzayina

homeomorfiktir.

Ornek 4.2.1 " = {x e R™: ||x|| = 1} standart birim kiire yiizeyi olmak iizere, S™ iizerinde
X~y x=yveya x=—y

seklinde bir baginti tanimlayalim. Bu bagintinin bir denklik bagintis1 oldugu aciktir ve
VxeS" i¢in [x]={x,—x} dir. —x e x in kars1 (antipodal) noktasi denir. P", S" in ~
bagitisina gore bolim uzayr yani, P" =S" / ~ olarak tamimlayalim. Bu durumda
p:S"—>P", p(x) z[x] fonksiyonu oOrten olup ayrica boliim uzayi topolojisi geregince

stireklidir.
Teorem 4.2.1 P" kompakt, baglantili ve m -boyutlu manifolddur.

Ispat S” kompakt ve baglantilidir. O halde p siirekli oldugundan p(S'”): P" kompakt

ve baglantilidir.

Simdi de P nin m -boyutlu bir topolojik manifold oldugunu gosterelim. Bir xe S™ icin
p(x)=[x]e P" olsun. xe O cS" agik ve O daki her noktanin x ile yaptig1 agi % den

kesin kii¢iik olsun.

O da birbirinin karsi noktast olmadigindan p, O yu 1-1 olarak p(O) ya gbtiiriir ve

[x]e p(O) dir. Fakat, boliim uzay: tanimi geregince, P™ nin bir alt kiimesi agiktir ancak
ve ancak o kiilmenin p ye gore ters resmi agiktir. p nin O ya kisitlamis1 1-1 oldugundan

p" (p(0))=0U{-x:xe O} olacaktir. O halde yukarida ki esitligin sag tarafi agik iki
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kiimenin birlesimi olarak agiktir ve dolayisiyla p(O)c P™ agiktir. Benzer sekilde p, O
nun agik alt kiimelerini p(O) nun agik alt kiimelerine gétiiriir. O halde p:O — p(O) bir

homeomorfizmadir. S” manifold oldugundan O kiimesi R"™ ye homemorfik olarak

secilebilir.

Bunun sonucu olarak herhangi bir [x]e P" noktasmin p(0) ile gosterdigimiz ve R" ye

homeomorfik olan ag¢ik bir komsulugu bulunmaktadir. Boylece P™, m-boyutlu bir

topolojik manifolddur.
Asagida bazi 2-boyutlu topolojik manifold drnekleri boliim uzay1 seklinde siralanmistir.
Ornek 4.2.2 Sekil 4.1 deki kareyi diisiinelim. Oklar hangi kenarmn hangi kenar ile

ozdeslesecegini gostermektedir. Bu 6zdeslesme sonunda olusacak uzay kesik silindire

homeomorfiktir.

TN

Sekil 4.1 Kesik silindirin olusumu.
Ornek 4.2.3 Sekil 4.2 deki kareyi diisiinelim. Okun yonii 6zdeslesen kenarlari ve

ozdeslesme yoniinii gostermek iizere bu 6zdeslesme sonunda olugan boliim uzayr Mobius

seridine homeomorfiktir.
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Sekil 4.2 Mobius seridinin olusumu.

Ornek 4.2.4 Sekil 4.3 deki sekli diisiinelim. Verilen 6zdeslesme sonunda olusan bdlim

uzayi kiireye homeomorfiktir.

£

oz

Sekil 4.3 Kiirenin olusumu.

Ornek 4.2.5 Sekil 4.4 sekli diisiinelim. Verilen 6zdeslesme sonunda olusan boliim uzay:

P? Projektif diizlemine homeomorfiktir (Kahn 1995).

Y

h 4

2/

Sekil 4.4 Projektif diizlemin olusumu.

Ornek 4.2.6 Sekil 4.5 deki kareyi diisiinelim. Verilen 6zdeslesmeler sonunda olusan

boliim uzay: tor yiizeyine homeomorfiktir.
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> S

Sekil 4.5 Tor yiizeyinin olusumu.

Ornek 4.2.7 Sekil 4.6 sekli diisiinelim. Verilen 6zdeslesmeler sonunda olusan boliim uzay1

Klein sisesine homeomorfiktir.

Sekil 4.6 Klein sisesinin olusumu.

Ornek 4.2.8 P’ projektif diizlemi S* kiire yiizeyinden bir acik dairenin ¢ikarilmasi ve bu
cikarilan yere Mobius seridinin eklenmesi ile olusan uzaya homeomorfiktir. Elde edilen
yiizeyin P* ye homeomorfik oldugunu gostermek i¢in Mobius seridini ve ona eklenecek

daireyi Sekil 4.7 de ki gibi temsil edelim.

Y <

Sekil 4.7 Bir Mobius seridi ve ona eklenecek bir daire (Kahn,1995).

Eger Sekil 4.7 deki iki b yi 6zdeslestirirsek, Sekil 4.8 daki uzay1 elde ederiz.
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c

Sekil 4.8 iki b nin 6zdeslestirilmesi (Kahn, 1995).

Hatta sirasiyla ¢ lerin yoniinii degistirirsek sonugta degisen bir sey olmaz. O halde elde

edilen uzay Sekil 4.9 daki uzaya homeomorfiktir.

Sekil 4.9 ¢ lerin yoniiniin degigmis hali (Kahn, 1995).

Sekil 4.9 daki dairenin sinirinaki baglangica gore simetrik noktalar 6zdeslesmis

olacagindan sonug¢ P’ projektif diizlemidir.

Ornek 4.2.9 Klein sisesi, S* kiire yiizeyinden iki farkli dairenin ¢ikarilmas: ve yerlerine

birer Mobius seridi eklenmesiyle olusan uzaya homeomorfiktir.

Aslinda Klein sisesinin iki M&bius seridinin sinirlar1 boyunca birbirine eklenmesiyle
olusan uzaya homeomorfik oldugunu gostrecegiz. Buradan, olusan uzayin iki Mobius
seridinin dikdortgensel ince bir seride eklenmesiyle olusan uzaya da homeomorfik olacagi
aciktir. Buradan da dikdortgensel ince seridin, iki farkli daire ¢ikarilmis kiire yiizeyine

homeomorfik olacagi aciktir.

Klein sisesini Sekil 4.10 de ki gibi temsil edelim.
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bir temsili (Kahn, 1995).

.

L

=

L

yerler bu uzayda ¢embere homeomorfik dir. Bu kesikli

i

Sekil 4.10 Klein sisesinin

de Mobius seridini gostermektedir. Geriye kalan kisminda

ndaki bolge

Sekil 4.10 da ki kesikli cizgili
Mobius seridi oldugunu gostermek igin Sekil 4.11 yi diisiinelim.

cizgiler arasi

temsili (Kahn, 1995).
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Sekil 4.11 Klein sisesinden bir Mobius seridi ¢ikarilmasi (Kahn, 1995).

Buradan Sekil 4.11 yi hemen Sekil 4.12 gibi diisiinebiliriz.
Sekil 4.12 Bir Mobius seridi ¢ikarilmig Klein sigesinin



Bu Sekil 4.12 yi de Sekil 4.13 gibi diisiinebiliriz.

Sekil 4.13 Bir Mobius seridi ¢ikarilmig Klein sisesinin bagka bir temsili (Kahn, 1995).

Bu ise kesikli ¢izgilerin sinir oldugu Mébius serididir.

4.3 iKi BOYUTLU KOMPAKT MANIFOLDLARIN SINIFLANDIRILMASI

Tamm 4.3.1 2-Kompleks diye adlandiracagimiz Simpleksel Kompleks (Simplicial
Komplex) noktalarin veya [ araliklarinin veya iicgenlerin (i¢i dahil) ayrk birlesimlerinin

verilen bir denklik bagintisina gore boliim uzayidir. Bu denklik bagintisi:

i) ya kose noktalar1 bagka kose noktalara ozdes kilar (Ornegin; farkli araliklarin ug
noktalarini veya iicgenin kose noktalarini).
ii) ya da, farkli tiggenlerin birer kenarlarini birbirine lineer olarak 6zdes kilar (veya hicbir

Ozdeslestirme yapmaz).

Ornek 4.3.1 En basit drnekler, Sekil 4.14 de goriildiigii gibi bir nokta kapali aralik veya
bir iiggendir. Bunlarm herbirine simpleks diyecegiz. Ornegin bir nokta 0-simplekstir, bir
aralik 1-simplekstir. Baska bir 6rnek licgensel prizma yiizeyidir. Bu ylizeyde 4 kose, 6
kenar ( veya aralik) ve 4 de iicgen bulunmaktadir. Bu iiggenlerin koselerini 6zdesleme

bagintisina gore farkli 4 ticgenin bir boliim uzayidir
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Sekil 4.14 0,1 ve 2 kompleks

Bir 2-kompleks de ki bazi1 simplekslerin birlesiminden olusan kiimeye kompleksin alt

kompleksi denir.

Teorem 4.3.1 M kompakt, baglantili ve 2-boyutlu bir topolojik manifold olsun. Bu

manifoldun 2-kompleks oldugunu diistinelim. Bu durumda M,
D’ :{(x,y)e R*: x* +y’ Sl}

dairesinin bir boliim uzayidir. Burada denklik bagmtist D’ nin simir1 olan ¢ember

tizerindeki sonlu sayida kapali aralik ciftlerinin dzdeslestirilmesiyle olusur.

Ispat M nin 2-kompleks olan ve 2-daireye homeomorfik olan tiim alt kiimelerinin ailesini
disiinelim. M , 2-simplekslerin sonlu sayida birlesimlerinden olusan bir 2-kompleks
oldugundan, yalnizca sonlu sayida alt kompleks vardir. Her tek 2-simpleks veya iicgen D

ye homeomorfik oldugundan, M nin boyle alt kiimelerinin ailesi bos kiimeden farklidir.

M de simplekslerin (kenarlar, koseler ve iiggenler) D ye homeomorfik bdyle bir
maksimal K kompleksi secelim. Burada maksimalin anlami K kompleksinden daha
biiyiik ve D ye homeomorfik olan baska bir kompleks yoktur. Boyle bir maksimal K nin

varlig1 acikga bellidir, ¢iinkii M de sadece sonlu sayida simpleks vardir.

Eger L, D ye homeomorfik olacak sekilde M nin bir alt kompleksi (yada bir kompleksi)

ve T, L ile bir kenar1 ortak ve bu kenar L ile lineer olarak 6zdes ve L ye yalnizca bu
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kenar boyunca degmek {iizere bir iicgen olsun, bu durumda L UT, D ile homeomorfiktir.

Ispatin en 6nemli adim1 olan bu durumu adim adim ispatlayalim.

L nin D ye homeomorfik oldugu veriliyor. T {i¢cgenini nin eklenecegi kenar sinirdaki a

yayina homeomorfiktir.

Sekil 4.15 D nin sinirinda 7 nin eklenecegi a araligi (Kahn, 1995).

Bu da {(x, y) |x2+ y2 <1, xSO} yart dairesine homeomorfiktir ve burada a

{(0, y) |—1 <y< 1} ya karsilik gelmektedir.

%

Sekil 4.16 D ye homeomorfik yar1 daire (Kahn, 1995).

Sekil 4.17 in Sekil 4.18 ye homeomorfik olacag: agiktir. Bunu a yayim dairenin siniriin
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Sekil 4.17 D ye homeomorfik daire (Kahn, 1995).

: %

Sekil 4.18 Yari daire (Kahn, 1995).

yarisi alarak kolayca gorebiliriz.

Diger yandan, K ya eklemek ya da a kenar1 boyunca 0zdeslestirmek istedigimiz tek

icgen dairein diger yarisina homeomorfiktir.

t |

Sekil 4.19 Uggenin homeomorfik oldugu dairenin diger yaris1 (Kahn, 1995).

Sekil 4.18 ile Sekil 4.19 un birbirine a kenar1 boyunca 6zdeslenmesi sonucu olusan uzay

yani K ile bir tiggenin birlesimi tam daireye homeomorfiktir.



Ispati tamamlamak igin, 7;,7,,...... T;, M de olupda maksimal K kompleksinde olmayan
ticgenler olsun. M baglantili oldugundan, her bir 7, nin K UT U....... uT,_, ile bir yiizii
(kenar1) paylasacak sekilde siralandigini kabul edebiliriz. 7, i K nin yalnizca bir yiizii ile

ozdeslesecek sekilde K ya ekleyelim. Geri kalan yiizleri 6zdeslestirmiyoruz ve boylece

olusan yeni simpleksi S, ile gosterelim.
Buradan, tarali kisim K y1 gostermek iizere Sekil 4.20 yi elde ediyoruz.

.
?/’

Sekil 4.20 S, simpleksi (Kahn, 1995).

K UT, 1 elde edecek sekilde ozdeslestirilecek olan yeni kompleksin yiizlerini a, ve b,
olarak adlandiralim. Onceki agiklamalarimiz K U'S, in D ye homeomorfik oldugunu

gosterir.

T,, K UT, ile bir yiiz boyunca kesismek zorunda oldugundan, Sekil 4.21 de ki gibi, bir S,
ticgenini K U S, e bir yiiz boyunca olan noktalarn 6zdeslestirerek fakat kalan yiizleri daha

sonra Ozdeslestirecek sekilde ekleyelim.
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Sekil 4.21 S, in eklenmesi (Kahn, 1995).

Yine onceki agiklamalarimizdan KuS, US,, D ye homeomorfiktir ve tiim yiizler
boyunca uygun 6zdeslestirmeler yapilarak K U7, UT,, KUS, US, nin bolim uzayidir.
Elbette S,, K ile degil de S, ile bir kenarim1 paylasabilir. Burada verilen bir kenar

boyunca ancak iki tiggenin kesisebilecegini not edelim. Bizim uzayimiz 2-boyutlu bir
manifold oldugundan bunu bir noktanin bir komsulugundan uygun bir aralig1 ¢ikararak

gormek miimkiindiir.

Boylece devam edilirse, KUT U....... UT, sadece siirdaki yay (kenar) parcalarinin
Ozdeslestirilmesi ile D ye homeomorfik olan K US,........ U S, nin bolim uzayidir. Fakat

M=KuTu....... VT, oldugundan ispat biter.

Bu kompleks kavramim agik¢a kullandigimiz tek yerdir.

Teorem 4.3.2 Kompleks olan herhangi bir kompakt, baglantili ve 2-boyutlu M manifoldu

2-boyutlu kiire yiizeyinden sonlu sayida dairesel deligin ¢ikarilmasi ve yerlerine;
i) her bir ucu bir cift delik ile 6zdeslesecek sekilde kulp (kesik silindir) eklenmesi veya

ii) bir delige bir cross-cap (veya Mobius seridi), yani Mobius seridinin siniri, dairesel

deligin siiri ile 6zdeslesecek sekilde eklenmesi ile olusan yeni uzaya homeomorfiktir.
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Ispat Teorem 4.3.1 den M nin simrdaki yay pargalarinin 6zdeslestirilmesi ile 2-dairenin
boliim uzayr oldugunu biliyoruz. Iddiamiz M nin bir D dairesine ii¢ tip 6zdesleme

yoluyla homeomorfik oldugudur.

a) Ters yonde yonlendirilmis ve 6zdeslestirilecek olan iki komsu kenar (a~' ile a nin ters

yonde oklandirilmasim gosterecegiz.)

Sekil 4.22 Ters yonde komsu iki kenar (Kahn, 1995).

En basit durumda, Sekil 4.23 S? kiiresini verir.

Sekil 4.23 Kiirenin olusumu (Kahn, 1995).

b) Ayn1 yonde yonlendirilmis ve Ozdeslestirilecek olan iki komsu kenar Sekil 4.24 de

gosterilmistir.
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Sekil 4.24 Aym yonde komsu iki kenar (Kahn, 1995).

Bu durum bir delige eklenmis bir cross-cap ya da Mobius serididir. Kesikli dogru, bir

deligi ve Mobius seridini olusturan a lar ile cevrelenmis bir iicgeni temsil eder. Bunu

C -

Sekil 4.25 Mobius seridi (Kahn, 1995).

gormek icin Sekil 4.25 deki gibi bir Mobius seridi alip, kesikli dogru boyunca keselim,

0zdeslesen kenarlart iki a ile gosterelim. Sekil 4.26 ayn1 uzayin yeni bir gésterimidir.

a a
C
N
> ¥ ¢
e d

Sekil 4.26 Mobius seridinin degisik bir gosterimi (Kahn, 1995).

ed yi Sekil 4.24 deki kesikli ¢izgi olarak diisiiniirsek acikca bir sinir cemberi elde ederiz.

¢) Sekil 4.27 de ki gibi a ve b sirasiyla a”' ve b™' ile 6zdeslestirilecek olsun.
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1

Sekil 4.27 a ve b nin sirasiyla a”' ve b™' ile 6zdeslestirilmesi (Kahn, 1995).

Bunun iki dairesel delige kulp (kesik silindir) eklenmesi oldugunu iddia ediyoruz. Bunu

gormek icin ilgili kismu ¢ikarirsak asagidaki Sekil 4.28 i elde ederiz.

Sekil 4.28 Sekil 4.27 de ki ilgili bolgenin kesimi (Kahn, 1995).

(Burada c kestigimiz dogrudur) Eger a ile a™' yi 6zdeslersek asagidaki Sekil 4.29 yi elde

ederiz.

Sekil 4.29 a ve a”' in 6zdeslestirilmesi (Kahn, 1995).

b ve b i bzdeslestirirsek yani b~ i b nin iizerine yapistirirsak Sekil 4.30 de oldugu gibi
¢ ye yapisik bir patlak tor elde ederiz.
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Sekil 4.30 Patlak Tor (Kahn, 1995).

Boylece bir patlak torun bir kiiredeki delik ile 6zdeslestirilmesinden elde edilen uzayin, bir
kulpun bir kiirenin iki deligine eslestirilmesinden elde edilen uzaya homeomorf oldugunu

gostermek kolaydir. Yani iddiamiz dogrudur.

Sekil 4.31 Kiire yiizeyine bir kulp takma (Kahn, 1995).

Eger M nin bu ii¢ cesit 6zdesleler yoluyla bir daireye denk oldugunu gosterebilirsek,
sonuca ulasiriz. Ispatin kalam, bu ii¢ cesit forma sistematik indirgeme olacaktir. Bunu adim

adim gosterelim.

1 1

D dairesi 6rnegin aba 'bec™ ile gosterebilecegimiz kenarlara sahip olsun. Bu aba'bec”

ifadesine D dairesi icin bir kelime diyecegiz.

Bir harfle gosterilen her kenar iki defa olusacaktir. Ciinkii her 6zdeslestirme iki kenart

birbirine yapistirir. a saat yoniinde @' ise saat yoniiniin tersine yonlendirilmis demektir.

Adimlarimiz bir kelimeyi daha basit bir forma indirgeyecektir.

i) Eger en az dort kenar varsa a ve a”' tipindeki komsu kenarlar kelimeden cikarilabilir.

Bu durum en iyi asagidaki Sekil 4.32 le aciklanabilir.
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Sekil 4.32 Komsu kenarlarin kelimeden ¢ikarilmasi (Kahn, 1995).

Ters yonii gostermek icin a~' yazmamuz yeterlidir, ancak karmasikligi 6nlemek igin ok
larida ekleyebiliriz.

1

Kisaca, eger aa™ varsa hemen 6zdeslestirmeyi yapariz ve boylece geriye iki kenar daha

eksik olan bir daire kalir, Sekil 4.32 de ki sagdaki sekil.

ii) Iddia ediyoruz ki D nin simirindaki tiim kenarlar, D den M elde edilirken birbirine

ozdeslestirilmis kabul edilebilir.

Ozdeslesmemis iki kenar varsa, bunlar A ve B ile adlandirilan komsu iki kenar olmak

zorundadirlar.

Sekil 4.33 Ozdeslesmemis komsu iki kenar (Kahn, 1995).

Bu durumun Sekil 4.33 de ki gibi oldugunu varsayabiliriz. Burada C ile B yi birlestirecek
sekilde bir ¢ dogrusu ekleyelim.

45



Bir 6nceki adimimiz geregi saat yoniindeki a ile saat yoniiniin tersine yonlendirilmis b
nin 6zdeslestirilmemis oldugunu kabul edebiliriz, yani a seklin solunda gosterdigimiz gibi

bagka bir kenar ile 6zdeslessin.

ABC iicgenini kesip cikararak sola yapistiralim.

Sekil 4.34 ABC {iggeninin kesilip eklenmesi (Kahn, 1995).

Her iki ¢ de 6zdeslestirileceginden manifoldu veya boliim uzayim degistirmis olmayiz.

Yeni seklimiz A ile 6zdes olacak sekilde bir tane daha az koseye ve B ile 6zdes olacak
sekilde bir tane daha fazla koseye sahiptir. Yukaridaki adim i) nin ist {iste tekrarlanmasi
sonucu bir tek A kosesine 6zdes olan koselerin sayisini sifira indirgeyebiliriz. Boylelikle
tim kenarlarin 6zdeslesmis oldugu goriiliir. Dogal olarak bu yeni daire, sinirdaki
ozdeslestirmelerle ilk daireden tamamen farklidir. Fakat her durumda M manifoldu her

birinin boliim uzayina homeomorfik olacaktir.

iii) Varsayalim ki ayn1 kuvvetle iki a bulunsun. Ornegin, abch™'c”'a. O zaman bu iki a

nin komsu oldugunu kabul edebiliriz.

Sekil 4.35 deki d yi ve tarali bolgeyi goz Oniine alalaim. Bir sonraki adimi

aciklayabilmek i¢in d yi ekleyip tarama yapalim.
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Sekil 4.35 Aym iislii iki @ nin olmasi durumu (Kahn, 1995).

Sekil 4.36 daki gibi d boyunca kesip, seklin kalanmni ¢~ boyunca yapistiralim.
g y p y yap

Sekil 4.36 Taral1 bolgenin kesilip eklenmesi (Kahn, 1995).

Sonug uygun Ozdestirmelerle M ye homeomorfik olan bir dairedir. a~' disindaki higbir

1

kenar ve siralamalar degistirilmemistir. Ancak iki @' yrine komsu olan iki d~' gelmistir

Bu islemi boyle tiim ciftler komsu olana kadar tekrarlayabiliriz.
Eger tiim ¢iftler komsu ve aym kuvvette ise ler Ornek 4.2.9 ve bu ispattaki b) sikkindan

M baz dairesel delikler cikarilmis kiire ve cikarilan bu yerlere Mobius seridi eklenmis

uzaya homeomorfiktir. Bylece bu durumdaki ispat tamamlanir.
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iv) Simdi de Sekil 4.37 deki gibi komsu olmayan bir ¢ift ¢ ve ¢ kenarlar1 oldugunu

kabul edelim. Burada ¢ ve ¢ arasinda bir d oldugunu ve ¢~ den sonra d~' in geldigini

iddia ediyoruz.

Sekil 4.37 Komsu olmayan ¢ ve ¢ kenarlarinin olmasi hali (Kahn, 1995).

Adim iii) de ispatladigimiz gibi a ve a cifti komsudur. Sag yar1 cemberde aa seklinde bir
tek komsu cift oldugunu kabul edelim. Ohalde sol yar1 ¢emberdeki hi¢bir kenar, sag yari

cemberdeki hi¢bir kenar ile 6zdeslestirilemez.

Buradan sag yar ¢emberdeki her kdse ve sol yarn cemberdeki her kése kendi aralarinda
0zdeslesmistir sonucuna varilir. Buradan cnin iki kosesinin 6zdeslesmedigi sonucu cikar

ki bu da adim ii) ile celisir.

Boylece sag yar1 cemberde, sol yar1 ¢emberdeki d' ile 6zdeslesecek bir d vardir(d™
olmak zorundadir ¢iinkii eger d olsaydi adim iii) geregi d ile d komsu olacaklardi).
V) cved, ..c.d..c'..d" sralamasinda ise bunu ...cdc™'d”"...siralamasinda olacak

sekilde doniistiirebiliriz. Bunu asagidaki sekiller dizisi ile agiklayabiliriz.

g1

Sekil 438 ....c...d....c”....d”" nin bir temsili (Kahn, 1995).
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Sekil 4.38 deki e ve tarali bolge bir sonraki Sekil 4.39 yi aciklamak ic¢in verilmistir.

e-!

Sekil 4.39 iki d nin 6zdeslesmesi (Kahn, 1995).

Buradan Sekil 4.40 elde edilir.

Sekil 4.40 iki d nin 6zdeslesmesinin baska bir temsili (Kahn, 1995).

Bir kez daha f boyunca kesip, ¢ boyunca yapistiralim.

Sekil 4.41 ..efe”' f~'... formuna getirme (Kahn, 1995).

49



Bu ...c..d...c...d”" ifadesini ...efe” f7'... ifadesi ile degistirir. Bu islem sirasinda aa

tipindeki ¢iftlerin bir degisiklige ugramayacag kolayca goriilebilir.

Buradan su sonuca variriz: ya iki kenarimizin oldugu durumda (ki bu durum kiire durumu)
veya Ornek 4.2.8 deki gibi bir projektif diizlem=bir cross-cap eklenmis kiire olurki bu
durumda i) adimimiz gecersizdir ya da ispatin b) sikkindaki gibi olasi cross-caplar

eklenmis kiire veya ispatin c) adiminda oldugu gibi kulplar eklenmis kiire durumlari

mevcuttur. Burada bir Mobius seridi (vaya cross-cap) nin aa ile ve bir kulpunda cdc™'d™

ile gosterildigini de belirtelim.

Teorem 4.3.2 aslinda tam degildir. Ciinkii bu teoremdeki kompleks olan kompakt 2-
manifoldlarin tanimlanmasi tek degildir. Ayn1 2-manifoldun miimkiin olan tanimlamalari
arasindaki esnekligi asagidaki gibi agiklayabiliriz.

Teorem 4.3.3 2-manifolda eklenmis herhangi ti¢ cross-cap (Mobius seridi) kaldiralabilir ve
yerine bir kulp ve bir cross-cap konularak baslangigcdaki manifolda homeomorfik bir
manifold elde edilebilir.

Ispat Ispat icin asagidakileri gostermek yeterlidir.

a) Bir kulp eklenmis Mobius seridi (yani bir kulp ve bir cross-cap) ile

b) Bir Klein sisesi eklenmis Mobius seridi homeomorfiktir.

Asagidaki durumlar goz oniine alalim.

i)

Sekil 4.42 Bir Mobius seridine bir kulp eklenmesi (Kahn, 1995).
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i)

T
v

Sekil 4.43 Bir Mobius seridine bir Klein sisesinin eklenmesi (Kahn, 1995).

Sekil 4.42 ve Sekil 4.43 yukaridaki a) ve b) siklarin1 temsil ederler. Mébius seridi yalnizca
bir yiize sahip oldugundan b) sikkindaki ayaklardan biri Mobius seridi boyunca kaydirilirsa

a) ve b) durumunun ayni (homeomorfik) olduklarin1 goriiriiz. Bu da ispati tamamlar.

Sonug olarak herhangi 2-boyutlu bir kompakt manifoldun Kiire, Tor, ve Projektif diizlemin

uygun sekilde birbirine eklenmesi ile elde edilebilecegini gdstermis olduk.

Yukarida, verilen iki boyutlu kompakt kiire, tor, projektif diizlem ve Klein sisesi
manifoldlarimin  birbirine homeomorfik olmayan 2-boyutlu manifoldlar oldugu

bilinmektedir (Kahn, 1995).

Yonlendirilebilir ve 2-boyutlu bir kompakt manifoldun kiire, tor yada en genel anlamda
sunlu n>2 delikli tor yada bunlardan birine homeomorfik oldugu bilinmektedir.
Yonlendirilemez durumda yani kompakt yiizeyin bir Mobius seridi icermesi durumunda
yiizeyin Projektif diizlem ya da sonlu tane projektif diizlemin birbirine eklenmesinden
olusan yiizeye homeomorfik oldugu bilinmektedir. Bu ve benzeri sonuglar i¢in Armstrong

(1983), Kinsey (1993), Massey (1997) kaynaklarina bakilabilir.

Daha yiiksek boyutlu manifoldlarin simiflandirilmasi halen agik bir problemdir. Hatta 3-

boyutta bile siniflandirma heniiz yapilamamistir.
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