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Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan bu çalışma dört bölümden oluşmuştur. Birinci bölüm giriş 

bölümüdür. İkinci bölümde bu çalışmanın sonraki bölümlerinde kullanılan temel tanım ve kavramlar 

verilmiştir. Üçüncü bölümde ilk olarak hemen hemen para-değme manifoldlar, para-değme manifoldlar ve 

para-Sasakian manifoldlar tanımlandıktan sonra bir para-Sasakian manifold üzerinde soliton tipleri 

incelenmiştir. Dördüncü bölümde Ricci soliton denklemini sağlayan bir para-Sasakian manifoldunda Weyl 

konformal eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü ve konharmonik eğrilik tensörü için bazı 

karakterizasyonlar verilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Para-değme manifoldlar, para-Sasakian manifoldlar, Ricci soliton, Riemann eğrilik 
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This study prepared as a masters thesis, consists of four chapters. The first section is the 

introduction. In the second section, the base definitions and concepts used in the subsequent sections of this 

study are given. In the third section, firstly almost para-contact manifolds, para-contact manifolds and para-

Sasakian manifolds are introduced, then soliton types is introduced on a para-Sasakian manifold. In the 

fourth section, some characterizations are given for the Weyl conformal curvature tensor, the projective 

curvature tensor and the conharmonic curvature tensor on a para-Sasakian manifold which is satisfied Ricci 

soliton equation. 
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1. GİRİŞ 

Manifoldlar teorisi Diferansiyel Geometrinin en kapsamlı ve önemli konularından biri olup 

çalışmaların daha basit, kolay ve işlem yapılabilir uzaylar cinsinden karakterize edilebilir 

olduğundan bilimsel olarak popüler duruma gelmiştir. Manifoldlar konusu diğer çalışma 

alanlarında da kullanıldığından özellikle fizik ve cebir gibi alanlarda paydaş çalışma alanı 

olmuştur. Manifoldlar teorisi her geçen gün yeni bilgilerin elde edildiği ortak bir çalışma alanı 

haline gelmiştir. 

Hamilton [1] 1982’de sabit eğrilikli manifold üzerinde kanonik bir metrik bulmak için 

Ricci akışı kavramını ortaya attı. Daha sonra Ricci akışı, Riemann manifoldlarını özellikle de 

pozitif eğriliğe sahip manifoldların incelenmesinde güçlü bir araç haline geldi. Perelman([2,3]) 

Poincare varsayımını kanıtlamak için Ricci akışını ve kavramlarını kullandı. Ricci akışı aşağıdaki 

gibi tanımlanan Riemann manifoldu üzerindeki metrikler için bir devrim denklemidir. 

  2ij İJ
g t Ric .

t


 


 

Ricci akışının çözümlerinin limiti olarak bir Ricci soliton ortaya çıkar. Ricci akışına 

yönelik bir çözüm, yalnızca bir diffeomorfizm ölçeklendirmeden oluşan tek bir parametre 

grubuyla hareket ediyorsa Ricci soliton olarak adlandırılır.Bir Riemann  manifold  M ,g , 

üzerindeki Ricci solitonu  4g, ,  , bir Einstein metriğinin genelleştirilmesidir, öyle ki; 

4
2 2 0L g Ric g ,     

burada Ric  Ricci tensor, 
4

L  M  üzerindeki  vektör alanları boyunca  Lie  türev operatörüdür  ve 

  bir gerçel sayıdır [4].   sayısının sırasıyla negatif, sıfır ve pozitif olmasına göre Ricci 

solitonun daralan, sabit ve genişleyen olduğu söylenir. 

Son yirmi yıldır Ricci soliton geometrisi birçok matematikçinin ilgi odağı olmuştur. 

Özellikle, Parelman’ın 1904’te ortaya atılan uzun süredir devam eden Poincare varsayımını 

çözmek için Ricci solitonlarını uygulamasından sonra daha önemli hale geldi[5]. Sharma, değme 

geometri de Ricci solitonlarını inceledi. Daha sonra değme metrik manifoldlarda ki Ricci 

solitanlar çeşitli yazarlar tarafından incelenmiştir ([6,7,8]). Bejan ve Crasmareanu [9], Blaga [10], 

Chandra ve ark.[11], Chen ve Deshmukh [12], Deshmukh ve ark.[13], He ve Zhu [14], Nagaraja 

ve Premalata [15], Tripathi [16]. 

T.Adati ve K.Matsumoto (1997), para-Sasakian ve özel para-Sasakian manifoldları 

tanımladılar [17]. I.Sato ve K.Matsumato tarafından tanıtılan neredeyse paradeğme bir 
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manifoldun özel durumları olarak kabul edilir. Aynı makale içinde yazarlar Konformal simetrik 

para-Sasakian manifoldları incelediler ve n-boyutlu (n>3) para-Sasakian manifoldun konformal 

olarak düz ve özel para-Sasakian manifold olduğunu ispatladılar [18]. 

Yukarıdaki çalışmalardan yola çıkarak bu tez para-Sasakian manifoldlar üzerindeki Ricci 

solitonların incelenmesini ele almaktadır. Tez şu şekilde düzenlenmiştir. 2-3 Bölümler de para-

Sasakian manifold ve Ricci soliton ile ilgili temel denklemler ve tanımlar verilmiştir. 4- Bölüm de 

M para-Sasakian manifoldu üzerinde bir  g, ,   Ricci solitonun her zaman genişleyen olduğu 

gösterildi. Daha sona M  para-Sasakian manifold üzerinde C  Weyl Konformal eğrilik 

tensörünün flat olması durumlarında  M  üstünde bir Einstein manifoldu olduğu incelendi. 

Projektif eğrilik tensörü para-Sasakian manifoldlarda Ricci soliton ile gösterilip projektif eğrilik 

tensörünün flat olması durumun da quasi-Einstein manifold olduğu incelendi.Daha sonra M

üzerinde bazı simetri şartları incelendi. 

Son olarak Ricci solitonlu para-Sasakian manifoldun bir örneği oluşturuldu. 

 

 

 



2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar tanıtılmıştır. 

Tanım 2.1.1: M  bir diferensiyellenebilir ( )C
 manifold olsun. M üzerindeki C  vektör 

alanlarının uzayı  M  ve M  den IR  ye C  fonksiyonların uzayı  ,C M IR  olmak üzere, 

M üzerinde; 

 :  ( ) ( ) ,g M x M C M IR     

şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g  Riemann metrigi ile birlikte M  ye bir Riemann 

manifoldu adı verilir ve ( , )M g  ile gösterilir [20]. 

M  manifoldunun herhangi iki p  ve q  noktası için M  üzerinde bu noktaları birleştiren 

bir eğri bulunabilirse M  ye bağlantılı manifold adı verilir. M  bağlantılı ve temel grubu sadece 

birim elemandan oluşuyor ise M  ye basit bağlantılıdır denir [21]. 

Tanım 2.1.2: M  bir diferensiyellenebilir manifold ve M  üzerindeki C  vektör 

alanlarının uzayı  M  olmak üzere; 

     2-lineer:  M x M M      

 
11 2 1 2 2, ( , )         

dönüşümü , ( , )f g C M R    ve  1 2 3, , M      için, 

i) 
1 1 12 3 2 3( ) ,           

ii) 
1 2 1 23 3 3,f g f g            

iii) 
1 12 2 1 2( ) ( ) ,f f f          

özeliklerini sağlarsa,   ya M  üzerinde bir Afin koneksiyon adı verilir [22]. 

Tanım 2.1.3: ( , )M g  bir Riemann manifoldu ve   da M  üzerinde tanımlanan bir Afin 

koneksiyon olsun. O zaman  1 2 3, , M      olmak üzere   dönüşümü; 

i)  
1 22 1 1 2, ,        (Koneksiyonun sıfır torsiyon özeliği), 
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ii) 
1 11 2 3 2 3 2 3( , ) ( , ) ( , ),g g g            (Koneksiyonun metrikle bağdaşması özeliği) 

şartlarını sağlıyorsa,   ya M  üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann koneksiyonu veya M  nin Levi-

Civita koneksiyonu adı verilir [ 22]. 

Tanım 2.1.4: M  bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere; 

     2-:  lineerM x M M     

 
11 2 1 2 2, ( , )        

şeklinde tanımlanan  operatörü, M nin bir U  bölgesi üzerinde tanımlı olup her bir 

 1 2, M    vektör alan çiftine U  üzerinde 
1 2   ile ifade edilen üçüncü bir C  vektör alanı 

karşılık getirir. 

Bu karşılık gelme aşağıdaki özellikleri sağladığında   ya Lineer koneksiyon (veya 

kovaryant türev) adı verilir [21]. 

 1 2 3, , ,  C ( , )M f M IR         olmak üzere; 

i) 
1 2 1 23 3 3,          

ii) 
1 12 2 ,f f       

iii) 
1 1 12 3 2 3( ) ,          

iii) 
1 12 2 1 2( ) ( ) ,f f f          

dir. 

Tanım 2.1.5: ( , )M g bir Riemann manifoldu, N de M  üzerindeki Levi–Civita 

koneksiyonu olsun. 

       

1 2 3 1 2 3 1 2 3

:  

                       ( , , ) ( , , ) ( , ) ,

MRcur

Rcur

M

Rc

M

ur

M   

        

  

 
  

 1 2 2 1 1 2
1 2 3 3 3 3,

( , ) ,Rcur      
                                                               (2.1) 

ile tanımlanan Rcur  fonksiyonu M  üzerinde bir (1,3)-tensör alanıdır ve M nin Riemann eğrilik 

tensörü olarak adlandırılır. Ayrıca 
1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( ( , ) , )gRcur Rcur         tensörüne M  nin 

Riemann-Christoffel eğrilik tensörü adı verilir. 

Her  1 2 3 4 5, , , , M        için Riemann eğrilik tensörü Rcur  aşağıdaki özelliklere 

sahiptir: 
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i) 
1 2 3 2 1 3( , ) ( , ) ,Rcur Rcur                     (2.2) 

ii)    1 2 3 4 2 1 4 3( , ) , ( , ) , ,g Rcur Rcurg               (2.3) 

iii) 
1 2 3 2 3 1 3 1 2( , ) ( , ) ( , ) 0,Rcur Rcur Rcur                        (2.4) 

iv)    1 2 3 4 3 4 1 2( , ) , ( , ) , ,g c gR ur Rcur                                      (2.5) 

v)    1 2 3 4 2 3 4 1, ( , ) ( , , , ,g Rcur Rcurg                      (2.6) 

Tanım 2.1.6: ( , )M g  bir Riemann mamifoldu olsun. M üzerinde sırası ile   ve bir r-form 

  olmak üzere, 

52 5,..., ( 1)r pT M r     vektörleri için M  üzerinde; 

52 51 52 5( (( )( ,... ) ( ( ), ,... ),rC P P                                 (2.7) 

olacak şekilde tanımlanan ( )C  ( 1)r   formuna   nın   ile konstraksiyonu denir [23]. 

Tanım 2.1.7: ( , )M g bir Riemann manifoldu olsun. pT M  tanjant uzayının iki boyutlu 

altuzayı   olmak üzere 
4 5,    tanjant vektörleri için Q  fonksiyonu 

2

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )Q g g         

biçiminde tanımlansın. 
4 5( , ) 0Q     olmak üzere; 

1 2 2 1
1 2

1 2

( ( , ) , )
( , )

( , )Q

cg R ur    
  

 
              (2.8) 

eşitliğine   nin kesitsel eğriliği denir ve ( )   ile gösterilir [2]. 

Tanım 2.1.8: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu ( , )M g ve  1 2, ,..., ne e e , lokal ortonormal 

vektör alanları olsunlar. 

 : ( )Ric M M Rcur    

 1 2 1 2 1 2

1

, ( , ) ( ( , ) , )
n

i i

i

RcurRic g e e     


                                (2.9) 

denklemi ile tanımlı (0,2)-tipindeki Ric tensör alanına, M üzerinde Ricci eğrilik tensörü adı 

verilir [4]. Ayrıca Q  Ricci operatörü 

1 2 1 2( , ) ( , ),g Q Ric          (2.10) 

biçiminde tanımlanır [25].  
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Tanım 2.1.9: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu ( , )M g  olsun. Her  1 2, M    için 

1 2 1 2( , ) ( , ),Ric ag                       (2.11) 

olacak biçimde M  üzerinde bir a  fonksiyonu var ise yani M  nin Ricci tensörü Ric , metrik 

tensör g  nin bir katı ise M  ye Einstein manifoldu adı verilir [24]. 

Tanım 2.1.10: Bir M  değme metrik manifoldu için; 

Q aId b     (2.12)  

eşitliği var ise  -Einstein olarak adlandırılır. Burada Q  Ricci operatörü, a ve b , M üzerinde 

C fonksiyonlardır [17]. 

Tanım 2.1.11: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu ( , )M g  ve  1 2, ,..., ne e e  lokal 

ortonormal vektör alanları olmak üzere 

1

( , ),
n

i i

i

Ric e e


                                                             (2.13) 

değerine M  nin skalar eğriliği adı verilir [24]. 

Tanım 2.1.12: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu ( , )M g  olsun. Her  1 2 3, , M      

için M  nin Weyl konformal eğrilik tensör alanı 

 

2 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

( , ) ( , )1
( , ) ( , )

( , ) ( , )2

                                      ( , ) ( , ) ,
( 1)( 2)

Ric Ric
C Rcur

g Q g Qn

g g
n

     
     

     


     

 
   

   

 
 

                   (2.14) 

ile tanımlanır [24]. 

Tanım 2.1.13: 4n   için 0C   ise M  manifoldu konformal flat olarak adlandırılır [24]. 

Tanım 2.1.14: M  2n   boyutlu C  sınıfından bağlantılı bir Riemann manifoldu olsun. 

M  üzerinde tanımlı (0,2)-tipinde bir simetrik tensör alanı A olmak üzere A  endomorfizmi 

 : ( ) ( ) ( )A M M M M                            (2.15) 

1 2 3 2 3 1 1 3 2( ) ( , ) ( , ) ,A A A            (2.16) 

ile tanımlanır. Eger A g  alınırsa son denklem 

     1 2 3 2 3 1 1 3 2 ,, – ,g g g                             (2.17) 
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biçimine indirgenir [26]. 

M  üzerinde (0, )k -tipinde ( 1)k   bir T tensör alanı ve (0,2) -tipinde bir simetrik A  

tensör alanı verildiğinde Rcur T  ve ( , )Q A T  tensörleri sırası ile; 

11 12 1 1 2 1 2 11 12 1( )( , ,..., ; , ) ( ( , ) , ,..., ) ...k kRcur T T Rcur              

11 12 1 2 1( , ,... ( , ) ),kT Rcur          (2.18) 

ve 

11 12 1 1 2 1 2 11 12 1Q(A, )( , ,..., ; , ) (( ) , ,..., ) ...k A kT T               

1 2 1 2 1( , ,...( ) ),A kT         (2.19) 

biçiminde tanımlanır [25]. 

Böylece (2.18) ve (2.19) denklemlerinde T Rcur  ve A g  alındığında, sırası ile, 

     11 12 13 14 1 2 1 2 11 12 13 14, , , ; , , , , ,Rcur Rcur Rcur Rcur             

  11 12 13 1 2 14 ,, , , ,Rcur Rcur       (2.20) 

     11 12 13 14 1 2 1 2 11 12 13 14, , , , ; , , , ,gQ Rcu Rg r cur                 

  11 12 13 1 2 41 ,, , , gRcur Rcur          (2.21) 

denklemleri, T C  ve A g  alındığında 

     11 12 13 14 1 2 1 2 11 12 13 14, , , ; , , , , ,R Ccur R rC cu               

  11 12 13 1 2 14, , ,, ,RcuC r             (2.22) 

     11 12 13 14 1 2 1 2 11 12 13 14, , , , ; , , , ,gQ g C C                

     11 12 13 1 2 14 ,, , , gC                           

(2.23) 

denklemleri, T S  ve A g  alındığında 

     11 12 13 14 1 2 1 2 11 12 13 14, , , ; , , , , ,Rcur Ric Ric Rcur                

  11 12 13 1 2 14 ,, , , ,Ri Rcuc r         (2.24) 
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     11 12 13 14 1 2 1 2 11 12 13 14 1 2, , , , ; , , , , ; ,gQ g C C                         

  11 12 13 1 2 14, ,, , gRC cur                                                                   (2.25) 

ve ayrıca A S , T Rcur  için (2.19) denkleminden 

     11 12 13 14 1 2 1 2 11 12 13 14, , , , ; , , , ,SQ RRi cur Rcuc r                 

  11 12 13 1 2 14, , , SRcur Rcur               (2.26) 

olarak elde edilir. Eğer M  nin her p noktası için bundan başka, 

0Rcur Rcur   ise M  ye semisimetriktir denir [26]. 

0Rcur Ric   ise M  ye Ricci-semisimetriktir denir [25]. 

0Rcur C   ise M  ye Weyl-semisimetriktir denir [25]. 

Tanım 2.1.15: 3n   boyutlu bir ( , )M g  Riemann manifoldu için eğer M  nin her 

noktasında Rcur Rcur  ve ( , )O g Rcur  tensörleri lineer bağımlı ise M  ye pseudosimetriktir 

denir. 

Yani M nin pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart, 

 : ( , ) 0RU p M Q g Rcur    kümesi üzerinde ( , )RcurRcur Rcur L Q g Rcur  olmasıdır. 

,Rcur RcurL U  üzerinde bir fonksiyondur [27]. 

Tanım 2.1.16: 3n   boyutlu bir ( , )M g  Riemann manifoldu için eğer M  nin her 

noktasında Rcur Ric  ve ( , )Q g R  tensörleri lineer bağımlı ise M  ye Ricci-pseudosimetrik 

manifold denir [27]. 

Yani, M ’nin Ricci-pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart, 

: 0U p M S g
n

 
    
 

 kümesi üzerinde ( , )RicRcur Ric L Q g Ric  olmasıdır. ,  Ric RicL U  

üzerinde tanımlı bir fonksiyondur. 

Tanım 2.1.17: 4n   boyutlu bir ( ,g)M  Riemann manifoldu için eğer M  nin her 

noktasında Rcur C  ve ( , )Q g C  tensörleri lineer bağımlı ise M  ye Weyl-pseudosimetrik 

manifold denir [27]. 

Yani, M nin Weyl-pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart 
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 :  de 0CU p M p M C     kümesi üzerinde ( , )CRcur C L Q g C  olmasıdır. ,  C CL U  

üzerinde tanımlı bir fonksiyondur. 

Tanım 2.1.18: Eğer Rcur Rcur  ve ( , )Q Ric Rcur  tensörleri lineer bağımlı ise yani, 

( , )Rcur Rcur LQ Ric Rcur  ise M  ye genellestirilmiş Ricci-pseudo simetriktir denir [27]. 

Yukarıda numaralı tanımlarda tanımlanan eğrilik şartları için aşağıdaki kapsama bağıntıları 

geçerlidir [22]. 

0 0,Rcur Rcur Rcur Ric     

0 C 0,Rcur Rcur Rcur    

0 ( , ),RicRcur Ric Rcur Ric L Q g Ric     

0 ( , ),RcurRcur Rcur Rcur Rcur L Q g Rcur    

0 ( , ),RicRcur C Rcur C L Q g C    

( , ) ( , ),Rcur RicRcur Rcur L Q g Rcur Rcur Ric L Q g Ric     

( , ) ( , ).Rcur CRcur Rcur L Q g Rcur Rcur C L Q g C    

Eğer M semisimetrik olmayan fakat pseudosimetrik bir manifold ise M  ye proper 

pseudosimetrik, Ricci-semisimetrik olmayan fakat Ricci-pseudosimetrik manifold ise M  ye 

proper Ricci-pseudosimetrik, Weyl-semisimetrik olmayan fakat Weyl-pseudosimetrik bir 

manifold ise M  ye proper Weyl-pseudosimetriktir denir. 

Tanım 2.1.19: Bir ( , )M g  3n  -boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu için eğer 

  
1 2 3 1 2 3, ( ) ( , ),Ric Ric                            (2.27) 

olacak şekilde bir 
1( )   1-formu var ise M  ye Ricci-rekürent manifold denir [25]. 

  
1 2 3 1 2 3 1 2 3, ( ) ( , ) ( )g( , ),Ric Ric                 (2.28) 

olacak biçimde 
1( )   ve 

1( )   1-formları var ise M  ye genelleştirilmiş Ricci-rekürent denir 

[28]. Ric  nin kovaryant türevi Ric   

        
1 2 32 3 1 3 1 2, , , 0,Ric Ric Ric                     (2.29) 

ile tanımlanır ise M  ye dairesel paralel Ricci tensöre sahiptir denir [25]. 

Bundan başka g metrik tensörünün türevi 
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 
1 2 1 12 3 2 3 3 2 3( , ) g( , ) ( , ) g( , ),g g T                                                            (2.30) 

ile ifade edilir. 

Tanım 2.1.20: M  n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her  1 2 3, , M     için M  

nin konharmonik eğrilik tensörü 

2 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 1 3 2

( , ) ( , )1
( , ) ( , ) ,

( , ) ( , )2

Ric Ric
K Rcur

g Q g Qn

     
     

     

 
   

   
                           (2.31) 

ile tanımlanır [29]. 

Tanım 2.1.21: Eğer 0K   ise M  manifoldu konharmonik flat manifold olarak 

adlandırılır [24]. 

Tanım 2.1.22: M  n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her  1 2 3, , M    için M  

nin Projektif egrilik tensörü; 

 1 2 3 1 2 3 2 3 1 1 3 2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

1
P Rcur Ric Ric

n
             


     (2.32) 

ile tanımlanır [26]. 

Tanım 2.1.22: Eğer P=0 ise M  manifoldu projektif flat manifold olarak adlandırılır.  

2.2.   Hemen Hemen Değme Metrik Manifoldlar 

Tanım 2.2.1: M  bir n -boyutlu manifold, ,  ,      da M  üzerinde, sırası ile (1,1)-tipinde 

bir tensör alanı, bir vektör alanı ve bir 1-form olsun. Eğer , ,    için, M  üzerinde herhangi bir 

vektör alanı 
1  olmak üzere 

  1,                 (2.33) 

2

1 1 1( ) ,                       (2.34) 

özelikleri sağlanıyor ise o zaman ( , , )    ya M  üzerinde bir hemen hemen değme yapısı denir. 

M  bu yapı ile bir hemen hemen değme manifoldu olarak adlandırılır [24]. 

Teorem 2.2.1: ( , , )    hemen hemen değme yapısı için 

i) 0,                 (2.35) 

ii)  1 0,                              (2.36) 

iii) 1,rank n                 (2.37) 
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dir [24]. 

Tanım 2.2.2: Hemen hemen değme manifoldu M  verilsin. M  üzerinde hemen hemen 

değme yapısı  , ,    olsun. M  üzerinde bir g  Riemann metrigi; 

1 1( ) ( , ),g                               (2.38) 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( ),g g                     (2.39) 

şartlarını sağlıyor ise g  metriğine M  üzerinde hemen hemen değme metrik, ( , , , )g    yapısına 

da hemen hemen değme metrik yapısı, ( , , , )g   yapısı ile M  ye de hemen hemen değme metrik 

manifoldu denir [24]. 

Sonuç 2.2.1: n -boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldu M  ile hemen hemen 

değme metrik yapısı ( , , , )g   verilsin. Böylece, 

1 2 1 2( , ) ( , )g g                               (2.40) 

dir [24]. 

Tanım 2.2.3: n -boyutlu bir hemen hemen değme manifoldu M  verilsin. Herbir   1-

formu için ( ) 0nd    şartı sağlanır ise   ya M  nin değme yapısı ve M  ye de değme 

manifoldu denir [24]. 

Teorem 2.2.2: n  -boyutlu bir hemen hemen değme manifoldu M  verilsin. M  nin bir 

değme yapısı   verildiğinde; 

1 2 1 2( , ) ( , )g d            (2.41) 

olacak şekilde bir hemen hemen değme metrik yapısı ( , , , )g   vardır [24]. 

Tanım 2.2.4: M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı ( , , , )g   için; 

1 2 1 2( , ) g( , )                                                                                                         (2.42) 

şeklinde tanımlı   dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısı ( , , , )g   nın temel 2-

formu denir [24]. 

2.3.    Hemen Hemen Değme Metrik Manifoldların Torsiyon Tensörü 

Tanım 2.3.1: V  bir reel vektör uzayı olmak üzere; 

:J V V   

lineer dönüşümü; 
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2J I    

şartını sağlıyor ise J  ye V  üzerinde bir kompleks yapı denir. (2 1)n -boyutlu bir hemen hemen 

değme manifoldu M  verilsin. Bu manifold üzerinde hemen hemen değme yapısı ( , , )   olsun. 

Reel bir doğruyu R  ile göstererek M R  manifoldunu göz önüne alalım. M R  üzerinde 

herhangi bir vektör alanı; 

1,
d

f
dt


 
 
 

  

şeklindedir. Burada 
1,M  ye teğet bir vektör alanı, tR  nin bir koordinatı ve ,f M R  üzerinde 

tanımlı bir fonksiyondur. M R  nin tanjant uzayındaki bir J  lineer dönüşümü; 

 1 1 1, . . ( ) )
d d

J f f
dt dt

   
 

  
 

     

ile tanımlanır [24]. 

Sonuç 2.3.1: Yukarıdaki şekilde tanımlanan J  dönüşümü M R  üzerinde bir hemen 

hemen kompleks yapıdır [24]. 

Tanım 2.3.2: M  bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere M  üzerinde (1,1)-tipinde 

bir tensör alanı F  olsun.  1 2, M     için; 

         1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 ,, ,, ,FN F F F F F F F               

şeklinde tanımlı FN  tensör alanına F  nin Nijenhuis torsion tensörü denir [4]. 

F J  hemen hemen kompleks yapı olması halinde de, 

       

       

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( , ) , , , ,

              , , , ,

jN J J J J J J J

J J J J J J

         

       

   

    
                                       (2.43)              

dir [24]. 

Tanım 2.3.3: Hemen hemen kompleks manifoldu  ,M J  verilsin. 0JN   ise J  

dönüşümüne integrallenebilirdir denir [24]. 

Tanım 2.3.4: Eğer M R  üzerindeki bir J  hemen hemen kompleks yapısı 

integrallenebilir ise  , ,   hemen hemen değme yapısına normaldir denir [24]. 
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2.4.   Sasakian Manifoldlar 

Tanım 2.4.1: M , değme metrik yapısı  , , , g   olan n -boyutlu bir değme metrik 

manifoldu olsun. Eğer M nin değme metrik yapısı normal ise, M  Sasakian yapıya sahiptir denir. 

Bazen Sasakian manifold normal değme metrik manifold olarak da adlandırılır [24]. 

Teorem 2.4.1: M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı  , , , g   bir Sasakian 

yapıdır    
1 2, ( )M     için; 

1 2 1 2 2 1( ) ( , ) ( )g                                 (2.44) 

dir [24]. Burada; 

1 1 12 2 2( ) ( )             

dir. 

Sonuç 2.4.1: M  bir Sasakian manifold ise M nin bir Riemann eğrilik tensörü Rcur  olmak 

üzere; 

1 2 2 1 1 2( , ) ( ) ( )Rcur                                 (2.45) 

dir [24]. 

Teorem 2.4.2: M n -boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere M  üzerinde bir birim 

Killing vektör alanı   verilsin.   Levi Civita koneksiyonu, M nin eğrilik tensörü Rcur olmak 

üzere M  Sasakian manifolddur. n-boyutlu Sasakian manifoldlarda aşağıdaki ilişkiler geçerlidir. 

1 1                                                                                                                       (2.46) 

1 2 3 4 1 3 2 4 2 3 1 4( , , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )Rcur g g g g                                                        (2.47) 

1 2 3 1 3 2 2 3 1( ( , ) ) ( , ) ( ) ( , ) ( )Rcur g g                                  (2.48) 

1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( )Rcur g                        (2.49) 

1 1 2 2 1( , ) ( , ) ( )Rcur g                      (2.50) 

1 1 1( , ) ( )Rcur                        (2.51) 

1 1( , ) ( 1) ( )Ric n                                            (2.52) 

dir [24]. 

Uyarı: Bir Sasakian manifoldu bir K-değme manifoldudur fakat tersi sadece boy 3M   

olması halinde geçerlidir [24]. 
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Sonuç 2.4.2: M  bir Sasakian manifold olsun. 
1 2, ( )M     ve   bir birim Killing 

vektör alanı olmak üzere; 

11 2 2( , ) ( )Rcur                              (2.53) 

dir [24]. 

Sonuç 2.4.3: M , değme metrik yapısı ( , , , )g   olan n -boyutlu bir Sasakian manifold 

olsun. Bu takdirde; 

1 2 3 1 2 3 1 3 2 2 3 1

1 3 2 2 3 1

( , ) ( , ) ( , ) (( , )

                    ( , ) ( , )

Rcur R g g

g g

            

     

  

 
                  (2.54) 

dır [24]. 

Sonuç 2.4.4: M  bir Sasakian manifold olmak üzere; 

1 2 3 1 2 3 2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

                    ( , ) ( , )

Rcur R g g

g g

            

     

   

 
                               (2.55) 

dır [24]. 
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3. PARADEĞME MANİFOLDLAR 

Bu bölümde konunun anlaşılabilirliğini sağlayacak temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

3.1. Hemen Hemen Paradeğme Manifoldlar 

Bu kısımda, hemen hemen paradeğme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. 

Tanım 3.1.1: M  n -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, ,  ,      da M  üzerinde 

sırasıyla (1,1)-tipinde bir tensor alanı, bir vektör alanı ve 1-form olsunlar. Eğer ,  ,      için, M

üzerinde 

  1i )                                                                                                                         (3.1)  

2 ii ) Id                                                                                                             (3.2) 

 D =iii ) çekirdek  ;   tarafından üretilen dağıtım hemen hemen parakomleks yapıya 

sahiptir;                                                                                                    (3.3)             

eşitlikleri sağlanıyorsa, o zaman ( , , )   üçlüsüne M  üzerinde bir hemen hemen paradeğme yapı 

ve bu yapı ile birlikte ( , , , )M     dörtlüsüne bir hemen hemen paradeğme manifold denir [30]. 

Teorem 3.1.1: ( , , , )M     dörtlüsü hemen hemen paradeğme manifold olmak üzere; 

  0i )                                                                                                                        (3.4) 

 0ii )                                                                                                                       (3.5) 

 1iii ) rank n                                                                                                              (3.6) 

dir [30]. 

3.2. Hemen Hemen Paradeğme Metrik Manifoldlar 

Bu kısımda hemen hemen paradeğme manifoldlar üzerinde bir metrik tanımlayacağız ve 

bazı özelliklerini ele alacağız. 

Teorem 3.2.1: ( , , , )M     n-boyutlu bir hemen hemen paradeğme manifold olsun. Bu 

durumda M manifoldu üzerinde bir G  yarı-Riemann metrik tensor alanı 

     1 1 1     G , , M                                                                                         (3.7)   

olacak şekilde vardır [30]. 
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Teorem 3.2.2:  ( , , , )nM      bir hemen hemen paradeğme diferensiyellenebilir yarı-

Riemann manifold üzerinde    1 2  ve , M M        için 

         1 2 1 2 1 2 gi ) , g ,                                                                               (3.8) 

   1 1 ii ) g ,                                                                                                           (3.9) 

özelliklerini sağlayacak şekilde bir g yarı-Riemann metriği vardır [30]. 

Sonuç 3.2.1: M hemen hemen paradeğme manifoldu üzerinde  

   1 1g ,                                                                                                               (3.10) 

       1 2 1 2 1 2g , g ,           

olacak şekilde g yarı-Riemann metriği için 

   1 2 1 2 0g , g ,                                                                                                (3.11)  

dır. 

Tanım 3.2.1:  ( , , , )nM    bir hemen hemen paradeğme manifold olsun. (3.8) ve (3.9) 

koşullarını sağlayan g yarı-Riemann metriği ( , , , )nM    üzerinde hemen hemen para değme 

metrik, ( , , , )g   yapısına da hemen hemen paradeğme metrik yapı, ( , , , , )nM g   beşlisine de 

hemen hemen paradeğme metrik manifold denir [30]. 

Tanım 3.2.2: ( , , , )g    hemen hemen paradeğme metrik yapısı ile birlikte 
nM  için lokal 

ortonormal baz sistemi inşa edilebilir. 
nM  nin bir koordinat komşuluğu U  olsun. U  da   ya 

ortogonal olacak şekilde bir birim vektör alanı 
11  olsun ve 

2

11 1    dir. Bu durumda (3.4), 

(3.5) ve (3.8) den  

       2

11 11 11

                 =0,

g , g ,         
  

ve 

          
       

 

2

11 11 11 11 11 11

11 11                 =-g

g , g ,

, ,

        

 

 
       

eşitliğinden 

 11 11 0g , ,                                                                                                               (3.12) 
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olacak şekilde 
11 11  ve ,    e diktir. Benzer şekilde U  üzerinde 

11 ,   ve 
11  e dik olacak 

şekilde bir 
12 birim vektör alanı alabiliriz. 

2

12 1   olur. 
12 11 11 12  , , , ,ve     ye diktir. Bu 

şekilde devam edilirse U üzerinde  11 11  1  , , , i ,...,n     lokal ortonormal bazı elde edilir ve bu 

baza  -bazı denir[30]. 

Tanım 3.2.3: M üzerinde bir ( , , , )g    hemen hemen paradeğme metrik yapısı verilsin. 

1 2, ( )M     için 

   1 2 1 2F , g ,                                                                                                      (3.13) 

şeklinde tanımlı antisimetrik F  dönüşümüne ( , , , )g   hemen hemen paradeğme metrik 

yapısının temel 2-formu denir [30]. 

Sonuç 3.2.2: 
nM yarı-Riemann manifold olsun. F  temel 2-form ters simetriktir ve Tanım 

3.2.2 yardımıyla 0nF    dır. 

Sonuç 3.2.3 : 
nM üzerinde bir hemen hemen paradeğme metrik yapısı ( , , , )g   olmak 

üzere 
nM yönlendirilebilirdir. 

3.3. Hemen Hemen Paradeğme Manifoldların Torsiyon Tensörü 

Tanım 3.3.1: M  bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eğer M nin her p noktası 

için 2J I  olacak şekilde TpM  tanjant uzayının bir J  endomorfizması varsa o zaman M

üzerindeki (1,1) tipindeki J tensor alanına bir hemen hemen parakomleks yapı denir. Bir J

hemen hemen parakompleks yapısı ile verilen manifolda bir hemen hemen parakompleks 

manifold denir [31]. 

Teorem 3.3.1: ( , , , )nM    bir hemen hemen paradeğme manifoldu olsun. Bu takdirde 

nM R  üzerinde bir hemen hemen parakomleks yapı vardır [31]. 

Tanım 3.3.2:
nM üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı J olsun. 

nM üzerinde J  

tensor alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü 

         

       

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2                 =

JN , J , J ,J J J , J ,J

, J ,J J J , J ,J ,

         

       

   

  
                                    (3.14) 

şeklindedir [32]. 
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Tanım 3.3.3: ( , )nM J hemen hemen parakompleks manifold olsun. O zaman 0JN   ise 

J dönüşümüne integrallenebilirdir denir [32]. 

Tanım 3.3.4: Eğer 
nM R  üzerindeki bir J hemen hemen parakompleks yapısı 

integrallenebilir ise ( , , )    hemen hemen paradeğme yapısına normaldir denir [32]. 

Önerme 3.3.1: M nin ( , , )    hemen hemen paradeğme yapısının normal olması için 

gerek ve yeter şart 

2 0N d ,                                                                                                               (3.15) 

olmasıdır [30]. 

3.4. Para-Sasakian Manifoldlar 

Tanım 3.4.1: Bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold M  üzerinde (1,1)- tensör alanı 

 , bir vektör alanı  , bir 1-form   ve Riemann metrik g  olduğunda, M  nin hemen hemen 

para-değme Riemann yapısı ( , , , )g   dir. Eğer ( , , , )g   aşağıdaki eşitlikleri sağlarsa M ye 

para-Sasakian manifold ya da kısaca P-Sasakian manifold denir[34].  

 1 2 3, , M      için, 

i)    2

1 1 1 1( ) ,    1,   0,                      (3.16) 

ii)        1 2 1 2 1 2, ,g g                                                                         (3.17) 

iii) 
1 1,          (3.18) 

iv)  
1 2 1 2 2 1 2 1( , ) ( ) ( ) ( ) ,g                      (3.19) 

v)    1 2 1 2, ,g g                                                                                        (3.20)      

dır [34]. 

Ayrıca bir para-Sasakian manifold 

1 2 1 2 2 1( ) ( , ) ( ) ( ),g                        (3.21) 

eşitliğini sağlarsa özel para-Sasakian manifold olarak tanımlanır [34]. 

Önerme 3.4.1: 
nM para-Sasakian manifold ve M nin eğrilik tensörü Rcur  ve Ricci 

tensörü Ric olsun. O zaman  1 2 3, , M      için aşağıdaki şartlar sağlanır [30]. 
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i)      1 2 1 2 2 1,Rcur                                                                                      (3.22) 

ii)    1 2 2 1 1 2, ( , )Rcur g                                                                                (3.23) 

iii)    1 2 1 1,Rcur                                                                                            (3.24) 

iv) 
1 1( , ) (1 ) ( ),Ric n                  (3.25) 

v) 
1 2 3 1 3 2 2 3 1( ( , ) ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).Rcur g g                     (3.26) 

3.5. Para-Sasakian Manifoldlarda Ricci Soliton 

n -boyutlu bir para-Sasakian manifold M olsun. M de bir Ricci soliton 
4( , , )g    olmak 

üzere  1 2, M     için 

4 1 2 1 2 1 2( )( , ) 2 ( , ) 2 g( , ) 0,L g Ric                

dır. Burada 
4 4,  L    vektör alanı boyunca Lie türev operatörüdür. Bu denklem 

1 24 2 1 4 1 2 1 2( , ) ( , ) 2 , ) 2 ( , ) 0,g g Ric g                                             (3.27) 

şekline gelir. (3.27) eşitliğinde 
4   kullanılıp sonra da (3.18) denkleminden, 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 0,g g Ric g                                             (3.28) 

elde edilir. Böylece (3.28) denkleminden 

      1 2 1 2 1 2Ric , g , g , ,                                                                                          (3.29)  

sonucuna varırız. (3.29) denklemini sağlayan para-Sasakian manifold 
nM  neredeyse (nearly) 

quasi-Einstein manifolddur [34]. Diğer yandan (3.29) denkleminde 
2 yerine   yazıp (3.18) 

denklemini kullanarak 

     1 11( n ) ,                                                                                        (3.30) 

elde ederiz. Böylece 1n    sonucuna ulaşırız. Bu eşitlik, 1n  olduğundan her zaman             

0  dır. O halde aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Teorem 3.5.1. Bir n-boyutlu para-Sasakian manifold 
nM  de Ricci soliton ( , , )g    her 

zaman genişleyen (expanding) dir. 

Sonuç 3.5.1 Bir n-boyutlu para-sasakian manifold M  olsun. (3.29) denkleminde 
1 yerine 

1 , 
2 yerine de 

2  yazarak 
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                                                                                             (3.31) 

denklemini elde ederiz. (3.31)  denkleminde (2.40) eşitliği kullanılırsa 

     1 2 1 2 1 2 1 2Ric , g , g , ( ) ( ),                                                           (3.32) 

elde edilir.  Tekrar (3.29) denkleminde 
1  yerine 1  yazılırsa,   

     2

1 2 1 2 1 2Ric , g , g ,                                                                               (3.33) 

dır. (3.33) denkleminde (2.40) eşitliği kullanıldığında  

     1 2 1 2 1 2 1 2Ric , g , g , ( ) ( ),                                                               (3.34)   

denklemi elde edilir. (3.31) ve (3.32) denklemleri kullanılarak sonuç olarak 

   1 2 1 2 1 2Ric , Ric , ( ) ( ),                                                                           (3.35)  

eşitliği yazılabilir. 

Örnek 3.4.1 Bir 5-boyutlu manifold   5

1 2 1, 2, , ,M x x y y z R   yi göz önüne alalım, 

burada  1 2 1, 2, , ,x x y y z  
5R  deki standart koordinatlardır. M  de lineer bağımız 1 2 3 4 5, , , ,e e e e e  

standart bazları, 

1 2 3 4

1 2 1 2

,    ,    ,    ,e e e e
x x y y

   
   
   

  

5 1 2 1 2

1 2 1 2

,e x x y y
x x y y z

    
    

    
  

olarak verilsin. g  Riemann metrik olmak üzere 

( , ) 1,  i jg e e i j   ise, 

     ( , ) 0,i jg e e   ,   ise  , 1,2,3,4,5.i j i j    

olarak tanımlansın. 
1 ( )M    için   1-formu  1 1 5( ) ( , )g e    ile tanımlı olsun. Ayrıca  ,  

(1, 1)-tensör alanı 

1 1 2 2 3 3 4 4 5,   ,   ,    ,   0.e e e e e e e e e          

şeklinde verilsin. Böylece 
1 2, ( )M     için 

   2

5 1 11 51,   ,e e           
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       1 2 1 2 1 2, ,g g          

dır. Burada 5e   olarak alırsak ( , , , )g   , M üzerinde değme metrik yapısıdır [32]. 

Yukarıdaki denklemler yardımı ile 

       

       

   

1 2 1 3 1 4 1 5 1

2 3 3 4 2 4 2 5 2

3 5 3 4 5 4

, 0,  , 0,  , 0,  , ,

, 0,  , 0,  , 0,  , ,

, , , ,

e e e e e e e e e

e e e e e e e e e

e e e e e e

   

   

 

  

eşitliklerini elde ederiz.  bir Riemann koneksiyonu, g bir metrik tensör olmak üzere Koszul 

formülü, 

        
1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 2 3 1 3 1 2 ,                    

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

, , , , ,    ,

g g g g

g g g

          

        

   

  
  

şeklinde tanımlıdır. 5e   alınarak Koszul formülünde uygulanır ise 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

5 5

1 5 2 3 4 5 1

1 2 5 3 4 5 2

1 2 3 5 4 5 3

1 2 3 4 5 5 4

1

,  0,  0,  0,  ,

0,  , 0, 0, ,

0,  0,   ,  0,  ,

0,  0,   0,  ,  ,

0,  

e e e e e

e e e e e

e e e e e

e e e e e

e e

e e e e e e e

e e e e e e e

e e e e e e e

e e e e e e e

e e

          

          

          

          

  
5 5 52 3 4 50,   0,  0,  0.e e ee e e      

  

elde edilir. Yukarıda kolayca görülebilirki ( , , , )g    yapısı ile M , 5-boyutlu para-Sasakian 

manifolddur [35]. Böylece 

 1 2 2 1 1 2
1 2 3 3 3 3,

( , ) ,Rcur      
            

denklemi ile verilen Riemann Eğrilik tensörü yardımı ile  

     

     

     

     

1 2 1 2 1 2 2 1 1 3 1 3

1 3 3 1 1 4 1 2 1 2 2 1

1 5 1 5 1 5 5 1 2 3 2 3

2 3 3 2 2 4 2 4 2 4 4

, ,  , ,   , = ,

, ,  , ,   , , 

, = ,   , ,  , ,

, ,  , = ,  ,

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e e

Rcur Rcur Rcur

Rcur Rcur Rcur

Rcur Rcur Rcur

Rcur Rcur Rcur

  

    

  

   

     

     

   

2

2 5 2 5 2 5 5 2 3 4 3 4

3 4 4 3 3 5 3 5 3 5 5 3

4 5 4 5 4 5 5 4

,

, ,  , ,  , = ,

, ,  , ,  , ,

, = ,    , ,

e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e e e

R

e e e

Rcur Rcur cur

Rcur Rcur Rcur

Rcu er Rcure e e e

  

    

 

  

eşitliklerini elde ederiz. Yukarıdaki denklemler yardımı  

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5( , ) 4, ( , ) 4, ( , ) 4, ( , ) 4, ( , ) 4Ric e e Ric e e Ric e e Ric e e Ric e e            
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elde edilir. Buradan 

1 2 1 2( , ) 4 ( , ),Ric g       

sonucuna ulaşılır. Bu yüzden manifold bir Einstein manifoldudur. Ricci tensörünün yukarıdaki 

ifadesinin yardımı ile kolayca doğrulanabilir ki, 0   dır. Dolayısıyla 5-boyutlu para-Sasakian 

manifoldunda Ricci Soliton genişleyendir. Böylece  Teorem 3.4.1., 5-boyutlu manifoldda 

doğrulanır. 

Şimdi   -Ricci soliton şartını göz önüne alalım. Bunun için 

4 1 2 1 2 1 2 1 2( )( , ) 2 ( , ) 2 g( , ) 2 ( ) ( ) 0,L g Ric                

eşitliğinin bir para-Sasakian manifold üzerinde sağlandığını varsayalım. Yukarıdaki ispata benzer 

bir ispatla 
4   alarak 

1 2 1 2 1 2 1 2( ,)( , ) 2 ( , ) 2 g( , ) 2 ( ) ( ) 0L g Ric                

denklemini inceleyelim. Bu denklem 

1 22 1 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( ) ( ) 0,g g Ric g                       

şekline gelir. (3.18) denkleminden, 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( ) ( ) 0,g g Ric g                       

elde edilir. Böylece (3.20) denkleminden 

     1 2 1 2 1 2 1 2Ric , g , g , ( ) ( ),                                                                        (3.36) 

sonucuna ulaşırız. Diğer yandan (3.25) ve (3.17) denklemini kullanarak            

1 1 1 21( n ) ( ) ( ) ( ) ( ),            

elde edilir. Bu denklem yardımı ile 

1n ,     

sonucuna ulaşırız. 1n    olduğundan 0  dır. O halde aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Teorem 3.4.2: Bir n-boyutlu para-Sasakian manifold  
nM de  -Ricci soliton mevcut 

değildir. 
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4. RİCCİ SOLİTON ŞARTINI SAĞLAYAN PARA SASAKIAN 

MANİFOLDLAR 

Bu bölümde Riemann eğrilik tensörü Rcur , Ricci tensörü Ric , Weyl konformal eğrilik 

tensörü C  ve projektif eğrilik tensörü P  olmak üzere, bir para-Sasakian manifold M üzerinde 

tanımlı Ricci soliton kullanılarak Weyl konformal eğrilik tensörü ve projektif eğrilik tensörü ile 

ilgili bazı eğrilik şartları verilmiştir.  

4.1. Ricci soliton ve  -Ricci soliton ile para-Sasakian manifoldlar 

 Bu bölümde ilk olarak bir para-Sasakian manifold üzerinde Ricci soliton denklemi 

sağlandığında semi-simetriklik ve pseudo simetriklik, daha sonra da flat olma şartlarını 

inceleyeceğiz. 

Teorem 4.1.1: Ricci soliton denklemini sağlayan bir n-boyutlu para-Sasakian manifold M

olsun. M  de . 0Rcur Ric  şartı sağlandığında, yani M  manifoldu Ricci semi-simetrik ise, M  

bir Einstein manifoldudur.                                                                                               

İspat.  M manifoldunda Riemann eğrilik tensörü Rcur ve Ricci tensörü Ric  olmak üzere 

0Rcur Ric   denklemi  1 2 6 5, , , M       için 

   6 5 1 2 0Rcur , Ric , ,                                                                                                 

(4.1) 

şeklinde yazılabilir. (4.1) denklemi, 

         6 5 1 2 6 5 1 2 1 6 5 2 0Rcur , Ric , Ric Rcur , , Ric ,Rcur , ,                          (4.2) 

dır. Böylece 

     6 5 1 2 1 6 5 2 0Ric Rcur , , Ric ,Rcur , ,                                                              

(4.3) 

dır . (3.29) denklemi yardımı ile (4.3) denklemi, 

     

     

6 5 1 2 6 5 1 2

1 6 5 2 1 6 5 2 0

g Rcur , , g Rcur , ,

g ,Rcur , , g ,Rcur , ,

        

        



  
                                                    

(4.4) 

yazılabilir. (4.4) denkleminde 1  yerine   yazılırsa, 
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        6 5 2 6 5 2 6 5 2 0g Rcur , , g Rcur , , g ,Rcur , ,                                   

(4.5) 

bulunur. (4.5) denkleminde (2.45) eşitliği kullanılarak, 

         

  

6 5 5 6 2 6 5 5 6 2

6 5 2                                       0

g , g ,

g ,Rcur , , ,

              

    

  

 
                                            (4.6) 

elde edilir. (4.6) denkleminde 6  yerine   kullanıldığında  

         

  

6 6 2 6 6 2

6 2                                         0

g , g ,

g ,Rcur , ,

              

    

  

 
                                                (4.7) 

yazılabilir. (2.33) ve (2.36) eşitlikleri (4.7) denkleminde kullanılırsa 

       

  
5 2 5 2 5 2

5 2                      0

g , g ,

g ,Rcur , ,

        

    

 

 
                                                                 (4.8) 

bulunur. (4.8) denkleminde (2.49) eşitliği kullanıldığında 

            5 2 5 2 5 2 2 5 5 2 0g , g , g , g , ,                                     (4.9) 

veya 

             5 2 5 2 5 2 5 2 5 2 0g , g , g , ,                                       (4.10) 

yazılabilir. (4.10) denkleminden 

 5 2 0g , ,                                                                                                                (4.11) 

bulunur. (4.11) denkleminde  (2.42) eşitliği olan    5 2 5 2g , d ,      kullanıldığında,  

0d                                                                                                                (4.12) 

eşitliği elde edilir. Böylece (3.24) eşiliğinden 

    1 2 1 2, ,Ric g       

elde ederiz. Böylece M  manifoldu bir Einstein manifoldudur. 

Teorem 4.1.2: Ricci soliton denklemini sağlayan bir n-boyutlu para-Sasakian manifold M

olsun. M  de  1. ,Rcur Ric LQ g Ric şartı sağlandığında, yani M  manifoldu Ricci pseudo-

simetrik ise, M  bir Einstein manifoldudur.   
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İspat:  M manifoldunda Riemann eğrilik tensörü Rcur , Ricci tensörü Ric , metrik tensör 

g olmak üzere  1. ,Rcur Ric LQ g Ric  denklemi  1 2 6 5, , , M       için 

      6 5 1 2 1 1 2Rcur , Ric , LQ g,Ric ,                                                                   (4.13) 

şeklinde yazılabilir. (4.13) denklemi, 

         

         
6 5 1 2 6 5 1 2 1 6 5 2

6 5 1 2 6 5 1 2 1 6 5 2g g g

Rcur , R , Ric Rcur , , Ric ,Rcur ,

Ric , Ric , Ric , ,

           

           

 

     
                   (4.14) 

dır. Böylece 

 
     

     
6 5 1 2 1 6 5 2

1 6 5 1 2 1 6 5 2g g

Ric Rcur , , Ric ,Rcur ,

L Ric , Ric , ,

       

       



    
 

                                                      (4.15) 

veya 

 

     

       

       

6 5 6 2 1 6 5 2

5 1 6 2 6 1 6 2

1

5 1 6 1 6 2 5 1

Ric Rcur , , Ric ,Rcur ,

g , Ric , g , Ric ,
L ,

g , Ric , g , Ric ,

       

       

       



 
  

   

                                                      (4.16) 

dır.(3.29) denklemi yardımı ile (4.16) denklemi 

 

 

     

     

       

       

       

       

6 5 1 2 6 5 1 2

1 6 5 2 1 6 5 2

5 1 6 2 5 1 6 2

6 1 5 2 6 1 5 2

1

5 2 6 1 5 2 6 1

6 2 5 1 6 2 5 1

g Rcur , , g Rcur , ,

g ,Rcur , g ,Rcur ,

g , g , g , g ,

g , g , g , g ,
L ,

g , g , g , g ,

g , g , g , g ,

        

        

        

        

        

        



 

  
 
  

  
  
   

                                                       (4.17) 

 

yazılabilir.(4.17) denkleminde 
1  yerine   yazılır ve gerekli hesaplar yapılırsa  

          6 5 2 1 5 6 2 6 5 2g R , , L g , g , ,                                                  (4.18) 

bulunur. (4.18) denkleminde (2.45) eşitliği kullanılarak 

               6 5 2 5 6 2 1 5 6 2 6 5 2g , g , L g , g , ,                      

veya 

         1 6 5 2 5 6 21 0L g , g , ,                                                                       (4.19) 

elde edilir. (4.19) denkleminde ya  11 0L   ya da 
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       6 5 2 5 6 2 0g , g , ,                                                                                  (4.20) 

dır. 
1 1L   ise M  üzerinde  . ,Rcur Ric Q g Ric  dir. Diğer yandan, (3.29) eşitliği (4.20) 

denkleminde kullanılırsa  

               6 5 2 6 5 2 5 6 2 5 6 2 0Ric , g , Ric , g , ,                              (4.21) 

bulunur. (4.21) denkleminde 
6   alırsak 

   5 2 5 2, ,Ric g       

elde ederiz. Böylece M  manifoldu bir Einstein manifoldudur. 

Teorem 4.1.3:  Ricci soliton denklemini sağlayan n-boyutlu bir para-Sasakian manifold 

M olsun.   1 2 3, , M      için M nin Weyl konformal eğrilik tensörü flat ise M  bir Einstein 

manifoldudur. 

İspat: M nin Weyl konformal eğrilik tensörü C olsun.  1 2 3, , M     için Q Ricci 

operatörü olmak üzere (2.14) eşitliğinden, 

 
   

   

  
   

2 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

1

2

                                    +
1 2

Ric , Ric ,
C , Rcur( , )

n g , Q g , Q

g , g , ,
n n

     
     

     


     

 
   

    

    

                           (4.22) 

şeklinde tanımlanır. Şimdi M  manifoldu üzerinde Ricci soliton denkleminin sağlandığını göz 

önüne alalım. Bu durumda (4.22) denklemini 

 
       

       

  
   

2 3 1 2 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 1 3 2 1 3 2

2 3 1 1 3 2

2 11

2 2 1

                                    +
1 2

g , n g , g ,
C , Rcur( , )

n g , g , n g ,

g , g , ,
n n

        
     

        


     

   
   

      

    

     (4.23) 

olarak yazabiliriz. M  manifoldu Weyl konformal flat ise 0C   dır. (4.23) denkleminden 

       

   

  
   

2 3 1 1 3 2

1 2 3

2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

2 1 2 11

2

                             
1 2

n - g , n - g ,
Rcur( , )

n - g , g ,

g , g , ,
n - n -

     
  

     


     

  
  

   

    

                                          (4.24)   

elde ederiz. (4.24) denkleminde  
3   kullanırsak 
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           

  
   

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2 1 1 2

1
2 1 2 1

2

                           
1 2

Rcur( , ) n - n -
n -

- ,
n - n -

              


     

      

   

                (4.25) 

yazılabilir.(4.25) denkleminde (2.45) eşitliği kullanılırsa, 

   
 

       

  
   

1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2

2 1 1 2

2 1 1

2 2

                           
1 2

n

n - n -

- ,
n - n -

                 


     


           

   

                  (4.26)    

elde edilir. Bu denklemi düzenlersek     

 
  

   

   

1 2 2 1

2 1 1 2

2 1
1

2 1 2

1
                            0

2

( n )

n n n

,
n


     

     

 
           

     

                                              (4.27)             

veya                                                            

  
   

   

1 2 2 1

2 1 1 2

1

1 2

1
           0

2

n( n )

n n

,
n


     

     

   
        

     

                                                                    (4.28) 

elde edilir.(4.28) denkleminde 
1   eşitliği kullanılarak, 

  
 2 2 2

1 1
0

1 2 2

n( n )
,

n n n


    

   
           

                                             (4.29) 

olur. (4.29) denkleminde düzenlemeler yapıldığında, 

 2 2 21
1

,
n


    

 
        

                                                                            (4.30) 

sonucuna ulaşırız. Böylece (4.30) denklemi 
1  ile çarpılırsa, 

       2 1 2 1 1 21
1

g , g , ,
n


       

 
        

                                                          (4.31) 

elde edilir. (4.31) denkleminde (3.29) eşitliği kullanılarak, 
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         1 2 1 2 1 2 2 11
1

R

 

 ic , g , g ,   ,
n


          

 
                                            (4.32) 

veya 

       1 2 1 2 2 11 1
1 1

R

 

ic , g  ,
n n

 
 

        
   

       
                                            (4.33) 

elde ederiz. Böylece M manifoldu bir  -Einstein manifoldudur. 

Teorem 4.1.4:  -Ricci soliton denklemini sağlayan n-boyutlu bir Weyl konformal flat 

para-Sasakian manifold mevcut değildir. 

İspat: Teorem 4.1.2 deki ispata benzer bir hesaplamayla 

 

 

     

     

       

       

  
 

2 3 1 1 3 2 2 3 1

2 3 1 1 3 2 1 3 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 2 3 2

1 3 2 2 3 1

2 3 1 1

1

2

                                    +
1 2

g , g , g ,

g , g , g ,
C , Rcur( , )

n g , g ,

g , g
n n

         

         
     

           

         


   

  
 
   

   
   

   


 

 3 2, ,   

    (4.34) 

olarak yazılabilir. M  manifoldu Wely konformal flat ise 0C  dır. (4.34) denkleminden  

     

     

       

       

  
   

2 3 1 1 3 2 2 3 1

2 3 1 1 3 2 1 3 2

1 2 3

2 3 1 2 3 2

1 3 2 2 3 1

2 3 1 1 3 2

1

2

                                    -
1 2

g , g , g ,

g , g , g ,
Rcur( , )

n g , g ,

g , g ,
n n

         

         
  

           

         


     

  
 
   

  
   

   

    
,

                           (4.35) 

elde ederiz (4.35) denkleminde 
1   kullanırsak 

     

       

     

  
   

2 3 2 3 3 2

2 3 3 2 2 3 2 3

3 2 2 3

2 3 3 2

2
1

2
2

                                    
1 2

g , g ,

Rcur( , ) g ,
n

g , ,
n n

         

              

       


     

   
 

    
  

  

     

                           (4.36) 

yazılabilir. (4.36) denkleminde  çarparsak 
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 
       

     

  
     

2 3 2 3 3 2

2 3

2 3 3 2

2 3 3 2

2 21

2

                                    -
1 2

g , g ,
g Rcur( , ) ,

n g ,

g , ,
n n

        
   

      


     

  
  

    

    

                     (4.37) 

elde edilir. Bu denklemi düzenlersek 

 
       

           

2 3 3 2

2 3 2 3 2 3

 2
1

2 2

n g ,
n

g , g ,


     

           

 
         

    

                                              (4.38) 

elde edilir. (4.38) denklemini düzenlersek, 

 
  

  
       2 3 2 3 2 3

1 2
 2

1 2

n n
g , g ,

n n


         

   
           

                       (4.39) 

olur. (4.39) dekleminde (3.29) eşitliği kullanılarak, 

       

  

  
       

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3

, ,

1 2
2 ,

1 2

Ric g

n n
g

n n

        


       

 

   
           

                                       (4.40) 

veya 

 
  

  
   

  

  
   

2 3 2 3

2 3

1 2
, ,

1 2

1 2
                        2

1 2

n n
Ric g

n n

n n

n n


     


    

   
      

   
     

                                                (4.41) 

elde ederiz. (4.41) denkleminde 
3   alırsak 

     2,Ric                                                                                             (4.42) 

elde ederiz. Bu ise 0   demektir. Böylece M   -Ricci soliton şartını sağlayan manifoldu Wely 

konformal flat değildir. 

Teorem 4.1.5: n-boyutlu bir para-Sasakian manifold M olsun. M üzerinde Ricci soliton 

şartı ile verilen Riemann eğrilik tensörü Rcur  ve Weyl konformal eğrilik tensörü C olmak üzere 

 1 2 3 4 6, , , , M        için  6 4 0Rcur , C    şartını sağlıyorsa, yani M manifoldu Weyl 

semi-simetrik ise, M  bir  -Einstein manifoldudur. 

İspat.  1 2 3, , M      için (1.14) eşitliğinden, 
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 
   

   

  
   

2 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3

2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

1

2

                                        +
1 2

Ric , Ric ,
C , Rcur( , )

n g , Q g , Q

g , g ,
n n

     
     

     


     

 
   

    

    

                        (4.43) 

yazılır. (4.43) denkleminde (3.29) eşitliği kullanılırsa, 

   

     

     

     

   

2 3 1 2 3 1 1 3 2

1 3 2 2 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3

1 3 2 2 3 1 2 3 1

1 3 2 1 3 2

2

1

2

g , g , g ,

g , g , g ,
C , Rcur ,

n g , g , g ,

g , g ,

         

         
     

          

      

  
 
   

   
    

   

     (4.44) 

bulunur. (4.44) denklemi düzenlenerek,         

   

   

       

 

  
   

1 2 1 2 3

2 3 1 1 3 2 2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

1
                   

2

2 1
                       + 

1 2

C , Z Rcur ,

g , g , g , g ,
n

n
g , g , ,

n n

    

           

 
     



      

 
    

       (4.45) 

elde edilir. (4.45) denklemi kullanılarak M  üzerinde  6 4 0Rcur , C    şartının sağlandığını 

varsayalım. Bu durumda sırası ile, 

       

       

       

 

  
   

6 4 1 2 6 4 1 2 3

2 3 6 4 1 1 3 6 4 2

2 3 6 4 1 1 3 6 4 2

2 3 6 4 1 1

1
                   

2

2 1
                   + 

1 2

Rcur , C , Z Rcur , Rcur ,

g , Rcur , g , Rcur ,

n g , Rcur , g , Rcur ,

n
g , Rcur , g ,

n n

        

         

         

 
     



 
  

    

 


 
   3 6 4 2Rcur , ,     

      (4.46) 

   

     

       

       

 

  

6 4 1 2 3 6 4 1 2 3

2 3 6 4 1 1 3 6 4 2

2 3 6 4 1 1 3 6 4 2

1
                            

2

2 1
                              

1 2
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yazılabilir. (4.46)-(4.49) denklemlerinden 
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                 (4.50) 

yazılabilir. (4.50) denkleminde 
3   alırsak ve (2.45) eşitliği kullanılarak, 
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sonucuna ulaşırız. Böylece  
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                (4.52) 

bulunur. Tekrar (4.52) denkleminde 
6   alındığında, 
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yazabiliriz. (3.24) eşitliği (4.53) denkleminde kullanılarak, 
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bulunur.(4.54) denklemini düzenlersek,  
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yazılabilir. (4.55) denkleminde (2.4) eşitliğini kullanırsak 
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bulunur. (2.45) eşitliği (4.56) denkleminde kullanıldığında, 
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elde edilir. (4.57) denklemi  ile çarpıldığında, 
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               

         

         

       

1 2 4 2 1 4 1 2 4

2 4 1 4 1

1 4 2 4 2

1 4 2 2 4 1

2

1
                 

2

2
0 

2g Rcur , g ,

Rcur , Rcur ,

Rcur Rcu

, g ,

g , g ,

g , , g , ,r    ,
n

g , g , g , g ,

        

      

     





  

     

   

   

   





  
 
    

  
 









    (4.58)                            

denklemlerine ulaşırız. (4.58) denklemi düzenlendiğinde, 
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





                 (4.59) 

yazılabilir. (4.59) denkleminde 
1 ie    alınıp (3.11) eşitliği kullanıldığında, 
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1
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2
0( n ) n ,gRic ,  ,

n
           
                             

veya 

       2 4 2 4 2 412 2 0Ric ,   ,( n ) g ,                                                               (4.60) 

bulunur. (4.60) denkleminde (3.29) kullanılarak 

         2 4 2 4 2 4 2 42 02 1Ric , Ric , ,   ,g( n )                                               

veya 

       2 4 2 4 2 43 02 1Ric , ,   ,g ( n )                                                              (4.61)                         

elde edilir. (4.61) denkleminden, 

       2 4 2 4 2 4

2

3 3
g ,Ric , ,

 
                                                                        (4.62) 

veya 

       2 4 2 4 2 4

1 2 1

3 3
R ,c

n (
,

n
,

)
gi       


 


                                                   (4.63) 

elde edilir. Böylece M manifoldu bir -Einstein manifoldudur. 

Teorem 4.1.6: Bir para-Sasakian manifold M olsun.  M üzerinde Ricci soliton şartı ile 

verilen eğrilik tensörü  Rcur  ve Wely konformal eğrilik tensörü C olmak üzerE

 1 2 3 4 6, , , , M        için    6 4 2Rcur , C L Q g,C    şartını sağlıyorsa, yani M manifoldu 

Wely pseudo-simetrik ise, M  bir  -Einstein manifoldudur. 

İspat:   1 2 3, , M      için (2.14) eşitliğinden 
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     
     

     


     

 
   

    

    

                           (4.64) 

yazılır. (4.64) denkleminde  (3.29) eşitliği kullanılırsa 
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    (4.65) 

bulunur. (4.65) denklemi düzenlenerek 
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       (4.66) 

elde edilir. İspat için (4.66) denklemi kullanılarak  M üzerinde    6 4 2Rcur , C L Q g,C    

şartını sağladığını varsayalım. Bu durumda (4.64)-(4.66) denklemlerinden 
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               (4.67) 

yazılabilir. (4.67) denkleminde 
3   alırsak ve (2.45) eşitliği kullanılarak 
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veya 
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                    (4.69) 

sonucuna ulaşırız. Burada 
 

  

2 -1

-1 - 2

n
A

n n

 
  dır. 

Böylece 
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yazabiliriz.(3.23) eşitliği (4.71) denkleminde kullanılarak 
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bulunur. (2.4) eşitliği (4.72) denkleminde kullanıldığında, 
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bulunur. (2.45) eşitliği (4.74) denkleminde kullanıldığında, 
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elde edilir. (4.76) denklemi  ile çarpıldığında, 
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        (4.78) 

denklemine ulaşırız. (4.78) denkleminde işlemler yapılıp düzenlendiğinde, 
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        (4.79) 

yazılabilir. (4.79) denkleminde 
1 ie     alınıp (2.9) eşitliği kullanıldığında, 
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                   (4.80) 

veya 
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                                                   (4.81) 

bulunur. (4.81) denklemi düzenlersek  
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         2 2 4 2 4 2 41 2( 1) 2 , , 0,L n Ric g                

elde edilir. Böylece ya 

21 0L   

veya 

       2 4 2 4 2 42( 1) 2 , , 0n Ric g                                                                (4.82) 

elde edilir.
2 1L  ise M üzerinde    6 4Rcur , C Q g,C   dir. Diğer yandan (4.82) denkleminden, 

                   2 4 2 4 2 4

2
, ,

3 3
Ric g

 
                                                                         (4.83) 

yazılabilir. (4.83) denkleminde (3.30) eşitliği kullanıldığında, 
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elde edilir. Böylece M  manifoldu bir  -Einstein manifoldudur. 

Teorem 4.1.7: Ricci soliton şartını sağlayan bir n-boyutlu para-Sasakian manifoldu M  

projektif flat ise M manifoldu neredeyse (nearly) quasi-Einstein manifoldudur. 

İspat. M  n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.  1 2 3, , M      için M  nin 

Projektif eğrilik tensörü (2.32) eşitliğinden 
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                                  (4.85) 

biçiminde yazılır. Bu denklemde (3.29) kullanılarak 
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                                (4.86) 

biçiminde yazılabilir. Şimdi M  manifoldunun projektif flat manifold olduğunu varsayalım. 

Böylece 
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bulunur. (4.87) denklemi   vektör alanı ile iç çarpım yapılarak, 
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yazılabilir.(4.88) denkleminde  1 ie    , 1 i n   alındığında,  
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     2 3 2 3 2 3Ric , g , g , ,                                                                             (4.89) 

elde ederiz. Böylece bu sonuç M  manifoldunun neredeyse  (neary)  quasi-Einstein manifoldu 

olduğunu ispatlar. 

Teorem 4.1.8:  -Ricci soliton şartını sağlayan bir n-boyutlu projektif flat para-Sasakian 

manifoldu mevcut değildir. 

İspat: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu M  olsun. Her  1 2 3, , M    için M  nin 

Projektif eğrilik tensörü (2.32) eşitliğinden 
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biçiminde yazılabilir. Şimdi M  manifoldunun projektif flat manifold olduğunu varsayalım. 

Böylece  
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bulunur. (4.92) denklemi   vektör alanı ile iç çarpım yapılarak, 
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yazılabilir.(4.93) denkleminde  1 ie    , 1 i n   alındığında,  

         2 3 2 3 2 3 2 3Ric , g , g , ,                                                             (4.94) 

elde ederiz. Böylece  son denklemde  3   alırsak 

                2 2Ric , ,         

elde ederiz. Bu ise 0   demektir. Böylece M manifoldu projektif flat şartını sağlamaz. 

Teorem 4.1.9: Ricci soliton şartını sağlayan bir n-boyutlu para-Sasakian manifoldu  M

konharmonik flat ise M  manifoldu bir neredeyse (nearly)  quasi-Einstein manifoldudur. 
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İspat: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu M  olsun. Her  1 2 3, , M    için M  nin 

Projektif eğrilik tensörü (2.31) eşitliğinden 
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olduğunu biliyoruz. (4.95) denkleminde (3.36) kullanılarak, 
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elde ederiz. Şimdi M manifoldunun konhamonik flat manifold olduğunu varsayalım. Böylece 
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bulunur. (4.76) denkleminde  vektör alanı ile iç çarpım yapılarak, 
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yazılabilir. (4.98) denkleminde 1 ie   , 1 i n   alındığında, 
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elde ederiz. Böylece bu sonuç M manifoldunun neredeyse (nearly) quasi-Einstein manifoldu 

olduğunu ispatlar. 

Teorem 4.1.10:  -Ricci soliton şartını sağlayan bir n-boyutlu konharmonik flat para-

Sasakian manifoldu mevcut değildir. 

İspat: Bir önceki teoremin ispatına benzer bir yöntemle gösterilebilir. 

Örnek 4.1.1: Bir 3-boyutlu bir manifold 
3M R  standart kartezyen koordinatları 

 1 2 3e ,e ,e  olmak üzere vektör alanlarını 

1 2 3      x xe e , e e , e ,
y y z x

    
     

    
  

ile tanımlayalım. M  nin Riemann metriği g  olmak üzere  i j ijg e ,e   ve   bir 1-form olmak 

üzere    3 3 3g ,e    eşitliği ile verilsin. M  de bir  , (1,1)-tensör alanını  
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   1 1 2 2   e e , e e    ve  3 0e  olarak tanımlayıp 3e   alırsak   , , ,g    ifadesi M  

üzerinde bir para-kontak yapı olur [36]. Levi-Civita koneksiyonu   olmak üzere 

     1 2 1 3 1 2 3 20   e ,e , e ,e e , e ,e e ,     

dır. Koszul formülü yardımı  ile   

1 2 1 3 1 1 1 3

2 3 2 2 2 3 2 1

3 3 3 2 3 1

0         

    0

0     0      0

e e e

e e e

e e e

e , e e , e e ,

e e , e e , e ,

e , e , e ,

      

      

     

                                                

eşitliklerini buluruz. Bu eşitliklerden  , , ,g    yapısının M  üzerinde bir para-Sasakian 

manifold olduğu görülür [36]. Diğer yandan Ricci soliton denklemini sağlayan 3-boyutlu 

manifold M  üzerinde Riemann eğrilik tensörü  

 

 

2 3 1 1 3 2

1 2 3

2 3 1 1 3 2

2 3 1 1 3 2

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

                       2 ( , ) ( , ) ,
2

g g
Rcur

g g

g g

     
  

     


      

  
  

  

 
   
 

                                                 (4.99) 

ile tanımlanır. (4.99) denkleminden,  

   

   

   

   

1 2 2 1 1 3 3 1
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3 1 1 3 3 2 2 3

1 2 3 3 2

2 2  1 2  
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2 2  1 2
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2 2  1 2
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Rcur e ,e e e , Rcur e ,e e e ,

Rcur e ,e e e , Rcur e ,e e e ,

Rcur e ,e e e , Rcur e ,e e e ,

Rcur e ,e e , Rcur e ,e

 
 

 
 

 
 

   
        
   

   
         
   

   
          
   

  3 2 3 1 21 2   0
2

,e e Rcur e ,e e ,



 

    
 

                  (4.100)                  

elde edilir. (4.100) denkleminden 

       

         

1 2 2 2

3 3 1 2 1 3 2 3

4 4  4 4  

4 4 0  0  0

Ric e ,e , Ric e ,e ,

Ric e ,e ,Ric e ,e , Ric e ,e , Ric e ,e ,

   

 

       

      
                 (4.101) 

sonucu elde edilir. (4.101) denkleminden    1 2 1 22Ric , g ,      olduğu görülür. 
3M  Ricci 

soliton denklemini sağlayan bir para sasakian manifold olduğunu göz önüne almak şartıyla, (3.28) 

denklemini baz vektörlerine göre yazarsak 
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  

   
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elde ederiz. Son denklemden 1   dir. Böylece 
3M  manifoldunda bir Ricci soliton  3, ,1g e

olarak bulunur. Şimdi 
3M  manifold için Projektif eğrilik tensörünü göz önüne alalım. Bu 

durumda, 

 1 2 3 1 2 3 2 3 1 1 3 2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

2
P Rcur Ric Ric                                                  (4.102) 

denkleminde (3.29) eşitliğini kullanarak  
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     

 
   

  
                                      (4.103) 

elde ederiz. Buradan eğrilik tensörünün bileşenlerini kullanarak 
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                                    (4.104) 

sonucunu elde ederiz. Burada baz bileşenleri kullanarak 
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elde ederiz. Böylece  

                        0    1 2 3i j k

i , j ,k

P e ,e e , i, j,k , ,    

elde edilir, ki bu sonuç bize 
3M manifoldunun bir projektif flat manifold olduğunu gösterir.



5. SONUÇLAR 

Bu çalışmada Ricci-soliton denklemini sağlayan bir para-Sasakian manifold üzerinde Weyl 

konformal eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü ve konharmonik eğrilik tensörü tanımlanarak 

bazı simetri ve eğrilik şartlarını sağlaması ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmiştir.
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