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OzET

Para-Sasakian Manifoldlarda Soliton Tipleri
Mehmet AKBOGA

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Ocak 2024, Sayfa: xiii +48

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma dort bolimden olugmustur. Birinci bolim giris
boliimiidiir. Ikinci bélimde bu ¢alismanin sonraki béliimlerinde kullanilan temel tanim ve kavramlar
verilmistir. Ugiincii boliimde ilk olarak hemen hemen para-degme manifoldlar, para-degme manifoldlar ve
para-Sasakian manifoldlar tanimlandiktan sonra bir para-Sasakian manifold iizerinde soliton tipleri
incelenmistir. Dordiincii boliimde Ricci soliton denklemini saglayan bir para-Sasakian manifoldunda Weyl
konformal egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii ve konharmonik egrilik tensorii igin bazi

karakterizasyonlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Para-degme manifoldlar, para-Sasakian manifoldlar, Ricci soliton, Riemann egrilik
tensorii, Weyl konformal egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii, konharmonik egrilik tensori.
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ABSTRACT

Soliton Types in the Para-Sasakian Manifolds
Mehmet AKBOGA

Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

January 2024, Pages: xiii +48

This study prepared as a masters thesis, consists of four chapters. The first section is the
introduction. In the second section, the base definitions and concepts used in the subsequent sections of this
study are given. In the third section, firstly almost para-contact manifolds, para-contact manifolds and para-
Sasakian manifolds are introduced, then soliton types is introduced on a para-Sasakian manifold. In the
fourth section, some characterizations are given for the Weyl conformal curvature tensor, the projective
curvature tensor and the conharmonic curvature tensor on a para-Sasakian manifold which is satisfied Ricci
soliton equation.

Keywords: Para-contact manifolds, para-Sasakian manifolds, Ricci soliton, Riemann curvature tensor,
Weyl conformal curvature tensor, projective curvature tensor, conharmonic curvature tensor.
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1. GIRiS

Manifoldlar teorisi Diferansiyel Geometrinin en kapsamli ve 6nemli konularindan biri olup
caligmalarin daha basit, kolay ve islem yapilabilir uzaylar cinsinden karakterize edilebilir
oldugundan bilimsel olarak popiiler duruma gelmistir. Manifoldlar konusu diger c¢aligma
alanlarinda da kullanildigindan 6zellikle fizik ve cebir gibi alanlarda paydas calisma alani
olmustur. Manifoldlar teorisi her gegen giin yeni bilgilerin elde edildigi ortak bir ¢alisma alam

haline gelmistir.

Hamilton [1] 1982’de sabit egrilikli manifold {izerinde kanonik bir metrik bulmak igin
Ricci akist kavramini ortaya atti. Daha sonra Ricci akisi, Riemann manifoldlarini 6zellikle de
pozitif egrilige sahip manifoldlarin incelenmesinde giiglii bir ara¢ haline geldi. Perelman([2,3])
Poincare varsayimini kanitlamak i¢in Ricci akigini ve kavramlarint kullandi. Ricci akigt asagidaki

gibi tanimlanan Riemann manifoldu iizerindeki metrikler i¢in bir devrim denklemidir.
0 .
P g; (t)=—2Ric;,.

Ricci akigmin ¢oziimlerinin limiti olarak bir Ricci soliton ortaya gikar. Ricci akigina

yonelik bir ¢6ziim, yalmizca bir diffeomorfizm olgeklendirmeden olusan tek bir parametre

grubuyla hareket ediyorsa Ricci soliton olarak adlandirilir.Bir Riemann manifold (M ,g),

tizerindeki Ricci solitonu (g .0, ,/1) , bir Einstein metriginin genellestirilmesidir, oyle ki;
L, 9 +2Ric+24g =0,

burada Ric Ricci tensor, L, M iizerindeki vektor alanlari boyunca Lie tiirev operatoriidiir ve

A bir gergel sayidir [4]. A sayisinin sirasiyla negatif, sifir ve pozitif olmasina gore Ricci

solitonun daralan, sabit ve genisleyen oldugu soylenir.

Son yirmi yildir Ricci soliton geometrisi birgok matematik¢inin ilgi odagi olmustur.
Ozellikle, Parelman’m 1904’te ortaya atilan uzun siiredir devam eden Poincare varsayimini
¢ozmek i¢in Ricci solitonlarint uygulamasindan sonra daha dnemli hale geldi[5]. Sharma, degme
geometri de Ricci solitonlarini inceledi. Daha sonra degme metrik manifoldlarda ki Ricci
solitanlar gesitli yazarlar tarafindan incelenmistir ([6,7,8]). Bejan ve Crasmareanu [9], Blaga [10],
Chandra ve ark.[11], Chen ve Deshmukh [12], Deshmukh ve ark.[13], He ve Zhu [14], Nagaraja
ve Premalata [15], Tripathi [16].

T.Adati ve K.Matsumoto (1997), para-Sasakian ve 0Ozel para-Sasakian manifoldlart

tammladilar [17]. LSato ve K.Matsumato tarafindan tamitilan neredeyse paradegme bir



manifoldun 6zel durumlari olarak kabul edilir. Ayni1 makale i¢inde yazarlar Konformal simetrik
para-Sasakian manifoldlar: incelediler ve n-boyutlu (n>3) para-Sasakian manifoldun konformal

olarak diiz ve 6zel para-Sasakian manifold oldugunu ispatladilar [18].

Yukaridaki ¢alismalardan yola ¢ikarak bu tez para-Sasakian manifoldlar iizerindeki Ricci
solitonlarin incelenmesini ele almaktadir. Tez su sekilde diizenlenmistir. 2-3 Boliimler de para-
Sasakian manifold ve Ricci soliton ile ilgili temel denklemler ve tanimlar verilmistir. 4- B6liim de
M para-Sasakian manifoldu iizerinde bir (g,£,4) Ricci solitonun her zaman genisleyen oldugu
gosterildi. Daha sona M para-Sasakian manifold iizerinde C Weyl Konformal egrilik
tensoriiniin flat olmasi durumlarinda M iistiinde bir Einstein manifoldu oldugu incelendi.
Projektif egrilik tensorii para-Sasakian manifoldlarda Ricci soliton ile gosterilip projektif egrilik
tensoriiniin flat olmasi durumun da quasi-Einstein manifold oldugu incelendi.Daha sonra M

tizerinde bazi simetri sartlari incelendi.

Son olarak Ricci solitonlu para-Sasakian manifoldun bir 6rnegi olusturuldu.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar tanitilmustir.

Tamm 2.1.1: M bir diferensiyellenebilir (C*) manifold olsun. M iizerindeki C* vektor
alanlarinin uzay1 ;((M) ve M den IR ye C” fonksiyonlarin uzay1 C°°(M,IR) olmak {izere,

M tizerinde;
g: y(M)xy(M) —>C°°(M, IR)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann

manifoldu adi verilir ve (M, g) ile gosterilir [20].

M manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi i¢gin M {izerinde bu noktalar1 birlestiren

bir egri bulunabilirse M ye baglantili manifold ad1 verilir. M baglantili ve temel grubu sadece

birim elemandan olusuyor ise M ye basit baglantilidir denir [21].

Tammm 2.1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C* vektor
alanlarmin uzay1 (M) olmak iizere;

Viz(M)x z(M)—2=2(M)

(6,6,)—>V(6,,6,)=V,6,
doéniisimi vf,geC”(M,R) ve V4,6,,6, e;((M) igin,

i)V, (6,+6,)=V,6,+V,0,

i) Vig.go0=1V,6,+9V, 0,

iii) v, (f6,) = {V,6, +6,()6,,

ozeliklerini saglarsa, V ya M iizerinde bir Afin koneksiyon adi verilir [22].

Tamm 2.1.3: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimlanan bir Afin

koneksiyon olsun. O zaman V,,6,,6, € (M) olmak iizere V doniisiimii;

i) V,0,-V,6,=[6,6,], (Koneksiyonun sifir torsiyon zeligi),



i) 69(6,,6,)=9(V,6,,6)+9(6,,V,6,), (Koneksiyonun metrikle bagdasmasi 0zeligi)

sartlarini sagliyorsa, V ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu veya M nin Levi-

Civita koneksiyonu ad1 verilir [ 22].
Tanim 2.1.4: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere;
Viz(M)x 2(M)—=—2(M)
(6.6,)—>V(6,,6,) = V.6,

seklinde tanmimlanan V operatorii, M nin bir U bolgesi tizerinde tanimli olup her bir

6,,6, € x(M) vektor alan giftine U iizerinde V., 0, ile ifade edilen tigiincii bir C* vektor alani

karsilik getirir.

Bu karsilik gelme asagidaki ozellikleri sagladiginda V ya Lineer koneksiyon (veya

kovaryant tiirev) ad1 verilir [21].
v,,6,,6,e (M), vf eC*(M,IR) olmak iizere;
) Vi0,6s=V,6+V, 6,
i) Vi,6,=1V,0,,
i) V, (6, +6,)=V,06,+V,0,,
ii) V, (f6,)=1V,0,+6,(f)6,,
dir.

Tamm 2.1.5: (M,g)bir Riemann manifoldu, N de M iizerindeki Levi—Civita

koneksiyonu olsun.

Reur: z(M)xz(M)x x(M)—> x(M)
(6,,6,,6,)—Rcur(6,,6,,6,) =Rcur(4,,6,)0;,

RCUN(6,6,)60, =V, V,0,—V, V.0, =V, . 05, 2.1)

ile tanimlanan Rcur fonksiyonu M iizerinde bir (1,3)-tensor alanidir ve M nin Riemann egrilik
tensorii olarak adlandirilir. Ayrica Rcur(6,,6,,6,,6,) =g(Rcur(6,,6,)6,,6,) tensérine M nin

Riemann-Christoffel egrilik tensorii ad1 verilir.

Her Vv6,,6,,06,,0,,0, ;((M) icin Riemann egrilik tensorii Rcur asagidaki ozelliklere

sahiptir:



i) Reur(4,,6,)0, =—Rcur(6,,6,)6;, (2.2)

i) g(Reur(6,,6,)8,,6,)=-g(Reur (6,,6)6,,6;), (2.3)
i) Reur(4,,6,)6, + Reur(6,,6,)6, + Reur(6;,6,)6, =0, (2.4)
iv) g(Reur(6,,6,)8,,6,)=g(Reur (6,,6,)6,,6,), (2.5)
v) g(é,Reur (6,,6,)6,)=—g(Rceur (6,,6;,,6,.,6,), (2.6)

Tanim 2.1.6: (M, g) bir Riemann mamifoldu olsun. M {izerinde siras1 ile & ve bir r-form

@ olmak tizere,

Osyrer Oy, €T M(r 21) vektorleri igin M {izerinde;
(C.((P)(Gsp,---b) = X(S(P), Oy .. 05, ), (2.7)
olacak sekilde tanimlanan (C.@) (r-1) formuna @ mn & ile konstraksiyonu denir [23].

Tamm 2.1.7: (M, g)bir Riemann manifoldu olsun. T )M tanjant uzayimn iki boyutlu

altuzay1 IT olmak iizere 0,,6, €I1 tanjant vektorleri i¢cin Q fonksiyonu

Q(6,.6,)=9(6.6,) - 9(6,.6,)°

bi¢iminde tanimlansin. Q(6,,6,) #0 olmak iizere;

g(Reur(6;,6,)6,,6)

7(91192)2 Q(6.0,)

(2.8)

esitligine IT nin kesitsel egriligi denir ve 7(IT) ile gosterilir [2].
Tamm 2.1.8: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) ve {el,ez,...,en}, lokal ortonormal
vektor alanlar1 olsunlar.

Ric: (M )x z(M)——Rcur

(6,6,)—> Ric(6,6,) = . 9(Reur (e, )66 (2.9)

i=1

denklemi ile tanimli (0,2)-tipindeki Rictensor alanina, M iizerinde Ricci egrilik tensorii adi

verilir [4]. Ayrica Q Ricci operatorii
g(Qgp '92) = RiC(Hl,HZ), (2-10)

bi¢iminde tanimlanir [25].



Tamm 2.1.9: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M, g) olsun. Her 6,6, € (M) igin
Ric(6,,6,)=ag(4,,6,), (2.11)

olacak bicimde M f{izerinde bir a fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensérii Ric, metrik

tensor g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu ad1 verilir [24].
Tanim 2.1.10: Bir M degme metrik manifoldu i¢in;
Q=ald+bn®¢& (2.12)

esitligi var ise 7 -Einstein olarak adlandirilir. Burada Q Ricci operatorii, ave b, M iizerinde

C” fonksiyonlardir [17].

Tamm 2.1.11: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M,g) ve {e,e,,...e,} lokal

ortonormal vektor alanlar1 olmak tizere
r=> Ric(e,e), (2.13)
i=1l

degerine M nin skalar egriligi adi1 verilir [24].

Tamm 2.1.12: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu (M,g) olsun. Her v§,,6,,6, € y(M)

icin M nin Weyl konformal egrilik tensor alani

C(6,,6,)6, = Reur (6,,6,)6, ———

{Ric(&z,@a)el—Ric(¢91,03)02 }
n-2

+9(6,,6,)Q0, - 9(6,.6:)Q0, (2.14)

+—g€,03 Ql—g 01,93 02,
ile tanimlanir [24]

Tamim 2.1.13: N>4 i¢in C=0 ise M manifoldu konformal flat olarak adlandirilir [24].

Tamm 2.1.14: M n>2 boyutlu C” sinifindan baglantili bir Riemann manifoldu olsun.

M iizerinde tanimli (0,2)-tipinde bir simetrik tensor alan1 A olmak tizere A, endomorfizmi
Ay x(M)x x(M)x z(M)—— z(M) (2.15)
(6AL6,)0,=A6,,6,)6, - A6, 6,)06,, (2.16)

ile tanimlanir. Eger A=g alinirsa son denklem

(6:A,6,)0,=9(6,.6,)6,—9(6,.6,)6,, (2.17)



bigimine indirgenir [26].

M izerinde (0,k)-tipinde (k>1) bir T tensor alamt ve (0,2)-tipinde bir simetrik A

tensor alani verildiginde RcursT ve Q(A,T) tensorleri sirast ile;
(ReureT)(€,.8,,....6,,6,6,) =-T(Recur(6,,6,)6,,6,,....6,) -
-T1(6,,6,,,...Rcur(6,,6,)8, ), (2.18)
Ve
QAT 0z, 646, 0,) =T (OAL0,) 04, Orp -, 6) =
-T1(6,,6,,..(6A,6,)6,), (2.19)
bigiminde tanimlanir [25].

Boylece (2.18) ve (2.19) denklemlerinde T =Rcur ve A=g alindiginda, sirast ile,
(ReurReur)(6,,6,5,6,5,6,4:6,,6,) = —Reur (Reur (6,,6,)6,1,6,,,6,5,6,, ) ..
~Reur (6,,,6,,,6,,, Reur (6,,6,)6,,), (2.20)
Q(9,Rer)(61, 6,643, 6143 6,,0, ) =—Reur (04,0, ) 0, 61, 63,63 )~
—Reur (6,0, 0,5, Reur (G,A,A6,)6,,), (2.21)
denklemleri, T=C ve A=g alindiginda
(Rcur-C)(Hn,'912,013,914;91,92)=—C(Rcur(@l,92)'911,6?12,913,914)—...
—C(6,,6,,6,3,Reur (6,,6,)6,,), (2.22)
Q(9:C) (611,665,643 6,,6, ) =~C (64,6, ) 011, 60,63, O4 )= .

-C (911,912"913'(91/\992)914)’
(2.23)

denklemleri, T =S ve A=g alindiginda
(Reur<Ric)(6,,,6,,,6,,6,,:6,,6,) =—Ric(Reur (6,,6,)6,,,6,,,6,3,6,, ) — ..

—RiC(@ll,@lz,le,Rcur(ﬁl,ﬂz)ﬁﬂ), (2-24)



Q(g’C)(ell’gl.Z’aﬁ’gM;el’eZ):_C((@_Agez)gllvelzselgyel‘t;91,02)_...
—-C (911'9121913! RCUF(@AQGZ)HM), (2-25)
ve ayrica A=S, T =Rcur igin (2.19) denkleminden

Q(RiC, RCUF)(@ll,Gl2,(913,6’14;91,92) =—RCUF(((91A392)911,912,913, 14)_---

—Reur(6,,,6,,6,,,Reur (6,A46,)6,,) (2.26)

olarak elde edilir. Eger M nin her p noktasi i¢in bundan bagka,
ReursRcur =0 ise M ye semisimetriktir denir [26].
Rcure«Ric=0 ise M ye Ricci-semisimetriktir denir [25].
Recur«C =0 ise M ye Weyl-semisimetriktir denir [25].
Tamm 2.1.15: n>3 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu igin eger M nin her

noktasinda Rcur-Rcur ve O(g,Rcur) tensorleri lineer bagimh ise M ye pseudosimetriktir

denir.

Yani M nin pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

Up ={peM:Q(g,Recur) =0} kiimesi iizerinde ReureReur =L, Q(g,Reur) olmasidur.

Loy U

tizerinde bir fonksiyondur [27].

Reur * ™~ Reur

Tanim 2.1.16: n>3 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her
noktasinda RcursRic ve Q(g,R) tensorleri lineer bagimhi ise M ye Ricci-pseudosimetrik

manifold denir [27].

Yani, M ’nin Ricci-pseudosimetrik olmast igin gerek ve yeter sart,

U= { peM:s-Lg= 0} kiimesi tizerinde RcureRic =L, Q(g,Ric) olmasidir. Ly, Ug,
n

iizerinde taniml1 bir fonksiyondur.

Tamm 2.1.17: n>4 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her
noktasinda RcursC ve Q(g,C) tensorleri lineer bagimli ise M ye Weyl-pseudosimetrik
manifold denir [27].

Yani, M nin Weyl-pseudosimetrik olmast igin gerek ve yeter sart



U.={peM:peM deC=0} kiimesi iizerinde Reur-C =L.Q(g,C) olmasidir. L, U

iizerinde taniml1 bir fonksiyondur.

Tanim 2.1.18: Eger Rcur<Rcur ve Q(Ric,Rcur) tensorleri lineer bagimli ise yani,
Recur«Rcur = LQ(Ric, Rcur) ise M ye genellestirilmis Ricci-pseudo simetriktir denir [27].

Yukarida numarali tanimlarda tanimlanan egrilik sartlar1 i¢in agsagidaki kapsama bagintilart

gegerlidir [22].
RcursRcur =0 < Reur«Ric =0,
RcursRcur =0 < Reur«C =0,
ReureRic =0 c ReureRic = L,.Q(g, Ric),
ReureRcur =0 < Reur«Reur = L, Q(g, Reur),
Reur«C =0c Reur«C =L, Q(g,C),

ReureReur = L, Q(g, Reur) < Reur<Ric = L, Q(g, Ric),

Reur
Reur«Reur = L, Q(g, Reur) < Reur«C = L.Q(g, C).

Eger M semisimetrik olmayan fakat pseudosimetrik bir manifold ise M ye proper

pseudosimetrik, Ricci-semisimetrik olmayan fakat Ricci-pseudosimetrik manifold ise M ye

proper Ricci-pseudosimetrik, Weyl-semisimetrik olmayan fakat Weyl-pseudosimetrik bir

manifold ise M ye proper Weyl-pseudosimetriktir denir.

Tamm 2.1.19: Bir (M,g) n>3-boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu i¢in eger

(V4Ric)(6,,6,) = a(6)Ric(6,,6,), (2.27)
olacak sekilde bir «(4,) 1-formu var ise M ye Ricci-rekiirent manifold denir [25].

(V4Ric)(6,.6,) = (6)Ric(6;,6,) + B(6) 9(6,,6,), (2.28)

olacak bigimde «(4,) ve p(6,) l-formlar1 var ise M ye genellestirilmis Ricci-rekiirent denir

[28]. Ric nin kovaryant tiirevi VRIC
(V,4Ric)(6,,6,)+(V,Ric)(6,,6,)+(V,Ric)(6,6,) =0, (2.29)

ile tanimlanir ise M ye dairesel paralel Ricci tensore sahiptir denir [25].

Bundan bagka g metrik tensoriiniin tiirevi



(V49)(6,,6.)+V,,9(6,,6)-9(V,T,6,)-9(6,,V ), (2:30)
ile ifade edilir.

Tamm 2.1.20: M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 6,,6,,6, € (M) i¢in M

nin konharmonik egrilik tensorii

(2.31)

1 [Ric(@z,@)@l _Ric(6,,6,)6, }
n-2 '

K(6:0)0; =Reur(6, 66, = =51 | 16,600, — 9(6,.6.)00
21 03){0; 1173/xT2

ile tamimlanir [29].

Tamm 2.1.21: Eger K=0 ise M manifoldu konharmonik flat manifold olarak
adlandirilir [24].

Tamm 2.1.22: M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her 6,,6,,6, € y(M)igin M
nin Projektif egrilik tensorii;

P(6,,6,)8, = Reur(6,,6,)6, —ni_l[Ric(ez,@)el —~Ric(6,,6,)6,], (2.32)

ile tanmimlanir [26].

Tanim 2.1.22: Eger P=0 ise M manifoldu projektif flat manifold olarak adlandirilir.

2.2. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar

Tanim 2.2.1: M bir n-boyutlu manifold, ¢, &, 7 da M {izerinde, sirasi ile (1,1)-tipinde
bir tensor alani, bir vektor alani ve bir 1-form olsun. Eger ¢,£,77 icin, M iizerinde herhangi bir

vektor alan1 6, olmak iizere
n(&)=1 (2.33)

#°6, =—6,+n(8,)¢, (2.34)

ozelikleri saglantyor ise o zaman (¢,&,7) ya M iizerinde bir hemen hemen degme yapis1 denir.

M bu yapi ile bir hemen hemen degme manifoldu olarak adlandirilir [24].

Teorem 2.2.1: (¢,£,17) hemen hemen degme yapist igin

i) ¢& =0, (2.35)
i) 7(¢6,)=0, (2.36)
i) rankg=n-1, (2.37)

10



dir [24].
Tanim 2.2.2: Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M iizerinde hemen hemen
degme yapist (¢4,&,77) olsun. M iizerinde bir g Riemann metrigi;
n(6)=9(6,, %), (2.38)
9(46,.¢6,) = 9(6,,6,) —n(6)1(6,), (2.39)

sartlarini sagliyor ise g metrigine M iizerinde hemen hemen degme metrik, (4,&,77,9) yapisina
da hemen hemen degme metrik yapisi, (¢,£,7,9) yapisiile M ye de hemen hemen degme metrik

manifoldu denir [24].

Sonug 2.2.1: n-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M ile hemen hemen

degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) verilsin. Boylece,

9(¢6,,6,) =—9(6,, ¢6,) (2.40)
dir [24].
Tanim 2.2.3: n-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. Herbir n 1-

formu icin 7 A (dn)" #0 sart1 saglanir ise 7 ya M nin degme yapist ve M ye de degme
manifoldu denir [24].

Teorem 2.2.2: n -boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M nin bir

degme yapis1 17 verildiginde;

9(6,.96,) =dn(6,,6,) (2.41)
olacak sekilde bir hemen hemen degme metrik yapist (¢, &, 7, ) vardir [24].

Tamm 2.2.4: M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapist (¢, &, 7, g) icin;

©(6,,6,) =9(6,.90,) (2.42)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &,7,9) nin temel 2-

formu denir [24].

2.3. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlarin Torsiyon Tensorii
Tamm 2.3.1: V bir reel vektor uzay1 olmak iizere;

J:V -V

lineer doniigiimii;

11



JZ =

sartin1 sagliyor ise J ye V {izerinde bir kompleks yap1 denir. (2n-+1) -boyutlu bir hemen hemen
degme manifoldu M verilsin. Bu manifold tizerinde hemen hemen degme yapisi (¢, &,7) olsun.

Reel bir dogruyu R ile gostererek M x R manifoldunu géz Oniine alalim. M xR iizerinde

herhangi bir vektor alani;

d
o,f—
(1 dtj

seklindedir. Burada 6,,M ye teget bir vektor alani, tR nin bir koordinat1 ve f,M xR {izerinde

tanimli bir fonksiyondur. M x R nin tanjant uzayindaki bir J lineer doniigiimii;
d d
J 6, f— |=(96,)— T.En(6)—
( 1 dt] (¢ 1) En( 1) dt)

ile tanimlanir [24].

Sonu¢ 2.3.1: Yukaridaki sekilde tanimlanan J doniisimii M x R {zerinde bir hemen

hemen kompleks yapidir [24].

Tamim 2.3.2: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere M iizerinde (1,1)-tipinde

bir tensér alam F olsun. V6,6, € (M) igin;
Ne (01,6?2) =F? [(91,02]+[F6’1, FOZ]— F [FHl,HZ]— F [491, F<92]
seklinde tammli N tensor alanina F nin Nijenhuis torsion tensorii denir [4].

F =J hemen hemen kompleks yap1 olmasi halinde de,

N,(0,6,)=3°[6,6,]+[36,36,]-3[36,6,]-1[6,36,]

(2.43)
2_[91192]"'[‘]911‘]92]_‘] [‘]‘91192]_‘] [91”]92]
dir [24].

Tamm 2.3.3: Hemen hemen kompleks manifoldu (M,J) verilsin. N, =0 ise J

doniisiimiine integrallenebilirdir denir [24].

Tammm 2.3.4: Eger M xR fizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢, g, 77) hemen hemen degme yapisina normaldir denir [24].

12



2.4. Sasakian Manifoldlar

Tammm 2.4.1: M, degme metrik yapis (¢,§,77,g)olan n-boyutlu bir degme metrik

manifoldu olsun. Eger M nin degme metrik yapisi normal ise, M Sasakian yapiya sahiptir denir.

Bazen Sasakian manifold normal degme metrik manifold olarak da adlandirilir [24].

Teorem 2.4.1: M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &,7, g) bir Sasakian

yapudir << V4,6, € y(M) igin;
(Va9)0, =—9(6,,6,)5 +1(6,)6, (2.44)
dir [24]. Burada;

Val (¢‘92) = (Vgl¢)02 + quz

dir.

Sonug 2.4.1: M bir Sasakian manifold ise M nin bir Riemann egrilik tensérii Rcur olmak
lzere;

Reur(6,,6,)¢ =1(6,)6,—n(6)6, (2.45)
dir [24].

Teorem 2.4.2: M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak {izere M {izerinde bir birim

Killing vektor alan1 & verilsin.V  Levi Civita koneksiyonu, M nin egrilik tensorii Rcur olmak

tizere M Sasakian manifolddur. n-boyutlu Sasakian manifoldlarda asagidaki iligkiler gegerlidir.

Velﬁ =—¢0, (2.46)
ReUr(6,6,.6;,6,) = 9(6,0,)9(6,,6,) ~ 9(6,,6,)9(6,,6,) (2.47)
n(Rour (8,,6,)8,) = 9(6,,6,)1(6,) ~ (6, 0)n(6,) (2.48)
ReUr(£,6)0, =~9(6,0,) +7(6,)6, (2.49)
Reur(6,,£) =~9(8, 6,)¢ +1(6,)6, (2.50)
Reur(6,,£)& =6, +7(6)& (2.51)
Ric(4, &) =(n-17(60) (2.552)
dir [24].

Uyart: Bir Sasakian manifoldu bir K-degme manifoldudur fakat tersi sadece boy M =3

olmast halinde gegerlidir [24].
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Sonu¢ 2.4.2: M bir Sasakian manifold olsun. v@,,8, € »(M) ve & bir birim Killing

vektor alan1 olmak lizere;
Reur (6,,)6, =—(V, )6, (253)
dir [24].

Sonu¢ 2.4.3: M, degme metrik yapist (¢, &,7,g)olan n-boyutlu bir Sasakian manifold

olsun. Bu takdirde;

RCUF(@l, 92)¢93 = ¢R(91’ 92)03 + g(¢01’ 03)92 - g((02’93)¢01

(2.54)
+9(0.,6,)¢0, - 9(46,,6,)6,
dir [24].
Sonug¢ 2.4.4: M bir Sasakian manifold olmak iizere;
Rcur(6,,6,)6, =—¢R(6,,6,)¢6, + 9(6,,6,)6, — 9(6,,6,)6, (2.55)

+ g(¢'92' '93)¢91 - g(¢‘91’ ’93)¢'92

dir [24].
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3. PARADEGME MANIFOLDLAR

Bu boliimde konunun anlagilabilirligini saglayacak temel tanim ve teoremler verilmistir.

3.1. Hemen Hemen Paradegme Manifoldlar
Bu kisimda, hemen hemen paradegme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tanmm 3.1.1: M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, ¢, & 7 da M {izerinde

strasiyla (1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &, 7 igin, M

iizerinde
i)n(&)=1 (3.1)
ii)g’=1d-n®¢& (3.2)
iii) D =¢ekirdek 7; n tarafindan iiretilen dagitim hemen hemen parakomleks yapiya
sahiptir; (3.3)

esitlikleri saglaniyorsa, o zaman (¢, &,7) t¢listine M {izerinde bir hemen hemen paradegme yap1

ve bu yapr ile birlikte (M, ¢, £,77) dortliisiine bir hemen hemen paradegme manifold denir [30].

Teorem 3.1.1: (M, ¢,&,n) dortliisii hemen hemen paradegme manifold olmak iizere;

i)¢(&)=0 (3.4)

i) 7og=0 (3.5)

iii) rankg=n—1 (3.6)
dir [30].

3.2. Hemen Hemen Paradegme Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen paradegme manifoldlar iizerinde bir metrik tanimlayacagiz ve

bazi1 6zelliklerini ele alacagiz.
Teorem 3.2.1: (M, ¢,&,7) n-boyutlu bir hemen hemen paradegme manifold olsun. Bu

durumda M manifoldu iizerinde bir G yari-Riemann metrik tensor alani
G(6.6)=n(6), Vbex(M) 3.7)

olacak sekilde vardir [30].
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Teorem 3.2.2. (M",4,&£,17)  bir hemen hemen paradegme diferensiyellenebilir yari-

Riemann manifold iizerinde V§,,6, € Z(M) ve e ;((M ) i¢in
1) 9(¢6,.40,)=-9(6.6,)+71(6,)n(6,) (3.8)

i) 77(91)=9(91,§) (3.9)
ozelliklerini saglayacak sekilde bir g yari-Riemann metrigi vardir [30].

Sonu¢ 3.2.1: M hemen hemen paradegme manifoldu iizerinde

n(6,)=9(6,.) (3.10)

9(¢6,.46,)=-9(6,.6,)+n(6)n(6,)
olacak sekilde g yari-Riemann metrigi igin

9(¢6,.6,)+9(6,.46,)=0 (3.11)
dir.

Tamm 3.2.1: (M" ¢ £ nbir hemen hemen paradegme manifold olsun. (3.8) ve (3.9)

kosullarim1 saglayan ¢ yari-Riemann metrigi (M", @, &,n)iizerinde hemen hemen para degme

metrik, (¢, &,n, g) yapisina da hemen hemen paradegme metrik yap1, (M", 4, £, 77, g) beslisine de

hemen hemen paradegme metrik manifold denir [30].

Tamm 3.2.2: (4, &,7,9) hemen hemen paradegme metrik yapist ile birlikte M" igin lokal
ortonormal baz sistemi inga edilebilir. M" nin bir koordinat komsulugu U olsun. U da ¢ ya
ortogonal olacak sekilde bir birim vektdr alan1 6, olsun ve |¢011|2 =-1 dir. Bu durumda (3.4),

(3.5) ve (3.8) den

9(46,.¢)=9(¢°0,.6¢)+ 1 (46, )1(£)
=0,

Ve

9(404,04) = 9(#°6,.604 ) -1 (46,)1(6,)
=-0(6,.40,).

esitliginden

9(¢6,.6,)=0, (3.12)
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olacak sekilde ¢6,, & ve 6, e diktir. Benzer sekilde U iizerinde &, 6, ve ¢6, e dik olacak
sekilde bir 4, birim vektdr alani alabiliriz. |¢012|2 =-lolur. ¢6,,.&, 6,,00,,ve ¢6,,ye diktir. Bu
sekilde devam edilirse U tizerinde (0]1,¢49ﬂ,§), i=1,..,n lokal ortonormal baz: elde edilir ve bu

baza ¢ -bazi1 denir[30].

Tamim 3.2.3: M iizerinde bir (¢, £,7,g) hemen hemen paradegme metrik yapisi verilsin.

V6,6, e y(M) igin

F(6,.6,)=9(6,,¢46,) (3.13)

seklinde tanimli antisimetrik F donisiimiine (¢,&,7,9) hemen hemen paradegme metrik

yapisinin temel 2-formu denir [30].

Sonug 3.2.2: M " yari-Riemann manifold olsun. F temel 2-form ters simetriktir ve Tanim

3.2.2 yardimiyla 7 A F" #0 dur.

Sonug 3.2.3 : M"iizerinde bir hemen hemen paradegme metrik yapisi (¢, &, 7, g) olmak

tizere M " yonlendirilebilirdir.

3.3. Hemen Hemen Paradegme Manifoldlarin Torsiyon Tensorii

Tamm 3.3.1: M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M nin her p noktasi
icinJ? =1 olacak sekilde TpM tanjant uzayinin bir J endomorfizmas: varsa o zaman M
tizerindeki (1,1) tipindeki J tensor alanina bir hemen hemen parakomleks yapi denir. Bir J
hemen hemen parakompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen parakompleks
manifold denir [31].

Teorem 3.3.1: (M",¢,&,77)bir hemen hemen paradegme manifoldu olsun. Bu takdirde
M" x R tizerinde bir hemen hemen parakomleks yap1 vardir [31].

Tamm 3.3.2: M " lizerinde bir hemen hemen parakompleks yap1 J olsun. M " {izerinde J

tensor alania gore Nijenhuis torsiyon tensorii

N, (6,6,)=32[6,.6,]+[96,36,]- 1[36,.6,]- 3[6,,36,]

(3.14)
=16.6,]+[16,36,]-3[36,6,]-3[6,36,].

seklindedir [32].
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Tamm 3.3.3: (M",J) hemen hemen parakompleks manifold olsun. O zaman N, =0 ise

J doniistimiine integrallenebilirdir denir [32].

Tammm 3.3.4: Eger M"xR lzerindeki bir J hemen hemen parakompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢,&,77) hemen hemen paradegme yapisina normaldir denir [32].

Onerme 3.3.1: M nin (¢,£,7) hemen hemen paradegme yapisinin normal olmasi igin
gerek ve yeter sart

N, —2d ®¢ =0, (3.15)

olmasidir [30].

3.4. Para-Sasakian Manifoldlar

Tamum 3.4.1: Bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold M tizerinde (1,1)- tensor alani
¢, bir vektor alan1 &, bir 1-form 7 ve Riemann metrik g oldugunda, M nin hemen hemen
para-degme Riemann yapisi (¢, &,7,09)dir. Eger (¢,&,7,09) asagidaki esitlikleri saglarsa M ye

para-Sasakian manifold ya da kisaca P-Sasakian manifold denir[34].

ve,0,,0, e;((M) icin,

i) 4°6,=06,-n0)¢, n(£)=1 n(46)=0, (3.16)
ii) 9(46,.¢6,)=9(6,.6,)-n(6)n(6,) (3.17)
iii) V,&=—¢0, (3.18)
V) (V40)6, =9(6,,6,) —1(6,)6,+1(60,)n(8)<, (3.19)
v) 9(6,.96,)=9(46,.6,) (3.20)

dir [34].

Ayrica bir para-Sasakian manifold
(Vam6, ==9(6.,6,)5 +1(6,)1(4), (3.21)
esitligini saglarsa 6zel para-Sasakian manifold olarak tanimlanir [34].

Onerme 3.4.1: M"para-Sasakian manifold ve M nin egrilik tensorii Rcur ve RicCi

tensorii Ric olsun. O zaman v 6,,6,,6, € y(M) i¢in asagidaki sartlar saglanir [30].
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i) Reur (6,,6,)£=1(6,)6,~(6,)6, (322)

i) Reur (£,6,)6, =11(6,)6, - 9(6,6,) (3.23)
i) Reur (£.6,)6, =6,-7(0,)¢ (3.24)
iv) Ric(d,,&) = L-n)(4), (3.25)
V) n(Reur(6,,6,)8,) = 9(6,,6,)7(6,) ~ 9(6,.6,)17(6). (3.26)

3.5. Para-Sasakian Manifoldlarda Ricci Soliton

n-boyutlu bir para-Sasakian manifold M olsun. M de bir Ricci soliton (g,6,,1) olmak

lizere V6,0, € y(M) i¢in
(L, 9)(6.,6,) +2Ric(4,,6,) +229(6,, 6,) =0,
dir. Burada L94, 6, vektor alan1 boyunca Lie tiirev operatoriidiir. Bu denklem
9(v,6,.6,)+9(6,V,0,) +2Rica,,6,) + 219(6,, 6,) =0, (3.27)
sekline gelir. (3.27) esitliginde 6, =& kullanilip sonra da (3.18) denkleminden,
0(-46,6,)+9(6,~46,) + 2Ric(0, 6, +229(6,,6,) =0, (3:29)
elde edilir. Boylece (3.28) denkleminden
Ric(6,.6,)=9(¢6,.6,)—19(6,.6,), (3.29)

sonucuna variriz. (3.29) denklemini saglayan para-Sasakian manifold M" neredeyse (nearly)

quasi-Einstein manifolddur [34]. Diger yandan (3.29) denkleminde @,yerine & yazip (3.18)

denklemini kullanarak
(1-n)(6,)==2n(4,), (3:30)

elde ederiz. Boylece A=n-1 sonucuna ulasiriz. Bu esitlik, N >1oldugundan her zaman

A >0dir. O halde asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.5.1. Bir n-boyutlu para-Sasakian manifold M" de Ricci soliton (g,&, ) her

zaman genisleyen (expanding) dir.

Sonuc 3.5.1 Bir n-boyutlu para-sasakian manifold M olsun. (3.29) denkleminde 6, yerine

#0,, 0,yerine de ¢6, yazarak
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Ric(¢6y,90;) = g($p?61,¢8,) — 1g($6:,$02) (3.31)

denklemini elde ederiz. (3.31) denkleminde (2.40) esitligi kullanilirsa

Ric(¢6,,40,)=9(6,.46,)—29(6.,0,)— An(6,)n(6, ), (3.32)
elde edilir. Tekrar (3.29) denkleminde @, yerine @6, yazilirsa,

Ric(¢6,,0,) = 9(4°6,,6,) - 19(¢6,.,6,) (3.33)
dir. (3.33) denkleminde (2.40) esitligi kullanildiginda

Ric(¢6,6,) = 9(6.6,) - 49(6,.6,)~ An(6,)n(6,), (3.34)
denklemi elde edilir. (3.31) ve (3.32) denklemleri kullanilarak sonug olarak

Ric(¢6,,¢6, ) =Ric(6,,6,)—An(6,)n(6,), (3.35)
esitligi yazilabilir.

Ornek 3.4.1 Bir 5-boyutlu manifold M = {(Xl, X: Y1 Yo Z) € RS} yi goz Oniine alalim,

burada (Xl,Xz, Y1 Yo Z) R® deki standart koordinatlardir. M de lineer bagimiz €;,€,,€5,€,,6;

standart bazlari,

e -0
;' ox o, o,

0 0 0o 0
E=X——+X——+Y——+tYo —+_,

ox % oy oy, 0z

olarak verilsin. g Riemann metrik olmak tizere
g(e.e) =1 i=j ise,
a(e.e;) =0, 1= ], ise 1,]=12,34,5.

olarak tanimlansin. V@, € (M) igin  1-formu 7(6)=09(6, &) ile tammli olsun. Ayrica ¢,

(1, 1)-tensor alant

ge =€, ge,=¢, ¢e,=¢e, e, =¢, ¢&=0.

seklinde verilsin. Boylece V6,6, € y(M) i¢in

(&)=L ¢°6,=6-n(6)e,
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g(¢6’1,¢6’2)= 9(91’02)_77(91)77(92)

dir. Burada & =& olarak alirsak (¢, &,7,9), M tizerinde degme metrik yapisidir [32].

Yukaridaki denklemler yardimu ile

[61,62]20, [el’e3]:0' [el’e4]:O' [el’eS]:ell
[e,.6:]=0, [e;8,]=0, [e,.6,]=0. [e,65]=6,,

[e;.6]=¢6; [6,.6]=¢,,
esitliklerini elde ederiz. V bir Riemann koneksiyonu, g bir metrik tensér olmak tizere Koszul
formiili,
29(V91‘921‘93):‘919(‘92"93)+azg(‘931‘91)_93g(6’1"92)
~9(6,[6,,6,])+ 9(6,,[6,,6.]) + 9 (65 [6..6,]),

seklinde tammlidir. € =& alinarak Koszul formiiliinde uygulanir ise

vV.e =-¢6, Ve, =0,V e =0 Ve =0 V, e =g,
V.e =0 Ve =—-6,V e =0V_e =0,V e =e,,
V.6 =0 V,e, =0, V,e;,=-e;, Ve, =0, V, e =¢e,,
v.e =0 V, e, =0 V, e =0 Ve =—¢, V, e =¢,
v.e =0, V., e, =0, V,e,=0, Ve =0,V e, =0.

elde edilir. Yukarida kolayca goriilebilirki (¢, &,7,9) yapist ile M, 5-boyutlu para-Sasakian

manifolddur [35]. Boylece

Reur(6,,0,)0, =V, V0, =V, V.0, =V, 16,

denklemi ile verilen Riemann Egrilik tensori yardimi ile
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esitliklerini elde ederiz. Yukaridaki denklemler yardimi

Ric(e,e) =—4,Ric(e,,e,) =—4,Ric(e;,e;) =—4,Ric(e,,e,) =4, Ric(e;,e;) =4
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elde edilir. Buradan
Ric(4,,0,) =—-49(0,,6,),

sonucuna ulasilir. Bu yiizden manifold bir Einstein manifoldudur. Ricci tensoriiniin yukaridaki
ifadesinin yardimi ile kolayca dogrulanabilir ki, A > O dir. Dolayisiyla 5-boyutlu para-Sasakian
manifoldunda Ricci Soliton genisleyendir. Boylece Teorem 3.4.1., 5-boyutlu manifoldda

dogrulanir.

Simdi 7 -Ricci soliton sartin1 géz oniine alalim. Bunun igin
(L, 9)(6.6,) + 2Ric(,,6,) + 249(6,,6,) + 2yn(6,)n(6,) =0,

esitliginin bir para-Sasakian manifold tizerinde saglandigini varsayalim. Yukaridaki ispata benzer

bir ispatla 9, =¢& alarak
(L.9)(6,,6,) +2Ric(6;,6,) +249(6,, 6,) + 2yn(6)n(6,) =0,
denklemini inceleyelim. Bu denklem
9(V4&.6,)+9(6,,V,,6) +2Ric(6,,6,) +249(6,, 6,) + 2y1(6)n(6,) =0,
sekline gelir. (3.18) denkleminden,
9(=¢6.,0,) + 9(6,,-¢06,) + 2Ric(4., 6,) + 249(6,,6,) + 2yn(6)n(6,) =0,
elde edilir. Boylece (3.20) denkleminden
Ric(6,.6,)=9(6..6,)~29(6..6,) - (6, )n(8,), (3.36)

sonucuna ulagiriz. Diger yandan (3.25) ve (3.17) denklemini kullanarak
(A=n)n(6)=—An(6,)—yn(6,)n(6,),

elde edilir. Bu denklem yardimu ile
n-1=A+y,

sonucuna ulasiriz. n—1= A oldugundan y =0 dir. O halde asagidaki sonucu verebiliriz.

Teorem 3.4.2: Bir n-boyutlu para-Sasakian manifold M"de 7 -Ricci soliton mevcut

desildir.
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4. RiccCi SOLITON SARTINI SAGLAYAN PARA SASAKIAN
MANIFOLDLAR

Bu boliimde Riemann egrilik tensorii Rcur, Ricci tensorii Ric, Weyl konformal egrilik
tensorii C ve projektif egrilik tensorii P olmak {izere, bir para-Sasakian manifold M iizerinde
tanimli Ricci soliton kullanilarak Weyl konformal egrilik tensorii ve projektif egrilik tensori ile

ilgili baz1 egrilik sartlar1 verilmistir.

4.1. Ricci soliton ve 7 -Ricci soliton ile para-Sasakian manifoldlar

Bu bolimde ilk olarak bir para-Sasakian manifold tizerinde Ricci soliton denklemi
saglandiginda semi-simetriklik ve pseudo simetriklik, daha sonra da flat olma sartlarini

inceleyecegiz.

Teorem 4.1.1: Ricci soliton denklemini saglayan bir n-boyutlu para-Sasakian manifold M
olsun. M de Rcur.Ric=0sart1 saglandiginda, yani M manifoldu Ricci semi-simetrik ise, M

bir Einstein manifoldudur.
Ispat. M manifoldunda Riemann egrilik tensorii Rcur ve Ricci tensorii RiC olmak iizere
Reur«Ric =0 denklemi V6,,6,,6;,6, € (M) igin
(Reur(6,,6,)Ric)(6,,6,) =0,
(4.1)
seklinde yazilabilir. (4.1) denklemi,
Reur (6,6, )Ric(6,.6,) - Ric(Reur (6,.6,)6,.6,) - Ric(6,,Reur (6,,6,)6,) =0, (4.2)
dir. Boylece
Ric(Reur (6,,6,)6,,6,)+ Ric(6,,Reur (6,,6,)6,) =0,
(4.3)
dir . (3.29) denklemi yardimu ile (4.3) denklemi,

g(Reur (6,.6,)6,.6,) - Ag(Reur (65,6, )6,,6, )
+9(¢6,,Reur (6,,6;).6,) - A9(6,,Reur (6,,6,)6,) =0,
(4.4)

yazilabilir. (4.4) denkleminde 6, yerine ¢ yazilirsa,
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g(Reur (6,,6,)£,46,) - A9 (Reur (6,,6,)£,6,) — 29 (£,Reur (6,,6,)6,) =0,
(4.5)

bulunur. (4.5) denkleminde (2.45) esitligi kullanilarak,

9(77(95)95 _77(95)964592)_/19 (77(05)95 _77(05)06'92)

~29(&,Reur (6,,6,).6,) =0, (46)
elde edilir. (4.6) denkleminde 6, yerine & kullanildiginda
9 (77(5)‘96 _’7(06)§*¢6’2)_’19 (’7(5)‘96 _’7(‘96)5"92) @.7)
—A9(&.Reur (£,65)6,) =0,
yazilabilir. (2.33) ve (2.36) esitlikleri (4.7) denkleminde kullanilirsa
9(65.46,)~29(6:.6, )+ A (65 ) (6%)
—Ag(&,Reur(£,6,)6,)=0, “8)
bulunur. (4.8) denkleminde (2.49) esitligi kullanildiginda
9(6s.06,)—-29(6,.0,)+ An(0s)n(6,)- A9 (£.m(6,) 60— 9(6;.0,)€) =0, (4.9)
veya
g (95 90, ) - A9 (6?5 ,6’2)+/177(65)77(62)—2,77(05)77(92)+/Ig (95 ,6’2) =0, (4.10)
yazilabilir. (4.10) denkleminden
9(6,.96,)=0, (4.11)
bulunur. (4.11) denkleminde (2.42) esitligi olan g(6,,¢6,)=dn(6;.6,) kullanildiginda,
dn=0 (4.12)

esitligi elde edilir. Boylece (3.24) esiliginden
Ric(4,,6,)=-19(6..6,)
elde ederiz. Boylece M manifoldu bir Einstein manifoldudur.

Teorem 4.1.2: Ricci soliton denklemini saglayan bir n-boyutlu para-Sasakian manifold M
olsun. M de Rcur.Ric=L,Q(g,Ric)sarti saglandiginda, yani M manifoldu Ricci pseudo-

simetrik ise, M bir Einstein manifoldudur.
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ispat: M manifoldunda Riemann egrilik tensorii Rcur , Ricci tensorii RiC, metrik tensor

g olmak iizere Reur.Ric=L,Q(g,Ric) denklemi V4,,6,,6;,6, € (M) igin

(Reur (6,.6,)Ric)(6,.6,) = L,Q(g.Ric)(6,.6,) (4.13)
seklinde yazilabilir. (4.13) denklemi,

Reur (6;,6,)R(6;,,6,)— Ric(Reur (6,,6,)6,,6,)—Ric(6,,Reur (6;.,6,)6,)

_ _ _ (4.14)
=(6:A48,)Ric(6,,0,)— Ric((6,A,65)6,.6, ) - Ric(6, (6,6, ).6,),
dir. Boylece
Ric(Reur (6;.6,)6,.0,)+ Ric(6,,Reur (6;.6,)6, )
(4.15)

=L [Ric((6,A,6,)6,6, )+ Ric(6,(6,4,6,)6,) .

veya
Ric(Rcur (6,,6;)6;.6,)+ Ric(6,,Reur (6,,6,)6, )
{g(@s,q)Ric(ee,Hz)—g(HG,Gl)Ric(QG,Hz) } (4.16)
+9(65,0,)Ric(6,,6,)-9(6;.6,)Ric(6,,6,) |

dir.(3.29) denklemi yardimu ile (4.16) denklemi

g(Rcur(6,,6,)6,.40,)— Ag (Reur (6,,6,)6,.6,)
+9(46,,Reur (6;.6,)6,) - A9 (6,,Reur (6,.6;)6,) (4.17)
-9(6.6,)9(6;.40,)— 29(6,.6,) )
+9(65.6,) 9(65.46,)+ A9 (65.6,)
+9(6s.6,)9(6,.46,)— 29(6,.6,)
+9(65.6,)9(6;.60,)+ 29 (6;.6, )

(6,.6,
(6:.6,)
(6:.6) |
(6:.6)

5171

\_/\_/vv

9(
(
(
(

9
g
9
g

yazilabilir.(4.17) denkleminde 6, yerine & yazilir ve gerekli hesaplar yapilirsa
9(R(6,.6,)&.60,) =L [-1(6:)9(65.60,)+1(65)9(6;.96,) ] (4.18)
bulunur. (4.18) denkleminde (2.45) esitligi kullanilarak
n(6:)9(6;.90,)-1(6)9(6;.46,) Li[ 1(65)9(0.40,)+1(65) 9(6 .4, ):'
veya
(1-L)[7(6:)9(6s.40,)-1(6,) 9 (6s.46,) ] =0, (4.19)
elde edilir. (4.19) denkleminde ya (1-L,)=0 yada
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77((96)g(95,¢92)—77(6’5)g(96,¢n92)=0, (4.20)
dir. L, =1 ise M iizerinde Rcur.Ric=Q(g,Ric) dir. Diger yandan, (3.29) esitligi (4.20)
denkleminde kullanilirsa

7(6,)Ric(6,.6,)+ A7(6,)9(6,.6,)-1(6,)Ric(6,.6,) - A7(8,)9(6,,6,)=0,  (4.21)
bulunur. (4.21) denkleminde g, =¢& alirsak

Ric(6,,6,)=-29(6;,6,)

elde ederiz. Boylece M manifoldu bir Einstein manifoldudur.

Teorem 4.1.3: Ricci soliton denklemini saglayan n-boyutlu bir para-Sasakian manifold
M olsun. Vv6,,6,,6, y(M) i¢in M nin Weyl konformal egrilik tensérii flat ise M bir Einstein
manifoldudur.

Ispat: M nin Weyl konformal egrilik tensérii C olsun. V,,6,,6, e;((M)igin Q Ricci

operatorii olmak iizere (2.14) esitliginden,

C(6,.6,)6, =Rcur(6,,0, )6, - n12|:RiC(9 0,)6, —Ric(6,.,6,)6, }

+9(6,,6,)Q6,—9(6,.6,)Q6,

+—[g (6,.6,)6,-9(6,,6,)6, ],

(n-1)(n

seklinde tanimlanir. Simdi M manifoldu iizerinde Ricci soliton denkleminin saglandigini géz

(4.22)

oniine alalim. Bu durumda (4.22) denklemini

C(6,,6,)6, =Rcur(6,,6,)0, — ! { 9(¢6,.6:)6,-2(n-1)9(6,.6;)6, - 9(46,.6:)6,

n-2|+9(6,,0,)¢0, - (11 3)¢92+2(”—1)9(91"93)9j (4.23)

+—[g (6,.6,)6 6:)0, ],

(n-1)(n

olarak yazabiliriz. M manifoldu Weyl konformal flat ise C =0 dir. (4.23) denkleminden

2(n-1)9(6,,6,)6,+2(n-1)g(4,.6,)6,
(0216’3) (91,03)¢<92 }

—————[9(6,.6,)6,-9(6,.6,)6, |,

Reur(é4,,6, )0, = 2{
n-s[+9 (4.24)

~(n-1)(n-2)

elde ederiz. (4.24) denkleminde 6, =¢& kullanirsak

26



1

Reur(6,,6, )¢ =E[—2(n -1)n(6,)6,+2(n-1)n(6,)0,+1(6,)$6,—n(6,

m[ﬂ(@)ﬂ—ﬂ(@l)@z],

yazilabilir.(4.25) denkleminde (2.45) esitligi kullanilirsa,

7(8)6,~n(6,)6,==—=[n(6)6,~n (0 9}+—[n

'm[ﬂ(@)ﬁ—ﬂ(@)‘%],

elde edilir. Bu denklemi dizenlersek

[1_ 2(nn_—21) = j[n 6,)6,]

+—[f7 )6, ~1(6,) 46, | =0,

veya

((n(n 1)- T][U 9]
+—[f7 )6, -1(6,)¢6, | =0,

elde edilir.(4.28) denkleminde 6, =& esitligi kullanilarak,

—Mn D T 1

olur. (4.29) denkleminde diizenlemeler yapildiginda,

40, :(1+nL_1][92 -n(6,)¢],

sonucuna ulasiriz. Boylece (4.30) denklemi 6, ile ¢arpilirsa,

0(00,.0)=(1+-7 [a(0,0)-n(@)n(6.)]

elde edilir. (4.31) denkleminde (3.29) esitligi kullanilarak,

27

)6, —

n

)46, ]

(6,)40, ]

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)



Ric(6,,6,)+19(6,,6,) = (1+—j[g )-1(6,)n(6)]. (4.32)

veya

T

Ric(el,az)z(1+nL_1—ﬂjg(01,92)—[1+—jﬂ(ﬁz)ﬂ(é’l) (4.33)

n-1

elde ederiz. Boylece M manifoldu bir 7 -Einstein manifoldudur.
Teorem 4.1.4: 5 -Ricci soliton denklemini saglayan n-boyutlu bir Weyl konformal flat
para-Sasakian manifold mevcut degildir.

Ispat: Teorem 4.1.2 deki ispata benzer bir hesaplamayla

9(¢6,.6,)6,—-9(46,,6,)6, - 19(6,,6,)6,
1 (921‘9 )¢‘91_g(01’93)¢02"'19(491103)‘92
n- 2 +7g(92’9) (61)4:_79(‘92193)77(‘92)4:

+11(6,)1(6;)0, —y11(0,)n(6;)6;
+—[g 0,.60,)6,-9(6,.6,)6, ],

(n=1)(n

olarak yazilabilir. M manifoldu Wely konformal flat ise C =0 dir. (4.34) denkleminden

C(6,.6,)6, =Reur(6,,0,)0, -
(4.34)

g(¢92,6’3)61—g(¢01,93)02—19(92,93)91
1 +g(‘92’9)¢91_g(‘91"93)¢‘92+/19(01183)92
n- 2 +7g( ) (‘91)5_79(92'93)77(92)5

+71(6:)1(6)0,—1(6,)n(65)6,

ﬁ[g 0,.0,)6,-9(6,.6,)0, ],

(n=1)(

elde ederiz (4.35) denkleminde 4, =& kullanirsak

Reur(4,,6, )6, =
(4.35)

1 g(¢02,93)§—2/19 (32’93)5_77(93)(2502
Reur(¢,6,)0, ZE "'2177(‘93)02 +79 (‘92’93)5_7/77(62)77(6’3)‘:g
+777(0 )‘92_7/77(02)77(93)5 (4'36)

W[g 6,.6,)~1(6,)6, ],

yazilabilir. (4.36) denkleminde & ¢arparsak
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9(40,.0,)-229(6,.0,)+241(6,)n(6,)
+790 (92193)_777(63)77(92)

T

g 96 (@)

1

g (RCUI’(f,@Z )9315) ZE{

elde edilir. Bu denklemi diizenlersek

-2 o) sayno.)
=d (¢02103)_(2ﬂ*_7/)g (92103)_"(21_7/)77(62)77(93)
elde edilir. (4.38) denklemini diizenlersek,

r—(n-1)(n-2)

(-1)(n-2)

olur. (4.39) dekleminde (3.29) esitligi kullanilarak,

g<¢ez,es)=[ +<u—7>][g(ez,@)—n(ez)n(eg)]

Ric(6,.8,)+ 49 (6,,6,)+7(6,)n(6,)

(r-(n-1)(n-2)
_( o D(n-2) +(21—}/)J[g(92:93)—77(92)77(93)]

veya

r—(n-1)(n-2)

(n-1)(n-2) +(/1—y)Jg(ez,93)

~ r—(n—l)(n—2)+
TG e

elde ederiz. (4.41) denkleminde 6, =¢ alirsak

Ric(ez,eg):(

Ric(6,£)=—(A+7)n(6,)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

elde ederiz. Bu ise y =0 demektir. Boylece M 77 -Ricci soliton sartin1 saglayan manifoldu Wely

konformal flat degildir.

Teorem 4.1.5: n-boyutlu bir para-Sasakian manifold M olsun. M iizerinde Ricci soliton

sart1 ile verilen Riemann egrilik tensorii Rcur ve Weyl Konformal egrilik tensorii C olmak iizere

va,o0,,0,0,,0 e;((M) icin Rcur(96,94)-C=0 sartin1 sagliyorsa, yani M manifoldu Weyl

semi-simetrik ise, M bir  -Einstein manifoldudur.

Ispat. vV0,,0,,6, ;((M) igin (1.14) esitliginden,
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Ric(6,,6,)6, —Ric(6,,6,)6,
C(8,.6,)6, =Reur(6,,6, )6, - _1 | Ric(6,.6) (6.6)

2| +9(6,,6,)Q6,-9(6,,6,)Q6, (4.43)

+m[g 6,.0,)6,-9(6,.6,)6, |

yazilir. (4.43) denkleminde (3.29) esitligi kullanilirsa,

g(¢92’93)91_219(92193)01_9(¢01’03)02
A9(6,,6,)6 0,,0,)906, —g(6,,6,) 0.
C(91,92)93=RCUI’(¢91,92)9 1 9( 1 3) 2+g( 2 3)¢ 1 g( 1 3)¢ 2 (4.44)
n-2|+19(6,,6,)0,+9(6,,6,)$6, - 19(6,,0,)6,
_9(91183)¢92+/19(81'93)‘92

bulunur. (4.44) denklemi diizenlenerek,
C(6,.6,)Z =Rcur(6,,6,)6,

——[g (#6,.0,)6,-9(46,.60,)0,+9(0,.6,)$6, - 9(6,.6,)¢0,]  (4.45)
r+2(n-1)4

+ m[g(@ﬂs)@ - 9(91,03)92]’

elde edilir. (4.45) denklemi kullanilarak M {izerinde Rcur(96,494)-C=0 sartinin saglandigini

varsayalim. Bu durumda sirasi ile,

Reur (6;,6,)C(6,,6,)Z =Rcur (6;,6,)Reur (6,6, )6,

1 { 9(¢6,.6,)Reur (6,,6,)0, - g(46,,6,)Reur (6,,6,)6,

n—2|+g(6,.0,)Reur(6;.0, )96, — 9(6,,6;) Reur (6;, )¢0}
r+2(n-1)2

+W[g 0,.0,)Reur (6,.6,)6, - 9(6,.0,)Reur (6,.,6,)6, ],

(4.46)

C(Reur(6;.6,)6,.6,)6, = Reur (Reur (6,,6,)6,.6,) 6,

1 a(f6,.0,)Reur(6;,6,)6,—9( f6,,6,)Reur(6,.6,)06,
n-2|+g(6,.6,)Reur(6;.6,) f6,—g(6,.6,)Reur (6,.6,) £ 6,
t+2(n-1)4

+ W[g(&zﬂs)Rcur(%,@)@—g(@l,ea)Rcur(es,@)ﬁz],

(4.47)

C(6,Reur (6;.6,)6,)6, = Reur (6,Reur (6,,6,)6, )6,

1 | 9(Reur(6;.6,)¢6,.6,)6, — g (Reur (6;.6,)96,.,6;) 6,
n-2 +9(6,.0,)Reur (6;,6,) 96, — 9(6,,6,) Reur (65,6, ) ¢6,
r+2(n-1)4

+ #(n_)z)[g(Rcur(ae,@)az,ag)el—g(01,03)Rcur(96,04)92],

(4.48)
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C(6,.6,)Reur (6;.6,)6, = Rcur(&l,Hz)Rcur(@e 0,)0,

)
9(¢0,.Reur (6,,6,)6,)6, — g(46,,Reur (6,,6,)6;) 6,

(4.49)

)
n-2 +9(6,.Reur (6,.6,)6,)¢6, — g (6,.Reur (6,,6,) 6, ) 40,
t+2(n-1)4
+ m[g(ez,Rcur(ee,@)es)el—g(el,Rcur(96,94)93)ez],

yazilabilir. (4.46)-(4.49) denklemlerinden

Reur (6.6, ) Reur (6,,6,) 6, — Reur (Reur (6,,6,)6,.6, )6,

—Reur (6,,Reur (6,.6,)6,.6,) 0, — Reur (6,6, ) Reur (6,6, ) 6,

'9(6,,0,)Reur (6,,6,)¢6,— 9(6,,0,)Reur (6,6, )90, |
+g(pReur (6;.6,)6,.6,)0, — 9(6,.6;) pReur (6,.6, )6,
n—-2| g(gReur(6,.6,)6,.6;)6,—9(6,.6,)#Reur (6,,6,)0,

| +9(6,.Reur (6,,0,)6,) 96, - 9(6,,Reur (6,,6,)6,)6, |

yazilabilir. (4.50) denkleminde 6, =& alirsak ve (2.45) esitligi kullanilarak,

Reur (6,,0,)Reur (6;,6,) & - Reur (Reur (6,,6,)6,,6,) &
—Reur (6, ,Reur (6;,6,)6, )& —Reur (6,,6,) Reur (6;,6,) &
1(6,)Reur (6,,6,)¢6,—n(6,)Reur (6,.,6,) 40,
_é +1(6,)Reur (6,.6,)6,+17(6,)dReur (6,.6,)6, | =0,
+9(46,.Reur (6;,6,)¢) 6, — g (46, ,Reur (6;.6,) &),

veya

Reur (6,.6,)(n(6,)6,-1(6,)6,)—n(Reur (6,.6,)6,)6,
+n(6,)Reur (6;.6,)6,—n(6,)Reur (6;,6,)6,
+n(6,)Reur (6;.6,)6, —Reur(6,,6,)(17(65)0, —n(6,)6;)
'17(6,)(Reur (6;,6,)$6, — gReur (6;,6,)6,) |
-n(6, )(Rcur(@e,e )96, — gReur (6,,6,)6,)
~9(46,.1(6;)0,-1(6,)6 )6,
+9(46,.7(6) 0, ~1(6,)6:) 0,

sonucuna ulasiriz. Boylece

31

(4.50)

(4.51)



n(6,)Reur (6,.6,)6, —n(6,)Reur (6,6, )6, —n(Reur (65,6,)6,)6,
+n(6,)Reur (6,,6,)6,—n(6,)Reur (65,6,)6, +n(6,)Reur (6,,6,)6,
—n(6)Reur(6,.,6,)60, —1(6,)Reur (6,,6, )6,
n(6,)(Reur (6,,6,) 46, — pReur (6;,6,)6,) (4.52)
1 | -n(6,)(Reur(6;.6,)¢6, - ¢Reur (6,,6,)0,) |
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bulunur. (4.87) denklemi @ vektor alani ile i¢ ¢arpim yapilarak,
-9(¢6,,6,)9(6,,0)—-q(96,,6,)9(6,,0
0 (Reur(6,6,)6,,0)= - 9(¢6:,6:)9(6,0) - 9(90,0:)9(6:,0) | (4.88)
n-1|+19(6,.6,)9(6,,0)—19(6,,6,)9(6,,0)

yazilabilir.(4.88) denkleminde & =6=e, , 1<i<n alindiginda,
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Ric(6,,6,)=-9(¢6,.6,)-29(6,,6,), (4.89)

elde ederiz. Boylece bu sonu¢ M manifoldunun neredeyse (neary) quasi-Einstein manifoldu
oldugunu ispatlar.

Teorem 4.1.8: 7 -Ricci soliton sartini saglayan bir n-boyutlu projektif flat para-Sasakian

manifoldu mevcut degildir.
Ispat: Bir n-boyutlu Riemann manifolduM olsun. Her 6,,6,,6,€ (M )i¢in M nin
Projektif egrilik tensorii (2.32) esitliginden

P(6,,6,)6, = Reur (6,,6,)6, —ni_l[Ric(ez, 0,)6, - Ric(6,,6,)6, ], (4.90)

bi¢iminde yazilir. Bu denklemde (3.36) kullanilarak

P(4,6,)6, =Rcur(4,,6,)0,
_L _g(¢‘92"93)01_;tg(az'gs)al_777(92)77(03)‘91 (4.91)
n—1| +9(46,,6,)6, + 19(6,,6,)0, + 1 (6,)1(6,)6, |

biciminde yazilabilir. Simdi M manifoldunun projektif flat manifold oldugunu varsayalim.

Boylece

Reur(6,,6,)6, N

n_1{—g<¢e2,03>01—zg(ez,eg)el—m(ﬂz)’?(%)ﬂ, (4.92)

+9(06,,6,)0, + 19(6,,6,)0, + 777(01)77(93)02
bulunur. (4.92) denklemi @ vektor alani ile i¢ ¢arpim yapilarak,

1 _g(¢62193)g (91’0) _;Lg(¢92’93)g (0110)
g(RCUf(91,92)93,9)=T1 _79(‘911‘9)77(92)77(93)"‘g(¢91’03)g(‘921‘9) ' (4.93)
+ﬂg(91'93)g(9219)+7g (02’0)77(‘91)77(93)

yazilabilir.(4.93) denkleminde &, =6=e¢, , 1<i<n alindiginda,
Ric(6,.60,)=—9(46,.6,)—19(6,.0,)—y11(6,)n(6;), (4.94)
elde ederiz. Boylece son denklemde &, =¢ alirsak
Ric(6,,&)=—(A+7)n(6,).
elde ederiz. Bu ise ¥ =0 demektir. Boylece M manifoldu projektif flat sartin1 saglamaz.

Teorem 4.1.9: Ricci soliton sartin1 saglayan bir n-boyutlu para-Sasakian manifoldu M

konharmonik flat ise M manifoldu bir neredeyse (nearly) quasi-Einstein manifoldudur.
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Ispat: Bir n-boyutlu Riemann manifolduM olsun. Her 6,,6,,6, € x(M)i¢in M nin

Projektif egrilik tensorii (2.31) esitliginden

K(6,,6,)6, = Rour (6, 0,)0, ———

: _1[Ric(02,03)01 —Ric(6,,6,)6, } (4.95)

+9(6,,6,)Q6, — 9(4,,6,)Q0,
oldugunu biliyoruz. (4.95) denkleminde (3.36) kullanilarak,

K(8,,6,)6; = Reur(6,,6,)6,

_i g(¢02103)€1 - g(¢‘91! 93)‘92 + g(ezi 03)¢91 (4-96)
n—1]-9(6,,6,)40, +219(6,,6,)6, + 22.9(6,,0,)6, |

elde ederiz. Simdi M manifoldunun konhamonik flat manifold oldugunu varsayalim. Bdylece

1 {g(wzﬁa)el—g(wlﬂg)ez+g<6'z,03)¢91 } (4.97)

Rcur(&,0,)0, =——
(6,6)6, n—1|-9(6,.6,)¢6, +219(6,,6,)6, + 249(6,,6,)6,

bulunur. (4.76) denkleminde & vektor alani ile i¢ ¢arpim yapilarak,

g(¢92’93)g(01"9)_ 9(¢6,.6;)9 (‘92’9)
+9(6,,6:)9(¢6,,0) - 9(6,,6,)(#6,,0) : (4.98)
+219(6,,0:)9 (‘91"9) +229(6,,6,)9 (‘92’0)

1
g(Rcur(¢91,¢92)493,6'):n—_1

yazilabilir. (4.98) denkleminde 6 =60 =e¢,, 1<i<n alindiginda,

22(1-n)

RiC(02,93)=9(¢92,93)+ 9(92,93)1

elde ederiz. Boylece bu sonu¢ M manifoldunun neredeyse (nearly) quasi-Einstein manifoldu
oldugunu ispatlar.

Teorem 4.1.10: 5 -Ricci soliton sartin1 saglayan bir n-boyutlu konharmonik flat para-

Sasakian manifoldu mevcut degildir.

Ispat: Bir 6nceki teoremin ispatina benzer bir yontemle gosterilebilir.

Ornek 4.1.1: Bir 3-boyutlu bir manifold M =R® standart kartezyen koordinatlari

{e,.&,.6,} olmak iizere vektor alanlarim

ile tanmimlayalim. M nin Riemann metrigi g olmak iizere g (ei ,ej):5ij ve 1 bir 1-form olmak

ilizere 7](93)=g(03,e3) esitligi ile wverilsin. M de bir ¢, (1,1)-tensér alanim
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d(e)=e, ¢(e,)=e, ve ¢(e;)=00larak tammlayip &=e, alirsak (¢,£,7,9) ifadesi M

tizerinde bir para-kontak yap1 olur [36]. Levi-Civita koneksiyonu V olmak iizere
[evez] =0, [el’eS] =€, [ez ves] =6,
dir. Koszul formiilii yardimu ile

Ve, = 0, Vaes =€, Ve =-8¢,
V€3 =€, V,8,=—€;, Ve = 0,
Vi€, =0, V,4e,=0, Ve =0,

esitliklerini buluruz. Bu esitliklerden (#,£,7,9) yapismn M iizerinde bir para-Sasakian

manifold oldugu gorilir [36]. Diger yandan Ricci soliton denklemini saglayan 3-boyutlu
manifold M {izerinde Riemann egrilik tensorii

~g(¢6,,6,)0, —g(¢91,63)02}

Reur(6,,6,)6; = {+g(92,93)¢91 -09(6,,6,)¢0,

(4.99)
T
_(54'2/1)[2}(02'93)01_9(011'93)92]!
ile tanimlanir. (4.99) denkleminden,
Reur (e, )e, =(2—%—21)e1, Reur (e,.e;)e, =(1—%—2/1je1,
Reur (e, e, )e, =(—2+%+2/1je2, Reur (e, ,e;)e, =£1—%—2/1)e2,
(4.100)
Reur (e;.e,)e =(—2+%+21je3, Reur (e;.e,)e, =(—1+%+2/1je3,
Reur(e,.e,)e; =0, Reur(e,.e,)e, :(1—%—2/1)%' Reur (e;.e,)e, =0,
elde edilir. (4.100) denkleminden
Ric(e.e,)=—(4—-7—-441), Ric(e,.e,)=—(4—-7-441),
(6.,) =—(4-7-42), Ric(e, &) =—(4-7~4) 00

Ric(e,,e;)=—(4-7—-44),Ric(e,,e,) =0, Ric(e,,e;) =0, Ric(e,,e;) =0,

sonucu elde edilir. (4.101) denkleminden Ric(6,,6,)=-29(6,,6,) oldugu gériilir. M*® Ricci
soliton denklemini saglayan bir para sasakian manifold oldugunu goz 6niine almak sartiyla, (3.28)

denklemini baz vektorlerine gore yazarsak

-g(e,.e)+Ric(e, e )+Ag(e,.e)
-g(e,.8,)+Ric(e,.e,)+1g(e,.e,)
—g(ey.e;)+Ric(e;,&;)+19(e;.8)=0,
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elde ederiz. Son denklemden 2=1 dir. Boylece M* manifoldunda bir Ricci soliton (g,e3,1)

olarak bulunur. Simdi M® manifold i¢in Projektif egrilik tensoriinii géz oniine alalim. Bu
durumda,

P(6,,60,)0, = Reur(6,,6,)6, —%[Ric(@z,ég)el —Ric(6,,6,)6,], (4.102)

denkleminde (3.29) esitligini kullanarak

61 0 0_ 0, 9 0
P(6,0,)0, =Rcur(6?l,492)93—1{g( 2906~ 9(4,96,) 2}, (4.103)
2| +9(6,,6,)0, - 9(6,,6,)6,
elde ederiz. Buradan egrilik tensoriiniin bilesenlerini kullanarak
—g(e,,¢e)e, —1g(e,,
P(el,ez)el=Rcur(e1,e2)e1—1 9(Cge)e—A0(e0 ) , (4.104)
2| +g(e.¢e ), +19(e. )8,

sonucunu elde ederiz. Burada baz bilesenleri kullanarak

P(e.e,)e =¢,, P(e.e,)e,=—¢, P(e,e,)e, =0,
P(e.e)e =6, P(e.e)e, =0, P(e.e;)e,=¢,
P(e,.6;)e,=0, P(e,.6;)e, =—€,,P(e,.;)e;=—¢,,

elde ederiz. Boylece

Z P(ei € )ek =0, i,),k=12,3

ik

elde edilir, ki bu sonug bize M ®manifoldunun bir projektif flat manifold oldugunu gosterir.

45



5. SONUCLAR

Bu ¢aligmada Ricci-soliton denklemini saglayan bir para-Sasakian manifold lizerinde Weyl
konformal egrilik tensorii, projektif egrilik tensorli ve konharmonik egrilik tensorii tanimlanarak

baz1 simetri ve egrilik sartlarimi saglamasi ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.
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