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ETiK BEYANI

Tez Yazim Kurallarmma uygun olarak hazirladigim bu tez calismasinda; tez iginde
sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢ergcevesinde elde
ettigimi, tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarina
uygun olarak sundugumu, tez ¢aligmasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta
bulunarak kaynak gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik
yapmadigimi, bu tezde sundugum ¢alismanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda

aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarin1 kabullendigimi beyan ederim

Kiibra BELIN KUNTECI



OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

f —ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE KOROVKIN TiPI TEOREMLER
KUBRA BELIN KUNTECI

SINOP UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITiM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

DANISMAN: PROF. DR. SEVDA AKDAG

Bu tez ¢alismasi temelde ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris icin ayrilmistir. Tkinci
boliimde ilk olarak yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilmistir. Daha sonra
klasik Korovkin tipi teorem ve istatistiksel Korovkin tipi teorem verilmistir. Istatistiksel
yakinsaklik orani tanitilarak bu kavram yardimi ile istatistiksel Korovkin tipi teoremin orani
hesaplanmigtir. Ayrica Bogel siireklilik kavrami tanitilarak siirekli fonksiyonlar uzayini
kapsayan Bogel siirekli fonksiyonlar uzay: tanitilmistir. Boylece Bogel siirekli fonksiyonlar igin
Korovkin tipi teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde ise alistlmis yakinsakliktan daha kuvvetli
olan ve bir sinirsiz modiiliis fonksiyonu yardimi ile tamimlanan f —istatistiksel yakinsaklik
kavrami tanitilmistir. Bu kavram kullanilarak tek ve ¢ift degiskenli pozitif lineer operatorler icin
stirekli fonksiyonlar uzay: iizerinde Korovkin tipi teoremler verilmistir. Ayrica Bogel siirekli
fonksiyonlar i¢in f —istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi teorem verilmistir.
Ustelik elde edilen sonuglarin klasik durumlardan daha kuvvetli oldugunu gosteren ornekler
verilmistir. Son olarak f —istatistiksel yakinsaklik orani tanimlanmis ve elde edilen Korovkin
tipi teoremlerin f —istatistiksel yakinsaklik oranlar1 hesaplanmugtir.

ANAHTAR KELIMELER: Istatistiksel yakinsaklik; Pozitif lineer operator; Korovkin tipi
yaklasim teoremi; Bogel siireklilik, Modiiliis fonksiyonu;
f —istatistiksel yakinsaklik

Ocak 2024, 58 Sayfa



ABSTRACT

MSC THESIS

f —STATISTICAL CONVERGENCE AND KOROVKIN TYPE THEOREMS

KUBRA BELIN KUNTECI

SINOP UNIVERSITY INSTITUTE OF GRADUATE PROGRAMS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR:PROF. DR. SEVDA AKDAG

This thesis consists mainly of three chapters. The first chapter has been devoted to introduction.
In the second chapter, first of all the concepts of density and statistical convergence have been
introduced. Then the classical Korovkin type theorem and the statistical Korovkin type theorem
have been given. The rate of statistical convergence has been introduced and the rate of the
statistical Korovkin type theorem has been calculated with the help of this concept.
Furthermore, the concept of Bogel continuity has been introduced and the space of Bogel
continuous functions, which covers the space of continuous functions, has been introduced.
Thus, Korovkin type theorems for Bogel continuous functions have been given. In the third part,
the concept of f —statistical convergence, which is stronger than the usual convergence and is
defined with the help of an unbounded modulus function, has been introduced. Using this
concept, Korovkin-type theorems on the space of continuous functions for positive linear
operators in one and two variables have been given. Moreover, a Korovkin-type theorem for
Bogel continuous functions has been given with the help of f —statistical convergence.
Moreover, examples have been given to show that the results obtained are stronger than the
classical cases. Finally, the rate of f —statistical convergence has been defined and the rates of
f —statistical convergence of the obtained Korovkin type theorems has been calculated.

KEYWORDS: Statistical convergence; Positive linear operator; Korovkin type approximation
theorem; Bogel continuity; Modulus function; f —statistical convergence
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1. GIRIS

Ik kez 1951 yilinda Steinhaus (1951) tarafindan tamitilan istatistiksel yakinsaklik
kavrami ayn1 yil Fast (1951) tarafindan ¢alisilmistir. 1981 yilinda Friedman ve Sember
(1981) ve daha sonra 1985 yilinda Fridy’nin (Fridy, 1985) calismalar1 ile hizli bir
gelisme gosteren istatistiksel yakinsaklik kavrami Toplanabilme Teorisi (Schoenberg,
1959; Fridy, 1985), Fonksiyonel Analiz (Connor, 1988, 1989, 2000; Demirci ve Orhan,
1999; Kline, 1995), Ol¢ii Teorisi (Miller, 1995; Miller ve Orhan, 2001) ve Yaklagim
Teorisi (Atlihan ve Orhan, 2008; Gadjiev ve Orhan, 2002; Duman 2003) gibi bir ¢ok
alanda arastirmacilar tarafindan ¢alisilmistir. Korovkin tipi yaklasim teorisinin ortaya
cikmastyla bu sonuglar bir¢ok arastirmaci tarafindan farkli uzaylarda genisletilmis ve
farkli yakinsaklik tiirleri yardimi ile yaklasim incelenmistir. Bunlarin en 6nemlilerinden
biri istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi yaklasim teorisi olup Gadjiev ve
Orhan tarafindan 2002 yilinda ispatlanmistir. Ayrica, Korovkin tipi yaklasim
teorisindeki siireklilik yerine Bogel siireklilik (B-stireklilik) kavrami kullanilarak
Korovkin teorisi 1986 yilinda C. Badea, 1. Badea ve H. H. Gonska (1986) tarafindan B-
stirekli fonksiyonlar uzayinda ¢alisilmistir.

Modiiliis fonksiyonu ilk kez 1953 yilinda Nakano tarafindan tanmitilmistir. Daha sonra
Ruckle (1973) modiiliis fonksiyonu yardimi ile dizi uzaylari {izerinde ¢alismistir. Ayrica
bir¢ok arastirmaci tarafindan modiiliis fonksiyonu yardimi ile elde edilen dizi uzaylari
incelenmistir. Son yillarda Aizpru vd. (2014) sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu yardimi
ile yeni bir yogunluk kavrami elde etmislerdir. Elde ettikleri bu yeni yakinsama metodu
istatistiksel yakinsaklik kavramimin bir genellemesi olup, alisilmis yakinsaklik ile
istatistiksel ~ yakinsaklik arasindadir ve f —istatistiksel yakinsaklik  olarak
adlandirilmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde f —istatistiksel yakinsaklik yardimi ile ilk olarak tek
degiskenli ve cift degiskenli lineer pozitif operatorler igin Korovkin tipi teoremler
verilecektir. Daha sonra f —istatistiksel yakinsaklik yardimu ile siirekli fonksiyonlarin
uzayindan daha genis olan Bogel siirekli fonksiyonlar uzayinda Korovkin tipi yaklagim
teoremi verilecektir. Son olarak f —istatistiksel yakinsaklik orani tanimlanarak karisik
B —siireklilik modiilii yardimi ile oran hesaplanacaktir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel bilgilere yer verilecektir.

2.1. istatistiksel Yakinsakhk

Bu boliimde dogal yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari tanitilacaktir. Ayrica

yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik ile ilgili 6rnekler verilecektir.

N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere Niven ve Zuckerman (1980) tarafindan

tanimlanan dogal yogunluk kavrami asagidaki sekilde tanimlanmistir.

2.1.1. Tamm: D c Nve D,, = {k < n: k € D}olsun. |D| ifadesi D kiimesinin eleman

sayisini gostermek iizere

. IDyl . Hk<n:ke€D}
lim —— = lim
n-o N n—oo n

limiti mevcut ise, bu ifadeye D kiimesinin dogal yogunlugu denir ve §(D) ile gosterilir

(Niven ve Zuckerman, 1980).

2.1.2. Ornek: D, = {k: k = 2m, m € N} olmak iizere D kiimesinin dogal yogunlugu

D k<nk=2mmeN
5(D) = lim 1Dl _ lim I J
n—-oco N n—-oo n
olup,
n—1
|D,,| e n tek,
n .
_I tl
2n neif
olacagindan
lim 1Dx| —1
n-co M 2

olup boylece §(D) = % oldugu goriiliir.

Benzer sekilde S(N) =1, §({k:k=2n+1,n € N}) = § S({k:k=n%n€eN}) =0,

5({kj:k1,k2, v kp,psonlu k €N,j =12, ...,p}) = 0 olacaktir. Ayrica asal sayilar

kiimesi sifir yogunlukludur.



Dogal yogunluk icin bir baska karakterizasyon su sekilde verilebilir:

(b,,) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve D = {b,, : n € N} olmak tizere §(D) mevcut ise

n
6(D) := lim —

n—-oo bn

olur (Niven ve Zuckerman, 1980).

Ayrica bir D kiimesinin yogunlugu mevcut ise bu durumda §(N \ D) = 1 — §(D) olur
(Niven ve Zuckerman, 1980; Freedman ve Sember, 1981).

2.1.3. Tanmm: x = (x;,) reel terimli bir dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in

l{k < n:lx, —y| = €} _
n

S(lk €N: |x, —y[ 2 €}) = lim

olacak sekilde bir y sayis1 varsa x = (x) dizisi y sayisina “istatistiksel yakinsaktir”

denir ve st — lim x;, = y ile gosterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).

Bir dizinin alisilmis anlamda yakinsakligi, dizinin yakinsadigi sayinin her & >0
komsulugunda diziye ait sonsuz ¢oklukta terim bulunurken bu komsulugun disinda ise
sonlu adette teriminin bulunmasi anlamia gelmekteydi. Daha 6nce gosterdik ki sonlu
kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bu ise yakinsak her dizinin ayn1 zamanda istatistiksel
yakinsak oldugunu gosterir. Boylece ¢ ile yakinsak dizler uzayni, st ile istatistiksel
yakinsak diziler uzaymi gosterecek olursak ¢ c st oldugu agiktir. Ancak bu 6nermenin

karsitinin her zaman dogru olmayacagini asagidaki 6rnek gostermektedir.

2.1.4. Ornek: x = (x;,) dizisinin genel terimi

k+1, k=m?
X = m=1,2,73,..
0, k = m?,

seklinde tanimlansin. x;, = {2,0,0,5,0,0,0,0,10,...} olup V& > 0 i¢in

k<n|x,—0|>¢ k<nk=m?meN
0 < lim I{ |k | }|: lim I{ }|S

n—-oo n n—oo n n-o N




olacagindan st — lim x;,, = 0 olur. Ancak ag¢ik¢a goriilmektedir ki x = (x;) dizisinin
wraksak ve sifira yakinsak iki alt dizisi mevcut oldugundan alisilmis anlamda yakinsak

degildir.

2.1.5. Ornek: x = (x;,) dizisinin genel terimi

1, k=m?
Xp = m=1273,..
0, k=*m?

seklinde tanimlansin. x;, = {1,0,0,1,0,0,...} olup st — lim x;, = 0 elde edilir.

Yukarida verilen 2.1.4 Ornek’te gbz oniine alman dizi iisten simrsiz aym1 zamanda
wraksak, 2.1.5 Ornek’te ise sinirli raksak bir dizi bulunmaktadir. Ancak ayni zamanda
bu diziler sifira istatistiksel yakinsak dizilerdir. Buna istinaden su sonucu verebiliriz.
Biliyoruz ki yakinsak her dizi sinirlidir. Fakat istatistiksel yakinsak olan diziler her

zaman sinirli olmak zorunda degildir.

Istatistiksel yakimsaklik i¢in bir baska karakterizasyon asagidaki teoremle verilmistir.

2.1.6. Teorem: x = (x;) dizisi i¢in st — lim x;, = £ olmasi igin gerek ve yeter kosul
5{ny:k € N} = 1 ve limy_,, xp,, = £ olacak sekilde en az bir (n,) indis dizisi vardir

(Salat, 1980; Fridy, 1985; Connor, 1989).

Yani “0” yogunluklu indis kiimesi disinda kalan (“1” yogunluklu indis kiimesi
tizerinde) x dizisi ¢ sayisina alisilmig (Cauchy) anlamda yakinsak ise st —lim x; = £

olur.

Ornegin; x = (x;) dizisinin genel terimi

k?, k = asal say,
X =
3, k # asal say,

seklinde tanimlansin. x;, = {3,4,9,3,25,3,49,3,3 ... } olup
6({k <n:k =asalsay1,k € N}) =0



ve boylece d({k < n:k # asal say1,k € N}) =1 elde edilir. Ayrica 1 yogunluklu
indis kiimesi tizerinde x = (x},) dizisi 3 sayisina alisilmis (Cauchy) anlaminda yakinsak

oldugundan st — lim x;, = 3 olur.

2.1.7. Teorem: x = (x;) ve y = (yy) dizileri i¢in st — lim x; = £, st —limy, = ¥,
ve A € R olsun. Bu durumda

i) st —lim(x, +y) = €1+ 45,

ii) st —lim (A.x;) = A.¢; (Fast, 1951).

2.2. Korovkin Tipi Yaklasim Teoremleri

Bu béliimde tez boyunca kullanilacak olan bazi fonksiyon uzaylari, temel tanimlar ve

yaklagim teorisinde 6nemli bir yeri olan Korovkin tipi teoremler tanitilacaktir.

Bla, b] Uzay1 : [a, b | aralig1 lizerindeki tiim sinirh fonksiyonlarin uzayidir. Ayrica

If lp[a,p) = SUPxe[ap)lf ()| Nnormuile B[a, b ] uzay: bir Banach uzaydir.

Cla,b] Uzay1 : [a,b] arahiginda tamimli, reel degerli ve araligin tim noktalarinda
siirekli fonksiyonlarin uzayidir. a, b u¢ noktalarinda bu uzaymn elemanlar1 sagdan ve
soldan siirekli fonksiyonlardir. f € Cla, b] i¢in ||fllc[an] = SUPxe[ap)lf(x)] alistlmus

supremum normu ile birlikte C[a, b] bir Banach uzaydir.

2.2.1. Tammm: S ve V iki fonksiyon uzay1 olmak iizere eger S den alinmig herhangi bir f
fonksiyonuna V ’de bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir T kurali varsa o
takdirde S uzayinda bir operator tanimlanmistir denir ve bu durumda g(x) = T(f; x)
seklinde gosterilir.

S uzayr T operatoriiniin tanim kiimesi olup S = D(T) ile gosterilir. Bu durumda
g(x) =T(f;x), V uzaymm bir elemant olur ve bu sekildeki g fonksiyonlarinin
kiimesi T operatoriiniin ~ deger kiimesi olarak adlandirilir ve bu kiime R(T) ile

gosterilir. Dolayisiyla R(T) S V saglanur.

S uzaymin lineer fonksiyon uzayr olmasi durumunda lineer operatér tanimini

verebiliriz.



2.2.2. Tamm: f; (x) ve f,(x) S uzayinda herhangi iki fonksiyon ve a; ve a, keyfi iki
reel say1 olmak tlizere T operatorii

T(arf1 + azfz;%) = aiT(f1;x) + a;T (f2; %)
kosulunu gergekliyor ise bu takdirde T operatoriine “lineer operator” denir.

Lineer operatorler kiimesi iginde 6nemli bir alt simif pozitif lineer operatdrler olup

asagidaki sekilde tanimlanir.

2.2.3. Tamm: Kabul edelim ki S* ={f€S:f(x) =0} veVt={geV:g(x) =0}
olsun. Eger S uzayinda tanimlanmis T lineer operatorii ST kiimesindeki herhangi bir
f fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise o taktirde T operatoriine “pozitif
lineer operator” denir.

Ornegin; f € C[0,1] olmak iizere

n

B,(fix) = z f (S) (:) (1 —x)m* 0<x<1 2.2.1)

k=0

seklinde tanimlanan Bernstein polinomlar dizisi (Z)xk >0ve (1—x)"% >0 oldugu

icin bir pozitif lineer operatordiir (Bernstein, 1912).

Ayrica T pozitif lineer operator olsun. f(x) < g(x) iken T(f; x) < T(g; x) oldugundan

T pozitif lineer operatdrii monoton artandir.
2.2.1. Klasik Korovkin tipi yaklasim teoremi

H. Bohman 1951 yilinda toplam seklindeki pozitif lineer operatérler dizisinin [0,1]
araliginda siirekli bir g fonksiyonuna yakinsamasi problemini incelemistir. H. Bohman

x €[0,1], 0 < yx, < 1 olmak iizere

Dn(g;x) = Z IWVin)pen(®),  Pra(x) =0
k=0

seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin n — oo igin [0,1] arahiginda bir g

fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosullarin



lim || Dy(1) = llero = 0,
Tlli_r)g)” Dp(w) — x|l¢fo11 = 0,
rlll—{go | D, (u?) = x%ll¢fo,1] = O,
oldugunu gostermistir. Burada arastirilan operatorlerin degeri g fonksiyonunun [0,1]
araliginin disindaki degerlerden bagimsizdir. 1953 yilinda P.P. Korovkin, Bohman’in

elde ettigi bu kosullarin genel halde de gergeklendigini gostermis ve boylece asagidaki

teoremi ispatlamistir.

2.2.1.1. Teorem: D,,: C[a, b] — C|a, b] pozitif lineer operatérlerin dizisi eger
i) limpe || D (1) = 1llcap) = 0,
i) 1im ool Dy (W) = xll¢fa,p) = O,
iii) limy oo || Dy (W?) — %%l ca,p) = O,
kosullarini sagliyor ise herhangi bir g € C[a, b] fonksiyonu igin
lim [ Dn(g) — gllcrap) =0,
olur (Korovkin, 1960).

2.2.1.2. Ornek: (2.2.1)’de tanimlanan Bernstein polinomlar dizisi i¢in

x — x?

B,(1x) =1, By(wx)=x B,(u*x)=x"+
oldugu basit hesaplamalarla elde edilir (Lorentz, 1986). Boylece;
i) |l Bo(1) — 1ll¢[o,1) = 0 oldugundan lim,,_,,||B, (1) — 1ll¢[o,1) = O elde edilir.

i) || B,(w) — xll¢po,1] = 0 oldugundan lim,,_, || B, (1) — x|l¢[o,1] = O elde edilir.

x—x?

1 o
iii) [| By (u®) — x*|lcjo,1] = SUPxefo] | < .- olacagindan

n
11i_r)g10||Bn(u2; x) — X2||c[0,1] =0
elde edilir. Boylece 2.2.1.1. Teorem’in (i), (ii) ve (iii) kosullar1 saglanir. O halde
herhangi bir g € €[0,1] fonksiyonu i¢in
111_1)’{)10” B,(g) — g||c[0,1] =0

olur.

Ayrica, x € [0,7] ve g € C[0, 7] olmak tizere

Sn(gix) = e‘"xi g (ﬁ) (nx)*

n/ k!
k=0
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seklinde tanimlanan pozitif lineer operatore Szasz operatorleri denir (Szasz, 1950).
Szasz operatorii i¢in
X
S,(Lx)=1, S,(u;x) =x, S,(u%x) = x? +E
oldugu goriilebilir. Bdylece n = oo igin
lim 11 5,(1) = llcior =0,
lim IS, (w) = xllcor =0,
lim | Sn(@?®) = x*llcjory =0,
oldugu elde edilir. Bu ise Szasz operatorlerinin de 2.2.1.1. Teorem ile verilen klasik
Korovkin teoreminin sartlarini sagladigini gosterir. Boylece her g € C[0, 7] i¢in
rlll_r)lgo | Sn(g) - g”C[O,r] =0

elde edilir.

2.2.2. Istatistiksel Korovkin tipi teorem

Ik kez 2002 yilinda Gadjiev ve Orhan istatistiksel yakinsaklik kavramini kullanarak
Korovkin tipi yaklasim teoremi vermislerdir. Boylece farkli yakinsaklik tiirleri yardimi
ile Korovkin tipi yaklagim teoremi matematikgiler tarafindan ¢alisilmaya baslanmistir.

Bu 6nemli sonug asagidaki gibidir.

2.2.2.1. Teorem: D,: C[a, b] = C|a, b] pozitif lineer operatorlerin dizisi eger
i) st —lim [1D, (1) — llea = O,
i) st —lim [1Du(w) ~ *llcfap) = O,
i) st — lim 1D (u?) — X[l = O,
kosullarini sagliyor ise herhangi bir g € C[a, b] fonksiyonu i¢in
st —lim ||D,(9) — gllcjap) =0
olur (Gadjiev ve Orhan, 2002).

Ispat: g € C[a, b] ise g siirekli bir fonksiyon oldugundan Ve > 0 i¢in 36 > 0 vardir
oyle ki |u — x| < 6 oldugunda Vx,u € [a, b] igin
lg(uw) —g(x)| < ¢ (2.2.2.1)

olur. Ayrica, |u — x| = 6 oldugunda



lu — x| (u — x)?
>1o— 2

5§ 52
olacaktir. g € C[a, b] oldugundan g ayn1 zamanda sinirli olup boylece Vx € [a, b | igin

>1 (2.2.2.2)

|g(x)| < M olacak sekilde 3M > 0 vardir. Buradan

lgw) =g < gl +1g()| < 2M
elde edilir. Bu son esitsizlikte (2.2.2.2) ifadesini kullanarak

(u—x)?
l9G) - g(0)| < 2M =
oldugu elde edilir. Boylece Vx,u € [a, b] i¢in

_ 2
lg(w) —g()] <e+ ZM(uS—Zx) (2.2.2.3)

esitsizligi gerceklenir. Gergekten |u—x| <& ise (2.2.2.3) esitsizligi (2.2.2.1)
esitsizliginden elde edilir, [u — x| > § ise (2.2.2.3) esitsizligi yine saglandig goriiliir.
Bu durumda D, pozitif ve lineer bir operatér oldugundan (2.2.2.3) esitsizligi

kullanilarak

1Dn(g; %) — g()| < Dy (Ig(w) — g(|;x) + |9 1Dy (1, %) — 1]

2M
<D, (e +F(u - x)z;x) + |g(x)||D,,(1,x) — 1]

2M
=Dy (1, x)+ =D ((u—x)% %) + 1g(x)|Dy(1,x) — 1]
2M
=¢e+e(D,(1,x) — 1)+ D ,(u? — 2xu + x2%; x)
+1g()[1Dp(1,x) — 1]
2M
< e+ ¢|D,(1, x)—1|+ = [(D,(W?; x) — x?) — 2x(Dy (u, x) — x)
+x2(D,(1;x) — 1] + Man(l,x) —1]
2M
< £+¢|D,(1,x) — 1| +F[|Dn(u2;x) — x2| + 2x|D, (u, x) — x|
+x2|Dp(1; ) — 1] + M|D, (1, x) — 1
2M )
<e+ (g + S 1o + M) Do (1, %) — 1]

AM||xl c[q,p)

2M
52 |D,, (ux)—x|+ — Dy, (u?; x) — x?|

elde edilir. K = max {e + M + 2 (% llcjq,5) + 2l1%llcia,5) + 1)} dersek bu durumda
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1Dn(g; %) — g(0)| < & + K{IDp(u?x) — x*| + [Dy(w, x) — x| + [Dp(1, %) — 11}

bulunur. O halde her iki tarafin [a, b] {izerinden supremumu alinirsa

ID,,(9) — gllclap) < € + K{IIDn(u?) — 22|l crap) + 100 (W) — Xl ¢[ap]
+[1D, (1) = Ll cjap }

bulunur. Verilmis bir € > 0 i¢in € > 0 segelim 6yle ki € > & olsun. Bu durumda son

esitsizlikten

E= {TL <N: ”Dn(g) - g”C[a,b] = 3’}

E — &
By = {n S W10, 0 = llegan 2 5

e —¢
3

\Y,

E, =in < N:||D,(w) — xll¢[ap] =

=
———

g —c
Es = n < N:lIDn(D) = lcrap) = —3 }

=

kiimelerini tanimlayalim. Buradan E c E; U E, U E5 oldugunu kolayca gorebiliriz.

Boylece

& —¢
[ < N:1Da(9) = 9O Mletant = &'} < [{n < N: DR C?) = 32t = 5}

g —¢
+ {nSN: ||Dn(u)—x||6[a,b] = 3K }

e —e
+ {nSN! 102 (1) = Hlcran = —35 }

elde edilir. Son esitsizlikte her iki tarafi % ile carpip N — oo igin limit alinirsa (i), (ii),

(ii1) den dolay1

1 :
Jim ~]{n < N:11D4(9) = glictan = €'} = 0

olup dolaystile st —lim [[D,(g) — gllcq,p) = O elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsak oldugundan Bernstein polinomlar
dizisinin 2.2.2.1. Teorem’de verilen istatistiksel Korovkin tipi teoremi sagladigi kolayca
goriilebilir. Simdi 2.2.1.1. Teorem’de verilen klasik Korovkin teoremini saglamayan
ancak 2.2.2.1. Teorem’de verilen istatistiksel Korovkin tipi teoremi saglayan bir 6rnek

verelim.

2.2.2.2. Ornek: {B,}, (2.2.1)’de verilen Bernstein polinomlar1 ve a = (a,,)

1, n=k?,
an, = k=1,23..
0, n # k?,

sekilde taniml1 bir dizi olsun. Buradaki a,, dizisinin iraksak bir dizi ve ayni zamanda
st — lim a,, = 0 oldugu agik¢a goriilmektedir. Bu durumda

P.(g;x) = (1 + ay). By(g; x) (2.2.2.4)
seklinde tanimli C[0,1] uzayinda tanimli P, pozitif lineer operatorler dizisini géz oniine
alalim. 2.2.1.2. Ornek’ten

x — x?
B,(1;x) =1, B,(u;x)=x, B,(u%;x) = x? +

oldugunu biliyoruz.

1) P,(1;x) =1+ a,).B,(1;x) =1+ a, olup boylece;
IP,(1) — 1||c[0,1] = sup lay| = a,

x€[0,1]

elde edilir. Buradan her € > 0 i¢in
[ < m:lagl > e}l _ Vn

lim |{k < n: A () - 1”C[0’1] = S}l = lim <lim—=0

n—oo n n—oo n n-w N

olup dolayist ile st — lim ||B,(1) — 1||¢[,1] = O elde edilir.
2) B, (u;x) = (1 + a,).B,(u; x) = (1 + a,)x olup boylece;

”Pn(u) - x“C[O,l] = Sup |anx| =day
x€[0,1]

elde edilir. Buradan
st —lim ||P,(w) — xll¢jo,1 = 0

elde edilir.

2., — 2., — L2 4 X=X 2 | x=x? . .
3)B,(u*;x) = (1+a,).B,(u%;x) = x* + — + (x* +——) ay olup bdylece;

x — x? X x — x?
+1x°+ a,
n n

||Pn(u2) - x2||c[0,1] = sup
x€[0,1]
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x — x? 5 x — x?
< sup + sup |x“a,|+ sup a,
x€[0,1] n x€[0,1] x€l0,1] n
<lia 4t
<—+a,+—a
4n " 4n "

olup béylece st —lim ||B, (u?) — x?|l¢[o,1] = O elde edilir. Béylece (2.2.2.4) ile tammli
B, pozitif lineer operatorler dizisi 2.2.2.1. Teorem’in (i), (ii), (iii) kosullarim1 saglar. O
halde her g € €[0,1] fonksiyonu igin
st —lim ||B,(g) — gllcjoa; =0

olup istatistiksel yakinsaklik yardimi ile tanimli Korovkin tipi teorem saglanir ancak
|5, (w) — xll¢fo,] = @n Olup (a,) 1raksak bir dizi oldugundan Klasik Korovkin
teoremini saglamaz. Bu da istatistiksel Korovkin tipi teoremin daha giiglii oldugu
sonucunu dogurur.

Gadjiev ve Orhan tarafindan bir dizinin 0 < < 1 orani ile bir £ sayisina istatistiksel
yakinsaklik oran1 asagidaki sekilde tanimlanmis ve bu tanim kullanarak 2.2.2.1

Teorem'in istatistiksel yakinsaklik oran1 hesaplanmistir.

2.2.2.3. Tanim: a = (ay) say1 dizisi, 0 < f < 1 ve Ve > 0 i¢in

Mk <n:lag — 4| = €}
lim - =0
n—oo n ﬁ

ise B orani ile € sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum
ak—{’zst—o(k‘ﬁ), k > o
ile gosterilir (Gadjiev ve Orhan, 2002).

2.2.2.4. Teorem: D,: Cla, b] — C[a, b] pozitif lineer operator dizisi n — oo iken
) 11D,(1) = 1liciap) = st —o(nF1),
i) 11D, (w) = xllca,p) = st — o(nF2),
i) 110, (u2) = 22l ciap) = st — o(n~F2)
kosullarmni saglasin. Bu durumda herhangi g € C[a, b] fonksiyonu i¢in n — oo iken
B = min{B,, B,, B3} olmak lizere
1D2(9) = gllctap) = st = o(nF)
olur (Gadjiev ve Orhan, 2002).
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Ispat: (i), (ii) ve (iii) kosullar saglansin ve S = min{By, B, 5} olsun. 2.2.2.1
Teorem’in ispatinda oldugu gibi bir € > 0 i¢in € > 0 segelim Oyle ki €' > ¢ olsun. Bu

durumda

g —¢
in < N:||Dp(1) — 1l¢iap; = }

|{n < N:1IDw(9) = gllcrap 2 €'}] < 3K

g —c¢
+|{n < N 1D = wlegan = )

= IV. n Cla,p] = 3K

1
N1-B

elde edilir. Burada her tarafi ile carparsak

[ < N:1D4(9) = Gletam = &'} _ [ < N:1DR (D) = egan) = 57}
N1-F 4 N1-B

|{n < N:|IDp(w) = xllcla,p = 831_:}
+ N1-8

|{n < N:[IDp(u?) = x*[lcfap) 2 %}
N1-

+

1

olur. B = min{B,, B,, B3} oldugundan esitsizligin sag tarafindaki 7

ifadeleri yerine

1
N1-B1’ N1-B2’ N1-B3

daha biiyiik olan alinir ve N — oo i¢in limit alinirsa

o S N IDA) — lletany 2 &) _ | l{n < N:IDA(1) = Lllcran = S5

N—-oo Nl—ﬁ Nl_r)rolo Nl_ b
) |{n < N: 1D (W) = xll¢pap) = %}
+N1_II)10 N1- B2

00 5

+1\l]1—r>rolo N1-83

olup (i), (ii), (iii) kullanilarak

L < N IDa(9) — glletapy = 7} _

N-ooo Nl_ﬁ 0

elde edilir. Boylece
”Dn(g) - g”C[a,b] = st — O(n_ﬁ)

olup ispat tamamlanur.
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2.2.3. Bogel siirekli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi teorem

Bogel siireklilik (B —stireklilik) ilk kez 1934 yilinda K. Bogel tarafindan tanitilmig ve
daha sonra stireklilik kavrami yerine Bogel-siireklilik kavrami kullanilarak Korovkin
tipi yaklasim teoreminin Bogel siirekli fonksiyon uzay1 iginde gecerli oldugu C. Badea,
|. Badea ve H. H. Gonksa tarafindan gosterilmistir.

Siirekli fonksiyonlar uzayini kapsayan B —siirekli fonksiyonlarin uzayinda Korovkin

tipi teoremleri vermeden Once bazi temel kavramlari hatirlatalim.

X ve Y, R reel sayilar kiimesinin kompakt iki alt kiimesi olmak {izere K = X XY ve
g: K — R bir fonksiyon olsun. g fonksiyonunun karisik farki A4, ,,[g(u, v)] ile gosterip
Ax,y[g(uﬂv)] aF g(u,v) _g(uJ’) 4 g(x,v) + g(x'Y)

seklinde tanimlanmustir.
B —siireklilik kavrami asagidaki sekilde tanimlanir:

2.2.3.1. Tamm: g:K — R fonksiyonu (x,y) € K noktasinda B —siirekli olmasi igin
gerek ve yeter sart her € > 0 igin |[u — x| < § ve |[v—y| < § ozelliklerini saglayan
herhangi (u,v) € K igin |Ax,y[g(u, v)]| < & olacak sekilde en az bir § = §(¢) >0
sayisinin var olmasidir. Yani

(u'vl)iggx’y) Ayylgw,v)] =0
olmasidir (Bogel, 1934, 1935, 1962).
Tez boyunca

e (,(K) : K tzerinde taniml tiim B-siirekli fonksiyonlarin uzayini,

e C(K) :K iizerinde tanimli tiim siirekli fonksiyonlarin uzayint,

e B(K) :K iizerinde tanimli tiim sinirh fonksiyonlarin uzayimi
gostersin. Boylece, siirekli her fonksiyon B-siirekli olacagindan C(K) < C,(K) oldugu
kolayca goriiliir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Yani, B-siirekli her fonksiyonun
siirekli olmasi gerekmez. Dahasi 4,,[g(u,v)] =0 olan ve g(u,v) =d(u) + h(v)

bi¢iminde yazilabilen sinirsiz B-siirekli fonksiyonlar da vardir.
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Simdi B-stirekli olan fakat siirekli olmayan bir 6rnek verelim.

2.2.3.2. Ornek: K = [0,1] % [0,1] olmak iizere g: K — R fonksiyonu

O, u:O, O; v=0!
gu,v) = 1 + 1

-, u=+0, -, v#0,

u v

ile tanimlansin. g siirekli bir fonksiyon olmayip

(u,vl)lir(lx,y) Ay lg(u, )] =0

oldugundan B-siireklidir.

Bogel siirekli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi teoremi vermeden Once ispatta
kullanilacak olan ve C. Badea, 1. Badea ve H. H. Gonksa tarafindan verilen agagidaki

Lemma’y1 verelim.

2.2.3.3. Lemma: Bir g € C,(K) fonksiyonu verilsin. Bu durumda ve > 0 ve her
(w,v), (x,y) € K igin
&
|4y [g(u, ]| < 3 4@ - )2+ )W —y)?

olacak sekilde A(e) = A(g,g) ve B(e) = B(e, g) pozitif sayilar1 vardir (Badea vd,
1986)

2234, Tamm: 4,,[gw,v)] =g, v)—gu,y)—glxv)+g(x,y) olmak iizere
g:K - R fonksiyonu ve her (u,v), (x,y) € K igin |4,,[g(w,v)]| < H olacak sekilde

H > 0 sayis1 varsa g fonksiyonuna K iizerinde “B-Sinirlidir” denir.

Ayrica Bp(K), K iizerinde ki tiim B-sinirli fonksiyonlarin uzaymni gosterir. Sunu
soyleyebiliriz ki K, R?nin kompakt bir alt kiimesi oldugundan C,(K)c B,(K)

oldugunu goérmek zor degildir.

Boylece B(K) uzayinda ki alisilmis norm su sekilde verilir: Her g € B(K) igin
lgllsx) = supKIg(x,y)I

(x,y)e

ve ayrica By, (K) uzaymdaki norm, her g € B, (K) igin
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glls,a0 =  sup  |4Axy[g(w, )]
(x,y),(u,v)eK

seklinde tanimlanir.
Bu tez boyunca sabit (x,y) € K ve g € C,(K) igin Gy, (u, v) fonksiyonu
Gry(w,v) = g(w,y) + g(x,v) — g(u, ), (uw,v) €K
seklinde ve
eo(u,v) =1, e,(u,v) =1, e,(u,v) =, es(u,v) = u? + v?
olarak goz Oniine alinacaktir. Ayrica her (x,y), (u,v) € K igin

Ax,y [Gx,y (u, U)] = Gx,y (u,v) — Gx,y (u, y) B Gx,y (x,v) + Gx,y (x, y)

gw,y) + g v) —gwv) —[g(wy) + g(x,y) — g, y)l
—[g(y) +9(x,v) —g(x, V)] + 9(x,y) + g(x,y) — g(x, )
= gwy)— gwv) +90x,v) —g(xy)

= —Ayylg(u, v)]

olup buradan hareketle g fonksiyonu B-siirekli ise limyy)-(xy) Arylg(u, v)] =0
oldugu agiktir. Dolayisi ile g fonksiyonunun B-siirekliligi her sabit (x,y) € K igin G,

nin B-siirekliligini gerektirir.

Tek indisli, ¢ift degiskenli Bogel siirekli fonksiyonlar i¢in Klasik Korovkin Teoremi

asagidaki gibi verilmistir:

2.2.3.5. Teorem: L,: C,(K) — B(K) pozitif lineer operator i¢in {a,(x,y)}, {b,(x,y)},
{cn(x,¥)}, (n - ) iken K tizerinde sifira diizgiin yakinsak fonksiyonlar olmak tizere

her (x,y) € K igin

i) Her (x,y) € Kven € Nigin L,(eg; x,y) = 1,
i) Ly(e;;x,y) =ei(x,y) + a,(x,y),
iii) Ly (e2;x,¥) = e2(x,¥) + bn(x,y),
iv) L,(es;x,y) = es(x,y) + cp(x,y),
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kosullar1 saglansin. O zaman Vg € C,(K) igin

li,gn”Ln(Gx,y) - 9”B(K) =0
olur.

2.2.3.5. Teorem istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Demirci ve Dirik (2013) tarafindan
asagidaki sekilde ispatlanmistir:

2.2.3.6. Teorem: L,;: C,(K) — B(K) pozitif lineer operator igin
i)6(fn € N: L,,(eg; x,¥) = 1 her (x,y) € K icin}) = 1,

i) st — lim ||L, (e;) — esllp) = 0,

iii) st —lim [|L,(e2) — ezllpu) = 0,

iv) st — lim || L, (e3) — e3llgy = 0

Kosullar1 saglanirsa herhangi g € C, (K) fonksiyonu i¢in

st = lim||Ln(Gxy) = 9|, = 0
olur (Demirci ve Dirik, 2013).

Ispat: g € C,(K) ve (x,y) € K sabit olsun. E kiimesi
E={neN:L,(ey;x,y) =1her (x,y) € K igin}

seklinde tammlansin. Bu durumda (i) saglandigindan S(N\E) =0 olur. Gy,
fonksiyonunun B-stirekliligini kullanirsak 2.2.3.3. Lemma’dan Ve > 0, her (u,v) € K

i¢cin

+ 2w —x)%2+ B(e)(v — y)? (2.2.3.1)

W] m

|4y [g(u, ]| <
olacak sekilde A(€) ve B(¢) pozitif sayilar1 vardir. Ayrica her n € N igin
Ln(Gx,y; X, y) - g(x, y) = Ln(_Ax,y [g(u: v)];x, y)

= Ly (4ey[Gry(w )] x,¥) (2.2.3.2)

17



olur. vn € E igin L, operatoriiniin monotonlugunu, lineerligini ve (2.2.3.1), (2.2.3.2)

kullanarak
|Ln(Gx,y;xr Y) - g(x,y)| = |Ln(Ax,y[Gx,y(u: 1.7)]; X, y)l

< L (|42 [Gry W )] |5 2, y)

< Ly (54 2O @ =0 + B - 9% x,y)

= %Lnu; x,y) + A(e)L,((u — x)%; x,y)
+B()Ln((v — ¥)% x,y)

_ %Ln(eo; x,y) + A(e)L, (W? — 2ux + x%; x, )
+B()L,(v? — 2vy + y?; x,y)

r % + AL (1% %,) — 22Ln (w3 %, ) +2%Ly (1%, 9)}

+B(){L,(v?x,y) = 2yL,(v; x,¥)+y* Ly (1; x,¥)}

elde edilir. a(e) = max{f (), \(c)} ve d = max{|x|, |y|} alalim. Bu durumda
[Ln(Geyix,y) = 9G] < 5+ @@ {La(u? %) = 2L (i, Y)+27 Ly (13,)
+L,(v% %, ) = 2yLn (v; X, ) +y? L (1 x,y)}
= <+ €@+ Ln(e0i%,Y) = 2xLn(eri %,)
—2yLn(ez;x,y) + Ln(es; x,y)}
= g + a(e){x?+y? — 2x(L,(es; x,y) — x)
—2y(Ln(ez; %, y) = ¥) + (Ln(esi x, ¥) — (x*+y?))
+x%+y? — 2x%—2y?%}
= % + a(e){—2x(Ln(e; x,y) — e1(x,¥))
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_ZY(Ln(ezix' y) — ex(x, }’)) + (Ln(esix' y) —es(x, Y))}

< =+ 2da(e)|L,(es; x,y) — es(x, )|

w]| m

+2da(e)|L, (e x,y) — ey (x, )]
+a(e)|Ly(es;x,y) — es(x, y)l

olur. Burada y(¢) = max {2da(¢), a(e)} olarak alinirsa
€
|Ln(Grys %, y) = 9 y)| < 5+ ¥(E){ILnler x,y) — €1 (x,y)]

+Ln(ez;x,y) — e2(x, ¥)| + Ly (e3;x,y) — es(x, y)}

olup, bu son esitsizlik yardimi ile
€
”Ln(Gx,y) - g”B(K) = § + V(e){”l'n(el) 4 el"B(K)

+|Ln(e2) — ezllp) +ILn(e3) — e3”B(K)}

elde edilir. Buradan verilmis bir €' > 0 i¢in 3¢’ > € olacak sekilde € > 0 segilirse

K ={n < N:[[Ln(Gey) = 9l Z €}

3¢’ — ¢

K, =in < N:||L - >—1
1 ns= |, (eq) 91”3(1() = 9y(¢)
3¢’ —¢

~-

K, =in < N: ||Ln(€2) - 92”3(1() = W

3¢’ —¢
K3 =in < N:|[L,(e3) — 93”3(1{) = W

olarak tanimlanmak iizere K € K; U K, U K5 oldugu goriiliir. Boylece
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3¢’ —¢
|{n < N:||Ln(Gyy) — g”B(K) > s}| < {n < N:||Ly(e;) —erllpay = EY6) }

3¢’ — s}

+ {n < N:llLn(ez) = eallac = 5

3¢’ —¢
; |

< N:||L - = ooy
{n |ILy, (e3) e3||B(K) 9y(¢)

elde edilir. Bu son esitsizlikte her iki tarafi N ye boler, N = oo i¢in limit alinirsa

[(n < N:a(Gey) =gl z €] < WollLaCen) - eallsg = 55}

| 9y (&)
<
Jim N = N

3¢/ -
|{n < N:|[L,(ez2) — ezl = 9:/(5}
+ lim
N-w N

3¢'-¢
[ < ¥: aten) = sl > 23]

+ I!,lirolo N

olup (ii), (iii) ve (iv) hipotezlerini kullanirsak

|{n < N:||Ln(Gry) - g”B(K) = SI}|

A N =0
yani her g € C,(K) fonksiyonu i¢in st — lim”Ln(Gx,y) -9 = 0 elde edilir. Bu ise

B(K)

ispatt tamamlar.
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3. MATERYAL METOD

Bu tez calismasinda ilk olarak Fast ve Steinhaus tarafindan verilen istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanitilmistir. Daha sonra P.P. Korovkin tarafindan 1960 yilinda
verilen klasik Korovkin teoremi verilmis ve 2002 yilinda Gadjiev ve Orhan tarafindan
istatistiksel yakinsaklik yardimu ile verilen istatistiksel Korovkin teoremi ispatlanmustir.
Klasik Korovkin teoremindeki siireklilik yerine B — siireklilik alinarak Bogel siirekli
fonksiyonlar uzayinda Korovkin teoremi C. Badea, |. Badea ve H. H. Gonska tarafindan
ispatlanmistir. Ayrica Demirci ve Dirik (2013) tarafindan verilen tek indisli ¢ift
degiskenli Bogel siirekli fonksiyonlar icin istatistiksel Korovkin teoremi verilmistir. Son
olarak Bulgular boliimiinde f —modiiliis fonksiyonu tanitilmis ve sinirsiz  bir
f —modiiliis fonksiyonu yardimi ile A. Aizpuru, M.C. List’an-Garcia ve F. Rambla-
Barreno (2004) tarafindan verilen f —istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilmistir.
Daha sonra f —istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi teoremler tanitilmis
ve Orneklerle elde edilen sonuglarin klasik durumlarindan daha kuvvetli oldugu
gosterilmistir. Son olarak f —istatistiksel yakinsaklik orani tamimlanmis ve
f —istatistiksel yakinsaklik yardimi ile elde edilen Korovkin tipi teoremlerin oranlari

hesaplanmustir.
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4. BULGULAR
4.1. f —Yogunluk

Bu bolimde ilk olarak Nakano (1953) tarafindan tanitilan modiiliis fonksiyonu
tanimlanacak daha sonra Aizpuru vd. (2014) tarafindan tanimlanan f —yogunluk

kavrami ve dzellikleri verilecektir.

4.1.1. Tamm (Modiiliis Fonksiyonu): f: Rt - R* fonksiyonu
Df(x) =0 & x=0,

2)Vx,y € R*igin f(x + y) < f(x) + f(),

3) f artan,

4) f fonksiyonu 0 noktasinda sagdan stirekli,

ozelliklerini saglarsa f fonksiyonuna bir “modiiliis fonksiyonu” denir ve kisaca
“modiiliis” olarak adlandirilir (Nakano, 1953).

Bu ozelliklerden bir modiiliis fonksiyonunun R* iizerinde siirekli olmasi gerektigi,

ayrica f ve h iki modiiliis fonksiyonu ve a4, a, pozitif reel sayilar olmak tizere foh,

L aif + ayh ve fVh fonksiyonlarmin birer modiiliis fonksiyonu oldugu sonucunu

a+5)’
elde ederiz.

Bir modiiliis fonksiyonu smirli veya smirsiz olabilir. Bunu asagidaki oOrneklerle

gosterebiliriz.

4.1.2. Ornek: f(x) = ﬁ (x € RT) fonksiyonunu gdz éniine alalim. Bu durumda;
1)f(x)=0<=>ﬁ=0=>x=00lur.

2) Vx,y € R¥igin

x+y x y
= + <
x+y+1 x+y+1 x+y+1 x+1

Fle+y) = H = fE )

elde edilir.
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(x+1)-x _ 1
(x+1)2  (x+1)2

3) flx) = x% = f'(x) = > 0 oldugundan f artandur.

4) lim,_, o+ xl = 0 = f(0) oldugundan f,0 noktasinda sagdan siireklidir.

x+1
fx) = ﬁ fonksiyonu i¢in bu dort ozellik saglandigindan 4.1.1 Tanim’dan f bir

modiiliis fonksiyonudur. Ayni zamanda Vx € R¥i¢in |f(x)| = |ﬁ| < 1 oldugundan

stirhdir.
4.1.3. Ornek: 0 < p < 1 olmak iizere f(x) = x* fonksiyonunu goz 6niine alalim:
1)fx)=0exF =0 x=0olur.

2)Vx,y € R*igin (x + ¥)? < (x)P + (y)? oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Ozel
olarak t >0 icin h(t) =1+ tP — (1 +t)? fonksiyonunu alalim. Bu durumda
0<p<1ligin

() =p.tPt—p.(1+t)P"1 >0 (t=0ve0<p < 1igin)
oldugundan h fonksiyonu artandir. Buradan t = 0 i¢in h(t) = h(0) olup bdylece
h(t) =1+tP - (1+t)? =0 =h(0)

elde edilir. Buradan (1 + t)P < 1+ tP olur. Vx,y € R¥igin ¢t =2 alinirsa

Y\P Yp X0 +YP
(1+;) <1+ ="

olur. Bu durumda

(42 _xP+yP

> (x+yP <xP+y?

xP xP

olup 0 <p <1 olmak iizere f(x) = xP fonksiyonu igin f(x +y) < f(x)+ f(¥)

ozelligi saglanir.
3) f(x) = xPigin

x=2y=>1>log,y=>p=p.log,y =p.log,x =plog,y

= log, xP? > log, y? = x* =2 yP = f(x) = f(y)

oldugundan f artandir.
23



4) lim,_,,+ xP = 0 = f(0) oldugundan f, 0 da sagdan siireklidir.

Boylece 4.1.1 Tamm’dan 0 < p < 1 igin f(x) = xP bir modiiliis fonksiyonudur. Ayn1

zamanda lim,,_, ., xP = oo olup dolayisi ile f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonudur.

4.1.4. Ornek: f(x) = log(x + 1) fonksiyonunu géz 6niine alalim:
Nfx)=0ologx+1)=0x+1=1< x=0olur.
2)Vx,y € Rtigin1+x +y < (1+ x).(1+ y) esitsizligini ve logaritmanin
Ozelligini kullanirsak;
log(1+x+7y) <log(x+1).(1+y) =log(1+ x) +log(1+y)
olup bdylece f(x +y) < f(x) + f(y) saglanir.
Af'(x)= ﬁ >0 (x €RY%)oldugundan f artandir.
4) lim,,_,y+ log(x + 1) = 0 = f(0) olup boylece f fonksiyonu 0 da sagdan siireklidir.

Boylece f bir modiiliis fonksiyonudur. Ayrica lim,_,, log(x + 1) = 400 olup f sinirsiz

bir modiiliis fonksiyonudur.

Aizpuru vd. tarafindan smirsiz bir modiiliis fonksiyonu yardimi ile f — yogunluk

kavrami agagidaki sekilde tanimlanmistir.

4.1.5. Tanmm: f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. D © N kiimesinin f —yogun-

lugu limit mevcut olmasi kosulu ile

i LUPD . fQ(HE s nii € D)
now f(n)  now f

seklinde tanimlanir ve d¢(D) ile gosterilir (Aizpuru vd., 2014).

Burada f(x) =x alindiginda f — yogunluk kavrami dogal yogunluk kavrami ile
cakisir. Ayrica (k,) pozitif tam sayilarin artan bir dizisi ve K = {k,:n € N} olmak

lizere eger d,(K) mevcut ise bu durumda

L
0= 2 e

ile verilir (Aizpuru vd., 2014).
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f —yogunlugun bazi 6zellikleri sunlardir:

¢ D < N sonlu ise bu durumda §(D) = 0 oldugunu biliyoruz. Eger D < N sonlu ise bir
ng,p € N vardir dyleki n = ng i¢in |D,| = p olup her sinirsiz f modiiliis fonksiyonu

i¢in ds(D) = 0 olur. Gergekten

4®) = lim FUDD _ . f)

T e )

elde edilir.

¢ Eger dogal yogunluk mevcut ise 6(N\ D) =1—6(D) ozelliginin saglandigin
biliyoruz. Ancak sinirsiz modiiliis fonksiyonu i¢in durum biraz farklhidir. Yani, genel
olarak d¢(D) + d(N\ D) = 1 dogru degildir. Bunu gostermek i¢in oncelikle kabul
edelimki D c N ve df(D) = 0 olsun. Her n € N igin

f() < f(IDn]) + F(IN\ Dy [)

oldugundan

=f(n)Sf(IDnI)+f(IN\DnDSf(IDnI)+f(n)
fm) — f() f(n) fy — f(m)

olup n = oo i¢in limit alinirsa

L < g £4PaD L FANADAD (DD

B ) e fm) s fm

fUN\Dy|)
fn

buradan D c Nve d¢(D) = 0 ise dg(N \ D) = 1 oldugu gériiliir. Diger yandan karsiti

1 <lim,_q < 1 ve dolayisiiled;(N \ D) = 1 elde edilir. Sonug olarak

dogru degildir. Buna asagidaki 6rnegi verebiliriz.

4.1.6. Ornek: f(x) =log(x + 1) modiiliis fonksiyonu oldugunu gdstermistik. Eger
D={2n:n e N} ve E=N\D = {2n — 1:n € N} ise bu durumda

£ADal) _ lim fllk sn:k =2mmeN}|) _ 1
f(n) n—oo fm)

elde edilir. Gergekten;
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n—1

> nciftise,
olup f(x) = log(x + 1) oldugundan buradan

(log(nT_l+ 1)

, ntekise,

FUDAD _ | Togma 1y ¢ MR
fy log(§+1) o
log(n—+1)' ngift ise,
elde edilir. Boylece
lim]M =1
n-eo f(n)
oldugundan df(D) = 1 olur.
Simdi E kiimesinin f —yogunlugunu inceleyelim:
4 (E) = lim f(n) _ log(n+1) e, log(n+1) _
n-ow f(b,) mn-owlog2n—1+1) n-ox log(2n)

elde edilir. Dolaysi ile de(N \ D) = 1 olup ayn1 zamanda df(D) = 1 dir.

¢ f sirsiz bir modiiliis ve D € N olsun. dg(D) = 0ise (D) = 0 olur. Gergekten,
ds(D) = 0 oldugundan

o fADaD
4 (D) = lim =y =0
olur. Bu durumda her p € N ve n > ng igin
FUDaD) _ 1 L=ttty
0] Sp:f(IDnI)Spf(n)—pf<pn+pn+ +pn>

S)or)-er()
L) -
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olacak sekilde bir n, € N vardir. Bu ise f artan oldugundan |D,| < %. n olmasi

anlamimna gelir. Boylece df(D) = 0 ise §(D) = 0 elde edilir. Ancak bunun tersinin

dogru olmasi gerekmez.

Omegin; f(x) = log(x + 1) ve C = {n?:n € N} kiimesini gdz 6niine alirsak §(C) = 0
iken df(C) = % olur.

4.2. f —Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde Aizpuru vd. tarafindan tanitilan istatistiksel yakinsakligin bir genellemesi

olan f —istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilacak ve temel 6zellikleri verilecektir.

4.2.1. Tamm: (X,]|.]]) bir normlu uzay, x = (x,,) X de bir dizi ve f smirsiz bir

modiiliis fonksiyonu olsun. Eger Ve > 0 i¢in

fAi<mllx— el =& _

dy({i € N:||x; — 2]l 2 €}) = lim f(n

ise x = (x,) dizisi £ sayisina f —istatistiksel yakinsaktir denir ve fg; —limx, = £ ile
gosterilir (Aizpuru vd., 2014).
4.2.1. Tamim’dan asagidaki 6zellik elde edilir:

Egerlimx, = x ve f sirsiz bir modiiliis fonksiyonu ise f; — limx, = x dir.

Gergekten
limx, =x & Ve >0 icinanyg EN 3 Vn = ngigin ||x, —x|| < &
olur. |D,,| = |{k < n:||lx, — x|| = €}| < n,y olacagindan
FUG S nelxg — x|l = €} < f(no)
olup boylece

CfQisnll-xdz=a)  fe)
0= ) =0y O

elde edilir. Burada sikistirma teoremi geregince
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lim fAG < n:lle —xll 2 €31) _ 0
n—0co f(m)

yani fi; — lim x,, = x elde edilir.

Sonug olarak f sinirsiz bir modiiliis ise yakinsak her dizi f —istatistiksel yakinsaktir.

4.2.2. Teorem : f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. X normlu uzaymda x = (x,,)

ve y = (y) dizileri i¢in fi; — limx, = #; ve fi; — limy, = £, olmak lizere
1) foe — lim (xp, +y,) = €1 + 45,

2) a € Rolmak iizer fg; — limax, = a.¥;

saglanir (Aizpuru vd., 2014).

4.2.3. Sonug: f,g smirsiz modiiliis fonksiyonlart X normlu bir uzay x = (x,,) X de bir

dizi ve a, f € X olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir.

a) Limit ayn1 kalmak tizere f;; —yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklig1 gerektirir.
b) Mevcut oldugu siirece f —istatistiksel limit tektir.
C) for —limx, = ave go —limx, = B ise a = f dir. Yani, iki farkl: istatistiksel

yakinsama metodu uyumludur (Aizpuru vd., 2014).

4.2.4. Teorem: X bir normlu uzay, x = (x,) X de bir dizi ve f sinirsiz bir modiiliis
fonksiyonu olsun. Bu durumda f;; —limx, = ¢ olmasi igin gerek ve yeter sart

ds(A) = 0 ve limyeny 4 X, = € olacak sekilde A € N kiimesinin var olmasidir (Aizpuru

vd., 2014).

Ispat: ilk olarak Vj € N icin B; = {i €N:|lx; — 2| = %} olsun. Bu durumda

] 1
Bj+1 = {l e N: IIxi | 2]+—1}

ve B; € Bj;4 ,df(Bj) = 0 oldugu agiktir. f5; —limx;,, = ¢ oldugundan sadece B;’lerin
bazilarinin bos olmadigi durumu ispatlamamiz yeterli olacaktir. Kabul edelim ki B; # @
olsun. r; € B; secelim. Simdi r, > r; olacak sekilde r, € B, alalim ve egeri =1, ise

£(1B;))
[10)

8O

— < < 1, olacak
@ j

1 . . .. .
= olur. Tiimevarim yolu ile 7; € B; alalim, eger i = 7; ise
2
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sekilde bir r; <1, <713.. elde edilir. Simdi A = UjEN([rj,er) N Bj) kiimesini
diistinelim. Vi > r 4 i¢in 1; < i < 77,1 olacak sekilde j € N vardir ve eger n € A(Q) ise
n < 7j4 dir ki bu n € B;(i) olmasm saglar. Boylece A(i)  B;(i) olur ve buradan

fA4®D _f(BOD 1 f040b _  f(B®) _ . 1
O S FO ST AR ST @ S

olup ds(A) = Oelde edilir. £> 0 sabit olsun %< € olacak sekilde j € N alalim.
Egeri € N\ A ve i > r; ise bu durumda 7, < i < 744 Olacak sekilde k = j vardir ve
bu i ¢ B, oldugu anlamima gelir. Boylece ||x; — 72| < % < % < & olur. Buradan
lim;eny 4 x; = € sonucunu elde ederiz.

Tersine; dy(A) = 0 ve lim;eyy 4 X; = € olacak sekilde A S N kiimesinin var oldugunu

kabul edelim. Verilmis bir € > 0 i¢in eger i > iy ve i € N\ A ise [|x; — £|| < € olacak

sekilde i, € N vardir. Bu ise
{ieN:|x; -2l =} AU{1,2,..,i}
oldugunu gosterir. Boylece
di({ieN:|lx; = |l =€}) =0
olup, bu ise ispat1 tamamlar.

4.3. f —Istatistiksel Yakinsaklik Yardimn ile Korovkin Tipi Yaklasim Teoremleri

Bu boliimde alisilmis yakinsakliktan daha kuvvetli olan f —istatistiksel yakinsaklik
kavrami kullanilarak ilk olarak siirekli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi teoremler
verilecektir. Daha sonra Bogel siirekli fonksiyonlar uzayi iizerinde f —istatistiksel

yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi yaklasim teoremi verilecektir.

4.3.1. Teorem: f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve D,:C[a,b] — C[a, b] pozitif

lineer operatorler dizisi eger

) fse —1im || D, (1) = Ll¢pep) = 0,
i) fse —lim|[Dy (W) = x|l¢ia,p) = 0,
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i) for — lim||Dn(u2) - x2||c[a,b] =0,
kosullarini sagliyor ise herhangi bir g € C[a, b] fonksiyonu igin

fse = lim ||Dr(g) — gllcra,p) = 0
olur (Bhardwaj ve Dhawan, 2018).

Ispat: g € C[a,b] ise Ve >0 igin 36 > 0 vardir éyle ki |u— x| <& oldugunda
Vx,u € [a,b] igin

lg(w) —g(x)| < (43.1)

olur. Ayrica, [u — x| = 6 oldugunda

lu — x| (u—x)*
> ~- 7
R
elde edilir. Burada 6zel olarak ¢ (u) = (u — x)? dersek

(pg) >1 (4.3.2)

=1

olacaktir. g € C[a, b] oldugundan g ayn1 zamanda sinirl olup boylece Vx € [a, b | igin

|g(x)| < M olacak sekilde AM > 0 vardir. Buradan

lg(w) =g < lgw)| + 1g()| < 2M

elde edilir. Bu son esitsizlikte (4.3.2) ifadesini kullanarak

o(u)
62

lg(w) —g()| < 2M.
oldugu elde edilir. Boylece Vx,u € [a, b] i¢in

o(u)

lg(uw) —gx)| < € +2M. 52

(4.3.3)

esitsizligi gerceklenir. Gergekten |u—x|<d§ ise (4.3.3) esitsizligi  (4.3.1)
esitsizliginden elde edilir, |u — x| > & ise (4.3.3) esitsizligi yine saglandigi goriiliir. Bu

durumda D,, pozitif ve lineer bir operator oldugundan (4.3.3) esitsizligi kullanilarak

1Dy (g5 %) = g ()| < Dp(lg(w) — g ;) + [g()11Dr (1, x) — 1

pu)
52’

<D, <e+2M. x)+ lg()||1D,(1,x) — 1]
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2M
= eDp(1,x) + 57 Dn(@; %) + 1g()1IDr (1, %) — 1

2M
=e+eDp(1,x)—1) + FDn(QD; x) + |g()||Dr(1,x) — 1]
2M
<e+¢|D,(1,x)— 1| + = [(Dn(W?; %) — x2) — 2x(Dp (U, x) — X)
+x*(Dp(1;x) — D] + M|D, (1,x) — 1]
2M
< e+¢|D,(1,x) — 1] +F[|Dn(u2;x) — x?| + 2x|D,,(u, x) — x|
+x2|Dy(1; %) — 1]] + M|D,, (1, x) — 1

2M
< e+ (e + 57 1¥¥llcian + M) [Da(1, ) — 1

4M||x|l¢la,p)

2M
7 Dyt ) = 3] + 5 1D ) = 7]

elde edilir. K = max {s +M + — (||x2||C[ab + 2llx|l¢re,p) + 1)} dersek bu durumda
1D,,(g; x) — g(®)| < & + K{|D,,(u? x) — x*| + |Dp,(w, x) — x| + |D,(1,x) — 1}

bulunur. O halde her iki tarafin [a, b] tizerinde supremumu alinirsa

1D:(9) = 9 clap) < € + K{IDn(w?) — x|l ¢iap) + 100 (W) — Xl cjap

+”Dn(1’ x) - 1”C[a,b]}
bulunur. Boylece son esitsizlikten, verilmis bir €' > 0 i¢in € > 0 secelim dyle ki € > ¢

olsun. Bu durumda

E={n<N:IDy(9) — gllcan = €'}

( e —¢
By = {n < N:IDL(D) = Uleam 2 5,
e —¢
By = {n < Ne11D () = o = )
e —¢
B = {n < N: 1D, () = xPllcgany = )

kiimelerini tanimlayalim. Buradan E c E; U E, U E5 oldugunu kolayca gorebiliriz.

Boylece
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[{n < N:1IDn(9) = glician) = €'}| < |jn < N: 11D (1) = Ulgpap =

—~—
M

w

=| |
M

———

E —€
+|{n < No11Da) = Xl = )

g —¢

{n < N:|ID,(u®) = x%ll¢[ap) = —}| (4.3.4.)

* 3K

elde edilir. (4.3.4) esitsizliginden

F(fn = N:104(9) = gllctan = €}) _f (|fn < N:1Da (D) = Ucran = 2))

f(NV) O
£ (| < M:1Pa ) = xllcran = )
' fV)
WL ([fr = N:1a@?) = llcgan = 8;::} )

fV)

elde edilir. Son esitsizlikte N — oo i¢in limit alinirsa (i), (ii), (iii) den dolay1

_ f(l{n < N:1IDp(9) = gllciap = €'}]) _
s FV) =0

olup dolayisi ile Vg € C[a, b] i¢in f —lim ||D,,(g) — gllciq,p) = O elde edilir. Bu ise

ispat1 tamamlar.

f smirsiz bir modiiliis olmak kosulu ile daha 6nce yakinsak her dizinin f —istatistiksel
yakinsak oldugunu géstermistik. Simdi f —istatistiksel Korovkin teoreminin kosullarini

saglayan fakat klasik Korovkin teoreminin kosullarini saglamayan bir 6rnek verelim.

4.3.2. Ornek: a = (a,) dizisi

— 2
1, n=m*

an = m=1,2,73..
0, n#m?

seklinde tanimlansin. Bu durumda 0 < p < 1 igin f(x) = xP modiiliis fonksiyonu g6z

Ontine alidiginda Ve > 0 i¢in
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fUtk S n:lage — 0] = €}])

VS F)
_ fUk<snmk=m?’meN})  f(Vn)
= fm < m=m
14
< lim (\/ﬁ) = lim !

=0
n-oo nP n—oo (\/ﬁ)p
olup boylece fi; — lim a, = 0 oldugu goriiliir.

Simdi (2.2.1) de verilen (B,) Bernstein polinomlarini ve a = (a,,) dizisini goz oniine

alarak

Qn(g;x) = (1 + a,).B,(g; x) (4.3.5)
seklinde C[0,1] uzayinda Q, pozitif lineer operatorler dizisini tamimlayalim. Bu
durumda 2.2.1.2. Ornek’ten

x —x?

B,(1;x) =1, B,(u;x)=x, B,(u?x) =x*+

oldugundan asagidaki ifadeler elde edilir.
1) Q,(1;x) =1+ a,).B,(1;x) =1+ a, olup boylece;

”Qn(l) - 1“6[0,1] = Ssup |an| =dan

x€[0,1]
olup buradan fs; — lim [|@,, (1) — 1ll¢[o,17 = O elde edilir.
2) Q,(u;x) =1+ ay,).B,(u;x) = (1 + a,)x olup bdylece;
”Qn(u) - x”C[O,l] = xil['lg’?l]lanxl = an

olup buradan fg; — lim [| @, (w) — ull¢[o,17 = 0 elde edilir.

—x2 a2
3) Qn(u%x) =1 +ay).B,(u?x) =x*+ % + (x2 + %) a,, olup bdylece;

x — x? 5 x —x?
+1x°+ a,
n n

||Qn(u2) - x2||c[0,1] = Ssup
x€[0,1]

x — x? x — x?

+ sup |x%a,| + sup
x€[0,1] x€[0,1]

< sup

x€[0,1]

< i +a, + i

“4n " 4n

elde edilir. 4.2.2. Teorem’den f;; — lim ||Q,,(u*) — x?||¢[0.1] = O elde edilir.

an

n n

an
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Boylece (4.3.5) ile tanimhi (Q,,) pozitif lineer operatorler dizisinin 4.3.1. Teorem’in (i),
(i), (iii) kosullarin1 saglandig1 goriiliir. Buradan her g € €[0,1] fonksiyonu igin
fse —lim [|Q,(g) — g||c[0,1] =0
olup f —istatistiksel Korovkin teoremi saglanir. Ancak
1Qn () — x||c[0,1] = an
olup (a,) waksak bir dizi oldugundan klasik Korovkin teoremini saglamaz. Bu da
f —istatistiksel Korovkin teoreminin klasik Korovkin tipi teoremden daha giiglii oldugu

sonucunu dogurur.

4.3.3. Teorem: X =[a,b], Y =[c,d] ve K =X XY olsun. f smrsiz bir modiiliis

fonksiyonu ve D,,;: C(K) — C(K) pozitif lineer operator dizisi olmak tizere eger

) foe —lim||Dp(L;x,¥) — Llck) =0,
i) for —lim [[D,(t;x,y) — x|lcx) = 0,
i) fse —lim [|Dy (75, ) — yllcy = 0,
V) for —lim 1D, (¢ + 7% 2,) — (¢ + ¥)llcy = 0
kosullarini sagliyor ise herhangi bir g € C(K) fonksiyonu igin
fse = lIm|IDn(g (@t 2)5 2, y) — gC6 Wllcy = 0

olur.

Ispat: g € C(K) ise Ve > 0 igin 38 > 0 vardir 6yle ki ||(x, y) — (t,7)|| < & oldugunda

lg(t, 1) —g(x, )| <e
olur. Ayrica, ||(x,y) — (t,7)|| = &§ oldugunda

J(x—t)25+(y—r)221:(»c—1:)2(;r2(y—r)22

1 (4.3.6)

elde edilir. g fonksiyonu ayn1 zamanda sinirli oldugundan M; > 0 mevcuttur dyle ki
l9(t, 1) =g (e, )| < gt DI+ 1g(x, )| < 2M,
elde edilir. Bu son esitsizlikte (4.3.6) ifadesini kullanarak

(x—0)?+ @y —-1)?
52

lg(t, 1) — g(x, )| < 2M,.

oldugu elde edilir. Boylece her (x, y), (t,7) € K igin
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[x2 + y2 — 2(xt + y7) + t? + 12]
52

lg(t,©) —g(x, y)| < e+ 2M,. (4.3.7)

esitsizligi gergeklenir. Bu durumda D,, pozitif ve lineer bir operator oldugundan (4.3.7)

esitsizligi kullanilarak

1D, (g(t,7);x,¥) — g(x,y)I
< Dn(lg(t,t) — g,y x,¥) + g0, YDy (1, x,y) — 1]

x?+y? = 2(xt + y1) + t? + 12
SDn<£+2Mg. y % 62y) ;x,y>+Ig(x.y)IIDn(l.x,y)—ll

=eD, (1, xy)+2M [(x%2 + y2)(D,,(1;x,y) — 1) — 2x(D,(t; x,y) — x)

—2y(Dy(1;2,7) — ) +(Dn (2 + %5 %,3) — (x* + yD)] + 1g e, DL (1,x,y) — 1]
21\/1

< e+ elDy(Lx,y) — 1 + 2 [(x% + yD)ID, (L x,y) — 1] + 2]x| Dy (£ x,y) — x|

+2|ylIDp (7 %, ) — y| + Dy (82 + 7% x,¥) — (x* + yH)|] + My|L, (1, x,y) — 1

elde edilir. O halde buradan

K =max {e + My + 222 (11 + y2llcqo + 2lxlleqo + Iyl + 1)}

olmak tizere

1D (g (&, 7);%,¥) — 96, V) ey

< & + K[I1D,(1;x,9) — ey + 1D (8 x,y) = xllcey + 1Dn (756, 9) = Yl
+HIDn (82 + 7% %, y) — (2 + ¥l e ]

bulunur. Verilmis bir €’ > 0 i¢in € > 0 segelim 6yle ki € > & olsun. Bu durumda

E={n<N:ID,(gt,0)xy) — g0, e = €'}

g —e¢
By = {n < M:1ID, (150 3) = Tl 2 5]

g —e¢
E, =in < N:|[D,(t;x,y) — >
s = {0 < N DA (62,3) = 3l = ]
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g —c
= < N: 3 X, - =
Es {n < N:AIDn (w2, y) = yllcan =2 — ¢ }

g —e
E, = {n < N:IDy (¢ + 7% %, y) — (2 + ¥l = 7}

kiimelerini  tamimlayalim. Buradan E c E;UE,UE3;UE, oldugunu kolayca

gorebiliriz. Boylece

[n < N: 11D, (g(t, D) x,¥) — g0, Wlew) = €'

! !

g —¢ g —¢
< [n < N:DR(Lx,9) = Llew) = 7 ‘ +|n < N:|[D, (&t x,y) — xllc) = ik
g —c
+[n < N:|[Dp(t;%,9) = Yllcwy = Ak
g —¢
+ [n < N:ID, (% + %5 %,y) — (2 + ¥ )l = 7o (4.3.8)

elde edilir. (4.3.8) esitsizliginden

f(Jn < N:1IDu(g(t, D) x,9) — 9 Mlewy = €'])
f(N)

)
)

-
4K

£ (Jn = N 1D (1 2,) = Ul 2
Q)

<

g'—¢
4K

f (|n < N:|[Dy (6%, ) — xllcay =

" )

e'—¢
4K

f (|n S N:||IDp(752,y) = yllco =

" )

g'—¢
4K

£ (Jn < MDA + 7% ,3) = (2 +¥leo = 5] )
vy

elde edilir. Son esitsizlikte N — oo i¢in limit alinirsa (i), (ii), (iii) ve (iv) den dolay1

+

p P < N:IDW (g6 D)%) — g Dl Z D) _
oo V)

bulunur.
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Simdi Akdag (2021) tarafindan verilen f —istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Bogel

stirekli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremini verelim.
Bu kisimda kullanilan tiim notasyonlar 2.2.3. Bolim’de oldugu gibi goéz Oniine
alimustir.

4.3.4. Teorem: L,: C,(K) = B(K) pozitif lineer operatorler dizisi ve f sinirsiz bir

modiiliis fonksiyonu olmak {izere

i) Her(x,y) e Kven € Nigin L, (ey;x,y) =1,
i) fo —lim ||L,(eq) — el”B(K) =0,

iii) for —lim ||Ln(ez) — ezllp) = 0,

V) for —lim ||L,(e3) — esllpay =0,

kosullar1 saglanirsa herhangi g € Cp, (K) fonksiyonu igin

for —lim [|Ln(Gyy) — g”B(K) =0

olur (Akdag, 2021).

Ispat: g € C,(K) ve (x,y) € K sabit olsun. G,, fonksiyonunun siirekliligini

kullanirsak 2.2.3.3. Lemma’dan Ve > 0 ve her (x,y) € K igin

£
|42y L9, v]| < 5+ A —x)? + f(e) (v - y)* (4.3.9)
olacak sekilde A(€) ve B(¢) pozitif sayilar1 vardir. Béylece her n € N igin
Ln(Gx,y; X, 3’) —g(x,y) = Ln(_Ax,y [g(u, v)]; x, 3’)

= L (4 [Gry(w )] x,¥) (4.3.10)

olur. vn €N i¢in L, operatoriiniin monotonlugunu, lineerligini gbéz Oniine alir ve

(4.3.9) esitsizligi, (4.3.10) esitligi ve (i) hipotezini kullanirsak
|Ln(Geyi %, ¥) = 9Co | = |Ln(AeyGry (0] 2, 7))

< LAy (G )] 2,)
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< Ly (%“L A@) = x)? + B (v — )% x,y)

= S La(1;2,y) + A Ln((w — 1)% 1, Y)

"3
+B(E)Ln((v = ¥)%x,y)

£
= §Ln(eo; x,y) + A(e)L,(u? — 2ux + x?; x,y)
+B(&)Ln(v? — 2vy + y% %, y)

£
=3+ A ULa W x,y) = 2Ly (5 %, ) +2* Ln (1%, 7))

+B ()L (25 x,y) = 2yLn(v; x,y)+y* L (1 %, ¥)}
elde edilir. a(e) = max{f(e),\(e)} ve d = max{|x|, |y|} alalim. Bu durumda
LGy %.9) = 90 9| = 5 + Q4% %,Y) = 2Ly (5, Y) 427 L (13, )
+Ly (V%5 %,y) = 2yLn(V; %, )+ 2Ly (1; %, y)}
= 5+ @@+ Ln(e0i%,Y) = 2xLn(er %,)

—2yLy(ezx,y) + Ly(es; x,y)}

< —+2da(e)|L,(es; x,v) — e, (x,y)|

w| m

+2da(e)|L, (e x,y) — e;(x,y)]
+a(e)|Ln(es;x,y) —es(x,y)|

olur. Burada y(¢) = max {2da(¢), a(e)} olarak alinirsa
€
|Ln(Gx,y;xr y) - g(x' y)l < § + V(S){an(eli X, Y) —e(x, y)l

+|Ln(ez;x, ) — €20, Y| + |Ln(es; x, y) — e3(x, y)1}
oldugu goriiliir. Bu son esitsizlik yardimai ile
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&
”Ln(Gx,y) - g”B(K) < § + V(g){”Ln(el) - el”B(K)

+|Ln(e2) — exllpu) + 1L, (e3) — 33”3(1()}

elde edilir. Buradan verilmis bir € > 0 i¢in 3¢' > ¢ olacak sekilde £ > 0 segilirse

K = {n < N:[|Ln(Gry) = 9l = €}

K, = fn < Mo llinten) — edllage = St
1 = 1N = Ni|[Lp\é €1 B(K)—gy(g) )

< N lliCey) — el = o
n=N:|Lpléz) — € B(K)—gy(g) )

—_{ < N:||L,(e3) — esll >—I }
K n<N:|L,(e e > ,
3 nl€3 3llB(x) 9 (e)

olarak tanimlanmak {izere K € K; U K, U K3 oldugu goriiliir. Boylece

, 3¢ —¢
|{n < N:||[Ln(Gyy) — g”B(K) =€ }| < [in = N:|[L,(e1) — eqllpu) = )

lln < Nl e — egllpg = 5=
n = N:|Lple; €3 B(K)—gy(g)

+

< Vel (en) — exlloge = St
n=NN:||Lple3 €3 B(K)—9y(€)

elde edilir. Bu son esitsizlikten

f(|{n < N:||Lp(Gyy) — g||B(K) > e}l)

N F(N)
. _ 3g'—¢
_ m}f (|{n < n: ||Ln(e;)(N)e1nB<K> >2=1))
. _ 3g'—¢
X }}L‘;f (|{n < n: ||Ln<e;>(N)e2||B<K) > =)
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)

3e'—
L (Ifn = Vi liLaCes) = esllsu = 525}
+ lim
Nz f(N)

olup (ii), (iii) ve (iv) hipotezlerini kullanirsak

(205 ) =l )
lim
N—o0 fN)
yani her g € C, (K) fonksiyonu i¢in

foo = lim ||Ly(Gry) — g”B(K) =0
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
4.3.5. Ornek: I? = [0,1] x [0,1] olsun. Her (x,y) € I? ve g € C,(I?) igin

n—i

Ungixi) =) ) e (%]ﬁ) (O i 1>xi-yi-<1 —x =yt

n
i=0 j=0

ile tanimli Pop ve Farcas (2006) tarafindan tanimlanan Bernstein-tipi operatorii g6z

Onune alalim. Bu durumda

Un(eO;x'y) = eO(x'y)l Un(el;xly) = el(xry)' Un(ez;xry) = ez(x:Y);

x—x* y—y’
Un(es;x,y) = e3(x,y) + ——+~—

olup boylece (U,,) dizisi 2.2.3.5. Teorem’in tiim kosullarini saglar. Boylece her
g € C,(I%) igin

i [0,(Gey) ~ gl = 0
elde edilir.

a = (a,) reel terimli dizisi bazi smirsiz f modiiliis fonksiyonlari igin sifira
f —istatistiksel yakinsak ancak sifira alisilmis anlamda yakinsak olmayan bir dizi olsun.
Ayrica Cp, (I?) iizerinde (D,,) pozitif lineer operatdrler dizisini
1, glu,v) =1,
Dn(g;x,y) =
(1+an).Un(g;x,y), guv) #1,
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seklinde tamimlayalim. Boylece (a,,) sifira f —istatistiksel yakinsak oldugundan (D))

4.3.4. Teorem’in tiim kosullarini saglar. Bdylece her g € C,(1?) i¢in
fst —lim ”Dn(Gx,y) - 9”3(12) =0

elde edilir. Ancak (a,,) sifira alisilmis anlamda yakinsak olmadigindan (D,,) operatorler

dizisi 2.2.3.5. Teorem’in sartlarini gergeklemez.

4.3.1. f —istatistiksel yakinsaklik oram

Bu bolimde f —istatistiksel yakinsaklik orani tanitilacak, ayrica bu kavram ve
B —siireklilik modiilii yardimi ile 4.3.4. Teorem’in f —istatistiksel yakinsaklik orani

hesaplanacaktir.

4.3.1.1. Tammm: X bir normlu uzay ve x = (x;) X de bir dizi olsun. f smnirsiz bir

modiiliis fonksiyonu olmak iizere eger her € > 0 i¢in

ks mla =l =)
n G0

ise x = (x;) dizisi £ € X sayisina 0 < f8 <1 oram ile f —istatistiksel yakinsaktir

denir. Bu durumda
xp—t=fy—0o(kP), koo
ile gosterilir (Bhardwaj ve Dhawan, 2018).
4.3.1.2. Teorem: f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu, x = (x,) ve y = (y,) X normlu
uzayinda iki dizi olsun. Eger x, — L; = f; — o(n‘ﬁl), Yo — Ly, = for — (n‘ﬁz) ve
B = min {B;, B,} olmak iizere
) (tn—L) £ On—L2) = for —0(nF) (n> ),
ii) hera € [1i¢in a(x, —L1) = ft — o(n‘ﬁl) (n - )

olur (Bhardwaj ve Dhawan, 2018).

4.3.1.3. Teorem: Herhangi f sinirsiz modiiliis fonksiyonu i¢in 0 < f# < 1 orani ile
f —istatistiksel yakinsak olan her dizi f —istatistiksel yakinsaktir (Bhardwaj ve
Dhawan, 2018).
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Ispat: x, — L= f; — o(n‘ﬁ) olsun. 0 <fB <1 oldugundan 0> —f > —1 olup
boylece f artan oldugundan

1 _ 1
f@m) = f(F)

1>1-f=2n>n"F=fn)>f(ntF)=>

elde edilir. Boylece

 fUk snillg LIz} - fl{k<n:llxe —Lll = e})
0< llrrln ) < im Fni ) =0

olup

limf(I{k snillx — Ll =D _ 0
n f(n)

olur. Bu da ispati tamamlar.

f(u)

Maddox (1987) herhangi bir f modiiliis fonksiyonu i¢in lim,,_, —— mevcut oldugunu

ispatlamigtir. Bu sonugtan yararlanarak 4.3.1. Teorem’in f —istatistiksel yakinsaklik

orani asagidaki gibidir.

4.3.1.4. Teorem: D,:C[a, b] = C|a, b] pozitif lineer operatorler dizisi ve f sinirsiz bir
JCD)

modiiliis fonksiyonu 6yleki lim,,_, - > 0 olsun. Bu durumda

) 1D, (1) = Lllcrap) = for — o(n7F1),
i) 11D, (w) — xllcjap) = for — o(n™#2),
i) 1Dy (?) — %%l ¢fap) = for — 0(n7F3)

kosullar1 saglansin. Bu durumda herhangi g € C[a, b] fonksiyonu i¢in n — oo iken
f = min{fy, B, B3} olmak iizere

1D,(9) = glicap) = for — o(n7F)

olur (Bhardwaj ve Dhawan, 2018).

Ispat: (i), (ii) ve (iii) kosullar1 saglansin ve S = min{B;,B,, B} olsun.  4.3.1.
Teorem’in ispatindan goriilebilecegi gibi bir €' > 0 igin € > ¢ olacak sekilde € > 0

secersek

42



£ —¢
{nSN: 1D, (1) — 1ll¢rap = 3K }

|{n < N:1IDn(9) = gllctap = €} <

™
I
™

+ {nSN: ”Dn(u)_x”C[a,b] = 3K

+

E — &
n < N:||D,(u?) — x? >

elde edilir. Buradan

£ < N:10u(9) ~ glletasn 2 £}) _ 1 ([{m < N2 1001 — Ueran = )
FINTRY ) FINT)

)

£ (|{n < N: 1020 = xllcran = 55
y VTP

)

(= 210,00 = 70 = 59
FINF)

olur. 8 = min{B,, B, B3} olmak iizere
f([{n < N:1IDn(9) — gliciap = €}])
f(N1=B)
Al 2 00a0) = T = ) purm) wios v
= FNTF) N F(NTP) (N1-3>

£ (|fr < N 0Da ) = xlltany = 7Y (ni-pe) w1-p (n1-s
¥ FINTP) NTF: f(N1‘3)<N1‘/”>

£ (|fn = N:1Da@?) = 2lleran 2 Z5H) p(nr-p2) ni-p (nit
* FNTF3) N F(NTP) (NH?)

elde edilmis olur. (i), (i), (iii) ve lim,_,, % > 0 oldugunu kullanirsak

_ f(fn < N:1IDw(9) — gllcrapy = €7])
L FNTRY -

elde edilir. Boylece
”Dn(g) - g“C[a,b] = fst - O(n_ﬁ)

olup ispat tamamlanir.
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Simdi de 4.3.4. Teorem’in asagida tanimlanan karigik B —siireklilik modiilii yardimiyla

f —istatistiksel yakinsaklik oranini hesaplayalim.
Her g € Cp,(K) i¢in karisik B —sitireklilik modiili &;, 6, > 0 i¢in

Wmixed(g; 01,02) = sup{|Ax,y[g(u, v)]|: lu—x| <6, lv—yl <6, }
seklinde tanimlanir. Karigik siireklilik modiilii 44, 4, > 0 i¢in
Wmixea(g; A1 61,41 62) < (1 + A1) (1 + ) 0mixea(g; 61, 82) (4.3.1.1)
esitsizligini saglar.

4.3.1.5. Teorem: f smursiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. D,: C,(K) = B(K) pozitif
lineer operator dizisi ve 0 < 8 < 1 olmak lizere

i) her(x,y) € Kven € Nigin D,,(ey; x,y) = eo(x,y),
i) e,v) = @w—x)7?% ¥ v) = (v—y)?oldugunda y,,: = /1D (P)llpk) Ve

ay:= \/m olmak tizere Wmixea(g; Vn An) = fst — o(n‘ﬁ) (n > ) olsun.
Bu durumda her g € C,(K) igin

100 () = g”B(K) =fa—o(n?) (n- o)
olur.

Ispat: g € C,(K) ve (x,y) € K sabit olsun. G, (u,v) = g(u,y) + g(x,y) — g(u,v)
olmak iizere Gy, (u,v) fonksiyonunun B —siirekliliginden ve 2.2.3.3. Lemma’dan her
>0 i¢in A(e) = A(g,g) ve B(e) = B(g,g) pozitif sayillari mevcuttur oOyle ki
her (u,v) € K i¢in

€
|Ax,y [Gx,y (w, v)]l S 3 + A& —x)*+ B(e) (v — y)?
saglanir . Boylece n € [ i¢in

Dn(Gx,y; X, y) -g(x,y) = Dn(Ax,y [Gx,y(u' 17)]; X, _'V)

oldugundan ve (4.3.1.1) esitsizliginden
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AxJ/[Gx,y(u' ‘U)] < wmixed(g; lu — x|, |lv— }’D

_ L lu—x| lv—y|
= Wnixed (gr 61» 62
61 &2

<(1+ lua;xl) (14 lvg_zy') Wmixea(d; 61, 82) (4.3.1.2)

elde edilir. D,, operetoriiniin lineerligi ve monotonlugunu kullanir, ayrica (i) hipotezinin

saglandigini ve (4.3.1.2) esitsizligini gz oniine alirsak
|Dn(Gx.y;x' y) = g(x,y)| = |Dn(Ax,y[Gx,y(u: v)];x, J’)l

< Dn(lﬁx'y[Gx,y(ul U)] |; X y)

lu — x| lv—yl
<Dp|(1+ A1+ 3,V | Wmixea(g; 61, 62)
(1 8,

lv—yl lu—x| Ju—x|lv—yl
=D (1 :
n( + 5 + o + 5.5, ;XY

Wnixed (g; 81, 62)

1 1
< |PuCeqi ) + 5 Dullv = yl2,3) + 5 Dol = 215 x,)
1

1
= Da(v = 11 = 1, )| Omicea: 61,82)
t5.0,

esitsizligi elde edilir. Boylece Cauchy-Schwartz esitsizliginden

1Dy (Grys %, y) — g (2, ¥)|

1 1
< {1 + 5D =057 + 5 VD = %%, ))

51 e A (CEREERONEN (CRIEERD o mirealg; 61,8

< {145 VD) + VD7)

1
+ 5.5, 5, \/Dn(q); X, y)\/Dn(t,[); x,y) }wmixed(g; 51,8,)
1

olur. Bu son esitsizlikte her iki tarafin (x, y) € K tlizerinden supremumunu alinirsak
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1 1
190(62) = 8l = {1+ 5 JIP2 @0 + 5 [IP2 @l

#5752 10Ot (12500 Jmiea(si 1,52

olup buradan 6;: = y,: = /1Dy (@) lp) Ve 82:= ayn:=/lID,(WY)llp) olmak iizere
”Dn(Gx,y) - 'g”B(K) < 4Wmixea (9 Yn» An)
elde edilir. Buradan verilmis bir € > 0 igin
K= {" < N:||Dp(Gy) = 9||B(K) = 5}’
K, = {n < N: Wmixea(g; Y @n) = 2}1
olarak tanimlanmak {izere, K c K; oldugu goriiliir. Boylece
&
|{n < N:||Dp(Gyy) — g||B(K) > e}l < |{n < N: Wmixea(g; Vn @) = Z}l

olur ki buradan 0 < f < 1 i¢in

f(l{n =N: ”Dn(ny) g”B(K) = E}D < f (l{n < N: Wnixea(g; Y @n) = Z}D
f(N=F) B f(N1=F)

elde edilir. Boylece N — oo igin limit alinirsa yukaridaki esitsizlikten ve (ii) den

lim f(|{n = N: ”D (G’W) g”B(K) - S}D _

N—oo f(Nl ﬁ)
yani her g € C,(K) fonksiyonu i¢in

”DH(GX,)’) - g”B(K) = fst — O(n_ﬁ) (n - )

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tezinde alisilmis yakinsakliktan daha kuvvetli olan f —istatistiksel
yakinsaklik kavrami kullanilarak ilk olarak C[a, b] Banach uzay1 tizerinde Korovkin tipi
teoremler verilmistir. Daha sonra ise Bogel siirekli fonksiyonlar i¢in f —istatistiksel
yakinsaklik kavrami yardimi ile Korovkin tipi teorem verilmistir. Ayrica verilen
ornekler ile f —istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak elde edilen sonuglarin
klasik durumlarindan daha kuvvetli oldugu gosterilmistir. Ayrica f —istatistiksel
yakinsaklik orani tanimi verilmis ve Korovkin tipi teoremlerin f —istatistiksel
yakinsaklik oranlar1 hesaplanmustir.

f —istatistiksel yakinsaklik yardimi ile elde edilen bu sonuglar B-siirekli ve B-2m
periyodik fonksiyonlar i¢in de incelenebilir. Ayrica agirlikli uzaylar {izerinde hatta
modiiler uzaylarda f —istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi yaklasim

teoremleri elde edilebilir.
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