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OZET

BAZI CEBIRSEL YAPILAR UZERINDE TANIMLI KODLAR VE
UYGULAMALARI
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Lisansiistii Egitim Enstitiisii
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Doktora, Subat/2024
Danigsman: Prof. Dr. Senol EREN

Bes boliimden olusan bu tezde literatiirde yer almayan bir halka ve bu halkay1
kullanarak olusturulan mix alfabe iizerinde tanimli bazi lineer kodlarin DNA ve
kuantum uygulamalar1 incelenmistir.

Birinci boliimiinde, kodlama teorisi, DNA kodlar ve kuantum kodlar ile ilgili
literatiir bilgisi verilmistir.

Ikinci béliimde, cebir ve kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verilmigtir.

Ugiincii boliimde, literatiirde yer almayan sonlu ve degismeli bir S, halkasi
tanimlanarak Cin Kalan Teoremi yardimiyla bu halkanin pargali yazilisi elde
edilmistir. Bu yazilist kullanarak S, halkasi lizerinde devirli kodlarin yapisi
incelenerek iireteg polinomlari elde edilmistir. Ayrica S, tizerinde asikar olmayan bir
otomorfizma tanimlanarak skew devirli kodlarin cebirsel yapisi ifade edilmistir. S,
halkasi lizerinde tanimlanan bu iki tip koddan elde edilen DNA kodlar ve S, halkasi
tizerindeki devirli kodlardan elde edilen kuantum kodlar ¢alisilmis ve bu konular ile
ilgili ¢esitli 6rnekler verilmistir.

Dordiincii boliimde, S; halkas1 kullamlarak olusturulan mix alfabe olarak
adlandirilan R, = F;S,; halkasi lizerinde tanimli lineer kodlarin cebirsel yapisi
verilmis ve R,-devirli, R,-skew devirli kodlar tanimlanmistir. R,-devirli kodlardan
elde edilen DNA kodlar, R,-skew devirli kodlardan elde edilen kuantum kodlar
calisilmis ve bu konular ile ilgili baz1 6rnekler verilmistir.

Besinci boliimde ise sonuglara yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: DNA Kodlar, Kuantum Kodlar, Devirli Kodlar, Skew Devirli
Kodlar, Sonlu Halkalar, Gray Doniistimii.



ABSTRACT

CODES OVER SOME ALGEBRAIC STRUCTURES AND THEIR
APPLICATIONS

Rabia DERTLI
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics

Ph.D., February/2024
Supervisor: Prof. Dr. Senol EREN

This thesis, consisting of five sections, investigates the DNA and quantum
applications of some linear codes defined on a ring not included in the literature and
on a mixed alphabet created using this ring.

The first section provides a literature review on coding theory, DNA codes, and
quantum codes.

The second section provides fundamental definitions and theorems related to
algebra and coding theory.

In the third section, a finite and commutative ring S,, which is not included in
the literature, is defined and the partial representation of this ring is obtained with
the help of the Chinese Remainder Theorem. Using this script, the structure of cyclic
codes over the ring S, is examined. In addition, the algebraic structure of skew cyclic
codes is expressed by defining a nontrivial automorphism over S,. DNA codes
obtained from these two types of codes defined over the ring S, and quantum codes
obtained from cyclic codes over the ring S, have been studied and various examples
on these subjects have been given.

In the fourth section, the algebraic structure of linear codes defined over the
ring R, = F,;S,, called the mixed alphabet created using the ring S, is given and R, -
cyclic and R,-skew cyclic codes are defined. DNA codes obtained from R,-cyclic
codes and quantum codes obtained from R,-skew cyclic codes have been studied and
some examples on these subjects are provided.

In the fifth section, the results are given.

Keywords: DNA Codes, Quantum Codes, Cyclic Codes, Skew Cyclic Codes, Finite
Rings, Gray Map.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

|C| : C kodunun eleman sayisi

ct : C kodunun duali

d(C) : C kodunun minimum Hamming uzaklig
d,(C) . € kodunun minimum Lee uzaklig1
des(C) : C kodunun minimum Gray uzakligi
derf(x) : f (x) polinomunun derecesi

C =(f(x)) :f(x) polinomu ile iiretilen C kodu

E, : q elemanh Galois cismi

P : n uzunlugunda bilesenleri F, nun elemani olan vektorlerin kiimesi

F,[x] : Katsayilar1 F; cisminin elemanlari olan x degiskenine bagli polinom
halkas1

F,[x, 0] : 6 otomorfizmasi ile belirli skew polinom halkasi

[{8)] : 0 otomorfizmasinin mertebesi

(n,M,d) : n uzunlugunda M elemanli ve minimum uzakligi d olan bir kod

[n, k,d] : n uzunlugunda k boyutlu ve minimum uzaklig1 d olan lineer kod

[[n, k,d]] : n uzunlugunda k boyutlu ve minimum uzakligi d olan kuantum kod

wy (x) : x’in Hamming agirhigi

wy (x) : x’in Lee agirhigt

we (x) : x’in Gray agirhgi

wy(C) . C kodunun minimum Hamming agirligi

w;(C) : C kodunun minimum Lee agirlig

wg(C) : C kodunun minimum Gray agirligi

| ) : Ket vektorii

(] : Bra vektori

Cca . g boyutlu karmasik Hilbert uzay1

A®™ : A kiimesinin n defa tensdr carpimi

é : Sg den /™ e tanimlanan Gray doniisiimi

0 . F; tizerinde taniml1 Frobenius otomorfizmasi

o : Devirli 6teleme doniistimii

Sq D Fy + wiFy + woFy + wiFy + woFy + wsFy + wyw, Fy halkast

R, . F;S4 halkasi

P : R, dan F;? e tanimlanan Gray doniisiimii
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C, : C, Ry-lineer kodunun ilk y koordinati

Cy . C, Rg-lineer kodunun son u koordinat:
DNA : Deoksiribo Niikleik Asit

A : Adenin

T : Timin

G : Guanin

C : Sitozin
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1. GIRIS

Claude Shannon'un 1948'de yayimlanan “A Mathematical Theory of
Communication” adli makalesi, kodlama teorisinin temelini olusturan onemli bir
donemegtir (Shannon, 1948). Bu etkileyici makalede, iletisim kanallarinda (6rnegin
telefon, radyo, uydu) kodlama ve kod ¢6zme teknikleri kullanilarak belirli bir sinira
kadar giivenilir iletisim saglanabilecegi ortaya konmustur. Bu makale, kodlama
teorisine yoOnelik bir baslangi¢ noktasi olmustur ve sonrasinda, iletim oranini
artirmak, enerji ve zaman tasarrufu saglamak amaciyla kodlanmig verinin iletimi,

bozulmus mesajlarin diizeltilmesi gibi konular {izerinde ¢alisilmigtir (Hill, 1986).

Kodlama genellikle iki ana gruba ayrilir: kaynak kodlama ve kanal kodlama.
Kaynak kodlamada, bilgiyi daha etkin bir sekilde temsil etmek i¢in verinin boyutu
azaltilir. Giinliik hayatta karsilastigimiz sikistirma programlari, bu tiir bir kodlamanin
pratik uygulamalarindan biridir; bu islem, dosyalarin boyutunu kii¢iiltmek amaciyla
gerceklestirilir. Ote yandan, kanal kodlamada, iletim sirasinda olusabilecek
bozulmalara karsi daha giivenli bir iletisim saglanabilmesi i¢in bilgiye ekstra bitler
eklenir. Bu nedenle, bilginin boyutu artar. Ornegin, cep telefonlarinda, yiiksek
frekansli radyo iletiminden kaynaklanan parazit ve bozulmalar1 diizeltmek i¢in kanal
kodlama kullanilmaktadir. Ayn1 sekilde, modemlerde ve telefon sinyali iletiminde de

kanal kodlama 6nemli bir rol oynamaktadir.

Gurdlta

Mesa Kod
J_ Kodlama Kanal i Alici
Kaynagi Cozme

Sekil 1.1 Dijital bir haberlesme sistemi

Sekil 1.1'de, dijital bir iletisim sisteminde gonderilen bir mesajin, kaynaktan
alictya ulasana kadar gecirdigi siire¢ anlatilmaktadir. Temel iletisim sistemlerinde,
gonderilecek mesaj, kaynaktan kanala aktarilir; bu kanalda olusabilecek hatalardan
(ekipman eksikligi, insan hatalari, hava kosullari, vb.) korumak i¢in gesitli
matematiksel kodlama yontemleri uygulanir. Kodlanan mesaj, dekodlama (kod

¢dzme) birimine ulastiginda, mesajin kodlama algoritmasi ile uyumlu bir dekodlama



yontemi kullanilarak bozulmus halleri diizeltilip aliciya dogru iletimi saglanmaya

calisilir.

Kodlama teorisinde, ilk arastirmalar F, sonlu cisminde gerceklestirilmistir.
Hamming ve Golay kodlar1 bu sonlu cisim kullanilarak olusturulmustur. 1972 yilinda
Blake tarafindan ilk olarak sonlu halkalar {izerinde kodlar ile ilgili ¢alismalar
yapilmistir (Blake, 1972). Hammons ve arkadaslarinin 1994'te, Gray doniisiimii
kullanarak yaptiklart ¢aligmalar sonucunda koodlama teorisindeki arastirmalarin
biiyiilk bir kismmin artik halkalar {izerinde tanimlandigin1 ortaya koymustur

(Hammons vd., 1994).

Devirli kodlar (cyclic codes), son 50 yildir pek ¢ok bilim insani tarafindan
calisilmigtir. Kodlarm bu smifi ilk olarak Prange tarafindan 1957 yilinda
tamimlanmustir (Prange, 1957). Devirli kodlar, kodlama teorisindeki 6nemli bir sinif
olan hata diizeltici kodlar sinifin1 olusturur. Prange tarafindan bir F, sonlu cismi
lizerinde n uzunluguna sahip bir devirli koda karsihik gelen F,[x]/(x™ — 1)
halkasinin  bir idealinin var oldugu gosterilmistir. Devirli kod kavrami
genellestirilerek birimsel (sabit) devirli (constacyclic), pargali devirli (quasi-cyclic)
ve negatif devirli (negacyclic) kod kavramlari tanimlanmis ve tiim bu g¢alismalar,

degismeli halkalar {izerinde tanimli kodlara taginmistir.

Zaman igerisinde, bilim insanlar1 belirli niteliklere sahip klasik hata diizelten
kodlarin ¢esitli disiplinlerdeki uygulamalarii inceleyerek 6nemli bulgular elde
etmislerdir. Bu disiplinler arasinda, DNA hesaplamasi ve kuantum hesaplamasi one
cikmaktadir. DNA hesaplama kavrami, 1987 yilinda Tom Head tarafindan One
siriilmiis olup, ilk basarili deneysel ¢alisma ise L. Adleman tarafindan
gergeklestirilmistir (Head, 1987). Adleman'in yaptigi deney, DNA iplik¢iklerini
kullanarak Hamilton yolu problemine ait bir 6rnegi ¢6zme amacini tagimaktadir
(Adleman, 1994). Adleman'in bu basarili deneyi, DNA hesaplama alanindaki
matematiksel 6zelliklerin belirlenmesi, DNA nano-yapilarinin olusturulmasi, DNA
dizilerindeki hata diizeltme 6zelliklerinin arastiriimasi ve DNA tabanli veri depolama

sistemleri gibi farkl alanlara yonelik ¢esitli gelismelere yol agmustir.

DNA kodlamasi, yiizey tabanli DNA bilimi, molekiiler barkodlarla kimyasal

kiitiiphaneler, DNA Mikroarray teknolojisi, DNA nano-yapilari, veri sifreleme, veri



depolama, DNA nano-araglari, sinyal isleme ve devreleri gibi gesitli teknolojik
alanlarda kullanilmaktadir. Son zamanlarda, DNA kodlarmin filogenetik
aragtirmalarda potansiyeli vurgulanmistir. Ayrica, gen diizenleyici aglar1 ve devirli
kodlar araciligiyla gen yapilarina iliskin derinlemesine ¢alismalara katki saglamistir.
Molekiiler barkodlar olarak kullanilan DNA kodlari, {riinlerin dogrulanmasinda
biyobelirteg olarak dnem kazanmistir. DNA kodlarinin etkili bir sekilde kodlanmast,
Ozellikle hedeflenmis ilag teslimat sistemleri gibi potansiyel uygulamalarda
kullanilan DNA nano-yapilarinin tasariminda elde edilecek nano-yapilarin yiiksek
kararlilik ve saglamliga sahip olmasinda kritik bir rol oynadig: belirtilmistir (Dixita

vd., 2016).

S ={A,T,C,G}, DNA alfabesi olmak iizere S™ kiimesinin herhangi bir alt
kiimesine DNA kod denir. Bir DNA kodun saglamasi gereken Hamming kisitlamasi,
ters sirali kisitlama, ters sirali tamamlayan kisitlama, GC kisitlamasi gibi kisitlamalar
mevcuttur. Verilen uzunluk, eleman sayisi ve uzunlukta maksimum sayida
kisitlamay1 saglayan bir DNA kod olusturmak en zorlayici problemlerden biridir. Bu
baglamda ters sirali tamamlayan kisitlamay1 saglayan blok kodlara DNA kod adi
verilir. Klasik hata diizelten kodlar, DNA kod olusturmak i¢in genis Olglide
kullanilmaktadir. Klasik hata diizelten kodlardan DNA kod elde etmek ig¢in bilim
insanlar1 pek ¢ok yontem gelistirmistir. Skew devirli kodlardan DNA kod eldesi,
devirli kodlardan DNA kod eldesi sadece bunlardan birkacidir. Farkli tipte cebirsel
yapilar kullanarak, bu cebirsel yapilar iizerinde taniml farkli tipte klasik kodlardan
farkli methodlarla arzu edilen nitelikte DNA kod elde etmek énemli problemlerden

bir tanesidir.

DNA molekiilii, niikleotid adi verilen ¢ift sarmalli bir molekiiler yapiya
sahiptir. DNA'nin ¢ift sarmal yapisi, genetik bilginin depolanmasini, korunmasini ve
aktarilmasin1 saglar. Bir niikleotid, bir seker molekiilii, bir fosfat grubu ve bir
niikleobaz icerir. DNA'daki dort farkli temel baz G (Guanin), C (Sitozin), A
(Adenin), T (Timin)'dir. Bu temel dort baz arasinda G = C ve A =T tamlamasi
vardir ve bu eslesme hidrojen baglar1 kullanilarak gergeklesir. Adenin ve timin
arasinda iki, guanin ve sitozin arasinda {i¢ hidrojen bagi bulunur. DNA, yogun baz
birikimi ve kendi kendini ¢ogaltma ve tamamlama o6zellikleri agisindan zengin bir

hesaplama kaynagidir. Bu o6zellikler, DNA molekiiliiniin sonlu cisimler ve sonlu



halkalar tizerinde kodlama teorisine onemli katkilarda bulunmasina neden olmustur.
Bu caligmalar, ilk olarak 4 elemanli GF(4) sonlu cismi iizerinde yapilmistir
(Abualrub vd., 2006). Sonra bu ¢alismalar 4 ve 4 {in kat1 eleman sayisina sahip farkli
lineer kodlar kullanilarak sonlu halkalar iizerine taginmistir (Parakash vd., 2023;

Alahmadi vd., 2021; Bathala ve Bhaintwal, 2017; Dinh vd., 2018).

Kuantum bilgi isleme, kuantum teorisinin ifade ettigi fiziksel gercekligi
kullanarak daha 6nce miimkiin goriilmeyen gorevleri gerceklestirmeyi amaglayan bir
alandir. Bu tiir bilgi isleme gorevlerini yerine getiren cihazlar genellikle kuantum
bilgisayarlar olarak adlandirilir (Kaye vd., 2006). Klasik bilgisayarlar yetersiz
kaldiginda, 6zellikle biiylik sayilarla yapilan hesaplamalarda, kuantum bilgisayarlar
tercih edilmeye baslanmistir. Kuantum bilgisayarlarin temel farki, kuantum fiziginin

kurallarini kullanmalaridir.

Kuantum bilgisayarlarin hesaplama gii¢leri ve hizlari, klasik bilgisayarlarla
karsilastirildiginda 6nemli Slgiide daha yiiksektir. Ornegin, sayiyr carpanlara ayirma
problemi klasik bilgisayarlar i¢in biiyiik sayilarla zorlu hale gelebilirken, kuantum

bilgisayarlar bu tiir islemleri ¢cok daha hizli bir sekilde gerceklestirebilirler.

Klasik bilgisayarlar, bitlerden olusan bellek yapilarina sahiptir ve her bir bit
sadece 1 veya 0 degerini alabilir. Kuantum bilgisayarlar1 ise kiibitlerden olusan
serilere sahiptir. Siiperpozisyon adi verilen bir durumda, tek bir kiibit sadece 1 veya 0
degil, bu ikisi arasindaki tiim degerleri alabilir. Bu 6zellik, kuantum bilgisayarlarinin
ayni anda birgok durumu isleyebilmesini saglar. Islemler sirasinda elde edilen
sonuglar daha sonra anlasilabilir bir formda olmas1 i¢in bitlere doniistiiriiliir (Dertli,

2016).

Kuantum kodlama, giivenli iletisim ve bilgi saklamak i¢in kuantum mekanigini
kullanan bir kodlama tiiriidiir. Kuantum bilgisayarlarinin karsilastigi zorluklardan
biri, kuantum hallerin cevresel etkilesimler nedeniyle bozulma egiliminde
olmalaridir. Bu durum, hatali hesaplamalara ve sistem c¢Okmesine yol agabilir.
Kuantum bilgisayarlarinda bu hassas kuantum hallerini korumak i¢in "Kuantum Hata
Diizeltici Kodlar" kullanilir. Bu kodlar, ¢esitli hatalar1 tespit etmek ve diizeltmek icin

tasarlanmistir (Dertli, 2016).



Kuantum hata diizeltici kodlar, bilgi depolama ve iletisim sistemleri gibi bilgi
transferi sirasinda olusabilecek hatalar1 fark edip diizeltebilen klasik hata diizeltici
kodlama teorisinden farklidir. Calderbank ve digerleri, bu iki teori arasinda bir gegis
saglamislardir (Calderbank ve Shor, 1996). Kuantum hata diizeltici kodlar, ilk olarak
P. W. Shor ve Steane tarafindan gelistirilmistir (Shor, 1995; Steane, 1996). Bu
kodlar, kuantum bilgisayarlarinin matematiksel islemlerini tanimlamak igin

kullanilmis ve ¢esitli avantajlari ortaya konmustur.

Calderbank ve Shor, klasik kodlarin dualini icerme ve self-ortogonal olma
Ozelliklerini kullanarak kuantum kodlarini elde etmislerdir (Calderbank ve Shor,
1996). Ayrica, Calderbank ve digerleri, GF(4) sonlu cismi iizerindeki klasik
kodlardan faydalanarak kuantum kodlar1 elde etmek igin bir yontem sunmuslardir
(Calderbank vd., 1998). Bu sekilde, farkli cebirsel yapilar iizerinde tanimli klasik
hata diizeltici kodlardan iyi kuantum kodlar elde etmek 6nemli bir aragtirma konusu

olarak one ¢ikmaktadir.

Bu c¢alismalardan sonra sonlu halkalar {izerindeki farkli lineer kodlar
kullanilarak kuantum kodlarin parametreleri elde edilmistir. Ik olarak J. Qian vd.
F, + uF,, u? = 0 halkas: iizerinde (Qian vd., 2009) daha sonra X. Kai, S. Zhu
F, + uF,, u?> = 0 halkas: iizerinde (Kai ve Zhu, 2011), X. Yin ve W. Ma F, +
uF, + u?F,, u® = 0 halkas: iizerinde (Yin ve Ma, 2011), J. Qian F, + vF,, v?> =v
halkas1 iizerinde (Qian, 2013) tanimli devirli kodlardan kuantum kodlarin
parametrelerini elde etmislerdir. Klasik lineer kodlardan faydalanilarak kuantum
kodlar ile ilgili bir ¢cok ¢alisma yapilmistir (Grassl ve Beth, 2004; Sarma, 2012;
Ashraf ve Mohammad, 2014; Gao ve Wang, 2018; Li vd., 2018; Islam ve Prakash,
2019; Prakash vd., 2021).

Giintimiizde kodlama teorisinde dikkat ¢eken konulardan biri de farkli cebirsel
yapilar bir araya getirilerek olusturulan ve mix alfabe olarak adlandirilan yeni
yapilardir. Bu mix alfabe iizerinde, son zamanlarda farkli lineer kod tiirleri
kullanilarak DNA ve kuantum kodlar ile ilgili ¢alismalar yapilmaktadir (Li vd., 2020;
Dinh vd., 2020; Benbelkacem vd., 2022; Hebbache ve Sharma, 2022). Bu da
kodlama teorisine yeni bir perspektif sunarak parametreleri iyi bir takim kodlar elde

etme thtimalini artirmaktadir.



Zengin cebirsel yapis1 ve uygulanabilirligi ag¢isindan lineer kodlarin 6nemli bir
smifi olan devirli ve skew devirli kodlar ile ilgili literatiirde pek ¢ok c¢alisma
mevcuttur. Bu ¢alismanin temel amaci, devirli ve skew devirli kodlarla ilgili bilgi
alanina katk1 saglamak ve bu alandaki arastirmalara yeni bir perspektif sunmaktir. Bu
baglamda tezde literatiirde yer almayan S, halkas: {izerinde tanimlanan devirli ve
skew devirli kodlardan elde edilen DNA kodlar ve S, halkasi lizerindeki devirli
kodlardan elde edilen kuantum Kkodlar ¢alisilmigtir. S, halkasini kullanarak
olusturulan R, = F;S, mix alfabe iizerinde R,-devirli kodlardan elde edilen DNA

kodlar, R,-skew devirli kodlardan elde edilen kuantum kodlar incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. G bostan farkli bir kiime ve " * ", G iizerinde bir ikili islem olmak

uzere

i) Hera,b,ceGicinax(b*c)=(a*b)=*c
i) Enazbire € G vardir 6ylekihera € Gigina*xe =e*xa=a

iii) Hera € Gigina*a™! = a™! x a = e olacak sekilde 3 a~! € G vardir
kosullar1 saglaniyorsa (G,*) cebirsel yapisina bir grup denir (Callialp, 2013).

Tanim 2.2. (G,*) bir grup olmak tizere her a,b € G i¢in a * b = b * a oluyorsa
G grubuna degismeli grup veya Abel grubu denir (Callialp, 2013).

Tanim 2.3. R bostan farkli bir kiime, "+ " ve " -", R lizerinde ikili islemler
olmak iizere

i) (R,+) bir degismeli grup
ii) Hera,b,c€ Rigina-(b-c)=(a-b):-c
iii) Hera,b,c € Rigina-(b+c)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c

kosullar1 saglaniyorsa (R, +,-) cebirsel yapisina bir halka denir (Hungerford, 1973).
Tanim 2.4. (R, +,-) bir halka olsun. R halkas1 " - " islemine gére birim elemana

sahipse (R,+,") halkasina birimli halka denir ve halkanin birimi 1 ile gosterilir
(Hungerford, 1973).

Eleman sayisi sonlu olan halkaya sonlu halka denir ve R sonlu bir halka olmak

tizere R halkasiin eleman sayisi |R| ile gosterilir.

Tanim 2.5. R birimli bir halka olmak tzere R halkasinda tersi mevcut olan

elemanlara birimsel eleman denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.6. (R, +,") bir halka olsun. Her a,b € R i¢in a- b = b - a oluyorsa
(R, +,°) halkasina degismeli halka denir (Hungerford, 1973).
Tanim 2.7. R bir halka ve @ # I < R olmak lizere

i) Hera,b€elicina—bel

ii) HeraelveherreRiginr-a€l(a-rel)



kosullar1 saglaniyorsa I ya R nin bir sol (sag) ideali denir (Hungerford, 1973).

Eger I, hem sol hem de sag ideal ise I ya kisaca ideal denir. {0} ve R, R
halkasinin idealleridir. Bu ideallere R halkasinin asikar idealeri denir. R halkasinin

bu ideallerden farkli ideallerine de 6z idealleri denir.

Tanim 2.8. A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A kiimesini kapsayan
biitiin ideallerinin arakesitine A kiimesinin trettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir.
A = {a} tek elemanli bir kiime ise A nin irettigi ideale temel ideal denir ve (a) ile

gosterilir. Burada a elemanina da A idealinin bir tireteci denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.9. R bir halka ve 0 # a € R olmak iizere ma = 0 esitligini saglayan
en kiiciik pozitif m tam sayisina R halkasmin karakteristigi denir ve karR ile

gosterilir. Boyle bir m pozitif tam sayisi yoksa halkanin karakteristigi sifirdir denir

(Hungerford, 1973).

Tanim 2.10. R birimli ve degismeli bir halka ve M de R halkasinin (1) den
farkli bir ideali olsun. R halkasinin M idealini kapsayan M ve R den baska ideali
yoksa, M idealine R halkasinin bir maksimal ideali denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.11. Tek bir maksimal ideali olan halkaya bir yerel (lokal) halka denir.
Sonlu sayida maksimal ideali olan halkaya ise yar1 yerel (semi lokal) halka denir
(Jitman vd., 2010).

Tanim 2.12. R birimli, degismeli ve sonlu bir halka olsun. R halkasinin tiim

ideallerinin kiimesi kapsama bagintisina gore tam sirali ise R halkasina sonlu zincir

halkas1 denir (Jitman vd., 2010).

Onerme 2.13. R bir sonlu zincir halkasi ise R nin her ideali esas idealdir ve R
tek maksimal ideale sahiptir. ¥, R halkasinin maksimal idealinin bir iireteci olmak

uzere R halkasinin tim idealleri

R=(12( 22 2¢H2(°)=(0)

seklinde zincir formundadir (Jitman vd., 2010).



Tanim 2.14. R bir halka ve (M, +) degismeli grup olmak {izere her r € R ve

her m € M igin
fIRXM — M
f(r,m)=rm
seklinde tanimlanan ve her r,s € R ve her m,n € M i¢in
i) rm+n)=rm+rn

i) r+sym=rm+sm

i) (sr)ym = s(rm)

ozelliklerini saglayan bir f fonksiyonu varsa M degismeli grubuna bir sol R-modiil

denir. Benzer sekilde sag modiil tanim1 da yapilabilir (Tase¢1, 2007).

Tanim 2.15. M bir R-modiil ve A € M olmak tizere A nin alt modiil olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul hera,b € Aigina—b € Aveherr e R,hera€ Aiginra € A
olmasidir (Tasg1, 2007).

Tanim 2.16. (R,+, -) birimli ve degismeli bir halka olsun. R — {0} = R*
olmak iizere (R*, -) bir grup ise R halkasina cisim denir (Callialp, 2013).

Tanim 2.17. Eleman sayisi sonlu olan cisme sonlu cisim denir (Roman, 1992).

Teorem 2.18. 1 < q € Z olmak iizere q elemanli bir cismin var olmasi igin

gerek ve yeter kosul g sayisinin bir asalin kuvveti seklinde yazilmasidir (Roman,

1992).

Tanim 2.19. p bir asal say1 neN olmak iizere ¢ = p™ elemanli cisme Galois

cismi denir. GF(q) veya F; ile gosterilir (Roman, 1992).

Not 2.20. p asal olmak iizere F, = Z, dir ve |Fp| = p dir.

Teorem 2.22. F sonlu bir cisim olmak iizere, [F cisminin karakteristigi asal bir

n

sayidir. Ayrica karF =p ise n € Z* olmak iizere F cismi g = p™ elemanhdir

(Roman, 1992).



Teorem 2.23. p(x), F,[x] de der(p(x)) =d olan asal bir polinom olmak

tizere Fy[x]/{p(x)) boliim halkas1 bir cisimdir ve

Flx1/{p(x)) = {r(x) + (p(x)) : der(r(x)) < d,7(x) € F,[x]}

seklindedir (Roman, 1992).

Ornek 2.24. GF(8) cismi i¢in
GF(8) = GF(2)[x]/{(x3 + x + 1) = Z,[x]/{x3 + x + 1)

dir.
Tanim 2.25. (V,@) degismeli grup, (F, +,-) bir cisim olmak tizere
g FXV—>V
(a,v) — gla,v) =a v

fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa, V ye (F,+,:) cismi lizerinde bir vektor

uzay1 denir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).
i) Hera,b e Fveheru,v €Vigina O (u® v) = (a O u) @ (a © v) dir.
i) Hera,beFveherveVicin(a+b)Ov=>@Ov)P (bQOv)dir.
iii) Hera,beFveherveVicin(a-b) Ov=a® (bOv)dir.
iv) 1€FveherveViginl O v =wvdir.
Tanim 2.26. V, F cismi {izerinde bir vektor uzayr ve @ # U C V alt kiimesi

olsun. U, V vektor uzayindaki islemlere gore bir vektor uzayi ise U ye V nin bir alt

uzay1 denir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).

Teorem 2.27. V, F cismi {lizerinde bir vektdr uzayr olsun. @ # U SV
kiimesinin V nin bir alt uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her u;,u, € U ve her

a,b € Figin (a ©uy) @ (b O uy) €U olmasidir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).

Tanim 2.28. V, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve vy, v,, ..., v,, V vektor
uzayinin farkl vektorleri olsun. a,v; + a,v, + -+ a,v, =0ikena; = a, =+ =
a, = 0 ise vy, vy, ..., v, vektorleri lineer bagimsizdir denir. Aksi halde bu vektorlere

lineer bagimlidir denir (Ling ve Xing, 2004).
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Tanim 2.29. V, F cismi lizerinde bir vektér uzayr ve vy, v,,...,v, EV ve
a,,a,, ... ,a, € F olmak iizere her v € V,v = ayv; + a,v, + - + a,v, secklinde
yazilabiliyorsa vy, vy, ..., v, vektorleri V' vektor uzayim tiretiyor (geriyor) denir (Ling
ve Xing, 2004).

Tanim 2.30. V, F cismi lizerinde bir vektor uzayt ve vy, vy, ... , v, € V olmak
tizere vq,Vy,...,V, vektorleri lineer bagimsiz ve V vektér uzaymi geriyorsa
{vi, V2, ... , vy } kiimesine V vektor uzaymin bir tabani (bazi) denir. V vektor

uzayinin herhangi bir tabanindaki vektorlerinin sayisina V' vektor uzaymin boyutu
denir ve boy (V) ile gosterilir (Ling ve Xing, 2004).

Tanim 2.31. U;, U,, bir V vektor uzayinin iki alt uzayi olsun.

) V=U+U,

i) Uy nU; ={0y}
kosullar1 saglaniyorsa, V vektor uzayma U; ve U, alt uzaylarinin bir direkt toplami

denirve V = U; @ U, ile gosterilir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).

Teorem 2.32. V = U; @ U, ise V uzaymin her v vektorii, u; € U; ve u, € U,

olmak iizere, v = u; + u, seklinde tek tiirlii yazilir (Calhialp ve Kuruoglu, 1996).
Not 2.33. boy(U + V) = boy(U) + boy(V) — boy(UNV)

boy(U @ V) = boy(U) + boy(V)

Tanim 2.34. A = {al, ay, ..., aq} sonlu kiimesine alfabe denir (Ling ve Xing,
2004).

Tanim 2.35. Bilesenleri A kiimesinin elemanlarindan olusan sonlu dizilislerin

kiimesine g-lu kod (g-ary kod) denir (Ling ve Xing, 2004).

Tanim 2.36. Vi€ {1,2,...,q} i¢in a; € A olmak tlizere a = (a1, ay, ..., Ay)
elemanina A {izerinde tanimli n uzunlugunda bir g-lu sézciik denir (Ling ve Xing,

2004).

Tanim 2.37. @ # C € A™ kiimesine A {izerinde tanimli n uzunlugunda g-lu

blok kod denir. Kodun elemanlarina da kod sozciikleri denir (Ling ve Xing, 2004).
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C kodunun eleman sayis1 |C| = M ile gosterilir ve C koduna n uzunlugunda M

elemanli bir kod denir. (n, M) parametreleri ile gosterilir.
Tanim 2.38. F, sonlu bir cisim olmak iizere
= {(al,az, ., Qpy) ta; € F,i=12, ,n}
kiimesinin elemanlarina vektor ya da sozciik adi verilir (Ling ve Xing, 2004).
Tanim 2.39. S sonlu bir halka ve n € Z* olmak iizere
S"={(v, vy, .., Vp) t V; €S,1<i<n}

kiimesinin M elemanli bir C S-alt modiiliine, n uzunlugunda, M elemanli bir lineer
kod denir. Kodun herhangi bir elemanina kod sozciigii, S™ kiimesinin herhangi bir

elemanina sozciik adi verilir (Huffman ve Pless, 2003).

Tanim 2.40. F' = {(ay,a,, .., a,) ¢ a; € F;, 1 < i <n} kiimesi n boyutlu bir
F, vektor uzay: olmak iizere, Fy' vektor uzaymin bir C alt uzayma lineer kod denir.

C, F* vektor uzaymn k boyutlu bir alt uzay: ise C ye F, {izerinde taniml1 bir lineer

[n, k]-kod ya da kisaca [n, k]-kod denir (Hill, 1986).
Tamm 2.41. Her x = (x4, X2, ..., Xp) , ¥ = (Y1, ¥2, .., Yn) € FJ* igin
d:F' X F' > NuU{0}
C,y) P d(xy) =I{i: x; # yi}l
seklinde tanimlanan doniisiime Hamming uzaklig1 denir (Huffman ve Pless, 2003).

Onerme 2.42. Hamming uzakligi

) Vx,y € Flticind(x,y) 20,d(x,y) =0 & x =1y,
i) Vx,y € F/ticind(x,y) = d(y, x),

v x,y,z € Ff'igind(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

Ozelliklerini saglayan bir metriktir (Hill, 1986).
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Tanim 2.43. Bir C kodunun birbirinden farkli kod sozciiklerinin Hamming

uzakliklarinin en kiigiigiine € kodunun minimum uzakligi denir ve d(C) veya d ile

gosterilir (Hill, 1986).
d=d(C)=min{d(x,y): Vx,yEC,x #Vy }.

Uzunlugu n, eleman sayist M ve minimum uzaklhigi d olan bir ¢ koduna
(n, M, d)-kod denir.

Bir [n, k]-kodun d minimum uzaklig1 da belirtilmek isteniyorsa [n, k, d]-kod

seklinde gosterilir.

Tanim 2.44. a = (a4,ay, ..., ay) € F* olmak iizere, a elemanmin agirhg, a

elemaninda bulunan sifirdan farkli bilesenlerin sayisi olarak tanimlanir ve w(a) ya

da wy(a) ile gosterilir (Hill, 1986).
w(a) = |{i : a; # 0}].

Bir C kodunun sifirdan farkli tiim kod s6zciiklerinin agirliklarinin en kiigigiine

C kodunun minimum agirligi denir ve w(C) ya da wy (C) ile gosterilir.
Lemma 2.45. a ve b, Fj* vektdr uzaymin herhangi iki elemani olmak tizere
d(a,b) = w(a—b)
dir (Roman, 1992).

Teorem 2.46. Bir C lineer kodunun minimum agirligt ile minimum uzaklig

esittir (Roman, 1992).

Tanmim 2.47. C, F, tizerinde tanimli bir [n, k]-kod olsun. Her bir satir1 C lineer
kodunun taban elemanlarindan olusturulan k X n mertebeli matrise C kodunun iireteg
matrisi denir ve G ile gosterilir. G iirete¢ matrisi, I, k X k mertebeli birim matris, A4,
k x (n — k) mertebeli bir matris olmak tizere (I, | A) seklinde yaziliyorsa bu matrise

G matrisinin standart formu denir (Hill, 1986).
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Tamm 2.48. Herhangi iki a = (a4, ay, ..., a,) ,b = (by, by, ..., by) € F* olmak

uzere
L. N n
: Fq X Fq — Fq

(a,, b) — a.b = ab = a’lbl + azbz + -+ anbn

seklinde tanimlanan doniisiime i¢ ¢arpim adi verilir. ab = 0 ise a ile b birbirine
diktir denir (Hill, 1986).

Tamm 2.49. C, F; iizerinde tamiml bir [n, k]-kod olmak iizere
ct={a€Fr: VvbeCab=0}

kiimesine C kodunun duali denir. C*+ = C ise C koduna self-dual kod, C < C* ise C

koduna self-ortogonal kod denir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.50. C, F; tizerinde tanmimli bir [n, k]-kod olmak iizere
i) IC|=q",
ii) C* de lineer bir koddur ve boy(C) + boy(Ct) = n,
i) (cHt=cC
dir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.51. C, F, lizerinde tanimli bir [n, k]-kod ve

911 Y12 - Yin
G = 921 9:22 = Yon
k1 k2 v Ykn kxn

C kodunun iirete¢ matrisi olsun. a = (ay,a,,..,a,) € F' olmak iizere a € ct

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [a; a, ... a,].GT = 0 olmasidir (Hill, 1986).

Onerme 2.52. C, F, tizerinde tammli bir [n, k]-kod ise C* de F, iizerinde

taniml bir [n, n — k]-koddur (Hill, 1986).

Tanim 2.53. C bir [n, k]-kod olmak iizere C* nin iirete¢ matrisine C kodunun

kontrol (parity-check) matrisi denir ve H ile gosterilir (Hill, 1986).
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Teorem 2.54. C bir [n, k]-kod olmak iizere C kodunun {iirete¢ matrisinin
standart formu G = (I, | A) ise C kodunun kontrol matrisi H = (—AT | I,,_y) dir
(Hill, 1986).

Tamm  2.55. C, Fj* vektor wuzaymm bir alt kiimesi olsun.
¢ = (o, €1, , Cn—1) € Fy* olmak iizere

o:F' > F}

0(co, €1y o yCpe1) = (Cp1, Co»C1y e »Cn—z)

seklinde tanimlanan ¢ doniisimi devirli 6teleme (cyclic shift) olarak adlandirilir. C
bir lineer kod olmak iizere o(C) = C oluyorsa C koduna devirli kod denir (Hill,
1986).

Teorem 2.56. F,[x]/{x™ — 1) polinom halkas: bir esas ideal halkasidir (Hill,
1986).

Teorem 2.57. Her a = (ag, ay, ... ,ay—1) € Fg* igin

I: Fif* — Fy[x]/{x™ —1)

a=(ayay, .. ,ap-1) — (@) =ay+ax+ -+ a,_;x"1
= Qo+ ax+ -+ ap_x" T+ (x" - 1)
seklinde tanimlanan fonksiyon bir F,-vektor uzayr izomorfizmasi olmak lizere

C € F* lineer kodunun devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul II(C) nin

F,[x]/{x™ — 1) halkasmnin bir ideali olmasidir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.58. I, F;[x]/(x™ — 1) halkasmin bir ideali ve g(x), I idealinin

sifirdan farkli en kiiglik dereceli ve monik bir polinomu olsun.
1) g(x) polinomu I idealinin iiretecidir ve bu monik polinom tektir.
i) g(x) polinomu x™ — 1 polinomunu béler (Ling ve Xing, 2004).
Tanim 2.59. C, F; lizerinde tanimli n uzunlugunda devirli bir kod ve C koduna

karsilik gelen I1(C) idealindeki sifirdan farkli en kiigiik dereceli monik bir polinom

g(x) olmak tizere, g(x) polinomuna C kodunun iirete¢ polinomu denir ve
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=(g(0)) = {f(x).g(x) : f(x) € F[x]/{x" - 1)}
seklindedir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.60. F,[x] halkasinda x™ —1 polinomunun her monik béleni F

tizerinde taniml1 bir devirli kod tiretir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.61. der(g(x)) =7 olmak iizere g(x) = go+ g1x + -+ grx"
polinomu n uzunlugundaki C devirli kodunun iirete¢ polinomu olsun. € kodunun

boyutu boy(C) = n — r = k ve devirli kodun iirete¢ matrisi

g(x)
/ x. g(x) do 91 - Or 0 o -0
| x g(x) Jdo 91 Ir 0 0
\ K 1 g(x) 0 0 “ee 0 9o 91 gy

dir (Hill, 1986).

Tanim 2.62. h(x) = ag + a;x + -+ + a;x*, der(h(x)) =k olmak iizere
hr(x) = h*(x) = x*h(x™Y) = a + ag_1x + -+ apx* polinomuna h(x)

polinomunun ters sirali (reciprocal) polinomu denir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.63. C, F, lizerinde tamml bir devirli [n, k]-kod, g(x) polinomu C
kodunun iirete¢ polinomu, x™ —1 = g(x)h(x) ve h(x) = hy + hyx + - + hx*

olsun.

i) h(x), C kodunun kontrol polinomu olmak tizere C kodunun kontrol matrisi

hy hx_y - hy O 0O - 0
. 0 hy, hlf’,_l ;.1.0 0 - 0
0 0 0 hy heq - h

dir.

ii) C kodunun duali C* devirli koddur ve hg*hg(x) polinomu C* nin iireteg

polinomudur (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.64. C, F; lizerinde tanimli n uzunlugunda bir devirli kod, g(x) ve
h(x) swrasiyla C kodunun iirete¢ ve kontrol polinomlari olsun. F[x]/{x"™ — 1)
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halkasinda bir c(x) elemanma karsilik gelen (cq, ¢y, ... ,Cp—q) sirali n-linin C
kodunun kod s6zciigli olmasi igin gerek ve yeter kosul c(x)h(x) = 0 olmasidir (Hill,
1986).

Tanim 2.65. 6, F; lizerinde agikar olmayan bir otomorfizma olmak tizere
Flx,0] = {ag+ a;x + ax? + -+ apx™ |Vi €{0,1,2,-,n},a; €EF, }

kiimesine skew polinomlar kiimesi denir.

Bu kiime iizerinde toplama islemi polinomlardaki standart toplama islemi

olup, carpma islemi ise,
(axt) = (bx’) = ab'(b)x'*/
kurali ile belirlidir (McDonald, 1974).

Teorem 2.66. Polinomlardaki standart toplama islemi ve Tanim 2.65 de verilen
carpma islemiyle birlikte F[x, 6] kiimesi degismeli olmayan bir halkadir (Boucher
vd., 2007).

Tamim 2.67. F;[x,0] halkasma skew polinom halkasi denir (Boucher vd.,
2007).

Tanim 2.68. 6, F, iizerinde tanimli asikar olmayan bir otomorfizma olsun. C,

F;* uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere
i) C,F;' uzaymin bir alt uzay: ve
i) Herhangi bir ¢ = (cy,¢y,*,cp—1) € C igin

og(c) = (B(cp-1),6(co), "+, 0(cy_3)) EC

oluyorsa C kiimesine n uzunlugunda skew devirli (skew cyclic) kod denir. gy

dontisiimiine skew devirli shift denir (Boucher vd., 2007).
m ' - Fy[x,0]/(x™ - 1)
¢ =(co C1prCno1) 2> () = c(x) = o+ €1 + -+ g x4 (x™ — 1)
dontigiimii bir izomorfizmadir. og(c) elemaninin polinom gosterimi
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x*c(x) = 0(cp_q) +0(co)x + -+ 0(c,_p)x™ 2

seklindedir.

Teorem 2.69. C, F; iizerinde tanimli n uzunlugunda skew devirli kod olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul m(C) nin F;[x,8]/(x™ — 1) halkasmin bir sol ideali
olmasidir (Boucher vd., 2007).

Teorem 2.70. C, F, lizerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C
kodunun skew devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul m(C) nin
F,[x,0]/(x™ —1) modiiliiniin bir sol Fy[x,68]-alt modiilii olmasidir (Siap vd.,
2011).

C, Fy cismi iizerinde tanimli n uzunlugunda skew devirli kod ve [(8)| = m

olsun. Skew devirli kodlar tanimlanirken iki durum soz konusudur;

i) Eger mln ise F,;[x,0]/(x" —1) kiimesi bir halkadir ve m(C),
F,[x,0]/{(x™ — 1) halkasimin bir sol idealidir. Boucher vd. skew devirli

kodlarin tanimini yalnizca m|n oldugu durumda incelemistir.

i) Eger mtnise F;[x,0]/(x" —1) kiimesi bir halka degildir. Siap vd.
calismalarinda herhangi bir n degeri icin w(C) yi F;[x,0]/(x™ — 1) in bir
sol alt modiilii olarak ele almig ve m|n olma kisitlamasini kaldirmislardir.

Boylece herhangi bir uzunluk i¢in skew devirli kodlar tanimlanmstir (Siap,
2011).

Bundan sonra kolaylik olmasi agisindan m(C) yerine C gosterimi

kullanilacaktir.

Teorem 2.71. C, F; lizerinde tanimh n uzunlugunda skew devirli kod olmak
tizere C kodu f(x) polinomu tarafindan iiretilsin. Bu durumda f(x) polinomu

x™ — 1 polinomunun bir sag bélenidir (Siap, 2011).

Onerme 2.72. F,[x, 6] halkasinda x™ — 1 polinomunun bir sag bdleni g(x) =
grx" + -+ g1x + go olmak iizere g(x) polinomu F, iizerinde n uzunlugunda

boyutu n —r olan bir skew devirli kod iiretir ve g(x) polinomuna kodun iireteg

polinomu denir. Ayrica,
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g(x)

o)
\xn—r—lg(x)
/go vt Yr—a Ir 0 0 \
_l 06(90) 6(97‘—1) 9(97’) 0
\o w0 0"TTT(ge) e 67TN(gr_)O" (g,

dir (Boucher ve Ulmer, 2009).

Tanim 2.73. H sonlu bir halka olsun. Her h = (hy, hy, ..., hpy_y, hyy_qy) € H®
icin (h,_q, Ay, ..., hy, hy) € H™ vektdriine h’1n ters siralisi (reversible) denir ve hR
seklindede gosterilir. C kodu H iizerinde tanimli bir lineer kod olmak iizere, eger her

h € C igin h® € C oluyorsa C koduna ters sirali kod denir.

h vektoriine karsiik gelen polinom h(x) = hy + hyx + -+ h,_1x™ 1 ile
temsil edilmek {izere h(x) polinomunun ters siralist A(x)R = hy_y + hy_px + - +

hox™ ! seklinde gosterilir (Dinh vd., 2018).

Tanim 2.73. H sonlu bir halka olsun. Her h = (hy, hy, ..., hpy_2, hy—1) € H™
icin (l_lo, Riy oy hps, f_ln_l) € H™ vektoriine h’in tamlayani (complement) denir ve
h¢ bigiminde gosterilir. C kodu H iizerinde taniml bir lineer kod olmak iizere, eger

her h € C igin h¢ € C oluyorsa C koduna tamlayan kod denir.

h vektoriine karsiik gelen polinom h(x) = hy + hyx + -+ h,_1x™ 1 ile
temsil edilmek {iizere h(x) polinomunun tamlayam h(x)¢ = hy+ hyx + -+

h,,_1x™ 1 seklinde gosterilir (Dinh vd., 2018).

Tanim 2.74. H sonlu bir halka olsun. Her h = (hy, hy, ..., hpy_p, hyp_1) € H™
icin (Rp_1,An_2, -, Ry, hy) € H® vektdriine h’in ters sirali tamlayani (reversible
complement) denir ve hR¢ bigiminde gosterilir. C kodu H {izerinde tanimli bir lineer

kod olmak iizere, eger her h € C igin h®¢ € C oluyorsa C koduna ters sirali tamlayan
kod denir.
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h vektoriine karsiik gelen polinom h(x) = hy + hyx + -+ h,_1x™ 1 ile
temsil edilmek iizere h(x) polinomunun ters siralist A(x)R¢ = hy,_; + hp_px + -+ +

hox™ ! seklinde gosterilir (Dinh vd., 2018).

Tanim 2.75. H sonlu bir halka olsun. g*(x), g(x) = ¢y + c;x + -+ ¢, x* €
H[x] polinomunun reciprocal polinomu olmak {izere, bir m birimsel elemani igin
g*(x) = mg(x) oluyorsa, g(x) polinomuna self-reciprocal polinom denir (Dinh vd.,
2018).

Tanim 2.76. C, H halkasi tizerinde tanimli n uzunlugunda devirli bir kod olsun.
Bu durumda, her h = (hg, hq, ..., hyy_3, hpp—1) € C igin

hRC = (En—ll rln_z, ., i_ll, }—lo) eC
oluyorsa C koduna devirli DNA kod denir (Dinh vd., 2018).

Kuantum hesaplamada kullanilan vektér uzayi, kompleks sayilar iizerinde
sonlu boyutlu bir uzaydir. Bu tip bir vektor uzay1 i¢in genellikle Hilbert vektor uzay1
terimi kullanilir. Dolayisiyla, kuantum kodlar1 sonlu boyutlu Hilbert uzay1 iizerinde
tanimlanir. Bir n uzunlugundaki kuantum kodu, 2™ boyutlu Hilbert uzayinin bir alt

uzayini olusturur.

Klasik hesaplamalarda bilgi birimi olarak "bit" kullanilirken, kuantum
hesaplamalarinda kullanilan bilgi birimine "kuantum bit" ya da kisaca "kiibit" (qubit)
denir. Bir kiibitin durumu, iki boyutlu Hilbert uzayindaki bir vektdr olarak
diisiiniilebilir. Klasik bir bit sadece 0 veya 1 degerini alabilirken, kiibitlerin durumu
cok daha karmasiktir. Iki boyutlu bir kuantum uzayinda bir kiibit |0), |1) ya da bu

durumlarin lineer kombinasyonu olabilir.Yani;
|¥) = a|0) + Bl1),a,p €C
halinde olabilir. Kiibitin bu 6zelligine sliperpozisyon denir (Giizeltepe, 2014).

Kuantum bilgisayarlarinin klasik bilgisayarlara iistiin olma sebeplerinden biri,

kiibitlerin boyle bir 6zellige sahip olmalaridir.
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ly)

Sekil 2.1. Siiperpozisyon durumundaki kiibitin sematik gosterimi
|¥) = a|0) + B]1),a, B € C halindeki bir kuantum bitin (kiibit) 6l¢iim sonucu
elde edilen degeri |a|? olasiligr ile |0), |B|? olasilig: ile |1) dir. Biitiin olasiliklar
toplami 1 oldugundan |a|? + |B|? = 1 elde edilir.

Bu durum, benzer bigimde n kiibit i¢in genellenebilir. Bir n kiibitli kuantum

durumu, 2™ boyutlu Hilbert uzayindaki normu 1'e esit olan bir vektordiir.

(€*)®" yzunlugu n olan kuantum sozciiklerinin uzaymni temsil eder.. (C?)®",

n tane C? uzayimnin tensor ¢arpimudir.

Tanim 2.77. (C?*)®™ uzaymnin k boyutlu bir C alt uzayina kuantum kod denir
ve bir € kuantum kodu [[n, k]]-kod bigiminde ifade edilir. C kuantum kodu d hata
diizeltici kod ise C koduna bir [[n, k, d]]-kod denir. Buradaki ¢ift parantez kuantum
kodlarini Klasik kodlardan ayirmak i¢in kullanilir (Dertli, 2016).

CSS kodlar1 olarak bilinen kuantum kodlari, Calderbank, Shor ve Steane
tarafindan gelistirilen bir kuantum kod yapisidir. Bu kuantum kodlari, iki klasik
lineer kodun yardimiyla insa edilir. Bu kod yapisi, klasik lineer kodlar ile kuantum
kodlar1 arasinda bir baglanti kurmus ve kuantum kod bulma problemini dualini

iceren lineer kodu bulma problemine doniistiirmiistiir.

Teorem 2.78. C, F,; iizerinde tanimli bir kod ve [(x), C kodunun iiretec
polinomu olmak tizere C kodunun dualini i¢ermesi i¢in gerek ve yeter kosul 1*(x),

[(x) polinomunun ters sirali polinomu ve A = +1 olmak tizere
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x"— 1= O(mod l(x)l*(x))
olmasidir (Gao ve Wang, 2018).

Teorem 2.79. C; ve C,, F, lizerinde tamiml sirasiyla [n, ky, dq] ve [n, k;, d,]
kod olmak iizere Ci- € Cy, d = min{fw(v): v € (C;\C5) U (C,\C{)} = min{d,,d,}

olsun. Bu durumda [[n, k; + k, — n, d]] parametreli kuantum kodu vardir.

Ozel olarak C; = C, ise kuantum kodun parametreleri [[n, 2k, — n,d]] olur
(Calderbank vd., 1998).

Teorem 2.80. C, F, iizerinde tammli self-ortogonal [n, k]-kod olmak iizere

d = min{w(v): v € C*\C} olsun. Bu durumda [[n, n — 2k, d]] parametreli kuantum
kodu vardir (Calderbank vd., 1998).

Teorem 2.81. C, F, iizerinde [n, k, d]-kod olsun. C* < C ise [[n, 2k — n, > d]]
parametreli bir kuantum kod elde edilebilir (Li vd., 2018).
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3. §4 HALKASI UZERINDEKI DNA VE KUANTUM KODLAR

Bu béliimde, S, halkas1 tizerinde devirli ve skew devirli kodlar tanimlanarak
devirli ve skew devirli kodlardan DNA kodlar, devirli kodlardan kuantum kodlar

incelendi.
3.1. S, Halkas1

i =1,2345,j =34,5, i #j olmak {lizere

F,

q[Wl]/<WlZ = W, Wiw; — W2W1’Wl'Wj = 0)

halkas1, degismeli, g’ elemal: bir halkadur.
Bu halka Sq = Fy + wiFy + woFy + wiFy + wyFy + wsky + wiw,Fy  ya

izomorftur.
SCI = {SO + W1S1 + Wy S, + W3S3 + Wy Sy + WsSs + W1W5Sg ¢+ S € Fq, 0 < i < 6}

dir.

0y = W3

U5 = Wy

0 = Wsg
a7 = wWiWw,

olmak lizere 1 < i,j < 7 vei # j igin
d% =,
aiaj = O,

7

Y -

i=1

Sq = @ akSq

1<k<7

seklindedir. Dolayisiyla

elde edililir.
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3.2. S, Halkasi Uzerinde Tammh Devirli Kodlar

Tamm 3.2.1. §¢, S,-modiiliiniin bir alt modiiliine n uzunlugunda bir lineer kod

denir.

Tanim 3.2.2. Her v’ = Y/ _; a, vy € S, igin
. 7
5:Sq — I
6(17’) = (vll vZ' v3' vzl-r U5, v61 U7)

seklinde tanimli & lineer doniisiimiine S, tizerinde tanimli Gray doniisiimii denir.

Buna denk olarak § Gray doniisiimii her s = sq + Y3_; WSk + W;W,Sg € Sq icin
6(s) = (sg,Sg + 51,50 + S2,S¢ + S3,50 + S4,Sg + S5, S0 + S + S, + Sg)
seklinde de tanimlamir. Bu Gray déniisiimii S7t den F;/™ e genellestirilebilir.

wy, F; vektor uzay: iizerinde tanimh Hamming agirhg olmak iizere s = s +
Yho1 WSk +Wiw,ss €S, dgin wy(s) = wy(So, So + 51,80 + S2, S0 + S3, 50 +
S4, So + S5, S0 + 51 + S, + Sg) seklinde tamimlanan w; fonksiyonuna s elemaninin

Lee agirligi denir.

Herhangi bir ¢ = (cg,cq, .- Cn_q1) kod soOzciiginin Lee agirhgi

0 < i < n— 1 olmak iizere w,(c) = ¥4 wy(c;) seklindedir.

Her c,¢ € C igin d;(c,¢) = w(c — ¢) seklinde tanimlanan d; fonksiyonuna
Lee  uzakhigt  denir. C kodunun  minimum  Lee  uzakligit ise

d;(C) =min{d;(c,¢):V c € C,c # ¢} seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.3. § Gray doniislimii (S", dL) den (Fq7”, dH) e uzaklik koruyan
lineer bir doniisiimdyir.
Ispat:Vr,r" € F,,Vs',s" € SFigin
S(rs' +r's")y=ré(s") +r'85(s")

oldugundan § lineer bir doniisiimdiir. Ayrica 6(s’' —s"') = 8§(s") — 6(s"") oldugu
kolaylikla gortilebilir. Buradan
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d; (s',s")y=w,(s'—s")
= wy (8(s’ —s)
= wy (8(s") - 6(s"))
= dy(5(s"), 8(s"™))

elde edilir. O halde Gray doniisiimii uzaklik koruyan bir doniigiimdyir.

Teorem 3.2.4. C, S, iizerinde tammli d; minimum uzaklikli, M elemanli, n
uzunlugunda lineer bir kod olmak iizere §(C), F, lizerinde tamiml1 bir (7n, M, dy)

koddur. Ayrica dy = d;, dir.

Ispat. Teorem 3.2.3 ve § déniisiimiiniin tanimindan §(C), 7n uzunlugunda ve
dy =d; dir. §, 1-1 ve orten oldugundan |C| = |6(C)| dir. Dolayisiyla §(C) bir
(7n, M, d;)-koddur.

Teorem 3.2.5. C, S, iizerinde bir lineer kod olsun. C kodu self-ortogonal kod
ise §(C) de self-ortogonal koddur.
Ispat: Herhangi bir v’ = ¥7_, ay vy, v" = Yioiapvy, € S, icin,

e ($ o))

k=1 k=1

olur. C self-ortogonal oldugundan Y.;_,; ayv,v, = 0 dir. O halde 1 < k <7 i¢in

vV, = 0 olur.
A _ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
S(V") = (1, V2,03, V4, V5,6, V7), (V") = (vq, V3,3, V, Vs, Vg, V7)
olmak tzere

S(W)S(W") =vivy + vovy + -+ Vv

7
vV =0
k=1
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bulunur. O halde 6 (C) self-ortogonal koddur.

C, S4 lizerinde tanimli n uzunlugunda lineer bir kod olmak tizere 1 <k <7

igin F, tizerindeki lineer Cj kodlar

7
Cp = {vk €EFl 3 Vq, e, Vk1, Vkg1s s V7 € Fq”,z aygv, € C}
k=1
seklinde tanimlansin. Ayrica bu C;, kodlarini

5
C, = {SO € Fg: 351,52,53,54,S5,S6 € Fg, S0 + Z WSk + W{W;Sg € C},

k=1
5
Cy =4so+s; € FJ': 35,,53,54,Ss5,5¢ € Fy', 50 + Wi Sk + Wi w,Sg € Cy,
k=1
5
C3 =4sg+ sy € Fj': 354,53,54,Ss5,5¢ € F', 50 + Wi Sk + W WySg € Cy,
k=1

5
o — {so + s3 € Fj' : 351,5,,54,Ss5,5¢ € F', 50 + WS, + Wi W,Sg € C},
k=1

5
Cs = {so + 54 € FJ' ¢ 35,5,,83,S5,8¢ € F', 50 + WS, + W{W,Sg € C},
k=1

5
Ce = {so + 55 € Fj' ¢ 351,52,53,54,S6 € I]', 50 + Z WSk + WiW,Sg € C},
k=1

5
C, = {so + 51+ 5, + 56 €F: A53,8,55 €EF',50 + WSk + WiW,Se € C}
k=1

seklinde de tanimlayabiliriz.
Teorem 3.2.6. C € Sj bir lineer kod olmak tizere
§0)=Q Cp IC|=TIlr=1lCrl
1sk<7
ve
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dir.
Ispat: &, 1-1 ve drten oldugundan

r__ 0 1 n-1 .0 0 n-—1 n-1 .0 0 n—1 n—-1 .0
" = (50,50, S S0 + 51,0, S0 - H ST, Se +53, 0,80 +S53T, S,

0 n-1 n-1 .0 0 n-1 n—-1 .0 0 n-—1
+53,...,50  +S3 7,80 +S4,.., Sy~ +S¢ 7,80 + S8, .., S0

+ st sy +s)+sd 480, s s+ s 4527 € 8(0)

olacak sekilde Vi = Sb+ Yi=1 WSk + wiw,sg € S, olmak lizere

v = (Vg,Vq, oo, Up—1) € C vardir ve §(v) = s’ dir.

1 < k < 7 igin Cj kodlarinin tanimindan

(sd,st,....s8 Y e qy,
(sd+ s, ..,s 1+ sY e ¢,
(sd+ s, ...,s07 1+ s e ¢,
(sg + 53, ..,sd 1+ s e,
(sd+sd ..,sdt+siYHec,,
(sg+s2,..,s8 1 +s21) € G,

(sd+sP+sd+sd,..,sd  +sP T+t t+sPHec,

olur. Dolayisiyla

0 o1 n—-1 .0 0 n-1 n-1 .0 0 n-1 n-1 .0 0 n-1
(50,80, -, S0 »Sg + S1, -, S§ T+ S1 S0 + S5, .,50 + 53,50 + 53, ..., 50

n—-1 .0 0 n-1 n-1 .0 0 n—1 n-1 .0 0
+5S53 5,89 +S4,...,S9 " +S4 7,89 +S5,...,Sg ~+Sg 7,89 + 51

+ 53+, ., st st s s P e @ €
1<k<7

elde edilir. Boylece §(C) € @ Cy olur.

1<k<7

Tersine,

a=(sd,s¢ ...siHec,

b =(sg+s, .., s+ e G,
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c=(sd+s),..,stt+si Y e,
d=(s§+s3, ...s8t+s¥)eC,
e=(sd+s2, ..,st 1+ eCs,
$=0s§+s .., s8 1+ € C,

g=(s0+s2+sd+sd,..,sh+sP 4+l Hec,

olmak tizere (a, #,c,d,e, #,¢) € @ C olsun. Lineer C kodunun tanimindan
1<k<7

t=a+w,(b—a)+wy,(c—a)+ws(d—a)+w,(e—a)+w,(f—a)
+wiwy(a—b—c+g)eEC

vardir ve 6(t) = (a,b,c,d,e,4,¢) dir. Boylece & C; € 6(C) olur. O halde
1<k<7

& Cy = 5(C) elde edilir.

1<k<7
6, 1-1 ve orten oldugundan |[C]| =| ® Ck| = 1/=1|Cx| olur. Ayrica §
1<k<7

uzaklik koruyan lineer bir doniisiim oldugundan

4,(0) = du(3(0)) = du ( @ ¢i)

=min{d,(C,):1 <k <7}

elde edilir.

Sonug 3.2.7. S, lizerinde tanimli bir € kodu

C = @ aka

1<k<7

seklinde tek tiirlii yazilir.

Sonug 3.2.8. 1 < k < 7 i¢in G, matrisleri C;, kodlarinin iireteg matrisleri olmak

tizere C kodunun tirete¢ matrisi

a, Gy
G = a2:62
a; Gy

ve §(C) nin Urete¢ matrisi
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5(a1Gy)
Gl — 6(“262)

.5(61767)

dir.

Teorem 3.29. C = @ aCy, S, tzerinde tanimli lineer bir kod olmak tizere
1<k<7

C kodunun devirli bir kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 1 <k <7 igin Cy

kodlarinin F, uzerinde devirli kod olmasidir.

Ispat: C, S, iizerinde tamml devirli bir kod ve 1<k <7 i¢in v =
(v, vk, . vk)ec, olsun. 1<i<nigin ¢ =X]_;a v olmak iizere
(¢1,€3, ., ) € C dir. C devirli kod oldugundan (c,,cy,...,ch—1) € C oOlur. Bu
durumda (cy, €1, ) Cno1) = Yeer @ (v, vE, ..., vE_}) dir. Béylece 1 < k < 7 icin
(v,’{,v{‘, ...,v,’f_l) € Cy elde edilir. O halde 1 < k <7 i¢in Cy kodlar1 F, iizerinde
tanimli devirli kodlardir.

Tersing, 1 <k <7 icin Cy kodlar1 F, iizerinde tanimli devirli kodlar ve
1<i<n icin ¢; = ¥,_, a, v olmak iizere (cy,cy,...,c,) € C Olsun. O zaman
1<k <7ic¢in vk=(vFvk .. vk)eC,olur. 1<k <7 igin C kodlar devirli
kodlar oldugundan (cy, Cq, ..., Cpe1) = Dopmq Ak (v,'{,vf, ...,v,'f_l) € C olur. O halde

C,Sq tizerinde tanimli devirli bir koddur.

Teorem 3.210. C= @ ayCy, S, lizerinde tanimli devirli kod olsun.
1<k<7

1 < k < 7 igin ry (x), C, kodlarmin iirete¢ polinomlari olmak tizere

C = (a1 (%), azr3 (%), .., @717 (X))
ve |C| = q7" (k=1 der@u() g,

Ispat: C = @ apCyolsun. 1<k <7 igin Cp = (r(x)) S Fy[x]/(x™ — 1)
1<k<7

oldugundan

7

C= {aoo e = ) G ()g(9), 9,00 €F 1<k <7

k=1
seklindedir. O halde C € (a;1;(x), a2 (X), ..., a;17(x)) € Fy[x]/{x™ — 1) dir.
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1<k < 7igin hy(x) € Fy[x]/{(x™ — 1) olmak iizere herhangi bir eleman

7

D @ () € (@r (9, @r () - 71y (1)

k=1

olsun. Bu durumda 1 < k < 7 igin ay hy (x) = ayfi(x) olacak sekilde fi (x) € F[x]
elemanlar1 vardir. Boylece

(ay71 (%), az12 (%), o, 717 (X)) S C
dir. O halde

C = (ai11(x), ayrz(x), ..., a77r7 (X))
elde edilir. Ayrica C = [[7~;|Cx| oldugundan

IC| = q7n—(z§=1der(rk(x)))
dir.
Teorem 3.2.11. C, S, tizerinde tamml devirli bir kod, 1 < k < 7 i¢in 1y (x), Gy,

kodlarmin ireteg polinomlari olsun. C = (r(x)) olacak sekilde bir tek r(x) =

iy (x) vardir ve r(x) | x™ — 1 dir.

Ispat: Teorem 3.2.10 dan C = {a 1y (%), ay1 (%), ..., a;r,(x)) dir. r(x) =
1T (x) olarak almirsa (r(x)) € C olur. Ayrica 1<k <7 igin ar(x) =
a,r(x) dir. Bu durumda C < (r(x)) elde edilir. O halde C = (r(x)) dir.

1 < k < 7 igin 1 (x) polinomlar1 x™ — 1 polinomunun bélenleri oldugundan

x" — 1 = t,(x)7y(x) olacak sekilde t; (x) € F;[x] vardir. Bu durumda

(i aktk(X)> r(x) = i aktk(x)i a1 (%)
k=1

k=1 k=1
7
= ) @t @n@
k=1
7
= Z ap(x™—1)
k=1
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=x"—-1
elde edilir. O halde r(x), x™ — 1 polinomunun bir bolenidir.

Teorem 3.2.12. C = @ ayCy,S, lizerinde n uzunlugunda devirli bir kod
1<k<7

olmak tizere

CJ' = @ akC,ﬂ‘
1<k<7

dir. Ayrica C kodunun S, lizerinde self-dual olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1 < k <7 igin Cy, kodlarmm F; lizerinde self-dual olmasidir.

Sonu¢ 3.2.13. C = @ apCy,S,; Tlzerinde tanimli n uzunlugunda bir devirli
1<ks<7

kod ve C*, € kodunun duali olsun. 1<k <7 igin hi(x) = (x™ — 1) /1. (x)

polinomlarinin ters sirali polinomlart hj;(x) = x9€ G p, (x~1) olmak iizere
C* = (ayhi (%), arh3(x), ashs (x), ayhy(x), ashs (x), aghg (x), azh; (x))
ve
|CL| = gZi=1der (i)
dir.
Tanim 3.2.14. C, F; lizerinde tammli 7n uzunlugunda bir kod, 0 <i <6
olmak iizere a® € K ve

a = (ag, ay, ., a7n-1) = (a@)a®]a?@|a®]a®|a®|a®) € F/™

olsun. Her ¢ = (cq, ¢y, ..., Cn—1) € F* igin o (c) = (cp-1,Co, ..., Cn—z) € F* 0lmak

uzere

O.®7: Fq7n N Fq7n
@ 097(@ = (o (&) o (@) (@®)|o (o (@) o () lo(a®))

seklinde tanimlanan doniisiim verilsin. 6®7(C) = C ise C koduna indeksi 7 olan

quasi-devirli kod denir.
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Onerme 3.2.15. &, Sq tizerinde Gray doniisiimii olmak tizere 5o = a®7§ dir.
Ispat: 0 <i<n—1,1;, =55+ Yo , WSk +wyw,st € Sq olsun.
(T, 11y ooy Te1) = (Tn—1, 7o, ) Tn—7) ifadesine § doniisiimii uygulanirsa

6(0‘(7‘0, 1, ...,Tn_l)) = S(Tn—li 1o, ...,rn_z)

— n-1 .0 n—-2 .n—-1 n—1 n—2 n—-2 .n—-1
= (S¢S0, S0 5 Se T H ST, Sy 514,88

+ S0 L sET s st 4 ST, L sh2
+ 5872 i 4 s L, sB T+ s sp

+ 50 L sh s s 4 s s
+ 507, L sET2 s 4 5P 4 5072)

elde edilir.

Diger yandan

— 0 .1 n-1 .0 0 n-1 n—-1 .0 0 n—1
6(1rg, vy Tne1) = (S0, S0, » S0~ 5 Sg + S1, -, S4 ~ + 517 ,Sg + 57, -, S
n-1 0 4 0 n-1 4 n-1 o0 4 .0 n-1_, n-1 .0
+ 53750+ 83,88+ sE sg s, s s s
+5 ., sp P )+ sV + s s, s s 57

+ 5271

ifadesine 0®7 doniisiimii uygulanirsa

3
o®3(8(rg, -, Tn-1))
— n-1 .0 n-2 .n—1 n—-1 n-2 n-2 .n—1
= (s¢~ ", Sg, S0 5 Sy -+ ST .Sy “+ 8148,

n-—1 n-2 n-2 .n—1 n-1 n-2 n-2
+SZ y s S +52 »So +S3 ) S +S3 ,

st s L sE T s s s sy s s s 4 s

+ 587 sy P s s+ 52

elde edilir. O halde 8o = ¢®7§ dir.

Teorem 3.2.16. C kodunun S, lizerinde tanimli n uzunlugunda devirli bir kod
olmas i¢in gerek ve yeter kosul §(C) kodunun F; iizerinde tanimli 7n uzunlugunda

indeksi 7 olan bir quasi-devirli kod olmasidir.
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Ispat: C devirli bir kod olsun. Bu durumda o(C) = C dir. § déniisiimii
uygulanirsa §(0(C)) = 8(C) elde edilir. Onerme 3.2.15 den §(0(C)) =
a®7(5(C)) = §(C) dir. O halde §(C) indeksi 7 olan bir quasi-devirli koddur.

Tersine §(C) indeksi 7 olan bir quasi-devirli kod olsun. O zaman ¢®7(5(C)) =
8(C) dir. Onerme 3.2.15 den 6®7(5(C)) = 6(a(C)) = 5(C) elde edilir. § bire bir
oldugundan ¢(C) = C dir. O halde C devirli bir koddur.

3.3. S, Halkas1 Uzerinde Tanimh DNA Kodlar

DNA (Deoksiribo Niikleik Asit) tim organizmalarin canlilik islevleri ve
biyolojik gelismeleri igin gerekli olan genetik talimatlar1 tasiyan bir niikleik asittir.
DNA bilgiyi uzun siire saklar. Cift sarmalli DNA da Adenin (A), Sitozin (C), Guanin
(G), Timin (T) olmak iizere dort baz bulunur. iki DNA zinciri Watson Crick
Complement (WCC) kural ile birbirine eslenir. Bu kural ile Adenin, Timin ile
Guanin, Sitozin ile eslesir. YaniA =T,G = C,T = A, C = G dir.

DNA molekiiliiniin bu yapisi, sonlu cisimler ve halkalar iizerinde kodlama
teorisine Onemli katkilarda bulunmustur. Bu arastirmalar baslangigta GF(4) olarak
bilinen 4 elemanli sonlu bir cisim tizerinde gergeklestirilmistir (Abualrub vd., 2006).
Bu calismalar sonrasinda 4 elemanli sonlu halkalar {izerinde farkli lineer kod tiirleri
kullanilarak genisletilmistir. Bu boliimde g = 4 i¢in oncelikle devirli kodlardan daha

sonra skew devirli kodlardan DNA kodlar1 inceleyecegiz.

Sp, ={A,T,G,C} DNA alfabesi, ¢; € Sp, olmak iizere ¢ = (¢, ¢y, ..., Cn1)
kod sozciikleri kiimesi n uzunlugunda bir DNA kod olarak tanimlanir.

F, ={0,1,B8, 8% = B + 1} cismi ile S, kiimesi arasinda
A->0,T->1, C-p G- p?

olacak sekilde bir doniisiim tanimlanmistir (Abualrub vd., 2006). Bu doniisiim, Gray
doniisimii ve &S, — Sj ={AT,G,C} yardimiyla Sj nin elemanlar ile S,

halkasinin elemanlart ile eslesen DNA 7-mersler Tablo 3.3.1 deki gibi verilmistir.
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Tablo 3.3.1 S, Halkasinin Elemanlarina Karsilik Gelen DNA 7-mersler

SES, 6(s) &(s)
Halkanin Elemanlari Gray Gorlinti DNA 7-mersler
0 (0,0,0,0,0,0,0) AAAAAAA
1 (1,1,1,1,1,1,1) TTTTTTT
B B.B.B.B.B.B.B) cceeecc
p? (B% B% B2 B% B% B B%) GGGGGGG
w, (0,1,0,0,0,0,1) ATAAAAT
w, (0,0,1,0,0,0,1) AATAAAT
ws (0,0,0,1,0,0,0) AAATAAA
W, (0,0,0,0,1,0,0) AAAATAA
Ws (0,0,0,0,0,1,0) AAAAATA
wWiW, (0,0,0,0,0,0,1) AAAAAAT
Bw; (0,,0,0,0,0, B) ACAAAAC
B*w, (0,82,0,0,0,0, %) AGAAAAG
1+w (1,0,1,1,1,1,0) TATTTTA
1+ Bw, (1,%1,1,1,1,8%) TGTTTTG
1+ p%wy (1,8,1,1,1,1, ) TCTTTTC
B +wy (B.B% B,B,B,8,8%) CGCCCCG
B+ w1 (B,0,8,8.B8.B,0) CACCCCA
B + B*w, (B, 1,8,8.8.8.1) CTCCCCT
B*+wy (B B,B% B% B% B% B) GCGGGGC
B? + pw, (B%,1,B%, 8%, B%, B%, 1) GTGGGGT
GAGGGGA

B + B*w,

(ﬁz’o’ﬁz’ﬁz'ﬁz'ﬁz'o)

Lemma 3.3.1. f;(x), fo(x) € S4[x] olsun. derf;(x) = derf,(x), der f;(x) —

derf,(x) = t olmak lizere

) ALE®] = A7)0 (),
i) [A)+ L] =) +x'f (%)

dir.

34




Lemma 3.3.2. i. Herhangi bir ¢ € S, igin
e+o=1,
ii. Herhangi bir o4, 0, € S, igin

01to,=01+to0;+1
dir.

Ispat: i. 0 = Sq+ Ya_q WSk + Wiw,Sg € S, icin
6(0) = (s, Sg + 51,50 + S2,S0 + S3,S0 + S4,Sg + S5, S¢ + S + S5 + Sg)

oldugundan §(g) e karsilik gelen DNA 7-mers A A,A3A,AsAgA; olmak iizere
o+1€S,icin

So+1)=A+sp,1+sog+5;,1+50+5,,1+50+531+57+5414+5+
S5, 1+ 50+ 5+ 5, +5¢)

e karsilik gelen DNA 7-mers A; A, A3 Ay As Ag A, olur. Bu durumda p+90 =1
elde edilir.

i 01 +0,=1-(0;+02)
=(1-0)+(1Q—-0)+1

=0, +to,+1

Teorem 3.3.3. C = @ «ayCy lineer bir kod olsun. ¢ kodunun S, tizerinde
1<k<7

reversible bir kod olmasi igin gerek ve yeter kosul 1 < k < 7 i¢in C;, kodlarinin F,

uzerinde reversible olmasidir.

Ispat. C kodu S, iizerinde tamimlh reversible bir kod, 1 <k < 7 igin z* =
(Z(')‘,z{‘, ...,Z,’f_l) €EC, olsun. 0<i<n-—1 icin ¢; =Yr_,apzF olmak iizere
¢ = (cg, €1y -n)Cpn_q) € C dir. C kodu reversible bir kod oldugundan c® =
(cpeyy-erC1,c0) EC olur. Bu durumda 1<k<7 icin
(2R = (zk_y, ..., zF,z¥) € C; elde edilir. O halde 1<k <7 igin C;, kodlar

reversible kod olur.
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Tersine, 1<k <7 igin C, kodlarn reversible olsun. Bu durumda c =
(Co»C1y ey Cnq1) EC, 0 <i<n—1icinc =Yr_; azF olacak sekilde 1 <k <7
icin zF = (Z(’)‘,Z{‘,...,Zrlf_l) € C, vardir. C, kodlar1 reverible kod olduklarindan

(z®)R € €, olur. O halde c® = (¢,_1, ..., €1, o) € C elde edilir. Bu durumda C kodu

reversible bir kod olur.

Teorem 3.3.4. C = (f (x)), F lizerinde tamml1 bir kodun reversible olmasi igin

gerek ve yeter kosul f(x) polinomunun self-reciprocal olmasidir (Massey, 1964).

Teorem 3.3.5. C = (r(x)) = (Xr=1 kT (%)), S, lizerinde tanimli devirli bir
kod olsun. C kodunun reversible kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1 < k < 7 igin

1 (x) € F4[x] polinomlarmnin self-reciprocal olmasidir.

Ispat: C kodu reversible bir kod olsun. Bu durumda 1 < k < 7 icin C,, kodlar

reversible oldugundan 7 (x) polinomlar: self-reciprocaldir.

Tersine, 1 < k < 7 igin r,(x) polinomlar: self-reciprocal ve r(x) € C olsun.
Lemma 3.3.1 ve 1/ (x) = r(x) oldugundan r*(x) € C dir. Bu durumda C reversible
bir kod olur.

Teorem 3.36. C = @ aiC, S, lizerinde tanimli bir devirli kod olsun. C
1<k<7

kodunun reversible complement olmasi igin gerek ve yeter kosul 1 < k < 7 igin Cp,

kodlarinin F, iizerinde reversible bir kod ve (0,0, ..., 0) € C olmasidir.

Ispat: C reversible complement kod olsun. Dolayisiyla C;, kodlar1 Teorem 3.3.3
den reversible olur. Vc = (cy, ¢y, ...,Cn—1) € C igin C reversible complement
oldugundan c¢R¢ = (¢,_4,Cp_y ...,Co) € C dir. C lineer bir kod oldugu igin
(0,0, ...,0) € C dir. O halde (0,0, ..., 0) € C olur.

Tersine, C, kodlar1 reversible ve (0,0,...,0) € C olsun. Bu durumda C
reversible kod olur. Yani Vc = (cg,¢q, ..., 1) € C icin c® = (c_1, Cpez) o) Co) E
C dir. (0,0, ...,0) € C oldugundan

CRC = (Cn—ll Cn—Z' ey C_O)

= (Cp-1,Cp_z, - Co) +(0,0,..,0) EC

Dolayisiyla C reversible complement bir kod olur.
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(0,0, ...,00¢ = (0,0,..,0) = (1,1,..,1) €C
ya da

x™"—1

eEC
x—1

14+x+x*+4+x"1=

olmasi kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.7. € = (r(x)) = (Tr=1 ki (X)), S, lizerinde devirli bir kod olsun. C

kodunun reversible complement kod olmasi igin gerek ve yeter kosul 1 < k < 7 igin

. . n-1
13 (x) polinomlarinin self-reciprocal ve xle € C olmasidir.

Sonug 3.3.8. C, S, lizerinde n uzunlugunda d minimum uzakliga sahip devirli
DNA kod olsun. Bu durumda &(8(C)), 7n uzunlugunda Sp, iizerinde en az d

minimum uzakliga sahip bir DNA koddur.
Ornek3.39. n=5,1<k <7icin

x°—1=(x+ D&%+ px+ 1) (x?+ B?x+ 1) € F[x]

olmak iizere 7,(x) = (x? + Bx+ 1)(x? + f?x + 1) olsun. Bu durumda C, =
(r.(x)), F, tizerinde 5 uzunlugunda devirli bir kod olur. O halde C kodu da S,
tizerinde 5 uzunlugunda devirli bir koddur. 7,(x) polinomlar1 self-reciprocal
polinomlar oldugundan Cj kodlar1 F, iizerinde reversible kod olur. Bu durumda C
kodu da S, iizerinde reversible kod olur. (0,0, ...,0) € C oldugundan C kodu S,
tizerinde reversible complement bir kod olur. Béylece C kodu devirli DNA koddur. C
kodunun § altindaki goriintiisii 35 uzunlugunda, 47 elemanli ve Hamming uzaklhigi 5

olan bir DNA koddur. € kodunun elemanlart;

AAAAAAAAAAAAAA --- AAAAAAA
AGAAAAGAGAAAAG --- AGAAAAG
TCTTTTCTCTTTTC ---TCTTTTC
GGGGGGGGGGEGEGEGEE -+ GGGGGGE
TTTTTTTTTTTTTT---TTTTTTT
CCCcccceceeeccecece---ceccececce
GAGGGGAGAGGGGA --- GAGGGGA
AAAATAAAAAATAA --- AAAAT AA
TGTTTTGTGTTTTG ---TGTTTTG
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seklindedir.

Ornek 3.3.10.

olmak iizere 1, (x) = (x3 —x — 1)(x3 — x? — 1) olsun. Bu durumda C; = (1, (x)),
F, tizerinde 7 uzunlugunda devirli bir kod olur. O halde C kodu da S, tizerinde 7
uzunlugunda devirli bir koddur.
oldugundan Cj, kodlar1 F, iizerinde reversible kod olur. Bu durumda C kodu da S,
uzerinde reversible kod olur. (ﬁ, ﬁ,...,ﬁ) € C oldugundan C kodu S, iizerinde
reversible complement bir kod olur. Béylece C kodu devirli DNA koddur. C

kodunun & altindaki gériintiisii 49 uzunlugunda, 47 elemanli ve Hamming uzaklig1 7

CTCCCCTCTCCCCT -+
TTATTTTTTATTTT ---
GAAAAGAGAAAAGA ---

GAAAAGAGAAAAGA ---

n=7,1<k<7icn

olan bir DNA koddur. € kodunun elemanlart;

seklindedir.

TTTTTTTTTTTTTT--
CCCCcccceeccce -
AAAAAAAAAAAAAA ---
GGGGGGGEGEGEGEGEGGE -
CGCCCCaGLaLeeca -
CGGGGCGCGGGELG -+
AAATAAAAAATAAA ---
TTTATTTTTTATTT ---
CACCCCACACCCCA -
TGGGGTG TGGGGTG -+
GTGGGGTGTGGGGT -
ACCCCACACCCCAC -

AAAAAATAAAAAAT ---
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crceccer
TTATTTT
GAAAAGA

GAAAAGA

x’—1=((x—-1D3—x—-13—x2-1) € F,[x]

1. (x) polinomlar1 self-reciprocal polinomlar

‘TTTTTTT

CCCCccC
AAAAAAA
GGGGGGG
CGCCCCG
CGGGGCG
AAATAAA
TTTATTT
CACCCCA
TGGGGTG
GTGGGGT

-ACCCCAC

AAAAAAT



3.3.1. S, Halkas1 Uzerinde Tamimh Skew Devirli Kodlardan DNA Kodlar
Tanim 3.3.1.1. C, S, lizerinde n uzunlugunda lineer bir kod olsun.

1) C, skew devirli bir koddur

ii) Herhangi bir x € C i¢in x®¢ € C dir

kosullar1 saglaniyorsa C koduna skew devirli DNA kod denir.

Tanim 3.3.1.2. Her s = s + Ypoy WSk + Wyw,s6 € S, igin

m==5y+ S, +S;+ 5S¢ +wi(s;+ 5, +55+55) +wy(s; + 5, + 54+ 5g)
Fw3(s; + 55 + 53+ 5g) + wu(sy + 5g) + ws(sy + 56) + wyw,
(51 + S, + 5,4+ 55+ 56)

olmak lizere
V. 5§ — 5
s—Y(s)=m

seklinde tamimli ¥ doniistimii S, lizerinde tanmimli agikar olmayan bir otomorfizma

olmak tizere
Sqlxe®] ={ao + a;x + -+ ay_1x" :q; € Sy, n € N}

kiimesine degismeli olmayan skew polinom halkas1 denir.

Sq[x,¥] halkasindaki toplama islemi polinomlardaki toplama islemidir.
Carpma ise (txi)(bxj) = tWi(b)x'*/ seklinde tanimlidir. s € Sq igin Y2(s)=s
oldugundan W mertebesi 2 olan bir halka otomorfizmasidir. Taban elemanlarina bagl
bu otomorfizma asagidaki sekilde de ifade edilebilir.

11
wy o 1+w +wy +ws +wy +wiw,
wy, & 1+w; +wy +ws +ws +wyw,
W3 = W3

Wy < Wy +wiw,
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Ws e Wy + wiw,
wiwy <= 1+ wy +wy +ws +wy + ws + wyw,
Tamim 3.3.1.3. @ # C < S olmak iizere
i) C, S¢ nin bir alt modiili
if) Her ¢ = ({0, ¢y, ..., {n—1) € C igin
0w (9) = (P (Gn-1)¥ (), - ¥ (Gn-2)) €C
kosullarin1 saglayan C kiimesine S, iizerinde n uzunlugunda skew devirli kod denir.
Teorem 3.3.1.4. Her r(x) + (x" — 1) € S54[x,¥]/{x" — 1), f(x) € S4[x,¥]
igin
ot Sa[, W] X Sq[x,W]/{x™ — 1) — Sq[x,W]/{(x" — 1)
fOIr() +{x" = 1)) = fO)r(x) + (x" - 1)
seklinde tanimli soldan carpma islemi ve polinomlardaki toplama islemine gore

Sq[x,W]/(x™ — 1) bir sol S, [x,¥]-modiildir.

Teorem 3.3.1.5. Bir C kodunun skew devirli kod olmasi igin gerek ve yeter
kosul S [x,%]/{x™ — 1) in bir sol S, [x, ¥]-alt modiil olmasidr.

Teorem 3.3.1.6. C bir skew devirli kod ve r(x) minimal dereceli polinom

olsun. r(x) monik polinom ise C = (r(x)) ve r(x),x™ — 1 in bir sag bolenidir.
Onerme 3.3.1.7. a,b,c € F* igin A(a,b,c) = (¢,b,a) olmak iizere
S¥ = 10®7§ dir.
Ispat: Onerme 3.2.15 e benzer sekilde yapulir.
Teorem 3.3.1.8. S, iizerinde tanimli n uzunlugunda bir skew devirli kodun

Gray dontistimii altindaki gorintist F, tlzerinde tanimli 7n uzunlugunda indeksi 7

olan bir quasi-devirli koda denktir.

Ispat: C, Sq tzerinde tanimli n uzunlugunda bir skew devirli kod olsun. Bu

durumda W(C) = C dir. § doniisiimii uygulanirsa S(W(C)) = 8§(C) elde edilir.
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Onerme 33.1.7 dan 8(¥(C)) = A(0®7(8(C))) = 8(C) dir. O halde §(C), F,
tizerinde taniml1 7n uzunlugunda indeksi 7 olan bir quasi-devirli koda denktir.

Lemma 3.3.1.9. fi(x), f2(x) € S4[x,¥], derfi(x) = derf,(x), der fi(x) —

derf,(x) = t olmak tizere

) AL®] =) (),

i) [AG)+ L] =/70)+x L")
dir.

Lemma 3.3.1.10. Herhangi bir ¢ € S, igin

V() +¥() =1
dir.
Teorem 3.3.1.11. n g¢ift say1, r(x), x™ — 1 polinomunun minimal dereceli
monik bir sag boleni olmak tizere C = (r(x)), S, lizerinde tanimli n uzunlugunda bir

skew devirli kod olsun. € kodu reversible complement bir kod ise r(x) polinomu self

reciprocal ve (0,0, ..., 0) € Cdir.

Ispat: C reversible complement kod olsun. C lineer bir kod oldugu icin
(0,0, ...,0) € C dir. O halde (0,0, ..., 0) € C olur.

C de r(x) = 19 + ryx + rx% + --- + x™ minimal dereceli monik polinomunu
ele alalm. Bu polinomun vektor karsiligi (rg, 74,13, ...,0,...,0) dir. C reversible

complement kod oldugundan (7, 74,73, ...,0, ...,0)%¢ € C olur. Yani
rEORE =14 x4 +x™ ™2 f oy x™™ 4 ™2 g™
n_
dir. C lineer bir kod oldugundan 7 (x)®¢ + xx—_ll € C dir. Buradan

XV (T A DX A e (7 + DX+ ([ + Dxt T EC

elde edilir. Bu ifadeyi sagdan x™ ™*1 ile ¢arparsak

A+ T+ DYDx + -+ (7 + DY™I(D)x™ ! + (7 + DP™(1)x™) € C
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elde edilir. Boylece 1+ (F_y + Dx + -+ (77 + Dx™ 1 + (75 + 1)x™ € C olur.
Bu durumda 7*(x) =1+ 1r,_1x+ -+ 1x" 1€ C dir. €= (r(x)) oldugundan
r*(x) = g(x)r(x) olacak sekilde g(x) € S,[x,¥] vardir. Bu durum g(x)
polinomunun 1 olmasini gerektirir. O halde r*(x) = r(x) ve r(x) self-reciprocal

polinomdur.

Teorem 3.3.1.12. n ¢ift say1, r(x), x™ — 1 in minimal dereceli monik bir sag
boleni olmak tizere C = (r(x)), S, tizerinde tanimli n uzunlugunda bir skew devirli
kod olsun. r(x) polinomu self-reciprocal ve (0,0, ...,0) € C ise C kodu reversible

complement bir kod olur.

Ispat: C = (r(x)), S, iizerinde tanimli n uzunlugunda bir skew devirli kod
olsun. Eger g(x)= go + g1x + gox% + - + g x* € C ise 0 zaman g(x) = q(x)r(x)
olacak sekilde q(x) € S,[x,¥] vardir. Lemma 3.3.1.9 dan g*(x) = q"(x)r*(x) elde
edilir. Bu durumda r(x) polinomu self-reciprocal oldugundan herhangi bir g(x) € C

icin g*(x) = q*(x)r(x) € C olur. C skew devirli bir kod oldugundan,

g(x)xn—k—l i goxn—k—l +g1xn—k o gzxn—k+1 + .- +gkxn—1 eEC

x"-1

dirr1+x+x2+--+x"1= — € C ve C kodu lineer oldugundan
x* =1
g T = T x AT (L g™ T A (L g)x" T EC
dir. Buradan

L x4 o 202 g ey gt = (g70) e

elde edilir. Béylece C kodu reversible complement bir kod olur.

S =5Sg+ Yhoi WSk + Wiw,sg €S, Ve W(s) elemanlar: birbirlerinin tersi

(reverse) olacak sekilde eslesir. Ornegin
£(wy,) = ATAAAAT
iken

f(‘P(Wl)) =81 +w;+wy, +ws +w, +wyw,)

42



=TAAAATA

Bu ifadeyi n = 2 i¢in yaparsak
&(s,s") = &(wy, 1+ wy) = (ATAAAAT, TTATTTA)

E(LP(S’, S)) =tw;+wy +ws +ws +wiw,, 1+ wy +w, +ws +w, +wyw,)
= (ATTTATT,TAAAATA)

Bu doniistimii genellersek I = (1o, 1y, ..., l,—1) € S} igin

(E(ZO)! E(ll)! ) 2é(l‘n—l))R = (E(Lp(ln—l))l i";(LIJ(ZTL—Z))i ey E(l}’(ll)), E(W(ZO)))
olarak elde edilir.

Tanim 3.3.1.13. C, S, lizerinde taniml1 n uzunlugunda bir kod olsun. Herhangi
bir ¢ € C icin &(c)R € &(C) ise C koduna (ona denk olan &(C) ) reversible DNA kod

denir.

Tanim 3.3.1.14. p(x) =ty + t;x + -+ t,,x™ € Sy[x], m. dereceden bir
polinom olsun. 0 <i <m igin t; = t,_; oluyarsa p(x) polinomuna palindromik

polinom, t; = W(t,,_;) oluyorsa p(x) polimomuna ¥-palindromik polinom denir.

Otomorfizmanin mertebesi 2 oldugundan skew devirli kodlar n tek oldugunda
devirli koda denk olur. Dolayisiyla bu kisimda n nin ¢ift oldugu durumlar géz 6niine

alinacaktir.

Teorem 3.3.1.15. C = (r(x)), S, tlizerinde n uzunlugunda skew devirli
kod, r(x),x™ — 1 in bir sag boleni ve der(r(x)) tek say1 olsun. r(x), W-palindromik
polinom ise é(C), reversible DNA kod olur.

Ispat: 1(x) =ty + tyx + - + tym_1x2™ 1, W-palindromik polinom olsun. O
halde 0<i<2m-—1 i¢in ¢t =%(tym1-;) Olur. qx)=dy+dx+-+
dyy_1x?""1, h=12,..,n—1 icin q(x)r(x) de by, x" 1n katsayist olsun. Bu

durumda u < ~i¢in q(x)r(x) de x* nun katsayisi

u
by = A (tui)

k=0
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ve x™ % nun Katsayist by_y, = Ykeodap-1-k¥?" ¥ ( tam-1-@-1y) dir. O halde
q()r(x) = X75" dexlr(x) polinomu b = (b, by,...,by_1) Vektoriine Karsilik
gelir.

z vektoriine karsilik gelen polinom ijc’;_ol‘P(df)xz"_l_f r(x) olmak iizere

E(b)R = (E(bo)» S;(bl)' ey E(bn—l))

vektorii é(z) vektoriine esit olur. z = (zy, 24, ..., Z,—1) € C oldugundan &(C) bir
reversible DNA kod olur.

Teorem 3.3.1.16. r(x),x™ — 1 in bir sag boleni ve der(r(x)) cift say1 olmak
tizere C = (r(x)),S, tzerinde n uzunlugunda skew devirli kod olsun. r(x),

palindromik polinam ise £(C), reversible DNA kod olur.

Ispat: r(x) =ty + t;x + - + ty,x?™, palindromik polinom olsun. O halde
0<i<?2m IQIH ti = t2m_i olur.
q(x) =dy + dyx + -+ dyx?’, h=1,2,..,n — 1 igin q(x)r(x) de by, x" n

katsayis1 olsun. Bu durumda u < % icin g(x)r(x) de x* nun katsayisi
u
b, = Z dkwk(tu—k)
k=0

ve x™* nun Katsayist by_y = Ykeodap-k PV ¥( tam-u-ry) dir. O halde
q(0)r(x) = X7y dpx/r(x) polinomu b = (bg, by....,by,_1)  Vvektdriine Karsilik
gelir.

z vektoriine karsilik gelen polinom ijclio‘P(df)ka‘f r(x) olmak tlizere

EB)R = (§(bo), (b)), ., €(bn-1))

vektorii £(z) vektoriine esit olur. z = (zg, 24, ..., Z,—1) € C oldugundan &(C) bir
reversible DNA kod olur.

Teorem 3.3.1.17. x™ — 1 = g(x)r(x) € S,[x,¥], der(r(x)) tek say1 olsun. Bu

durumda r(x) bir ¥ -palindromik polinom ise g(x) palindromik bir polinom olur.
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Ispat: 1(x) =ty + tyx + = + tym_1x2™ L olsun. n ¢ift oldugundan g(x) =
do +dix + -+ dy,_1x?¥"1 olur. 7(x), W-palindromik polinom oldugundan
0<i<2m-—1 i¢in t; = P(typ_1-;) dir.. h=12,..,n—1 igin g(x)r(x) de

by, x" 1 katsayis1 olsun. Bu durumda u < gigin g(x)r(x) de x* nun katsayist

u
b, = z dklpk(tu—k)

k=0

ve x™% nun Katsayist bp_y, = Yoo dzp—1-k P2 K tame1-u-iy) dir. by = by, =
Ovel<i<n-—1icinb; = 0 olmasi kullanilarak 0 < i <v—1ic¢ind; = dyy,_1_;

oldugu tiimevarimla kolaylikla goriiliir. O halde g(x) palindromik bir polinom olur.

Teorem 3.3.1.18. x™ — 1 = g(x)r(x) € S4[x,¥], der(r(x)) ¢ift say1 olsun. Bu
durumda g(x) bir palindromik polinom ise r(x) polinomuda palindromik bir

polinom olur.

Ispat: Teorem 3.3.1.17 ye benzer sekilde yapulir.

3.4. S, Halkasi Uzerinde Tammh Devirli Kodlardan Kuantum Kodlar
Teorem 3.4.1. C = @ ayCy,S, lizerinde tammli n uzunlugunda devirli bir
1<k<7

kod, C,, = (ry(x)) olsun. C*+ < C olmas1 igin gerek ve yeter kosul 1 < k < 7 i¢in
x™ — 1 = 0(mod 1, ()7 (x))
olmasidir.
Ispat: 1 < k < 7 igin x™ — 1 = 0(mod 7y, (x)ry; (x)) olsun. Teorem 2.79 dan
CitcCy, 1<k<7
dir. Buradan
a,Ci S ayCy, 1<k<7

olup

ifadesi elde edilir. Boylece
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O achi()) € ) ()
k=7 k=7

dir. O halde Ct c C dir.

Diger taraftan C1 € C olsun. Bu durumda

@ akC,ﬂ‘Q @ aka
1<k<7 1<k<7

dir. 1 <k <7 igin sirastyla modiilo a; ye gore diisinildiiginde Cy S C,, ifadesi

elde edilir. Boylece her 1 < k < 7 i¢in
x"—1= O(mod rk(x)r,’:(x))

dir.

Sonu¢ 3.4.2.C = @ ayCy, S, Uzerinde tanimli n uzunlugunda bir devirli kod
1<ks<7

olsun. C* € C olmasi iin gerek ve yeter kosul 1 < k < 7 icin Ci- € C), olmasidur.

Ornek 3.4.3. n =21 icin

x"—1=(+DE*+x+ DS +x2+ D3 +x+ D +x* +x2 + x
+ D+ x5 +x*+x2+1)

= 1101, ()13 )1, )15 (X)) 16 (%) € Fy[x]
olsun. Boylece
) =x+1=n(),
(X)) =x2+x+1=r(x),

rs(x)=x3+x+1=1n),

(X)) =x3+x2+1=r;(),
re(x) =x+ x> +xt+x2+1=ryx)

re(x)=x+x*+x*+x+1=rs(x)

dir. C = (a;r5(x), ayrs(x), asrs(x), asry(x), ..., a;r;(x)) olsun. 3 <k <7 igin

1. () (x) polinomu x™ — 1 polinomunu béldiigiinden C*+ € C dir.
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Teorem 3.4.4. C= @ «a;C;,S, lzerinde taniml n uzunlugunda devirli bir
1<j<7

kod ve Ct < C olsun. d;, C kodunun minimum Lee uzakhig ve k, §(C) kodunun
boyutu olmak tizere [[7n,2k —7n, dL]] parametrelerine sahip hata diizeltici bir

kuantum kodu vardir.

Ispat: Herhangi bir c € §(C*) = (6(6))l olsun. & birebir ve 6rten oldugundan

¢ = 6(c") olacak sekilde ¢’ € C* vardir. C* € C oldugundan ¢’ € C dir. Buradan
¢ =8(c") € 8(C) olup (8(C))" € 8(C) bulunur. 8(C) kodu F, iizerinde [7n, k, djy]
parametrelerine sahip lineer kod olup Teorem 2.79 dan [[7n,2k —7n,d.]]

parametrelerine sahip hata diizeltici bir kuantum kodu vardir.

Ornek 3.4.5. ¢ = 9 ve n = 20 olsun.

x0—1=((x+DE+2)?+DE*+x2+2x+ Dx* +x3 +x2 +x + D (x*
+2x3 +x+ 1D)(x* 4+ 2x3 + x%2 + 2x + 1) € Fy[x]

dir. p(x) = - =1r,(x) = x* + x3 + 2x + 1 olsun. Bu durumda i = 1,2, ...,7 icin
C; = (r;(x)) kodlar1 Fq tizerinde parametreleri [20,16,4] olan devirli kodlardir.
Teorem 3.2.10 dan C kodu Sy tizerinde 20 uzunlugunda devirli bir koddur. 1 <i <7
igin biitiin 7;(x) 77" (x) ler x2° — 1 in boleni oldugundan Teorem 3.4.1 e gore C*+ € C
dir. Ayrica §(C) kodu Fy tizerinde parametreleri [140, 112, 4] olan lineer bir koddur.
Bu durumda Teorem 3.3.4 e gore Sq lizerinde [[140, 84, 4]] parametrelerine sahip

kuantum kod vardir.

Ornek 3.4.6. ¢ = 5ven = 31 olsun.

3 —1=(x+D3+x+4)3+2x+ )3+ x% +x +4)(x3 +x% + 3x
+4)(3 +2x2 +x+ D)3+ 2x% +4x + 4 (3 + 3x% + 4) (%3
+4x2 +4)(x3 + 4x% + 3x + 4)(x3 + 4x% + 4x + 4) € F5[x]

dir. n(x) = =7r(x)=x3+x+4 olsun. Bu durumda i =1,2,...,7i¢cin C; =
(r;(x)) kodlar Fs iizerinde parametreleri [31,28, 3] olan devirli kodlardir. Teorem
3.2.10 dan C kodu S; tizerinde tizerinde 31 uzunlugunda devirli bir koddur. 1 <i <
7 igin biitiin 7;(x)7;"(x) ler x3' — 1 in boleni oldugundan Teorem 3.4.1 e gore

Ct C C dir. Ayrica §(C) kodu Fs iizerinde parametreleri [217,196, 3] olan lineer
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koddur. Bu durumda Teorem 3.34 e gore Sg iizerinde [[217,175,3]]

parametrelerine sahip kuantum kod vardir.

Ornek 3.4.7. q = 17 ve n = 34 olsun.

X34 - 1 ES (X + 1)17(3(,' - 1)17 E F17[x]

dir. r,(x) = - = 1r,(x) = x* — 2x3 + 2x — 1 olsun. Bu durumda i = 1,2, ...,7 icin

C; = (r;(x)) kodlar1 F, tizerinde parametreleri [34,30,4] olan devirli kodlardir.

Teorem 3.2.10 dan C kodu S, tizerinde 34 uzunlugunda devirli bir koddur. 1 < i <

7 igin biitiin 7;(x)7r"(x) ler x3* — 1 in boleni oldugundan Teorem 3.4.1 e gore

Ct € C dir. Ayrica §(C) kodu F;, iizerinde parametreleri [238,210, 4] olan lineer

bir koddur. Bu durumda Teorem 3.3.4 e gore S;; iizerinde [[238, 182,4]]

parametrelerine sahip kuantum kod vardir.

Bazi n ve q degerleri i¢in kuantum kodlarinin parametreleri asagidaki gibidir.

n| q |nk=-=rkx) 16(x) = 17(x) 5(C) [[n, k,d]]
6 | 9 x—2 x—2 [42,35,2] | [[42,28,2]]
10| 5 x* +3x2+1 x*+3x2+1 [70,42,3] | [[70,14,3]]
10| 5 x?2+3x—1 x2—-3x+1 [70,56,2] | [[70,42,2]]
12| 7 | x*+5x% +x2 x* + 5x° + x? [84,56,3] | [[84,28,3]]
+3x+5 +3x+5
22| 5 | x™4+3x+2x7 | x4+3x°+2x7 | [154,84,7] | [[154,14,7]]
+4x6 + 2x> + x* | +4x% + 2x° + x4
+2x3+3x+4 +2x3+3x+4
31| 5 | x*+x*4+x-1 x*+x—1 [217,196,3] | [[217,175,3
39 | 13 | x® +7x +8x + 10 | x®+7x? +8x + 10 | [273,252,3] | [[273,231,3
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4. R, HALKASI UZERINDEKIi DNA VE KUANTUM KODLAR

Bu boliimde, R, halkas1 iizerinde R,-devirli ve R,-skew devirli kodlar
tanimlanarak Rq-devirli kodlardan DNA kodlar, Rq-skew devirli kodlardan kuantum

kodlar incelendi.

41. Rq Halkasi

R, = F;S; = {(ry,1,): 1y € F,, 15 € S;} halkasi birimli, degismeli bir halkadur.
n =y + p olmak lizere  # C S FqVSg‘ koduna R, iizerinde bir kod denir. R, halkas1

bilinen toplama islemine gore kapalidir fakat carpma islemine gore kapali degildir.
Dolayisiyla bir S,-modiil yapist olusturmaz. Modiil yapisi olmas: i¢in agsagidaki gibi

yeni bir islem tanimlayacagiz.

S =Sp + W1S1 + W5 S, + W3S3 + Wy Sy + WsSs + W1W5Sg € Sq Olmak uzere

p:Sq — K
S — Sy

seklinde tanmimlansin. Herhangi bir vy, v, € S, igin p(vy + v,) = p(vy) + p(v,) Ve
p(v1v,) = p(v1)p(v,) oldugundan p doniistimii bir halka homomorfizmasidir. Bu

homomorfizma yardimiyla herhangi bir | € Sg, (r1,7;) € R, igin ¢arpim

L-(r,12) = (p(Dry, Ir3)

seklinde tanimlanir. Bu ¢arpim y = (ao, aq, -, @y—1,bg, by, ..., bM_l) € quSf;, Yy, U E

Nvel €S, icin
l . y = (p(l)ao,p(l)al, vy p(l)ay_l, lbo, lbl, vy lb[l.—l)
seklinde FqVS f; halkasina genellestirilebilir.

Onerme 4.1.1. quSg halkas1 yukarida tanimlanan ¢arpma iglemine gore bir S, -

moduldiir.

Ispat: ¥ y1,y, € quSf; ve vV ly, 1, € S, i¢in modiil tanimindan quSg halkas1 bir

Sq -modiil olur.
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4.2. Rq Halkas1 Uzerinde Tanimh Devirli Kodlar

Tanim 4.2.1. @ # C < quSg kiimesi quSf; halkasinin bir Sq-alt modiilii ise C

ye Rg-lineer kod denir.

C kodu p = 0 oldugunda F; iizerinde, y = 0 oldugunda S, iizerinde lineer bir
kod olur. F, lizerindeki kodu C,, S, lizerindeki kodu C, olarak alirsak C kodu

C = C, ® C, seklinde ayrilabilir.

Tamm 4.22. C, n=y+pu uzunlugunda bir R,-lineer kod olsun,

y = (ao, al, ...,ay_l ,bo, bl’ ""b[t—l) € quS(l; Olmak ﬁZere
. Y cH Y cH
T:FYSY — YS!
T(ao, al, oo g ay_l y bo, bl’ .., b[t—l) — (ay_l, ao, ey ay_z, bu—l' bo, ey b,LL—Z)

seklinde bir T devirli 6teleme doniisiimii tanimlansin. T(C) = C oluyorsa C koduna
R,-devirli kod denir.

_ K [x] Sqlx]
VBT (xr=1) 7 (xi-1)

ve b(x) =bg+bix+-+b,_1x* T €S [x]/(x*—1) olmak iizere y=

R

a(x) = ap+ ayx + -+ a,_1x"1 € F;[x]/{(x¥ — 1)

(ao, ey Qy_q, by, ..., bﬂ_l) € quS(’; elemanina karsilik gelen polinom temsili f(x) =
(a(x),b(x)) ile tanimlanabilir. Bu durumda FqVSC’I‘ halkasinin elemanlar ile R, ,
halkasinin elemanlar1 arasinda birebir bir esleme vardir.

e(x) =eg +eyx + -+ ext €S,[x] ve (a(x),b(x)) € R, i¢in p(e(x)) =
p(eo) + pley)x + -+ ple)xt € Fy[x] ve p(e(x))a(x), Fy[x]/{x¥ — 1) deki klasik
polinom ¢arpimi, e(x)b(x), Sq[x]/{(x* —1) deki polinom carpimi olmak iizere
e(x) - (a(x),b(x)) = (p(e(x))a(x),e(x)b(x)) olsun. Bu durumda R, , bir S,[x]-

modiil olur.

Teorem 4.2.3. n = y + p uzunlugundaki bir C kodunun R,-devirli kod olmasi

i¢cin gerek ve yeter kosul € kodunun R, , niin bir S, [x]-alt modiil olmasidur.

Ispat: C kodu R4-devirli kod olsun. Bu durumda y € C elemanina karsilik

gelen polinom y(x) = (a(x),b(x)) olmak {iizere xy(x) € C olur. C lineer
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oldugundan herhangi bir e(x) € S,[x] i¢in e(x)y(x) € C elde edilir. Boylece C

kodu R, , niin bir S, [x]-alt modiilii olur.

Tersine, C kodu R, , niin bir S, [x]-alt modiilii olsun. Bu durumda herhangi bir

y(x) € C ve k € N icin x*y(x) € C olur. O halde € kodu R,-devirli kod olur.
Herhangi bir y(x) = (a(x), b(x)) € R, ,, i¢in
TR, — Fy[x]/(x¥ — 1)
y(x) — alx)
ve
T Ry — Sqlx]/(xH — 1)

y(x) — b(x)

doniisiimleri tanimlansin.

Onerme 4.2.4. C kodu n =y + p uzunlugunda bir R,-devirli kod olsun. Bu
durumda 7, (C) = C, kodu y uzunlugunda F; iizerinde devirli bir kod ve 7,(C) = C,

kodu p uzunlugunda S, lizerinde devirli bir kod olur.

Ispat: Tanim 4.2.2 ve kodun polinom temsili kullanilarak istenilen elde edilir.

Teorem 4.2.5. € kodu n = y + p uzunlugunda bir R,-devirli kod olsun. f(x),
C, kodunun iirete¢ polinomu, h(x), C, kodunun iirete¢ polinomu ve f(x)|x" —

1, h(x)|x* — 1 olmak tizere C kodunun iirete¢ polinomu
C =((f(x),0), (g(x), h(x)))

seklindedir.
Ispat: C, R4-devirli kod oldugundan C, kodu F; iizerinde devirli bir kod olur.

O halde, C,, F;[x]/{x¥ — 1) in bir idealidir. A kiimesi

A = {(a(x),b(x)) € C:b(x) = 0}

seklinde tanimlansin. Bu durumda 7, (4) = A ve 1,,(4), Fy[x]/{x¥ — 1) in bir esas
ideali olur. 7,(A) = (f(x)) olsun. Bu durumda f(x)|x" —1 olmak lizere A4,

(f (x),0) ile tiretilir. Ayrica h(x) | x* — 1 olmak lizere C,, = (h(x)) dir.
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Herhangi bir s(x) € C alahm. Boéylece a(x) € F;[x]/{x¥ —1) ve b(x) €
Sqlx]/{x* — 1) i¢in

s(x) = (5;(x),5,(x))
= (51(x),0) + (0,5,(x))
= (a(x)f(x),0) + (0, b(x)h(x))

seklinde yazabiliriz. g(x) € F;[x]/{x¥ — 1) olmak iizere (g(x),b(x)h(x)) € C

olsun. Bu durumda
s(0) = (@@f (), 0) + (p(b(2))g(x),0) + (p(b(x)) g (), b(x)A(x))
= (a@f @) + p(b())g(x),0) + b(x). (9(), h(x))
= 1) (F(x),0) + b(x). ((x), h(x))

dir. Burada son adim (a(x) flx) + p(b(x)) g(x),O) m A kiimesinin elemani
olmasindan elde edilir. Boylece C < ((f(x),0),(g(x),h(x))) dir. Tersine,
((f(%),0), (g(x), h(x))) € C oldugu agiktir. O halde C kodunun iirete¢ polinomu

¢ = ((f(x),0), (g(x), h(x))) dir.

Daha 6nce tanimladigimiz S, dan F; ye § Gray déniisiimiinii kullanarak quS 5

tizerinde bir Gray doniisiimiinii tanimlayalim.
Tanim 4.2.6. Her (a,s) = (a,Y{-; a;5;) € R, igin
Y:Ry — Fq8
¥(a,s) = (a,8(s))
seklinde taniml1  lineer doniisiimiine R, lizerinde tanimli Gray déniistimii denir.
Bu Gray doniisiimii Fy S} den F/ """ ye genellestirilebilir.

Herhangi bir d = (a,b) € FqVSf; icin, a elemanimin Hamming agirhigi wy(a),
b elemaninin Lee agirhigt  wy(b) olmak lizere d elemanmin Gray agirhig

wg(a, b) = wy(a) + w;(b) seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.2.7. ¢ Gray doniisiimii quSf; den qu+7” ye uzaklik koruyan F;-lineer

bir doniisiimdiir.

Ispat: e e F;ve 0 <i<p—1,j=12igin

b* = (b}, bi,...,by_1), b* = (b3, b, ...,b}_1) € F},
vl = (v§,vi, .., vh_q), 0?2 = (V§,vF, ..., v}_1) € SY,

J

v] = 5§+ Thoy Wi + wyw,st € S, olmak iizere a' = (b, v?), a® = (b%,v?) €

F; S olsun. Bu durumda
Y(at +a?) = (b + b2 5(v* +v?))
= (b + b%5(v1) + 6(v?))
= (bY,8(wY)) + (b%6(v?))

=y(a') + y(a®)

ve
Y(eal) = (ebt, 5(evh))
= (ebt,e6(vY)) = ey(at)
elde edilir. O halde 1 bir F,-lineer doniisiim olur.

Ayrica 1 bir Fy-lineer doniisiim oldugundan

dg(a',a?) = wg(a' —a®) = WH(lp(al - az)) = dH(lp(al);l/J(az))
dir. Boylece ¢, uzaklik koruyan bir dontisiim olur.

Teorem 4.28. C kodu n =y + u uzunlugunda, d; minimum uzaklikli,
M elemanlt bir R,-lineer bir kod olmak iizere (C), F, iizerinde tanimli bir (y +

7u, M, dy)-koddur. Ayrica d; = dy.

Ispat: Teorem 3.2.3 ve 1 doéniisiimiiniin tammindan ¥ (C),y + 7u uzunlugunda
ve dy = dg dir. 1, 1-1 ve orten oldugundan |C| = |(C)| dir. Dolayisiyla ¥ (C) bir
(y + 7u, M, dy)-koddur.
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0®7 Tanim 3.2.14 deki doniisiim olmak tizere
0® =027 F x /™ > F' x F/"

doniisiimii ¢®7 doéniisiimiiniin genellestirilmesi olsun. Onerme 3.2.15 ve Teorem

3.2.16 ya benzer sekilde asagidaki 6nerme ve teoremi verebiliriz.

Onerme 4.2.9. 1, R, tizerinde tanimli Gray doniigiimii olmak tizere

Yo = o®8yY
dir.
Teorem 4.2.10. C, n = y + p uzunlugunda bir R,-lineer kod olsun. n =y + pu

uzunlugunda bir R, -devirli kodun ¢ Gray doniisiimii altindaki goriintiisii F;, lizerinde

tanimli indeksi 8 olan bir genellestirilmis quasi-devirli koddur.

C,n =y + u uzunlugunda bir R,-lineer bir kod olmak {izere 1 < i < 7 i¢in
Co={a:(a,s) €C,As, €F}},
Ci={si(as)€C,Ia€F), sy, ...Si1,Su41, 57 EFy }
seklinde tanimlansin.

Lemma 4.2.11. C, n = y + p uzunlugunda bir R,-lineer bir kod olmak iizere

YO =C, ® @ C; ve [P(O)| = [Ii=0|Ci] dir.

Tamm 4.2.12. C, n = y + p uzunlugunda bir R,-devirli kod ve C, (aym sekilde
Cy, ) C kodunun ilk y (son u ) bilesenleri iizerindeki kanonik iz diisiimii olsun. Eger C
kodu C, ve C, nin direkt garpimi olarak ifade edilebiliyorsa, yani C = C, ® C, ise,

bu durumda C koduna ayrilabilir kod denir.

Teorem 4.2.13. € = C, ® C,, n = y + u uzunlugunda bir R,-lineer kod olsun.
C kodunun ayrilabilir bir R,-devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C, ve C,

kodlarinin sirastyla F; ve S, tizerinde y ve u uzunlugunda devirli kodlar olmasidir.
Ispat: C,Ry-devirli kod, (ao, aj,...,ay—1) € Cy, (bg, by, ..., bu—1) € C, olmak
lizere y = (ao, Ay, o, Ay—1,bg, by, ...,bﬂ_l) € C olsun. C, Rq-devirli kod oldugundan
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(ay_l, g, s Ay—2, by_1, by, ...,b”_z) € C olur. Boylece (ay_l,ao, ...,ay_z) €C, ve
(by-1,bo, ., by—3) € C, elde edilir. O halde C, ve C, kodlan sirasiyla F, ve S,

tizerinde y ve u uzunlugunda devirli kodlardir.

Tersine C, ve C, kodlar sirastyla F;; ve S, lizerinde y ve u uzunlugunda devirli
kodlar olsun. Bu durumda (ao, a, ..., ay—1) € C,, (bo, by, ..., by—1) € C, olmak iizere
(ay-1,a0,.,ay-) €C, Ve (by_1,bg,...,by—3) €C, elde edilir. Bdylece
(ay-1,a0, -, ay—2,by—1,bg, ...,by—2) €C, @ C, = C dir. O halde C, n=y+p

uzunlugunda bir R,-devirli koddur.

Sonug 4.2.14. C = C, ® C,, n =y + p uzunlugunda bir R,-lineer kod olsun.
C kodunun bir R,;-devirli kod olmast igin gerek ve yeter kosul 1 < i < 7 igin C; Ve

C; kodlarinin F; tizerinde sirastyla y ve pu uzunlugunda devirli kodlar olmasidur.

Ayrica, C ayrilabilir oldugundan x¥ — 1 in bir bdleni f(x), x* —1 in bir
boleni h(x) ve C, = (f(x)), C, = (h(x)) olmak iizere C = ((f(x),0), (0, h(x))) dir.

Sonug 4.2.15. € = ((f(x),0),(g(x), h(x))) bir R,-devirli kod olsun. Bu
durumda asagidaki ifadeler denktir.

1) C ayrilabilir bir koddur,

i) f(x) 1 g(),

i) €, = (f(x)), Cu = (h(x)),

iv) € = ((f(x),0), (0, h(x))).

Sonug 4.2.16. € = C, ® C,, n =y + p uzunlugunda ayrlabilir bir R,-devirli
kod olsun. €, = (f (x)), C, = (h(x)) olmak iizere C = (f (x)) ® (h(x)) dir.

4.3. R4-Devirli DNA Kodlar

Bu béliimde g = 4 i¢cin DNA kodunu inceleyecegiz.

Tanim 4.3.1. C bir R,-lineer kod olsun.

1) C, Ry-devirli koddur,

i) Herhangi bir 9 = (9,,9,) € C i¢in 98¢ = (9R¢,9%¢) € C dir.
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kosullar1 saglaniyorsa C koduna R,-devirli DNA kod denir.

Teorem 4.3.2. C = C, ® C, = ((f (x),0), (0, h(x))) bir R,-devirli kod olsun. C
kodunun reversible olmast igin gerek ve yeter kosul C, ve C, kodlarmin sirastyla F,

ve S, lizerinde reversible kodlar olmasidir.

Ispat: C bir Ry-devirli kod ve 9 = (9,,9,) € C olsun. C, ve C, kodlari
sirastyla F, ve S, iizerinde reversible kodlar ise 9f € C, ve 95 € C, olur. Bu

durumda 9% = (9F,95) € € = C, @ C, dir ve C kodu reversible olur.
Tersine, C kodu reversible olsun. O halde 9 = (9;,9,) € C igin 9% =
OF,95) € € = C, ® C, dir. Boylece 9f € C, ve 95 € C, olur. Bu durumda C, ve

C, kodlari sirasiyla F, ve S, lizerinde reversible kodlar olur.

Teorem 4.3.3. C = C, ® C, = ((f (x),0), (0, h(x))) bir R,-devirli kod olsun. C
kodunun reversible complement olmasi icin gerek ve yeter kosul C,, ve C, kodlarmin
sirastyla F, ve S, lizerinde reversible complement kodlar olmasidir.

Ispat: C bir Ry-devirli kod ve 9 = (95,9,) € C olsun. C, ve C, kodlari

sirastyla F, ve S, iizerinde reversible complement kodlar ise 9R¢ € Cy, ve vRC e Cy

olur. Bu durumda 9% = (9f¢,95) e C =C, ®C, dir ve C kodu reversible

complement olur.

Tersine, C kodu reversible complement olsun. O halde 9 = (¥9,,9,) € C i¢in
IR = (98¢, 95) e C =C, ® C, dir. Boylece 95¢ € C, ve95¢ € C, olur. Bu
durumda C, ve C, kodlari sirasiyla F, ve S, iizerinde reversible complement kodlar

olur.
Ornek 4.3.4. C = C, ® C, bir ayrilabilir R,-devirli kod ve n = 3 + 5 olsun.
x3—1=((x+Dx+ )+ P)E Flx],

x5 —1=((x+ D%+ Bx+1)(x%+ p%x+ 1) € F,[x],

f(x) = (x+ B)(x + B*),h(x) = x* + B%x + 1 olsun. Bu durumda C, = (f (x)), F,
lizerinde 3 uzunlugunda devirli bir kod ve C, = (h(x)), S, lizerinde 5 uzunlugunda

devirli bir kod olur. f(x), self-reciprocal ve x — 1 ile boliinmez oldugundan C,, F,
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tizerinde reversible complement kod olur. Benzer sekilde C,,, S, lizerinde reversible

complement koddur. Boylece C reversible complement kod olup devirli DNA kod

olur. € kodunun 1 altindaki goriintiisii 38 uzunlugunda, 422 elemanli ve Hamming
uzaklig1 3 olan bir DNA koddur.

Ornek 4.3.5. C = C, ® C, bir ayrilabilir R,-devirli kod ve n = 13 + 5 olsun.
x°—1=(x+ D%+ px+ 1) (x%+ p?x+ 1) € Fy[x],

x13—1=(x—1)(x%+ x>+ p%x3 + px — 1) (x® + B?x> + Bx3 + p%x — 1) € F,[x]
f(x) = (x°+ Bx5 + B2x3 + Bx — 1)(x® + B%x5 + fx® + f?x — 1), h(x) = x% +
px + 1 olsun. Bu durumda C, = (f (x)), F, lizerinde 13 uzunlugunda devirli bir kod
ve C, = (h(x)), S, lizerinde 5 uzunlugunda devirli bir kod olur. f(x), self-
reciprocal ve x — 1 ile béliinmez oldugundan C,, F, iizerinde reversible complement
kod olur. Benzer sekilde C,, S, lizerinde reversible complement koddur. Boylece C

reversible complement kod olup devirli DNA kod olur. € kodunun y altindaki

goriintiisii 48 uzunlugunda, 4?2 elemanli ve Hamming uzakligi 5 olan bir DNA

koddur.

4.4. R4-Kuantum Kodlar
44.1. Rq-Skew Devirli Kodlar

Tanim 4.4.1.1. ¢ = p™ ve 6, 6,(a) = a?" olacak sekilde F;, lizerinde tanimli

. . _ 5 o .
bir Frobenius otomorfizmasi olsun. Her s = sg + Yz—1 Wi Sk + wyw, S € S, igin

;o Sq — 8

5

t t t
s () =s,P + Z wish + wyw,SeP
k=1

seklinde tammli I doniisiimii S, tizerinde tamimli agikar olmayan bir otomorfizma

olmak lizere

Sqlx, T] = {bo +byx+ -+ bpyx" : b €ESg,n € N}

kiimesine degismeli olmayan skew polinom halkasi denir.
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Sqlx,T¢] halkasindaki toplama islemi polinomlardaki toplama islemidir.
Carpma ise (ax!)(bx’) = al}'(b)x'*/ seklinde tammlidir. s € S, igin T,%(s) = s

oldugundan I; mertebesi 2 olan bir halka otomorfizmasidir. Bu otomorfizmanin

L) seklindedir. Ayrica t | m oldugunda |(T;)| = == dir.

mertebesi ()| = ged(m,t

Tamm 4.4.1.2. @ # C < Sg olmak iizere

I) C, S¢ nin bir alt modiilii,

i) Her ¢ = ({o, {1, -+, {n—1) € C igin

or,({) = (Ft(gn—l): I (o), ---,Ft((n—z)) eEC
kosullarini saglayan C kiimesine S, tizerinde n uzunlugunda skew devirli kod denir.
Teorem 4.4.1.3. Her r(x) +(x™ — 1) € Sg[x, I ]/{x" — 1), f(x) € Sy[x,T}]
igin
2 Sq[x, Tl X Sqlx, Tl /x™ — 1) — Sq[x, T ] /{(x™ — 1)
FE(re) + (™ = 1)) = f)r(x) +(x™ — 1)
seklinde tanimli soldan carpma islemi ve polinomlardaki toplama islemine gore
Sqlx, Te]/{x™ — 1) bir sol S, [x, T ]-modiildiir.

Teorem 4.4.1.4. Bir C kodunun S, iizerinde skew devirli kod olmasr igin gerek
ve yeter kosul S, [x, It]/{(x™ — 1) in bir sol S, [x, I:]-alt modiil olmasidur.

Ispat: C, S, iizerinde skew devirli kod ve { = ({y, s, ..., {n—1) € C Olsun. {
kod sozciigiine karsilik gelen polinom {(x) = {y + {4x + -+ {1 x™ 1 olmak
uzere

x-§(x) = x(Go + Gax + -+ g x™7)
= [ ({o)x + T ({)x? + -+ + Tp (G )x™
dir. x™ = 1 oldugundan
x - {(x) = Te(Gno1) + Tp(Go)x + -+ + T (Grp)x™

=or,({) €C
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elde edilir. Benzer sekilde i > 2 igin x‘¢(x) € C olur. C bir lineer kod oldugundan
r(x) € S4lx, Tt] i¢in r(x){(x) € C dir. Bu durumda C, S,[x, I:]/{x™ — 1) nin bir sol

Sqlx, Te]-alt modiilii olur.

Tersine, C, Sg[x,I;] nin bir sol S;[x,I]-alt modiilii olsun. Boylece { =
(%0, G1,",¢n—1) € C i¢in or,({) = x{(x) € C elde edilir. Bu durumda C, S,

tizerinde n uzunlugunda skew devirli kod olur.

Teorem 4.4.1.5. C bir skew devirli kod ve r(x) minimal dereceli polinom
olsun. r(x) monik polinom ise C = (r(x)) ve r(x),x™ — 1 polinomunun bir sag

bolenidir.

Teorem4.416.C = & ayCy, S, lizerinde tamimli lineer bir kod olmak tizere
1sk<7

C kodunun skew devirli bir kod olmasi igin gerek ve yeter kosul 1 < k < 7 igin Cp,

kodlarinin F, uzerinde skew devirli kod olmasidir.

Ispat: C,S, iizerinde tammli bir skew devirli kod ve 1 <k <7 i¢in z* =
(Z(’)‘,Z{‘, v, ZK ) EC, olsun. 0<i<n-—1 igin ¢; =Y azf olmak iizere

(co, €1, wny Cn—q) € C dir. C skew devirli kod oldugundan

7
(e enen TeC o) Teen2)) = ) i (n(zhor), 02, ., 0,7 2) € €
k=1
olur. Boylece 1<k <7 icin (0,(z%_,),0.(z), ...,0:(zk_,)) € C; elde edilir. O

halde 1 < k < 7 i¢in Cy, kodlar F; iizerinde taniml1 skew devirli kodlardur.

Tersine 1 < k < 7 i¢in Cy kodlar1 F; iizerinde tamiml1 skew devirli kodlar ve
0<i<n-—1 igin ¢; =X}, a Z{‘ olmak ftzere (cg,cq,...,Cn—1) € C olsun. O
zaman 1 < k < 7 igin z* = (z§,2¥,...,z5_)) € C; olur. 1 < k < 7 igin €}, kodlan
skew devirli kodlar oldugundan

7
(e TeC o)y Te(en2)) = ) i (0n(2hor), 0u (), ., 0,25 2) € €

k=1

olur. O halde C, Sq tzerinde tanimli skew devirli bir koddur.
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Sonug 4.4.1.7. C, S, lizerinde tanimli bir skew devirli kod ise C kodunun duali

C+ de skew devirli kod olur.

Teorem 4.4.18. C = @ ayCy,S, lizerinde tammli skew devirli kod olsun.
1<k<7

1 < k < 7 igin 1 (x), i, kodlarinin iireteg polinomlar1 olmak tizere
C = (a1m1(x), azrz(x), ..., a77r7(x))
ve
IC| = g7"(Zkerderie)
dir.

Ispat: C = @ aiCyolsun. 1 <k < 7 igin Cy, = (r,(x)) oldugundan
1<k<7

€ ={a : a(@) = Tley aegu(IT(0), 9,00 € Fy[x,0,],1 < k < 7}

seklindedir. O halde C € (@ 17 (x), @15 (x), ..., a;17(x)) dir.

1<k < 7igin hi(x) € 54[x, I ]/{x™ — 1) olmak iizere herhangi bir eleman

7

D i) € (@m (), @1 (1), vy 777 ()

k=1
olsun. Bu durumda 1<k <7 i¢in azhi(x) = ayfi(x) olacak sekilde fi(x) €

F,[x, 6;] elemanlar vardir. Boylece
(ay1y(x), a1y (%), ..., 717 (X)) S C
olur. O halde
C = (a1 (x), aarz (%), .., @717 (x))
elde edilir. Ayrica C = [];—, |Cy| oldugundan
IC| = g7 (Zk=1 der(ri))

dir.
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Teorem 4.4.1.9. C, S, iizerinde tanimh bir skew devirli kod, 1 <k < 7 i¢in
1. (x), Cx kodlarmin irete¢ polinomlart olsun. C = (r(x)) olacak sekilde bir tek
(%) = Yo q Qi (%) vardir ve r(x), x™ — 1 polinomunun bir sag bélenidir.

Ispat. Teorem 4.4.1.8 den C = (a;7;(x), ayry(%), ..., a;r5(x)) dir. r(x) =
Y a1 (x) olarak alinirsa (r(x)) € C olur. Ayrica 1 <k <7 igin ayr(x) =

a,r(x) dir. Budurumda C < (r(x)) elde edilir. O halde C = (r(x)) dir.

1<k<7 ic¢in ry(x) polinomlart x™ —1 polinomunun sag bdlenleri

oldugundan x™ — 1 = 5, (x)7(x) olacak sekilde s,(x) € F,[x,6,] vardir. Bu

(

durumda

7

aksk(x)> r(x) = Z ay sk (x) Z a1y (x)
k=1

=
1l ~N
=

k=1
7
= ) s )
k=1
7
= Z a(x" = 1)
k=1
=x"-1

elde edilir. O halde r(x), x™ — 1 polinomunun bir sag bdlenidir.

Sonu¢ 4.4.1.10. C = @ ayCy,S, lizerinde n uzunluklugunda bir skew devirli
1<k<7

kod olmak tizere

— 1
Ct= @ a,C}
1<k<7

dir. Ayrica € kodunun S, iizerinde self-dual olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1 < k <7 igin Cy, kodlarmm F; lizerinde self-dual olmasidir.

Sonug¢ 4.4.1.11. C = @ ay(y, S, lizerinde tammli n uzunlugunda bir skew
1<k<7

devirli kod ve €*, € kodunun duali olsun. 1 < k < 7 i¢in h,(x) = (x™ — 1) /1 (x)

polinomlarmin ters sirali polinomlart h (x) = x4 "Ny, (x~1) olmak tizere
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Ct= () ahi(0)

ve
|CJ- | = q21'7=1 der(ry(x))

dir.

Teorem 4.4.1.12. n tek say1 ve C, n uzunlugunda S, iizerinde tanimli bir skew

devirli kod ise C kodu n uzunlugunda S, iizerinde bir devirli koda denk olur.

Sonu¢ 4.4.1.13. n tek sayr ve p;(x) € Fy[x,0;] olmak iizere x™ —1=

L pf “(x) olsun. Bu durumda n uzunlugunda S, iizerinde tanimli skew devirli

kodlarin sayis1 [Tf_, (k; + 1)7 dir.
Tanim 4.4.1.14. Herhangi bir
d = (x0, %1, e, Xy—1, Y0, Y1 ) Y1),
d' = (X0, %1, e Xy—1, Y0 Y1, o0 Vjio1) € Fy S

i¢in i¢ carpim

y—-1 u—1
d-d = z Xi X[ +z Viyi
i=0 j=0

olmak iizere n = y + u uzunlugunda C, R,-lineer kodununun duali
— / Yci . [
ct={d eF/si:vdecd d =0}
Tanim 4.4.1.15. C, n = y + p uzunlugunda bir R,-lineer kod olsun.
y = (ag, ay, ..., ay_1,bo, b1, ...,by_1) € FJ S} olmak iizere
. Y cH Y cH
T+ F/SE — FlSt

T(Y) = (Bt(ay—l)’ Ht (aO)' e Ht (aV—Z)' Ft(bu—l)' Ft(bO)' ) Ft(bu—Z))

seklinde bir T skew devirli 6teleme doniisiimii tanimlansin. 7(C) = C oluyorsa C

koduna R,-skew devirli kod denir.
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_ K [x,0:] Sq [x.T¢]

Ry = oy X arny

Fq [x, et]

a(x) =ay+a;x+-+a,_x¥'e—mr,
() 0 1 v—1 <xy_1>

Sq [X, Ft]

b(x) = by + byx + -+ by_x*"1 € T

olmak {izere y=(ao,...,ay_l,bo,...,bﬂ_l)EquSg elemanina karsilik gelen
polinom temsili  f(x) = (a(x),b(x)) ile tammlanabilir. Bu durumda F; Sy
halkasinin elemanlar1 ile R, , halkasinin elemanlari arasinda birebir bir esleme

vardir.

e(x) = ey +eyx + -+ ext € Sy[x,Ty] ve (a(x),b(x)) ER,, icin
p(e(x)) = p(eo) + ple))x + -+ ple)x" € Fylx,0;] ve p(e(x))a(x), Fylx, 6.1/
(x¥ — 1) deki polinom ¢arpimi, e(x)b(x), Sq[x, ] /{x* — 1) deki polinom garpim1
olmak tizere e(x) - (a(x),b(x)) = (p(e(x))a(x),e(x)b(x)) olsun. Bu durumda

R, , birsol S, [x, I;]-modiil olur.

Teorem 4.4.1.16. n = y + p uzunlugundaki bir C kodunun R,-skew devirli kod
olmast igin gerek ve yeter kosul C kodunun R, , niin bir sol S,[x, I}]-alt modiil

olmasidir.

Ispat: C kodu R,-skew devirli kod olsun. Bu durumda y € C elemanina
karsilik gelen polinom y(x) = (a(x),b(x)) olmak iizere xy(x) € C olur. C lineer
oldugundan herhangi bir e(x) € S,[x, [ ] i¢in e(x)y(x) € C elde edilir. Boylece C

kodu R,, , niin bir sol S, [, I';]-alt modiilii olur.

Tersine, C kodu R, , niin bir sol S,[x,I¢]-alt modiili olsun. Bu durumda
herhangi bir y(x) € C ve k € N i¢in x*y(x) € C olur. O halde C kodu bir R,-skew
devirli kod olur.

Herhangi bir y(x) = (a(x), b(x)) € R, , i¢in

TR, — Fylx, 0:]/(x¥ — 1)
y(x) — a(x)

ve
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Ty Ry — Sqlx, Te]/{xt — 1)

y(x) — b(x)

doniisiimleri tanimlansin.

Onerme 4.4.1.17. C kodu n =y + pu uzunlugunda bir R, -skew devirli kod
olsun. Bu durumda t,,(C) = C, kodu y uzunlugunda F; iizerinde skew devirli bir kod

ve 7, (C) = C, kodu u uzunlugunda S iizerinde skew devirli bir kod olur.

Ispat: Tanim 4.4.1.15 ve kodun polinom temsili kullanilarak istenilen elde

edilir.

Teorem 4.4.1.18. C kodu n =y + pu uzunlugunda bir R,-skew devirli kod
olsun. f(x), C, kodunun iireteg¢ polinomu, h(x), C, kodunun iirete¢ polinomu ve
f(x), x¥ — 1 polinomunun sag boleni, h(x), x* — 1 polinomunun sag bdleni olmak

tizere C kodunun iirete¢ polinomu
C =((f(x),0), (g(x), h(x)))

seklindedir.

Ispat: C, R4-skew devirli kod oldugundan C, kodu F; iizerinde skew devirli bir
kod olur. O halde, C,, F;[x,6.]/{x¥ —1) in bir sol F[x,8.]-alt modiiliidiir. H

kiimesi
H = {(a(x),b(x)) € C: b(x) = 0}

seklinde tanimlansm. Bu durumda 7, (H) = H ve t,(H), F;[x,6.]/(x¥ — 1) in bir
sol F,[x,6.]-alt modiilii olur. 7,(H) = (f(x)) olsun. Bu durumda f(x), x* —1
polinomunun sag boéleni olmak tizere H, (f(x),0) ile iretilir. Ayrica h(x), x* —1

polinomunun sag béleni olmak iizere C, = (h(x)) dir.

Herhangi bir s(x) € C alalim. Boylece a(x) € F;[x,0,]/{x¥ — 1) ve b(x) €
Sqlx, Te]/{x* — 1) igin

s(x) = (51(x),5,(x))
= (51(x),0) + (0,5,(x))
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= (@) f@),0) + (0,b()A())
seklinde yazabiliriz. g(x) € Fy[x,8,]/(x¥ — 1) olmak iizere (g(x),b(x)h(x)) € C
olsun. Bu durumda
500 = (a@F (), 0(p(b())g(®),0) + (p(b()) g(x), b()A(x))
= (a@f () + p(b(x))g(x), 0) + b(x). (9(x), h(x))
= 16)(F(x), 0) + b(x). (g(x), h(x))

dir. Burada son adim (a(x)f(x)+ p(b(x))g(x),0) m H kiimesinin elemani
olmasindan elde edilir. Boylece C < ((f(x),0),(g(x),h(x))) dir. Tersine,
((f(%),0),(g(x),h(x))) € C oldugu aciktir. O halde C kodunun iirete¢ polinomu

C =((f(),0), (g(x), h(x))) dir.

C,n =y + u uzunlugunda bir R,-skew devirli kod olmak iizere 1 < i < 7 i¢in
Co={a:(a,s) €C,As, €F}},
Ci={si(a,s)eC,Ia€F, s, ...Si-1Sis1,,S7 € F}'}

seklinde tanimlansin.

Lemma 4.4.1.19. C, n = y + u uzunlugunda bir R,-skew devirli bir kod olmak
lizere P(C) = Co ® =+ Q C; ve [P(CO)| = [T/, |G| dir.

Tanmim 4.4.1.20. C, n = y + p uzunlugunda bir R,-skew devirli kod ve C, (aym
sekilde C,, ) C kodunun ilk ¥ (son p ) bilesenleri iizerindeki kanonik iz diisiimii olsun.
Eger C kodu C, ve C, nm direkt garpimui olarak ifade edilebiliyorsa, yani C = C, ®

C, ise, bu durumda C koduna ayrilabilir kod denir.

Teorem 4.4.121. € =C, ® C,, n =y + p uzunlugunda bir R,-lineer kod
olsun. C kodunun ayrilabilir bir R;-skew devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
C, ve C, kodlarinin sirasiyla F; ve S, Tlzerinde y ve u uzunlugunda skew devirli

kodlar olmasidir.
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Ispat: C,R,-skew devirli kod, (ao,a;,...,ay—1) € Cy, (Do, by, ..., by—1) € Cy
olmak iizere y = (ao, ay, ..., @1, bo, by, ..., by—1) € C olsun. C, R,-skew devirli kod
oldugundan (6,(a,—1),0:(ao), -, 0(ay-2), Tt (by-1), Te(bo), .., Tt (b,—2)) € C olur.
Béylece (6,(ay-1),0:(ap), .., 0:(ay-2)) € C, ve (Ty(by—1),T(bo), ..., Te(by—3)) €
C, elde edilir. O halde C, ve C, kodlan sirasiyla F, ve S, iizerinde y ve u

uzunlugunda skew devirli kodlardir.

Tersine C, ve C, kodlan sirasiyla F, ve S, iizerinde y Ve u uzunlugunda skew
devirli kodlar olsun. Bu durumda (ao,aj,...,ay-1) € Cy, (g, by, .., by—1) € C,
olmak tizere (0¢(ay—1),0:(ao),...,0:(a,-2)) € Cy, (Tt(by—1),T(bo), ... Tt (by-2)) € C,
elde edilir. Béylece (6, (ay_1),0:(ao), ..., 0r(ay—2), Te(by—1), Tt (bo), ..., Te(by—2)) €
C, ® C, = Cdir. O halde C, n =y + u uzunlugunda bir R,-skew devirli koddur.

Sonug 4.4.1.22. C = C, ® C,, n =y + p uzunlugunda bir R,-lineer kod olsun.
C kodunun bir R,-skew devirli kod olmast i¢in gerek ve yeter kosul 1 < i < 7 igin
Co ve C; kodlarinin F, iizerinde sirasiyla y ve p uzunlugunda skew devirli kodlar

olmasidir.

Ayrica, C ayrilabilir oldugundan x¥ — 1 in bir sag boleni f(x), x# — 1 in bir
sag boleni h(x) ve C, = (f(x)), €, = (h(x)) olmak iizere = ((f(x),0), (0, h(x)))
dir.

Teorem 4.4.1.23. C = C, ® C,, n =y + p uzunlugunda bir R,-skew devirli
kod ve C = ((f(x),0), (0, h(x))) olsun. Bu durumda C,* € C, ve C,* < C, olmast

igin gerek ve yeter kosul C*+ € C olmasidir.

Ispat: C,*<C, ve C,* SC, ve ay,b, €C,~ Ve ay b, €C,*" olsun. Bu
durumda a = (ay,a;),b = (by, b,;) € C*+ ve F, cisminde ve S, halkasinda sirasiyla
a,b; = 0 ve ayb, = 0 olur. Béylece ab = 0 elde edilir. O halde C* < C dir. Benzer

sekilde C,* € C, ve C,* < C, oldugu kolaylikla goriiliir.

Teorem 4.4.1.24. C, ve C, kodlar1 sirasiyla F, ve S, iizerinde self-ortogonal
skew devirli kodlar olmak iizere C = C,, @ C, olsun. O halde C kodu self-ortogonal

Rq-skew devirli kod olur.
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Ispat: a = (ay,a,), a’ = (aj,ay) € C olsun. Bu durumda ay,af € C, =
(f(x)) ve ay, a; € C, = (h(x)) dir. C, ve C, kodlari sirastyla F; ve S, iizerinde self-

ortogonal skew devirli kodlar oldugundan C, < Cyl ve C, C C#l dir. Buradan
a;a; =0 € F, a,a, =0€S,

olur. Boylece aa’ = a,a} + aya), = 0 elde edilir. O halde ¢ < C* dir ve C kodu

self-ortogonal R,-skew devirli kod olur.

4.4.2. Rq-Skew Devirli Kodlardan Kuantum Kodlar

€4, q boyutlu Hilbert uzay: olmak iizere, (C2)®™ nin g* boyutlu alt uzaymna n
uzunlugunda, k boyutlu, d minimum uzakliginda kuantum kod denir ve [[n, k, d]] ile
gosterilir.

Fqlx,6c]

F, lizerinde, n uzunlugunda bir skew devirli C kodu Ty

in bir sol F;[x, 6,]-

alt modiilidir. g(x), x™ — 1 polinomunun sag bdleni ve x™ — 1 = h(x)g(x) olmak
lizere C = (g(x)) olsun. h(x) = hg + hyx + -+ hy_,x™ " icin ht(x) = h,_, +
Or(hpyr_)x + -+ 6,7 "(hg)x™" olmak iizere C kodunun duali C*, n
uzunlugunda bir skew devirli kod olur ve C* = (ifr (x)) dir. Eger O, asikar
otomorfizma ise  h*(x) = hy_y + hpy_y_1X + -+ hox™ 7 olmak iizere hf(x) =
h*(x) elde edilir.

Lemma 4.4.2.1. 9, 6, otomorfizmasinin mertebesi olmak tizere C = (f(x)), F,
izerinde a uzunlugunda skew devirli bir kod ve (a,9) =1 olsun. Bu durumda
Ct < C olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f*(x), f(x) polinomunun reciprocal
polinomu olmak tizere x* —1 = 0(modf (x)f*(x)) olmasidir (Islam ve Prakash,
2019).

Lemma 4.42.2. x* —1 = h(x)g(x) olmak lizere C = (f(x)), F, lizerinde «
uzunlugunda bir skew devirli kod olsun ve 6; otomorfizmasimnin mertebesi a y1

bolsiin. Bu durumda C* € C olmast igin gerek ve yeter kosul ht(x)h(x) in sagdan

x% — 1 e boliinebilir olmasidir (Li vd., 2020).

Lemma 4.4.2.2 den asagidaki teorem elde edilebilir.
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Teorem 4423. 1<i<7 igin x¥ —1=h(x)f(x), x*—=1=h;(x)r;(x),
C, =(f(x)) ve C, = (a;r(x) + -+ + a7 (x)) swasiyla F, ve S, iizerinde skew
devirli kodlar olmak tzere C = Cy ® C,, n =y + u uzunlugunda bir Rq-skew
devirli kod olsun ve 6;, I; otomorfizmalarinin mertebeleri sirasiyla y ve u yii bolsiin.
Bu durumda C* € C olmasi icin gerek ve yeter kosul hT(x)h(x) ve h;r (x)h;(x) in

sirasiyla sagdan x¥ — 1 ve x* — 1 ¢ boliinebilir olmasidir.

Teorem 4424 1<i<7 i¢in x¥ —1=h(x)f(x), x*—=1=h;(x)r;(x)
olmak tizere € = C, ® C,, n =y + u uzunlugunda bir R,-skew devirli kod olsun ve
0., T, otomorfizmalarmin mertebeleri sirastyla y ve u yii bdlsiin. hf(x)h(x) ve
hzr(x)hi(x) sirastyla sagdan x¥ —1 ve x* — 1 e boliinebilir ise k, ¥(C) kodunun
boyutu ve dy Hamming uzakhg olmak iizere [[y + 7,2k — (v + 7u), dyl]

parametrelerine sahip bir kuantum kod vardir.
Ornek 4.4.2.5. F,s = F5[A] ve herhangi bir a € F,5 eleman i¢in 6;(a) = a®
ve
x10—1=(x+ 13— 1)3(x + 2182 (x + 129)2 € Fyc[x, 0,]

olsun. 1 <i <7 igin eger rj(x) = (x +23)(x+ 1) ve f(x) = (x+A¥)(x —1)
almirsa C, = (f(x)) ve C, = (X7_, &7i(x)) sirasiyla Fy Ve Sy iizerinde skew devirli
kod olur. Bu durumda (C), [80,64,3] parametrelerine sahip skew devirli kod olur.
At (x)h(x) ve hf(x)hi(x) sagdan x° —1 e bolinebilir ve C* € C elde edilir.

Burada
h(x) = x8 + 223x7 + 2%x% + A%x5 + 21%%2x* + 1V7x3 + 15x2% + A11x + 28,
ht(x) = 28x8 + 27x7 + 25x0 + A13x5 + 2122x* + Ax3 + %22 + 1% + 1,
hi(x) = x8 + A%0x7 + A1%9x® + 2122x5 + AV x* + 2103 + 13x2 + A%x + 24,
th(x) = 2*x8 + 22%%7 + A3x6 + 2%2x% + AV7x* + AMx3 + A%x%2 + 28x + 1

seklindedir. O halde [[80,48,3]] paramtrelerine sahip kuantum kodu elde edilir.

Ornek 4.4.2.6. 22> = 1 + 1 igin Fy = F3[A] ve herhangi bir a € Fy eleman: i¢in
0,(a) = a® ve
x2—1=((x+2D%(x+2)*(x + 23)(x + 2>)(x + 19)%(x + 17)? € Fy[x, 6,]
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olsun. 1<i<7 igin eger 1n(x) =&+ +A)(x+1%) ve f(x)=
(x + D (x + 2%) (x 4+ 24%) alinirsa C, = (f(x)) ve C, = (X]-; &ni(x)) sirasiyla Fy ve
Sq tlizerinde skew devirli kod olur. Bu durumda y(C), [96,72,3] parametrelerine
sahip skew devirli kod olur. h'(x)h(x) ve hi (x)h;(x) sagdan x'? — 1 e boliinebilir
ve C* < C elde edilir. Burada
h(x) = x% +x8 + 15x7 + Ax® + 23x° + 22x* + Ax3 + 15x2 + 12x + 13,

Rt (x) = Ax° + 22x8 + A7x7 4+ Ax® + 20x5 + B3x* + 323 + 5x2 +x + 1,

hi(x) = x° + 23x8 + 2%2x7 + x° + 27x5 + 2%x* + 1%x3 + 2x2 + 15x + 15,

hI(x) = A7x° + 25x8 + 2x7 + 256 + 22x5 + 7x* + x3 + 2% + Ax + 1

seklindedir. O halde [[96,48,3]] paramtrelerine sahip kuantum kodu elde edilir.

Ornek 4.4.2.7. 2> = 1 + 1 icin Fy = F;[A] ve herhangi bir a € Fy elemani i¢in
0,(a) = a® ve
x6—1=(+212)?(x+2%)2(x + 1)(x + 2) € Fy[x, 6]
olsun. 1 <i <7 igin eger f(x) =r(x) =x*+ 1%+ 1 almrsa C, = (f(x)) ve
Cu = (X7_, ari(x)) sirasiyla Fy ve Sy iizerinde skew devirli kod olur. Bu durumda
ht(x)h(x) ve h!(x)h;(x) sagdan x® — 1 e bolinebilir ve C* < C elde edilir. O

halde [[48,16,3]] paramtrelerine sahip kuantum kodu elde edilir.

Ornek 4.4.2.8. 22 = 1 + 1 icin Fy = F;[A] ve herhangi bir a € Fy elemani i¢in
0,(a) = a3 ve
x8—1=(x2=29)(x?+ 2% + 23)(x — 15 (x%2 — 3x + 1) (x + 1°) € Fy[x, 6]
olsun. 1<i<7 igin eger f(x) =n(x)=f(x)=nx)=x+2° almrsa C, =
(f(x)) ve C, = (T]_, a;r;(x)) sirastyla Fy Ve Sy iizerinde skew devirli kod olur. Bu
durumda AT (x)h(x) ve hj(x)hi(x) sagdan x8 — 1 e béliinebilir ve C+ € C elde

edilir. O halde [[64,48,2]] paramtrelerine sahip kuantum kodu elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada zengin cebirsel yapiya sahip lineer kodlarin 6nemli bir sinifi olan
devirli kodlar ve minimum uzakligi yiiksek kodlar elde edebilmek i¢in devirli
kodlardan daha genis bir sinif olan skew devirli kodlar arastirilarak bu kodlarin DNA
ve kuantum uygulamalar1 ¢alisilmistir. Ilk olarak tanimladigimiz S, halkasi lizerinde
devirli kodlarin cebirsel yapisi incelenmis ve Gray goriintiisii belirlenmistir. S,

halkas1 iizerinde asikar olmayan bir otomorfizma tanimlanarak skew devirli kodlar
karakterize edilmistir. Bu iki tip koddan elde edilen DNA kodlar ve devirli kodlardan

elde edilen kuantum kodlar tanimlanmustir. S, halkasini kullanarak olusturulan ve
mix alfabe denilen R, halkas: iizerinde tanimli lineer kodlarin cebirsel yapisi
agiklanmigtir. Rg-devirli ve Rg-skew devirli kodlar tanimlanarak, R,-devirli
kodlardan DNA kodlar ve R,-skew devirli kodlardan kuantum kodlar tanimlanmus ve

ozellikleri belirlenmistir. Ayrica bu kod tiirlerine ¢esitli 6rnekler verilmistir.

Gelecekteki aragtirmalarda, S, halkasi ve mix alfabe iizerinde daha fazla
detayli analizler yapilarak farkli lineer kod tiirleri ¢aligilabilir. Ayrica S, halkasi

genellestirilerek yeni bir halka ailesi ve mix alfabe tanimlanarak benzer ¢alismalar
yapilabilir. MAGMA programi kullanilarak daha iyi parametrelere sahip optimal
kodlar elde edilebilir.
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