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OzET

Bishop Catisina Gore Kiiresel Gostergeler Uzerine
Serhat GULNAROGLU

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Subat 2024, Sayfa: x +21

3 boyutlu Oklid uzayinda regiiler egriler iizerine bircok calisma yapilmustir. Bircok arastirmaci bu
teoride Frenet cati ve Bishop cat1 gibi ¢atilar1 ¢aligmistir. Bu catilar egriler ile ilgili karakterizasyonlarda
bize yardimei olur.

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda bishop catiya gére kiiresel gostergeler incelenmistir. Bunun

icin 6nce Oklid uzayinda tip 2 bishop cat1 verilmis ve bunlar igin yeni karakterizasyonlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bishop ¢ati, Frenet egrileri, Frenet ¢atisi, kiiresel gosterge

vii



ABSTRACT

On spherical Indicatrix According to Bishop Frame
Serhat GULNAROGLU
Master's Thesis
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Many studies have been done according to different frames of the theory of curves in Euclidean Space.
Many researchers have studied frames such as the Frenet frame, Bishop frame in this theory. These frames

help us in the characterization of curves.
This study analyzes spherical indicatrix according to the bishop frame in Euclidean space. For this, firstly,

the Type-2 Bishop frame is given in euclidean. Then new characterizations are obtained.

Keywords: Bishop frame, Frenet curves, Frenet frame, spherical indicatrix
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SIMGELER

R : Reel sayilar ciimlesi
E3 : 3-boyutlu 6klid uzay
{T,N, B} : 3-boyutlu 6klid uzayinda Serre-Frenet ¢atisi

{T,M,,M,,} : 3-boyutlu 6klid uzayinda Bishop catisi

K : 3-boyutlu 6klid uzayinda egrilik fonksiyonu

T : 3-boyutlu 6klid uzayinda burulma fonksiyonu

Ky, K, : 3-boyutlu 6klid uzayinda Bishop ¢atisina gére egrilik fonksiyonlari
{¢1.¢, ,B} : 3-boyutlu 6klid uzayinda Tip-2 Bishop catis1

{(1, 0, B,€; ,Ez} : 3-boyutlu 6klid uzayinda Tip-2 Bishop degismezleri



1. GIRIS

Egriler diferansiyel geometride ¢esitli uzaylarda degisik catilara gore ¢alisilan 6nemli bir

alandir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin teget, asli normal ve binormal vektdrlerinden olusan
Frenet catist bu egrinin diferansiyel geometrisinin ¢aligilabilmesi i¢in en iyi bilinen bir
ortonormal bazdir. Bununla birlikte bir uzay egrisinin uzaydaki yerel davranisi bu egrinin egrilik
ve burulmasi ile tamamen belirlidir. Bdylece bir egrinin tamamen incelenebilmesi i¢in en azindan
iiclinci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilmesi gereklidir. Birgok arastirmaci egrilerin
ozelliklerini karakterize etmek ve hesap yapmak i¢in Frenet ¢atisin1 kullanmaktadirlar. Ancak
Frenet catist yalnizca diferensiyellenebilen egriler 6zelinde tanimlidir ve bazi noktalarda egrinin
ikinci tiirevi sifir olabilir. Boyle durumlarda egri igin alternatif bir ¢atiya gerek duyulur. Bu
sebeple 1975 yilinda L.R. Bishop, paralel vektor alanlar1 yardimiyla 3-boyutlu Oklid uzayinda
egriler i¢in bir alternatif cat1 ya da paralel 6teleme catis1 tanimlamistir [1].
Bishop, bu cat1 sayesinde hareketli bir catry1 tanimlamak icin alternatif bir yol bulmustur [1]. Bu
cati Frenet catisinda bulunan teget vektor sabit tutularak normal vektorlerin belli bir aciyla
dondiiriilmesiyle olusur [1]. Bu alternatif ¢atinin bulunusuyla birlikte arastirmacilar bazi temel
konular1 bu yeni ¢atiya gore incelemeyi amaglamiglardir ve Bishop ¢atisi {izerine pek ¢ok c¢aligma
yapmislardir [2,3,4].

Korpinar, 3-boyutlu Oklid uzayda Bishop catiya gére iliskili egrileri incelemistir [4,13].
Ali Oklid uzayinda slant helisleri inceledi [7]. Bukcu ve Karacan bazi 6zel egileri Bishop catisina
gbre incelemislerdir [5]. Yilmaz, Ozyilmaz ve Turgut séz konusu Bishop ¢atisinin bilesenlerinin
kiiresel goriintiileri lizerine calismistir [6]. Babadag ise bazi egrileri Bishop catisina gore
karakterize etmistir [8].

Bu calismada ise 3-boyutlu Oklid uzaymda bishop c¢atiya gore bazi egriler vererek 3-
boyutlu Oklid uzayindaki bishop ¢atiya gore dogrultman egrilerinin birinci ve ikinci egrilikleriyle
birlikte asli normal vektorii ile binormal vektoriinii ele alip; bu egrilerin kiiresel gdstergelerini

elde etmeye calisacagiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda tez ¢alismasinda kullanilan temel tanimlara ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Tamm (OKklid i¢ Carpim)
():R™XR™ > R, her x = (X1,Xz, ..., %) Ve Y = (¥1,¥2, ., ¥n) icin (x,y) = X520 yi

seklinde tanimlanan fonksiyona R™ vektdr uzayi iizerinde Oklid i¢ ¢arpim denir [1].

2.2. Tanim (Vektorel ¢carpim)

a = (a;,a,,a3) ve b = (by, by, b3) € R3 seklinde iki vektdr olsunlar. Bu iki vektdriin vektdrel

ik
carpimi a X b=|a; a, asz| ile verilir [13].
by by bs

2.3. Tanmm (Norm)

Bir x = (xq, x5, ..., X,) vektoriiniin normu ||x|| = /{(xq, x5, ..., X,) olarak tanimlanir [13].

2.4. Tanim (Egri)

I,R nin agik araligi olmak tizere a:I — R™ bigiminde ( C® smifindan) bir o déntisimiine, R™
uzay1 iginde bir egri denir [13].

n-boyutlu uzayda egri Sekil 2.1 de verilmistir.

/’H Rﬂ.
a
alt)
—
I
Sekil 2.1. n-boyutlu uzayda egri

2.5. Tamm (Hiz vektorii)

a:l - R" ,a = a,(t) = (a,(t), ay(t), ..., a,(t)) bir egri olsun.
a' =a,'(t) = (al’(t), a,' (t), ..., an’ (t)) egrisine a egrisinin a(t) noktasindaki hiz vektorii

denir [13].



2.6. Tamm (Regiiler egri)

a:1 — R™ egrisi verilsin. Her t € I i¢in a'(t) # 0 ise a egrisine regiiler egri(diizenli egri) denir

[13].

2.7. Tanim (Birim hizh egri)

a:l - R™, a = a(t) olmak lizere ||’ (t)|| = /(a'(t),a’(t)) =1 ise a egrisine birim hizl1 egri

denir [13].

2.8. Tanmm (Frenet vektorleri)

T)(s),_B)(s),N)(s) vektorleri, a:1 > R3  egrisinin a(s) noktasindaki Frenet vektorleridir.
{T)(s),_B)(s),ﬁ(s)} ifadesine, a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet catis1 denir. T N,B vektor
alanlarina, a egrisi listlinde Frenet vektor alanlari denir [13].

Frenet vektorleri Sekil 2.2 de verilmistir.

. B(s)

a(s)

T(s)

Nis)

Sekil 2.2. Frenet vektorleri

2.9. Tanim (Serre-Frenet catisi)

a:1 — R3 egrisinin a(s) noktasndaki 7(5), B (s), N (s) vektorlerine Serre-Frenet vektor alanlar

denir. {?(s),ﬁ(s),lv (s)} ortonormal kiimesine a egrisinin a(s) noktasindaki Serre-Frenet

catisi denir [13].

2.10. Teorem (Egrilik fonksiyonu)

R? uzayindaki birim hizli a:1 —» R® egrisi i¢in k:I > R, k(s) = ||T ’(s)” fonksiyonuna, a

egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki egriligi denir [13].



2.11. Tanim (Burulma fonksiyonu)

Birim hizli a:1 — R3 egrisinin Frenet vektdr alanlari 7, N, B olmak iizere 7:1 - R (s) = —<

B’ (s), N(s) > fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisma egrinin

a(s) noktasindaki burulmasi denir [13].

2.12. Tanim (Birim teget vektorii)

R3 uzayinda birim hizl a:1 — R3 egrisi igin T(s) = a'(s) esitligiyle belirli T(s) vektériine a

egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir [13].

2.13. Tanim (Asli normal vektorii)

1

Gy | () esitligiyle belirli N(s)

R3 uzayimndaki birim hizh a:1 - R3 egrisi igin N (s) =

vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birinci asli normali denir. N vektor alanina, « egrisinin

asli normal vektor alani1 denir [13].

2.14. Tanmim (Binormal vektor)

R3 uzayindaki birim hizli a:1 - R® egrisi i¢in B(s) = T(s) X N(s) esitligiyle tanimh B(s)
vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki binormali denir. B vektor alanma, a egrisinin binormal

vektor alani denir [13].

2.15. Tanim (Birim teget vektor alani)

R3 uzayinda birim hizli a:1 — R3 egrisi i¢in T(s) = a'(s) T(s) vektériine a egrisinin a(s)

noktasindaki birim teget vektorii denir [13].

2.16. Tanim (Serre-Frenet tiirev formiilleri)

- .

a:l — R3 birim hizli bir egri olsun. a egrisinin Serre-Frenet vektor alanlar 7_"), N ,B 1se,

B' = —tN
T’ 0 k O0]|T

dir. Matris formuda [§'| = |-k 0 t| [N|dir. Bu formiillere Serre-Frenet tiirev formiilleri
B’ 0 -t 0f (g

denir [13].



2.17. Tamim (Ortogonal kiime ve Ortonormal kiime)

S, sifirdan farkli vektorlerin kiimesi olsun. Eger S kiimesinde herhangi iki vektor birbirine
dik ise S kiimesine ortogonaldir denir. S ortogonal iken S deki her bir vektor birim vektor ise S ye

ortonormladir denir [14].

2.18. Tamim (Bishop cati)

Bishop c¢atisi veya paralel Oteleme catisi hareketli cati tanimlamasina alternatif bir
yaklasimdir. Bir egrinin baz1 noktalarinda egrilik sifirlanabilir yani egrinin ikinci tiirevi sifir

olabilir. Bu durumda alternatif bir ¢at1 olan Bishop ¢atis1 olusturulabilir.

Bir egrinin Frenet catisinda bulunan T teget vektoriinii degistirmeden diger asli normal ve

binormal vektorleri belli bir a¢1 ile dondiiriilerek Bishop cati veya paralel oteleme catis1 adi
verilen alternatif bir ¢ati olusturulur. Buna gore Bishop catisinda T vektorii aynen alinir ve bu
vektore dik bir diizlemde bulunan herhangi iki elemanh {Ml,ﬁz} bazi segilir. {Ml,ﬁz}
vektdrlerinin tiirevleri sadece T vektoriine baglidir. Béylece olusturulan { T, Ml, Mz} catisi dik bir

catt olur [10].

Buna gore Bishop veya paralel 6teleme catist su sekilde tanimlanabilir.
a sifirdan farkli x egrilikleriyle birlikte verilmis birim hizli bir uzay egrisi ve Ml, T teget
vektoriine dik bir herhangi birim vektér olsun. Eger Mz =Tx Ml olacak sekilde
alinirsa, { T, Ml, Mz} pozitif yonlendirilmis ortonormal ¢at1 olur ve bu catiya Bishop cat1 denir.

Frenet ve Bishop catilar1 arasindaki iliski su sekilde verilebilir.

Tl 1 o o [T
N|=10 «cos6® sin6||[M;
B 0 —sinf cos@l|py,
T=T

—

N = cos HMI + sin HMZ
B = —sin Bﬁl + cos HMZ
Burada 6 ,N ile M, arasindaki agidir [1].
3-boyutlu uzayda bishop vektorleri Sekil 2.3 de verilmistir.



Sekil 2.3. 3-boyutlu uzayda bishop vektorleri

2.19. Tamim (integral egrisi)
X,M de diferansiyellenebilir vektor alan1 olsun. Herhangi bir t €l ig¢ina:l - M
diferensiyellenbilir egrisi X in bir integral egrisidir [12].

a'(t) = Xqe)

2.20. Teorem

a, sifirdan farkli x egriligi ile verilmis birim hizli bir egri olsun. Bu durumda x ve t Frenet
egrilikleri, K; ve K, Bishop egrilikleri olmak tizere, Bishop catisi igin tiirev formiilleri asagidaki
gibidir.

T'(s) = Ky My () + K ()M (s)

Mi(s) = =Ki()T(s)

My (s) = —K; ()T (s)

Frenet ve Bishop catilar1 arasindaki doniisiim matrisi ise

T"l10 K K[T
M]’_ = _Kl 0 0 M1
Mé _KZ 0 0 1\42

seklinde olup bu matris anti-simetrik matristir. Frenet ve Bishop ¢at1 arasindaki egrilikler de

K(s) = |KP(s) + KZ(s)



de_(s)
d(s)

K;(s) = k(s)cos 8
K,(s) = k(s)sin8
seklinde olur [1].

Kz(s))

w) = K, (5)

,0(s) = arctan (

2.21. Tamim (Helis)
R? uzayinda bir a egrisinin birim teget vektdr alan T olsun. T vektor alani, belirli bir % vektorii

ile sabit a¢1 yapiyorsa a egrisine bir helis ad1 verilir [9].

2.22. Tanim (Slant Helis)

a:1 - R3 birim vektorii 171 (s) olan diizenli egrisinin belirli U sabit vektoriyle yaptigi ag1 6

olsun. Her s € I (N;(s) , )=cos 6 ise a egrisi bir slant helis adin alir [9].



3. 3-BoyuTLu UzAYDA BIiSHOP CATIYA GORE KURESEL
GOSTERGELER

3.1. Regiiler bir egrinin Tip-2 Bishop Catisi

onun Frenet — Serret

~

T’ 0 k O
a =oa(s); E*de birim hizh bir egri olsun ve |N'|=|-x 0 1
B 0 -t 0

catis1 olsun. Yay uzunluguna gore tilirevleri gosteren, nispeten paralel uyarlanmis bir gat1 ifade

Wl =

edilirse,
5{ 0 0 -—¢& 51
G1=10 0 —ellg| (3.1)
E’, €1 €y 0 E’

Bu catiya “’Tip-2 Bishop Catis1’” diyecegiz. Bu yeni ¢atinin Frenet — Serret catisi ile iligkisini
arastirmak igin dnce;

B'=—1N= e +6d,.
Her iki tarafin normu alinirsa;

=/ + €L (3.2)
{5 1 5 5, B } catisina gore teget vektorii asagidaki gibi yazilirsa;

T = sind(s) 51 —cos 0 (s) 52 :
ve s ‘ye gore diizenlenirse,

T' = kN = 0'(s) (cos 0 (s){y + sin6 (s) ) + sin6 (s){} — cos 6 (s) s (3.3
= — ;B ve {5 = —€,B ifadesi (3.3) denkleminde yerine yazilirsa;

Kk N=06'(s)(cosb (s){; +sinb (s) 3y).
Yukaridaki denklemde 8’ (s) = k (s) alinirsa,

N =cos6 (s)fl + sin@ (s)f2 .
Elde edilen denklemler dikkate alinarak, Frenet — Serret ve Tip-2 Bishop c¢ati arasindaki iliski

matrisi agagidaki gibi ifade edilir,

7] 1sin6 (s) —cosf(s) 01 [
N =[cos 0 (s) siné(s) O] ol (3.4)
B 0 0 g
Ayrica (3.2) denklemine uyarlanirsa;
2 2
1= |2+, (3.5)

ve boylece (3.5) denklemi ile ifade edilirse,

€, (s) = —t cosb (s),
{Ez (s) = —tsinf (s).



Asagidaki sonuca ulasilir,
= S
0 (s) = arctan (61)'
{51, (_)2, E} catist dogrultusunda ve 7 ve 6 (S) = fOSK (s)ds, o = a (s) egrisi i¢gin kutupsal

koordinatlardir. {51 52, B, €1 ,Ez} kiimesi, @ = a(s) egrisinin tip-2 Bishop degismezleri olarak

adlandrilir [11].

3.1.1. Onerme

@ = (), k ve 1 egriliklerine sahip regiiler bir egri olsun. ¢ bir genel helis olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul % = ¢ (sabit) olmasidir [11].

. . o o . T _ - - [ . 1 =
Ispat ¢ = @(s), bir frenet egrisi olsun. —=c sabitve a = WT + WB olsun.
a = \/%KN) +\/%(—CK)IV = 0 oldugundan @ sabit bir birim vektordiir. (0,7) agik

araliginda cot 8 = c olacak sekilde bir 6 sayis1 vardir.

1 sin?6+cos? 0 1 1

— 29 — 2 r 2 5 -
s = smzg  — Ltcot®f=1+c% ——==1+c” oldugundan sin6 = — Ve
. rF i 4 _ . ¢c N 1 B —
cos 6 = sin 6 cot O === oldugundan cos@ = iz dir(T, a) <T'WT + WB)
\/% = cos 6 pldugundan 6 sayisi T(t) vektorleri ile d vektorii arasindaki sabit agidir. Tersine

d sabit birim vektdr ve 6 € (0,7) olmak iizere (T, d) = cos 6 olsun. Frenet tabanina gore d
vektorii @ = (T,@)T + (N, d)N + (B, @)B dir. k(N,d) = (kN,d) = (T',d) = (Td)' = 0 ve k #
0k(N,d) = (kN,d) = (T',d) = (Td) =0 ve k # 0 oldugundan (N,d) = 0 dir. @ = cosOT +
(B,d)F @ bir birim vektor oldugundan ||d|| = 1 dir. 1 = ||d||? = cos26 + (B, @)? dir. (B,d) =
Fsin@ dir.d =cosOT FsinfB dir. 0 =d' = cos@ kN Fsin6 (—7)N = (cos 0 k F sin6 7)N

dir. N # 0 oldugundan cos8 k +sinft = 0 dir. % = + cot @ sabittir.

3.1.2. Onerme

@ = @(s), k ve 1 egriliklerine sahip regiiler bir egri olsun. ¢ bir slant helistir ancak ve ancak

o(s) = [ i 5 (i)’] = ¢ (sabit) [11].

(k2+712)2
ispat (s), bir Frenet egrisi olsun. D *_T+-——F ol
Spa = S 1r Frenet €grisi olsun. = olsun.
pat ¢ = ¢Ls), g Vi2+12 Vi2+12
! ! ! T’ K'2+T2—TKK,+TT, ! ! !
( T ) _ T (Vk2+12)-t(VKk2+12) fizicz _ T (k2 +7%)—t(k’ +77")
2.-2) 2442 - 2472 - 3 -
VrZ+t K2+t K2+T (K2 +12)2
] ’ ] ! ! i ’ i AP
k2412t~ -2t -’ k(T'k-7TK) K(;) K
. = == = = 3 = Ko dir.
(k2+12)2 (k2+12)2 (k2+12)2 (k2+12)2



KK,+‘[T,

!
( K )' . Ic’(\/lc2+rz)—ic(\/ic2+12)’ K K2+T2_K\/K2—+12 Kk (k2+47?)—k(kk'+17")

Vrk2+12 2472 242 - 3
KZ+T K241 K2+T (k2+72)2
T ! 2
R R i N (k2 ) —T(;) K
3 = T = = = = —70 dir.
(k2 +12)Z (K2+12)Z  (k2412)7  (K2+12)Z

!
T

T 4 K o = _ — — _ — K . —
(\/ﬁ) = Ko Ve («/ﬁ) = —710 oldugundan D' = koT + W}CN 0B + —W( T)N
—o(—kT + tB) = —oN' dir. ¢ = ¢ sabitolsun. D' = —cN' dir.

. c = 1 = S C 1 Nw 5 W
Q_WN+WD olsun. a _WN +W( ¢)N' =0 oldugundan a bir birim
vektordiir. (0, ) agik araliginda cot & = ¢ olacak sekilde bir 6 sayisi vardir.

. _ 1 _c s\ _ /o € 1 B7_ ¢  _
sme—m ve cos@—m dir. <N'a>_<N'WN+WD>_W_

cos 6 oldugundan 6 sayist N(t) vektorleri ile d@ vektorii arasindaki sabit agidir. Tersine a sabit

VK2 +12 V2 +12
T =g

WB olsun. Her t € I i¢in (ﬁ(t),ﬁ(t),ﬁ(t)) E3 te pozitif ortonormal bir bazdir. d =

—

N,@)N + (

birim vektdr ve 6 € (0,7) olmak iizere (N,d) = cos®@ olsun. D=

+(D,a@)D dir. (D,a)= (N,d@) =0 oldugundan & =

=l

1 = 1
) TN =ms
cos@N +(D,@)D, 1=|dll®=cos?0+(D,d)?> dir. (D,d)?=1-cos?0, (D,d)=

V1 —cos?6, (D,d)= Fsin6 dir.d=cosON Fsin0D,0=a’' =cos6N' Fsin6 (—o)N' =

Sl
QL

)’

(cos 6 F sin0o)N',N' # 0 oldugundan cos@ + sinfo = 0 dir. ¢ = + cotf sabittir.

3.2. Tip-2 Bishop Catiya Gore Kiiresel Gosterge

3.2.1. {4 ‘e Gore Kiiresel Gostergeler
Tanm 3.2.1.1 a = a(s) , E3’te regiiler bir egri olsun. Tip-2 Bishop ¢atisimin ilk vektor alanmi
S? birim kiiresinin O merkezine gevirirsek, kiiresel bir goriintii ¢ = ¢ (s,,) elde ederiz. Bu
egriye (_) ;1 Bishop kiiresel goriintiisii veya o= a (s) egrisinin gostergesi denir.
Q=@ (s(p) olmak iizere; bir regiiler &« = a (s) egrisinin Bishop kiiresel gostergesi {?dir.

Tip-2 Bishop ve Frenet- Serret sabitleri arasindaki durumu aragtiralim. Oncelikle;

"= %‘%’ =—€ B. s’ye gore tlrevlenebilmeyi kisa bir ¢izgi ile , s, ye gore
tirevlenebilmeyi nokta ile gdsterilsin. Esitligin her iki tarafinin normu alinirsa;
7, =5, (356)
Ve
Soze,. 3.7)
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(3.6) denkleminin tiirevi, 7_";; = ig ﬁ—;" =€, 51 +€, 52. Boylece, ig == 51 —:—jfz.

Buradan, ¢'in birinci egriligini ve asli normali elde edilir.

K¢—||T(p||— 1+ (27 (3.8)
ve IV¢ = -5 & 52 . T(p X IV¢ ifadesi o = a(s) ‘nin 51 Bishop kiiresel goriintiisiiniin

K(p EIK(P

binormal vektor alanini verir. §¢ = ee; 51 - Kif 5. Burulma formiilii yardimu ile (3.8) denklemi
1Ke @
dikkate alindiginda;
e (B
o= 2y a2 (3.9)

elde edilir [11].

Sonu¢ 3.2.1.2 ¢ = ¢(S, ), o = a(s) egrisinin 51 Bishop kiiresel goriintiisii olsun. o = a(s) ‘nin
tip-2 Bishop egriligi orani sabit ise (z—j = sabit) 0 zaman {; Bishop kiiresel gdstergesi (p(Sq,),
oskiilator diizleminde bir dairedir [11].

Ispat ¢ = (p(s(p), regiiler bir o =0(s) egrisinin (_)1 Bishop kiiresel goriintiisii olsun. (3.8) ve (3.9)
denkleminden a =a(s)’nin tip-2 Bishop egriligi orani sabitse sirasiyla K, =sabit ve 7, =0 elde
edilir. Oyleyse ¢ oskiilator diizleminde bir dairedir [11].

Teorem 3.2.1.3 ¢ = ¢(s,), bir a =a(s) regiiler egrisinin ¢, Bishop kiiresel goriintiisii olsun.
qo(sq,) Frenet-Serret degismezleri arasinda bir iligki vardir ve a =o(s)’nin tip-2 Bishop egriligi;

€ S
E—i = [, 15 1pds. (3.10)

Ispat ¢ = (p(s(p) ,sregiiler bir o =a(s) egrisinin 51 Bishop kiiresel goriintiisii olsun. Daha sonra

denklem (3.7) ve (3.9) ‘u kullanarak zincir kuralina gore,

d ey dS(p
13550 as
= — _Boer ds (3.11)

o 2+ el
elde edilir [11].

(3.8)’dan (3.11)’e kadar yerine koyarsak ve her iki tarafin da integralini alirsak istedigimiz (3.10)
denklemi elde edilir. Onerme 3.1.1 ve Onerme 3.1.2 &nermeleri 1518inda asagidaki teoremleri
ispatiz olarak ifade edilir.

Teorem 3.2.1.4 ¢ = ¢( s,) , regiiler bir a =a(s) egrisinin 51 Bishop kiiresel goriintiisii olsun.
Eger ¢ bir genel helis ise a egrisinin tip-2 Bishop egriligini saglar [11].

2 €2
61(51)'

= = sabit.
(e1+€)?

Teorem 3.2.1.5 ¢ = ¢( s,) , regiiler bir a =a(s) egrisinin 51 Bishop kiiresel goriintiisii olsun.

Eger ¢ bir slant helis ise a egrisinin tip-2 Bishop egriligini saglar [11].

11



5 = 0(sabit).

3[ €2 2
€3 [(a)rz+(ef+e§)3]

[ i ] (e3+ed*
3

(e1+€5)2

Teorem 3.2.1.6 ¢ = ¢( s,) , regiiler bir a =a(s) egrisinin 51 Bishop kiiresel goriintiisii olsun.

a =a(s) regiiler egrisinin Tip 2 Bishop egrilikleri asagidaki diferansiyel denklemi saglar [11].
!

2c€2
61(61), . €1€;
3
(e2+€2)2 /ef+e§

onu¢ 3.2.1. = K,ds, dikkate alinarak ve matris dontisimu anilarak ¢ = @( s
S 321746, OS"’ pds, dikk 1 k is d kullanilarak (se

= sabit.

egrisinin tip 2 Bishop ii¢yiizlii {(}, , {2, , B, } elde edilebilir [11].

3.2.2. {3‘e Gore Kiiresel Gostergeler

Tamm 3.2.2.1 o =a(s), E3* de regiiler bir egri olsun. Tip 2 Bishop ¢atisinin 2. Vektdr alanmi S2
birim kiirenin O merkezine doniistiiriirsek; f = B(sg) kiiresel bir goriintisiinii elde ederiz. Bu
egriye 5 , Bishop kiiresel gorlintiisii veya o =a(s) egrisinin gostergesi denir [11].

B = ﬁ(sﬁ) , regiiler bir o =o(s) egrisinin 5 , kiiresel goriintiisii olsun.

1 4Bdsp_ __ B
B = dsg ds =68

5 1 Bishop kiiresel goriintiisiine benzer olarak

Ty = B, (3.12)
ve
ds
d—fz 5 (3.13)

Yani, (3.12) denkleminin tiirevi alinirsa, 7_";; = —T)B cs—f = 6151 + €, 5 , elde edilir. Baska bir deyisle,

i 61—) -

T = =34 &
B 62 G4
Buradan;
— 2
_ 5. Il= €
kg = || Tal|=y1+(2) (3.14)
e =g Fé = ol - 1 2 =g
veNg = ~ E:;B 7 — E—Z.TB x N carpim, By = -8, 6;/3 &

Burulma formiilii yardim ile;

€1
62(5 !

Tp = .
B €2+ €2

(3.15)

(3.14) ve (3.15) denklemleri agisindan su sonucu verilebilir:

12



Sonu¢ 3.2.2.2 8 = B(Sﬁ) , regiiler bir o =o(s) egrisinin 52 kiiresel goriintiisii olsun. a=a(s) tip 2
Bishop egriliklerinin orani sabitse (Z—: = sabit) 0 zaman {, Bishop kiiresel gostergesi ,8(53) ,
oskiilator diizleminde bir dairedir [11].

Teorem 3.2.23 f = ﬁ(sﬁ) , regiiler bir o=0(s) egrisinin 52 kiiresel goriintiisii olsun. O halde
ﬁ(sﬁ)’nin Frenet-Serret sabitleri ile o =a(s) ‘nin tip 2 Bishop egrilikleri arasinda asagidaki gibi
bir iliski vardir [11].

i—:+ fOSB KpTgdsg = 0.

Ispat: Teorem 3.2.1.3’iin kanitina benzer bir sekilde yukaridaki (3.13),(3.14) ve (3.15)
denklemleri ile elde edilebilir. 3.1.1 ve 3.1.2 Onermelerinin 1s18inda B = ﬁ(sﬁ) egrisi i¢in
asagidaki teoremler de verilebilir.

Teorem 3.2.24 8 =8 (s,;) , regiiler bir a=a(s) egrisinin 52 kiiresel goriintiisii olsun. Eger 8 bir
genel helis ise o egrisinin tip-2 Bishop egriliklerini saglar [11].

i_;); = sabit.
(ef+€3)2
Teorem 3.2.258 =L (55) , regiiler bir a =a(s) egrisinin 52 kiiresel goriintiisii olsun. Eger § bir
slant helis ise o egrisinin tip-2 Bishop egriliklerini saglar [11].

2(e1), 1’

62(62) 3] 5 = 0 (sabit.)
(efvedl’] (@) +@e)’]’
€2

(E%+6%)4

Teorem 3.2.26 g = ﬁ(sﬁ) , regiiler bir a=a(s) egrisinin 52 kiiresel goriintiisii olsun. Regiiler

a=0(s) egrisinin tip-2 Bishop egrilikleri asagidaki diferansiyel denklemi saglar [11].

!
(&)
€2 €1€2
2 +
(+ed)? | |eites

Sonug 3.2.2.7 6 = fos £ kgdsg  goz Onlinde bulundurularak ve matris doniigimii kullanilarak

!

= sabit.

B = B(sp) egrisinin tip 2 Bishop iigyiizlii {{} g, (>, B} sii elde edilebilir [11].

3.2.3. Binormal Bishop Kiiresel Gostergeler

Tamm 3.2.3.1 a =a(s), E3* de regiiler bir egri olsun. Tip 2 Bishop ¢atisinin 3. Vektdr alanmi S2
birim kiirenin O merkezine doniistiiriirsek; ¢ = ¢(S¢) kiiresel bir goriintiisiinii elde edilir. Bu
egriye Binormal Bishop kiiresel goriintiisii veya o =a(s) egrisinin gostergesi denir [11]. Burada
binormal kiiresel gosterge hakkinda akillara bir soru gelebilir, ¢iinkii Frenet Serret ve tip 2 bishop

catis1 ortak bir vektdr alanina sahiptir. ¢ = ¢(S¢) , regiiler bir a =a(s) egrisinin Binormal

13



do dS¢ _ >
ds¢ ds _6161

Bishop kiiresel goriintiisii olsun. ¢ ‘nin s‘ye gore tiirevi alinabilir ve; ¢’ =

€25.
(3.1) de verilen tip 2 bishop ¢atis1 vektor alan1 agisindan, kiiresel gostergenin teget vektoriini

. dS¢ 2 2 9 ® .. .
olmak lizere; —= = (/€ + €5 = K(s). ¢ nin birinci

€181+ €20,
/e§+e§

- 3 [N 3 LN -
egriligini belirlemek icin, Ty = =5 (2) ¢ + =25 (2) , - B.

(e3+€3)° (e3+€3)" \e

asagidaki gibi elde edilir, Ty =

Asagidaki sonuca vartlir;

- 2 2
ko = [To]| = \/ [(egigf ) ] * [(egigf &) ] 1 (3.16)
Buradan asli normali, Ny _é{(e i) (61) Z _|_( i‘:) (Ez)'( §}.?¢ X Ny carpm ile

binormal vektOr alanini elde edilir.

o 1 el

B (€2>' 2 (61)’ B [ 2 ]5 + [ o ]5
o=V . .s5\e) T T _s\o I Worarwl R Weravi 66
“o (2 + 1)z Y (2 +€2)z 2 Vei + €3 Vei +€

Elde edilen denklemler vasitastyla Binormal Bishop kiiresel gdstergenin burulmasin;

( €:1{3€5(e1€1+€2€5)— (€2 +€3)[e} —62(61+62)]}>
+e,{3e1(e1€]+€2€5)— (61+62)[€ '—€,(e2+€3)]}

[51(5)] +(E1+Ez)
seklinde yazilir. Sonug olarak, (3.16) ve (3.17) tarafindan tip 2 Bishop catisi sabitlerine gore

(3.17)

Binormal bishop kiiresel gostergelerin frenet serret sabitleri elde edilir [11].

Sonu¢ 3.2.3.2 ¢ = ¢(S¢) , regiiler bir a=a(s) egrisinin Binormal Bishop kiiresel goriintiisii

olsun. . o =o(s)’nin tip 2 Bishop egriliklerinin orani sabitse (Z—l = sabit), f = B (SB) binormal
2

bishop kiiresel gostergesi oskiilator diizleminde bir daire belirtir [11].

Sonu¢ 3.233 64 = fos ¢ Kpdsg gOz Online alip, donlisim matrisi kullanilarak ¢ = ¢(S¢)

egrisinin tip 2 Bishop ligyiizliisii {51¢' 52¢, §¢} elde edilebilir [11].
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4. ORNEKLER

Bu kisimda yukarida verilen tanim ve teoremlere gore uygulamalara yer verilecektir.

4.1. Ornek

Ik olarak E3 de birim hizli dairesel helisi ele alalim;

s 7s

S .
E=¢&(s) = (24COSE’24SIHE’E)'

Frenet-serret aparatlar1 sdyle hesaplanabilir:

( _ 24
=525
W
625’
<T—1(24' S Jacos— 7)
—25 Sln25, COSZS, F
IV— (—cosi —sini 0)
25’ 25" )"
§—1(7' ;. 24)
L = 25 Slnzs, COSZS, .

Sonuglarimizi Frenet-Serret catisina gore kiiresel gostergelerle karsilagtirmak igin & nin
kiiresel goriintiilerini Sekil 4.1 deki gibi gosteriyoruz.
$ 24 24s

0(s) = | ——ds =—.
=] 525% =525



Sekil 4.2. Frenet-Serret catisina gore E=£(s)’in kiiresel goriintiisii

Doniisiim matrisini agsagidaki gibi verebiliriz;

) = =3
—_
|
—
5 ¢
7] =

0’\|N

N
| vl @
n |
ey o
= o
N
BN

(620 W%

01 [

24s . 7 1.
625 625 0 {_2>
0 0 1l'B

Cramer metodu yardimiyla & nin tip-2 bishop ¢ ylzlisi;

9_( 24s s 24  24s s 24 s | 24s 24s.s7_24s>
G = |08 gaE COS 5 ~ 55 SN gaE SN SE, 5 COS e sinoe = Cos o singg, oesin o )
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245)

5 = ( cos=sin > + 24 - COS 245 §in = 2 00522 cos = — sin 22 sin = S
2= 257 625 625~ 25’ 25 625 25 625 5’ 25625
B=_ (7 > 7 24)
sin—, — cos—
25 25’ 25’

Boylece yeni kiiresel goriintiiyli Sekil 4.3 deki gibi gorebiliriz [11]

Sekil 4.3. £=£(s)’in 51, (_)2 ve binormal bishop kiiresel goriintiisii

4.2. Ornek
Bu kisimda tez ¢aligsmasinda ikinci olarak kullanilan uygulamaya yer verilecektir

E3 de birim hizl1 w(s) = (wq, w,, w3) egrisi igin

25 9
——sin9s — ——sin 25s,

“1= 306 850
_ 25 0595+ 25
Wy = 306COS S 850COS S,

_15
w3 = 136sm s
_0’_!"
¢
OJk
b

Sekil 4.4. w = w(s) egrisi
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Bu egrinin egrilik fonksiyonlari;

{K(S) = —15sin8s
7(s) = 15cos8s

101

P
-1 _01'1

00~

Sekil 4.6.0 = w(s) ‘in (_)1 Bishop Kiiresel Goriintiisii

Sekil 4.6 da verilen Bishop kiiresel goriintii i¢in w = w(s) in Frenet-Serret ¢atisini;

?—(25 95 — —cos 25 25'9 % sin2s 15 8)
= 34-COS S 34-COS s,34sm S 345111 S,17COS S ),

_ 15 15 8
N = (ﬂ csc 8s(sin9s — sin 25s), — ﬁcsc 8s(cos9s — cos 25s) —)

17
E—(l 25sin9s + 9sin 25 1(25 9s —9cos 25 15'8)
= 34( sin9s sin s),34 cos9s cos 25s), [75in8s).

Ifade edebiliriz. Sekil 4.2 deki benzer durumda verilen w = w(s) in Frenet-Serret catisinin
kiiresel goriintiilerini ¢izebiliriz.
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s _ 15
0(s) = —J 15sin(8s) ds = gcos(Ss).
0

Sekil 4.8.w0 = w(s) ‘in Binormal Bishop Kiiresel Goriintiisii

Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 de elde ettigimiz kiiresel goriintiiler i¢in w = w(s) in doniisiim matrisini
sm — cos 85 — cos — cos 8s 0 f
cos — cos 85 sin (— cos 8s 0 fz :

1 B

Yukaridaki sistemin ¢oziimil ile @ = w(s) birim hizli egrisinin tip-2 bishop kiiresel goriintiistinii

Sekil 4.3, Sekil 4.4, Sekil 4.5 deki gibi elde ederiz [11].

T =3
LNy
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada, 3 Oklid uzayinda baz1 yeni iliskili egriler Bishop catiya gore tanimlanmistr.
Bir Frenet egrisinin Bishop catis1 yardimiyla yeni tip ¢atis1 olusturulmus ve bu gatiya Tip-2
bishop catis1 denilmistir. Bu yeni ¢atiya gdre regiiler bir egrinin; teget vektorii, asli normali ve
binormali incelenerek; egrilik ve burulma fonksiyonlar1 bulunmustur. Daha sonra matris
doniisiimii yardimiyla bu egrinin bishop ¢ ylizlileri bulunarak kiiresel gostergeleri elde
edilmistir. Elde edilen bu kiiresel gostergelerin tip-2 bishop egriliklerinin orani sabit oldugu
durumlarda oskiilator diizleminde bir daire belirttigi sonucuna varilmastir.

Benzer diisiinceyle; n-boyutlu Oklid uzayinda bir Bishop catiya gore kiiresel gostergeler

arastirilabilir.
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