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ÖZET 

Dummy 

Bishop Çatısına Göre Küresel Göstergeler Üzerine  
 

Serhat GÜLNAROĞLU 

 

Yüksek Lisans Tezi 
 

FIRAT ÜNİVERSİTESİ 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

      

Şubat 2024,   Sayfa:  x  + 21 
 

 

3 boyutlu Öklid uzayında regüler eğriler üzerine birçok çalışma yapılmıştır. Birçok araştırmacı bu 

teoride Frenet çatı ve Bishop çatı gibi çatıları çalışmıştır. Bu çatılar eğriler ile ilgili karakterizasyonlarda 

bize yardımcı olur. 

Bu çalışmada, 3-boyutlu Öklid uzayında bishop çatıya göre küresel göstergeler incelenmiştir. Bunun 

için önce Öklid uzayında tip 2 bishop çatı verilmiş ve bunlar için yeni karakterizasyonlar elde edilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Bishop çatı, Frenet eğrileri, Frenet çatısı, küresel gösterge 
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ABSTRACT 

dummy 

On spherical Indicatrix According to Bishop Frame  
 

Serhat GÜLNAROĞLU 

 

Master's Thesis 
 

FIRAT UNIVERSITY 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

      

February 2024,   Pages:  x  + 21 
 

 

Many studies have been done according to different frames of the theory of curves in Euclidean Space. 

Many researchers have studied frames such as the Frenet frame, Bishop frame in this theory. These frames 

help us in the characterization of curves. 

This study analyzes spherical indicatrix according to the bishop frame in Euclidean space. For this, firstly, 

the Type-2 Bishop frame is given in euclidean. Then new characterizations are obtained.  

 

Keywords: Bishop frame, Frenet curves, Frenet frame, spherical indicatrix   
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SİMGELER 

𝑅 : Reel sayılar cümlesi 

𝐸3                        : 3-boyutlu öklid uzayı 

{𝑇, 𝑁, 𝐵}              : 3-boyutlu öklid uzayında Serre-Frenet çatısı 

{𝑇,𝑀1, 𝑀2, }        : 3-boyutlu öklid uzayında Bishop çatısı 

𝜅 : 3-boyutlu öklid uzayında eğrilik fonksiyonu 

𝜏 : 3-boyutlu öklid uzayında burulma fonksiyonu 

𝐾1, 𝐾2 : 3-boyutlu öklid uzayında Bishop çatısına göre eğrilik fonksiyonları 

{𝜁1, 𝜁2 , 𝐵}           : 3-boyutlu öklid uzayında Tip-2 Bishop çatısı 

{𝜁1 , 𝜁2, 𝐵 , ∈1 ,∈2} : 3-boyutlu öklid uzayında Tip-2 Bishop değişmezleri 

 

 

 

 



 

 

1. GİRİŞ 

Eğriler diferansiyel geometride çeşitli uzaylarda değişik çatılara göre çalışılan önemli bir 

alandır. 3-boyutlu Öklid uzayında bir eğrinin teğet, asli normal ve binormal vektörlerinden oluşan 

Frenet çatısı bu eğrinin diferansiyel geometrisinin çalışılabilmesi için en iyi bilinen bir 

ortonormal bazdır.  Bununla birlikte bir uzay eğrisinin uzaydaki yerel davranışı bu eğrinin eğrilik 

ve burulması ile tamamen belirlidir. Böylece bir eğrinin tamamen incelenebilmesi için en azından 

üçüncü mertebeye kadar sürekli türevlenebilmesi gereklidir. Birçok araştırmacı eğrilerin 

özelliklerini karakterize etmek ve hesap yapmak için Frenet çatısını kullanmaktadırlar. Ancak 

Frenet çatısı yalnızca diferensiyellenebilen eğriler özelinde tanımlıdır ve bazı noktalarda eğrinin 

ikinci türevi sıfır olabilir. Böyle durumlarda eğri için alternatif bir çatıya gerek duyulur. Bu 

sebeple 1975 yılında L.R. Bishop, paralel vektör alanları yardımıyla 3-boyutlu Öklid uzayında 

eğriler için bir alternatif çatı ya da paralel öteleme çatısı tanımlamıştır [1].  

Bishop, bu çatı sayesinde hareketli bir çatıyı tanımlamak için alternatif bir yol bulmuştur [1]. Bu 

çatı Frenet çatısında bulunan teğet vektör sabit tutularak normal vektörlerin belli bir açıyla 

döndürülmesiyle oluşur [1]. Bu alternatif çatının bulunuşuyla birlikte araştırmacılar bazı temel 

konuları bu yeni çatıya göre incelemeyi amaçlamışlardır ve Bishop çatısı üzerine pek çok çalışma 

yapmışlardır [2,3,4].  

           Körpınar, 3-boyutlu Öklid uzayda Bishop çatıya göre ilişkili eğrileri incelemiştir [4,13]. 

Ali Öklid uzayında slant helisleri inceledi [7]. Bukcu ve Karacan bazı özel eğileri Bishop çatısına 

göre incelemişlerdir [5]. Yılmaz, Özyılmaz ve Turgut söz konusu Bishop çatısının bileşenlerinin 

küresel görüntüleri üzerine çalışmıştır [6]. Babadağ ise bazı eğrileri Bishop çatısına göre 

karakterize etmiştir [8]. 

Bu çalışmada ise 3-boyutlu Öklid uzayında bishop çatıya göre bazı eğriler vererek 3-

boyutlu Öklid uzayındaki bishop çatıya göre doğrultman eğrilerinin birinci ve ikinci eğrilikleriyle 

birlikte asli normal vektörü ile binormal vektörünü ele alıp; bu eğrilerin küresel göstergelerini 

elde etmeye çalışacağız. 

 



 

 

2.  TEMEL KAVRAMLAR 

Bu kısımda tez çalışmasında kullanılan temel tanımlara ve teoremlere yer verilmiştir.  

2.1. Tanım (Öklid İç Çarpım) 

⟨,⟩ : 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 → 𝑅 , her  𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ve 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) için   ⟨𝑥,𝑦⟩  = ∑ 𝑥𝑖
𝑛−1
𝑚=0 𝑦𝑖 

şeklinde tanımlanan fonksiyona 𝑅𝑛 vektör uzayı üzerinde Öklid iç çarpım denir [1]. 

2.2. Tanım (Vektörel çarpım) 

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ve  𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) ∈ 𝑅
3 şeklinde iki vektör olsunlar. Bu iki vektörün vektörel 

çarpımı 𝑎 × 𝑏=|
𝑖 𝑗 𝑘
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

| ile verilir [13]. 

2.3. Tanım (Norm) 

Bir 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) vektörünün normu ‖𝑥‖ = √⟨𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛⟩  olarak tanımlanır [13]. 

2.4. Tanım (Eğri) 

𝐼,𝑅 nin açık aralığı olmak üzere   𝛼: 𝐼 → 𝑅𝑛 biçiminde ( 𝐶∞  sınıfından) bir  α dönüşümüne, 𝑅𝑛 

uzayı içinde bir eğri denir [13].  

n-boyutlu uzayda eğri Şekil 2.1 de verilmiştir. 

 

Şekil 2.1. n-boyutlu uzayda eğri 

2.5. Tanım (Hız vektörü) 

𝛼: 𝐼 → 𝑅𝑛 ,𝛼 = 𝛼𝑛(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), … , 𝛼𝑛(𝑡)) bir eğri olsun.  

𝛼′ = 𝛼𝑛
′(𝑡) = (𝛼1

′(𝑡), 𝛼2
′(𝑡),… , 𝛼𝑛

′(𝑡)) eğrisine 𝛼 eğrisinin   𝛼(𝑡) noktasındaki hız vektörü 

denir [13]. 
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2.6. Tanım (Regüler eğri) 

𝛼: 𝐼 → 𝑅𝑛  eğrisi verilsin. Her 𝑡 ∈ 𝐼 için   𝛼′(𝑡) ≠ 0 ise 𝛼 eğrisine regüler eğri(düzenli eğri) denir 

[13]. 

2.7. Tanım (Birim hızlı eğri) 

𝛼: 𝐼 → 𝑅𝑛 , 𝛼 = 𝛼(𝑡) olmak üzere ‖𝛼′(𝑡)‖ = √⟨𝛼′(𝑡) , 𝛼′(𝑡)⟩ = 1  ise 𝛼 eğrisine birim hızlı eğri 

denir [13]. 

2.8. Tanım (Frenet vektörleri) 

T⃗⃗⃗(s), B⃗⃗⃗(s), N⃗⃗⃗(s) vektörleri, α: I → R3  eğrisinin   α(s) noktasındaki Frenet vektörleridir. 

{T⃗⃗⃗(s), B⃗⃗⃗(s), N⃗⃗⃗(s)} ifadesine, α eğrisinin α(s) noktasındaki Frenet çatısı denir. T⃗⃗⃗, N⃗⃗⃗, B⃗⃗⃗ vektör 

alanlarına,  α eğrisi üstünde Frenet vektör alanları denir [13]. 

Frenet vektörleri Şekil 2.2 de verilmiştir. 

 

Şekil 2.2. Frenet vektörleri 

2.9. Tanım (Serre-Frenet çatısı) 

𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisinin  𝛼(𝑠) noktasndaki 𝑇⃗⃗(𝑠), 𝐵⃗⃗(𝑠), 𝑁⃗⃗⃗(𝑠)  vektörlerine Serre-Frenet vektör alanları 

denir.   {𝑇⃗⃗(𝑠), 𝐵⃗⃗(𝑠), 𝑁⃗⃗⃗(𝑠)}  ortonormal kümesine 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki Serre-Frenet 

çatısı denir [13]. 

2.10. Teorem (Eğrilik fonksiyonu) 

𝑅3 uzayındaki birim hızlı 𝛼: 𝐼 → 𝑅3  eğrisi için  𝜅: 𝐼 → 𝑅 ,   𝜅(𝑠) = ‖𝑇⃗⃗ ′(𝑠)‖ fonksiyonuna, 𝛼 

eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. 𝜅(𝑠) sayısına eğrinin  𝛼(𝑠) noktasındaki eğriliği denir [13]. 
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2.11. Tanım (Burulma fonksiyonu) 

Birim hızlı  𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisinin Frenet vektör alanları 𝑇⃗⃗, 𝑁⃗⃗⃗, 𝐵⃗⃗ olmak üzere 𝜏: 𝐼 → 𝑅  𝜏(𝑠) = −<

𝐵⃗⃗′ (𝑠), 𝑁⃗⃗⃗(𝑠) > fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin burulma fonksiyonu denir. 𝜏(𝑠) sayısına eğrinin 

 𝛼(𝑠) noktasındaki burulması denir [13]. 

2.12. Tanım (Birim teğet vektörü) 

𝑅3 uzayında birim hızlı  𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisi için  𝑇⃗⃗(𝑠) = 𝛼′(𝑠) eşitliğiyle belirli 𝑇⃗⃗(𝑠) vektörüne 𝛼 

eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki birim teğet vektörü denir [13]. 

2.13. Tanım (Asli normal vektörü) 

 𝑅3 uzayındaki birim hızlı  𝛼: 𝐼 → 𝑅3  eğrisi için 𝑁⃗⃗⃗(𝑠) =
1

(𝜅(𝑠))
 𝑇⃗⃗′(𝑠) eşitliğiyle belirli 𝑁⃗⃗⃗(𝑠) 

vektörüne, 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki birinci asli normali denir. 𝑁⃗⃗⃗ vektör alanına,  𝛼 eğrisinin 

asli normal vektör alanı denir [13]. 

2.14. Tanım (Binormal vektör) 

𝑅3 uzayındaki birim hızlı  𝛼: 𝐼 → 𝑅3  eğrisi için 𝐵⃗⃗(𝑠) = 𝑇⃗⃗(𝑠) × 𝑁⃗⃗⃗(𝑠) eşitliğiyle tanımlı 𝐵⃗⃗(𝑠) 

vektörüne, 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki binormali denir. 𝐵⃗⃗ vektör alanına,  𝛼 eğrisinin binormal 

vektör alanı denir [13]. 

2.15. Tanım (Birim teğet vektör alanı) 

𝑅3 uzayında birim hızlı  𝛼: 𝐼 → 𝑅3 eğrisi için 𝑇⃗⃗(𝑠) = 𝛼′(𝑠)  𝑇⃗⃗⃗⃗ (𝑠) vektörüne 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) 

noktasındaki birim teğet vektörü denir [13]. 

2.16. Tanım (Serre-Frenet türev formülleri) 

𝛼: 𝐼 → 𝑅3  birim hızlı bir eğri olsun.  𝛼 eğrisinin Serre-Frenet vektör alanları 𝑇⃗⃗, 𝑁⃗⃗⃗, 𝐵⃗⃗  ise, 

𝑇⃗⃗′ = 𝜅𝑁⃗⃗⃗ 

𝑁⃗⃗⃗′ = −𝜅𝑇⃗⃗ + 𝜏𝐵⃗⃗ 

𝐵⃗⃗′ = −𝜏𝑁⃗⃗⃗ 

dir. Matris formu da [
𝑇⃗⃗′

𝑁⃗⃗⃗′

𝐵⃗⃗′
] = [

0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 −𝜏 0

]  [
𝑇⃗⃗

𝑁⃗⃗⃗

𝐵⃗⃗

] dir. Bu formüllere Serre-Frenet türev formülleri 

denir [13]. 
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2.17. Tanım (Ortogonal küme ve Ortonormal küme) 

S, sıfırdan farklı vektörlerin kümesi olsun. Eğer S kümesinde herhangi iki vektör birbirine 

dik ise S kümesine ortogonaldir denir. S ortogonal iken S deki her bir vektör birim vektör ise S ye 

ortonormladir denir [14]. 

2.18. Tanım (Bishop çatı) 

Bishop çatısı veya paralel öteleme çatısı hareketli çatı tanımlamasına alternatif bir 

yaklaşımdır. Bir eğrinin bazı noktalarında eğrilik sıfırlanabilir yani eğrinin ikinci türevi sıfır 

olabilir. Bu durumda alternatif bir çatı olan Bishop çatısı oluşturulabilir. 

         Bir eğrinin Frenet çatısında bulunan 𝑇⃗⃗ teğet vektörünü değiştirmeden diğer asli normal ve 

binormal vektörleri belli bir açı ile döndürülerek Bishop çatı veya paralel öteleme çatısı adı 

verilen alternatif bir çatı oluşturulur. Buna göre Bishop çatısında 𝑇⃗⃗ vektörü aynen alınır ve bu 

vektöre dik bir düzlemde bulunan herhangi iki elemanlı {𝑀⃗⃗⃗1, 𝑀⃗⃗⃗2} bazı seçilir. {𝑀⃗⃗⃗1, 𝑀⃗⃗⃗2} 

vektörlerinin türevleri sadece 𝑇⃗⃗ vektörüne bağlıdır. Böylece oluşturulan { 𝑇⃗⃗, 𝑀⃗⃗⃗1, 𝑀⃗⃗⃗2} çatısı dik bir 

çatı olur [10].  

         Buna göre Bishop veya paralel öteleme çatısı şu şekilde tanımlanabilir. 

𝛼 ,sıfırdan farklı 𝜅 eğrilikleriyle birlikte verilmiş birim hızlı bir uzay eğrisi ve 𝑀⃗⃗⃗1, 𝑇⃗⃗ teğet 

vektörüne dik bir herhangi birim vektör olsun. Eğer 𝑀⃗⃗⃗2 = 𝑇⃗⃗ × 𝑀⃗⃗⃗1 olacak şekilde 

alınırsa, { 𝑇⃗⃗, 𝑀⃗⃗⃗1, 𝑀⃗⃗⃗2}  pozitif yönlendirilmiş ortonormal çatı olur ve bu çatıya Bishop çatı denir. 

Frenet ve Bishop çatıları arasındaki ilişki şu şekilde verilebilir. 

[
𝑇⃗⃗

𝑁⃗⃗⃗

𝐵⃗⃗

] = [
1 0 0
0 cos 𝜃 sin𝜃
0 −sin 𝜃 cos𝜃

] [

𝑇⃗⃗

𝑀⃗⃗⃗1

𝑀⃗⃗⃗2

] 

    𝑇⃗⃗ = 𝑇⃗⃗ 

   𝑁⃗⃗⃗ = cos𝜃𝑀⃗⃗⃗1 + sin𝜃𝑀⃗⃗⃗2 

    𝐵⃗⃗ = −sin 𝜃𝑀⃗⃗⃗1 + cos 𝜃𝑀⃗⃗⃗2 

Burada 𝜃 ,𝑁⃗⃗⃗ ile 𝑀⃗⃗⃗1 arasındaki açıdır [1]. 

3-boyutlu uzayda bishop vektörleri Şekil 2.3 de verilmiştir. 
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Şekil 2.3. 3-boyutlu uzayda bishop vektörleri 

2.19. Tanım (İntegral eğrisi) 

X,M de diferansiyellenebilir vektör alanı olsun. Herhangi bir 𝑡 ∈ 𝐼 için 𝛼: 𝐼 → 𝑀  

diferensiyellenbilir eğrisi X in bir integral eğrisidir [12]. 

𝛼′(𝑡) = 𝑋𝛼(𝑡) 

2.20. Teorem 

𝛼, sıfırdan farklı 𝜅 eğriliği ile verilmiş birim hızlı bir eğri olsun. Bu durumda 𝜅 ve 𝜏 Frenet 

eğrilikleri, 𝐾1 ve 𝐾2 Bishop eğrilikleri olmak üzere, Bishop çatısı için türev formülleri aşağıdaki 

gibidir. 

𝑇⃗⃗′(𝑠) = 𝐾1𝑀⃗⃗⃗1(𝑠) + 𝐾2(𝑠)𝑀⃗⃗⃗2(𝑠) 

𝑀⃗⃗⃗1
′(𝑠) = −𝐾1(𝑠)𝑇⃗⃗(𝑠) 

𝑀⃗⃗⃗2
′ (𝑠) = −𝐾2(𝑠)𝑇⃗⃗(𝑠) 

Frenet ve Bishop çatıları arasındaki dönüşüm matrisi ise  

[

𝑇⃗⃗′

𝑀⃗⃗⃗1
′

𝑀⃗⃗⃗2
′

]=[

0 𝐾1 𝐾2
−𝐾1 0 0
−𝐾2 0 0

] [

𝑇⃗⃗

𝑀⃗⃗⃗1

𝑀⃗⃗⃗2

] 

şeklinde olup bu matris anti-simetrik matristir. Frenet ve Bishop çatı arasındaki eğrilikler de  

𝜅(𝑠) = √𝐾1
2(𝑠) + 𝐾2

2(𝑠) 
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𝜏(𝑠) =
𝑑𝜃(𝑠)

𝑑(𝑠)
, 𝜃(𝑠) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝐾2(𝑠)

𝐾1(𝑠)
) 

𝐾1(𝑠) = 𝜅(𝑠) cos 𝜃 

𝐾2(𝑠) = 𝜅(𝑠) sin 𝜃 

şeklinde olur [1]. 

2.21. Tanım (Helis) 

𝑅3 uzayında bir 𝛼 eğrisinin birim teğet vektör alanı 𝑇⃗⃗ olsun. 𝑇⃗⃗ vektör alanı, belirli bir 𝑢⃗⃗ vektörü 

ile sabit açı yapıyorsa 𝛼 eğrisine bir helis adı verilir [9]. 

2.22. Tanım (Slant Helis) 

𝛼: 𝐼 → 𝑅3 birim vektörü 𝑁⃗⃗⃗1(𝑠) olan düzenli eğrisinin belirli  𝑢⃗⃗ sabit vektörüyle yaptığı açı 𝜃 

olsun. Her 𝑠 ∈ 𝐼 ⟨𝑁⃗⃗⃗1(𝑠)  , 𝑢⃗⃗ ⟩=cos 𝜃 ise 𝛼 eğrisi bir slant helis adını alır [9]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

3. 3-BOYUTLU UZAYDA BİSHOP ÇATIYA GÖRE KÜRESEL 

GÖSTERGELER 

3.1. Regüler bir eğrinin Tip-2 Bishop Çatısı 

α  = α (s) ;  𝐸³’de birim hızlı bir eğri olsun ve [
𝑇⃗⃗′

𝑁⃗⃗⃗′

𝐵⃗⃗′
] = [

0 𝜅 0
−𝜅 0 𝜏
0 −𝜏 0

]  [
𝑇⃗⃗

𝑁⃗⃗⃗

𝐵⃗⃗

] onun Frenet – Serret 

çatısı olsun. Yay uzunluğuna göre türevleri gösteren, nispeten paralel uyarlanmış bir çatı ifade 

edilirse, 

         [

𝜁1
′

𝜁2
′

𝐵⃗⃗′

] = [

0 0 −𝜖1
0 0 −𝜖2
𝜖1 𝜖2 0

] [

𝜁1

𝜁2

𝐵⃗⃗

].                                                                                  (3.1)      

Bu çatıya ‘’Tip-2 Bishop Çatısı’’ diyeceğiz. Bu yeni çatının Frenet – Serret çatısı ile ilişkisini 

araştırmak için önce; 

        𝐵⃗⃗′ = − 𝜏 𝑁⃗⃗⃗ = 𝜖1𝜁1 + 𝜖2𝜁2. 

Her iki tarafın normu alınırsa;  

       𝜏 = √𝜖1
2 + 𝜖2

2.                                                                                                           (3.2)      

{𝜁1, 𝜁2 , 𝐵⃗⃗} çatısına göre teğet vektörü aşağıdaki gibi yazılırsa; 

       𝑇⃗⃗  =  𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑠) 𝜁1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 (𝑠) 𝜁2 , 

ve s ‘ye göre düzenlenirse, 

       𝑇⃗⃗′  =  𝜅 𝑁⃗⃗⃗  =  𝜃′ (𝑠) (𝑐𝑜𝑠 𝜃 (𝑠) 𝜁1 + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠) 𝜁2)  + 𝑠𝑖𝑛 𝜃 (𝑠)𝜁1
′  −  𝑐𝑜𝑠 𝜃 (𝑠) 𝜁2

′ .           (3.3) 

𝜁1
′  =  − 𝜖1𝐵⃗⃗  ve  𝜁2

′  =  − 𝜖2𝐵⃗⃗ ifadesi (3.3) denkleminde yerine yazılırsa; 

       𝜅 𝑁⃗⃗⃗ = 𝜃′ (s) (cos𝜃 (𝑠) 𝜁1 + sin 𝜃 (𝑠) 𝜁2). 

Yukarıdaki denklemde 𝜃′ (𝑠)  = 𝜅 (𝑠) alınırsa,  

       𝑁⃗⃗⃗  = cos 𝜃 (𝑠) 𝜁1  +  sin 𝜃 (𝑠) 𝜁2 . 

Elde edilen denklemler dikkate alınarak, Frenet – Serret ve Tip-2 Bishop çatı arasındaki ilişki 

matrisi aşağıdaki gibi ifade edilir, 

       [
𝑇⃗⃗

𝑁⃗⃗⃗

𝐵⃗⃗

]=[
sin𝜃 (𝑠) − cos 𝜃(𝑠) 0
cos 𝜃 (𝑠) sin 𝜃 (𝑠) 0

0 0 1

] [

𝜁1

𝜁2

𝐵⃗⃗

].                                                                               (3.4)                                                     

Ayrıca (3.2) denklemine uyarlanırsa; 

      1 = √
∈1
2

𝜏2
+
∈2
2

𝜏2
 ,                                                                                                                      (3.5)                                            

ve böylece (3.5) denklemi ile ifade edilirse, 

       {
∈1  (s)  =  − 𝜏 cos 𝜃  (𝑠),

∈2  (s)  =  − 𝜏 sin 𝜃   (𝑠).
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Aşağıdaki sonuca ulaşılır, 

       𝜃 (𝑠) = arctan (
∈2

∈1
). 

 {𝜁1 , 𝜁2, 𝐵⃗⃗} çatısı doğrultusunda ve 𝜏 ve 𝜃 (s) = ∫ 𝜅 (𝑠) 𝑑𝑠
𝑠

0
,  α = α (s) eğrisi için kutupsal 

koordinatlardır. {𝜁1 , 𝜁2, 𝐵⃗⃗ , ∈1 ,∈2} kümesi,  𝛼 =  𝛼(𝑠) eğrisinin tip-2 Bishop değişmezleri olarak 

adlandırılır [11].  

3.1.1. Önerme 

𝜑 = 𝜑(𝑠), κ ve τ eğriliklerine sahip regüler bir eğri olsun. 𝜑 bir genel helis olması için gerek ve 

yeter koşul 
𝜏

𝜅
= 𝑐 (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) olmasıdır [11]. 

İspat 𝜑 = 𝜑(𝑠), bir frenet eğrisi olsun.  
𝜏

𝜅
= 𝑐  sabit ve 𝑎⃗ =

𝑐

√1+𝑐2
𝑇⃗⃗ +

1

√1+𝑐2
𝐵⃗⃗ olsun.  

𝑎⃗′ =
𝑐

√1+𝑐2
𝜅𝑁⃗⃗⃗ +

1

√1+𝑐2
(−𝑐𝜅)𝑁⃗⃗⃗ = 0 olduğundan  𝑎⃗ sabit bir birim vektördür. (0 , 𝜋) açık 

aralığında cot 𝜃 = 𝑐 olacak şekilde bir 𝜃  sayısı vardır. 

 
1

sin2 𝜃
=

sin2 𝜃+cos2 𝜃

sin2 𝜃
= 1 + cot2 𝜃 = 1 + 𝑐2, 

1

sin2 𝜃
= 1 + 𝑐2 olduğundan sin𝜃 =

1

√1+𝑐2
 ve 

cos 𝜃 = sin 𝜃 cot 𝜃 =
1

√1+𝑐2
𝑐 olduğundan cos 𝜃 =

𝑐

√1+𝑐2
 dir.〈𝑇⃗⃗, 𝑎⃗〉 = 〈𝑇⃗⃗,

𝑐

√1+𝑐2
𝑇⃗⃗ +

1

√1+𝑐2
𝐵⃗⃗〉 =

𝑐

√1+𝑐2
= cos𝜃 plduğundan  𝜃  sayısı 𝑇⃗⃗(𝑡) vektörleri ile 𝑎⃗ vektörü arasındaki sabit açıdır. Tersine  

𝑎⃗ sabit birim vektör ve 𝜃 ∈ (0 , 𝜋) olmak üzere 〈𝑇⃗⃗, 𝑎⃗〉 = cos𝜃 olsun. Frenet tabanına göre 𝑎⃗ 

vektörü 𝑎⃗ = 〈𝑇⃗⃗, 𝑎⃗〉𝑇⃗⃗ + 〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉𝑁⃗⃗⃗ + 〈𝐵⃗⃗, 𝑎⃗〉𝐵⃗⃗ dir. 𝜅〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = 〈𝜅𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = 〈𝑇⃗⃗′, 𝑎⃗〉 = 〈𝑇⃗⃗𝑎⃗〉′ = 0  𝑣𝑒  𝜅 ≠

0𝜅〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = 〈𝜅𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = 〈𝑇⃗⃗′, 𝑎⃗〉 = 〈𝑇⃗⃗𝑎⃗〉′ = 0  𝑣𝑒  𝜅 ≠ 0 olduğundan 〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = 0 dır. 𝑎⃗ = cos 𝜃 𝑇⃗⃗ +

〈𝐵⃗⃗, 𝑎⃗〉𝐵⃗⃗ 𝑎⃗  bir birim vektör olduğundan ‖𝑎⃗‖ = 1 dir. 1 = ‖𝑎⃗‖2 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 〈𝐵⃗⃗, 𝑎⃗〉2 dir. 〈𝐵⃗⃗, 𝑎⃗〉 =

∓ sin𝜃 dir. 𝑎⃗ = cos𝜃 𝑇⃗⃗ ∓ sin𝜃 𝐵⃗⃗ dir. 0 = 𝑎⃗′ = cos 𝜃 𝜅𝑁⃗⃗⃗ ∓ sin𝜃 (−𝜏)𝑁⃗⃗⃗ = (cos 𝜃 𝜅 ∓ sin𝜃 𝜏)𝑁⃗⃗⃗ 

dir. 𝑁⃗⃗⃗ ≠ 0 olduğundan cos 𝜃 𝜅 ∓ sin 𝜃 𝜏 = 0  dır. 
𝜏

𝜅
= ∓cot 𝜃 sabittir.  

3.1.2. Önerme 

𝜑 = 𝜑(𝑠), κ ve τ eğriliklerine sahip regüler bir eğri olsun. 𝜑 bir slant helistir ancak ve ancak 

𝜎(𝑠) = [
𝜅2

(𝜅2+𝜏2)
3
2

(
𝜏

𝜅
)
′
] = 𝑐 (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) [11]. 

İspat 𝜑 = 𝜑(𝑠), bir Frenet eğrisi olsun.  𝐷⃗⃗⃗ =
𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝑇⃗⃗ +

𝜅

√𝜅2+𝜏2
𝐵⃗⃗  olsun. 

(
𝜏

√𝜅2+𝜏2
)
′
=

𝜏′(√𝜅2+𝜏2)−𝜏(√𝜅2+𝜏2)
′

𝜅2+𝜏2
 =

𝜏′√𝜅2+𝜏2−𝜏
𝜅𝜅′+𝜏𝜏′

√𝜅2+𝜏2

𝜅2+𝜏2
=

𝜏′(𝜅2+𝜏2)−𝜏(𝜅𝜅′+𝜏𝜏′)

(𝜅2+𝜏2)
3
2

=

𝜏′𝜅2+𝜏2𝜏′−𝜏𝜅𝜅′−𝜏2𝜏′

(𝜅2+𝜏2)
3
2

 =
𝜏′𝜅2−𝜏𝜅𝜅′

(𝜅2+𝜏2)
3
2

 =
𝜅(𝜏′𝜅−𝜏𝜅′)

(𝜅2+𝜏2)
3
2

 =
𝜅(

𝜏

𝜅
)
′
𝜅2

(𝜅2+𝜏2)
3
2

= 𝜅𝜎 dır. 



10 

 (
𝜅

√𝜅2+𝜏2
)
′
=

𝜅′(√𝜅2+𝜏2)−𝜅(√𝜅2+𝜏2)
′

𝜅2+𝜏2
 =

𝜅′√𝜅2+𝜏2−𝜅
𝜅𝜅′+𝜏𝜏′

√𝜅2+𝜏2

𝜅2+𝜏2
=

𝜅′(𝜅2+𝜏2)−𝜅(𝜅𝜅′+𝜏𝜏′)

(𝜅2+𝜏2)
3
2

=

𝜅2𝜅′+𝜅′𝜏2−𝜅2𝜅′−𝜅𝜏𝜏′

(𝜅2+𝜏2)
3
2

 =
𝜅′𝜏2−𝜅𝜏𝜏′

(𝜅2+𝜏2)
3
2

 =
𝜏(𝜅′𝜏−𝜅𝜏′)

(𝜅2+𝜏2)
3
2

 =
−𝜏(

𝜏

𝜅
)
′
𝜅2

(𝜅2+𝜏2)
3
2

= −𝜏𝜎 dır. 

(
𝜏

√𝜅2+𝜏2
)
′
= 𝜅𝜎 ve (

𝜅

√𝜅2+𝜏2
)
′
= −𝜏𝜎 olduğundan 𝐷⃗⃗⃗′ = 𝜅𝜎𝑇⃗⃗ +

𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝜅𝑁⃗⃗⃗ − 𝜏𝜎𝐵⃗⃗ +

𝜅

√𝜅2+𝜏2
(−𝜏)𝑁⃗⃗⃗  

= −𝜎(−𝜅𝑇⃗⃗ + 𝜏𝐵⃗⃗) = −𝜎𝑁⃗⃗⃗′  dir. 𝜎 = 𝑐  sabit olsun. 𝐷⃗⃗⃗′ = −𝑐𝑁⃗⃗⃗′ dir. 

𝑎⃗ =
𝑐

√1+𝑐2
𝑁⃗⃗⃗ +

1

√1+𝑐2
𝐷⃗⃗⃗  olsun. 𝑎⃗′ =

𝑐

√1+𝑐2
𝑁⃗⃗⃗′ +

1

√1+𝑐2
(−𝑐)𝑁⃗⃗⃗′ = 0 olduğundan 𝑎⃗ bir birim 

vektördür. (0 , 𝜋) açık aralığında cot 𝜃 = 𝑐 olacak şekilde bir 𝜃 sayısı vardır. 

sin𝜃 =
1

√1+𝑐2
 ve cos𝜃 =

𝑐

√1+𝑐2
 dır. 〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = 〈𝑁⃗⃗⃗,

𝑐

√1+𝑐2
𝑁⃗⃗⃗ +

1

√1+𝑐2
𝐷⃗⃗⃗〉 =

𝑐

√1+𝑐2
=

cos𝜃 olduğundan  𝜃  sayısı 𝑁⃗⃗⃗(𝑡) vektörleri ile 𝑎⃗ vektörü arasındaki sabit açıdır. Tersine  𝑎 sabit 

birim vektör ve 𝜃 ∈ (0 , 𝜋) olmak üzere 〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = cos 𝜃 olsun. 𝐷̅⃗⃗⃗ =
1

√𝜅2+𝜏2
𝑁⃗⃗⃗′ = −

𝜅

√𝜅2+𝜏2
𝑇⃗⃗ +

𝜏

√𝜅2+𝜏2
𝐵⃗⃗ olsun. Her 𝑡 ∈ 𝐼 için (𝑁⃗⃗⃗(𝑡), 𝐷̅⃗⃗⃗(𝑡), 𝐷⃗⃗⃗(𝑡))    𝐸3 te pozitif ortonormal bir bazdır. 𝑎⃗ =

〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉𝑁⃗⃗⃗ + 〈𝐷̅⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 𝐷̅⃗⃗⃗ + 〈𝐷⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉𝐷⃗⃗⃗ dir. 〈𝐷̅⃗⃗⃗, 𝑎〉 =
1

√1+𝑐2
〈𝑁⃗⃗⃗′, 𝑎〉 =

1

√1+𝑐2
〈𝑁⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉′ = 0 olduğundan 𝑎⃗ =

cos 𝜃 𝑁⃗⃗⃗ + 〈𝐷⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉𝐷⃗⃗⃗, 1 = ‖𝑎⃗‖2 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 〈𝐷⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉2 dir. 〈𝐷⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉2 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃, 〈𝐷⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 =

√1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃, 〈𝐷⃗⃗⃗, 𝑎⃗〉 = ∓ sin𝜃 dir.𝑎⃗ = cos 𝜃 𝑁⃗⃗⃗ ∓ sin𝜃𝐷⃗⃗⃗,0 = 𝑎⃗′ = cos𝜃 𝑁⃗⃗⃗′ ∓ sin𝜃 (−𝜎)𝑁⃗⃗⃗′ =

(cos 𝜃 ∓ sin 𝜃𝜎)𝑁⃗⃗⃗′,𝑁⃗⃗⃗′ ≠ 0 olduğundan  cos 𝜃 ∓ sin 𝜃𝜎 = 0 dır. 𝜎 = ∓cot 𝜃  sabittir. 

3.2. Tip-2 Bishop Çatıya Göre Küresel Gösterge 

3.2.1. 𝜻𝟏 ‘e Göre Küresel Göstergeler 

Tanım 3.2.1.1  α =  α (s) , 𝐸3’te regüler bir eğri olsun. Tip-2 Bishop çatısının ilk vektör alanını 

S2 birim küresinin  𝑂 merkezine çevirirsek, küresel bir görüntü  𝜑 =  𝜑 (𝑠𝜑) elde ederiz. Bu 

eğriye 𝜁1  Bishop küresel görüntüsü veya α= α (s) eğrisinin göstergesi denir. 

 𝜑 =  𝜑 (𝑠𝜑) olmak üzere; bir regüler  𝛼 =  𝛼 (𝑠)  eğrisinin Bishop küresel göstergesi 𝜁1’dir. 

Tip-2 Bishop ve Frenet- Serret sabitleri arasındaki durumu araştıralım. Öncelikle;  

𝜑′ = 
𝑑𝜑

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
= − ∈1 𝐵⃗⃗. s’ye göre türevlenebilmeyi kısa bir çizgi ile , 𝑠𝜑’ ye göre 

türevlenebilmeyi nokta ile gösterilsin. Eşitliğin her iki tarafının normu alınırsa; 

 𝑇⃗⃗𝜑 = 𝐵⃗⃗,                                                                                                                                       (3.6)                                                                                                                                  

ve   

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
=∈1.                                                                                                                                        (3.7)                                                           
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(3.6) denkleminin türevi,  𝑇⃗⃗𝜑
′ = Ṫ⃗⃗⃗𝜑 

𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠
 =∈1 𝜁1 + ∈2 𝜁2. Böylece,  Ṫ⃗⃗⃗𝜑 = ⎻ 𝜁1 ⎻ 

∈2

∈1
𝜁2.  

Buradan, 𝜑′in birinci eğriliğini ve asli normali elde edilir. 

𝜅𝜑=‖Ṫ⃗⃗⃗𝜑‖=√1 + (
∈2

∈1
)2                                                                                                                (3.8)      

ve  𝑁⃗⃗⃗𝜑 =  ⎻ 
𝜁⃗⃗1

𝜅𝜑 
 ⎻ 

∈2

∈1𝜅𝜑
𝜁2 . 𝑇⃗⃗𝜑  × 𝑁⃗⃗⃗𝜑 ifadesi α = α(s) ‘nin 𝜁1 Bishop küresel görüntüsünün 

binormal vektör alanını verir. 𝐵⃗⃗𝜑 =
∈2

∈1𝜅𝜑
𝜁1 −

1

𝜅𝜑
𝜁2. Burulma formülü yardımı ile (3.8) denklemi 

dikkate alındığında; 

𝜏𝜑=⎻
𝜖1(

𝜖2
𝜖1
)′

𝜖1
2+ 𝜖2

2                                                                                                                                   (3.9)      

elde edilir [11]. 

Sonuç 3.2.1.2 𝜑 = 𝜑(𝑆𝜑 ), α = α(s) eğrisinin  𝜁1 Bishop küresel görüntüsü olsun. α = α(s)  ‘nın 

tip-2 Bishop eğriliği oranı sabit ise (
𝜖2

𝜖1
 = sabit) o zaman 𝜁1 Bishop küresel göstergesi 𝜑(𝑆𝜑), 

oskülatör düzleminde bir dairedir [11].  

İspat 𝜑 = 𝜑(𝑠𝜑),  regüler bir α =α(s) eğrisinin 𝜁1  Bishop küresel görüntüsü olsun. (3.8) ve (3.9) 

denkleminden α =α(s)’nın tip-2 Bishop eğriliği oranı sabitse sırasıyla 𝜅𝜑 =sabit ve 𝜏𝜑 =0 elde 

edilir. Öyleyse 𝜑 oskülatör düzleminde bir dairedir [11]. 

Teorem 3.2.1.3 𝜑 = 𝜑(𝑠𝜑), bir α =α(s) regüler eğrisinin 𝜁1 Bishop küresel görüntüsü olsun. 

𝜑(𝑠𝜑) Frenet-Serret değişmezleri arasında bir ilişki vardır ve α =α(s)’nın tip-2 Bishop eğriliği; 

𝜖2

𝜖1
= ∫ 𝜅𝜑

2𝑠𝜑
0

𝜏𝜑𝑑𝑠𝜑.                                                                                                                   (3.10) 

İspat 𝜑 = 𝜑(𝑠𝜑) ,regüler bir α =α(s) eğrisinin 𝜁1  Bishop küresel görüntüsü olsun. Daha sonra 

denklem (3.7) ve (3.9) ‘u kullanarak zincir kuralına göre, 

𝜏𝜑 =  ⎻ 
𝜖1

𝑑

𝑑𝑠𝜑
(
𝜖2
𝜖1
)
𝑑𝑠𝜑

𝑑𝑠

𝜖1
2+ 𝜖2

2 .                                                                                                                 (3.11) 

elde edilir [11]. 

 (3.8)’dan (3.11)’e kadar yerine koyarsak ve her iki tarafın da integralini alırsak istediğimiz (3.10) 

denklemi elde edilir. Önerme 3.1.1 ve Önerme 3.1.2 önermeleri ışığında aşağıdaki teoremleri 

ispatız olarak ifade edilir. 

Teorem 3.2.1.4 𝜑 = 𝜑( 𝑠𝜑) , regüler bir α =α(s) eğrisinin 𝜁1 Bishop küresel görüntüsü olsun. 

Eğer 𝜑  bir genel helis ise α eğrisinin tip-2 Bishop eğriliğini sağlar [11]. 

𝜖1
2(
𝜖2
𝜖1
)′

(𝜖1
2+𝜖2

2)
3
2

= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡.  

Teorem 3.2.1.5 𝜑 = 𝜑( 𝑠𝜑) , regüler bir α =α(s) eğrisinin 𝜁1 Bishop küresel görüntüsü olsun. 

Eğer 𝜑 bir slant helis ise α eğrisinin tip-2 Bishop eğriliğini sağlar [11]. 
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[
𝜖1
2(
𝜖2
𝜖1
)′

(𝜖1
2+𝜖2

2)
3
2

]

′
(𝜖1
2+𝜖2

2)4

𝜖1
3[(

𝜖2
𝜖1
)′2+(𝜖1

2+𝜖2
2)3]

3
2

= 0(𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡).  

Teorem 3.2.1.6 𝜑 = 𝜑( 𝑠𝜑) , regüler bir α =α(s) eğrisinin 𝜁1  Bishop küresel görüntüsü olsun.     

α =α(s) regüler eğrisinin Tip 2 Bishop eğrilikleri aşağıdaki diferansiyel denklemi sağlar [11].  

𝜖1
2(
𝜖2
𝜖1
)′

(𝜖1
2+𝜖2

2)
3
2

− [
𝜖1𝜖2

√𝜖1
2+𝜖2

2
]

′

= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡.  

Sonuç 3.2.1.7 𝜃𝜑 = ∫ 𝜅𝜑𝑑𝑠𝜑
𝑠𝜑
0

 dikkate alınarak ve matris dönüşümü kullanılarak   𝜑 = 𝜑( 𝑠𝜑) 

eğrisinin tip 2 Bishop üçyüzlü  {𝜁1𝜑 , 𝜁2𝜑 , 𝐵⃗⃗𝜑} elde edilebilir [11]. 

3.2.2. 𝜻𝟐‘e Göre Küresel Göstergeler 

Tanım 3.2.2.1   α =α(s), 𝔼3’ de regüler bir eğri olsun. Tip 2 Bishop çatısının 2. Vektör alanını 𝑆2 

birim kürenin O merkezine dönüştürürsek; 𝛽 =  𝛽(𝑠𝛽) küresel bir görüntüsünü elde ederiz. Bu 

eğriye 𝜁2 Bishop küresel görüntüsü veya α =α(s) eğrisinin göstergesi denir [11]. 

𝛽 =  𝛽(𝑠𝛽)  , regüler bir  α =α(s) eğrisinin 𝜁2 küresel görüntüsü olsun.  

𝛽′ = 
𝑑𝛽

𝑑𝑠𝛽

𝑑𝑠𝛽

𝑑𝑠
= ⎻𝜖2𝐵⃗⃗.  

𝜁1 Bishop küresel görüntüsüne benzer olarak 

𝑇⃗⃗𝛽 = 𝐵⃗⃗,                                                                                                                                      (3.12) 

ve 

ds𝛽

𝑑𝑠
=𝜖2.                                                                                                                                       (3.13) 

Yani, (3.12) denkleminin türevi alınırsa, 𝑇⃗⃗𝛽
′  = Ṫ⃗⃗⃗𝛽

𝑑𝑠𝛽

𝑑𝑠
 = 𝜖1𝜁1 + 𝜖2𝜁2 elde edilir. Başka bir deyişle,  

Ṫ⃗⃗⃗𝛽 =  ⎻ 
𝜖1
𝜖2
𝜁1⎻ 𝜁2. 

Buradan; 

𝜅𝛽 = ‖Ṫ⃗⃗⃗𝛽‖=√1 + (
𝜖1

𝜖2
)
2
,                                                                                                         (3.14) 

ve 𝑁⃗⃗⃗𝛽 =  ⎻ 
𝜖1

𝜖2𝜅𝛽
𝜁1 −

𝜁⃗⃗2

𝜅𝛽
. 𝑇⃗⃗𝛽  × 𝑁⃗⃗⃗𝛽 çarpımı, 𝐵⃗⃗𝛽 =

1

𝜅𝛽
𝜁1 ⎻ 

𝜖1

𝜖2𝜅𝛽
𝜁2. 

Burulma formülü yardımı ile; 

𝜏𝛽 =
𝜖2(

𝜖1
𝜖2
)′

𝜖1
2+ 𝜖2

2.                                                                                                                                (3.15) 

(3.14) ve (3.15) denklemleri açısından şu sonucu verilebilir:  
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Sonuç 3.2.2.2 𝛽 =  𝛽(𝑠𝛽) , regüler bir α =α(s) eğrisinin 𝜁2 küresel görüntüsü olsun. α=α(s) tip 2 

Bishop eğriliklerinin oranı sabitse  (
𝜖1

𝜖2
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) o zaman 𝜁2 Bishop küresel göstergesi 𝛽(𝑠𝛽) , 

oskülatör düzleminde bir dairedir [11]. 

Teorem 3.2.2.3 𝛽 =  𝛽(𝑠𝛽) , regüler bir  α=α(s) eğrisinin 𝜁2 küresel görüntüsü olsun. O halde 

𝛽(𝑠𝛽)’nin Frenet-Serret sabitleri ile α =α(s) ‘nın tip 2 Bishop eğrilikleri arasında aşağıdaki gibi 

bir ilişki vardır [11].  

𝜖1

𝜖2
 + ∫ 𝜅𝛽

2𝜏𝛽𝑑𝑠𝛽
𝑆𝛽
0

= 0. 

İspat: Teorem 3.2.1.3’ün kanıtına benzer bir şekilde yukarıdaki (3.13),(3.14) ve (3.15) 

denklemleri ile elde edilebilir. 3.1.1 ve 3.1.2 önermelerinin ışığında 𝛽 =  𝛽(𝑠𝛽)  eğrisi için 

aşağıdaki teoremler de verilebilir. 

Teorem 3.2.2.4 𝛽 = 𝛽(𝑠𝛽) , regüler bir α=α(s) eğrisinin 𝜁2 küresel görüntüsü olsun. Eğer 𝛽  bir 

genel helis ise α  eğrisinin tip-2 Bishop eğriliklerini sağlar [11]. 

𝜖2
2(
𝜖1
𝜖2
)′

(𝜖1
2+𝜖2

2)
3
2

= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡.   

Teorem 3.2.2.5 𝛽 = 𝛽(𝑠𝛽) , regüler bir α =α(s) eğrisinin 𝜁2 küresel görüntüsü olsun. Eğer 𝛽  bir 

slant helis ise α  eğrisinin tip-2 Bishop eğriliklerini sağlar [11]. 

[
𝜖2
2(
𝜖1
𝜖2
)′

(𝜖1
2+𝜖2

2)
3
2

]

′

(𝜖1
2+𝜖2

2)
4

𝜖2
3[(

𝜖1
𝜖2
)
′2
+(𝜖1

2𝜖2
2)
3
]

3
2

= 0 (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡. )  

Teorem 3.2.2.6 𝛽 = 𝛽(𝑠𝛽)  , regüler bir α=α(s) eğrisinin 𝜁2 küresel görüntüsü olsun. Regüler 

α=α(s) eğrisinin tip-2 Bishop eğrilikleri aşağıdaki diferansiyel denklemi sağlar [11].  

𝜖2
2(
𝜖1
𝜖2
)
′

(𝜖1
2+𝜖2

2)
3
2

+ [
𝜖1𝜖2

√𝜖1
2+𝜖2

2
]

′

= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡.  

Sonuç 3.2.2.7 𝜃𝛽 = ∫ 𝜅𝛽𝑑𝑠𝛽
𝑠𝛽
0

   göz önünde bulundurularak ve matris dönüşümü kullanılarak 

𝛽 =  𝛽(𝑠𝛽)   eğrisinin tip 2 Bishop üçyüzlü {𝜁1𝛽 , 𝜁2𝛽 , 𝐵⃗⃗𝛽} ‘sü elde edilebilir [11].  

3.2.3. Binormal Bishop Küresel Göstergeler 

Tanım 3.2.3.1   α =α(s), 𝔼3’ de regüler bir eğri olsun. Tip 2 Bishop çatısının 3. Vektör alanını 𝑆2 

birim kürenin O merkezine dönüştürürsek; 𝜙 = 𝜙(𝑆𝜙)  küresel bir görüntüsünü elde edilir. Bu 

eğriye Binormal Bishop küresel görüntüsü veya α =α(s) eğrisinin göstergesi denir [11]. Burada 

binormal küresel gösterge hakkında akıllara bir soru gelebilir, çünkü Frenet Serret ve tip 2 bishop 

çatısı ortak bir vektör alanına sahiptir.  𝜙 = 𝜙(𝑆𝜙)  , regüler bir α =α(s) eğrisinin Binormal 
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Bishop küresel görüntüsü olsun. 𝜙  ‘nin 𝑠‘ye göre türevi alınabilir ve; 𝜙′ =
𝑑𝜙  

𝑑𝑠𝜙  

𝑑𝑠𝜙  

𝑑𝑠
= 𝜖1𝜁1 +

 𝜖2𝜁2. 

(3.1) de verilen tip 2 bishop çatısı vektör alanı açısından, küresel göstergenin teğet vektörünü 

aşağıdaki gibi elde edilir, 𝑇⃗⃗𝜙 =
𝜖1𝜁⃗⃗1+ 𝜖2𝜁⃗⃗2

√𝜖1
2+𝜖2

2
.  olmak üzere; 

𝑑𝑠𝜙  

𝑑𝑠
= √𝜖1

2 + 𝜖2
2 = 𝜅(𝑠). 𝜙’nin birinci 

eğriliğini belirlemek için, Ṫ⃗⃗⃗𝜙 =
𝜖2
3

(𝜖1
2+𝜖2

2)
2 (

𝜖1

𝜖2
)
′
𝜁1 +

𝜖1
3

(𝜖1
2+𝜖2

2)
2 (

𝜖2

𝜖1
)
′
𝜁2 − 𝐵⃗⃗. 

Aşağıdaki sonuca varılır; 

𝜅𝜙 = ‖Ṫ⃗⃗⃗𝜙‖ = √[
𝜖2
3

(𝜖1
2+𝜖2

2)
2 (

𝜖1

𝜖2
)
′
]
2

+ [
𝜖1
3

(𝜖1
2+𝜖2

2)
2 (

𝜖2

𝜖1
)
′
]
2

+ 1.                                                      (3.16) 

Buradan asli normali, 𝑁⃗⃗⃗𝜙 =
1

𝜅𝜙
{

𝜖2
3

(𝜖1
2+𝜖2

2)
2 (

𝜖1

𝜖2
)
′
𝜁1 +

𝜖1
3

(𝜖1
2+𝜖2

2)
2 (

𝜖2

𝜖1
)
′
𝜁2 − 𝐵⃗⃗} . 𝑇⃗⃗𝜙  ×  𝑁⃗⃗⃗𝜙  çarpımı ile 

binormal vektör alanını elde edilir. 

𝐵⃗⃗𝜙 =
1

𝜅𝜙
{[

𝜖1
4

(𝜖1
2 + 𝜖2

2)
5
2

(
𝜖2
𝜖1
)
′

−
𝜖2
4

(𝜖1
2 + 𝜖2

2)
5
2

(
𝜖1
𝜖2
)
′

] 𝐵⃗⃗ − [
𝜖2

√𝜖1
2 + 𝜖2

2
] 𝜁1 + [

𝜖1

√𝜖1
2 + 𝜖2

2
] 𝜁2}. 

Elde edilen denklemler vasıtasıyla Binormal Bishop küresel göstergenin burulmasını; 

𝜏𝜙 =
(
−𝜖1{3𝜖2

′ (𝜖1𝜖1
′+𝜖2𝜖2

′ )−(𝜖1
2+𝜖2

2)[𝜖2
′′−𝜖2(𝜖1

2+𝜖2
2)]}

+𝜖2{3𝜖1
′ (𝜖1𝜖1

′+𝜖2𝜖2
′ )−(𝜖1

2+𝜖2
2)[𝜖1

′′−𝜖1(𝜖1
2+𝜖2

2)]}
)

[𝜖1
2(
𝜖2
𝜖1
)
′
]
2

+(𝜖1
2+𝜖2

2)
3

,                                                                     (3.17) 

şeklinde yazılır. Sonuç olarak, (3.16) ve (3.17) tarafından tip 2 Bishop çatısı sabitlerine göre 

Binormal bishop küresel göstergelerin frenet serret sabitleri elde edilir [11]. 

Sonuç 3.2.3.2 𝜙 = 𝜙(𝑆𝜙)  , regüler bir α=α(s) eğrisinin Binormal Bishop küresel görüntüsü 

olsun. . α =α(s)’nın  tip 2 Bishop eğriliklerinin oranı sabitse  (
𝜖1

𝜖2
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡), 𝛽 =  𝛽(𝑠𝛽)  binormal 

bishop küresel göstergesi oskülatör düzleminde bir daire belirtir [11]. 

Sonuç 3.2.3.3 𝜃 𝜙 = ∫ 𝜅𝜙𝑑𝑠𝜙
𝑠𝜙
0

  göz önüne alıp, dönüşüm matrisi kullanılarak  𝜙 = 𝜙(𝑆𝜙)    

eğrisinin tip 2 Bishop üçyüzlüsü {𝜁1𝜙 , 𝜁2𝜙 , 𝐵⃗⃗𝜙} elde edilebilir [11]. 



 

 

4. ÖRNEKLER 

Bu kısımda yukarıda verilen tanım ve teoremlere göre uygulamalara yer verilecektir. 

4.1. Örnek 

İlk olarak 𝐸3 de birim hızlı dairesel helisi ele alalım; 

𝜉 = 𝜉(𝑠) = (24 cos
𝑠

25
, 24 sin

𝑠

25
,
7𝑠

25
).                                                                                        

Frenet-serret aparatları şöyle hesaplanabilir: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝜅 =

24

625
,

𝜏 =
7

625
,

𝑇⃗⃗ =
1

25
(−24 sin

𝑠

25
, 24cos

𝑠

25
, 7) ,

𝑁⃗⃗⃗ = (− cos
𝑠

25
,− sin

𝑠

25
, 0) ,

𝐵⃗⃗ =
1

25
(7 sin

𝑠

25
,−7cos

𝑠

25
, 24) .

 

Sonuçlarımızı Frenet-Serret çatısına göre küresel göstergelerle karşılaştırmak için 𝜉 nin 

küresel görüntülerini Şekil 4.1 deki gibi gösteriyoruz. 

𝜃(𝑠) = ∫
24

625
𝑑𝑠 =

24𝑠

625

𝑠

0

. 
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Şekil 4.1. ξ=ξ(s), Dairesel helis 

 

 

Şekil 4.2. Frenet-Serret çatısına göre ξ=ξ(s)’in küresel görüntüsü 

Dönüşüm matrisini aşağıdaki gibi verebiliriz; 

[
𝑇⃗⃗

𝑁⃗⃗⃗

𝐵⃗⃗

] = [

sin
24𝑠

625
−cos

24𝑠

625
0

cos
24𝑠

625
sin

24𝑠

625
0

0 0 1

] [

𝜁1

𝜁2

𝐵⃗⃗

]. 

Cramer metodu yardımıyla 𝜉 nin tip-2 bishop üç yüzlüsü;  

𝜁1 = (−cos
24𝑠

625
cos

𝑠

25
−
24

25
sin

24𝑠

625
sin

𝑠

25
,
24

25
cos

𝑠

25
sin

24𝑠

625
− cos

24𝑠

625
sin

𝑠

25
,
7

25
sin

24𝑠

625
). 
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 𝜁2 = (−cos
𝑠

25
sin

24𝑠

625
+
24

25
cos

24𝑠

625
sin

𝑠

25
, − 

24

25
cos

24𝑠

625
cos

𝑠

25
− sin

24𝑠

625
sin

𝑠

25
, −

7

25
cos

24𝑠

625
). 

𝐵⃗⃗ =
1

25
(7 sin

𝑠

25
,−7 cos

𝑠

25
, 24). 

Böylece yeni küresel görüntüyü Şekil 4.3 deki gibi görebiliriz [11]. 

 

Şekil 4.3. ξ=ξ(s)’in  𝜁1, 𝜁2 ve binormal bishop küresel görüntüsü 

4.2. Örnek 

Bu kısımda tez çalışmasında ikinci olarak kullanılan uygulamaya yer verilecektir. 

𝐸3 de birim hızlı 𝜔(𝑠) = (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3) eğrisi için; 

{
 
 

 
 𝜔1 =

25

306
sin9𝑠 −

9

850
sin25𝑠,

𝜔2 = −
25

306
cos 9𝑠 +

9

850
cos 25𝑠,

𝜔3 =
15

136
sin 8𝑠

 

 

Şekil 4.4. 𝜔 = 𝜔(𝑠) eğrisi 
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Bu eğrinin eğrilik fonksiyonları; 

{
𝜅(𝑠) = −15 sin 8𝑠
𝜏(𝑠) = 15 cos 8𝑠  

 

 

Şekil 4.5.Frenet-Serret çatısına göre 𝜔 = 𝜔(𝑠)’in küresel görüntüsü 

 

 

Şekil 4.6.ω = ω(s) ‘in 𝜁1 Bishop Küresel Görüntüsü 

Şekil 4.6 da verilen Bishop küresel görüntü için 𝜔 = 𝜔(𝑠) in Frenet-Serret çatısını; 

{
 
 

 
 𝑇⃗⃗ = (

25

34
cos9𝑠 −

9

34
cos 25𝑠,

25

34
sin9𝑠 −

9

34
sin25𝑠,

15

17
cos 8𝑠),                   

𝑁⃗⃗⃗ = (
15

34
csc 8𝑠(sin9𝑠 − sin25𝑠), −

15

34
csc 8𝑠(cos 9𝑠 − cos 25𝑠) ,

8

17
),          

𝐵⃗⃗ = (
1

34
(25 sin9𝑠 + 9 sin 25𝑠),

1

34
(−25 cos 9𝑠 − 9 cos 25𝑠), −

15

17
sin 8𝑠) .

  

İfade edebiliriz. Şekil 4.2 deki benzer durumda verilen  𝜔 = 𝜔(𝑠) in Frenet-Serret çatısının 

küresel görüntülerini çizebiliriz. 
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𝜃(𝑠) = −∫ 15sin(8𝑠) 𝑑𝑠 =
15

8
cos(8𝑠)

𝑠

0

. 

 

Şekil 4.7.ω = ω(s) ‘in 𝜁2 Bishop Küresel Görüntüsü 

 

Şekil 4.8.ω = ω(s) ‘in Binormal Bishop Küresel Görüntüsü 

Şekil 4.7 ve Şekil 4.8 de elde ettiğimiz küresel görüntüler için 𝜔 = 𝜔(𝑠) in dönüşüm matrisini  

[
𝑇⃗⃗

𝑁⃗⃗⃗

𝐵⃗⃗

] = [

sin (
15

8
cos 8𝑠) −cos (

15

8
cos8𝑠) 0

cos (
15

8
cos 8𝑠) sin (

15

8
cos 8𝑠) 0

0 0 1

] [

𝜁1

𝜁2

𝐵⃗⃗

]. 

Yukarıdaki sistemin çözümü ile 𝜔 = 𝜔(𝑠)  birim hızlı eğrisinin tip-2 bishop küresel görüntüsünü 

Şekil 4.3, Şekil 4.4, Şekil 4.5 deki gibi elde ederiz [11]. 



 

 

5. SONUÇLAR 

Bu çalışmada, 3 Öklid uzayında bazı yeni ilişkili eğriler Bishop çatıya göre tanımlanmıştır. 

Bir Frenet eğrisinin Bishop çatısı yardımıyla yeni tip çatısı oluşturulmuş ve bu çatıya Tip-2 

bishop çatısı denilmiştir. Bu yeni çatıya göre regüler bir eğrinin; teğet vektörü, asli normali ve 

binormali incelenerek; eğrilik ve burulma fonksiyonları bulunmuştur. Daha sonra matris 

dönüşümü yardımıyla bu eğrinin bishop üç yüzlüleri bulunarak küresel göstergeleri elde 

edilmiştir. Elde edilen bu küresel göstergelerin tip-2 bishop eğriliklerinin oranı sabit olduğu 

durumlarda oskülatör düzleminde bir daire belirttiği sonucuna varılmıştır. 

Benzer düşünceyle; n-boyutlu Öklid uzayında bir Bishop çatıya göre küresel göstergeler 

araştırılabilir. 
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