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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

HARMONİK DÖNÜŞÜMLERİN BAZI ALT SINIFLARININ GEOMETRİK 

ÖZELLİKLERİ 

 

Abdullah DURMUŞ 

 

Bursa Uludağ Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Sibel YALÇIN TOKGÖZ 
 

Bu tez çalışmasında harmonik fonksiyonların yeni alt sınıfının geometrik özellikleri 

incelenmiştir. Çalışma beş bölümden oluşmaktadır.  

 

Birinci ve ikinci bölümde, tezin amacı, kapsamı ve çalışmada kullanılacak olan temel 

tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, ele alınan konu ile ilgili bazı çalışmalar incelenmiştir. 

 

Dördüncü bölümde, ikinci mertebeden diferensiyel eşitsizlik içeren harmonik 

fonksiyonların yeni altsınıfları tanıtılmıştır. Bu sınıfların katsayı sınırları, büyüme 

tahminleri gibi bazı özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca, bu sınıfların konveks birleşim ve 

konvolüsyon özellikleri elde edilmiştir.  

 

Beşinci bölümde, çalışmada elde edilen sonuçlar değerlendirilmiştir. 
 

Anahtar Kelimeler: Harmonik dönüşüm, ünivalent fonksiyon, analitik fonksiyon, 

katsayı eşitsizlikleri, yarıçap problemi 

 

2024, vi + 46 sayfa. 
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ABSTRACT 

 

MSc Thesis 

 

GEOMETRIC PROPERTIES OF SOME SUBCLASSES OF HARMONIC 

TRANSFORMATIONS 

 

Abdullah DURMUŞ 

 

 Bursa Uludag University  

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

 

Supervisor: Prof. Dr. Sibel YALÇIN TOKGÖZ 

 

In this thesis, the geometrical properties of the new subclass of harmonic functions are 

investigated. The study consists of five chapters. 

 

In the first and second chapters, the aim and scope of the thesis and the basic definitions 

and theorems that will be used in the study are given. 

 

In the third chapter, some studies related to the subject discussed are examined. 

 

In the fourth chapter, new subclasses of harmonic functions containing second order 

differential inequality are introduced. Some properties of these classes such as coefficient 

bounds and growth estimates are obtained. In addition, convex combination and 

convolution properties of these classes are obtained. 

 

In the fifth chapter, the results obtained in the study are evaluated. 
 

Key words: harmonic transformation, univalent function, analytic function, coefficient 

inequalities, radius problem 
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

Simgeler Açıklama 

  

ℂ
 

Kompleks düzlem 

ℝ Reel sayılar 

𝒰 {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1}, Açık birim disk 

ℬ 𝒰  açık birim diskinde normalize edilmiş analitik fonksiyonların sınıfı 

𝒮 
𝒰 açık birim diskinde normalize edilmiş analitik ünivalent 

fonksiyonların sınıfı 

𝒫 Reel kısmı pozitif analitik fonksiyonların sınıfı 

 𝔣 ≺ ℱ  𝔣 fonksiyonunun ℱ foksiyonuna sabordine olması 

𝒮∗ 𝒰 açık birim diskinde analitik, ünivalent ve yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

𝒦 𝒰 açık birim diskinde analitik, ünivalent ve konveks fonksiyonların sınıfı 

𝐽𝑓(𝑧0) 𝔣 fonksiyonunun  noktasındaki Jakobiyeni 

ℋ 
𝒰 açık birim diskinde harmonik, ünivalent, yön koruyan, ℎ(0) = 𝑔(0) =
0 ve ℎ′(0) = 1 şeklinde normalize edilmiş fonksiyonların sınıfı 

ℋ0 𝑔′(0) = 𝑏1 = 0 ile normalize edilmiş 𝔣 ∈ ℋ  fonksiyonlarının sınıfı 

𝔣1 ∗ 𝔣2 𝔣1 ve 𝔣2 fonksiyonlarının konvolüsyonu (Hadamard Çarpımı) 

𝔣 ∗̌ 𝜑 𝔣 harmonik fonksiyonunun 𝜑 analitik fonksiyonu ile konvolüsyonu 

ℋ∗ 𝒰 açık birim diskinde harmonik yıldızıl fonksiyonların sınıfı 

𝒦ℋ 𝒰 açık birim diskinde harmonik konveks fonksiyonların sınıfı
 

ℕ Doğal sayılar kümesi 

𝑃𝐻0(𝜆) 𝑅𝑒{𝓀′(𝑧) − 𝜆} > |ℊ′(𝑧)| şartını sağlayan 𝔣 ∈ ℋ0 fonksiyonların sınıfı 

𝐺(𝛼) 
𝑅𝑒 {(1 − 𝛼)

𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛼𝓀′(𝑧)} > 0 şartını sağlayan 𝓀 ∈ ℬ 

fonksiyonlarının sınıfı 

𝐺𝐻0(𝛼; 𝑟) 
𝑅𝑒 {(1 − 𝛼)

𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛼𝓀′(𝑧)} > |(1 − 𝛼)

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛼ℊ′(𝑧)| şartını sağlayan 

𝔣 ∈ ℋ0 fonksiyonlarının sınıfı 

𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) 𝑅𝑒 {𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧)} > λ şartını sağlayan 𝓀 ∈ ℬ fonksiyonlarının sınıfı 

𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) 
𝑅𝑒 {𝛾

𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧) − λ} > |𝛾

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧)| şartını sağlayan 𝔣 ∈ ℋ0 

fonksiyonlarının sınıfı 

𝑊𝛽(𝛼, 𝛾)  
𝑅𝑒 {(1 + 2𝛾 − 𝛼)

𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} > 𝛽 eşitsizliğini 

sağlayan 𝓀 ∈ ℬ fonksiyonlarının sınıfı 

𝒲0(𝛼, 𝛾) 
𝑅𝑒 {(1 + 2𝛾 − 𝛼)

𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} > 0 şartını 

sağlayan  𝓀 ∈ ℬ fonksiyonlarının sınıfı 



vi 

 

 

𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) 
𝑅𝑒 {(1 + 2𝛾 − 𝛼)

𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} > |(1 + 2𝛾 − 𝛼)

ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧)| 

şartını sağlayan 𝔣 ∈ ℋ0 fonksiyonlarının sınıfı   
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1. GİRİŞ 

 

Kompleks analizin ilk çalışmaları 16. yüzyıla kadar uzanıyor. Euler kompleks sayıların 

ikinci ve üçüncü derece denklemlerin çözümünde kullanılmaya başlamasından yaklaşık 

200 yıl sonra, kompleks sayıları içeren fonksiyonları ortaya koydu. Ancak 19. yüzyılın 

ortalarına kadar kompleks sayılar anlaşılması zor problemlerdi. Gauss’un geometrik 

temsili ve kompleks sayıları geliştirmesiyle popülerlik kazanan bu teori, Cauchy, 

Weierstrass ve Riemann’ın katkılarıyla matematiğin birçok alanını ilgilendiren bir dalı 

haline geldi. Kompleks sayıların ilk ve eksiksiz matematiksel ifadesi Hamilton tarafından 

verildi. Daha sonra kompleks fonksiyonlar teorisi birçok bilim insanı tarafından 

incelenmiş ve uygulama alanı oldukça gelişmiş çok geniş bir konu haline gelmiştir. Tabi 

ki bu durumun sürdürülmesinin temel nedeni ve popülaritesi disiplinler arası bir 

uygulama alanına sahip olmasıdır. Bu konu sadece matematikte çalışanlar için değil, aynı 

zamanda mühendisler, fizikçiler ve yazılım geliştiricilerini de ilgilendirir.  

 

Bu çalışmada harmonik fonksiyonların ikinci mertebeden diferensiyellenebilir yeni bir 

alt sınıfı tanımlandı. Bu sınıfa ait fonksiyonların genişleme tahminleri ve katsayı 

eşitsizlikleri, yarıçaplar, konvolüsyon ve konveks birleşim özellikleri incelendi.  

 

Birinci bölümde; çalışılan alanın tarihi gelişimi, kullanım alanları ve tezin diğer 

bölümünde yapılacaklardan bahsedildi.  

 

İkinci bölümde; sonraki bölümlerde kullanılacak olan harmonik ve analitik fonksiyonlar 

için temel teoremler ve tanımlar verildi. 

 

Üçüncü bölümde; Çakmak ve diğerleri (2022) tarafından tanımlanan sınıf için elde edilen 

sonuçlar verildi. 

 

Dördüncü bölümde; kompleks harmonik fonksiyonların yeni bir altsınıfı tanıtıldı. Bu 

sınıfın, katsayı sınırları, genişleme tahminleri, yıldızıllık ve konvekslik yarıçapları gibi 

özellikleri elde edildi. Ayrıca, tanımlanan sınıfın konvolüsyon ve konveks birleşim 

özellikleri de incelendi 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

  

Bu bölümde, üçüncü ve dördüncü bölümlerin temelini oluşturacak teorem ve tanımlar 

verildi. Bu bölüm Ahlfors (1979), Goodman (1983), Clunie ve Sheil-Small (1984), Palka 

(1991), Joseph ve Donald (1997), Duren (2004), Başkan (2005), Zill ve Shanahan (2013) 

kaynaklarından hazırlandı. 

     

2.1. Analitik Fonksiyonlar 

 

2.1.1. Tanım. 𝒰 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 1} biçiminde gösterilen küme, ℂ kompleks 

düzleminde açık birim disk olarak isimlendirilir. 

 

2.1.2. Tanım. 𝒟, ℂ kompleks düzleminde bir bölge olmak üzere, bu bölgeden alınan 

herhangi iki farklı noktanın 𝔣 fonksiyonu altındaki resimleri de farklı ise 𝔣 ye 𝒟 bölgesinde 

ünivalent fonksiyon denir. Eğer 𝒟 bölgesinin tamamında değil de bölgeden alınan bir 𝑧0 

noktasının komşuluğunda ünivalent ise 𝔣 fonksiyonuna 𝑧0 ∈ 𝒟 noktasında yerel ünivalent 

denir.  

 

2.1.3. Teorem. 𝔣 fonksiyonunun, 𝒟 bölgesinden alınan bir 𝑧0 noktasının komşuluğunda 

yerel ünivalent olması için gerekli ve yeterli şart 𝔣′(𝑧0) ≠ 0 eşitsizliğinin sağlanmasıdır.  

 

2.1.4. Tanım. 𝒟 bölgesinden ℂ kompleks düzlemine tanımlı 𝔣 fonksiyonu 𝑧0 ∈ 𝒟 

noktasında sürekli bir dönüşüm olsun. Bu takdirde 𝑧0 noktasında kesişen yönlendirilmiş 

𝐶1 ve 𝐶2 düzgün eğrilerinin 𝑧0 noktasında oluşturduğu açı, 𝐶1
′ ve 𝐶2

′  görüntü eğrilerinin 

𝔣(𝑧0) noktasında oluşturduğu açıya resmedilirken hem yön olarak hem de büyüklük 

olarak korunursa 𝔣 fonksiyonuna 𝑧0 noktasında konform dönüşüm denir. Eğer 𝔣 

fonksiyonu 𝒟 bölgesindeki bütün noktalarda konform ise 𝔣 fonksiyonuna 𝒟 bölgesinde 

konformdur denir. 

 

2.1.5. Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi). 𝒟, ℂ kompleks düzlemin tamamını 

kapsamayan (𝑧0 ∈ 𝒟 koşulunu sağlayan) basit bağlantılı bir bölge ve 𝑧0 ∈ 𝒟 olsun. 
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Böylece 𝒟 bölgesini 𝒰 üzerine birebir olarak resmeden ve 𝔣(𝑧0) = 0, 𝔣′(𝑧0) > 0 

özelliğini sağlayan sadece bir 𝔣 fonksiyonu vardır (Riemann, 1851). 

 

2.1.6. Tanım. 𝒰 açık birim diskinde 𝔣(0) = 𝔣′(0) − 1 = 0 şeklinde normalizasyona 

sahip analitik fonksiyonların sınıfı ℬ olarak gösterilsin. Bu takdirde ℬ sınıfına ait her 𝔣  

fonksiyonu, 

 

𝔣(𝑧) = 𝑧 + 𝑎2𝑧
2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑧

𝑚 +⋯ = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚𝑧
𝑚

∞

m=2

 
 

(2.1) 

 

(2.1) ile verilen seri açılımana sahiptir. Ayrıca, ℬ sınıfındaki ünivalent fonksiyonlarının 

sınıfı 𝒮 ile ifade edilir.  

 

2.1.7. Tanım. 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝑅𝑒{𝔣(𝑧)} > 0 olacak şekilde, 𝒰 açık birim diskinde tek 

değerli, analitik ve  

 

𝔣(𝑧) = 1 + 𝓅1𝑧 + 𝓅2𝑧
2 +⋯+ 𝓅𝑚𝑧

𝑚 +⋯ = 1 + ∑ 𝓅𝑚𝑧
𝑚

∞

m=1

 
 

(2.2) 

 

(2.2) ile verilen seri açılımına sahip reel kısmı pozitif 𝔣 fonksiyonlarının sınıfı 𝒫 ile 

gösterilir.  

 

2.1.8. Teorem. 𝑚 ≥ 1 şartını sağlayan 𝑚 tam sayısı için (2.2) ile verilen açılıma sahip 

𝔣 fonksiyonu 𝒫 sınıfına ait ise |𝓅𝑚| ≤ 2 eşitsizliği sağlanır ve bu eşitsizlik kesindir 

(Carathéodory, 1907). 

 

2.1.9. Tanım. 𝑚 → ∞ için 𝑢𝑚 → 0 ve 0 ≤ ⋯ ≤ 𝑢𝑚−1 − 𝑢𝑚 ≤ ⋯ ≤ 𝑢1 − 𝑢2 ≤ 𝑢0 −

𝑢1 şartını sağlayan sıfıra eşit veya sıfırdan büyük gerçel {𝑢𝑚}𝑚=0
∞  dizisine konveks sıfır 

dizisi denir. 

 

2.1.10. Lemma. {𝑣𝑚}𝑚=0
∞  şeklinde verilen dizi konveks sıfır dizisi olsun. 
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𝜗(𝑧) =
𝑣0
2
+ ∑ 𝑣𝑚𝑧

𝑚

∞

𝑚=1

 

 

şeklinde verilen 𝜗(𝑧) fonksiyonu 𝒰 da analitiktir ve 𝑅𝑒{𝜗(𝑧)} > 0 eşitsizliğini sağlar 

(Fejer, 1925). 

 

2.1.11. Lemma. 𝒫, 𝒰 açık birim diskinde 𝒫(0) = 1 şeklinde, analitik ve 𝑅𝑒{𝒫(𝑧)} >
1

2
 

şartını sağlayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, 𝒰 da analitik her 𝔣 fonksiyonu için  

𝒫 ∗ 𝔣 fonksiyonu 𝔣(𝒰) nun konveks örtüsünde değer alır (Singh ve Singh, 1989). 

 

2.1.12. Teorem (Schwarz Lemma). 𝜔, 𝜔:𝒰 → ℂ biçiminde tanımlı, 𝑧 ∈ 𝒰 için  

𝜔(0) = 0 ve |𝜔(𝑧)| ≤ 1 şartlarını sağlayan analitik bir fonksiyon olsun. Böylece, 

𝑧 ∈ 𝒰 noktaları için |𝜔′(0)| ≤ 1 ve |𝜔(𝑧)| ≤ |𝑧| dir. Üstelik 𝑧0 ∈ 𝒰 (𝑧0 ≠ 0) için 

|𝜔(𝑧0)| ≤ |𝑧0| eşitsizliği sağlanır ise 𝑘, |𝑘| = 1 sabit olmak üzere 𝜔 fonksiyonu  

𝜔(𝑧) = 𝑘𝑧 şeklinde yazılır. 

 

2.1.13. Teorem. 𝔣 ve ℱ fonksiyonları 𝒰 açık birim diskinde tek değerli analitik ve 

ünivalent olsun. Bu durumda 𝒰 açık birim diskinde 𝔣(𝑧) ≺ ℱ(𝑧) olması için gerekli ve 

yeterli koşul 𝔣(𝑧) =  ℱ(𝜔(𝑧)) şeklinde Schwarz Lemma koşulunu sağlayan bir 𝜔 

fonksiyonunun mevcut olmasıdır. 

 

2.1.14. Tanım. Kompleks düzlemde bir 𝒟 kümesinin 𝑤0 noktasından çıkan her bir ışının, 

𝒟 kümesinin içi ile kesişimi ya bir ışın ya da bir doğru parçası ise 𝒟 kümesine, 𝑤0 

noktasına göre yıldızıl küme denir. 

 

2.1.15. Tanım. 𝒰 açık birim diskini yıldızıl bir bölgeye dönüştüren ünivalent ve analitik 

fonksiyonların sınıfı 𝒮∗ ile gösterilir. 

 

2.1.16. Teorem. 𝔣 fonksiyonu, 𝒰ℛ: |𝑧| ≤ ℛ, ℛ > 0 kapalı bölgesinde tek değerli, analitik, 

ünivalent ve 𝔣(0) = 0 özelliğinde olsun. Bu takdirde 𝔣 fonksiyonunun, 𝒰ℛ kapalı 
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bölgesini yıldızıl bir bölgeye dönüştürmesi için gerekli ve yeterli koşul  

𝐶ℛ: |𝑧| = ℛ üzerindeki her 𝑧 için 

 

𝑅𝑒 {
𝑧𝔣′(𝑧)

𝔣(𝑧)
} > 0 

 

(2.3) 

 

olmasıdır (Nevanlinna, 1921). 

 

2.1.17. Tanım. ℂ kompleks düzleminde bulunan bir 𝒟 kümesine ait her bir 𝑙1, 𝑙2 nokta 

çifti için 𝑙1 ve 𝑙2 noktalarını birleştiren doğru parçası yine 𝒟 kümesine ait oluyorsa 𝒟 ye 

konveks küme denir. 

 

2.1.18. Tanım. 𝒰 açık birim diskini konveks bir bölgeye resmeden ünivalent ve analitik 

fonksiyonların sınıfı 𝒦 ile gösterilir. 

 

2.1.19. Teorem. 𝔣 fonksiyonu, 𝒰ℛ: |𝑧| ≤ ℛ, ℛ > 0 kapalı bölgesinde tek değerli, analitik 

ve ünivalent olsun. Bu takdirde 𝔣 fonksiyonunun 𝒰ℛ kapalı bölgesini konveks bir bölgeye 

dönüştürmesi için gerekli ve yeterli koşul 𝐶𝑅: |𝑧| = 𝑅 üzerindeki her 𝑧 için 

 

𝑅𝑒 {1 +
𝑧𝔣′′(𝑧)

𝔣′(𝑧)
} > 0 

 

(2.4) 

 

olmasıdır (Study, 1913). 

 

𝒰 da normalizasyonu sağlayan ünivalent fonksiyoların sınıfı 𝒮 ile tanımlandı. Daha 

sonra, yıldızıllık ve konvekslik şartını sağlayan ünivalent fonksiyonların sınıfı sırasıyla 

𝒮∗ ve 𝒦 olarak tanımlandı. Tanımlanan bu üç sınıf arasında 𝒦 ⊂ 𝒮∗ ⊂ 𝒮 bağıntısı vardır. 
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2.2. Harmonik Fonksiyonlar 

 

2.2.1. Tanım. 𝒟 ⊂ ℂ bir bölge olsun. 𝑐: 𝒟 → ℂ şeklinde tanımlı 𝑐 fonksiyonunun 𝒟 

bölgesinde ikinci mertebeden sürekli kısmi türevleri mevcut olsun. Bu takdirde, her 

 𝑧 ∈ 𝒟 için  

 

∆𝒸 =
𝜕2𝒸

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝒸

𝜕𝑦2
= 0 

 

eşitliği sağlanıyorsa 𝒸 fonksiyonu 𝒟 de reel harmoniktir denir. Ayrıca  

𝔣: 𝒟 → ℂ, 𝔣 = 𝒸 + 𝑖𝒹 şeklinde tanımlı 𝔣 fonksiyonu için 𝒸 ve 𝒹 fonksiyonları da 𝒟 

bölgesinde reel harmonik fonksiyonlarsa 𝔣, 𝒟 bölgesinde kompleks harmoniktir denir. 

 

2.2.2. Teorem (Kanonik Gösterim). 𝒟 bölgesinde 𝔣 kompleks harmonik fonksiyonu, 

analitik kısmı 𝓀 ve eş analitik kısmı ℊ analitik fonksiyonları olmak üzere 

 

𝔣(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚𝑧
𝑚

∞

m=2

+ ∑ 𝑏𝑚𝑧
𝑚  

∞

m=2

= 𝓀(𝑧) +  ℊ(𝑧) 

 

şeklinde ifade edilebilir. Bu gösterim sabit farkıyla tektir. 

 

2.2.3. Tanım.  𝒟 ⊂ ℂ bir bölge ve 𝔣 = 𝒸 + 𝑖𝒹 fonksiyonu  𝒟 bölgesinde 

diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde  

 

𝐽𝔣 = |
𝒸𝑥 𝒸𝑦
𝒹𝑥 𝒹𝑦

| = 𝒸𝑥𝒹𝑦 − 𝒸𝑦𝒹𝑥 

 

şeklinde ifade edilen 𝐽𝔣 değerine 𝔣 fonksiyonunun Jakobiyeni denir. Eğer 𝔣 fonksiyonu 

analitik ise 𝐽𝔣 = |𝔣
′|2 dır.  

 

Basit bağlantılı bir 𝒟 bölgesinde harmonik olan 𝔣 = 𝓀 + ℊ fonksiyonun Jakobiyeni  𝐽𝔣 =

|𝔣𝑧|
2 − |𝔣𝑧̅|

2 = |𝓀′|2 − |ℊ′|2 dir. 
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2.2.4. Tanım.  𝔣 fonksiyonuna, 𝐽𝔣 > 0 ise yön koruyan, 𝐽𝔣 < 0 ise yönü ters çeviren denir.  

 

2.2.5. Teorem.  𝔣 = 𝓀 + ℊ  kompleks harmonik fonksiyonunun 𝒰 açık birim diskinde 

yön koruyan ve yerel ünivalent olması için gerekli ve yeterli koşul 𝒰 da |ℊ′(𝑧)| < |𝓀′(𝑧)| 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır (Clunie ve Sheil-Small, 1984). 

 

2.2.6. Tanım. 𝒰 açık birim diskinde tanımlı harmonik, ünivalent, yön koruyan ve 

𝓀(0) = ℊ(0) = 0 ile 𝓀′(0) = 1 şeklinde normalize edilmiş, kompleks harmonik 

fonksiyonların sınıfı ℋ ile gösterilir. 

 

2.2.7. Tanım. ℋ sınıfından alınan ve ℊ′(0) = 𝑏1 = 0 koşulunu sağlayan 𝔣 

fonksiyonlarının sınıfı ℋ0 ile gösterilir. ℋ0 sınıfına ait bir 𝔣 fonksiyonu, 𝓀 ve ℊ 

fonksiyonları 𝒰 açık birim diskinde analitik ve 

 

𝓀(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚𝑧
𝑚

∞

m=2

, ℊ(𝑧) = ∑ 𝑏𝑚𝑧
𝑚

∞

m=2

 
 

(2.5) 

 

olmak üzere 𝔣 = 𝓀 +  ℊ şeklinde yazılır. 

 

𝒮,ℋ ve ℋ0 olarak tanımlanan fonksiyon sınıfları için 𝒮 ⊂ ℋ0 ⊂ ℋ ilişkisi vardır. 

 

2.2.8. Tanım (Hadamard Çarpımı). 𝑡 = 1,2 için  

 

𝔣𝑡(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚,𝑡𝑧
𝑚

∞

m=2

+ ∑ 𝑏𝑚,𝑡𝑧𝑚  

∞

m=2

 (2.6) 

 

(2.6) ile verilen seri açılımına sahip 𝔣1 ve 𝔣2 fonksiyonlarının konvolüsyonu  

 

𝔣1(𝑧) ∗ 𝔣2(𝑧) = (𝔣1 ∗ 𝔣2)(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚,1𝑎𝑚,2𝑧
𝑚

∞

𝑚=2

+ ∑ 𝑏𝑚,1𝑏𝑚,2𝑧𝑚
∞

𝑚=2
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ile tanımlanır. Eğer 𝔣1 ve 𝔣2 fonksiyonlarının eş analitik kısımları sıfır alındığı takdirde 

analitik fonksiyonların konvolüsyonu elde edilir. 

 

2.2.9. Tanım. 𝒰 da tanımlı 𝜑 analitik fonksiyonu ile 𝔣 = 𝓀 +  ℊ kompleks harmonik 

fonksiyonunun konvolüsyonu 

 

𝔣 ∗̌ 𝜑 = 𝓀 ∗ 𝜑 + ℊ ∗ 𝜑 

 

biçiminde tanımlanır (Goodloe, 2002). 

 

2.2.10. Tanım. ℋ(veya ℋ0) sınıfındaki 𝔣 fonksiyonlarının görüntü kümesi orijine göre 

yıldızıl ise 𝔣 fonksiyonuna harmonik yıldızıl fonksiyon denir. Bu fonksiyonların 

oluşturduğu sınıf ℋ∗ (veya ℋ∗,0) ile gösterilir. 

 

2.2.11. Tanım. ℋ (ya da ℋ0) sınıfındaki 𝔣 fonksiyonlarının görüntü kümeleri konveks 

bir bölge ise 𝔣 fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonların 

oluşturduğu sınıf 𝒦ℋ (ya da 𝒦ℋ0) ile gösterilir.  
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Ponnusamy ve diğerleri (2013), 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝑅𝑒{𝓀′(𝑧)} > |ℊ′(𝑧)| eşitsizliğini sağlayan 

kompleks harmonik fonksiyonların sınıfını 𝑃𝐻0 olarak tanımladı ve 𝑃𝐻0 sınıfına ait 

fonksiyonların ünivalent oldukları sonucuna vardı. Li ve Ponnusamy (2013a, 2013b),  

𝑧 ∈ 𝒰 ve 𝜆 < 1 için 𝑅𝑒{𝓀′(𝑧) − 𝜆} > |ℊ′(𝑧)| koşulunu sağlayan kompleks harmonik 

fonksiyonların sınıfını 𝑃𝐻0(𝜆) olarak tanımladı. Chichra (1977), 𝑧 ∈ 𝒰 ve 0 ≤ 𝛼 için 

𝑅𝑒 [(1 − 𝛼)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛼𝓀′(𝑧)] > 0 şartını sağlayan analitik fonksiyonların sınıfını tanıttı ve 

𝐺(𝛼) olarak gösterdi. 

 

Yakın zamanlarda, Liu and Yang (2019), 𝛼 ≥ 0 ve 0 < 𝑟 ≤ 1 olmak üzere  

𝐺𝐻0(𝛼; 𝑟) = {𝔣𝜖ℋ0: 𝑅𝑒 [(1 − 𝛼)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛼𝓀′(𝑧)] > |(1 − 𝛼)

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛼ℊ′(𝑧)| , |𝑧| < 𝑟} 

sınıfını tanımladı ve 𝐺𝐻0(𝛼; 𝑟) sınıfının katsayı tahminleri, büyüme tahminleri ve 

geometrik özelliklerini araştırdı. Özel olarak 𝐺𝐻0(𝛼; 1) sınıfı,  bazı 𝛼 ≥ 0 değerleri için 

𝐺(𝛼) sınıfı ile yakından ilişkilidir. Daha sonralarda, Wang ve diğerleri (2006), 𝐺(𝛼) 

sınıfının daha genel hali ile 𝛾, 𝛿 > 0, 0 ≤ λ < 𝛾 + 𝛿 ≤ 1 ve 𝑧 ∈ 𝒰 olacak şekilde  

𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧)] > λ şartını sağlayan 𝓀(𝑧) analitik fonksiyonlarının sınıfını 

𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olarak tanıttı. Çakmak ve diğerleri (2022), harmonik fonksiyonlar için 

𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfını tanıttı ve bazı geometrik özelliklerini inceledi.  

 

Bu bölümde, 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfında elde edilen sonuçlar ve bu sonuçların elde 

edilmesinde kullanılan yöntemler verildi. 

 

3.1.  𝑮𝑯𝟎(𝜸, 𝜹 , 𝛌) Sınıfı 

 

Çakmak ve diğerleri (2022), 𝛼 > 0 için 𝐺𝐻0(𝛼; 1) sınıfının genel hali olarak 

𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfını tanıttı ve bu sınıfa ait fonksiyonların büyüme teoremi, katsayı 

sınırları, konvolüsyon altında kapalılık ve konveks konvolüsyon gibi temel özeliklerini 

inceledi. Bu bölümde Çakmak ve diğerleri (2022) tarafından yapılan bu çalışmada tespit 

edilen sonuçlar verildi. 
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3.1.1. Tanım. 𝑧 ∈ 𝒰, 𝛼 ≥ 0, 𝛿 > 0 ve 0 ≤ λ < 𝛾 + 𝛿 ≤ 1 için 

 

𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧) − λ] > |𝛾

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧)| 

 

 

eşitsizliğini sağlayan  𝔣 = 𝓀 + ℊ  ∈ ℋ0 fonksiyonlarının sınıfı 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olarak 

gösterildi (Çakmak ve diğerleri, 2022). 

 

3.1.2. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olması için gerekli ve yeterli koşul her 

𝜇 (|𝜇| = 1) için ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olmasıdır. 

 

İspat.   𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. 𝑧 ∈ 𝒰 ve her 𝜇 (|𝜇| = 1) için 

 

 𝑅𝑒 [𝛾
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ 𝛿(ℱ𝜇(𝑧))

′
] 

 = 𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿(𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧))

′
] 

 = 𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧) + 𝜇 (𝛾

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧))] 

 
>  𝑅𝑒 [𝛾

𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧)] − |𝛾

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧)| 

>  λ   

 

elde edilir. Dolayısıyla her bir 𝜇 (|𝜇| = 1) için ℱ𝜇 ∈  𝐺(𝛾, 𝛿 , λ).  

 

Tersine ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde ℱ𝜇 analitik fonksiyonu 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) 

sınıfa ait olduğundan 𝑧 ∈ 𝒰 için 

 

𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧)] > 𝑅𝑒 [−𝜇 (𝛾

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧))] + λ 
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yazılır. Buradan uygun her bir 𝜇 (|𝜇| = 1) seçimi ile 

 

 𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧) − λ] > |𝛾

ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧)| 

 

sonucu elde edilir. Bu takdirde 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) 𝑑𝚤𝑟. 

 

3.1.3. Teorem. 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde, 𝑚 ≥ 2 için 

 

|𝑏𝑚| ≤
𝛿 − λ + 𝛾

𝛿𝑚 + 𝛾
 (3.1) 

 

eşitsizliği sağlanır ve bu sonuç 𝔣(𝑧) = 𝑧 +
𝛿−λ+𝛾

𝛿𝑚+𝛾
𝑧
𝑚

 fonksiyonu için kesindir. 

 

İspat. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu durumda 0 ≤ 𝜌 < 1 𝑣𝑒 𝜃 ∈ ℝ için ℊ(𝜌𝑒𝑖𝜃) 

fonksiyonunun seri açılımı kullanılarak 

 

𝜌𝑚−1[𝛿𝑚 + 𝛾]|𝑏𝑚| 

 ≤
1

2𝜋
∫ |𝛾

ℊ(𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝜌𝑒𝑖𝜃
+ 𝛿ℊ′(𝜌𝑒𝑖𝜃)| 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 <
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒 [𝛾

𝓀(𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝜌𝑒𝑖𝜃
+ 𝛿𝓀′(𝜌𝑒𝑖𝜃) − λ]

2𝜋

0

𝑑𝜃 

 =
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒 [𝛿 − λ + 𝛾 + ∑[𝛿𝑚 + 𝛾]𝑎𝑚𝜌

𝑚−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜃
∞

𝑚=2

]

2𝜋

0

𝑑𝜃 

 = 𝛿 − λ + 𝛾 
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sonucu bulunur. Böylece 𝜌 → 1− için (3.1) eşitsizliği elde edilir. Ayrıca  

𝔣(𝑧) = 𝑧 +
𝛿−λ+𝛾

𝛿𝑚+𝛾
𝑧
𝑚

 fonksiyonu için eşitlik sağlanır. 

 

3.1.4. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde 𝑚 ≥ 2 için aşağıdaki 

eşitsizlikler sağlanır: 

 

i. |𝑎𝑚| + |𝑏𝑚| ≤
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾
 

ii. ||𝑎𝑚| − |𝑏𝑚|| ≤
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾
 

iii. |𝑎𝑚| ≤
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾
. 

 

Tüm bu sonuçlar kesindir ve eşitlik 𝔣(𝑧) = 𝑧 + ∑
2(𝛿−λ+𝛾)

𝛿𝑚+𝛾
𝑧𝑚∞

𝑚=2  fonksiyonu için 

geçerlidir. 

 

İspat. i.  𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Böylece Teorem 3.1.2 gereği her bir 

𝜇 (|𝜇| = 1) için ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) dır. Buradan, her 𝜇 (|𝜇| = 1) ve 𝑧 ∈ 𝒰 için  

 

𝑅𝑒 [𝛾 (
𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧)

𝑧
) + 𝛿(𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧))

′
] >  λ 

 

yazılabilir. Dolayısıyla, 

 

𝛾 (
𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧)

𝑧
) + 𝛿(𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧))

′
=  λ + (𝛿 − λ + 𝛾)𝓅(𝑧)  (3.2) 
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eşitliği sağlanacak şekilde 𝒰 açık birim diskinde reel kısmı pozitif olan  

𝓅(𝑧) = 1 + ∑ 𝓅𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=1  şeklinde açılıma sahip analitik bir 𝓅 fonksiyonu vardır. (3.2) 

de elde edilen eşitlikte her iki tarafın katsayıları karşılaştırıldığında 𝑚 ≥ 2 için 

 

(𝛿𝑚 + 𝛾)(𝑎𝑚 + 𝜇𝑏𝑚) = (𝛿 − λ + 𝛾)𝓅𝑚−1 

 

olarak bulunur. Böylece 𝑚 ≥ 1 için |𝓅𝑚| ≤ 2 olduğundan ve 𝜇 (|𝜇| = 1) uygun bir 

seçimiyle i nin ispatı tamamlanır.  

 

i deki adımlar uygulanarak ii ve iii ün ispatı yapılır. Bu sonuçlar  

𝔣(𝑧) = 𝑧 + ∑
2(𝛿−λ+𝛾)

𝛿𝑚+𝛾
𝑧𝑚∞

𝑚=2  fonksiyonu için kesindir. 

 

3.1.5. Teorem. 𝔣 ∈ ℋ0 olsun. Bu takdirde 

 

∑(𝛿𝑚 + 𝛾)(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|) ≤ 𝛿 − λ + 𝛾

∞

𝑚=2

 (3.3) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) dır. 

 

İspat.  𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ ℋ0 olsun. Verilen (3.3) eşitsizliği kullanılarak  

 

𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧) − λ] = 𝑅𝑒 [𝛿 − λ + 𝛾 + ∑(𝛿𝑚 + 𝛾)𝑎𝑚𝑧

𝑚−1

∞

𝑚=2

] 

 > 𝛿 − λ + 𝛾 − ∑(𝛿𝑚 + 𝛾)|𝑎𝑚|

∞

𝑚=2

 

 ≥ ∑(𝛿𝑚 + 𝛾)|𝑏𝑚|

∞

𝑚=2

 

 > |∑(𝛿𝑚 + 𝛾)𝑏𝑚𝑧
𝑚−1

∞

𝑚=2

| 
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= |𝛾
ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧)| 

 

sonucu elde edilir. Böylece 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) dir. 

 

3.1.6. Teorem. 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde, 

 

|𝑧| + 2(𝛿 − λ + 𝛾) ∑
(−1)𝑚−1|𝑧|𝑚

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

≤ |𝔣(𝑧)|, 

|𝑧| + 2(𝛿 − λ + 𝛾) ∑
|𝑧|𝑚

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

≥ |𝔣(𝑧)| 

 

dir ve verilen eşitsizlikler  𝔣(𝑧) = 𝑧 + ∑
2(−λ+𝛿+𝛾)

𝛿𝑚+𝛾
𝑧𝑚∞

𝑚=2  fonksiyonu için kesindir. 

 

İspat. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Teorem 3.1.2 gereği her 𝜇 (|𝜇| = 1) için  

ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) dir. Bu takdirde, 

 

𝛾
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℱ𝜇

′(𝑧) =
𝛾 + 𝛿 + (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜔(𝑧)

1 − 𝜔(𝑧)
 (3.4) 

 

olacak şekilde 𝒰 da |𝜔(𝑧)| < 1 ve 𝜔(0) = 0 olan analitik bir 𝜔(𝑧) fonksiyonu vardır. O 

halde verilen (3.4) eşitliğinden,  

 

𝑧
𝛾
𝛿ℱ𝜇(𝑧) =

1

𝛿
∫𝜎

𝛾
𝛿

𝑧

0

𝛾 + 𝛿 + (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜔(𝜎)

1 − 𝜔(𝜎)
𝑑𝜎 (3.5) 

 

bulunur. (3.5) eşitliğinin sağ tarafında, 0 ≤ 𝜌 < 1 ve 𝜃 ∈ ℝ için 𝜎 = 𝜌𝑒𝑖𝜃 yazılarak 
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𝑧
𝛾
𝛿ℱ𝜇(𝑧) =

1

𝛿
∫ (𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝛾
𝛿

|𝑧|

0

𝛾 + 𝛿 + (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)
𝑒𝑖𝜃𝑑𝜌  

 

elde edilir. Buradan Schwarz Lemma kullanılarak,  

 

|𝑧
𝛾
𝛿ℱ𝜇(𝑧)| = |

1

𝛿
∫ (𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝛾
𝛿

|𝑧|

0

𝛾 + 𝛿 + (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)
𝑒𝑖𝜃𝑑𝜌| 

 ≤ 
1

𝛿
∫ 𝜌

𝛾
𝛿

|𝑧|

0

𝛾 + 𝛿 + (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜌

1 − 𝜌
𝑑𝜌 

 

ve 

 

|ℱ𝜇(𝑧)| ≤ |𝑧| + 2(𝛿 − λ + 𝛾) ∑
|𝑧|𝑚

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

 

 

bulunur. Benzer şekilde  

 

|𝑧
𝛾
𝛿ℱ𝜇(𝑧)| = |

1

𝛿
∫ (𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝛾
𝛿

|𝑧|

0

𝛾 + 𝛿 + (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)
𝑒𝑖𝜃𝑑𝜌| 

 ≥ 
1

𝛿
∫ 𝜌

𝛾
𝛿𝑅𝑒 {

𝛾 + 𝛿 + (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)

1 − 𝜔(𝜌𝑒𝑖𝜃)
} 𝑑𝜌

|𝑧|

0

 

 ≥ 
1

𝛿
∫ 𝜌

𝛾
𝛿

|𝑧|

0

𝛾 + 𝛿 − (−2λ + 𝛿 + 𝛾)𝜌

1 + 𝜌
𝑑𝜌 

 

ve 
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|ℱ𝜇(𝑧)| ≥ |𝑧| + 2(𝛿 − λ + 𝛾) ∑
(−1)𝑚|𝑧|𝑚

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

 

 

elde edilir. 𝜇 (|𝜇| = 1), 𝑧 ∈ 𝒰 için  

 

|𝑧| + 2(𝛿 − λ + 𝛾) ∑
(−1)𝑚−1|𝑧|𝑚

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

≤ |𝔣(𝑧)| 

|𝑧| + 2(𝛿 − λ + 𝛾) ∑
|𝑧|𝑚

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

≥ |𝔣(𝑧)| 

 

sonucu elde edilir. 

 

3.1.7. Lemma. 𝔣 = 𝓀 + ℊ, 𝒰 da yön koruyan harmonik bir dönüşüm olsun. Her bir 

𝜇 (|𝜇| = 1) için ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ şeklindeki analitik fonksiyonlar açık birim diskte ünivalent 

ise 𝔣, 𝒰 da ünivalenttir (Hernández ve Martin, 2013). 

 

3.1.8. Lemma. ℱ ∈  𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olarak alınsın. Bu takdirde 

 

𝜌 = inf {
𝛿𝑚 + 𝛾

2𝑚(𝛿 − λ + 𝛾)
}

1
𝑚−1

; 𝑚 ≥ 2 

 

olmak üzere ℱ(𝑧) fonksiyonu |𝑧| ≤ 𝜌 diskinde ünivalenttir (Wang ve diğerleri, 2006). 

 

3.1.9. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ), 𝒰 da yön koruyan harmonik bir dönüşüm  

olsun. Bu takdirde 

 

𝜌(𝛾, 𝛿 , λ) = inf {
𝛿𝑚 + 𝛾

2𝑚(𝛿 − λ + 𝛾)
}

1
𝑚−1

; 𝑚 ≥ 2 

 

olmak üzere, 𝔣(𝑧) fonksiyonu |𝑧| ≤ 𝜌(𝛾, 𝛿 , λ) diskinde ünivalenttir. 
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İspat. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde her bir 𝜇 (|𝜇| = 1) için Teorem 

3.1.2 gereği ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) dır. Böylece, Lemma 3.1.8 gereği her bir 

𝜇 (|𝜇| = 1) için |𝑧| ≤ 𝜌(𝛾, 𝛿 , λ) diskinde ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) fonksiyonu 

ünivalenttir. Böylece Lemma 3.1.7 gereği 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfındaki yön koruyan 

fonksiyonlar ünivalenttir. 

 

3.1.10. Lemma. 𝔣 ∈ ℋ0 olsun. Eğer 

 

 

(Silverman ve Silvia, 1999). 

 

3.1.11. Teorem. 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ), 𝒰 da yön koruyan bir dönüşüm olsun. Bu takdirde  

 

𝜌

1 − 𝜌
− 𝜌

𝛾

𝛿
∫

𝑢1+
𝛾
𝛿

1 − 𝜌𝑢
𝑑𝑢 =

𝛿

2(𝛿 − λ + 𝛾)

1

0

 

 

denkleminin (0,1) açık aralığındaki en küçük kökü 𝜌1 olmak üzere |𝑧| < 𝜌1 diskinde 𝔣 

fonksiyonu yıldızıldır. 

 

İspat. 0 < 𝜌 < 1 iken 

 

𝔣𝜌(𝑧) = 𝜌
−1𝔣(𝜌𝑧) = 𝜌−1𝓀(𝜌𝑧) + 𝜌−1ℊ(𝜌𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

olmak üzere 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝔣𝜌(𝑧) fonksiyonu 

 

∑𝑚(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|) ≤ 1

∞

𝑚=2

 ise 𝔣, 𝒰 da yıldızıldır, 

∑𝑚2(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|) ≤ 1

∞

𝑚=2

 ise 𝔣, 𝒰 da konvekstir 
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𝔣𝜌(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚𝜌
𝑚−1𝑧𝑚 + ∑ 𝑏𝑚𝜌𝑚−1𝑧𝑚

∞

𝑚=2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅∞

𝑚=2

 

 

şeklinde yazılır. Kolaylık sağlanması açısından 

 

𝜁 = ∑ 𝑚(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|)𝜌
𝑚−1

∞

𝑚=2

  

 

eşitliği alınır. Böylece Lemma 3.1.10 a göre 𝜌 < 𝜌1 iken 𝜁 ≤ 1 olduğunu göstermek 

yeterlidir. Bu durumda, Teorem 3 .1.4 (i) kullanılarak 

  

𝜁 ≤ 2∑
𝑚(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

𝜌𝑚−1 =
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
[∑

𝜌𝑚

𝑚 +
𝛾
𝛿

∞

𝑚=2

]

′

 

 =
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
(𝜌−

𝛾
𝛿 ∑∫ 𝜏𝑚−1+

𝛾
𝛿

𝜌

0

𝑑𝜏

∞

𝑚=2

)

′

 

 =
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
(𝜌−

𝛾
𝛿∫

𝜏1+
𝛾
𝛿

1 − 𝜏

𝜌

0

𝑑𝜏)

′

 

 =
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
(

𝜌

1 − 𝜌
−
𝛾

𝛿
𝜌−

𝛾
𝛿
−1∫

𝜏
1+
𝛾
𝛿

1 − 𝜏
𝑑𝜏

𝜌

0

) 

 =
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
(

𝜌

1 − 𝜌
− 𝜌

𝛾

𝛿
∫

𝑢1+
𝛾
𝛿

1 − 𝜌𝑢
𝑑𝑢

1

0

) 

 

elde edilir. Böylece, 𝜌 < 𝜌1 için 𝜁 ≤ 1 bulunur. 

 

3.1.12. Teorem. 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde 

 

(2 −
𝛾
𝛿
) 𝜌 − (1 −

𝛾
𝛿
)𝜌2

(1 − 𝜌)2
+ 𝜌 (

𝛾

𝛿
)
2

∫
𝑢1+

𝛾
𝛿

1 − 𝜌𝑢
𝑑𝑢

1

0

=
𝛿

2(𝛿 − λ + 𝛾)
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denkleminin (0,1) açık aralığındaki en küçük kökü 𝜌2 olmak üzere 𝔣,  |𝑧| < 𝜌2 diskinde 

konvekstir. 

 

İspat. 0 < 𝜌 < 1 iken 

 

𝔣𝜌(𝑧) = 𝜌
−1𝔣(𝜌𝑧) = 𝜌−1𝓀(𝜌𝑧) + 𝜌−1ℊ(𝜌𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

olmak üzere 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝔣𝜌(𝑧) fonksiyonu 

 

𝔣𝜌(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚𝜌
𝑚−1𝑧𝑚 + ∑ 𝑏𝑚𝜌𝑚−1𝑧𝑚

∞

𝑚=2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅∞

𝑚=2

 

 

şeklinde yazılır. Kolaylık sağlanması açısından 

 

𝜓 = ∑ 𝑚2(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|)𝜌
𝑚−1

∞

𝑚=2

  

 

eşitliği alınır. Böylece Lemma 3.1.10 a göre 𝜌 < 𝜌2 iken 𝜓 ≤ 1 olduğunu göstermek 

yeterlidir. Bu durumda, Teorem 3.1.4 (i) kullanılarak 

 

𝜓 ≤ 2∑
𝑚2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾

∞

𝑚=2

𝜌𝑚−1 =
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
[∑

𝑚𝜌𝑚

𝑚 +
𝛾
𝛿

∞

𝑚=2

]

′

 

 

=
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
(
𝜌2

1 − 𝜌
−
𝛾

𝛿
𝜌
−
𝛾
𝛿∫

𝜏1+
𝛾
𝛿

1 − 𝜏
𝑑𝜏

𝜌

0

)

′

 

 

=
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
(
2𝜌 − 𝜌2

(1 − 𝜌)2
−
𝛾

𝛿

𝜌

1 − 𝜌
+ (

𝛾

𝛿
)
2

𝜌−
𝛾
𝛿
−1∫

𝜏1+
𝛾
𝛿

1 − 𝜏
𝑑𝜏

𝜌

0

) 
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=
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿
(
(2 −

𝛾
𝛿
) 𝜌 − (1 −

𝛾
𝛿
)𝜌2

(1 − 𝜌)2
+ 𝜌 (

𝛾

𝛿
)
2

∫
𝑢1+

𝛾
𝛿

1 − 𝜌𝑢
𝑑𝜏

1

0

) 

 

elde edilir. Böylece, 𝜌 < 𝜌2 için 𝜓 ≤ 1 bulunur. 

 

3.1.13. Teorem. 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfı konveks birleşim altında kapalıdır. 

 

İspat. 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için  𝔣𝑖 = 𝓀𝑖 + ℊ𝑖 ∈ 𝐺𝐻
0(𝛾, 𝛿 , λ) ve ∑ 𝑐𝑖

𝑘
𝑖=1 = 1  (0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 1) 

olsun. 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için 𝔣𝑖 fonksiyonlarının konveks birleşimi,  

 

𝓀(𝑧) = 𝑧 +∑𝑐𝑖𝓀𝑖(𝑧)

𝑘

𝑖=1

  ve   ℊ(𝑧) =∑𝑐𝑖ℊ𝑖(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝑘

𝑖=1

 

 

için 

 

𝔣(𝑧) =∑𝑐𝑖𝔣𝑖(𝑧)

𝑘

𝑖=1

= 𝓀(𝑧) + ℊ(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

şeklindedir. 𝓀 ve ℊ fonksiyonları 𝒰 açık birim diskinde analitik ve                                               

𝓀(0) = ℊ(0) = 𝓀′(0) − 1 = ℊ′(0) = 0 normalizasyonuna sahiptir.  

𝑅𝑒 [𝛾
𝓀(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀′(𝑧) − λ] = 𝑅𝑒 [∑𝑐𝑖 (𝛾

𝓀𝑖(𝑧)

𝑧
+ 𝛿𝓀𝑖

′(𝑧) − λ)

𝑘

𝑖=1

] 

 
>∑𝑐𝑖

𝑘

𝑖=1

|𝛾
ℊ𝑖(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ𝑖

′(𝑧)| 

 

 ≥ |𝛾
ℊ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℊ′(𝑧)| 

 

olduğundan 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) elde edilir.  
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3.1.14. Lemma. ℳ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) ise 𝑅𝑒 {
ℳ(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 eşitsizliği sağlanır. 

 

İspat. ℳ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olmak üzere ℳ(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=2  olarak ele alınsın. Bu 

takdirde 

 

𝑅𝑒 [𝛿 + 𝛾 + ∑[𝛿𝑚 + 𝛾]𝐴𝑚𝑧
𝑚−1

∞

𝑚=2

] > 𝜆   (𝑧 ∈ 𝒰) 

 

dir veya açık birim diskte 

 

𝒩(𝑧) = 1 +
1

2(𝛿 − λ + 𝛾)
∑[𝛿𝑚 + 𝛾]𝐴𝑚𝑧

𝑚−1

∞

𝑚=2

 

 

şeklinde ve 𝑅𝑒{𝒩(𝑧)} >
1

2
  şartını sağlayan bir 𝒩(𝑧) fonksiyonu vardır. Diğer yandan, 

𝑚 ≥ 2 için  

 

𝑣0 = 1 𝑣𝑒 𝑣𝑚−1 =
2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾
 

 

olarak tanımlı gerçel {𝑣𝑚}𝑚=0
∞  dizisi konveks sıfır dizisidir. Bu takdirde, Lemma 2.1.10 

gereği 

 

𝜗(𝑧) =
1

2
+ ∑

2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾
𝑧𝑚−1

∞

𝑚=2

 

 

şeklindeki fonksiyon 𝒰 da analitik ve 𝑅𝑒{𝜗(𝑧)} > 0 dır. Bu takdirde, 

 

ℳ(𝑧)

𝑧
= 𝒩(𝑧) ∗ (1 + ∑

2(𝛿 − λ + 𝛾)

𝛿𝑚 + 𝛾
𝑧𝑚−1

∞

𝑚=2

) 
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olduğundan, Lemma 2.1.11 kullanılarak 𝑅𝑒 {
ℳ(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 elde edilir.  

 

3.1.15. Lemma. 𝑖 = 1,2 için ℳ𝑖 ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde, ℳ1 ∗ℳ2 ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) 

dır. 

 

İspat. ℳ1(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=2  ve ℳ2(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐵𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=2  olsun. Bu durumda, ℳ1 

ve ℳ2 fonksiyonlarının konvolüsyonu 

ℳ(𝑧) = (ℳ1 ∗ℳ2)(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑚𝐵𝑚𝑧
𝑚

∞

𝑚=2

 

 

olarak tanımlanır. Ayrıca, ℳ′(𝑧) = ℳ1
′(𝑧) ∗

ℳ2(𝑧)

𝑧
  olduğundan 

 

1

𝛿 − λ + 𝛾
(𝛾
ℳ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℳ′(𝑧) − 𝜆) =

1

𝛿 − λ + 𝛾
(𝛾
ℳ1(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℳ1

′(𝑧) − 𝜆) ∗
ℳ2(𝑧)

𝑧
 

 

yazılabilir. ℳ1 ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olduğundan  

 

𝑅𝑒 {𝛾
ℳ1(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℳ1

′(𝑧) − 𝜆} > 0   (𝑧 ∈ 𝒰) 

 

ve Lemma 3.1.14 gereği 𝒰 da 𝑅𝑒 {
ℳ2(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 elde edilir. Böylece Lemma 2.1.11 in 

kullanılmasıyla 𝒰 da 𝑅𝑒 {𝛾
ℳ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℳ′(𝑧) − 𝜆} > 0 bulunur. Dolayısıyla  

ℳ =ℳ1 ∗ℳ2 fonksiyonu 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfına aittir. 

 

3.1.16. Teorem.  𝑖 = 1,2 için 𝔣𝑖 ∈ 𝐺𝐻
0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. Bu takdirde 𝔣1 ∗ 𝔣2, 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) 

sınıfına aittir. 

 

İspat. 𝑖 = 1,2 için 𝔣𝑖 = 𝓀𝑖 + ℊ𝑖 ∈ 𝐺𝐻
0(𝛾, 𝛿 , λ) olsun. 𝔣1 ve 𝔣2 fonksiyonlarının 

konvolüsyonu 𝔣1 ∗ 𝔣2 = 𝓀1 ∗ 𝓀2 + ℊ1 ∗ ℊ2 olarak tanımlıdır. 𝔣1 ∗ 𝔣2 ∈ 𝐺𝐻
0(𝛾, 𝛿 , λ) 

olduğunu ispatlamak için her 𝜇 (|𝜇| = 1) olmak üzere 𝐹𝜇 = 𝓀1 ∗ 𝓀2 + 𝜇(ℊ1 ∗ ℊ2) ∈
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𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olduğunu ispatlamak gerekir. Lemma 3.1.15 gereği 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfı 

konvolüsyon altında kapalı olduğundan 

 

ℱ1 = (𝓀1 − ℊ1) ∗ (𝓀2 − 𝜇ℊ2)   ve   ℱ2 = (𝓀1 + ℊ1) ∗ (𝓀2 + 𝜇ℊ2)  

 

olmak üzere ℱ1 ve ℱ2 fonksiyonları 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfının elemanıdır. 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfı 

konveks birleşim altında kapalı olduğundan  

 

ℱ𝜇 =
1

2
(ℱ1 + ℱ2) = 𝓀1 ∗ 𝓀2 + 𝜇(ℊ1 ∗ ℊ2) 

 

𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfının elemanıdır. Dolayısıyla, 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfı konveks birleşim altında 

kapalıdır. 

 

3.1.17. Teorem. 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) ve 𝜑 analitik fonksiyonu 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 

özelliğinde ise 𝔣 ∗̃ 𝜑 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) dır. 

 

İspat. 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) ise her 𝜇 (|𝜇| = 1) için  ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) dır.  

𝔣 ∗̃ 𝜑 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) olduğunu ispatlamak için her 𝜇 (|𝜇| = 1) olmak üzere  

ℳ = 𝓀 ∗ 𝜑 + 𝜇(ℊ ∗ 𝜑) ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) olduğunu ispatlamak gerekir. ℳ = ℱ𝜇 ∗ 𝜑 den 

 

1

𝛿 − λ + 𝛾
(𝛾
ℳ(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℳ′(𝑧) − 𝜆) =

1

𝛿 − λ + 𝛾
(𝛾
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℱ𝜇

′(𝑧) − 𝜆) ∗
𝜑(𝑧)

𝑧
 

 

yazılır. 𝒰 açık birim diskinde 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ve 𝑅𝑒 [𝛾

ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ 𝛿ℱ𝜇

′(𝑧) − 𝜆] > 0 

olduğundan Lemma 2.1.11 gereği ℳ ∈ 𝐺(𝛾, 𝛿 , λ) elde edilir.  

 

3.1.18. Sonuç. 𝔣 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) ve 𝜑 ∈ 𝐾 ise 𝔣 ∗̌ 𝜑 ∈ 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) dır. 

 

İspat. 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝜑 ∈ 𝐾 ise 𝑅𝑒 (
𝜑(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 dir. Böylece Teorem 3.1.17 gereği  𝑓 ∗̌ 𝜑 ∈

𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) dır.  
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

Bu bölümde, Breaz ve diğerleri (2023) tarafından tanımlanan sınıfa ait fonksiyonların 

büyüme tahmini, katsayı sınırları, konveks birleşim ve konvolüsyon gibi bazı özellikleri 

araştırıldı. Tanımlanan sınıf ile Nagpal ve Ravichandran (2014), Ghosh ve Vasudevarao 

(2019), Rajbala ve Prajapat (2021) tarafından tanımlanan sınıflar arasındaki ilişkiler de 

verildi. 

 

4.1.  𝓦𝓗𝟎(𝜶, 𝜸) Sınıfı 

 

Nagpal ve Ravichandran (2014), 𝑧 ∈ 𝒰 için  𝑅𝑒{𝓀′(𝑧) + 𝑧𝓀′′(𝑧)} > |ℊ′(𝑧) + 𝑧ℊ′′(𝑧)| 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonların sınıfını 𝑊𝐻0 olarak tanımladı. 

Ghosh ve Vasudevarao (2019), 𝑧 ∈ 𝒰 ve 0 ≤ 𝛾 < 1 için  

𝑅𝑒{𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} > |ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧)| koşulunu sağlayan fonksiyonların 

oluşturduğu sınıfı 𝑊𝐻0(𝛾) olarak tanımladı. Son zamanlarda, Rajbala ve Prajapat (2021), 

𝑧 ∈ 𝒰 ve 𝛿 ≥ 0,  0 ≤ 𝜆 < 1 için 𝑅𝑒{𝓀′(𝑧) + 𝛿𝑧𝓀′′(𝑧) − 𝜆} > |ℊ′(𝑧) + 𝛿𝑧ℊ′′(𝑧)| 

eşitsizliğini sağlayan fonksiyonların sınıfı olan 𝑊𝐻0(𝛿, 𝜆) sınıfını tanıttı. Tüm bu geçmiş 

çalışmaların dışında günümüzde devam eden birçok çalışma bulunmaktadır. Bunlardan 

biri olan Yaşar ve Yalçın (2021), 𝑧 ∈ 𝒰  ve 𝜆 ≥ 𝛿 ≥ 0 için  

𝑅𝑒{ℎ′(𝑧) + 𝜆𝑧ℎ′′(𝑧) + 𝛿𝑧2ℎ′′′(𝑧)} > |𝑔′(𝑧) + 𝜆𝑧𝑔′′(𝑧) + 𝛿𝑧2𝑔′′′(𝑧)| şeklindeki 

eşitsizliği sağlayan fonksiyonların sınıfını ℛ𝐻0(𝜆, 𝛿) olarak tanımladı. 

 

Rosihan ve diğerleri (2018), 𝛼 ≥ 𝛾 ≥ 0 ve 𝛽 < 1 için  

 

𝑅𝑒 {(1 − 𝛼 + 2𝛾)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} > 𝛽 (4.1) 

 

eşitsizliğini sağlayan 𝓀 analitik fonksiyonlarının sınıfını 𝑊𝛽(𝛼, 𝛾) ile gösterdi. Bu sınıfın 

özel halini ilk çalışan Brickman ve diğerleri (1971) dir. 𝑊𝛽(𝛼, 𝛾) sınıfına ait 

parametrelerin özel seçimiyle elde edilen 𝑊𝛽(1,0) sınıfı Hallenbeck (1974) tarafından, 

𝑊𝛽(3,1) sınıfı Chicra (1977) tarafından çalışıldı. Ayrıca, (4.1) eşitsizliğinde 𝛽 = 0 

seçilerek  
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𝑅𝑒 {(1 − 𝛼 + 2𝛾)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} > 0 

 

elde edilir. Bu koşulu sağlayan fonksiyonların sınıfı da 𝒲0(𝛼, 𝛾) ile ifade edilir. 

 

4.1.1. Tanım.  𝛼 ≥ 𝛾 ≥ 0 olmak üzere  

 

𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} 

> |(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧)| 

 

şartını sağlayan 𝔣 = 𝓀 + ℊ fonksiyonlarının sınıfı 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olarak gösterilir (Breaz ve 

diğerleri, 2023). 

 

𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) sınıfında parametrelerin özel seçilmesiyle Liu ve Yang (2019) tarafından 

tanımlanan 𝐺𝐻0(𝛼; 𝑟) sınıfı için 𝛼 ≥ 0 ve 𝑟 = 1, Çakmak ve diğerleri (2022) tarafından 

tanımlanan 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfı için 𝛾 = 1 − 𝛼, 𝛿 = 𝛼 ve λ = 0 şeklinde seçilmesiyle 

𝒲ℋ0(𝛼, 0) sınıfı elde edilir. Bu şekilde elde edilecek harmonik fonksiyon sınıfları ile 

daha önce tanımlanmış sınıflar arasındaki bazı ilişkiler de aşağıda verilmiştir. 

 

i. 𝒲ℋ0(0,0) = 𝑊𝐻0  (Nagpal ve Ravichandran, 2014) 

ii. 𝒲ℋ0(2𝛾 + 1, 𝛾) = 𝑊𝐻0(𝛾)      (Ghosh ve Vasudevarao, 2019) 

iii. 𝒲ℋ0(2𝛾 + 1, 𝛾) = 𝑊𝐻0(𝛿, 0)   (Rajbala ve Prajapat, 2021) 

iv. 𝒲ℋ0(2𝛾 + 1,0) = 𝑃𝐻   (Li ve Ponnusamy, 2013a) 

 

4.1.2. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olması için gerek ve yeter şart her bir 

𝜇 (|𝜇|) = 1 için ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) olmasıdır. 

 

İspat. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. Her bir 𝜇 (|𝜇|) = 1 için 
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 𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ𝜇

′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ𝜇
′′(𝑧)} 

 

= 𝑅𝑒{(2𝛾 − 𝛼 + 1)  
(𝓀(𝑧) +  𝜇ℊ(𝑧))

𝑧
 

+(𝛼 − 2𝛾)(𝓀(𝑧) +  𝜇ℊ(𝑧))
′
+ 𝛾𝑧(𝓀(𝑧) +  𝜇ℊ(𝑧))′′} 

 

 
>  𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)

𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} 

− |𝜇 ((2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧))| > 0    (𝑧 ∈ 𝒰) 

 

sonucu elde edilir. Böylece her bir 𝜇 (|𝜇|) = 1 için ℱ𝜇 ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾).  

 

Tersine ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu takdirde, 𝑧 ∈ 𝒰 için 

 

 

𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} 

+𝑅𝑒 {𝜇 ((2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧))} > 0 

 

olduğundan 

 

 

 𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} 

> 𝑅𝑒 {−𝜇 ((2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧))} 

 

sonucuna varılır. Böylece, 𝜇 (|𝜇|) = 1 nün uygun bir seçimiyle  
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 𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} 

> |(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧)| 

 

eşitsizliği bulunur. Bu durumda 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) dır. 

 

4.1.3. Teorem. 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu takdirde, 𝑚 ≥ 2 için  

 

|𝑏𝑚| ≤
1

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
 (4.2) 

 

eşitsizliği sağlanır ve bu sonuç 𝔣(𝑧) = 𝑧 +
1

1+(−1+𝑚)[𝛼+𝛾(−2+𝑚)]
𝑧
𝑚

 fonksiyonu için 

kesindir. 

 

İspat. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. 0 ≤ 𝜌 < 1 𝑣𝑒 𝜃 ∈ ℝ için ℊ(𝜌𝑒𝑖𝜃) fonksiyonunun 

seri açılımı kullanılarak 

 

𝜌𝑚−1(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])|𝑏𝑚| 

 ≤
1

2𝜋
∫ |(2𝛾 − 𝛼 + 1)

ℊ(𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝜌𝑒𝑖𝜃
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝜌𝑒𝑖𝜃) + 𝛾𝜌𝑒𝑖𝜃ℊ′′(𝜌𝑒𝑖𝜃)| 𝑑𝜃

2𝜋

0

 

 <
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)

𝓀(𝜌𝑒𝑖𝜃)

𝜌𝑒𝑖𝜃
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝜌𝑒𝑖𝜃) + 𝛾𝜌𝑒𝑖𝜃𝓀′′(𝜌𝑒𝑖𝜃)}

2𝜋

0

𝑑𝜃 
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 =
1

2𝜋
∫ 𝑅𝑒 {1 + ∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])𝑎𝑚𝜌

𝑚−1𝑒𝑖(𝑚−1)𝜃
∞

𝑚=2

}

2𝜋

0

𝑑𝜃 

 = 1 

 

sonucu bulunur. Böylece 𝜌 → 1− için (4.2) eşitsizliği elde edilir. Ayrıca  

𝔣(𝑧) = 𝑧 +
1

1+(−1+𝑚)[𝛼+𝛾(−2+𝑚)]
𝑧
𝑚

 fonksiyonu için eşitlik sağlanır. 

 

4.1.4. Teorem. 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu takdirde 𝑚 ≥ 2 için 

 

i. |𝑎𝑚| + |𝑏𝑚| ≤
2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
 

ii. ||𝑎𝑚| − |𝑏𝑚|| ≤
2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
 

iii. |𝑎𝑚| ≤
2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Tüm bu sonuçlar kesindir ve eşitlik  

𝔣(𝑧) = 𝑧 + ∑
2

1+(−1+𝑚)[𝛼+𝛾(−2+𝑚)]
𝑧𝑚∞

𝑚=2  fonksiyonu için sağlanır. 

 

İspat. i. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu takdirde Teorem 4.1.2 gereği her bir 

𝜇 (|𝜇|) = 1 için ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) elde edilir. Buradan, 𝑧 ∈ 𝒰 ve her bir 

𝜇 (|𝜇|) = 1 için  

 

 𝑅𝑒{(2𝛾 − 𝛼 + 1)(𝓀(𝑧) +  𝜇ℊ(𝑧))/𝑧 

 +(𝛼 − 2𝛾)(𝓀(𝑧) +  𝜇ℊ(𝑧))
′
+𝛾𝑧(𝓀(𝑧) +  𝜇ℊ(𝑧))′′} > 0 
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yazılabilir. Dolayısıyla, 

 

 (2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧) 

(4.3) 

 +𝜇 ((2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧)) = 𝓅(𝑧) 

 

eşitliği sağlanacak şekilde 𝒰 açık birim diskinde reel kısmı pozitif olan  

𝓅(𝑧) = 1 + ∑ 𝓅𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=1  şeklinde açılıma sahip bir 𝓅 analitik fonksiyonu vardır. (4.3) 

ile verilen eşitlikte 𝑚 ≥ 2 için fonksiyonların seri açılımlarından yararlanılarak 

 

(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])(𝑎𝑚 + 𝜇𝑏𝑚) = 𝓅𝑚−1 

 

bulunur. Dolayısıyla, 𝑚 ≥ 1 için |𝓅𝑚| ≤ 2 olduğundan ve 𝜇 (|𝜇|) = 1 uygun 

seçilmesiyle i nin ispatı tamamlanır. i deki adımlar uygulanarak ii ve iii nin ispatı yapılır. 

Bu sonuçlar 𝔣(𝑧) = 𝑧 + ∑
2

1+(−1+𝑚)[𝛼+𝛾(−2+𝑚)]
𝑧𝑚∞

𝑚=2  fonksiyonu için kesindir. 

 

Bir sonraki teorem, bir kompleks harmonik fonksiyonun 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) sınıfına ait olması 

için gerekli ve yeterli koşulu vermektedir. 

 

4.1.5. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ ℋ0 olsun. Bu takdirde, 

 

∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|) ≤ 1

∞

𝑚=2

 (4.4) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) dır. 

 

İspat.  𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ ℋ0 olsun. Verilen (4.4) eşitsizliği kullanılarak  

 

 𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} 
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 = 𝑅𝑒 {1 + ∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])𝑎𝑚𝑧
𝑚−1

∞

𝑚=2

} 

 > 1 − ∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])|𝑎𝑚|

∞

𝑚=2

 

 ≥ ∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])|𝑏𝑚|

∞

𝑚=2

 

 
> |∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])𝑏𝑚𝑧

𝑚−1

∞

𝑚=2

| 

 

 = |(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧)| 

 

sonucuna ulaşılır. Böylece 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) dir. 

 

4.1.6. Teorem. 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) ve 𝛼 ≥ 𝛾 ≥ 0 için 

 

|𝑧| + 2 ∑
(−1)𝑚−1|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

≤ |𝔣(𝑧)| 

 

|𝑧| + 2 ∑
|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

≥ |𝔣(𝑧)| 

 

eşitsizlikleri sağlanır ve eşitsizlikler 𝔣(𝑧) = 𝑧 + ∑
2

1+(−1+𝑚)[𝛼+𝛾(−2+𝑚)]
𝑧𝑚∞

𝑚=2  

fonksiyonu için kesindir. 

 

İspat. 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. Teorem 4.1.2 kullanılarak her bir 𝜇 (|𝜇|) = 1 için  

ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) ve dolayısıyla 
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Φ(𝑧) = (2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ𝜇

′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ𝜇
′′(𝑧) 

 

için 𝑅𝑒{Φ(𝑧)} > 0 elde edilir. Rosihan ve diğerlerinin (2018, s. 119) kullandığı metot ile 

𝓊 + 𝓋 = 𝛼 − 𝛾 ve 𝓊𝓋 = 𝛾 eşitliklerini sağlayan 𝑢, 𝑣 negatif olmayan sabit sayıları için  

 

Φ(𝑧) = 𝓊𝓋𝑧1−
1
𝓊
𝑑

𝑑𝑧
[𝑧
1
𝓊
−
1
𝓋
+1 𝑑

𝑑𝑧
(𝑧

1
𝓋
−1ℱ𝜇(𝑧))] 

 

şeklinde ifade edilebilir. Buradan, 

 

𝑧
1
𝓊
−
1
𝓋
+1 𝑑

𝑑𝑧
(𝑧

1
𝓋
−1ℱ𝜇(𝑧)) =

1

𝓊𝓋
∫𝜚

1
𝓊
−1Φ(𝜚)

𝓏

0

𝑑𝜚 (4.5) 

 

elde edilir. (4.5) eşitliğinde 𝜚 = 𝑧𝑙𝑢 değişken değişimi yapılır ve integral tekrar 

hesaplanırsa  

 

𝑧
1
𝓊
−
1
𝓋
+1 𝑑

𝑑𝑧
(𝑧

1
𝓋
−1ℱ𝜇(𝑧)) =

1

𝓋
∫𝑧

1
𝓊Φ(𝑧𝑙𝓊)

1

0

𝑑𝑙 

ve 

 

𝑑

𝑑𝑧
(𝑧

1
𝓋
−1ℱ𝜇(𝑧)) =

1

𝓋
∫ 𝑧

1
𝓋
−1Φ(𝑧𝑙𝓊)

1

0

𝑑𝑙 

 

elde edilir. Buradan  

 

ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
= ∫∫Φ(𝑧𝑡𝓋𝑙𝓊)

1

0

𝑑𝑙𝑑𝑡

1

0

 (4.6) 
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bulunur. Diğer yandan, 𝑅𝑒{Φ(z)} > 0 olduğundan Φ(z) ≺
1+𝑧

1−𝑧
 sabordinasyonu 

yazılabilir (Duren, 2004). Böylece, Ψ(𝑧) = 1 + ∑
𝑧𝑚

(1+𝓊𝑚)(1+𝓋𝑚)
∞
𝑚=1  ve  

𝑘(𝑧) =
1+𝑧

1−𝑧
= 1 + ∑ 2𝑧𝑚∞

𝑚=1  denirse, (4.6) eşitliğinden  

 

ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
≺ (Ψ ∗ 𝑘)(𝑧) 

 = (1 + ∑
𝑧𝑚

(1 + 𝓊𝑚)(1 + 𝓋𝑚)

∞

𝑚=1

) ∗ (1 + ∑ 2𝑧𝑚
∞

𝑚=1

) 

 = (∫∫
𝑑𝑡𝑑𝑙

1 − 𝑧𝑡𝓋𝑙𝓊

1

0

1

0

) ∗ (1 + ∑ 2𝑧𝑚
∞

𝑚=1

) 

 = 1 + ∑
2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
𝑧𝑚

∞

𝑚=1

 

 

sonucuna varılır. Böylece, 

 

|
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
| = |

𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧)

𝑧
| 

 
≤ 1 + 2 ∑

|𝑧|𝑘

1 +𝑚[𝛼 + 𝛾(−1 +𝑚)]

∞

𝑚=1

 

 

ve 

 

 

|
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
| = |

𝓀(𝑧) + 𝜇ℊ(𝑧)

𝑧
| 

 
≥ 1 + 2 ∑

(−1)𝑚|𝑧|𝑚

1 +𝑚[𝛼 + 𝛾(−1 +𝑚)]

∞

𝑚=1
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olduğundan, 

 

|
𝓀(𝑧)

𝑧
| + |

ℊ(𝑧)

𝑧
| ≤ 1 + 2 ∑

|𝑧|𝑚

1 +𝑚[𝛼 + 𝛾(−1 +𝑚)]

∞

𝑚=1

 

 

ve 

 

|
𝓀(𝑧)

𝑧
| − |

ℊ(𝑧)

𝑧
| ≥ 1 + 2 ∑

(−1)𝑚|𝑧|𝑚

1 +𝑚[𝛼 + 𝛾(−1 +𝑚)]

∞

𝑚=1

 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Böylece, 

 

|𝔣(𝑧)| ≤ |𝓀(𝑧)| + |ℊ(𝑧)| 

 
≤ |𝑧| + 2 ∑

|𝑧|𝑚+1

1 + 𝑚[𝛼 + 𝛾(−1 +𝑚)]

∞

𝑚=1

 

 
= |𝑧| + 2 ∑

|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

 

 

ve 

|𝔣(𝑧)| ≥ |𝓀(𝑧)| − |ℊ(𝑧)| 

 
≥ |𝑧| + 2 ∑

(−1)𝑚|𝑧|𝑚+1

1 + 𝑚[𝛼 + 𝛾(−1 +𝑚)]

∞

𝑚=1

 

 
= |𝑧| + 2 ∑

(−1)𝑚−1|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

 

 

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan her bir 𝜇 (|𝜇|) = 1 için 

 

|𝑧| + 2 ∑
(−1)𝑚−1|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

≤ |𝔣(𝑧)| 
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|𝑧| + 2 ∑
|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

≥ |𝔣(𝑧)| 

 

sonucu elde edilir. 

 

4.1.7. Lemma. ℱ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) ve 𝛼 ≥ 𝛾 ≥ 0 olsun. Bu takdirde,  

 

𝜛(𝑟) =

{
 
 

 
 1

𝓊𝓋
∫ ∫ 𝑡

1
𝓋
−1𝑠

1
𝓊
−1 (

2

(1 + 𝑠𝑡𝑟)2
− 1)

1

0

𝑑𝑠
1

0

𝑑𝑡,   𝛼 > 0,   𝛾 > 0

      ∫ (
2

(1 + 𝑡𝛼𝑟)2
− 1)𝑑𝑡,   

1

0

                              𝛼 ≥ 0,   𝛾 = 0

 (4.7) 

 

olmak üzere, 𝜛(𝑟) = 0 denkleminin en küçük pozitif 𝑟0 kökü için |𝑧| < 𝑟0 iken ℱ 

ünivalenttir (Rosihan ve diğerleri, 2018).  

 

4.1.8. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾), 𝒰 da yön koruyan harmonik bir dönüşüm 

olsun. Bu takdirde, (4.7) eşitliğinde verilen 𝜛(𝑟) için 𝜛(𝑟) = 0 denkleminin en küçük 

pozitif kökü 𝑟0 olmak üzere, |𝑧| < 𝑟0 iken 𝔣(𝑧) ünivalenttir. 

 

İspat. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu takdirde, her bir 𝜇(|𝜇| = 1) için Teorem 4.1.2 

gereği ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) dır. Böylece Lemma 4.1.7 gereği her bir 𝜇 (|𝜇|) = 1 

için |𝑧| < 𝑟0 diskinde ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) fonksiyonu ünivalenttir. ℱ𝜇 fonksiyonu 

𝑟0 yarıçaplı diskte ünivalent olduğundan Lemma 3.1.7 gereği 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) sınıfındaki yön 

koruyan fonksiyonlar ünivalenttir.  

 

4.1.9. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾), 3𝛾 ≤ 𝛼 ≤ 1 + 2𝛾 ve 0 ≤ 𝛾 ≤ 1 için 𝒰 da 

yön koruyan bir dönüşüm olsun. Bu takdirde 𝓊 + 𝓋 = 𝛼 − 𝛾, 𝓊𝓋 = 𝛾 ve  

(𝓊 − 𝓋)2 = (𝓊 + 𝓋)2 − 4𝓊𝓋 olmak koşuluyla 

 

𝑟∫
𝓋(−1 + 𝓊)𝜔

1
𝑢 −𝓊(−1 + 𝓋)𝜔

1
𝑣

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

=
−𝓋 + 𝓊

2
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denkleminin (0,1) açık aralığındaki en küçük kökü 𝑟1 olmak üzere |𝑧| < 𝑟1 diskinde 𝔣 

yıldızıldır. 

 

İspat. 0 < 𝑟 < 1 ve  

 

𝔣𝑟(𝑧) = 𝑟
−1𝔣(𝑟𝑧) = 𝑟−1𝓀(𝑟𝑧) + 𝑟−1ℊ(𝑟𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

olmak üzere  

 

𝔣𝑟(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚𝑟
𝑚−1𝑧𝑚 + ∑ 𝑏𝑚𝑟𝑚−1𝑧𝑚

∞

𝑚=2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅∞

𝑚=2

, (𝑧 ∈ 𝒰 ) 

 

şeklinde yazılır. Kolaylık sağlanması açısından 

 

𝜂 = ∑ 𝑚(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|)𝑟
𝑚−1

∞

𝑚=2

  

 

eşitliği alınır. Buradan Lemma 3.1.10 a göre 𝑟 < 𝑟1 için 𝜂 ≤ 1 olduğunu göstermek 

yeterlidir. Teorem 4.1.4 (i) kullanılarak, 

 

𝜂 ≤ 2 ∑
𝑚

1+ (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

𝑟𝑚−1 

= 2 ∑
𝑚

(𝑚 +
1
𝓊 − 1) (𝑚 +

1
𝓋 − 1)

∞

𝑚=2

𝑟𝑚−1 

= 
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
∑

𝑟𝑚−1

𝑚 − 1 +
1
𝓊

∞

𝑚=2

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
∑

𝑟𝑚−1

𝑚 − 1 +
1
𝓋

∞

𝑚=2

 

= 
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
𝑟−

1
𝓊 ∑∫ 𝜁𝑚−2+

1
𝓊𝑑𝜁

𝑟

0

∞

𝑚=2

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
𝑟−

1
𝓋 ∑∫ 𝜁𝑚−2+

1
𝓋𝑑𝜁

𝑟

0

∞

𝑚=2

 

= 
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
𝑟−

1
𝓊∫

𝜁
1
𝓊

1 − 𝜁
𝑑𝜁

𝑟

0

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
𝑟−

1
𝓋∫

𝜁
1
𝓋

1 − 𝜁
𝑑𝜁

𝑟

0
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= 
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
𝑟∫

𝜔
1
𝓊

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
𝑟∫

𝜔
1
𝓋

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

 

= 
2𝑟

−𝓋 + 𝓊
∫

𝓋(−1 + 𝓊)𝜔
1
𝓊 −𝓊(−1 + 𝓋)𝜔

1
𝓋

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

 

 

elde edilir. Böylece, 𝑟 < 𝑟1 için 𝜂 ≤ 1 bulunur. 

 

4.1.10. Teorem. 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾), 3𝛾 ≤ 𝛼 ≤ 1 + 2𝛾 ve 0 ≤ 𝛾 ≤ 1 olsun. Bu 

takdirde 𝓊 + 𝓋 = 𝛼 − 𝛾, 𝓊𝓋 = 𝛾 ve (𝓊 − 𝓋)2 = (𝓊 + 𝓋)2 − 4𝓊𝓋 olmak koşuluyla 

 

2𝑟

1 − 𝑟
+

2𝑟

𝓊𝓋(−𝓋 + 𝓊)
∫

(𝓊𝓋 − 𝓋)2𝜔
1
𝓊 − (𝓊𝓋 − 𝓊)2𝜔

1
𝓋

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

= 1 

 

denkleminin (0,1) açık aralığındaki en küçük kökü 𝑟2 olmak üzere 𝔣, |𝑧| < 𝑟2 diskinde 

konvekstir. 

 

İspat. 0 < 𝑟 < 1 ve  

 

𝔣𝑟(𝑧) = 𝑟
−1𝔣(𝑟𝑧) = 𝑟−1𝓀(𝑟𝑧) + 𝑟−1ℊ(𝑟𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

olmak üzere  

 

𝔣𝑟(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝑎𝑚𝑟
𝑚−1𝑧𝑚 + ∑ 𝑏𝑚𝑟𝑚−1𝑧𝑚

∞

𝑚=2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅∞

𝑚=2

, (𝑧 ∈ 𝒰 ) 

 

yazılır. Kolaylık sağlanması açısından 

 

𝜅 = ∑ 𝑚2(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|)𝑟
𝑚−1

∞

𝑚=2
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eşitliği alınır. Buradan Lemma 3.1.10 a göre 𝑟 < 𝑟2 için 𝜅 ≤ 1 olduğunu göstermek 

yeterlidir. Teorem 4.1.4 (i) kullanılarak; 

 

𝜅 ≤ 2 ∑
𝑚2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

𝑟𝑚−1 

= 
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
∑

𝑚𝑟𝑚−1

𝑚 +
1
𝓊 − 1

∞

𝑚=2

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
∑

𝑚𝑟𝑚−1

𝑚 +
1
𝓋 − 1

∞

𝑚=2

 

= (
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
∑

𝑟𝑚

𝑚 +
1
𝓊 − 1

∞

𝑚=2

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
∑

𝑟𝑚

𝑚 +
1
𝓋 − 1

∞

𝑚=2

)

′

 

= (
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
𝑟1−

1
𝓊 ∑∫ 𝜁𝑚−2+

1
𝓊𝑑𝜁

𝑟

0

∞

𝑚=2

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
𝑟1−

1
𝓋 ∑∫ 𝜁𝑚−2+

1
𝓋𝑑𝜁

𝑟

0

∞

𝑚=2

)

′

 

= (
2𝓋(−1 + 𝓊)

−𝓋 + 𝓊
𝑟1−

1
𝓊∫

𝜁
1
𝓊

1 − 𝜁
𝑑𝜁

𝑟

0

−
2𝓊(−1 + 𝓋)

−𝓋 + 𝓊
𝑟1−

1
𝓋∫

𝜁
1
𝓋

1 − 𝜁
𝑑𝜁

𝑟

0

)

′

 

= 
2𝑟

1 − 𝑟
+
2𝓋(−1 + 𝓊)2

𝓊(−𝓋 + 𝓊)
𝑟−

1
𝓊∫

𝜁
1
𝓊

1 − 𝜁
𝑑𝜁

𝑟

0

−
2𝓊(−1 + 𝓋)2

𝓋(−𝓋 + 𝓊)
𝑟−

1
𝓋∫

𝜁
1
𝓋

1 − 𝜁
𝑑𝜁

𝑟

0

 

= 
2𝑟

1 − 𝑟
+
2𝓋(−1 + 𝓊)2

𝓊(−𝓋 + 𝓊)
𝑟∫

𝜔
1
𝓊

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

−
2𝓊(−1 + 𝓋)2

𝓋(−𝓋 + 𝓊)
𝑟∫

𝜔
1
𝓋

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

 

= 
2𝑟

1 − 𝑟
+

2𝑟

𝓊𝓋(−𝓋 + 𝓊)
∫

(𝓊𝓋 − 𝓋)2𝜔
1
𝓊 − (𝓊𝓋 − 𝓊)2𝜔

1
𝓋

1 − 𝑟𝜔
𝑑𝜔

1

0

 

 

elde edilir. Böylece, 𝑟 < 𝑟2 ise 𝜅 ≤ 1 bulunur. 

 

4.1.11. Teorem. 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) sınıfı konveks birleşim altında kapalıdır. 

 

İspat. 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için 𝔣𝑖 = 𝓀𝑖 + ℊ𝑖 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) ve ∑ 𝑐𝑖
𝑘
𝑖=1 = 1  (0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 1) olsun. 

𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için 𝔣𝑖 fonksiyonlarının konveks birleşimi,  
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𝓀(𝑧) = 𝑧 +∑𝑐𝑖𝓀𝑖(𝑧)

𝑘

𝑖=1

   𝑣𝑒   ℊ(𝑧) =∑𝑐𝑖ℊ𝑖(𝑧)

𝑘

𝑖=1

 

 

olmak üzere 

 

𝔣(𝑧) =∑𝑐𝑖𝔣𝑖(𝑧)

𝑘

𝑖=1

= 𝓀(𝑧) + ℊ(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

şeklindedir. Ayrıca 𝓀 ve ℊ fonksiyonları 𝒰 da analitik ve 𝓀(0) = ℊ(0) = 𝓀′(0) − 1 =

ℊ′(0) = 0 normalizasyonuna sahiptir. Dolayısıyla 

 

 𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀′′(𝑧)} 

 = 𝑅𝑒 {∑𝑐𝑖 ((2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝓀𝑖(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝓀𝑖

′(𝑧) + 𝛾𝑧𝓀𝑖
′′(𝑧))

𝑘

𝑖=1

} 

 >∑𝑐𝑖

𝑘

𝑖=1

|(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ𝑖(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ𝑖

′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ𝑖
′′(𝑧)| 

 ≥ |(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℊ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℊ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℊ′′(𝑧)| 

 

olduğundan 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) elde edilir.  

 

4.1.12. Lemma.  ℱ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) ise 𝑅𝑒 {
 ℱ(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 dir. 

 

İspat. ℱ = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=2  olmak üzere ℱ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu durumda, 

 

𝑅𝑒 {1 + ∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])𝐴𝑚𝑧
𝑚−1

∞

𝑚=2

} > 0 
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dır denk olarak açık birim diskte  

 

𝒩(𝑧) = 1 +
1

2
∑(1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])𝐴𝑚𝑧

𝑚−1

∞

𝑚=2

 

 

şeklinde 𝑅𝑒{𝒩(𝑧)} >
1

2
 şartını sağlayan 𝒩(𝑧) fonksiyonu vardır. Diğer yandan, 𝑚 ≥ 2 

için  

 

𝑣0 = 2 𝑣𝑒 𝑣𝑚−1 =
2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
 

 

olarak tanımlı {𝑣𝑚}𝑚=0
∞  dizisi konveks sıfır dizisidir. Bu takdirde, Lemma 2.1.10 gereği 

 

𝜗(𝑧) = 1 + ∑
2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
𝑧𝑚−1

∞

𝑚=2

 

 

fonksiyonu 𝒰 da analitik ve 𝑅𝑒{𝜗(𝑧)} > 0 dır. Bu takdirde, 

 

 ℱ(𝑧)

𝑧
= 𝒩(𝑧) ∗ (1 + ∑

2

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]
𝑧𝑚−1

∞

𝑚=2

) 

 

olduğundan, Lemma 2.1.11 kullanılarak 𝑅𝑒 {
ℱ(𝑧)

𝑧
} >

1

2
 elde edilir.  

 

4.1.13. Lemma.   𝑖 = 1,2 için ℱ𝑖 ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu takdirde ℱ1 ∗ ℱ2 ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) dır. 

 

İspat. ℱ1(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=2  ve ℱ2(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐵𝑚𝑧
𝑚∞

𝑚=2  olsun. Böylece ℱ1 ve ℱ2 

fonksiyonlarının konvolüsyonu 

 

ℱ(𝑧) = (ℱ1 ∗ ℱ2)(𝑧) = 𝑧 + ∑ 𝐴𝑚𝐵𝑚𝑧
𝑚

∞

𝑚=2
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şeklinde tanımlanır. Ayrıca, ℱ′(𝑧) = ℱ1
′(𝑧) ∗

ℱ2(𝑧)

𝑧
  olduğundan 

 

(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℱ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ′′(𝑧) 

(4.8) 

= ((2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℱ1(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ1

′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ1
′′(𝑧)) ∗

ℱ2(𝑧)

𝑧
 

 

yazılabilir. Böylece,  ℱ1 ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) olduğundan  

 

𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℱ1(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ1

′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ1
′′(𝑧)} > 0   (𝑧 ∈ 𝒰) 

 

eşitsizliği sağlanır ve Lemma 4.1.12 gereği açık birim diskte 𝑅𝑒 {
ℱ2(𝑧)

𝑧
} >

1

2
  

elde edilir. Bu takdirde Lemma 2.1.11 in kullanılmasıyla 𝒰 da  

𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℱ(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ′′(𝑧)} > 0 olarak bulunur. Dolayısıyla 

ℱ = ℱ1 ∗ ℱ2 fonksiyonu 𝒲0(𝛼, 𝛾) sınıfına aittir. 

 

4.1.14. Teorem.  𝑖 = 1,2 için 𝔣𝑖 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olsun. Bu takdirde 𝔣1 ∗ 𝔣2, 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) 

sınıfına aittir. 

 

İspat. 𝑖 = 1,2 için 𝔣𝑖 = 𝓀𝑖 + ℊ𝑖̅ ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾)  olsun. 𝔣1 ve 𝔣2 fonksiyonlarının 

konvolüsyonu 𝔣1 ∗ 𝔣2 = 𝓀1 ∗ 𝓀2 + ℊ1 ∗ ℊ2 olarak tanımlıdır. 𝔣1 ∗ 𝔣2 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾)  

sınıfına ait olduğunu ispatlamak için her 𝜇 (|𝜇| = 1) olmak üzere  ℱ𝜇 = 𝓀1 ∗ 𝓀2 +

𝜇(ℊ1 ∗ ℊ2) ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) olduğunu ispatlamak yeterlidir. Lemma 4.1.13 gereği 𝒲0(𝛼, 𝛾) 

sınıfı konvolüsyon altında kapalı olduğundan 

 

ℱ1 = (𝓀1 − ℊ1) ∗ (𝓀2 − 𝜇ℊ2)   ve   ℱ2 = (𝓀1 + ℊ1) ∗ (𝓀2 + 𝜇ℊ2)  

 

olmak üzere ℱ1 ve ℱ2 fonksiyonları 𝒲0(𝛼, 𝛾) sınıfının elemanıdır. 𝒲0(𝛼, 𝛾) sınıfı 

konveks birleşim altında kapalı olduğundan  
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ℱ𝜇 =
1

2
(ℱ1 + ℱ2) = 𝓀1 ∗ 𝓀2 + 𝜇(ℊ1 ∗ ℊ2) 

 

𝒲0(𝛼, 𝛾) sınıfına aittir. Bu durumda, 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) konvolüsyon altında kapalıdır. 

 

4.1.15. Teorem. 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾),  𝜙 analitik fonksiyonu ve 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝑅𝑒 (
𝜙(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ise 

𝔣 ∗̃ 𝜙 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) dır. 

 

İspat. 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) ise her 𝜇 (|𝜇| = 1) için  ℱ𝜇 = 𝓀 + 𝜇ℊ ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) dır. 𝔣 ∗̃ 𝜙 ∈

𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) olduğunu göstermek için her 𝜇 (|𝜇| = 1) için 𝑇 = 𝓀 ∗ 𝜙 + 𝜇(ℊ ∗ 𝜙) ∈

𝒲0(𝛼, 𝛾) olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑇 = 𝐹𝜇 ∗ 𝜙 olduğundan 

 

(2𝛾 − 𝛼 + 1)
𝑇(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)𝑇′(𝑧) + 𝛾𝑧𝑇′′(𝑧) 

= ((2𝛾 − 𝛼 + 1)
ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ𝜇

′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ𝜇
′′(𝑧)) ∗

𝜙(𝑧)

𝑧
 

 

yazılır. 𝒰 da 𝑅𝑒 (
𝜙(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 ve 𝑅𝑒 {(2𝛾 − 𝛼 + 1)

ℱ𝜇(𝑧)

𝑧
+ (𝛼 − 2𝛾)ℱ𝜇

′(𝑧) + 𝛾𝑧ℱ𝜇
′′(𝑧)} > 0 

olduğundan Lemma 2.1.11 gereği 𝑇 ∈ 𝒲0(𝛼, 𝛾) elde edilir.  

 

4.1.16. Sonuç. 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) ve 𝜙 ∈ 𝐾 ise 𝔣 ∗̌ 𝜙 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) dır. 

 

İspat. 𝑧 ∈ 𝒰 için 𝜙 ∈ 𝐾 olduğundan 𝑅𝑒 (
𝜙(𝑧)

𝑧
) >

1

2
 dir. Bu takdirde Teorem 4.1.15 gereği  

𝔣 ∗̌ 𝜙 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) dır.  
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5. SONUÇ  

 

Hazırlanan çalışmada, kompleks harmonik fonksiyonların birinci ve ikinci dereceden 

diferensiyel eşitsizliklerini içeren alt sınıflar çalışıldı ve bu sınıflara ait büyüme 

tahminleri, katsayı sınırları gibi bazı özelliklere yer verildi. Ayrıca, bu sınıfların yıldızıllık 

ve konvekslik yarıçapları ile birlikte konveks birleşim ve konvolüsyon özellikleri 

incelendi.  

 

Üçüncü bölümde, Çakmak ve diğerleri (2022) tarafından çalışılan 𝐺𝐻0(𝛾, 𝛿 , λ) sınıfı 

tanıtıldı ve sınıfa ait bazı özellikler verildi.  

 

Dördüncü bölümde, Breaz ve diğerleri (2023) tarafından çalışılan 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) sınıfı 

incelendi ve 𝔣 = 𝓀 + ℊ ∈ ℋ0 biçimindeki fonksiyonların sınıfa ait olması için, 

 

 ∑(1+ (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)])(|𝑎𝑚| + |𝑏𝑚|) ≤ 1

∞

𝑚=2

   

 

eşitsizliğinin sağlanması gerektiği gösterildi. Daha sonra, 𝔣 ∈ 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) ve 𝛼 ≥ 𝛾 ≥ 0 

olmak üzere 

 

|𝑧| + 2 ∑
(−1)𝑚−1|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

≤ |𝔣(𝑧)| 

 

|𝑧| + 2 ∑
|𝑧|𝑚

1 + (−1 +𝑚)[𝛼 + 𝛾(−2 +𝑚)]

∞

𝑚=2

≥ |𝔣(𝑧)| 

 

sonucu elde edildi. Ayrıca, tanımlanan yeni sınıfın konveks birleşim ve konvolüsyon 

altında kapalı oldukları elde edildi. Bunun yanında, 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) sınıfının konvekslik ve 

yıldızıllık yarıçapları verildi. Son olarak 𝒲ℋ0(𝛼, 𝛾) sınıfında parametrelerin özel 

seçilmesiyle elde edilen harmonik fonksiyon sınıfları ile daha önce tanımlanmış bazı 

sınıflar arasındaki ilişkiden bahsedildi. 
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