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OZET

Yiksek Lisans Tezi

HARMONIK DONUSUMLERIN BAZI ALT SINIFLARININ GEOMETRIK
OZELLIKLERI

Abdullah DURMUS
Bursa Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Sibel YALCIN TOKGOZ

Bu tez caligmasinda harmonik fonksiyonlarin yeni alt sinifinin geometrik 6zellikleri
incelenmistir. Calisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci ve ikinci boliimde, tezin amaci, kapsami ve ¢alismada kullanilacak olan temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, ele alinan konu ile ilgili baz1 calismalar incelenmistir.

Dordiincti  boliimde, ikinci mertebeden diferensiyel esitsizlik igeren harmonik
fonksiyonlarin yeni altsiniflar1 tanitilmistir. Bu siiflarin katsayr simnirlari, biiyiime
tahminleri gibi baz1 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica, bu siniflarin konveks birlesim ve
konvoliisyon 6zellikleri elde edilmistir.

Besinci boliimde, ¢alismada elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik doéniisiim, iinivalent fonksiyon, analitik fonksiyon,
katsay1 esitsizlikleri, yarigap problemi

2024, vi + 46 sayfa.
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GEOMETRIC PROPERTIES OF SOME SUBCLASSES OF HARMONIC
TRANSFORMATIONS
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In this thesis, the geometrical properties of the new subclass of harmonic functions are
investigated. The study consists of five chapters.

In the first and second chapters, the aim and scope of the thesis and the basic definitions
and theorems that will be used in the study are given.

In the third chapter, some studies related to the subject discussed are examined.

In the fourth chapter, new subclasses of harmonic functions containing second order
differential inequality are introduced. Some properties of these classes such as coefficient
bounds and growth estimates are obtained. In addition, convex combination and
convolution properties of these classes are obtained.

In the fifth chapter, the results obtained in the study are evaluated.

Key words: harmonic transformation, univalent function, analytic function, coefficient
inequalities, radius problem
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1. GIRIS

Kompleks analizin ilk ¢alismalar1 16. ylizyila kadar uzaniyor. Euler kompleks sayilarin
ikinci ve ticlincii derece denklemlerin ¢éziimiinde kullanilmaya baslamasindan yaklagik
200 y1l sonra, kompleks sayilari igeren fonksiyonlart ortaya koydu. Ancak 19. yiizyilin
ortalarina kadar kompleks sayilar anlasilmasi zor problemlerdi. Gauss’un geometrik
temsili ve kompleks sayilar1 gelistirmesiyle popiilerlik kazanan bu teori, Cauchy,
Weierstrass ve Riemann’in katkilariyla matematigin birgok alanini ilgilendiren bir dali
haline geldi. Kompleks sayilarin ilk ve eksiksiz matematiksel ifadesi Hamilton tarafindan
verildi. Daha sonra kompleks fonksiyonlar teorisi bir¢ok bilim insani tarafindan
incelenmis ve uygulama alan1 oldukga gelismis ¢ok genis bir konu haline gelmistir. Tabi
ki bu durumun siirdiiriilmesinin temel nedeni ve popiilaritesi disiplinler arasi bir
uygulama alanina sahip olmasidir. Bu konu sadece matematikte calisanlar icin degil, ayni

zamanda miihendisler, fizik¢iler ve yazilim gelistiricilerini de ilgilendirir.

Bu ¢alismada harmonik fonksiyonlarin ikinci mertebeden diferensiyellenebilir yeni bir
alt sinifi tanimlandi. Bu sinifa ait fonksiyonlarin genisleme tahminleri ve katsayi

esitsizlikleri, yarigaplar, konvoliisyon ve konveks birlesim 6zellikleri incelendi.

Birinci boliimde; calisilan alanin tarihi gelisimi, kullanim alanlar1 ve tezin diger

boliimiinde yapilacaklardan bahsedildi.

Ikinci béliimde; sonraki boliimlerde kullanilacak olan harmonik ve analitik fonksiyonlar

icin temel teoremler ve tanimlar verildi.

Ucgiincii boliimde; Cakmak ve digerleri (2022) tarafindan tanimlanan simif i¢in elde edilen

sonuclar verildi.

Dordiincii bolimde; kompleks harmonik fonksiyonlarin yeni bir altsinifi tanitildi. Bu
smifin, katsay1 sinirlari, genisleme tahminleri, yildizillik ve konvekslik yarigaplart gibi
ozellikleri elde edildi. Ayrica, tanimlanan sinifin konvoliisyon ve konveks birlesim

ozellikleri de incelendi



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, tiglincii ve dordiincii boliimlerin temelini olusturacak teorem ve tanimlar
verildi. Bu boliim Ahlfors (1979), Goodman (1983), Clunie ve Sheil-Small (1984), Palka
(1991), Joseph ve Donald (1997), Duren (2004), Baskan (2005), Zill ve Shanahan (2013)

kaynaklarindan hazirlandi.

2.1. Analitik Fonksiyonlar

211, Tanmm. U={z€C:|z|] <1} bi¢iminde gosterilen kiime, C kompleks

diizleminde agik birim disk olarak isimlendirilir.

2.1.2. Tammm. D, C kompleks diizleminde bir bolge olmak iizere, bu bolgeden alinan
herhangi iki farkli noktanin f fonksiyonu altindaki resimleri de farkli ise f ye D bolgesinde
tinivalent fonksiyon denir. Eger D bolgesinin tamaminda degil de bolgeden alinan bir z,
noktasinin komsulugunda tinivalent ise f fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel {inivalent

denir.

2.1.3. Teorem. § fonksiyonunun, D bolgesinden alinan bir z, noktasinin komsulugunda

yerel tinivalent olmasi igin gerekli ve yeterli sart {'(z,) # 0 esitsizliginin saglanmasidur.

2.1.4. Tamm.D bolgesinden C kompleks diizlemine tanimh § fonksiyonu z, € D
noktasinda siirekli bir doniistim olsun. Bu takdirde z, noktasinda kesisen yonlendirilmis
C, ve C, diizgiin egrilerinin z, noktasinda olusturdugu ag1, C; ve C; gorintii egrilerinin
f(zy) noktasinda olusturdugu agiya resmedilirken hem yon olarak hem de biiyiikliik
olarak korunursa f fonksiyonuna z, noktasinda konform doniisiim denir. Eger f
fonksiyonu D bolgesindeki biitiin noktalarda konform ise f fonksiyonuna D bolgesinde

konformdur denir.

2.1.5. Teorem (Riemann Doéniisiim Teoremi). D, C kompleks diizlemin tamamini

kapsamayan (z, € D kosulunu saglayan) basit baglantili bir bolge ve z, € D olsun.



Boylece D bolgesini U tizerine birebir olarak resmeden ve f(zy) =0, f'(z5) >0

Ozelligini saglayan sadece bir f fonksiyonu vardir (Riemann, 1851).

2.1.6. Tammm. U agik birim diskinde f(0) = {'(0) — 1 = 0 seklinde normalizasyona
sahip analitik fonksiyonlarin sinifi B olarak gosterilsin. Bu takdirde B siifina ait her §

fonksiyonu,

H(2) =z+ a2+ + amz™ + - =z + Zzamzm @.1)
m=

(2.1) ile verilen seri agilimana sahiptir. Ayrica, B sinifindaki iinivalent fonksiyonlarinin

sinifi S ile ifade edilir.

2.1.7. Tamm. z € U i¢in Re{f(z)} > 0 olacak sekilde, U ac¢ik birim diskinde tek

degerli, analitik ve

f@)=1+piz+pz2*+-+ppzm+-- =1+ z Pmz™

m=1

(22)

(2.2) ile verilen seri agilimina sahip reel kismi pozitif f fonksiyonlarmm sinifi 2 ile

gosterilir.

2.1.8. Teorem.m > 1 sartini saglayan m tam sayisi i¢in (2.2) ile verilen agilima sahip
f fonksiyonu P sinifina ait ise |p,,| < 2 esitsizligi saglanir ve bu esitsizlik kesindir
(Carathéodory, 1907).

219. Tanmm. m s oo icin Uy, 20ve 0 < <up_ 1 —U, < <u —uU, <Uy—
u, sartin1 saglayan sifira esit veya sifirdan biiyiik gergel {u,, };m=o dizisine konveks sifir

dizisi denir.

2.1.10. Lemma. {v,,, };n=0 seklinde verilen dizi konveks sifir dizisi olsun.



o)

4
9(z) = 70+ Z V2™
m=1

seklinde verilen 9(z) fonksiyonu U da analitiktir ve Re{9(z)} > 0 esitsizligini saglar
(Fejer, 1925).

2.1.11. Lemma. P, U agik birim diskinde P(0) = 1 seklinde, analitik ve Re{P(z)} > %

sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, U da analitik her § fonksiyonu i¢in

P * § fonksiyonu f(U) nun konveks ortiisiinde deger alir (Singh ve Singh, 1989).

2.1.12. Teorem (Schwarz Lemma). w, w:U — C bi¢iminde tanimli, z € U igin
w(0) =0 ve |w(z)| <1 sartlarin1 saglayan analitik bir fonksiyon olsun. Boylece,
z € U noktalar1 i¢in |w'(0)] <1 ve |w(2)| < |z| dir. Ustelik z, € U (z, # 0) igin
lw(zy)| < |zo| esitsizligi saglanir ise k, |k| =1 sabit olmak tizere w fonksiyonu

w(z) = kz seklinde yazilir.

2.1.13. Teorem. f ve F fonksiyonlar1 U agik birim diskinde tek degerli analitik ve
tinivalent olsun. Bu durumda U agik birim diskinde f(z) < F(z) olmas: i¢in gerekli ve
yeterli kosul f(z) = F (a)(z)) seklinde Schwarz Lemma kosulunu saglayan bir w

fonksiyonunun mevcut olmasidir.

2.1.14. Tammim. Kompleks diizlemde bir D kiimesinin w, noktasindan ¢ikan her bir 1g1nin,
D kiimesinin igi ile kesisimi ya bir 1s1n ya da bir dogru pargasi ise D kiimesine, w,

noktasina gore yildizil kiime denir.

2.1.15. Tammm. U agik birim diskini yildizil bir bolgeye doniistiiren tinivalent ve analitik

fonksiyonlarin sinifi $* ile gosterilir.

2.1.16. Teorem. f fonksiyonu, Ux: |z| < R, R > 0 kapal1 bolgesinde tek degerli, analitik,

tinivalent ve f(0) = 0 Ozelliginde olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun, Uz kapali



bolgesini  yildizil bir bolgeye doniistirmesi igin gerekli ve yeterli kosul

Cx:|z| = R lzerindeki her z i¢in

zf'(z)
Re{ 0 } >0 2.3)

olmasidir (Nevanlinna, 1921).

2.1.17. Tammm. C kompleks diizleminde bulunan bir D kiimesine ait her bir [, [, nokta
cifti i¢in l; ve [, noktalarini birlestiren dogru pargasi yine D kiimesine ait oluyorsa D ye

konveks kiime denir.

2.1.18. Tammm. U acik birim diskini konveks bir bolgeye resmeden tinivalent ve analitik

fonksiyonlarm sinifi K ile gosterilir.

2.1.19. Teorem. f fonksiyonu, Uz: |z| < R, R > 0 kapali bolgesinde tek degerli, analitik
ve tinivalent olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun Ux kapali bolgesini konveks bir bolgeye

dontistiirmesi igin gerekli ve yeterli kosul Cg: |z| = R tlizerindeki her z igin

Re {1 + ZTH(Z)} >0

f'(2) (2.4)

olmasidir (Study, 1913).
U da normalizasyonu saglayan tinivalent fonksiyolarin smifi § ile tanimlandi. Daha

sonra, yildizillik ve konvekslik sartin1 saglayan tinivalent fonksiyonlarin sinifi sirasiyla

§* ve X olarak tanimlandi. Tanimlanan bu ii¢ sinif arasinda X' € §* c § bagmntis1 vardir.



2.2. Harmonik Fonksiyonlar

2.2.1. Tammm. D c C bir bolge olsun. c:D — C seklinde tanimli ¢ fonksiyonunun D
bolgesinde ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevleri mevcut olsun. Bu takdirde, her

z € D i¢in

d0%c 9% B

AC = — 4 —— =
¢ 6x2+6y2

0

esitligi saglaniyorsa ¢ fonksiyonu D de reel harmoniktir denir. Ayrica
D> C, f =c+id seklinde tanimli § fonksiyonu i¢in ¢ ve 4 fonksiyonlar1 da D

bolgesinde reel harmonik fonksiyonlarsa f, D bolgesinde kompleks harmoniktir denir.

2.2.2. Teorem (Kanonik Gosterim). D bolgesinde f kompleks harmonik fonksiyonu,

analitik kismi1 £ ve es analitik kismi1 g analitik fonksiyonlar: olmak tizere

fz)=z+ Z amz™ + Z b,z™ = #(z) +%
m=2 m=2

seklinde ifade edilebilir. Bu gosterim sabit farkiyla tektir.

2.2.3. Tamm. D cC bir bolge ve f=c+id fonksiyonu D boslgesinde

diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde

Cy Cy
dx dy = dey - Cydx

Ji=

seklinde ifade edilen J; degerine f fonksiyonunun Jakobiyeni denir. Eger f fonksiyonu

analitik ise J; = |f'|* dur.

Basit baglantili bir D bolgesinde harmonik olan f = £ + g fonksiyonun Jakobiyeni J; =
7,12 = 1Fz17 = &' — |g'|? dir.



2.2.4. Tammm. ffonksiyonuna, J; > 0 ise yon koruyan, J; < 0 ise yonii ters ¢eviren denir.

2.25. Teorem. f = £ + g kompleks harmonik fonksiyonunun U agik birim diskinde
yon koruyan Ve yerel {inivalent olmasi igin gerekli ve yeterli kosul U da |g'(z)| < |£'(2)]
esitsizliginin saglanmasidir (Clunie ve Sheil-Small, 1984).

2.2.6. Tammm. U agik birim diskinde tanimli harmonik, {inivalent, yon koruyan ve
#£(0) =g(0) =0 ile £(0) =1 seklinde normalize edilmis, kompleks harmonik
fonksiyonlarin sinift H ile gosterilir.

2.2.7. Tamm. H smifindan alman ve g¢'(0) =b; =0 kosulunu saglayan f

fonksiyonlarmm smifi #° ile gosterilir. H° smfina ait bir f fonksiyonu, £ ve g

fonksiyonlart U agik birim diskinde analitik ve

#(z) =z + 2 anz™,g(z) = 2 bpz™ 25)

olmak iizere f = £ + "g seklinde yazilir.
S, H ve H° olarak tanimlanan fonksiyon siniflar1 icin § € H° < H iliskisi vardur.

2.2.8. Tammm (Hadamard Carpim). t = 1,2 i¢in

fi(z) =z+ Z Amez™ + Z by cz™ (2.6)
m=2 m=2

(2.6) ile verilen seri agilimina sahip f; ve f, fonksiyonlarin konvoliisyonu

W) 1@ = (A PD@ =2+ ) apatnaz™ + ) Dby
m=2

m=2



ile tanimlanir. Eger f; ve f, fonksiyonlarinin es analitik kisimlari sifir alindig1 takdirde

analitik fonksiyonlarin konvoliisyonu elde edilir.

2.2.9. Tamm. U da tanimli ¢ analitik fonksiyonu ile f = £ + g kompleks harmonik

fonksiyonunun konvoliisyonu

ffop=f+pt+tg*o

bi¢iminde tanimlanir (Goodloe, 2002).

2.2.10. Tammm. H (veya H°) smifindaki f fonksiyonlarinin goriintii kiimesi orijine gore
yildiz1l ise §f fonksiyonuna harmonik yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

olusturdugu simf #* (veya H *°) ile gosterilir.

2.2.11. Tammm. H (ya da H°) smifindaki f fonksiyonlarinin goriintii kiimeleri konveks
bir bolge ise f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin

olusturdugu simf KH (ya da KH ) ile gosterilir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Ponnusamy ve digerleri (2013), z € U i¢in Re{#'(z)} > |g'(2)| esitsizligini saglayan
kompleks harmonik fonksiyonlarm smifini PH® olarak tamimlad: ve PH® sinifina ait
fonksiyonlarmn {inivalent olduklari sonucuna vardi. Li ve Ponnusamy (2013a, 2013b),
z €U ve A< 1 igin Re{£'(z) — A} > |¢'(2)| kosulunu saglayan kompleks harmonik

fonksiyonlarm smnifim1 PH®(2) olarak tanimladi. Chichra (1977), z € U ve 0 < « i¢in

1 (z)

Re [(1 —a)—+ak' (Z)] > 0 sartin1 saglayan analitik fonksiyonlarin sinifini tanitt1 ve

G (a) olarak gt')sterdi.

Yakin zamanlarda, Liu and Yang (2019), a>0 ve 0<r <1 olmak iizere

f&(z)

GH (a;7) = {fe?-(o Re [(1 a)— + a/z’(z)] > |(1 - a)@+ ag’(z)|,|z| < r}

sinifin1 tanimladi ve GH®(a;r) smifinin katsayr tahminleri, biiyiime tahminleri ve
geometrik dzelliklerini arastirdi. Ozel olarak GH®(a; 1) simifi, baz1 @ > 0 degerleri igin
G(a) smifi ile yakindan iligkilidir. Daha sonralarda, Wang ve digerleri (2006), G (a)

smifinin daha genel hali ile ¥,6 >0, 0<A<y+46<1 ve z€ U olacak sekilde

[ #2) + 64 (z)] > A sartizt saglayan #£(z) analitik fonksiyonlarin sinifini

G(y,6,)) olarak tanitti. Cakmak ve digerleri (2022), harmonik fonksiyonlar igin

GHO(y, & ,2) smifin1 tanitt1 ve bazi geometrik 6zelliklerini inceledi.

Bu bolimde, GH°(y,5,)) smifinda elde edilen sonuglar ve bu sonuglarin elde

edilmesinde kullanilan yontemler verildi.

3.1. GH°(y,&,2) Smfi

Cakmak ve digerleri (2022), a >0 icin GH°(a;1) smifinin genel hali olarak
GH®(y,8,1) smifim tanitti ve bu siifa ait fonksiyonlarin biiyiime teoremi, katsayi
sinirlart, konvoliisyon altinda kapalilik ve konveks konvoliisyon gibi temel 6zeliklerini
inceledi. Bu boliimde Cakmak ve digerleri (2022) tarafindan yapilan bu ¢alismada tespit

edilen sonuglar verildi.



311 Tanm.z€ U, a=>0,§>0ve0<A<y+d6<1igin

#(2)

Re y7+6/&’(z)—7\ g( )

+59’()‘

esitsizligini saglayan f=4#4+g € H° fonksiyonlarmm smifi GH°(y,&§,1) olarak
gosterildi (Cakmak ve digerleri, 2022).

3.1.2. Teorem. f=4#+g € GH°(y,5,)) olmas:1 i¢in gerekli ve yeterli kosul her
p(lpul =1)i¢in F, = £ + ug € G(y,6 ,2) olmasidur.

Ispat. f=+#+g € GH (y,8,)) olsun. z € U ve her u (|u| = 1) igin

Re lyﬂT(Z) + 6(7-"#(2))']

* '
e IVM + 6(/&(2) + ,ug(z)) ]

= Re Iy@ + 88 (2) + <y@ + 64’(2))]

#(2)

> Re ly7+6k'(z)l —‘ g( )

+54()‘

> A
elde edilir. Dolayisiyla her bir u (Jul = 1) i¢in F, € G(y,6,1).

Tersine F, = £ + ug € G(y,6,) olsun. Bu takdirde F, analitik fonksiyonu G(y, 4 ,2)

sinifa ait oldugundan z € U i¢in

Re Iy£+ 64#'(z)| > Re

#<y&+59( ))l

10



yazilir. Buradan uygun her bir u (Jju| = 1) se¢imi ile

#(2)

Re y7+6/&’(z)—7\ g( )

+69()‘

sonucu elde edilir. Bu takdirde f € GH°(y, 5, A) dur.

3.1.3. Teorem.f e GH(y, §,2) olsun. Bu takdirde, m > 2 icin

§—A+vy

|bml"6m+y

(3.1)

6A+y m

esitsizligi saglanir ve bu sonug f(z) = z T fonksiyonu i¢in kesindir.

ispat.f = £ +g € GH°(y,5,2) olsun. Bu durumda 0 < p < 1 ve 6 € R i¢in g(pe'?)

fonksiyonunun seri a¢ilimi kullanilarak

p™HEm + y]|by,|

g”(p 19) i0
2nf| + 8g'(pe'?)| do

21

Rely

l%(pe‘g) 0
<%} e 1 5k (pet) - x]

21

" 2m

Re|6 —A+y+ z [6m + y]ampm_lei(m_l)el de

0 L m=2

=6—A+y

11



sonucu bulunur. Bodylece p— 1" igin (3.1) esitsizligi elde edilir. Ayrica

S-A+y — . e
v fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

f(Z) =z+ 6;n+]/

3.1.4. Teorem. f=#+g € GH°(y,5,1) olsun. Bu takdirde m > 2 i¢in asagidaki

esitsizlikler saglanir:

. 20—-2+y)
. <—
Ll + Dbyl < =g
. 26 —A+7y)
ii. — <

laml = bl < =5
26 —2+vy)

iii. <
lam| < Sm+y

2(6-A+y)

by ) ..
z™ fonksiyonu icin
om+y Y ¢

Tim bu sonuglar kesindir ve esitlik f(z) =z + XY

gecerlidir.

Ispat. i. f=#+g€GH(y,56,)) olsun. Boylece Teorem 3.1.2 geregi her bir
p(ul =1)i¢in F, = £ + ug € G(y,6,2) dir. Buradan, her u (Ju| = 1) ve z € U igin

+8(R(2) +ug@) | > A

R [ <Jé(z)+ug(z)>
el\y —Z

yazilabilir. Dolayisiyla,

k !
y (M) +8(A(2) +ug (@) = 1+ (6 -2 +1)p(@) 52

12



esitligi saglanacak sekilde U agik birim diskinde reel kismi pozitif olan
p2)=1+Y7_1 pmz™ seklinde agilima sahip analitik bir p fonksiyonu vardir. (3.2)
de elde edilen esitlikte her iki tarafin katsayilar1 karsilastirildiginda m > 2 igin

(6m + y)(am + .ubm) =@ -2+ )/)pm—l

olarak bulunur. Boylece m > 1 igin |p;,| < 2 oldugundan ve u (Ju| = 1) uygun bir

secimiyle i nin ispati tamamlanir.

i deki adimlar uygulanarak i ve iii {n ispatt yapilir. Bu sonuglar

f@)=z+Xm=> 2(5 My) z™ fonksiyonu igin kesindir.

3.1.5. Teorem.f € H? olsun. Bu takdirde

D m+1)(anl +lbu <5 -2+ (33)

m=2
esitsizligi saglaniyorsa f € GH(y, 5 , 1) dur.

Ispat. f = £ +g € 70 olsun. Verilen (3.3) esitsizligi kullanilarak

#(2)

Re y—+6/¢() 7\] Re 6—7\+y+2(6m+y)amzm‘1]

m=2

>6—7\+y—2(6m+y)|am|

m=2

> Z (6m +y)|bp|
m=2

co

> Z (6m + )by, 7™

m=2

13



‘g()wg()‘

sonucu elde edilir. Boylece f € GH(y, 8, A) dir.

3.1.6. Teorem.f€ GH°(y,&,2) olsun. Bu takdirde,

' D™z
21 +2(8 _“”;W < 1)l

2l +26 = 2+7) ) > [f(2)|

=26m+y

—A+8+
¥) ,m

dir ve verilen esitsizlikler §(z) =z + Y —> 2 Sty fonksiyonu i¢in kesindir.

Ispat. f=#+g € GH°(y,5,)) olsun. Teorem 3.1.2 geregi her u (Jul = 1) igin
F,=+#+pug € Gy, 6,2 dir. Bu takdirde,

F.(2) o YT+ (=20 + 5 +y)w(2)
w2 = 1—w(2)

y (3.4)

olacak sekilde U da |w(z)| < 1 ve w(0) = 0 olan analitik bir w(z) fonksiyonu vardir. O
halde verilen (3.4) esitliginden,

zZ
1 ryv+8+(-2A+6+y)w(o)
75F,(2) =7 f 5 do (3.5)
0

1—w(o)

bulunur. (3.5) esitliginin sag tarafinda, 0 < p < 1 ve 8 € R igin 0 = pe'? yazilarak

14



||

Y 1 Xy + 8+ (=20 + 8 +y)w(pe?) .
5 == 198 . i6
z8F,(2) 6f (pe'®) = o0e® e®dp
0
elde edilir. Buradan Schwarz Lemma kullanilarak,
1|ZI Yy + 8+ (=22 + 68 +y)w(pe’?)
Y \LY O+ (—2A+ 0 +y)w(pe .
5 —|= i60\6 ! lGd
|Z Tﬂ(z)| 6f (pe'?) = w(oe®) e’dp
0

IA

|z|
11 Yy+8+(-2A+6+y)p
< | P dp
1-p
0

ve

1F.(2)| <zl +2(5 -2+ )§ lzI™
# - 4 26m+y
m=

bulunur. Benzer sekilde

wﬁy+6+0ﬁl+6+ﬂw@é%

i9d
—w(pe?) e-ap

1 |z|
|Z%TM(Z)| = gf(pe
0

|z| .
1[ %R Y+6+ (=21+ 6 + y)w(pe') p
P 1= w(pe®) g

v

0

|z|
1 Yy+6—(21+5+y)p
—fpS dp
6 1+p

v

0

ve

15



o (—1)™z|™

|Tﬂ(z)| >|z|+2(6—A+7y) p——

m=2

elde edilir. u (Ju| = 1), z € U igin

(=D z|™

sy S 1@

12| +2(6—A+y)z
m=2

2" i)

|z|+2(5—;\+y)25m+y_
m=2

sonucu elde edilir.

3.1.7. Lemma. f =%+ g, U da yon koruyan harmonik bir déniisim olsun. Her bir

p (Ju| = 1) i¢in F, = £ + ug seklindeki analitik fonksiyonlar agik birim diskte {inivalent

ise f, U da tinivalenttir (Hernandez ve Martin, 2013).

3.1.8. Lemma.F € G(y,d,A) olarak alinsin. Bu takdirde

1

Sm+y }m—l_

= inf > 2
p =1 {Zm(6—7t+y) m

olmak tizere F(z) fonksiyonu |z| < p diskinde tinivalenttir (Wang ve digerleri, 2006).

3.1.9. Teorem.f=+#+g € GH’(y,5,1), U da ydn koruyan harmonik bir doniisiim

olsun. Bu takdirde

1

om+vy }m—l_

>2
2m(6 —A+7y) m

p(,8,0) = inf{

olmak tizere, f(z) fonksiyonu |z| < p(y, & , ) diskinde tinivalenttir.

16



Ispat. f=#%+g € GH°(y,5,2) olsun. Bu takdirde her bir u (Ju| = 1) igin Teorem
3.1.2 geregi F, =# +ug € G(y,6,A) dir. Boylece, Lemma 3.1.8 geregi her bir
p(ul=1) icin |z| <p(y,6,0) diskinde F, =4#%+pug € G(y,6,1) fonksiyonu
tinivalenttir. Boylece Lemma 3.1.7 geregi GH°(y,8,A) smufindaki yon koruyan

fonksiyonlar tinivalenttir.

3.1.10. Lemma. f € H° olsun. Eger

z m(lay,| + |bn]) <1 isef, U da yildizildir,

m=2

z m?(la,| + |bypl) < 1 isef, U da konvekstir

m=2
(Silverman ve Silvia, 1999).

3.1.11. Teorem. f € GH®(y, 5, ), U da ydn koruyan bir doniisiim olsun. Bu takdirde

1 Y
p Vf u'*s i 5
1-p Psl1—pu™ ™ 2062+
0

denkleminin (0,1) agik araligindaki en kii¢iik kokii p; olmak iizere |z| < p; diskinde f
fonksiyonu yildizildir.

Ispat. 0 < p < 1 iken
fp(2) = p™1(p2) = p~ (p2) + p~'g(p2)

olmak {izere z € U i¢in f,(z) fonksiyonu

17



TP(Z) =z+ Z ampm—lzm + Z bp™=1zm
m=2 m=2

seklinde yazilir. Kolaylik saglanmasi agisindan

¢ = mUanl + buhpm?
m=2

esitligi alinir. Boylece Lemma 3.1.10 a gore p < p; iken { <1 oldugunu gostermek
yeterlidir. Bu durumda, Teorem 3 .1.4 (i) kullanilarak

¢ <2§:m(6—7\+y) m—1 _ 2(6 — 7\+)/) i p™
m+%

m=2 m=2

Y
26 —-A+y)[ _y (Pc'ts
_2o-aen g

g 0

Y
2620 p v %AIPHT
0

6 1-p Sp 1—TdT
4
200 -A+p) [ p yjl u'ts
- 10) 1-p p601—pu u

elde edilir. Boylece, p < p; i¢in ¢ < 1 bulunur.

3.1.12. Teorem. f € GH (y, 6 , 1) olsun. Bu takdirde

IR L YT DN

du=——
s I-pu T 26 =2+7)

18



denkleminin (0,1) agik araligindaki en kiiglik kokii p, olmak tizere f, |z| < p, diskinde

konvekstir.
Ispat. 0 < p < 1 iken
fp(2) = p™1(pz) = p~ (p2) + p~'g(p2)

olmak {izere z € U i¢in f,(z) fonksiyonu

oo

D =74 Y a4 Y bpnizn
m=2

m=2

seklinde yazilir. Kolaylik saglanmasi agisindan

b= mi(anl + bupm?
m=2

esitligi alinir. Boylece Lemma 3.1.10 a gore p < p, iken i < 1 oldugunu gostermek

yeterlidir. Bu durumda, Teorem 3.1.4 (i) kullanilarak

26 — 2+ 2p — p? 2 ¥y, (Pt
_ % V)[20—p pr+(y)palj
0

19



soren((o=(-Bs e 0
- o) 6(1_p)2 g +P(§)L1_pudr

elde edilir. Boylece, p < p, i¢in ¥ < 1 bulunur.

3.1.13. Teorem. GH®(y, 6 , A) sinifi konveks birlesim altinda kapalidir.

Ispat. i=1,2,..,k icin f;=4#;+g, €GH’(y,6,0) ve Y ;=1 (0<¢ <1)

olsun.i = 1,2, ..., k i¢in f; fonksiyonlarinin konveks birlesimi,

k k
£ =2+ ) chi(@) ve g(2) = ) g
i=1 i=1
i¢in
k
() = ) afi(@) = £() + 3G

seklindedir. £ ve g fonksiyonlart U ac¢ik birim diskinde analitik ve
£(0) = g(0) = £'(0) — 1 = ¢/(0) = 0 normalizasyonuna sahiptir.

<y£+6k (z) - A)]

K
Re }/L)+6/a() )\l

i=1

>

ﬂMw

Cl ‘V—+5% (z )‘

9()

>

+59()‘

oldugundan f € GH®(y, &, ) elde edilir.
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M(2)

3.1.14. Lemma. M € G(y, 8, 1) ise Re {7} > 2 esitsizligi saglanir.

Ispat. M € G(y,5,)) olmak iizere M (z) =z + X%_, A,,z™ olarak ele alinsin. Bu
takdirde

Re 6+y+Z[6m+y]Amzm‘1 >1 (zeW

m=2

dir veya acik birim diskte
N(z) = 1+;§:[6m+y]A zm-1
26—A+7y) s m

seklinde ve Re{N (2)} > % sartin1 saglayan bir V'(z) fonksiyonu vardir. Diger yandan,

m = 2 igin

26—A+y)
om+y

vy =1lvev, 1=
olarak tanimli gergel {vy,};— dizisi konveks sifir dizisidir. Bu takdirde, Lemma 2.1.10

geregi

(o]

1 26-2+y) ..,
ﬁ(z)‘EJ’z om+y z

m=2

seklindeki fonksiyon U da analitik ve Re{9(z)} > 0 dir. Bu takdirde,

M(2)  2(8 — A+ ) 1
p =N(Z)*(1+ZWZ )

m=2
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M(2)
z

oldugundan, Lemma 2.1.11 kullanilarak Re { } > % elde edilir.

3.1.15.Lemma. i = 1,2 i¢in M; € G(y, 5 ,7) olsun. Bu takdirde, M; * M, € G(y,5,])
dir.

Ispat. M, (2) =z + ¥, Apz™ ve My(2) = z + Y% _, By, z™ olsun. Bu durumda, M

ve M, fonksiyonlarinin konvoliisyonu

M(z) = (M, * M)(2) = z + z A_B, 7™

m=2

olarak tamimlanir. Ayrica, M'(z) = M/ (z) * MZT(Z) oldugundan
1 M (z) , 1 M (z) , M, (z)
6—)\+y<y " +6M(Z)_/1>_6—)\+y<y " +O6M, (z) — A )= "

yazilabilir. M; € G(y, 8 ,A) oldugundan

Re {yMIZ(Z) + M, (2) — /1} >0 (z€UW)

ve Lemma 3.1.14 geregi U da Re {MZT(Z)} >% elde edilir. Boylece Lemma 2.1.11 in

M(2)
z

kullanilmasiyla U da Re {y + M’ (z) — /1} >0 bulunur. Dolayisiyla

M = M; = M, fonksiyonu G(y, § , A) sinifina aittir.

3.1.16. Teorem. i = 1,2 icin f; € GH°(y, 8, ) olsun. Bu takdirde f; * f,, GH°(y, 5, 1)

sinifina aittir.
Ispat. i =1,2 icin f; =#%; +g; € GH°(y,6,)) olsun. f; ve f, fonksiyonlarmin

konvoliisyonu f; * f, = £, * £, + g1 * g, olarak tammhdir. f, *f, € GH°(y,5,))
oldugunu ispatlamak i¢in her p (|u| = 1) olmak iizere F, = £, * £, + (g1 * g,) €
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G(y,6,)) oldugunu ispatlamak gerekir. Lemma 3.1.15 geregi G(y,6,A) smifi

konvoliisyon altinda kapali oldugundan

Fi= (81— g1) * (kg —ug,) ve Fy =Ry +gq) * (£ + ug;)

olmak tizere F, ve F, fonksiyonlart G(y,d,A) smifinin elemamdir. G(y, 5 ,A) sinifi

konveks birlesim altinda kapali oldugundan
1
Fu ZE(T1+T2) =Ry * Ry + u(gy * g2)

G(y, 8 ,A) smifinm elemanidir. Dolayisiyla, GH®(y, § ,A) sinufi konveks birlesim altinda
kapalidir.

3.1.17. Teorem. f € GH°(y, 5 ,)) ve ¢ analitik fonksiyonu z € U igin Re (@) >%

ozelliginde ise f ¥ @ € GH?(y, 6, Q) dur.

Ispat. € GH(y,6,)) ise her u(lul=1) i¢sin F,=~A+ugeGcy,6,0) dr
f¥@ € GH°(y,6,1) oldugunu ispatlamak icin her u (Ju|=1) olmak iizere
M =4 @+ u(g =) €G(y,5,1) oldugunu ispatlamak gerekir. M = F, * ¢ den

1 ( M(2)

, 1 @ @)
5=ty y +6M(z)—l)= <y“ +5TH(Z)—A>*%

6—A+y VA

yazilir. U acgik birim diskinde Re (@) >% ve Re [)/T“Z(Z) +6F, (2) - /1] >0

oldugundan Lemma 2.1.11 geregi M € G(y, § ,A) elde edilir.
3.1.18.Sonuc. f € GH(y, 6, ) ve p € Kise ¥ @ € GH(y, 6 ,) dur.

p(2)

Ispat. z € U igin ¢ € K ise Re (T) > % dir. Boylece Teorem 3.1.17 geregi f ¥ ¢ €

GH(y, & ,2) dir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, Breaz ve digerleri (2023) tarafindan tanimlanan sinifa ait fonksiyonlarin
biiylime tahmini, katsay1 sinirlari, konveks birlesim ve konvoliisyon gibi baz1 6zellikleri
arastirildi. Tanimlanan sinif ile Nagpal ve Ravichandran (2014), Ghosh ve Vasudevarao
(2019), Rajbala ve Prajapat (2021) tarafindan tanimlanan siniflar arasindaki iliskiler de

verildi.

4.1. WH(a,y) Smfi

Nagpal ve Ravichandran (2014), z € U i¢in Re{#'(2) + z#"'(2)} > |g'(2) + zg'' (2)|
esitsizligini  saglayan  fonksiyonlarm  smifim WH®  olarak  tamimlads.
Ghosh ve Vasudevarao (2019), zeEU ve 0<y<1 icin
Re{#'(z) + yz#" (2)} > |¢'(2) + yzg' (z)| kosulunu saglayan fonksiyonlarin
olusturdugu siifi WH® (y) olarak tanimladi. Son zamanlarda, Rajbala ve Prajapat (2021),
z€U ve §=20, 0<A<1 igin Re{l'(z) +6z£"(2) — A} > |¢'(2) + 629" (2)|
esitsizligini saglayan fonksiyonlarin sinifi olan WH® (8, 1) smifini tamittr. Tiim bu gegmis
calismalarin disinda giliniimiizde devam eden bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Bunlardan
biri  olan Yasar ve Yalgin (2021), z€eU ve A1>26=0 igcin
Re{h'(z) + Azh" (z) + 6z*h""(2)} > |g'(2) + Azg"'(2) + 62%g"" (2)| seklindeki

esitsizligi saglayan fonksiyonlarn smifin1 RH®(A, §) olarak tanimladh.

Rosihan ve digerleri (2018), « > y > 0 ve f < 1 igin

+#(2)
Re {(1 —a+ 2)/)7 + (a —2y)%'(z) + yz/&”(z)} > f 4.2)

esitsizligini saglayan £ analitik fonksiyonlarinin sinifin1 Wy (@, y) ile gosterdi. Bu sinifin
0zel halini ilk ¢alisan Brickman ve digerleri (1971) dir. Wg(a,y) smifina ait
parametrelerin 6zel se¢imiyle elde edilen Wg(1,0) sinifi Hallenbeck (1974) tarafindan,
Wg(3,1) smfi Chicra (1977) tarafindan ¢ahgildi. Ayrica, (4.1) esitsizliginde g = 0

secilerek
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Re {(1 —a+2y) %Z) + (a = 2y)£'(z) + )/Z/z,”(z)} >0

elde edilir. Bu kosulu saglayan fonksiyonlarin sinifi da W, (a, y) ile ifade edilir.

41.1. Tammm. a =y = 0 olmak lizere

Re {(Zy —a+1) @ + (a — 2y)£'(z) + yz/z”(z)}

g(2)

>[Q2y—a+1) — (a —2y)g'(2) +vzg" (2)

sartin1 saglayan f = £ + g fonksiyonlarmin siifi WH°(a, y) olarak gosterilir (Breaz ve
digerleri, 2023).

WH(a,y) sinifinda parametrelerin 6zel secgilmesiyle Liu ve Yang (2019) tarafindan
tanimlanan GH®(a; r) siifi igin @ > 0 ve r = 1, Cakmak ve digerleri (2022) tarafindan
tanimlanan GH®(y, & ,A) smifi igin y =1 — @, § = a ve A = 0 seklinde secilmesiyle
WH(a, 0) smifi elde edilir. Bu sekilde elde edilecek harmonik fonksiyon siniflari ile

daha 6nce tanimlanmis siniflar arasindaki bazi iliskiler de asagida verilmistir.

i.  WH0,0)=WH° (Nagpal ve Ravichandran, 2014)
i. WH°Qy+1,y)=WH’y) (Ghosh ve Vasudevarao, 2019)
ii. WH°Q2y+1,y) =WH,0) (Rajbala ve Prajapat, 2021)

iv. WH°Q2y+1,0)=PH (Li ve Ponnusamy, 2013a)

4.1.2. Teorem. f=+£+g € WH (a,y) olmas: i¢in gerek ve yeter sart her bir
p(lul) = 1igin F, = £ + ug € Wy(a,y) olmasidir.

Ispat.f = £ + g € WH(a,y) olsun. Her bir u (Ju|) = 1 igin
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Fu(2)
Z

Re {(Zy —a+1) + (@ = 20)F, (2) + )/ZT#”(Z)}

(£(2) + pg(2))

= Re{(2y —a+1) ~

+(a = 27) (£(2) + ug(2)) +yz(£(2) + ug(2)"}

£(2)
> Re {(2)/ —a+1) — + (a - 2y) %' (z) + yzﬁc”(z)}

¢(2) , "
p| 2y —a+ 1)7+ (a = 2y)g'(2) +yzg"' (2)

>0 (zeU)

sonucu elde edilir. Boylece her bir i (|u|) = 1 i¢in F, € Wy(a, ).
Tersine 7, = £ + ug € Wy(a,y) olsun. Bu takdirde, z € U igin

Re {(Zy —a+1) @ + (a —2y)%' (z) + yzk”(z)}

-8
+Reju|l Qy —a+1)—+ (a —2y)g'(2) +yzg"(2) |} >0

VA

oldugundan

Re {(Zy —a+1) @ + (a —2y)%' (z) + yz/c”(z)}

¢(2) ) "
> Rej—u| 2y —a+ 1)T+ (a —2y)g'(2) +yzg" (2)

sonucuna varilir. Boéylece, u (Ju]) = 1 niin uygun bir segimiyle
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Re {(Zy —a+1) @ + (a —2y) %' (z) + yz/a”(z)}

—a+1) & + (a = 2y)g'(2) + yzg" (2)

esitsizligi bulunur. Bu durumdaf = £ + g € WH%(a,y) dir.

4.1.3. Teorem. € WH?(a,y) olsun. Bu takdirde, m > 2 icin

1
1+ (-14+m)[a+y(—2+m)]

b < (4.2)

1

esitsizligi saglanir ve bu sonu¢ f(z) =z + Yar, W

—_m . ..
z ~ fonksiyonu i¢in

kesindir.

Ispat.f = £ +g € WH (a,y)olsun.0 < p < 1 ve 6 € Rigin g(pe'®) fonksiyonunun

seri agilimi kullanilarak

P+ (=1 +m)[a +y (=2 +m)]) byl

g(p ‘9)

—a+1) + (a—2y)g'(pe'®) +ype'®g” (pe'®)| db

(p ”’)

< —f Re {(Zy —a+1) + (a —2y)#'(pe') + ype‘ek”(pele)}
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21 0
1 .
= ﬁf Re {1 + z 1+ (1+m)[a+y(=2+m)Da,p™ telm D040
0 m=2

=1

sonucu bulunur. Bodylece p— 1~ igin (4.2) esitsizligi elde edilir. Ayrica

1
1+(—1+m)[a+y(—2+m)]

fz) =z+ Z" fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

4.1.4. Teorem.f € WH?(a,y) olsun. Bu takdirde m > 2 igin

2
i <
L am| + 1bm| < 1+ (-1+m)[a+y(—2+m)]

2
| = 1+(-1+m)a+y(—2+m)]

i ||am| - Ibml

2
1+(-1+m)[a+y(—=2+m)]

i, Jap,l <

esitsizlikleri saglanir. Tim bu sonuglar kesindir ve esitlik

2
[a+y(=2+m)]

f(2) =z + Xm=2 7 e z™ fonksiyonu igin saglanir.

ispat. i. f=#+g € WH (a,y) olsun. Bu takdirde Teorem 4.1.2 geregi her bir
pu(lpl) =1 icin F, = £+ ug € Wy(a,y) elde edilir. Buradan, z € U ve her bir

(D) = 1igin

Re{(Zy —a+ 1)(%(2) + ,ug(z))/z
+(a = 29)(£(2) + ug (@) +yz(£(2) + ug(2))"} >0
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yazilabilir. Dolayisiyla,

Qy—a+1) %Z) + (a =2y)%' (z) + yz" (2)

¢(2) 43)
+u <(2V —a+1) —t (a—2y)g'(2) + )/Z@”(Z)) = p(2)

esitligi saglanacak sekilde U agik birim diskinde reel kismi pozitif olan
p(2)=1+Yr_1pmz™ seklinde agilima sahip bir p analitik fonksiyonu vardir. (4.3)

ile verilen esitlikte m > 2 i¢in fonksiyonlarin seri agilimlarindan yararlanilarak
A+ 1+ m)[a +y(=2+m)D(am + tbp) = Pm-1

bulunur. Dolayisiyla, m>1 i¢in |p,| <2 oldugundan ve p(|u]) =1 uygun

secilmesiyle i nin ispati tamamlanir. i deki adimlar uygulanarak ii ve iii nin ispati yapilir.

Bu sonuglar f(z) = z + Yo —> 1+(_1+m)[62{+y(_2+m)] z™ fonksiyonu i¢in kesindir.

Bir sonraki teorem, bir kompleks harmonik fonksiyonun WH?°(a,y) smifina ait olmasi

icin gerekli ve yeterli kosulu vermektedir.

4.1.5. Teorem.f= £ + g € H° olsun. Bu takdirde,

oo

D A+ 1+ m)la+y (=2 + m)D(lan| + b)) < 1 (4.4)

m=2
esitsizligi saglaniyorsa f € WH°(a,y) dr.

Ispat. f= £ +g € H° olsun. Verilen (4.4) esitsizligi kullanilarak
k(z) ! 1
Re{(2y —a + 1)7 + (a = 29)2' (z2) + yz£' (2)
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o)

= Re{l + ) (4 (CLEmla+y (-2 +manz""?

m=2

o)

>1- Z (1 + (=1 +m)[a + (=2 + m)]lan|

m=2

> A+ (E1+m)a+y(=2+m)]|byl

z (14 (=1 + m)[a + y(=2 + m)])b,z™"

m=2

>

= ‘(Zy —a+ 1)@ + (a —2y)g'(2) +yzg" (2)

sonucuna ulasilir. Bdylece f € WH(a, y) dir.

4.1.6. Teorem.f€ WH (a,y)ve a =y = 0i¢in

N (=)™ 7™
Izl + 2;2 1+ (-1+m)[a+y(—2+m)]

< (2l

N |z|™
21+ 2 mzzz T 1+ mla+y(—2+my - 1@l

2 m
[a+y(=2+m)] z

esitsizlikleri  saglanir ve esitsizlikler f(z) =z + Ym-> rTEy—

fonksiyonu icin kesindir.

Ispat. f € WH(a,y) olsun. Teorem 4.1.2 kullamlarak her bir u (Ju|) =1 igin
F, =k + ug € Wy(a,y) ve dolayisiyla
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Fu(2)
VA

P(2)=Qy—«a + (a = 20)F,/ (2) +vzF," (2)

icin Re{®(z)} > 0 elde edilir. Rosihan ve digerlerinin (2018, s. 119) kullandig1 metot ile

uw + v = a —y ve uv =y esitliklerini saglayan u, v negatif olmayan sabit sayilari i¢in

14 1 d
D(2) = uvz' u— Zﬁ_?ﬂ (Z” F (Z)>]
dz dz

seklinde ifade edilebilir. Buradan,

z
1 1

T +1d(l_1?‘ )— . f l‘1o1>()d 45
z L\ @) =——1]¢ 0)do (4.5)
0

elde edilir. (4.5) esitliginde o = zI[* degisken degisimi yapilir ve integral tekrar

hesaplanirsa

1

11,,d/1, 11
zu v E(zv TM(Z)) =;Jzud>(zl )dl

ve

d
P (zv F (Z) f Ld(z1%) dl
elde edilir. Buradan

T”(Z) 11
= || o(ztvi*) dldt (4.6)
il
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bulunur. Diger yandan, Re{®(z)} > 0 oldugundan ®(z) <g sabordinasyonu
Zm

yazilabilir (Duren, 2004). Boylece, Yz)=1+ Z;?Flm ve

k(z) = g =1+ Y-, 2z™ denirse, (4.6) esitliginden

j:”T(Z) <(¥Y=xk)(2)

=(1+nzl(1+umz)rgl+vm))*<1+z22m>
o)
1—ztvi“
00

m=1

2
:1+;11+(—1+m)[a+y(—2+m)]z

sonucuna varilir. Bdylece,

F@)| k@ +ug @)
z - z
|z|*
= 1-|_2TZ:11+m[a+)/(—1+m)]
ve
)| k@) +ug®)
z B z

(=1)™|z|™
>1+221+ma+y(—1+m)]
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oldugundan,

#(2)| | 19(2) |z|™
z + z S1+2mz=11+m[a+y(—1+m)]
ve
2(2)| 19(2) (=1)™|z|™
z z 1+221+ma+y(—1+m)]

esitsizlikleri saglanir. Boylece,

i) < £(2)] +|g(2)]

|Z|m+1

<lzl+2 )
2] ) 1+mla+y(—1+m)]
m=

|z|™

~ IZl-i_zrg:zl+(—1+m)[a+)/(—2+m)]

ve

i)l = [£)] - g2l

( 1)m|Z|m+1
>|Z|+ZZ
1+mla+y(—1+m)]

(=)™ Hz|™
IZ|-|_22:1+( 1+m)la+y(—2+m)]

esitsizlikleri elde edilir. Buradan her bir u (|u]) = 1 igin

(=D™mHz™
|ZH_ZZ:1+( 1+m)la+y(—-2+ )]_”(Z)|
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|z|™

2l + ZmZ:Z 1+ (—1+ m)a+ (=2 +m)]

2 [f(2)]

sonucu elde edilir.

4.1.7. Lemma.F € Wy(a,y) ve @ =y = 0 olsun. Bu takdirde,

2
1, ——1
~1)asdt, a0
merf f tv “su (1+str)2 dsdt, a >0, y>0

@.7)
Um 1>dt' a=0, y=0

olmak tizere, w(r) = 0 denkleminin en kii¢iik pozitif r, kokii i¢in |z| < ry iken F

tinivalenttir (Rosihan ve digerleri, 2018).

4.1.8. Teorem. f=+£+g € WH (a,y), U da yén koruyan harmonik bir déniisiim
olsun. Bu takdirde, (4.7) esitliginde verilen @ (r) i¢in @ (r) = 0 denkleminin en kiigiik

pozitif kokii ry olmak tizere, |z| < 1y iken f(z) Ginivalenttir.

ispat.f = £ +g € WH(a,y) olsun. Bu takdirde, her bir u(|u| = 1) igin Teorem 4.1.2
geregi F, = £ + ug € Wy(a,y) dir. Bdylece Lemma 4.1.7 geregi her bir u (|u|) =1
i¢in |z| < 1y diskinde F, = £ + ug € Wy(a,y) fonksiyonu iinivalenttir. F,, fonksiyonu
1o yarigaplh diskte {inivalent oldugundan Lemma 3.1.7 geregi WH °(a, y) sinifindaki yén

koruyan fonksiyonlar {inivalenttir.

4.19. Teorem. f=£+g € WH(a,7), 3y <a<1+2yve 0<y<1icin U da
yon koruyan bir donlisim olsun. Bu takdirde w+v=a—-y, uwvr =y ve

(u — v)? = (u + v)? — 4urv olmak kosuluyla

1 1
10(—1+u)wﬂ—u(—1+v)w5d —v +u
w —

0 1-rw 2
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denkleminin (0,1) ag¢ik araligindaki en kiigiik kokii r; olmak tizere |z| < r; diskinde f

yildizildir.

Ispat. 0 <r <1ve

fr(2) =rY(rz) =r(rz) + r 1g(rz)

olmak tzere

fr(z)=z+ Z Apr™ 1z™ + Z by,rm-1zm, (zel)
m=2 m=2
seklinde yazilir. Kolaylik saglanmasi agisindan
1= man| + bl
m=2

esitligi alinir. Buradan Lemma 3.1.10 a gore r < 1y igin 1 < 1 oldugunu gostermek

yeterlidir. Teorem 4.1.4 (i) kullanilarak,

m
S 2 m-1
1 221+(—1+m)[a+y(—2+m)]r
m=

1
m:g(m+——1>(m+4—r—1)
20(-1+u)— ™! 2u(-l+v)w ol
= — 1_ — 1
v+u m:zm—1+a v+u mzzm—1+;
_ 20(—1+u) __ZJ o 2+_d Zu( 1+v) __Zj - 2+_d(
—v+u - +u
1 1
_ 2v(—1+w) _1 (7 {u 2u(-1+wv) _1 " (v
- —_—17r u —_— -7 v d(
—v+u o 1—¢ v +u o 1—¢
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1 1
_ 2v(—1+u) (! ww« 4 u(-1+v) (! wv
w —

- r r dw
—v+u o 1 —Tw —v+u o 1 —Tw
1 1
_ 2r o (-1 + wowe —u(—1+ v)wv 4
- w
—v+u), 1-rw

elde edilir. Boylece, r < r; i¢inn < 1 bulunur.

4.1.10. Teorem. f=£+g € WH (a,y), 3y <a<1+2y ve 0 <y <1 olsun. Bu

takdirde u + v = a — y, uv = y ve (u — v)? = (u + 1v)? — 4uv olmak kosuluyla

1
2r f (uvr — ftr)za)u—(/mr w)lwv

dow =1

_.l_
1-r wv(- 4f+u) 1-rw

denkleminin (0,1) acik araligindaki en kii¢iik kokii r, olmak iizere f, |z| < r, diskinde

konvekstir.
Ispat. 0 <7 < 1ve
fr(2) =1 'f(rz) = r " (rz) + r~'g(rz)

olmak tizere

fr(z)=z+ z Apr™ 1z™ + Z by,rm-1zm, (zel)
m=2 m=2
yazilir. Kolaylik saglanmasi agisindan

[oe]
k= > m*(lag| + by
m=2
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esitligi alinir. Buradan Lemma 3.1.10 a gore r < r, i¢in k¥ < 1 oldugunu gostermek

yeterlidir. Teorem 4.1.4 (i) kullanilarak;

mZ

o= ZmZ=21+ (—1+m)[a+y(—2 +m)]rm_1

20(-1+u) mrml  2u(-1+v)w mrmt
= _ 1 - — 1
vre Smy -1 vre Smts -1
[ 2v(—1+w) = r’m 2u(—1+v) = r’m
vt mt -1 vhw Smeo-1
_ <24r( 1+u) 1__2[ - 2+_d( Zu( 1+v) 1——ZJ om- 2+_d(>
—v+u s
1 1 '
0(—1+w) 1 (7 (u 2u(=1+wv) , 1 (7 (v
= e ————— A o — -7 v d(
—v+u o 1—¢ —v+u o 1—¢
2 r 1 2 r 1
_  2r 2v0(-1+u) _1 u 2u(-1+wv)° _1 v
S G B G A R T B0 G LR
1—-r wu(—v+u) 0o 1—¢ v(—v +u) 0o 1—¢
1 1
_ 2r 2v(-1+w)? (! ww 2u(-1+v)? (1 wv
= + f w — f dw
1-r wu(—v+u) 1-rw v(—v+u) 1-rw

1 1
2r Yur — v) 2w — (uvr — u)?wv

+ d
1-r ’LL’U’(—/U’-I-’LL)_L 1-—rw @

elde edilir. Boylece, r < 1, ise k < 1 bulunur.

4.1.11. Teorem. WH °(a, y) smifi konveks birlesim altinda kapalidir.

ispat.i = 1,2, ..., kicinf; = £; + g; € WH (a,y) ve ¥* ,c; =1 (0 < ¢; < 1) olsun.

i = 1,2, ..., k i¢in f; fonksiyonlarinin konveks birlesimi,
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k k
R@) =2+ ) k(@) ve 9 =) g

olmak tlizere

k
(2) = ) afi(@) = £(2) + 9

i=1

seklindedir. Ayrica £ ve g fonksiyonlar1 U da analitik ve £(0) = g¢(0) = £'(0) — 1 =

g'(0) = 0 normalizasyonuna sahiptir. Dolayisiyla

Re {(Zy —a+1) @ + (a — 2y)£'(z) + )/Z/a”(z)}

K
= Re {Z e ((2)/ —a+1) /&lT(Z) + (a —2y) %' (2) + yzki"(z))}

i=1
k
i=1

=

gi(2)

2y — 1
(2y a+)Z

+ (a = 2y)gi'(2) + yzg," (2)

@ -a+ D224 @219 @ +y29" @

oldugundan f € WH?(a,y) elde edilir.

4.1.12. Lemma. F € Wy(a,y) ise Re {%Z)} > % dir.

Ispat. F = z + Y50 _, A, z™ olmak iizere F € Wy (a,y) olsun. Bu durumda,

o)

Re {1 + z 1+ (=1 +m)[a +y(=2 + m]DA,zm 1 > 0

m=2
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dir denk olarak acik birim diskte

N| =

N(z)=1+ 2 1+ (—1+m)a+y(—2+m)DApz™?

seklinde Re{N'(z)} > % sartin1 saglayan V' (z) fonksiyonu vardir. Diger yandan, m > 2

i¢in

2
1+ (-14+m)[a+y(—2+m)]

Vg =2VeVy_q =

olarak tanimli {v,, };n—o dizisi konveks sifir dizisidir. Bu takdirde, Lemma 2.1.10 geregi

oW 2
(2) = +;1+(—1+m)[a+y(—2+m)

m—1

]Z

fonksiyonu U da analitik ve Re{9(z)} > 0 dir. Bu takdirde,

F(2)

=N 1 N 2 m-1
=iz +mzzz1+(—1+m)[a+y(—2+m)]z

oldugundan, Lemma 2.1.11 kullamlarak Re {Z2} > 2 elde edilir.

4.1.13. Lemma. i = 1,2i¢in F; € Wy(a, y) olsun. Bu takdirde F; * F, € Wy(a,y) dir.

Ispat. F1(2) =z + ¥, Apz™ Ve Fp(2) = z + X% _, B,,z™ olsun. Boylece F; ve F,

fonksiyonlariin konvoliisyonu

F(z) = (Fy « F)(2) = z + Z A, B, 2™

m=2
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Fa(2)
z

seklinde tanimlanir. Ayrica, F'(z) = F{(z) * oldugundan

Qy—a+ 1)%Z)+ (a =2Y)F'(z2) + yzF'"(2)

(4.8)

Fi(z Fr(z
= (<2y —a+1) Z( Lt @ 2mm @+ yzﬂ"(z)) * Z( )
yazilabilir. Boylece, F; € W, («a,y) oldugundan
?1 (Z) 1 "
Re{y —a+1) " +(a@a—-2y)F, (2)+yzF, () >0 (z€U)
P 00 o . . - - ?Z(Z) 1
esitsizligi saglanir ve Lemma 4.1.12 geregi acik birim diskte Re {T} >

elde edilir. Bu takdirde Lemma 2.1.11 in kullamilmasiyla U da
Re {(Zy —a+1) @ + (a—2y)F'(2) + yziF”(z)} > 0 olarak bulunur. Dolayisiyla

F = F, * F, fonksiyonu Wy (e, y) sinifina aittir.

4.1.14. Teorem. i = 1,2 i¢in f; € WH (a,y) olsun. Bu takdirde f, * f,, WH°(a,y)

sinifina aittir.

Ispat. i =1,2 i¢in {; =#;+ 3, € WH (a,¥y) olsun. f; ve f, fonksiyonlarinin
konvoliisyonu f; xf, = £, x £, + g1 * g, olarak tanimhdir. f; *f, € WH (a,y)
smifina ait oldugunu ispatlamak igin her p (|u| = 1) olmak iizere F, = £ * £, +

u(g1 * ¢2) € Wy(a,y) oldugunu ispatlamak yeterlidir. Lemma 4.1.13 geregi Wy(a,y)

siifi konvoliisyon altinda kapali oldugundan

Fi1= Ry — g1) * (fy — ug,) ve Fy = (£ +g1) * (£ + ug,)

olmak iizere F; ve F, fonksiyonlart Wy(a,y) smifinin elemanidir. Wy(a,y) smifi

konveks birlesim altinda kapali oldugundan
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1
T/,LZE(Tl'i'TZ):’kl*’kZ + u(g1 * g2)

Wy (a,y) smifina aittir. Bu durumda, WH °(a, y) konvoliisyon altinda kapalidir.

¢(2)

4.1.15. Teorem. f € WH°(a,y), ¢ analitik fonksiyonu ve z € U i¢in Re (T) > % ise

f¥¢p € WH(a,y) dir.

Ispat. f € WH (a,y) ise her u (Jul = 1) i¢cin F, = £+ ug € Wy(a,y) dir. {3 ¢ €
WH(a,y) oldugunu gostermek igin her pu (Ju| =1) i¢in T=£A*¢p + u(g * P) €
Wy (a,y) oldugunu gostermek yeterlidir. T = F, * ¢» oldugundan

T(z)
Qy—a+ 1)7 + (a—2y)T'(z) + yzT" (z)

Fu(2)
VA

_ ' " ¢(2)
=(Q2y—a+1) + (@ —2y)F, (2) + yzF, (2) | * "

yazilir. U da Re (@) > % Ve Re {(Zy —a+1) T"T(Z) + (a = 2y)F, (2) + yz?-"u”(z)} >0

oldugundan Lemma 2.1.11 geregi T € Wy(«,y) elde edilir.
4.1.16. Sonuc. f € WH (a,y) ve p € Kise f ¥ p € WH(a,y) dur.

$(2)

Ispat. z € U icin ¢ € K oldugundan Re (T) > %dir. Bu takdirde Teorem 4.1.15 geregi

f¥¢p € WH(a,y) dir.
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5. SONUC

Hazirlanan ¢alismada, kompleks harmonik fonksiyonlarin birinci ve ikinci dereceden
diferensiyel esitsizliklerini igeren alt smiflar c¢alisildi ve bu simiflara ait biiylime
tahminleri, katsay1 sinirlari gibi bazi 6zelliklere yer verildi. Ayrica, bu siiflarin yildizillik
ve konvekslik yarigcaplar1 ile birlikte konveks birlesim ve konvoliisyon o6zellikleri

incelendi.

Ucgiincii béliimde, Cakmak ve digerleri (2022) tarafindan calisilan GH®(y, 5, 1) smifi

tanitildi ve sinifa ait bazi1 6zellikler verildi.

Dérdiincii boliimde, Breaz ve digerleri (2023) tarafindan calisilan WH(a,y) smifi

incelendi ve f = £ + g € H° bigimindeki fonksiyonlarin sinifa ait olmast igin,

D A+ (=1 +mfa+ (=2 + m)D) (el + b)) < 1

m=2

esitsizliginin saglanmasi gerektigi gosterildi. Daha sonra, f € WH%(a,y) ve a =y = 0

olmak tuzere

C (1)t |z|™
] + 2;2 1+ (-1+m)[a+y(—2+m)]

< (2l

|z|™

121+ 2;2 1+ (-1+m)la+y(—2+m)]

2 [i(2)|

sonucu elde edildi. Ayrica, tanimlanan yeni sinifin konveks birlesim ve konvoliisyon
altinda kapali olduklar elde edildi. Bunun yaninda, WH°(a, y) sinifimin konvekslik ve
yildizillik yarigaplar: verildi. Son olarak WH°(a,y) smifinda parametrelerin ozel
secilmesiyle elde edilen harmonik fonksiyon siniflar1 ile daha dnce tanimlanmis bazi

smiflar arasindaki iliskiden bahsedildi.
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