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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BAZI DENKLEMLERİN MITTAG-LEFFLER FONKSİYONU İLE ÇÖZÜMÜ

Duygu İŞLEYEN

Harran Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDİ
YIL: 2024, Sayfa: 30

Birinci bölümde temel kavramlar ve Mittag-Leffler fonksiyonu ve ilgili özellikler verilmiştir. İkinci
bölümde önceki çalışmalar ifade edilmiştir. Üçüncü bölümde, ele alınan metot sunulmuştur. Dördüncü
bölümde, bir türün popülasyonunu veya enfeksiyonun yayınımını modelleyen problemlerin kesirli
modellerinin çözümleri Mittag-Leffler fonksiyonları cinsinden ifade edilmiştir. Son olarak, bulunan
sonuçlar değerlendirilmiştir.

ANAHTAR KELİMELER: Diferansiyel denklemler, denge noktaları, Mittag-Leffler fonksiyonu,
Caputo türev, yaklaşık çözüm

i



ABSTRACT

MSc Thesis

CERTAIN EQUATIONS SOLVED BY MITTAG-LEFFLER FUNCTION

Duygu İŞLEYEN

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDİ
Year: 2024, Page: 30

Firstly, the basic concepts and the Mittag-Leffler function and related properties are given. In the second
section, previous studies are stated. In the third section, the method discussed is explained. In the fourth
chapter, solutions of fractional models of problems modelling the population of a species or the spread
of infection are expressed with Mittag-Leffler functions. Finally, the obtained results were evaluated.

KEY WORDS: Differential equations, equilibrium points, Mittag-Leffler function, Caputo derivative,
approximating solution
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1. GİRİŞ Duygu İŞLEYEN

1. GİRİŞ

Doğada çeşitli alanlarda problemlerin çoğu diferansiyel denklemlerle temsil
edilebilir. Dolayısıyla, medellenen problemlerin matematisel bir çözüme sahip olup
olmadığını bilmek büyük önem arz eder.

1.1. Bilinen Tanımlar

Tanım 1 (Biz, 2019; Güneş, 2021) “Bağımlı değişkenin bir bağımsız değişkene göre
türevlerini ihtiva eden denkleme bayağı diferansiyel denklemdir deriz. Eğer bağımsız
değişken birden fazla ise denkleme kısmi diferansiyel denklem deriz. Daha formal bir
deyişle, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . olmak üzere 𝑥𝑖 olsun ve 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ise

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢, 𝑢𝑥1 , . . . , 𝑢𝑥𝑛 , . . . ,
𝜕𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑛
) = 0

denklemi 𝑛. meretebeden kapalı formda bir kısmi diferansiyel denklem belirtir. 𝑢 =

𝑢(𝑥, 𝑡) ise 𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 𝑓 (𝑥), 𝑢𝑡𝑡 = 𝑐𝑢𝑥 veya 𝑥𝑢𝑡 + 𝑡2 = sin(𝑥) denklemleri birer kısmi
diferansiyel denklemdir.

İkinci mertebeden iki değişkenli kısmi diferansiyel denklemleri sınıflandırmak
mümkündür. Bu sınıflandırma için aşağıdaki strateji izlenir.

𝐴(𝑥, 𝑦) 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝐵(𝑥, 𝑦) 𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶 (𝑥, 𝑦) 𝜕

2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝜕𝑢
𝜕𝑥

,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 0

diferansiyel denkleminde
𝐵2 − 4𝐴𝐶 < 0 ise denklem eliptik,
𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 0 ise denklem parabolik,
𝐵2 − 4𝐴𝐶 > 0 ise denklem hiperbolik

olarak bilinir”.

Tanım 2 (Güneş, 2021) “Tek değişkenli bir fonksiyonun 𝑥 = 𝑥0 civarındaki Taylor

1



1. GİRİŞ Duygu İŞLEYEN

açılımı

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0) +
𝑓 ′′(𝑥0)

2! (𝑥 − 𝑥0)2 + 𝑓 ′′′(𝑥0)
3! (𝑥 − 𝑥0)3 + · · ·

+ 𝑓 𝑛 (𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛 + · · · .

Eğer 𝑥0 = 0 ise seri Maclaurin açılımı olarak adlandırılır ”.

Tanım 3 (Biz, 2019; Güneş, 2021) “İki değişkenli bir fonksiyonun (𝑥, 𝑦) = (𝑥0, 𝑦0)
civarındaki Taylor açılımı

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) + 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0) + 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑦 − 𝑦0)

+
𝑓𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0)2 + 𝑓𝑥𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0) (𝑦 − 𝑦0) + 𝑓𝑦𝑦 (𝑥0, 𝑦0) (𝑦 − 𝑦0)2

2!
+ · · ·

şeklindedir ”.

Tanım 4 (Biz, 2019; Güneş, 2021) “Bir 𝑓 (𝑥) fonksiyonunun türevi

𝑓 ′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

< ∞

ile tanımlanır. Eğer 𝑥 − 𝑥0 = ℎ ise yukarıdaki tanım

𝑑𝑓 (𝑥0)
𝑑𝑥

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0)
ℎ

şeklinde yazılır. 𝑥0 keyfi olduğundan yukarıdaki 𝑥0 yerine 𝑥 yazalım. Bu halde,

𝑑𝑓 (𝑥)
𝑑𝑥

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ

(1.1)

olarak ifade edilir”.
“Bizleri kesirli türevin tanımına veya amacımıza götüren formülü çıkarsamaya

çalışalım. 𝑚 reel olmak üzere 𝑥𝑛 foknsiyonunun 𝑚 kez türevi için bir formül elde

2



1. GİRİŞ Duygu İŞLEYEN

edelim.

(𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−1,

(𝑥𝑛)′′ = 𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2,

(𝑥𝑛)′′′ = 𝑛(𝑛 − 1) (𝑛 − 2)𝑥𝑛−3

...

(𝑥𝑛) (𝑚) = 𝑛(𝑛 − 1) (𝑛 − 2) . . . (𝑛 − 𝑚 + 1)𝑥𝑛−𝑚

=
𝑛!

(𝑛 − 𝑚)!𝑥
𝑛−𝑚 .

elde edilir. Dolayısıyla, aşağıdaki tanımı yapmak mümkündür (Güneş, 2021)”.

Tanım 5 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “𝑚 reel olmak üzere 𝑥𝑛 ifadesinin 𝑚 kez
türevi:

(𝑥𝑛) (𝑚) = 𝑛!
(𝑛−𝑚)!𝑥

𝑛−𝑚

biçimindedir.
Bu tanımın Gamma fonksiyonu cinsindeki ifadesi

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑥𝑛 =

Γ(𝑛 + 1)
Γ(𝑛 − 𝑚 + 1) 𝑥

𝑛−𝑚 (1.2)

şeklindedir. 𝑛 ve𝑚 nin farklı değerleri için aşağıdaki çıkarsamaları yapmak mümkündür.

Eğer 𝑛 = 1 ve 𝑚 =
1
2 ise

𝑑
1
2

𝑑𝑥
1
2
𝑥 =

Γ(2)
Γ(1 − 1

2 + 1)
=

1
Γ( 3

2 )
𝑥

1
2

olur (Güneş, 2021)”.

“Burada, klasik türevden farklı olarak 𝑥 fonksiyonunun kesirli türevinin ne kadar
sapma olabileceğini gördük.

Eğer 𝑛 = 0 ve 𝑚 =
1
3 ise

𝑑
1
3

𝑑𝑥
1
3
(1) = Γ(1)

Γ(−1
3 + 1)

𝑥−
1
3 =

1
Γ( 2

3 )
𝑥−

1
3 .

3



1. GİRİŞ Duygu İŞLEYEN

Burada, klasik türevden farklı olarak 1 fonksiyonunun kesirli türevinin sıfırdan
farklı olduğunu görebiliriz. Bu açıklamalardan hareketle, farklı 𝑛 ve 𝑚 değerlerini
kullanarak (1.2) denkleminden farklı 𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑥𝑛 ifadesinin farklı çıkarsamalarını yapmak

mümkündür (Güneş, 2021)”.

“Bir fonksiyonunun 𝛼 reel ve eğer (𝑛 − 1) < 𝛼 ≤ 𝑛 olmak üzere 𝐷−𝛼 işleci
aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 6

𝐷−𝛼 𝑓 (𝑥) = 1
Γ(𝛼)

∫ 𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 (1.3)

tanımlanır (Podlubny, 1998; Güneş, 2021)”.
“Buradan, şimdi de (1.3) ifadesinden 𝐷𝛼 işleci

Tanım 7

𝐷𝛼 = 𝐷𝑛 (𝐷−(𝑛−𝛼)),

= 𝐷𝑛 ( 1
Γ(𝑛 − 𝛼)

∫ 𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑡)𝑛−𝛼−1 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡),

=
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
( 1
Γ(𝑛 − 𝛼)

∫ 𝑥

𝑎

𝑓 (𝑡)
(𝑥 − 𝑡)𝛼−𝑛+1 𝑑𝑡)

olarak tanımlanır (Podlubny, 1998; Güneş, 2021).

1.2. Laplace Transformasyonu

Tanım 8 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “Eksponansiyel mertebeli bir 𝑓 (𝑡)
fonksiyonunun Laplace transformasyonu

L[ 𝑓 (𝑡)] = 𝐹 (𝑠) =
∫ ∞

0
𝑒−𝑠𝑡 𝑓 (𝑡)𝑑𝑡

şeklinde tanımlanır”.

Tanım 9 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “ 𝐹 (𝑡) ve𝐺 (𝑡) fonksiyonlarının konvulasyonu

4



1. GİRİŞ Duygu İŞLEYEN

(convulation)

𝐹 ∗ 𝐺 =

∫
𝑓 (𝑥 − 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

=

∫
𝑓 (𝑡)𝑔(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

= 𝐺 ∗ 𝐹

ile tanımlanır. Konvulasyon aynı zamanda değişmelidir”.

Tanım 10 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “Konvulasyonunun Laplace tranformasyonu

L[𝐹 ∗ 𝐺] = 𝐹 (𝑠)𝐺 (𝑠)

biçimindedir”.

Tanım 11 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “Kompleks düzlemde ℜ(𝑧) > 0 olmak
üzere Γ(𝑧) integrali

Γ(𝑧) =
∫ ∞
0 𝑒−𝑡𝑡𝑧−1𝑑𝑡 (1.4)

olarak tanımlanır”.

1.3. Caputo Türev ve Laplace Dönüşümü

Tanım 12 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “Caputo anlamında türev 𝛼 > 0 ve 𝑡 > 0
olmak üzere

𝐶
𝑎 𝐷

𝛼
𝑡 𝑓 (𝑡) =

1
Γ(𝑛 − 𝛼)

∫ 𝑡

𝑎

(𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1 𝑓 (𝑛) (𝜏)𝑑𝜏 (1.5)

ile verilir”.

(1.5) denklemine Laplace uygulanırsa aşağıdaki formül bulunur.

Tanım 13 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “Eğer (𝑛 − 1) < 𝛼 ≤ 𝑛 ise∫ ∞

0
𝑒−𝑠𝑡

(
𝐶
0 𝐷

𝛼
𝑡 𝑓 (𝑡)

)
𝑑𝑡 = 𝑠𝛼𝐹 (𝑠) −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑠𝛼−𝑘−1 𝑓 (𝑘) (0) (1.6)

ile tarif edilir”.
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1. GİRİŞ Duygu İŞLEYEN

1.4. Mittag-Leffler Özel Fonksiyonu

Tanım 14 (Podlubny, 1998; Güneş, 2021) “Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

𝐸𝛼 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1) (1.7)

ile verilir”.

Tanım 15 (Podlubny, 1998; Agarwal, 1953; Güneş, 2021) “Eğer 𝛼 > 0 ve 𝛽 > 0 ise
iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

𝐸𝛼,𝛽 (𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽) (1.8)

ile verilir”.

1.5. İki Değişkenli Mittag-Leffler Fonksiyonunun Laplace Dönüşümü

“Eğer |𝑧 | < 1 ise iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace
transformasyonu∫ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝛽−1𝐸𝛼,𝛽 (𝑧𝑡𝛼)𝑑𝑡 =

1
1 − 𝑧

(1.9)

ile verilir. Şimdi de aşağıdaki ifadenin Laplace dönüşümüne bakalım.

𝑡𝛼𝑘+𝛽−1𝐸 (𝑘)
𝛼,𝛽

(±𝑧𝑡𝛼).

Burada,

𝐸
(𝑘)
𝛼,𝛽

(𝑦) ≡ 𝑑𝑘

𝑑𝑦𝑘
𝐸𝛼,𝛽 (𝑦).

ℜ(𝑝) > |𝑎 |1/𝛼 olduğu göz önüne alınırsa∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑡𝑡𝛼𝑘+𝛽−1𝐸 (𝑘)

𝛼,𝛽
(±𝑎𝑡𝛼)𝑑𝑡 = 𝑘!𝑝𝛼−𝛽

(𝑝𝛼 ∓ 𝑎)𝑘+1 (1.10)

6



1. GİRİŞ Duygu İŞLEYEN

elde edilir. (1.10) denkleminde 𝛼 = 𝛽 = 1
2 ve ℜ(𝑝) > 𝑎2 alınırsa∫ ∞

0
𝑒−𝑝𝑡𝑡

𝑘−1
2 𝐸

(𝑘)
1
2 ,

1
2
(±𝑎

√
𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘!

(√𝑝 ∓ 𝑎)𝑘+1 (1.11)

elde edilir (Podlubny, 1998; Güneş, 2021)”.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR Duygu İŞLEYEN

2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Doğada çeşitli alanlarda ortaya çıkan olayların veya problemlerin çoğu
diferansiyel denklemlerle temsil edildiğini söylemek abartı sayılmaz. Medellenen
problemlerin matematisel bir çözüme sahip olup olmadığını bilmek büyük önem arz
eder (Davis, 1962; Debnath, 2005; Logan, 1994; Whitham, 1974). Kesirli analiz için
temel teşkil eden önemli bir kaynak veya detaylı bir analiz için (Podlubny, 1998)
bakılabilir. Diferansiyel denklemlerin stabilite analizi ve özellikle denklemlerin denge
noktası civarındaki davranışları için (Teschl, 2024) ve popülasyon ve hayatta kalma
modelleri ile ilgili olarak (Waltman, 1983; Malthus, 1978; Burghes, 1975; De Roos,
2019) kaynaklarına bakmakta yarar vardır. Kesirli mertebeden medellenmiş klasik
nüfus modelleri ve farklı bir kaç problem Caputo ve Laplace dönüşümü kullanılarak
çözümlerin davranışları Mittag-Leffler özel fonksiyonları yardımıyla incelenecektir.
Kesirli denklemlerin Laplace metodu ile analizi (Tanriverd ve ark., 2021; Güneş,
2021); Daha değişik metotlar için; contour integral metodu (Tanriverdi, 2001;
Tanriverdi ve Mcleod, 2007; Tanriverdi ve Mcleod, 2008; Tanriverdi, 2009;
Tanriverdi, 2019; Tanriverdi, 2019a), klasik analiz (Tanriverdi, 2012; Tanriverdi,
2012a; Tanriverdi, 2017; Tanriverdi, 2019), Laplace dönüşüm metodu ( Tanriverdi,
2018), Laplace integrali (Tanriverdi, 2018), asimtotik analiz (Merca ve Tanriverdi,
2013), atış metodu (Hastings ve McLeod, 2011; Tanrıverdi ve Mcleod, 2010),
dönüşüm metodu (Tanriverdi ve Ağırağaç, 2018; Biz, 2019), iteratif metodu ( Alıcı ve
Tanriverdi, 2020; Alıcı ve Tanriverdi, 2021), asimtotik analiz metodu (Tanriverdi,
2021), Riemann zeta hiptotezi üzerine özgün bir bakış için (Tanriverdi, 2021),
Modifiye olmuş eksponansiyel fonksiyon metodu (Muhamad ve ark., 2023), Bernoulli
alt-denklem metodu (Başkonuş ve ark., 2022; Başkonuş ve ark., 2022a; Mahmud ve
ark., 2023), genişletilmiş rasyonel sinh-cosh ve değiştirilmiş ve genişletilmiş
tanh-function metodu (Mahmud ve ark., 2023; Mahmud ve ark., 2023a).
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3. MATERYAL ve YÖNTEM Duygu İŞLEYEN

3. MATERYAL ve YÖNTEM

Burada, materyal ve yönteme değinilecektir. Tezdeki metot ayrıntılarıyla ifade
edilmiştir.

3.1. Materyal

Önceki çalışmalarda ifade ediliği gibi daha önce yayımlanmış bilimsel
yayınlardan istifade edilmiştir.

3.2. Yöntem

“Lineer olmayan diferansiyel denklemleri veya kesirli diferansiyel denklemleri
çözmek için çeşitli metotlar mevcuttur. Bu metotlardan bir tanesi de otonom olmayan
sistemlerin yaklaşık çözümünü Mittag-Leffler fonksiyonları türünden yazmaktır.
Mittag-Leffler fonksiyonları içeren yaklaşık çözümleri elde etmek için Caputo kesirli
türevlerin Laplace transformasyonu alınır. Ele alınan diferansiyel denklem sistem
formatında değilse denkleme uygun dönüşümler yaparak sistemleştirilir. Yöntem özet
olarak aşağıda ifade edilmiştir.

• 1. Adım: Ele alınan sistemin denge noktası(ları) bulunur.

• 2. Adım: Ele alınan sistemin sağ tarafı denge noktası(ları) civarında lineerize
edilir.

• 3. Adım: Sistem denge noktası(ları) civarında lineerize edildikten sonra Caputo
türevin Laplace dönüşümü yeni sisteme uygulanır.

• 4. Adım: Sistemde bilinmeyenler çözülür ve bilinmeyenler Mittag-Laffler
formunda yazılır.

• 5. Adım: Ters Laplace dönüşümü uygulayarak ele alınan sistemin yaklaşık çözümü
Mittag-Laffler fonksiyonları cinsinden yazılır (Güneş 2021)”.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA Duygu İŞLEYEN

4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA

𝑥′(𝑡) nüfusun zamana göre değişim oranı olmak üzere bir türün en basit anlamda
eksponansiyel nüfus modeli

𝑥′(𝑡) = 𝑘𝑥(𝑡) (4.1)

şeklindedir. Burada, 𝑘 reel sabittir.

4.1. Kesirli Eksponansiyel Nüfus Modelinin Analizi

(4.1) denkleminin kesirli formu

𝑥𝛼 (𝑡) = 𝑘𝑥(𝑡) (4.2)

şeklindedir. Bu denklemin denge noktası 𝑥(𝑡) = 0 noktasıdır. Bu denkleme Laplace
transformastonu uygulanırsa

𝑠𝛼𝑋 (𝑠) − 𝑠𝛼−1𝑥(0) = 𝑋 (𝑠) (4.3)

elde edilir. 𝑋 (𝑠) çözülürse

𝑋 (𝑠) = 𝑠𝛼−1𝑥(0)
𝑠𝛼 − 𝑘

(4.4)

bulunur. Ters Laplace transformasyonu uygulanırsa

𝑥(𝑡) = 𝐸𝛼 (𝑘𝑡𝛼)𝑥(0) (4.5)

çözümü bulunur.
Aşağıdaki grafik çizimlerinde ise 𝑥(0) = 1 olarak alınmıştır. Grafiklerde gerçek

çözüm ile Mittag-Leffler cinsinden ifade edilen çözüm karşılaştırılmıştır.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA Duygu İŞLEYEN

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

ⅇt

Şekil 4.1: (4.5) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 ve 𝛼 = 0, 90.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.5

2.0

2.5

ⅇt

Şekil 4.2: (4.5) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 ve 𝛼 = 0, 98.

Şekil 4.3: (4.5) denkleminin 3D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 ve 0 ≤ 𝛼 ≤ 0, 90.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA Duygu İŞLEYEN

Ekponansiyel nüfus modeli oldukça etkili bir model değildir. Çünkü, belirli bir
türün çevresel desteği muhtemelen sonsuz olmadığından, eksponansiyel büyüme tam
olarak doğru değildir. Eksponansiyel model yerine daha etkili olan bir popülasyon
modelini ele alalım. Bu denklem 𝑘 ve 𝑚 reel sabitler olmak üzre

𝑥′(𝑡) = 𝑘𝑥(𝑡) (𝑚 − 𝑥(𝑡)) (4.6)

biçimindedir. (4.6) denklemi değişkenlerine ayrılabilir bir denklemdir. Bu denklemin
çözmü kolaylıkla

𝑥(𝑡) = 𝑚𝑥(0)
𝑥(0) + (𝑚 − 𝑥(0))𝑒−𝑘𝑚𝑡

olarak bulunur.

4.2. Kesirli Lojistik Nüfus Modelinin Analizi

Kesirli lojistik nüfus modeli

𝑥𝛼 (𝑡) = 𝑘𝑥(𝑡) (𝑚 − 𝑥(𝑡)) (4.7)

biçimindedir. Burada, 𝑚 maksimum popülasyon veya bir çeşit çevresel destek olan
taşıma kapasitesidir. Bu modele karşılık gelen denge noktaları 𝑥(𝑡) = 0 ve 𝑥(𝑡) = 𝑚.
(4.7) denkleminin 𝑥(𝑡) = 0 civarındaki lineer hali (4.2) denklemi ile aynıdır. Yani,
çözüm

𝑥(𝑡) = 𝑥(0)𝐸𝛼 (−𝑘𝑚𝑡𝛼) (4.8)

olarak bulunur.
Aşağıdaki grafik çizimlerinde ise 𝑥(0) = 25, 𝑘 = 0, 01 ve 𝑚 = 100 olarak

alınmıştır. Grafiklerde gerçek çözüm ile Mittag-Leffler cinsinden ifade edilen çözüm
karşılaştırılmıştır.
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25ⅇ-t

Şekil 4.4: (4.8) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 6 ve 𝛼 = 0, 90.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

5

10

15

20

25

25ⅇ-t

Şekil 4.5: (4.8) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 3 ve 𝛼 = 0, 98.

Şekil 4.6: 25𝐸𝛼 (−𝑡𝛼) − 𝑢 = 0 çözümünün grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 3, 𝛼 = 0, 98 ve 0 ≤ 𝑢 ≤ 25.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA Duygu İŞLEYEN

Burada, yalnız 𝑥(𝑡) = 𝑚 civarında (4.7) denkleminin lineer hali ele alınacaktır.
𝑥(𝑡) − 𝑚 = 𝑢 ise 𝑥(0) − 𝑚 = 𝑢(0) bulunur. 𝑢(𝑡) = 0 civarındaki lineer denklem

𝑢𝛼 (𝑡) = −𝑘𝑚𝑢(𝑡) (4.9)

biçimindedir. Burada, (4.9) denkleminin çözümü (4.3)-(4.5) adımlardaki çözüm ile
aynıdır. Bu çözüm

𝑢(𝑡) = 𝐸𝛼 (−𝑘𝑚𝑡𝛼)𝑢(0) (4.10)

biçimindedir. (4.10) denkleminde baştaki değişkenlere dönülürse

𝑥(𝑡) = 𝑚 +
(
𝑥(0) − 𝑚

) (
𝐸𝛼 (−𝑘𝑚𝑡𝛼)

)
(4.11)

bulunur.
Aşağıdaki grafik çizimlerinde 𝑥(0) = 25, 𝑘 = 0, 01 ve 𝑚 = 100 olarak alınmıştır.

Grafiklerde gerçek çözüm ile Mittag-Leffler cinsinden ifade edilen çözüm
karşılaştırılmıştır.

2 4 6 8 10

40
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80

100

100

3 ⅇ-t +1

Şekil 4.7: (4.11) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve 𝛼 = 0, 90.
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3 ⅇ-t +1

Şekil 4.8: (4.11) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 10 ve 𝛼 = 0, 98.

Şekil 4.9: (4.11) denkleminin 3D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 ve 0 ≤ 𝛼 ≤ 0, 98.
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Aşağıdaki grafik çizimlerinde ise 𝑥(0) = 150, 𝑘 = 0, 01 ve 𝑚 = 100 olarak
alınmıştır. Grafiklerde gerçek çözüm ile Mittag-Leffler cinsinden ifade edilen çözüm
karşılaştırılmıştır.
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Şekil 4.10: (4.11) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 5 ve 𝛼 = 0, 90.
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Şekil 4.11: (4.11) denkleminin grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 5 ve 𝛼 = 0, 98.
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Şekil 4.12: (4.11) denkleminin 3D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 2 ve 0 ≤ 𝛼 ≤ 0, 98.
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4.3. Kesirli Lotka-Volterra Popülasyon Modeli

Bu kısımda literatürde önemli bir yere sahip olan Lotka-Volterra (LV) denklemi
ve kesirli hali ele alınacaktır.

𝑥′ = 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥𝑦

𝑦′ = −𝑐𝑦 + 𝑑𝑥𝑦
(4.12)

denklemini ele alalım.
Denklem (4.12) değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel denklemdir. Burada, 𝑥

bir avın popülasyon yoğunluğunu, 𝑦 bazı yırtıcı türlerin popülasyon yoğunluğunu, 𝑎 bir
avın büyüme oranını, 𝑏 yırtıcı türlerin veya bulaşın varlığının avın (hastalığın) büyüme
hızına etkisi, 𝑐 yırtıcı türlerin ölüm oranı veya bulaşın yok olma oranını ve 𝑑 ise avın
varlığının yırtıcı türlerin veya bulaşın büyüme hızı üzerindeki etkisini gösterir.

Bu (4.12) denkleminin çözümü 𝑐 cabit olmak üzere

𝑑𝑥 − 𝑐 ln 𝑥 + 𝑏𝑦 − 𝑎 ln 𝑦 = 𝐶 (4.13)

biçimindedir. Burada, 𝐶 integral sabitidir.
(4.12) denkleminin matris formu[
𝑥′

𝑦′

]
=

[
𝑎𝑥 − 𝑏𝑥𝑦

−𝑐𝑦 + 𝑑𝑥𝑦

]
(4.14)

biçimindedir. Bu sistem (0, 0) ve ( 𝑐
𝑑
, 𝑎
𝑏
) kararlı denge noktalarına sahiptir. Sistem (4.14)

karşılık gelen kesirli sistem aşağıdaki gibidir.[
𝑥𝛼

𝑦𝛼

]
=

[
𝑎𝑥 − 𝑏𝑥𝑦

−𝑐𝑦 + 𝑑𝑥𝑦

]
. (4.15)

Bu (4.15) sisteminin (0, 0) ve ( 𝑐
𝑑
, 𝑎
𝑏
) civarlarındaki yaklaşık çözümleri iki durum

halinde ele alınacaktır.
Durum 1 (4.15) sisteminin (0, 0) noktası civarındaki lineer hali[
𝑥𝛼

𝑦𝛼

]
=

[
𝑎 0
0 −𝑐

] [
𝑥

𝑦

]
(4.16)
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA Duygu İŞLEYEN

biçimindedir. Bu son sisteme Caputo türevle birlikte Laplace dönüşümü uygulanırsa

𝑋 (𝑠) = 𝑠𝛼−1𝑥(0)
𝑠𝛼 − 𝑎

𝑌 (𝑠) = 𝑠𝛼−1𝑦(0)
𝑠𝛼 + 𝑐

(4.17)

olarak bulunr. Bu son sisteme ters Laplace dönüşümü uygulanırsa

𝑥(𝑡) = 𝑥(0)𝐸𝛼 (𝑎𝑡𝛼)

𝑦(𝑡) = 𝑦(0)𝐸𝛼 (−𝑐𝑡𝛼)

çözümleri elde edilir.
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Durum 2
(4.15) sisteminin ( 𝑐

𝑑
, 𝑎
𝑏
) noktası civarındaki lineer hali[

𝑥𝛼

𝑦𝛼

]
=

[
0 − 𝑏𝑐

𝑑

𝑎𝑑
𝑏

0

] [
𝑥 − 𝑐

𝑑

𝑦 − 𝑎
𝑏

]
(4.18)

biçimindedir. Bu halde, 𝑢 = 𝑥− 𝑐
𝑑

ve 𝑣 = 𝑦− 𝑎
𝑏

olsun. Caputo anlamında türev kullanılrsa[
𝑢𝛼

𝑣𝛼

]
=

[
0 − 𝑏𝑐

𝑑

𝑎𝑑
𝑏

0

] [
𝑢

𝑣

]
(4.19)

olur. Bu son denkleme Laplace dönüşümü tatbik edilirse

𝑠𝛼𝑈 (𝑠) − 𝑠𝛼−1𝑢(0) = −𝑏𝑐

𝑑
𝑉 (𝑠)

𝑠𝛼𝑉 (𝑠) − 𝑠𝛼−1𝑣(0) = 𝑎𝑑

𝑏
𝑈 (𝑠)

(4.20)

elde edilir. Denklem (4.20), 𝑈 (𝑠) ve 𝑉 (𝑠) göre çözülürse

𝑈 (𝑠) = 𝑠2𝛼−1𝑢(0) − 𝑓 𝑠𝛼−1𝑣(0)
𝑠2𝛼 + 𝑓 ℎ

,

𝑉 (𝑠) = 𝑠2𝛼−1𝑣(0) + ℎ𝑠𝛼−1𝑢(0)
𝑠2𝛼 + 𝑓 ℎ

(4.21)

elde edilir. Burada, 𝑓 = 𝑏𝑐
𝑑

ve ℎ = 𝑎𝑑
𝑏

olarak alınmıştır. Denklem (4.21) kesirlerine
ayrılırsa

𝑈 (𝑠) = − 𝑢(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠2𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

+ 𝑢(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠2𝛼−1

𝑠𝛼 − 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

+ 𝑓 𝑣(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

− 𝑓 𝑣(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 − 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(4.22)

ve

𝑉 (𝑠) = − 𝑣(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠2𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

+ 𝑣(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠2𝛼−1

𝑠𝛼 − 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

− ℎ𝑢(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

+ ℎ𝑢(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 − 𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(4.23)

olarak bulunur. Burada, 𝑖 =
√
−1. (4.22) ve (4.23) denklemlerine ters Laplace tatbik
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edilirse

𝑢(𝑡) = − 𝑢(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

( 𝛼+𝛽=1︷                                                ︸︸                                                ︷
𝑡𝛽+1𝐸𝛼,𝛽 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝑡𝛽+1𝐸𝛼,𝛽 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

)
+ 𝑓 𝑣(0)

2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

) (4.24)

ve

𝑣(𝑡) = − 𝑣(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

( 𝛼+𝛽=1︷                                                ︸︸                                                ︷
𝑡𝛽+1𝐸𝛼,𝛽 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝑡𝛽+1𝐸𝛼,𝛽 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

)
− ℎ𝑢(0)

2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

) (4.25)

çözümleri elde edilir. Bu (4.24) ve (4.25) çözümlerinin yalnız 𝛼 (𝛼 + 𝛽 = 1) cinsindeki
ifadesi

𝑢(𝑡) = − 𝑢(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

)
+ 𝑓 𝑣(0)

2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

) (4.26)

ve

𝑣(𝑡) = − 𝑣(0)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

)
− ℎ𝑢(0)

2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

) (4.27)

olarak elde edilir. (4.26) ve (4.27) çözümleri için baştaki orĳinal değişkenlere dönülürse

𝑥(𝑡) = 𝑐

𝑑
−
𝑥(0) − 𝑐

𝑑

2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

)
+

𝑓
(
𝑦(0) − 𝑎

𝑏

)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

) (4.28)

ve

𝑦(𝑡) = 𝑎

𝑏
−
𝑦(0) − 𝑎

𝑏

2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝑡2−𝛼𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

)
−
ℎ
(
𝑥(0) − 𝑐

𝑑

)
2𝑖
√︁
𝑓 ℎ

(
𝐸𝛼 (−𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼) − 𝐸𝛼 (𝑖

√︁
𝑓 ℎ𝑡𝛼)

) (4.29)
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beklenen çözümler elde edilir.

Şekil 4.13: (4.28) denkleminin 3D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 500, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04,
𝑎 = 0, 04, 𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01.

200 400 600 800 1000

-1.5×107

-1.0×107

-5.0×106

5.0×106

1.0×107

1.5×107

Şekil 4.14: (4.28) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1000, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04, 𝑎 = 0, 04,
𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01, 𝛼 = 0, 9.
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200 400 600 800 1000 1200 1400

-3×107

-2×107

-1×107

1×107

2×107

3×107

4×107

Şekil 4.15: (4.28) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1500, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04, 𝑎 = 0, 04,
𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01, 𝛼 = 0, 98.

200 400 600 800 1000 1200 1400

-3×107

-2×107

-1×107

1×107

2×107

3×107

4×107

Şekil 4.16: (4.28) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1500, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04, 𝑎 = 0, 04,
𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01, 𝛼 = 1.
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Şekil 4.17: (4.28) denkleminin 3D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1500, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04,
𝑎 = 0, 04, 𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01.

200 400 600 800 1000 1200 1400

-5×106

5×106

Şekil 4.18: (4.28) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1500, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04, 𝑎 = 0, 04,
𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01, 𝛼 = 0, 9.
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200 400 600 800 1000 1200 1400

-1.5×107

-1.0×107

-5.0×106

5.0×106

1.0×107

1.5×107

2.0×107

Şekil 4.19: (4.28) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1500, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04, 𝑎 = 0, 04,
𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01, 𝛼 = 0, 98.

200 400 600 800 1000 1200 1400

-1.5×107

-1.0×107

-5.0×106

5.0×106

1.0×107

1.5×107

2.0×107

Şekil 4.20: (4.28) denkleminin 2D grafiği 0 ≤ 𝑡 ≤ 1500, 𝑥(0) = 1000, 𝑦(0) = 500, 𝑐 = 0, 04, 𝑎 = 0, 04,
𝑏 = 0, 01, 𝑑 = 0, 01, 𝑓 = 0, 04, ℎ = 0, 01, 𝛼 = 1.
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER

Burada, Caputo türevle Laplace dönüşümü kullanılarak literatürde bilinen bazı
popülasyon modellerinin çözümleri Mittag-Leffler fonksiyonları ile elde edilmiştir.

5.1. Sonuçlar

Caputo türevle Laplace uygulanarak literatürde bilinen bazı modellerin Mittag-
Leffler özel fonksiyonu ile çözümleri bulunmuştur.

5.2. Öneriler

Caputo türev Laplace dönüşümü lineer olmayan kesirli bazı problemlere
uygulanmıştır. Buradaki muhakeme, klasik metotlara oranla entellektüel bir bakış
açısı gerektirebilir. Bu yöntemin doğru uygulanması halinde oldukça başarılı sonuçlar
elde edilebilir. Yani, bu metod oldukça etkili ve güvenilirdir.

Aslında, Caputo türevle Laplace dönüşüm metodu yaklaşık veya tam çözüm veren
yarı analitik metodlar olarak bilinen Adomian, homotopi perturbasyon metodlarından
elde edilen sonuçlarla karşılaştırılabilir.

Bu metotla, çözümleri Mittag-Leffler fonksiyonlarını ifade etmek bazen sıkıntılı
olabilir. Yani, çözümleri Mittag-Leffler fonksiyonları cinsinden yazmak entellektüel
bilgi veya tecrübe gerektirebilir.
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