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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BAZI DENKLEMLERIN MITTAG-LEFFLER FONKSIYONU iLE COZUMU

Duygu iISLEYEN

Harran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
YIL: 2024, Sayfa: 30

Birinci boliimde temel kavramlar ve Mittag-Leffler fonksiyonu ve ilgili 6zellikler verilmistir. Ikinci
boliimde dnceki calismalar ifade edilmistir. Uciincii boliimde, ele alinan metot sunulmustur. Dérdiincii
boliimde, bir tiiriin popiilasyonunu veya enfeksiyonun yayinimini modelleyen problemlerin kesirli
modellerinin ¢oziimleri Mittag-Leffler fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilmigtir. Son olarak, bulunan
sonuclar degerlendirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Diferansiyel denklemler, denge noktalar1, Mittag-Leffler fonksiyonu,
Caputo tiirev, yaklagik ¢oziim



ABSTRACT

MSc Thesis

CERTAIN EQUATIONS SOLVED BY MITTAG-LEFFLER FUNCTION

Duygu iISLEYEN

Harran University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI
Year: 2024, Page: 30

Firstly, the basic concepts and the Mittag-Leffler function and related properties are given. In the second
section, previous studies are stated. In the third section, the method discussed is explained. In the fourth
chapter, solutions of fractional models of problems modelling the population of a species or the spread
of infection are expressed with Mittag-Leffler functions. Finally, the obtained results were evaluated.

KEY WORDS: Differential equations, equilibrium points, Mittag-Leffler function, Caputo derivative,
approximating solution
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TESEKKUR

Tez konusunun secimi ve yiiriitiilmesi konusundaki yardimlar1 ve yakin ilgisinden dolay1 tez danismanim
Sayin Prof. Dr. Tanfer TANRIVERDI ye, tez jiirimde gorev alan ve katkida bulunan Sayin hocalarima
ve ayrica bana her zaman desteklerini esirgemeyen ailemdeki herkese ayr1 ayr1 tesekkiir ederim.

Ozellikle, iki y1l 6nce kaybettigim ve eksikligini hayat boyu hisedecegim kardesim Onur ISLEYEN’e
hayatima katt1g1 her sey i¢in ¢ok tesekkiir ederim.
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1. GIRiS Duygu ISLEYEN

1. GIRIS

Dogada cesitli alanlarda problemlerin cogu diferansiyel denklemlerle temsil
edilebilir. Dolayisiyla, medellenen problemlerin matematisel bir ¢oziime sahip olup

olmadigini bilmek biiyiik onem arz eder.

1.1. Bilinen Tanimlar

Tanmm 1 (Biz, 2019; Giines, 2021) “Bagiml degiskenin bir bagimsiz degiskene gore
tiirevlerini ihtiva eden denkleme bayagi diferansiyel denklemdir deriz. Eger bagimsiz

degisken birden fazla ise denkleme kismi diferansiyel denklem deriz. Daha formal bir

deyisle, i = 1,2, 3, ... olmak iizere x; olsun ve u = u(xy, x2, ..., x,) ise
0"u
F(xl,xz,...,xn,u,uxl,...,uxn,...,@) =0

denklemi n. meretebeden kapali formda bir kismi diferansiyel denklem belirtir. u =
u(x,t) ise g—z = f(x), uy = cuy veya xu, + t> = sin(x) denklemleri birer kismi
diferansiyel denklemdir.

Ikinci mertebeden iki degiskenli kismi diferansiyel denklemleri siniflandirmak

miimkiindiir. Bu siniflandirma i¢in agagidaki strateji izlenir.

2 0%u 0%u ou Ou

0“u
A@a)’)@*‘B(x,y)axay +C(x,)’)a_y2+f(x»y,u, a’a_y

)=0

diferansiyel denkleminde
B? — 4AC < 0 ise denklem eliptik,
B? — 4AC = 0 ise denklem parabolik,
B? — 4AC > 0 ise denklem hiperbolik

olarak bilinir”.

Tanmm 2 (Giines, 2021) “Tek degiskenli bir fonksiyonun x = xg civarindaki Taylor
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acilimi
1) = £ ) + /) (5 = x0) + L0 (g2 L0 (i
+&TO)(X_)CO)”+"'
n:

Eger xo = 0 1se seri Maclaurin acilimi olarak adlandirilir ”.

Tamim 3 (Biz, 2019; Giines, 2021) “iki degiskenli bir fonksiyonun (x,y) = (xq, yo)

civarindaki Taylor ag¢ilimi

f(x,y) = f(x0,y0) + fx(x0, yo) (x = x0) + f;(x0, ¥0) (¥ = yo)

N Fir (%0, ¥0) (x = x0)2 + fiey (x0, 0) (x = x0) (¥ = ¥0) + fyy (X0, ¥0) (¥ — y0)?
21

+ ..

seklindedir ”.
Tanim 4 (Biz, 2019; Giines, 2021) “Bir f(x) fonksiyonunun tiirevi

f,(XO) - lim f(x) _f(x()) -

—X0 X — X0
ile tammmlanir. Eger x — x¢ = A ise yukaridaki tanim

df (xo) _ lim f(xo+h) = f(xo)
dx >0 h

seklinde yazilir. xy keyfi oldugundan yukaridaki x yerine x yazalim. Bu halde,

df @) _ feeh) = f)

dx h—0 h

(1.1)

olarak ifade edilir”.
“Bizleri kesirli tiirevin tanimina veya amacimiza gotiiren formiilii ¢ikarsamaya

calisalim. m reel olmak iizere x" foknsiyonunun m kez tiirevi i¢in bir formiil elde
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edelim.

(xn)/ — nxn—l

b

()" = n(n - 1)x"2,

(") =n(n—1)(n-2)x""

MM =p(n-1)(n—-2)...(n—m+1)x" ™"
n! e

- (n- m)!x
elde edilir. Dolayisiyla, asagidaki tanimi yapmak miimkiindiir (Giines, 2021)”.
tiirevi:

Tamm 5 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “m reel olmak iizere x" ifadesinin m kez

(xn)(m) — _n

(n—m)!

xl’l —m
bicimindedir.

Bu tantmim Gamma fonksiyonu cinsindeki ifadesi
dm

s I'n+1)
dx™

_F(n—m+1)x

r (1.2)
seklindedir. n ve m nin farkli degerleri i¢in asagidaki ¢ikarsamalar: yapmak miimkiindiir.

1
Egern=1 vem = — ise

dz r'(2) 1
X = 1 TR
dx?2 F(1—§+1) F(i)

1
2

olur (Giines, 2021)”.

“Burada, klasik tiirevden farkli olarak x fonksiyonunun kesirli tiirevinin ne kadar
sapma olabilecegini gordiik.

1
Egern=0vem = - ise

di gy - _T)

1
dx3s

1
“r-i+) T

Wl

Wl
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Burada, klasik tiirevden farkli olarak 1 fonksiyonunun kesirli tiirevinin sifirdan

farkli oldugunu gorebiliriz. Bu agiklamalardan hareketle, farkli n ve m degerlerini

kullanarak (1.2) denkleminden farkli d‘i—ﬁx” ifadesinin farkli ¢ikarsamalarini yapmak

miimkiindiir (Glines, 2021)”.

“Bir fonksiyonunun a reel ve eger (n — 1) < @ < n olmak iizere D™ isleci

asagidaki gibi tamimlanir.

Tanim 6

D) = s [ 0w
tanimlanir (Podlubny, 1998; Giines, 2021)”.

“Buradan, simdi de (1.3) ifadesinden D¢ isleci
Tamm 7

D® = D"(D~ "),

n 1 * n-a—
=D (s / (x— 0" Lf (),
d 1 o f(1)

- ﬁ(r(n -a) J, (x—r)en+l

dt)

olarak tanimlanir (Podlubny, 1998; Giines, 2021).

1.2. Laplace Transformasyonu

(1.3)

Tamim 8 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “Eksponansiyel mertebeli bir f(7)

fonksiyonunun Laplace transformasyonu

LIF()] = F(s) = /0 (1) di

seklinde tanimlanir”.

Tanmim 9 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “ F(¢) ve G (¢) fonksiyonlarinin konvulasyonu
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(convulation)
Fx«G = / f(x—=1t)g(t)dt
- [ st - na
= G k F

ile tanimlanir. Konvulasyon ayn1 zamanda degismelidir”.

Tamm 10 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “Konvulasyonunun Laplace tranformasyonu
LIF«G] =F(s)G(s)
bicimindedir”.

Tammm 11 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “Kompleks diizlemde R(z) > 0 olmak

tizere I'(z) integrali
I'(z) = fooo e 't ldt (1.4)
olarak tanimlanir”.

1.3. Caputo Tiirev ve Laplace Doniisiimii

Tanmm 12 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “Caputo anlaminda tiirev @ > 0 ve t > 0

olmak tizere

1 ! o
SD{f(r) = m/ﬂ (- " (1)dr (1.5)
ile verilir”.
(1.5) denklemine Laplace uygulanirsa asagidaki formiil bulunur.

Tanim 13 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “Eger (n — 1) < @ < n ise

n—1

/0 "o (Sps f(t)) di = s"F(s) = Y 51 f®(0) (1.6)

k=0

ile tarif edilir”.
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1.4. Mittag-Leffler Ozel Fonksiyonu

Tamm 14 (Podlubny, 1998; Giines, 2021) “Bir parametreli Mittag-Lefller fonksiyonu

© k
_ Z
Ea(2) = ;) T(ak+1) (.7

ile verilir”.

Tanmm 15 (Podlubny, 1998; Agarwal, 1953; Giines, 2021) “Eger @ > 0 ve S > 0 ise

iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

k

- Z
Eup(z) = ) =———F—— (1.8)
kZ:(:) I'(ak + B)
ile verilir”.

1.5. iki Degiskenli Mittag-Leffler Fonksiyonunun Laplace Doniisiimii

“Eger |z|] < 1 ise iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace

transformasyonu

0 1
/ e "tPTUE, p(2t™)dt = —— (1.9)
0 ’ I-z

ile verilir. Simdi de asagidaki ifadenin Laplace doniisiimiine bakalim.
taktB_lEc(Xk’z(iZta) )

Burada,

d

k
(k) —
E,;(y) = WEQ,,B()’)-

R(p) > |a|"* oldugu gdz 6niine alinirsa

/ e_pltak+ﬁ_1E(§k;(iata)dt = (1.10)
. :
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elde edilir. (1.10) denkleminde a = 8 = 2 ve R(p) > a? alinirsa

k!
( \/— a)k+1
elde edilir (Podlubny, 1998; Giines, 2021)”.

/oo _pt E(k) (+a\/_)dt (1.11)
0



2. ONCEKI CALISMALAR Duygu ISLEYEN

2. ONCEKI CALISMALAR

Dogada c¢esitli alanlarda ortaya cikan olaylarin veya problemlerin ¢ogu
diferansiyel denklemlerle temsil edildigini sOylemek abarti sayilmaz. Medellenen
problemlerin matematisel bir ¢dziime sahip olup olmadigini bilmek biiyiik 6nem arz
eder (Davis, 1962; Debnath, 2005; Logan, 1994; Whitham, 1974). Kesirli analiz icin
temel tegkil eden onemli bir kaynak veya detayli bir analiz icin (Podlubny, 1998)
bakilabilir. Diferansiyel denklemlerin stabilite analizi ve 6zellikle denklemlerin denge
noktasi civarindaki davraniglart i¢in (Teschl, 2024) ve popiilasyon ve hayatta kalma
modelleri ile ilgili olarak (Waltman, 1983; Malthus, 1978; Burghes, 1975; De Roos,
2019) kaynaklarina bakmakta yarar vardir. Kesirli mertebeden medellenmis klasik
niifus modelleri ve farkli bir ka¢ problem Caputo ve Laplace doniisiimii kullanilarak
coziimlerin davraniglar1 Mittag-Leffler 6zel fonksiyonlar1 yardimiyla incelenecektir.
Kesirli denklemlerin Laplace metodu ile analizi (Tanriverd ve ark., 2021; Giines,
2021); Daha degisik metotlar i¢in; contour integral metodu (Tanriverdi, 2001;
Tanriverdi ve Mcleod, 2007; Tanriverdi ve Mcleod, 2008; Tanriverdi, 2009;
Tanriverdi, 2019; Tanriverdi, 2019a), klasik analiz (Tanriverdi, 2012; Tanriverdi,
2012a; Tanriverdi, 2017; Tanriverdi, 2019), Laplace doniisiim metodu ( Tanriverdi,
2018), Laplace integrali (Tanriverdi, 2018), asimtotik analiz (Merca ve Tanriverdi,
2013), atis metodu (Hastings ve McLeod, 2011; Tanriverdi ve Mcleod, 2010),
doniistim metodu (Tanriverdi ve Agiragag, 2018; Biz, 2019), iteratif metodu ( Alic1 ve
Tanriverdi, 2020; Alict ve Tanriverdi, 2021), asimtotik analiz metodu (Tanriverdi,
2021), Riemann zeta hiptotezi lizerine Ozgiin bir bakis icin (Tanriverdi, 2021),
Modifiye olmus eksponansiyel fonksiyon metodu (Muhamad ve ark., 2023), Bernoulli
alt-denklem metodu (Bagkonus ve ark., 2022; Baskonus ve ark., 2022a; Mahmud ve
ark., 2023), genisletilmis rasyonel sinh-cosh ve degistirilmis ve genisletilmis

tanh-function metodu (Mahmud ve ark., 2023; Mahmud ve ark., 2023a).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Burada, materyal ve yonteme deginilecektir. Tezdeki metot ayrintilariyla ifade

edilmistir.

3.1. Materyal

Onceki calismalarda ifade ediligi gibi daha ©nce yayimlanmis bilimsel

yayinlardan istifade edilmistir.

3.2. Yontem

“Lineer olmayan diferansiyel denklemleri veya kesirli diferansiyel denklemleri
cozmek i¢in ¢esitli metotlar mevcuttur. Bu metotlardan bir tanesi de otonom olmayan
sistemlerin yaklasik ¢Oziimiinii Mittag-Leffler fonksiyonlar1 tiirlinden yazmaktir.
Mittag-Leftler fonksiyonlar: iceren yaklasik ¢coziimleri elde etmek i¢in Caputo kesirli
tiirevlerin Laplace transformasyonu alinir. Ele alinan diferansiyel denklem sistem
formatinda degilse denkleme uygun doniisiimler yaparak sistemlestirilir. Yontem 6zet

olarak asagida ifade edilmistir.
* 1. Adim: Ele alinan sistemin denge noktasi(lar1) bulunur.

e 2. Adim: Ele alinan sistemin sag tarafi denge noktasi(lar1) civarinda lineerize
edilir.
* 3. Adim: Sistem denge noktasi(lar1) civarinda lineerize edildikten sonra Caputo

tiirevin Laplace doniisiimii yeni sisteme uygulanir.

* 4. Adim: Sistemde bilinmeyenler c¢oziilir ve bilinmeyenler Mittag-Laffler

formunda yazilir.

* 5. Adim: Ters Laplace doniisiimii uygulayarak ele alinan sistemin yaklagik ¢coziimii

Mittag-Laffler fonksiyonlari cinsinden yazilir (Glineg 2021)”.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

x’(t) niifusun zamana gore degisim orani olmak iizere bir tiiriin en basit anlamda

eksponansiyel niifus modeli
x'(t) = kx(t) “4.1)
seklindedir. Burada, & reel sabittir.

4.1. Kesirli Eksponansiyel Niifus Modelinin Analizi

(4.1) denkleminin kesirli formu
x4(t) = kx(t) (4.2)

seklindedir. Bu denklemin denge noktasi x(¢#) = 0 noktasidir. Bu denkleme Laplace

transformastonu uygulanirsa
s?X (s) — s 'x(0) = X(s) (4.3)

elde edilir. X (s) ¢oziiliirse

57 1x(0)
X(s) = —— 4.4
() = (44
bulunur. Ters Laplace transformasyonu uygulanirsa
x(1) = Eo(kt*)x(0) 4.5)

¢Ozlimii bulunur.
Asagidaki grafik ¢izimlerinde ise x(0) = 1 olarak alinmustir. Grafiklerde gercek

coziim ile Mittag-Lefller cinsinden ifade edilen ¢6ziim kargilagtirilmasgtir.
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3.0F

25F

20F

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.1: (4.5) denkleminin grafigi 0 < ¢ < 1 ve @ = 0, 90.

25
20
1.5

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.2: (4.5) denkleminin grafigi 0 <t < 1ve @ =0, 98.

Sekil 4.3: (4.5) denkleminin 3D grafigi 0 <7 <2ve0 < a <0,90.

11
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Ekponansiyel niifus modeli oldukga etkili bir model degildir. Ciinkii, belirli bir
tiirtin cevresel destegi muhtemelen sonsuz olmadigindan, eksponansiyel biiylime tam
olarak dogru degildir. Eksponansiyel model yerine daha etkili olan bir popiilasyon

modelini ele alalim. Bu denklem k ve m reel sabitler olmak tizre
x'(t) = kx(t)(m — x(1)) (4.6)

bicimindedir. (4.6) denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir denklemdir. Bu denklemin
¢O6zmii kolaylikla

mx(0)
x(0) + (m — x(0))e—kmt

x(t) =

olarak bulunur.

4.2. Kesirli Lojistik Niifus Modelinin Analizi

Kesirli lojistik niifus modeli
x4 (t) = kx(t)(m — x(1)) 4.7

bicimindedir. Burada, m maksimum popiilasyon veya bir ¢esit cevresel destek olan
tasima kapasitesidir. Bu modele karsilik gelen denge noktalart x(z) = 0 ve x(¢) = m.
(4.7) denkleminin x(¢) = 0 civarindaki lineer hali (4.2) denklemi ile aynidir. Yani,

¢Ozlim
x(1) =x(0)Ey(—kmt®) (4.8)

olarak bulunur.
Asagidaki grafik cizimlerinde ise x(0) = 25, k = 0,01 ve m = 100 olarak
almmustir. Grafiklerde gercek coziim ile Mittag-Leffler cinsinden ifade edilen ¢oziim

karsilagtirilmisgtir.
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2567

1 2 3 4 5 6

Sekil 4.4: (4.8) denkleminin grafigi 0 <7 < 6 ve @ = 0, 90.

25¢™

Sekil 4.5: (4.8) denkleminin grafigi 0 <7 < 3 ve @ =0, 98.

Sekil 4.6: 25E ,(—t%) — u = 0 ¢oziimiiniin grafigi0 <t <3,  =0,98 ve 0 < u < 25.
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Burada, yalniz x(¢#) = m civarinda (4.7) denkleminin lineer hali ele alinacaktir.

x(t) =m = uise x(0) — m = u(0) bulunur. u(¢) = 0 civarindaki lineer denklem
u®(t) = —kmu(r) (4.9)

bicimindedir. Burada, (4.9) denkleminin ¢oziimii (4.3)-(4.5) adimlardaki ¢6ziim ile

aynidir. Bu ¢6ziim

u(t) = Eo(—kmt®*)u(0) (4.10)
bicimindedir. (4.10) denkleminde bastaki degiskenlere doniiliirse

x(1) =m+ (x(0) — m) (Eq(—kmz®)) 4.11)

bulunur.
Asagidaki grafik cizimlerinde x(0) = 25, kK = 0,01 ve m = 100 olarak alinmusgtir.
Grafiklerde gercek c¢oziim ile Mittag-Leffler cinsinden ifade edilen c¢oziim

kargilagtirilmasgtir.

....................

Sekil 4.7: (4.11) denkleminin grafigi 0 < ¢ < 10 ve @ = 0, 90.
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100

3e7t+1

100 -

60 -

40

Sekil 4.8: (4.11) denkleminin grafigi 0 < ¢t < 10 ve @ = 0, 98.

Sekil 4.9: (4.11) denkleminin 3D grafigi 0 <7 <2ve0 < a <0,98.
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Asagidaki grafik cizimlerinde ise x(0) = 150, k = 0,01 ve m = 100 olarak
alinmagtir. Grafiklerde gercek ¢oziim ile Mittag-Lefller cinsinden ifade edilen ¢oziim

karsilagtirilmastir.

Sekil 4.10: (4.11) denkleminin grafigi 0 < ¢ < 5 ve @ = 0, 90.

Sekil 4.11: (4.11) denkleminin grafigi 0 < ¢ < 5 ve @ = 0, 98.
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Sekil 4.12: (4.11) denkleminin 3D grafigi0 <7 <2ve 0 < @ <0, 98.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA Duygu iISLEYEN

4.3. Kesirli Lotka-Volterra Popiilasyon Modeli

Bu kisimda literatiirde 6nemli bir yere sahip olan Lotka-Volterra (LV) denklemi
ve kesirli hali ele alinacaktir.
x" = ax — bxy
(4.12)

’

y = —cy+dxy

denklemini ele alalim.

Denklem (4.12) degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklemdir. Burada, x
bir avin popiilasyon yogunlugunu, y bazi yirtici tiirlerin popiilasyon yogunlugunu, a bir
avin biiyiime oranini, b yirtici tiirlerin veya bulasin varliginin avin (hastaligin) biiyiime
hizina etkisi, ¢ yirtici tiirlerin 6liim orani veya bulasin yok olma oranim ve d ise avin
varliginin yirtict tiirlerin veya bulagin biiylime hizi tizerindeki etkisini gosterir.

Bu (4.12) denkleminin ¢6ziimii ¢ cabit olmak iizere
dx —clnx+by—-alny=C (4.13)

bicimindedir. Burada, C integral sabitidir.

(4.12) denkleminin matris formu

-

bigimindedir. Bu sistem (0, 0) ve (3, ;) kararli denge noktalarina sahiptir. Sistem (4.14)

ax — bxy 4.14)
—cy +dxy

karsilik gelen kesirli sistem asagidaki gibidir.

xa
¢ )

Bu (4.15) sisteminin (0, 0) ve (3, ;) civarlarindaki yaklasik ¢oziimleri iki durum

ax — bxy

. (4.15)

—cy +dxy

halinde ele alinacaktir.

Durum 1 (4.15) sisteminin (0, 0) noktas1 civarindaki lineer hali

SR
= (4.16)
! 0 —c||y
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bicimindedir. Bu son sisteme Caputo tiirevle birlikte Laplace doniisiimii uygulanirsa

a—1 (0)
X(s) = s x
¢ —a 4.17)
sy (0)
Y(s) =
s¥+ ¢

olarak bulunr. Bu son sisteme ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

x(t) =x(0)Ey(at®)
y(t) = y(0)Eq(—ct®)

coziimleri elde edilir.
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Durum 2

(4.15) sisteminin (5, £) noktasi civarindaki lineer hali
x|
vl

0 =beflx—c¢
y d d (4.18)
5 0lD-3%

bicimindedir. Bu halde,

u = x—45vev = y—7 olsun. Caputo anlaminda tiirev kullanilrsa

| u
[ ] (4.19)
v

olur. Bu son denkleme Laplace doniistimii tatbik edilirse

b
s?U(s) = s (0) = =25V (s)
o (4.20)
sV (s) — s v (0) = 7U(s)
elde edilir. Denklem (4.20), U(s) ve V(s) gore ¢oziiliirse

Us) = 521y (0) = £s* v (0)

2a >
2a-1 Y 4 fh—l (4.21)
V(s) s7 v (0) + hs® u(0)
S) =
522 + fh
elde edilir. Burada, f = % ve h = <= olarak alinmistir. Denklem (4.21) kesirlerine
ayrilirsa
M(O) s2a—l u(O) S2a—1
U(s) =—
20 fhs®+i\fh 2i\fhs®—i\fh 4.22)
L O s L) s '
20\ fhs®+iNfh 2i\fhs®—i\fh
ve
V(S) _ V(O) s2(y—1 V(O) S2(1—1

\/_hs“+l\/_ \/_hs“—l\/_

hu(O) sl hu(O) s@1 (423)

\/_hs“+l\/— \/_hs“—z\/_

olarak bulunur. Burada, i = V-1. (4.22) ve (4.23) denklemlerine ters Laplace tatbik
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edilirse
a+p=1
0 + . o + . a
u(t) = —%(ﬂf g (=i h%) = 1 By g i F %) ) )
fv(0) o o
2l\/f_(Ea( —iFht?) = Eo ("))
ve
a+p=1
0 + . @ + ; a
V(o) = -%(tﬂ g (<INFRE) — 9% E i T s
hu(0) o o
2l\/f_(E(z\/_t) E(zx/_t))
cozlimleri elde edilir. Bu (4.24) ve (4.25) ¢oziimlerinin yalnmiz @ (@ + 8 = 1) cinsindeki
ifadesi
u(t) = t‘\(/(l( 27 Eq (=i ht®) - tQ“’Ea(i\/f_ht"))
(4.26)
fv(0) y o
QH/f_(E(Z\/_t) E(z\/_t))
ve

v(t) = l\(/(l( 27 Eq (=i ht®) - tZ'QEQ(i\/ﬁt”))
4.27)

hu(0) o o
2l\/f_(E(l\/_t) E(l\/_[))

olarak elde edilir. (4.26) ve (4.27) ¢oziimleri icin bastaki orijinal degiskenlere doniiliirse

x(1) :2— (l\)/_ (2 CEo (=i fht?) — 1> f’Ea(z‘\/ﬁt“))
(4.28)

f(y()__ @ @
T (E(z\/—t) E(z\/—t))

veE

y(t):%—y(\)/_(QaE( l\/_ta) QQEa(i\/ﬁta))
N (4.29)

(()—— » o
;\/f_ (E(zx/_t)—E(zx/_t))
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beklenen ¢oziimler elde edilir.

Sekil 4.13: (4.28) denkleminin 3D grafigi 0 < r < 500,0 < @ < 1, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0, 04,
a=0,04,b=0,01,d=0,01, f =0,04, h =0,01.

15x107 F
1.0x107 |

5.0x108 F

, /

1 1
200 400 600 800 000

-5.0x10% |
-1.0x107 |

-15x107 |

Sekil 4.14: (4.28) denkleminin 2D grafigi 0 < r < 1000, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0,04, a = 0, 04,
b=0,01,d=0,01, f =0,04, h=0,01, @ =0,9.
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4x107

3x107 |
2x107 |
1x107 [ /\
MmO 600 [ 800\ 1000 1200  f400
-1x107 [
—2x107 [
-3x107 [

Sekil 4.15: (4.28) denkleminin 2D grafigi 0 < ¢ < 1500, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0,04, a = 0, 04,
b=0,01,d=0,01, f =0,04, h =0,01, @ =0, 98.

4x107

3x107 F
2x107 [
1x107 | /\
M«So 660 860 10‘ 0 1 ‘ 0 4‘00
—1x107 [
—2x107 [ \/
-3x107 [

Sekil 4.16: (4.28) denkleminin 2D grafigi 0 < ¢ < 1500, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0,04, a = 0, 04,
b=0,01,d=0,01, f=0,04, h=0,01, @ = 1.
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Sekil 4.17: (4.28) denkleminin 3D grafigi 0 < ¢ < 1500, 0 < @ < 1, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0, 04,
a=0,04,b=0,01,d =0,01, f =0,04, = 0,01.

5x108 |

MR W ST I I WY A
200 400 600 800 00 120 140

-5x108 -

Sekil 4.18: (4.28) denkleminin 2D grafigi 0 < ¢ < 1500, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0,04, a = 0, 04,
b=0,01,d=0,01, f=0,04, h=0,01, 2 =0,9.
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2.0x107 -
1.5x107 |
1.0x107 |

5.0x108 [

-5.0x10° |
-1.0x107 F

~15x107 |

Sekil 4.19: (4.28) denkleminin 2D grafigi 0 < ¢ < 1500, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0,04, a = 0, 04,
b=0,01,d=0,01, f =0,04, h = 0,01, @ =0, 98.

2.0x107

1.5x107 |
1.0x107 |
5.0x108 [ /\
5\0/460 660 8(;0 1(;0 1‘0 4‘00
-5.0x10%
-1.0x107 | \/
-15x107 |

Sekil 4.20: (4.28) denkleminin 2D grafigi 0 < ¢ < 1500, x(0) = 1000, y(0) = 500, ¢ = 0,04, a = 0, 04,
b=0,01,d=0,01, f=0,04, h=0,01, @ = 1.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Burada, Caputo tiirevle Laplace doniistimii kullanilarak literatiirde bilinen bazi

popiilasyon modellerinin ¢oziimleri Mittag-Leffler fonksiyonlart ile elde edilmistir.

5.1. Sonuclar

Caputo tiirevle Laplace uygulanarak literatiirde bilinen baz1 modellerin Mittag-

Leffler 6zel fonksiyonu ile ¢ézlimleri bulunmustur.

5.2. Oneriler

Caputo tiirev Laplace doniisiimii lineer olmayan kesirli bazi problemlere
uygulanmistir. Buradaki muhakeme, klasik metotlara oranla entellektiiel bir bakis
acis1 gerektirebilir. Bu yontemin dogru uygulanmasi halinde olduk¢a basarili sonuclar

elde edilebilir. Yani, bu metod olduk¢a etkili ve giivenilirdir.

Aslinda, Caputo tiirevle Laplace doniisiim metodu yaklasik veya tam ¢6ziim veren
yar1 analitik metodlar olarak bilinen Adomian, homotopi perturbasyon metodlarindan

elde edilen sonuclarla karsilagtirilabilir.

Bu metotla, ¢coziimleri Mittag-Leffler fonksiyonlarini ifade etmek bazen sikintili
olabilir. Yani, ¢oziimleri Mittag-Leffler fonksiyonlar1 cinsinden yazmak entellektiiel

bilgi veya tecriibe gerektirebilir.
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