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OZET

Bu tez galismasinda, esnek kiime teorisine katkida bulunmak i¢in, baz1 yeni esnek kiime islemleri
tanimlanmustir. Bu kapsamda, tiimleyenli genisletilmis fark ve timleyenli genisletilmis lamda islemi
tanmimlanmus, Ornekleri verilmis, islemlerin tiim 6zellikleri detayli bir sekilde incelenmis, her bir
islemin diger esnek kiime islemleri ile iligkisini elde etmek bu islemlerin diger esnek kiime islemleri
tizerine dagilma kurallarina bakilmuis, sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi tizerinde bu islemlerin
hangi cebirsel yapilar olusturdugu incelenmistir.

Tez bes boliimden olusmaktadir. Tlk boliimde, esnek kiimeler ile ilgili literatiir taramasi yapilmustr.
Ikinci bolimde, esnek kiime ve BCK-cebiri ilgili tanim ve kavramlara yer verilmistir. Ugiincii ve
dordinci bolimde sirasiyla tiimleyenli genisletilmis fark ve tlmleyenli genisletilmis lamda
isleminin tim Ozelliklerine bu islemlerin diger islemlere olan dagilmasiyla birlikte bakilmustir.
Islemlerin &zelliklerine bakilirken, kapalilik, birlesme, birim eleman, ters eleman, degisme,
idempotentlik gibi tiim 6zellikler incelenmis olup, 6zellikle fark islemi klasik kiime teorisinde de var
olan bir islem oldugu igin, klasik kiimelerdeki fark isleminin timleyenli genisletilmis fark islemi ile
ne gibi benzer ozellikler olusturdugu dikkatli sekilde ele alinmis ve ¢ok g¢arpici sonuglar elde
edilmigtir. Ayrica, tiimleyenli genisletilmis fark isleminin sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi
uzerinde BCK-cebiri olusturdugu gosterilmistir. Sonug ve 6neriler boliiminde, elde edilen sonuglara
yer verilmistir.

Sayfa Adedi : 80
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ABSTRACT

In this thesis study, some new soft set operations have been defined in order to make a contribution
to the soft set theory. In this regard, complementary extended difference and complementary
extended lambda operations are defined and their examples are given, the whole properties of these
operations are examined in detail, the distribution rules of these operations over other soft set
operations are investigated, and the algebraic structures that these operations form on the set of soft
sets with a fixed parameter set are examined to obtain the relationship of each operation with other
soft set operations.

The thesis consists of five chapters. In the first section, a literature review is conducted on soft set
theory. In the second chapter, related definitions and basic concepts of soft sets and BCK-algebra are
included. In the third and fourth sections, all the properties of the complementary extended
difference operation and complementary extended lambda operation together with the distributions
of these operations over other operations are examined, respectively. While investigating the
properties of the operations, all the properties such as closure, union, unit element, inverse element,
commutative and idempotent property are examined, and especially since the difference operation is
also an operation in classical set theory, it is of importance to pay attention to what kind of analogies
the difference operation in classical sets have with the complementary extended difference operation
in soft sets is handled and very striking results are obtained. It has been observed that the
complementary extended difference operation forms BCK-algebra on the set of soft sets with a fixed
parameter set. The results and obtained are included in the results and recommendations section.

Number of pages :80
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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢aligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

E Parametre kiimesi

U Evrensel kiime

P(U) U nun kuvvet kiimesi

(F.A) (F,A) esnek kiimesi

(F,A)F (F,A) esnek kiimenin timleyeni

Da A ya gore bos esnek kiime

O E ye gore bos esnek kiime

Uga A ya gore evrensel esnek kiime

Ug Mutlak esnek kiime

P Bos esnek kiime

Se(U) U tlizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi
Sa(U) A tlizerinde tanimli tiim esnek kiimelerin kiimesi
v Evrensel niceleyici, her

3 Varliksal niceleyici, en az bir

+ Art1 islemi

A Lamda islemi

0 Teta islemi

* Yildiz islemi

Y Gamma islemi

A Simetrik fark islemi



1. GIRIS

Hayatimizda karsimiza ¢ikan bazi olaylar1 agiklamak ve onlar hakkinda yorum yapmak
oldukgca zordur. Bu durum veya olaylar ¢ogunlukla, kisilere, zamana ve ortama gore
degisiklik gdsteren, objektif olmayan durum ve olaylardir. Insanlarin hayatlarinda kullandig1
belirsizlik iceren birtakim ifadeler vardir. Biyuk bisiklet, kaliteli ¢anta, kisa boy gibi kigiden
kisiye gore degisen belirsiz ifadeler mevcuttur. Belirsizlikler bir¢ok bilim dalin1 oldugu gibi
matematigi de etkileyebilmektedir. Arastrmacilar bircok bilim dalinda karmasik
problemleri ¢ozmeye c¢alisirken ayni zamanda belirsizliklerin  modellenmesiyle de
ugrasmislardir. Farkli tiirlerde ortaya ¢ikan belirsizliklerden dolayi, bu belirsizlikleri
gidermek icin klasik yOntemlerin diginda belirsizli§i de inceleyen metotlara ihtiyag
duyulmustur. Bu nedenle bilim adamlar1 belirsizligi anlamak ve bunlara ¢6ziim saglamak

icin birgok teori ortaya atmistir.

Olasilik teorisi, aralik matematigi, istatistik, sezgisel bulanik kiimeler teorisi, bulanik
kiimeler teorisi en ¢ok bilinen ve belirsizligi modellemek i¢in sik kullanilan matematiksel
teorilerden birkagidir. Bu teoriler igerisinde en ¢ok dikkat ¢ekenlerden biri Zadeh (1965)
tarafindan ortaya atilan bulanik kiimeler teorisidir. Bu teori baz1 yapisal zorluklar1 iginde
barindirdigi i¢in farkl teorilere ihtiya¢ duyulmustur. Bilindigi iizere bir bulanik kiime onun
Uyelik fonksiyonu yoluyla tanimlanir. Her bir durum i¢in tiyelik fonksiyonu olusturma
zorlugu s6z konusu oldugundan, tiyelik fonksiyonun dogasi fazlasiyla bireyseldir. Bundan
dolay1 tliyelik fonksiyonu olusumundan bagimsiz bir kiimeler teorisine ihtiya¢ duyulmustur.
Molodstov tarafindan 1999 yilinda ortaya atilan Esnek Kiime Teorisi tyelik fonksiyonundan
kaynaklanan sorunlari ortadan kaldirmistir (Molodstov, 1999). Molodstov esnek kiime
teorisini matematigin bircok alanina transfer etmistir. islem arastirmalari, oyun teorisi,
olasilik, 6l¢lim teorisi, siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, Riemann’in integrasyonu,

Perron’un integrasyonu esnek kiime teorisini basariyla kullandig1 alanlardir.

Esnek kiimeler teorisi ortaya atildigindan bu yana, en yogun uygulama buldugu alan karar
verme probleridir. Maji, Ray ve Biswas (2002) ¢ok aralik degerli bulanik esnek kiime
kavramini, timleyen, birlesim, kesisim gibi temel islemleri inceleyip bunlar1 karar verme
probleminde uygulamislardir. Ayrica esnek kiime ve bulanik kiimeyi birlestirip bulanik

esnek kiime ve daha sonrasinda sezgisel bulanik esnek kiime kavramini ortaya atmiglardir.



Chen, Tsang ve Yeung (2003), Maji ve digerlerinin (2002) esnek kiime indirgenmesi
sonucunun yanlis oldugunu ve indirgeme esnek kiimenin tanimimin uygun olmadigini ifade
etmis ve daha sonra esnek kumelerin parametrelere indirgemesinin uygun oldugunu
belirtmiglerdir. Xiao (2003) esnek kiimelerde kullanmak amaciyla yapay bir hesaplama
metodu gelistirmistir. Chen, Tsang, Young ve Wang (2005) esnek kimelerde
parametrelestirme azaltilmasinin yeni bir tanimi kullanmis ve karar verme probleminde
esnek kiime uygulamasini gelistirmislerdir. Murif, Sengupta ve Ray (2006) siniflandirma
icin yeni bir algoritma sunmuslardir. Herewan ve Deris (2010) esnek kiime teorisi altinda
parametrelendirme indirgemesini tibbi karar verme i¢in bir teknik olarak diisiinmiis ve olas1
uygulamalardan birini grip siiphesi olan hastalarin karar vermesi i¢in uygulanabildigini
sunmuslardir. Bununla birlikte Herewan (2010) influenza siiphesi olan hastalardan olusan
bir veri kiimesinden Boolean degerli bir bilgi sistemi araciligryla esnek kiime temelli karar
verme tekniginin genisletilmis bir uygulamasini sunmustur. Cagman ve Enginoglu (2010a)
esnek matrisleri ve bu matrislerin islemlerini daha islevsel hale getirmek i¢in tanimlayip,
esnek maksimum-minimum karar verme yontemini belirsizlik iceren problemlere
uygulanabilecek sekilde olusturmuslardir. Cagman ve Enginoglu (2010b) Molodstov’un
esnek kiimelerin karar fonksiyonunun ¢arpimlarini gostermisler ve esnek kiime islemlerini
daha kullanigh hale getirmek igin yeniden tanimlama yapmuslardir. Gong, Xiao ve Zhang
(2010) bijektif esnek kiime kavramini ve karar verme problemlerinde bijektik esnek kiimenin
uygulanmasini arastirmiglardir. Xia, Gong, Xiao ve Zou (2010) bijektif ayiric1 esnek karar
sistemlerinin azaltilmasi kavramlari incelemislerdir. Kharal (2014) bir esnek kiimenin tyelik
yapisini incelemis ve 6zelliklerini sunmustur. Atagiin, Kamaci ve Oktay (2018) daha dnce
tanimlananlar1 farkli tiirlerdeki esnek matrisleri de carpacak sekilde genellemislerdir ve
bdylece ¢oziim siirecini daha hizli ve anlasilir hale getirmislerdir. Saltik, Akiz ve Atagiin
(2018) ters esnek matris teorisini, islemlerini, carpimlarin1 ve cebirsel yapilarint ayrintili
olarak tanitmuslardir. Petchimuthu, Garg, Kamaci ve Atagiin (2020) iki bulanik esnek
matrisin ¢arpimlarini genellestirerek, bu genellemeler sayesinde farkl tiirlerdeki ii¢ veya
daha fazla bulanik esnek matrisi ¢arpilabilir hale getirmiglerdir. Ayrica esnek matrislerin
ortalama operatorleri ve bulanik esnek matrislerin genellestirilmis ¢arpimlarmi kullanarak
iki algoritma ortaya atmiglardir. Zorlutuna (2021) esnek siniflar lizerinde kiime degerli
doniisiim kavramini tanitmislar ve karsit Orneklerle destekleyip goriintiilerin c¢esitli
ozelliklerini ve esnek kiimelerin ters goriintiilerini incelemisler, bu kavrami karar verme

problemlerine uygulamislardir.



Esnek kiimeler yardimiyla, esnek cebirsel yapilar birgok arastirmaci tarafindan ¢aligilmistir.
Aktas ve Cagman (2007) esnek kiimeleri, bulanik kiimeler ve yaklasimli kiimelerin ilgili
kavramlariyla karsilastirmigtir. Bu ¢aligmada ayrica, diger ¢aligmalara yol gdsteren grup
teorisini literatiire kazandirmistir. Esnek grup yapisi iizerinde normal esnek, esnek alt grup
gibi cebirsel yapilar1 da tanimlamistir. Jun (2008) esnek BCK-BCI cebirleri ve esnek alt
cebir kavramlarini 6zellikleriyle birlikte incelemislerdir. Jun ve Park (2008) esnek kiimeleri
BCK-BCI cebirlerini  uygulayarak esnek cebirsel 0zelliklerini  incelemis ve
orneklendirmislerdir. Feng, Jun ve Zhao (2008) esnek kiime teorisini kullanarak esnek yar1
halkalari, esnek yar1 halkalardaki esnek idealleri ve idealistik yar1 halkalar1 tanimlamislardir.
Sun, Zhang ve Liu (2008) esnek modiil kavramini tanitip bu teoriden yararlanarak esnek
modiillerin 6zelliklerini incelemislerdir. Jun, Lee ve Zhan (2009) esnek p-idealleri ve p-
idealistik esnek BCl-cebirleri kavramini tanitmis ve Ozelliklerini arastirmiglardir. Bu
kiimeleri kullanarak, BCI cebirlerindeki bulanik p-ideallerinin farkliklarini ortaya
koymuslardir. Zhan ve Jun (2010) esnek BL-cebirleri iizerine ¢aligmiglardir. Jun, Lee ve
Khan (2010) esnek kiime kavramini sirali yar1 gruplara uygulamiglardir. Esnek sirali yar1
grup, esnek sirali alt yar1 grup, esnek sol (sag) ideal esnek sirali yar1 grup kavramina
tanitmuglar ve gesitli 6zelliklerini incelemislerdir. Sezgin, Atagiin ve Aygiin (2011) esnek
gruplar ve normalistik esnek gruplari incelemislerdir. Sezgin, Atagliin ve Aygun (2011)
idealistik esnek yakin halkalarm 6zelliklerini arastirmislar ve yakin halka epimorfizmleri
altinda yapilarin korundugunu géstermis ve ilgili ¢alismalar1 teorik agidan genisletmislerdir.
Sezer, Cagman ve Atagiin (2014) yar1 gruplarm esnek kesisimli i¢ ideallerini, yari-ideallerini
ve genisletilmis iki ideallerini tanimlamis ve aralarindaki iliskileri vermislerdir. Ayrica,
diizenli tam diizenli zayif diizenli ve yar1 diizenli yar1 gruplar1 bu idealleri agisindan
karakterize etmislerdir. Sezer, Cagman, Atagun, Ali ve Tirkmen (2015) esnek kesisimsels
yar1 gruplari, esnek kesisimsel sol (sag) idealleri ve yar1 gruplarin iki ideallerini tanimlayip
ozelliklerini ve aralarmdaki iliskileri vermislerdir. Ullah, Karaaslan, Hayat ve Rashad (2018)
esnek kesisimli AG-grubunu tanimlamis ve incelemislerdir. Esnek kiime teorisi ve AG-
gruplar1 arasinda bir baglant1 kurmuslardir. Karaaslan (2019) AG grupoid, AG*grupoid ve
AG--bant tizerindeki esnek kiime ailesinin bazi1 6zelliklerini incelemis, farkli olarak esnek
idempotent eleman, sol (sag) baglantili esnek kiime, esnek kesisimsel AG-bandi, esnek
kesisimsel ideali ve esnek kesisimsel AG-grupoidinin esnek asal ideali gibi yeni kavramlari
literatiire kazandirmiglardir. Karaaslan, Ullah ve Ahmed (2021), normal bipolar esnek alt

grup kavramini tanitip; bipolar esnek alt gruplarmn bazi 6zelliklerini incelemislerdir. Farkli



olarak bir bipolar esnek grubun bipolar esnek sol ve sag kosetleri kavramlarini tanimlayip

bazi 6zelliklerini elde etmislerdir.

Esnek kiime teorisi, Molodstov (1999) tarafindan ortaya atilmasina ragmen bilinen esnek
kiime islemleri ve Ozellikleri Pawlak’in (1982) yaklagimli kiime teorisinden yararlanarak,
Maji, Biswas ve Roy (2003) tarafindan tanimlamistir. Maji ve digerleri (2003), bir esnek
kiimenin alt kiimesi, bir esnek kiimenin tiimleyenini, iki esnek kiimenin esitligi, iki esnek
kiimenin birlesimi, iki esnek kiimenin kesisimini, bos esnek kiime gibi kavramlar1 literatire
kazandirip tanimlayan ilk kisiler olmustur. Pei ve Miao (2005) esnek kumeler ve bilgi
sistemleri arasindaki iliskiyi tartismislar, esnek kiimeler i¢in daha islevsel esnek alt kiime ve
esnek kesisim islemlerini tanimlamislardir. Yang (2008), Maji ve digerleri (2003)
calismasindaki esnek birlesim ve bos esnek kiime gibi kavramlarla ilgili 6nermelerde bazi
yanliglar oldugunu aksine orneklerle gostermistir. Ali, Feng, Liu, Min ve Shabir (2009)
,Maji ve digerlerinin (2002) tanimladig1 esnek kiime islemleri ve Ozelliklerindeki hatali
yerleri diizelterek, esnek kiimelerin kisitlanmis birlesim, kisitlannmg fark, kisitlanmis
kesigim ve esnek kiimelerin genisletilmis kesisimi gibi bazi yeni ¢ok 6nemli islemlerini
literatiire kazandirip temel 6zelliklerini incelemis, esnek kiimelerin tiimleyenli kismini
gelistirmis ve bu yeni tanimlara gére De Morgan kurallarinin esnek kiime teorisinde gecerli
oldugunu ispat etmislerdir. Ali, Shabir ve Naz (2011) esnek kiimelerin cebirsel kisimlarini
detayli olarak arastirmiglar; bazi1 esnek kiime islemlerinin esnek kiimeler kiimesi lizerinde,
monoid, hemihalka ve kafes gibi yapilar olusturduklarini ortaya koymuslardir. Sezgin ve
Atagiin (2011) esnek kiimelerle ilgili arastirmasinda esnek kimelerin daha 6nce ele
alinmamis olan temel 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica esnek kiimelerin kisitlanmis
simetrik farkini tanimlayip ve Ozelliklerini incelemislerdir. Zhu ve Wen (2013) esnek
kiimelerin kesisim, tliimleyen ve farkmi yeniden tanmimlayip bu islemlerin cebirsel
Ozelliklerini bilinen bir birlesme islemi ile birlikte arastirmislardir. Sen (2014) sabit bir
parametre kiimesi Uzerindeki tim esnek kiumelerin kiimesinin &zelliklerini incelemistir.
Husain ve Shiyani (2018) iki esnek kiimenin esitligi, bir esnek kiimenin alt kiimesi ve {ist
kiimesi, bos esnek kiime, VE/VEYA birlesim, kesisim gibi esnek kiime islemlerini
orneklendirmislerdir. Sezgin, Ahmed ve Mehmood (2019) esnek kimeler (izerinde
genisletilmis fark adi verilen bir islem tanimlayip ve bu islemin genisletilmis fark,

kisitlanmig fark ve esnek kiimelerin diger bazi islemleri ile iligkisini incelemiglerdir.



Stojonavic (2021) esnek kiimelerin genisletilmis simetrik farkini tanimlamis ve 6zelliklerini

arastirmistir.

Bu zamana kadar ortaya koyulan calismalar incelendiginde, genel anlamda esnek kiime
islemlerinin kisitlanmig esnek kiime iglemleri ve genisletilmis esnek kiime islemleri olmak
tizere iki ana kategoride ilerledigi goriilmektedir. Bu baglamda esnek kimelerdeki
kisitlanmis ve genisletilmis kesisim, kisitlanmis ve genisletilmis birlesim, kisitlanmis ve
genisgletilmis fark, kisitlanmis ve genisletilmis simetrik fark islemlerinin detayli sekilde
calisildigir ve U iizerindeki tiim esnek kiimeler kiimesi ve sabit parametreli esnek kiimeler
kiimesi iizerinde hangi birli ve ikili cebirsel yapilar ile kafes yapilar olusturdugu cesitli
yazarlar ( Maji ve digerleri; 2003; Pei ve Miao; 2005; Ali ve digerleri, 2009; Qin ve Hong,
2010; Sezgin ve Atagiin, 2011; Ali ve digerleri, 2011; Singh ve Onyeozili, 2012; Sen, 2014)
tarafindan ¢alisilmistir. Esnek kiime teori i¢in ¢ok temel kavram olan islemler giiniimiizde
de cok ¢esitli yazarlar tarafindan calisilmaktadir. Ilk defa Eren (2019), kisitlanmis ve
genisletilmis islem formundan farkli bir islem formu olan, esnek ikili parcali fark islemini
tanimlamis ve ozelliklerini ¢alismig, Sezgin ve Calisict (2024) esnek ikili pargali fark
isleminin 6zellikleri tizerine detayli ¢alismasini sunmuslardir. Cagman (2021), kiimelerin
kosullu tiimleyenlerini ve bunlarin grup teorisine uygulanmasini vermesiyle, bu ¢alismadan
esinlenerek, Sezgin, Cagman, Atagiin ve Aybek (2023c) yeni ikili kiime islemleri ¢alismis
ve Aybek (2024), bu yeni ikili kiime islemlerini esnek kiimeye aktararak, yeni pek cok
kisitlanmig ve genisletilmis esnek kiime islemleri tanimlamis, 6zelliklerini incelemis ve
diger esnek kiime islemleri ile olan iligskisine bakmistir. Eren (2019) ¢alismasindaki esnek
ikili parcali fark islemi formunda, Yavuz (2024) yeni pek c¢ok esnek ikili parcali islem
tanimlamis ve ozelliklerini detayli sekilde incelemistir. Esnek ikili pargali islem formunun
ilk satirinin tiimleyeni alinarak, tiimleyenli esnek ikili parcali islemler tanimlanmis ¢esitli
yazarlar (Sezgin ve Demirci, 2023; Sezgin ve Sarialioglu 2024; Sezgin ve Akbulut 2023;
Sezgin ve Yavuz 2023b; Sezgin ve Aybek 2023; Sezgin ve Atagin, 2023; Sezgin, Aybek ve
Ayaglin 2023a; Sezgin, Aybek ve Glingor, 2023b; Sezgin ve Cagman, 2024; Sezgin ve

Sarialioglu) tarafindan ¢alisilmistir.

Genisletilmis esnek kiime islemleri baz1 yazarlar (Maji ve digerleri, 2003; Ali ve digerleri,
2009; Sezgin ve digerleri, 2019; Stojanavic, 2021; Aybek, 2024) tarafindan ¢alisilmigtir

Genigletilmis islemlerin ilk iki satirmin tiimleyeni alinarak yeni bir iglem formu olan ve



tiimleyenli genisletilmis islem ad1 verilen islem formu Demirci (2024) ve Sarialioglu (2024)
tarafindan ¢aligilmistir. Sarialioglu (2024) tiimleyenli genisletilmis gama, kesisim ve yildiz
islemini ve 6zelliklerini; Demirci (2024) ise tiimleyenli genisletilmis art1, birlesim ve teta

islemini ve Ozelliklerini ¢aligmustir.

Matematikte yapilan en 6nemli islerden biri bir kiime {lizerinde tanimlana bagintinin ve
islemin ozeliklerini incelemektir (Hacisalihoglu, 2007: 163). Bu tez ¢alismasinda,
timleyenli genisletilmis fark ve tiimleyenli genisletilmis lamda adi verilen esnek kiime
islemleri tanimlanmis, ornekleri verilmis, islemlerin tim ozellikleri detayh bir sekilde
incelenmis, her bir islemin diger esnek kiime islemleri ile iliskisini elde etmek bu islemlerin
diger esnek kiime islemleri lizerine dagilma kurallarina bakilmis, sabit parametreli esnek
kiimeler kiimesi tizerinde bu islemlerin hangi cebirsel yapilar olusturdugu incelenmistir. Bes
boliimden olusan tezin ilk bollimiinde, esnek kiimeler ile ilgili literatiir taramas1 yapilmistir.
Ikinci bolimde, esnek kiime ve BCK-cebiri ilgili tanim ve kavramlara yer verilmistir. Tezin
0zgiin kismini olusturan tigiincii ve dordiincii boliimde sirasiyla tiimleyenli genisletilmis fark
ve tlimleyenli genigletilmis lamda isleminin tiim 6zelliklerine, bu islemlerin diger islemlere
olan dagilmasiyla birlikte bakilmstir. Islemlerin kapalilik, birlesme, birim eleman, ters
eleman, degisme, idempotentlik gibi tiim 6zellikler incelenmistir. Bu baglamda, fark islemi
klasik kiime teorisinde de var olan bir islem oldugu i¢in, klasik kiimelerdeki fark isleminin
tum 6zelliklerinin esnek kimelerdeki tiimleyenli genisletilmis fark isleminde yansimasi
nasil olur, bu kapsamda ne gibi benzer 6zellikler olur sorusu g6z 6niinde bulundurularak,
karsilastirmali olarak Ozellikler ele alinip incelenmis ve ¢ok carpici benzerlikler elde
edilmistir. Ayrica, tiimleyenli genisletilmis fark igleminin sabit parametreli esnek kiimeler
kiimesi Gzerinde BCK-cebiri olusturdugu gosterilmistir. Sonug ve oneriler bolimiinde, elde

edilen sonuclara ve énemine yer verilmistir.

Matematigin Onemli dallarindan olan soyut cebirin amacmin, cebirsel yapilar
smiflandirarak, ayni smif i¢inde olan cebirsel yapilari, onlar1 olusturan kiime ve ikili
islemlerden bagimsiz olarak, ortak 6zeliklerini bulmak, sergilemek ve bu 6zelliklerden bazi
sonuglar ¢ikarmak oldugundan, bu ac¢idan ¢aligmanin hem esnek kiime teoriye hem klasik

cebire katki saglayacagini diislinliyoruz.



2. GENEL BIiLGILER

Tezimizde, tiimleyenli genigletilmis fark ve tiimleyenli genisletilmis lamda adi verilen iki
yeni esnek kiime islemi tanimlanacak olup, bu islemlerden tiimleyenli genisletilmis fark
isleminin, klasik kiimelerde yer alan fark islemi ile tasidigi 6zellikler bakimindan benzer
olup olmadig1 da incelenecegi igin, bu bolimde 6ncelikle, klasik kiimelerdeki temel ikili
islemlerden olan fark ve birli islemden olan tiimleyen isleminin tanimi ve Ozellikleri
sonrasinda ise esnek kiimelerdeki temel kavramlar ve BCK-cebirinin tanimlar1 hatirlatma

amagcli olarak verilecektir.

2.1. Kiimeler, Fark ve Tiimleyen Islemi

Alman matematik¢i Georg Cantor (1874) onciiliigiinde gelisen kiime teorisi, 1yi tanimlanmis
nesneler toplulugu olarak adlandirilan kiimeleri inceleyen matematiksel mantigm dalidir.
Kiimeler, H, J, K...gibi biiyiik harflerle; elemanlar1 ise h,j,k,...gibi kii¢iik harflerle gosterilir.
H ve J iki kiime olmak iizere; H 1n her eleman1 ayn1 zamanda J nin de bir elemani ise H a, J
nin bir alt kiimesi denir ve HEJ seklinde yazilir. HEJ ve JEH ise 0 zaman H ile J kiimelerine
esittir denir ve H=J seklinde gosterilir. Hi¢bir eleman1 olmayan kiimeye bos kiime denir ve

@ ile; lizerinde calisilan en genis kiimeye evrensel kiime denir ve E ile gosterilir (Aydin ve

Kandamar, 2013: 3; Ozer, Coker, Tas, 1999:36-37).

H ve J iki kiime olsun. H da olup J de olmayan elemanlarin kiimesine H ile J nin farki denir

ve H\J veya H—J ile gosterilir.

H-J ={x: xeH, x¢J}={xeH: x¢J}

Bu tezimiz boyunca, H ile J iglemlerinin farki icin H-J gdsterimini tercih ediyoruz. Asagida
fark isleminin 6zellikleri verilmistir.

= H-J#J-H

= (H-J)-K#£H-(J-K)

* H-@¢=H, H-E=0

* @-H=0 ve H-H=0

= (H-)NHNI)=0 ve (J-H)NHNT)=0



=  H-(H-J))=HNJ ve J-(3-H)=HNJ

= HNJ=@ ise H-J=H. Buradan, HN(J-H)=9 olup H-(J-H)=H; JN(H-J)=9 olup J-(H-
J)=J; (H-))N(J-H)=0 olup (H-J)-(J-H)=H-J; (J-H)N(H-J)=@ olup (J-H)-(H-J)=J-H;
(H-J) N J=0 olup (H-J)-J=H-J

= (H-J)SH ve (J-H)<J

=  H=(H-J)uHNJ) ve J=J-H)UHNI)

= HUJ=(H-J)u(-H)uHNJ)=(H-J) uJ=(J-H)UH

» HCJeH-J=0

»  (HNJ)-K=(H-K)N(J-K) (Farkin kesisime sagdan dagilmasi)

»  (HUJ)-K=(H-K)U(J-K) (Farkin birlesime sagdan dagilmasi)

»  (H-J)-K=(H-K)-(J-K) (Farkin farka sagdan dagilmasi)

»  H-(JNK)=(H-J)U(H-K)

»  H-(QUK)=(H-))N(H-K)

(Aydin ve Kandamar, 2013: 5-7; Nesin, 2019: 7-59).

H bir kiime olmak iizere, evrensel kiimede olup, H de olmayan elemanlarm kiimesine H nin

tiimleyeni denir ve H’ ile gosterilir. O halde:

H'= {x: x ¢H}={x€E: x¢H}=E-H

Tlmleyen isleminin 6zellikleri asagida verilmistir.
e HUH'=E ve HNH'=0

E'=0 ve 0'=E

e (H’)=H

e HAE=EAH=H’

e (HUJ)y’=H’NJ’ (De Morgan Kurali)
e (HNJ)y’=H’UJ’ (De Morgan Kural1)
(Hacisalioglu, 2007: 43-62; Callalp, 1994: 1-7).

2.2. Baz1 Cebirsel Yapilar

2.2.1. Tanim H bos olmayan bir kiime olmak tizere

O:XxX—>X



fonksiyonuna, X kiimesi iizerinde bir (ikili) islem denir (Aydin ve Kandamar, 2013:71). Bu
tanima gore (ikili) islem, iki degiskenli bir fonksiyondur (Hacisalioglu, 2007: 163-164).

© ikili islemi, bir fonksiyon oldugundan V a,beX icin, a®beX ve V ab,c,deX igin
(a,b)=(c,d) iken a®b=c®d kosullarmin saglandig1 agiktir. Bu kosullardan ilki, A kiimesinin
© islemine gore kapali olmasy; ikincisi ise © isleminin A lzerinde iyi tanimli olmasi
olarak da isimlendirilir (Aydin ve Kandamar, 2013:71). Herhangi bir kiimede tanimlanan
islem/iglemler bu kiime ile birlikte cebirsel yap1 (matematiksel yapi/matematiksel sistem)
olusturur (Hacisalioglu, 2007:181; (Bayraktar, 2006:87).

2.2.2. Tanim G bos olmayan bir kiime ve (O, G kiimesi iizerinde bir ikili islem olsun.
Asagidaki sartlar1 saglayan (G, ) cebirsel yapisina grup denir.

e Herxy,z €Gicin; (xQy)Oz=xO(YyO z) (Birlesme 6zelligi)

e Oyle bir e€eG vardir ki, her x€G igin x©e=e@Ox=x (Birim eleman 6zelligi)

e ¢, birimeleman olmak Uzere, her XeG i¢in 6yle bir yeG vardir ki xOQy=y(Ox=e (Ters

eleman ozelligi)

VX, YEG icin XOQy=y(Ox sartin1 saglayan (G, (©) grubuna ise degismeli (abelyen) grup denir
(Bayraktar, 2006:87-88).

(M, ©®) bir cebirsel yap1 oldugunda, O M de bir ikili islem oldugundan, her x, yeM igin,
XOYEM yani kapalilik 6zelligi saglanir ve bu durumda (M, ©) cebirsel yapis1 grupoid adini
alir. (M, ©) bir grupoid olsun. vme M i¢in e®m =m olacak sekilde eEM var ise, e
elemanina M nin sol birim elemani; m(®e=m olacak sekilde eEM varsa, ¢ elemanina M nin
sag birim elemani denir. Birim eleman hem sag birim hem de sol birimdir ve tektir. (M,©),
birim elemani e olan bir cebirsel yap1 olsun. m €K i¢cin m'®©m=e olacak sekilde m'eK var
ise, m' elemanma m elemanmin sol ters elemani; m(®m'=e olacak sekilde m'eM varsa, m'
elemanma m elemaninin sag tersi denir. m elemaninin tersi, hem sag ters, hem de sol terstir
ve tektir. ¥ m €M igin, yOm=y olacak sekilde yEM varsa, y elemanina M nin sol yutan
elemant; ¥V m €M icin mQOy=y olacak sekilde yEM varsa, y elemanina M nin sag yutan
eleman: denir. Yutan eleman hem sag yutan hem de sol yutan elemandir ve tektir

(Kilp, Knauer and Mikhalev, 2001)
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2.2.3. Tanim (G,() cebirsel yapisi, birlesme 6zelligini sagliyorsa yar1 grup; birlesme ve
birim eleman 6zelliklerini sagliyorsa monoid denir. Degisme 6zelligini saglayan, yani V m,n

€M icin mON=nOm sartmi saglayan monoide komutatif monoid denir. (Clifford, 1954).

2.2.4. Tanim (M, ©) bir cebirsel yap1 olsun. m €S igin, m>=m (yani mOm=m) ise m
elemanina idempotent eleman denir. YMEM icin, m?>=m ise, (M,®) cebirsel yapismna
idempotentir denir (Clifford, 1954).

2.2.5. Tanim Idempotent yar1 gruba bant; idempotent ve degismeli yarigruba yar1 kafes;

idempotent ve degismeli monoide sinirli yar1 kafes denir (Clifford, 1954).

Bir monoidin birim elemani tek olmasina ragmen bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
sol birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sol birime sahip ise, sag birim eleman1 yoktur,
dolayisiyla birim elemani yoktur. Benzer sekilde, bir yarigrup/grupoid, bir veya birden ¢ok
sag birime sahip olabilir; fakat birden ¢ok sag birime sahip ise, sol birim elemani yoktur,

dolayisiyla birim elemani yoktur (Clifford, 1954).

Benzer sekilde, bir grupta her elemanin tersi tek olmasina ragmen, bir monoidde bir
elemanin bir veya birden ¢ok sol tersi olabilir; fakat o eleman birden ¢ok sol terse sahip ise,
sag terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir. Benzer sekilde bir monoidde
bir elemanin bir veya birden ¢ok sag tersi olabilir; fakat o eleman birden ¢ok sag terse sahip

ise, sol terse sahip degildir; dolayisiyla ters elemana sahip degildir (Clifford, 1954).

2.2.6. Teorem G bostan farkli bir kiime ve o , G de birlesme 6zelligini saglayan bir kiime
olsun. vxeG igin eox=x olacak sekilde eeG var (sol birim) ve ¥xeG igin X'ox=e olacak
sekilde IX'eG var (x elemaniin sol tersi) ise bu durumda (G, o) bir gruptur (Callialp, 2011:

72-73). Burada, benzer teorem sag birim ve sag ters igin de yazilabilir.

2.2.7. Tanim X bir kiime, " * ", X iizerinde bir ikili islem ve 0, X kiimesinin bir elemani
olsun. (X; *, 0) tcliisti i¢in asagidaki kosullar saglanirsa X e bir BCK-cebiri denir. Her x, y,
z € X igin;

BCI-1 ((x*y)*(x*2)*(z*xy)=0

BCI-2 (x* (x*xy))*y=0



11

BCI-3x*x=0
BCl-4 x xy=0vey*x=0, x=yanlamina gelir.
Bir BCI cebiri ek olarak asagidakileri sagliyorsa BCK cebiri olarak adlandirilir:
BCK-50*x=0.
Eger her x € X igin x+1 = 0 olacak sekilde bir 1 € X elemani varsa, X'e sinirlt bir BCK cebiri
denir. Bir x € X eleman1 BCK cebiri i¢in, 1*(1* x) = x kosulunu sagliyorsa, x'e involusyon
denir. BCK ve BCI cebirleri, Imai ve Iseki (1966) tarafindan klasik olmayan onermeler

mantigini incelemek i¢in ortaya atilmaistir.

2.3. Esnek Kumeler

Bu bolumde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlara yer verilecektir.

2.3.1. Tanim U evrensel kiime, E parametreler kiimesi, P(U) U nun kuvvet kiimesi ve M € E
olarak verilsin. Bir (F, M) sirali ikilisi U iizerinde esnek kiime olarak adlandirilir. Burada F,
F:M - P(U)

ile verilen bir fonksiyondur (Molodtsov, 1999).

(F,M) esnek kiimesi gosterimi, bazi1 kaynaklarda Fm seklinde gosterilse de, tez boyunca
Molodtsov (1999) ve Maji ve digerleri (2003) ¢alismasinda da kullanilan esnek kiimenin
(F,M) gosterimi tercih edilecektir. E parametreler kiimesinin bir M alt kiimesi ile birden
fazla esnek kiime tanimlanabilir. Bu durumda bu esnek kiimeler (F,M), (G,M), (H,M) vb.
seklinde gosterilecektir. Ayrica, E parametreler kiimesinin M,N,K vb. farkl alt kiimeleri ile
de birden fazla esnek kiime tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler (F,M), (F,N), (F,K)
vb. seklinde olur (Maji ve digerleri, 2003)

U Uzerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi (parametre kiimesi ne olursa olsun) Sg(U) ile
gosterilecek olup; M, E kimesinin sabit bir alt kiimesi olmak Uzere, sabit M parametre
kiimesi ile U Uzerindeki tim esnek kiimelerin kiimesi, Sy (U) ile gosterilecektir. Yani, Sy (U)
kiimesinde, parametre kiimesi sadece M olan esnek kiimeler yer alirken; Sg(U) kiimesinde,

parametre kiimesi herhangi bir kiime olan U Uzerindeki tim esnek kiimeler yer alabilir.
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Bos fonksiyonun tanimi ve esnek kiimenin de bir fonksiyon oldugu g6z Oniinde
bulundurulursa, tanim kiimesi @ alinirak, F:@ —P(U) olacak sekilde bir esnek kiime
tanimlanabilecegi agikardir. Boyle esnek kiimeye, bos esnek kiime denilir ve @ ile gosterilir.
@y, parametre kiimesi bos kiime olan tek esnek kiimedir (Ali ve digerleri, 2011). Bu tez

boyunca (F,A)= @4 diye belirtilmedigi siirece A= alinmayacaktir.

2.3.2. Ornek U satin almak igin iizerinde diisiiniilen ceketlerin bir kiimesi, E’nin de
parametrelerin kiimesi oldugunu kabul edelim. Her bir parametre bir kelime veya bir

ctimledir.

E={uzun, zarif, ince, parlak, kaliteli, kullanisl, dayanikli, tarz}

olsun. Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, “zarif ceket, tarz ceket vb.” olusturmak
demektir. (F,M); esnek kiimesi Omer Bey’in almay: diisiindiigii “ceketlerin ¢ekiciligi”
olarak tanimlanir. U evrensel kiimesinde asagidaki sekilde verilen on tane ceketin oldugunu

diistinelim.

U = {uy, uy, Uz, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Ug, Uy} VE E = {e1, e,, €3, €4, €5, €4, €7, €5},

M:{ell €2, €4, €5, €¢, €7, e8}

olsun. Burada, e; "uzun" parametresini; e, “zarif" parametresini; e; “ince" parametresini; e,
"parlak™ parametresini; eg “kaliteli" parametresini; e, “kullamgh” parametresini; e,
"dayanikli" parametresini; eg “tarz" parametresini temsil etsin. Buna gore ceket almaya
gelen Omer Bey icin (F,M) esnek kiimesini olusturalim. Bunun icin Omer Bey’in bakis

acisia gore verilen parametrelere gore ceketleri siniflandiralim:

F(e,) = {u3, Uy, ulo}' F(ey) = {U3' Ug, ug}; F(e,) = @, F(es)=U, F(eg)= {Uz' Uy, Ug, us}’
F(e;)={uy, us}, F(eg) = {UG,U% ug}
Bu durumda esnek kiimemiz,

(F,M) = {(ey4, {us, us, us0}), (e, {us, ug, uo}), (e4, @), (es, U), (4, {uz, ug, U, ug}),

((e7,{uy,us}), (eg, {ueu7,ug})

seklinde olur.



13

2.3.3. Tanim (F,M)€e Sg(U) olsun. Her x M i¢in; F(X)=0 ise (F,M) esnek kiimesine M ye
gore bos esnek kiime denir ve @t ile gosterilir. (F,E), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her
x €E igin; F(x)=0 ise (F,E) esnek kiimesine E ye gore bos esnek kiime denir ve Qg ile
gosterilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.4. Tanim (F,M)€e Sg(U) olsun. Her x eM icin; F(X)=U ise (F,M) esnek kiimesine M ye
gore evrensel esnek kiime denir ve Uy, ile gosterilir. (F,E), U Gzerinde bir esnek kiime olsun.
Her x €E igin; F(x)=U ise (F,E) esnek kiimesine tam esnek kiime denir ve Ug ile gosterilir
(Ali ve digerleri, 2009).

2.3.5. Tanim (F,M), (G,Y) € Sg(U) olsun. Eger, MCY ve her xeM igin F(X)=G(x) ise (F,M)
ye (G,Y) nin esnek alt kiimesidir denir (F,M)Z(G,Y) gésterilir. Eger (G,Y), (F,M) nin esnek
alt kiimesi ise (F,M) ye (G,Y) nin esnek ust kiimesidir denir ve (F,M)3(G,Y) ile gosterilir.
Eger (FM)E(G,Y) ve (G,Y)E(F,M) ise (F,M) ve (G,Y) esnek kiimelerine esnek esit kiimeler
denir (Pei ve Maio, 2005).

2.3.6. Tanim (F,M) € Sg(U) olsun. (F,M) esnek kiimesinin esnek tiimleyeni (F,M)" =(F',M)
ve her XeM i¢in; F'(X)=U-F(x) seklinde tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009).

Buradan, (8,)=Ua, (Ua)=8a, (Pg)=Ue, (Ue)=0g, (B9)'=0y, ((F.A))'=(FA). Ayrica,
@, €(F,A) € Ua € Ue oldugu agiktir. (Ali ve digerleri, 2010).

2.3.7. Tanim (F,M),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kimelerin (F,M) ng (G, Y) ile
gosterilen kisitlanmis kesisimi Z = M NY ve Vx € Z igin H(x) = F(x) N G(x) olmak Uzere
(F,M) Nk (G,Y) = (H,Z) olarak tanimlanir (Pei ve Miao, 2005). Burada, Z=MNY =0
ise (F,M) Ng (G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.8. Tanim (F,M),(G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kimelerin (F,M) Uy (G,Y) ile
gosterilen kisitlanmus birlesimi Z = M N Y ve Vx € Z icin H(x) = F(x) U G(x) olmak uzere
(F,M) Ug (G,Y) = (H,Z) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009) . Burada, Z =M NY =
@ ise (F,M) Ug (G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).
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2.3.9. Tanim (F,M), (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kumelerin (F,M)\x(G,Y) ile
gosterilen kisitlanmig farki Z=MnNY ve vx € Z igin H(x) = F(x)\G(x) olmak Uzere
(F, M)\x(G,Y) = (H,Z) olarak tanimlanir (Ali ve digerleri, 2009). Burada, Z=MNY =0
ise (F, M)\r(G,Y)=0y (Al ve digerleri, 2011).

2.3.10. Tanim (F,M), (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kimelerin (F,M)Ag(G,Y) ile
gosterilen kisitlanmig simetrik farki Z =M NY ve Vx € Z i¢in H(x) = F(x)AG(x) olmak
uzere (F,M)A(G,Y) = (H,Z) olarak tamimlanir (Sezgin ve Atagun, 2011). Burada, Z =
MNY=0@ise (F,M)AR(G, Y)=0y (Ali ve digerleri, 2011).

2.3.11. Tanim (F,M), (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis birlesimi
(H,Z)’dir. BuradaZ = M U Y ve Vx € Z igin,

F(x), XEM-Y
H(x) = G(x), XEY—-M
Fx)UGK), XeEMNY

ile tanimlanir ve (F,M) U, (G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003).

2.3.12. Tanim (F,M), (G,Y)€ Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis kesisimi
(H,Z)’dir. BuradaZ = MUY ve Vx € Z icin,

F(x), XEM-Y
H(x) = G(x), XEY—-M
FX)NG(x), xeMNY

ile tamimlanir ve (F,M) N, (G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Ali ve digerleri, 2009).

2.3.13. Tanim (F,M), (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genisletilmis farki
(H,Z)’dir. Burada, Z=M U Y ve Vx € Z igin,

F(x), XEM-—-Y
H(x) = G(x), XEY—-M
F(x) - G(x), xeMnNnY
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ile tanimlanir ve (F, M)\:(G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Sezgin ve digerleri, 2019).

2.3.14. Tanim (F,M), (G,Y) € Sg(U) olsun. Bu esnek kiimelerin genigletilmis simetrik farki
(H,Z)’dir. Burada, Z=M U Y ve Vx € Zigin,

F(x), XEM-Y
H(x) = G(x), XEY-M
F(x)AG(x), XeEMNY

ile tanimlanir ve (F, M)A.(G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Stojanavic, 2021).

2.3.15. Ornek E={e, e, ,e3,e, } parametreler kimesi M={e,, e;} ve N={e, e3, e,}, E nin iki
alt kiimesi olsun. (F,M) ve (G,N), U={h,,h,,h3,h,,h:c} lizerinde asagidaki sekilde tanimli

iki esnek kiime olsun:

(F!M):{(ez,'{h4—' hS)’(BS ’{hZ ’h3 !hS})}!(G!N):{( €1 !{hZ ,h3 th})’{(eS !{h3 ,h5}),(e4, h3 !hS}}

Bu durumda,

< (F,M) Ue (GN) = {(e1,{hz ,h3,hs}), (ez,{hy ,hs5}).(e3,{hy 3, hs}). (e, { hs, hs 1}
“* (FM) ne (GN) ={(es,{hz ,h3hs}), (ez,{hy hs}).(e3,{hs, hs}).(es,{ hs, hs}}
* (F.M) \S(G,N) ={(e1,{h2 ,h3,hs}), (e2,{hy hs}),(e3,{h; hy}).(es{ h3 hs })}

<+ (FM) A; (GN)={(e1.{h; h3,hs}), (ez.{hs hs} ). (es.{h;}).(es{hs, hs P}

“ (FM) Ug (GN) ={(e3.{hz, h3, hs})}

“ (FM) Ng (GN) ={(e3.{h3, hs})}

% (FM) \; (GN)= {(es.{h; h})}

% (FM) Ag (GN) = {(es,{h2})}

Cagman (2021) kiimeler i¢in iki yeni tiimleyen tanimlamustir. + ve 0 sirasiyla, kapsayici ve
dislayic1 tiimleyenleri gostermek ve M ve N iki kiime olmak iizere, M+N=M’UN,
MON=M’NN’ olarak tanimlanmistir. Sezgin ve digerleri (2023c), bunun gibi {li¢ yeni ikili
islem tanimlayip, bunlarin birbirleriyle olan iligkisini incelemistir. M ve N iki kiime olmak
tizere M*N=M"UN’, MyN= M’NN, M A,N=MUN” (Sezgin ve digerleri , 2023c),
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® kiimelerdek ikili islemleri gostermek {izere (Yani ®, N, U,—, A, Ay, 6,+,* gibi kiime
islemlerini gostermek {izere) esnek kiimelerdeki kisitlanmis islemler, genigletilmis islemler,
tiimleyenli genisletilmis islemler, esnek ikili pargali islemler, tiimleyenli esnek ikili parcalt

islemler agagidaki sekilde genel formda verilebilir:

2.3.16. Tanim (F,M) ve (G,Y), U Uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
(F,M) ®« (G,Y) ile gosterilen kisitlanmis ® islemi, Z=MNY ve Vx € Z igin H(x) =
F(x) ® G(x) olmak tzere (F,M) ®« (G,Y) = (H,Z) olarak tanimlanir. Burada, Z = M N
Y=0ise (FM) ®g (G Y)=0y (Al ve digerleri, 2009; Sezgin ve Atagiin, 2011; Aybek,
2024).

2.3.17. Tamim (F,M) ve (G,Y), U Uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

genisletilmis ® islemi (H, Z)’dir. Burada, Z = M U Y ve Vx € Z icin,

F(x), XEM-Y
H(x) = G(x), XEY—-M
Fx) ®G(x), xeMNnY

ile tanimlanir ve (F,M) ®; (G,Y) = (H, Z) seklinde yazilir (Maji ve digerleri, 2003; Ali ve
digerleri, 2009; Sezgin ve digerleri, 2019; Stojanavic, 2021; Aybek, 2024).

2.3.18. Tanim (F,M) ve (G,Y), U Uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

timleyenli genisletilmis ® islemi (H,Z)’ dir. BuradaZ = M U Y ve Vx € Z i¢in,

F'(x), XEM-Y
H(x) = G'(x), XEY—-M
Fx) ®GEx), xeMNnY

*
ile tanimlanr ve (F,M G, Y) = (H,Z) seklinde yazilir (Sarialioglu, 2024; Demirci,
® Y g

2024).

2.3.19. Tanim (F, M) ve (G, Y), U tzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin esnek

ikili pargali ® islemi (H, M)’dir ve Vx € M igin,
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_ F(x), XEM-Y
GO = {F(X) ®Gkx), xeEMNnY

ile tanimlanir ve (F, M) (:) (G,Y) = (H, M) seklinde gosterilir (Eren, 2019; Sezgin ve Calisici,
2024, Yavuz, 2024, Sezgin ve Yavuz, 2023a).

2.3.20. Tanim (F,M) ve (G,Y), U Uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin

timleyenli esnek ikili parcali ® islemi (H, M) dir ve Vx € M igin,

_ F'(x), XEM-Y
HG) = {F(x) ®G(K), XEMNY

*
ile tanimlanir ve (F,M)~ (G,Y) = (H,T) seklinde gosterilir (Sezgin ve Demirci, 2023;
®

Sezgin ve Aybek, 2023; Sezgin ve digerleri, 2023a; Sezgin ve digerleri, 2023b; Sezgin ve
Atagiin, 2023; Sezgin ve Yavuz, 2023b; Sezgin ve Cagman, 2024; Sezgin ve Sarialioglu,
2024)
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3. TUMLEYENLI GENISLETILMIiS FARK ISLEMIi

Bu boliimde, tiimleyenli genisletilmis fark adi verilen esnek kiime isleminin cebirsel
ozellikleri klasik kiimelerdeki fark isleminin 6zellikleri ile karsilastirmali olarak incelenmis;
sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi iizerinde bu islemlerin hangi cebirsel yapiy1
olusturduguna bakilmis, bu islemin diger islemler ile iligkilerini gérmek i¢in dagilma

kurallarina bakilmis ve klasik kiimelerdeki dagilmalara benzer sonuclar elde edilmistir.

3.1. Tanim (F,T) ve (G,Z), U lizerinde iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin (F,T)

ik (G,Z) ile gosterilen tiimleyenli genisletilmis fark islemi C=TUZ ve VweC i¢in,
&

F'(w) weT\Z

H(w)= G’(w) WeZ\T
F(w)\G(y) weTNZ

olmak tizere (F,T) < (G,2)=(H,C) ile tanimlanir.
&€

3.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, T={e;,e3}, Z={e,.e3.e,} E’nin iki alt

kiimesi, U={h;,h,, h3,h,, hs} evrensel kiime, (F,T) ve (G,Z), U lizerinde

(FaT):{(el,’ {hZI h5),(63 ) {hl ’hZ ’h5 })} ’(G:Z):{(ez ) {hl :h4ah5 })a(eS 9 {hZ 7h3 7h4})7(e4' {h3 ’h5 }
)}
olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,T) i (G,2)=(H,TUZ) olmak iizere, VoyeTUZ;
&

F(w) weT\Z

H(w)=] G(w) weZ\T
F(w)\G(w) «eTNZ

Burada TUZ={e;,e,,e3,e,} ve T\Z={e, }, Z\T={e,, e, }, TNZ={e3} olmak lizere,
H(e;)=F’(e;)={hy hj, h,},H(e;)=G’(e;)={h;,h3},H(e,)=G’(e4)=1{hy,h;,h, } ,H(e3)=F(e3)\
G(ez)={{hy, hs}.
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E'3
Boylece, (F,T) \S(G,Z)={(e1,{h1’h3, h,}), (ez,{hy.h3}), (e3, {hy, hs}), (e4,{ hy,hyhy )}
3.3. Teorem (islemin Cebirsel Ozellikleri)

1) L, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.

*

Ispat: \, isleminin Sg(U) tlizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
\: SE(U)X Se(U)~ Se(U)

((F.T), (GZ) > (ET) | (G,2)=(H,TuZ)
olup, (F,T) ve (G,Z), U iizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) iS(G,Z) de, U iizerinde bir
esnek kiimedir. Benzer sekilde,

\: St(U)x S1(U)= Sr(U)

((F,T),(G,T)) = (F,T) i:(G, T)=(K,TU T)=(K,T)

olup, T, E kiimesinin sabit bir alt kiimesi ve (F,T) ve (G,T), St(U) kiimesinin elemani olmak
iizere, (F,T) \ (G,T) de St(U) kiimesinin elemanidir. Yani \ islemi, St(U) kiimesi

iizerinde de kapalidir.

2 (FT) |, (G2)] \ (HM)#(FT) | [(G2) \ (HM)]

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F,T) i (G,2)=(S,TuZ) olsun. Burada
&

VweTUZ igin,
F(w) weT\Z
S(w)= G'(w) WeZ\T

Fo\G(w) @eTNZ

(S,TUZ) \ (H,M) =(R,(TUZ)UM)) olsun. Burada Yoe(TUZ)UM icin,
&
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S’ we(TUZ)\M
R(w)= H(w) weM\(TUM)
S(w)\H(w) we(TuZ)NM

F(w) we(T\Z)\M=TNZ’NM’
G(w) we(Z\T)\M=T"NZNM’
F’(0)UG() we(TNZ)\M=TNZNM’

M(w)=" H() weM\(TUZ) =T’NZ’NM
F’(0)NH’ (1) we(T\Z) NM=TNZ’NM
G’ ()NH (1) we(Z\T)NM=T"NZNM

 [F(w)UG(w)]NH’(w) we(TNZ)NM=TNZNM

Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,Z2) i (H.M)=(R,ZUM) olsun. Burada VweZUM;
&

G’(w) weZ\M
R(w) 1 H(w) weM\Z
G(w)\H(w) weZNM

(F,T) i (R,ZUM) =(N,(TU(ZUM)) olsun. Burada Ve TUZUM,;
&

F’(w) wWeT\(ZUM)
N(w)=7 R’(w) WE(ZUM)\T
F(9)\R(w) weTN(ZUM)
Boylece,
T F(w) weT\(ZUM) =TNZ’NM’
G(w) wWe(Z\M)\T=T"NZNM’
H(w) we(M\Z)\T=T"NZ’NM
N(w)= G’ (w)UH(w) wWe(ZNM\T=T"NZNM
F(w)NG(w) weTN(Z\M)=TNZNM’
F(w)NH(w) weTN(M\Z)=TNZ’NM
. F\G\H@)]  9eTNZNM)-TNZNM
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*
Buradan (N,(TUZ)UM)#(L,TU(ZUM)) oldugu goriiliir. Yani, Sg(U) kiimesi {izerinde, \

islemi birlesme 6zelligine sahip degildir.
* * * *

3) [(ET) (GD] HT)# ET) \ [(GT), (HD)].
& & & &

Ispat:  [F(y)\G(w)]\H(0)#=F())\[G(w)\H(w)] oldugundan, Sp(U) kiimesi iizerinde

i: isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
* *

1spat:(F,T)<< (G,Z)=(H,TUZ) olsun. Burada, YayeTUZ icin,
&

F(w) weT\Z
H(w)= G’(w) WEZ\T
F(9)\G(w) weTNZ

(G,Z) \ (F,T)=(S,ZUT) olsun. Burada, VayeZUT icin,
&

G’(w) weZ\T
S(w) =1 F(w) weT\Z
G(w)\F(w) WeZNT

Boylece, (F,T) :E(G,Z)qé(G,Z) :E(F,T). Eger, ZNT=0 ise (F,T) {: (G,2)~(G,Z) {ﬁg(F,T).
Buradan, (F,T) :E(G,T)qé(G,T) :E(F,T) oldugu agiktrr. Yani, Sg(U) ve St(U) kiimeleri

iizerinde : isleminin degisme 6zelligi yoktur.
&€

5)(FT) | (FT)= 0
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Ispat: (F,T) i(F,T)=(H,T) olsun. Buradan, YoeT i¢in, H(w)=F(0))NF’(y)=@ olur ve

boylece (H,T)=01 elde edilir. Y ani Sg(U) kiimesi iizerinde, {ﬁ islemi, denk giicliilitk
&

ozelligine sahip degildir.
*
6) (FT) \ Br=(F.T)

Ispat: =(S,T) olsun. Burada, YeT icin, S(w)=@. (F,T) \ (S,T)=(H,T) olsun. Burada,
&
VeT i¢in, H(w)=F(w)NS’(0)=F(¢)NU=F (). Boylece, (H,T)=(F,T).

Yani, St(U) kiimesi lizerinde : isleminin sag birim elemani @t esnek kiimesidir.
&

7) Bry (FT)=0r.

Ispat: ®7=(S,T) olsun. Burada, VoeT igin, S(w)=0. (S,T) < (F,T)=(H,T) olsun. Burada
&
VweT i¢in, H(w)=S(w)NF’(w)=0 NF’(w)=0. Bdylece, (H,T)= @r. Yani, St(U) kiimesi

iizerinde {g isleminin sol yutan eleman1 @ esnek kiimesidir.
&
* T
8) (F,T)\ Bp=(F.,T)
. *
Ispat: @y=(S,0) ve (F,T) \ (S, ©)=(H,Tu®) olsun. Burada, Voye TUD=T igin,
&

F(w) weT\@=T
H(w) = S(v) WeP \T=0
F(w)NS’ ()  weTN@=0

Béylece, VweT i¢in, H(w)=F(w) olup, (H,T)=(F,T)".

9) B \ (FT)=(ET)

Ispat: @y =(S,0) ve (S,0) \ (F.T)=(H, UT) olsun. Burada, Yoe@UT=T igin,
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S’(w) WeP\T=0
H(w)= F(w) WeT\@=T
S(w)N F(w) we ONT=0

Boylece, VoyeT i¢in, H(w)=F(w) olup, (H,T)=(F,T)".

10) (F,T)ik Ug = 0§

. *
Ispat: Ug=(T,E) olsun. Boylece, VweE i¢in, T(w)=U. (F,T)\ (T,E)=(H,TUE) olsun.

VweTUE=E i¢in

F(w) weT\E=0
H(w) 7| T(w) WEE\T=T"
F(y)NT’(w) weTNE=T
Buradan,
F(w) weT\E=@
Hw)= -+ 0 weE\T=T"
1) weTNE=T

VweE i¢in, H(w)=9, boylece (H,E)= @.
11) (F,T)| Ur=@y

Ispat: Ur=(K,T) olsun. Burada VweT icin, K(w))=U. (F,T){k (K, T)=(H,T) olsun. Burada
&

VweT i¢in, H(w)= F(w)NT’(w)=F(w)N @=0. Boylece, (H,T)= @r.

12) Ur ik (F,T)=(F,T)’
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Ispat: Up=(K,T) olsun. Burada, VweT i¢in, K(w)=U. (K,T) {ﬁ (F,T)=(H,T) olsun. Burada
VeT igin, H(w)=T(w)NF(¢)=UNF’()=F’(@). Boylece, (H,T)=(F,T)"

*
13) (FvT) \g (F:T)r:(FaT)

. *
Ispat: (F,T)'=(H,T) olsun. Burada VweT i¢in, H(w)=F’(w). (F,T)\ (H,T)=(L,T) olsun.
Burada VweT i¢in, L(w)=F(w)NH’(w)=F(w)NF(w)=F(w). Boylece, (L,T) )=(F,T).
Yani, Sg(U) kiimesi tizerinde, : islemi i¢in her esnek kiimenin tiimleyeni, kendisinin sag
&

birim elemanidir.

14) (F, Ty ik (F,T)=(F,T)"

. *
Ispat: (F,T)=(H,T) olsun. Burada VweT icin, H(w)=F’(w). (H,T) \ (F, T)=(L,T) olsun.
Burada, VweT i¢in, T(w)=H(w)NF’(w)=F’(w)NF’(w)=F’(w). Buradan (L,T)= (F,T)".
Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde, : islemi i¢in, her esnek kiimenin tiimleyeni, kendisinin sol
&

yutan elemanidir.

15) [(F,T) l(G,Z)]TZ(F,T) +. (G,2).

Ispat:(F,T \ G,Z2)=(H,TUZ) olsun. YiyeTUZ igin;
\
&

F(w) weT\Z

H(w)= 4 G(w) WeZ\T
F(w)NG'(9) «weTNZ

(H,TuZ)" =(K,TUZ) olup, VoyeTUZ i¢in;
F(w) weT\Z

K(w)= | G(w) weZ\T
F(9)uG(w) weTNZ
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Buradan, (K, TUZ)= (F,T) 4+, (G,Z).

16)(F,T) ik (G, T)=U; &(F,T) =U; ve (GT)=0r.

Ispat: (F, T)\ (G, T) = (K,T) olsun. Burada VweT i¢in, K(w)= F(0))NG’(w). (K,T)= Uy

oldugundan, VweT i¢in, K(w)= U. Boylece, VweT i¢in, K(w)=F(n)NG’(®)=U<= Vo € T
icin, F(w)=U ve G’(w)=U © VweT i¢in, F(w)=U ve G())=0 <(F, T) = Ut ve (G, T)= 0y

17) @p E(F,T) {‘E(G,Z), @, E(F,T) {:(G,Z), ¢, €(G,2) {‘s (F,T), @ € (G,2) i: (F,T).

Ayrica, (E,T) i:(G,Z) & Ugyz ve (G,Z) :E(F,T) € Uy

Ispat: Bos kiimenin her kiimenin alt kiimesi olmasindan ve evrensel kiimenin her kiimeyi

kapsamasindan ispat agiktir.

18) (F,T) \ (G,T) € (G,T) ve (F,T) {;(G,T) E (F,T).

Ispat: (F,T) << (G,T)=(H,Z) olsun. VweT i¢in, H(w)=F(w) NG’(w) olur. Bdylece, VuyeT
&

i¢in, H(®) = F(w) N G'(w) € F(w) ve H(w) = F(w) N G'(w) € G'(w). Boylece, (F,T)
{‘S(G,Z) E (F,T) ve (F,T) \ (G,Z) E (G,Z)"

19) (F,T) € (G, T) ise (H,Z) CE(G,T) E(H,2) :g(F,T).

Ispat: (F,T)E (G, T) olsun. Buradan, VweT icin, F(0)SG(w) ve G (w)SF(w). (H,Z)

(‘ (G,T)=(Y,ZUT) olsun. VayeZUT icin;
&

H’(w) weZ\T

Y@= G(«) 9eT\Z
HwNG'(w) weZNT
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(H,7) \ (F ,T)=(W,ZUT) olsun. YoyeZUT icin;

H’(w) weZ\T

W(w)= 4 F(w) weT\Z
H(w)NF(w) «eZNT

weT\Z ise, Y(w)= H'(w) ve W(w)=H’(w) olup, Y(w)=H'(®) € H'(®) =W(w); 0eZ\T
ise, Y()=G’(w) ve W(w)=F(®) olup, Y(w)=G'(w) SF'(9)=W(w); weTNZ ise,
Y(@)=H(9)NG(w)  ve  W(@)»=F(@)NH(w) olup,  Y(w)=H(w)NG'(w)<S
H(w)NF’(0)=W(w) olup, VweZUT icin Y(w)EW(w). Boylece, (H,T) i:(G,T) C(H,T)

L (D).
20) (H,Z) \ (G,T) E(H,Z) \ (F,T) ise (F,T) € (G, T) olmak zorunda degildir.

Ispat: E={e;,e;,e3,es, €s,€s} parametre kiimesi, T={e;,e;}, Z={e;,e3 es} E’nin alt
kiimeleri, U={h,h,, h3,h,, hg} evrensel kiime, (F,T), (G,T) ve (H,Z),U {izerinde
(FaT):{(el,’U)a(eS JU)}J(GaT):{(el,’U)}’(e:S ,U)},(H,Z):{( el' {hZ})7(e3 7U)7(e5 7{h2})}

olarak tanimlanan esnek kiimeler olsun.
(H,Z){ (G,T)=(L,ZU T) olmak iizere Yoy € Z U T={e,, es, &5} icin,
&
L(e;)=H(e;) NG’(e;)=0, L(e3)=H(e3) NG’(e3)=0, L(e5)=H'(e5)={h1,h2, hj,h,}.
*
Buradan, (H,Z) \E(G’T) :{(ela Q): (e3:®)3 (e5> {hlahZJ h37h4})}‘
*
(H,Z)\ (F, T)=(W,Z U T) olmak iizere Vo) € Z U T={e,, e3, €5} i¢in,
&

W(e,)=H(e,) NF’(e,)=0, W(e3)=H(es) NF’(e3)=0, W(es)=H’(es)= {hy,h;, hs,h,}}.

Boylece (H.Z)\ (FT) ={(e1,0), (3.8). (es, {hhy hyh,})}. Buradan, (H2) (G,T)

€(H,2) l(F,T) fakat (F,T) € (G, T) olmadig1 agiktir.
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21) (E,T) € (G,T) ve (K.T) € (L,T) ise (F,T) {‘S(L,T) E(G,T) {‘S(K,T) ve (K,T) {S(G,T)

E(L,T) {‘E(F,T).

Ispat: (F,T) € (GT) ve (K,T) € (L, T) olsun. Buradan, Vu €T; F(w) SG(w) ve
K(w) €L(w). Buradan, G’(w) €F’(w) ve L’(w) €K’(w). Bdylece, Vo €T; F(w) N
L'(0) €G(w) NK'(w) ve K(w) NG'(w) SL(w) N F'(w).

22) (F,T) {‘E(G, T)=(F,T) n*E(G, T)".

Ispat: (F,T)r;k (G, T)'=(H,T) olsun. Buradan, VweT i¢in, H(w)=F(w)N G’ (0)=F()\G(w).
&

Boylece, (H,T)=(F,T) {‘E(G, .

Klasik kiimelerde TE€Z<T\Z=0 olup, tiimleyenli genisletilmis esnek fark i¢cin asagidaki

mevcuttur:

23) (F,T) € (G, T) & (F,T) {S(G,T)zm.

Ispat: (F,T) € (G, T) olsun. Buradan, VweT; F(w)SG(w) olur. (F,T){k (G, T)=(H,T) olsun.
&
Bu durumda, VweT i¢in; H(w)=F(®)\G(w). VueT i¢in, F(®)SG(w) oldugundan;
H(w)=F(w)\G(w)=0. Boylece, (H,T)=@1. Tersine, (F,T)ik (G, T)= @ oldugundan ve
&

VweT igin, F(0)\G(w)=0. Buradan, VoyeT i¢in F())S G(w). Boylece, (F,T) € (G,Z).

Klasik kiimelerde, T\(T\Z)=TNZ olup, tiimleyenli genisletimis esnek fark i¢in asagidaki

mevcuttur:

. *
24) (F, D)\ [(FETN\(GDI=FT) ~ (G.2).
n

Ispat: (F, D\ (G, DK, TN Z) olsun. Vo €TN Z; K(w)=F(y)\G(w). (F, T){< (K, Tn

Z)=(S,Tu (TN Z))=(S,T) olsun. Voy € T U (T N Z) igin,



F'()) weT\(TNZ)=T\Z
S(w)=1 K'(@) 9E(TNZ)\T=9
F(o\K(w) «eTN(TNZ)=TNZ

Boylece,

{F’(u)) weT\(TNZ)=T\Z
S(w)= L F()\[F(w)\G(w)] weTNZ

Buradan,

F(w) N G(w) weTNZ
%
Boylece, (S,T)=(F,T) ~ (G,Z2).
N

F(w) weT\(TNZ)=T\Z
S(w)=

28

Klasik kiimelerde, T\(TNZ)=T\Z olup, tiimleyenli genisletilmis esnek fark i¢cin asagidaki

mevcuttur:
. %
25) (K, T) \s[(F, T) ng (G, T)]=(F,T) '\v (G,T)

k
Ispat: (F,T) ngG.T)=(K.TN Z) olsun. Vo) €TNZ; K(w)=F(®) NG(w). (F,T)y (K,TN

Z)=(S,TuU (TN Z))=(S,T) olsun. Voy € T U (T N Z) i¢in,

F(w) weT\(TNZ)=T\Z
S(w)= K(w) We(TNZ)\T=0
F(w)\K(w) oeTN(TNZ)=TNZ

Boylece,

F'(w) weT\(TNZ)=T\Z
S(w)= | Fl)\[F(w) NG(w)] «weTNZ
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Buradan,
{ F(w) weT\(TNZ)=T\Z
S(w)=| F(w)\ G(w) WeTNZ
*
Boylece, (S,T)=(F,T) ~ (G,Z2).
\

Klasik kiimelerde, TNZ=@ ise T\Z=T olup, timleyenli genisletilmis esnek fark icin

asagidaki mevcuttur:

26) (F,T) ., (G,T)=@y ise (F,T) L (GT)=(FT).

Ispat: (F,T) ; (G, T)=(K,T) olsun. Boylece, VweT ic¢in, K(w)=F(w)NG(w). (K,T)=0r
&
*
oldugundan, VoeT; K(w)=F(n)NG(w)=0. (F, T) \ (G,T)=(L,T) olsun. Burada, V®€eT igin

L(w)=F(w)\G(w). YueT; F(0)NG(w)=@ oldugundan, L(w)=F(w)\G(w)=F(w). Boylece,
(L, T)=(F,T).

Klasik kiimelerde, (T\Z)NZ=@ olup, tiimleyenli genisletilmis esnek fark i¢in asagidaki

mevcuttur:

2 IE ) (G D] (GD=0r.

Ispat: (F,T) :g(G’T):(K’T) olsun. YweT; K(w)=F(w)\G(w).(K, T)r}k (G,T)=(L,T) olsun.

Burada, VweT i¢in; L(w)=K(w)NG(w)=[F(0)\G(w)]NG(w)=0. Boylece, (L,T)= @.

Klasik kiimelerde, (T\Z)NZ=@ oldugundan, (T\Z)\Z=T\Z olup, tiimleyenli genisletilmis

esnek fark i¢in asagidaki mevcuttur:

28) [(F,T) :SG, ] i(G,T)Z(F, T) i:(G, T).
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Ispat: (F,T) {;(G,T)=(K,T) olsun.VweT; K(w)=F(w)\G(w).(K, T){ (G, T)=(L,T) olsun.
Burada, VweT; L(w)=K(w)\G(w)=[F(w)\G(w)\G(w)=F(w)\G(w). Boylece,YweT i¢in,

(LT=E,T)\ (GT).

Klasik kiimelerde, (T\Z)N (Z\T)=@ olup, tiimleyenli genisletilmis esnek fark i¢in asagidaki

mevcuttur:

29) [, 1)\ (6D 4 [G.T) | (F1)]=0r.

Ispat: (F,T) i:(G,T)Z(K,T) olsun. YoeT; K(w)=F(w)\G(w). (G,T) {g(F,T)Z(L,T) olsun.
VoeT; L(w)=G(w)\F(w).(K,T) rl(L,T)Z(S,T) olsun.

Burada, VoyeT i¢in; S(w)=K(w)NL(w)=[F(w)\G(w)]N[G(w)\F(w))]=@. Boylece, (S,T)= @r.

Klasik kiimelerde, (T\Z)N (Z\T)=0 oldugundan, (T\Z)\(Z\T)=T\Zolup, tiimleyenli

genigletilmis esnek fark i¢cin asagidaki mevcuttur:

30IF,T) | 6D 4 (G| EDHED | GD.

Ispat: (F,T) {;(G,T)Z(K,T) olsun. YweT; K(w)=F(w)\G(w). (G,T) {;(F,T)Z(L,T) olsun.
VweT; L(w)=G(w)\F(w).(K,T) r’:g(L,T)z(S,T) olsun.

Burada, V@eT i¢in; S(w)=K(w)\L(w)=[F(x)\G(w)]\[G(w)\F(w)]=F(9)\G(w). Boylece,

(S.T)=(F, T) :S(G, T).

Klasik kiimelerde, (T\Z)N (TNZ)=0 olup, tiimleyenli genisletilmis esnek fark igin asagidaki

mevcuttur:

IIED 6D, IED LGOI or
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Ispat: (F,T) \* (G,T)=(K,T) olsun. YweT; K(w)=F(9)\G(w). (F,T) ; (G,T)=(L,T) olsun.
VweT; L((L))ZF(U))QG(U)).(K,T); (L,T)=(S,T) olsun. Burada, VweT icin;

S(w)=K(0)NL(w)=[F(w)\G(w)IN[F(x)NG(0)]=@. Bdylece, (S,T)= Or.

Klasik kiimelerde, (T\Z)N (TNZ)=Q oldugundan (T\Z)\(TNZ)=T\Z olup, tiimleyenli

genigletilmis esnek fark i¢in asagidaki mevcuttur:

DIED GDI [ED o GDFED G,

Ispat: (F,T) {;(G,T)Z(K,T) olsun. YoyeT; K(0)=F(w)\G(w). (F,T) r;:(G,T)Z(L,T) olsun.
VoeT; L(w)=F(0)NG(w).(K,T) {: (L,T)=(S,T) olsun.
Burada, VoeT i¢in; S(w)=K(w)\L(9)=[F()\G(x)\[F(0)NG(w)]=F(w)\G(w). Bdylece,

(ST)=ED) 6T,

Klasik kiimelerde, TN (Z\T)=@ olup, tiimleyenli genisletilmis esnek fark icin asagidaki

mevcuttur:

3) (£,  [(GT) | (FT)]=0r.
Ispat: (G,T) {;(F,T)z(K,T) olsun. YeT; K(w)=G(w)\F(w). (F,T) ;g(K,T)Z(L,T) olsun.
VoeT; L(w)=F(9)NK(w)=F(9)N[G(w)\F(w)]=@. Boylece, (L,T)= @r.

Klasik kiimelerde, TN (Z\T)=Q oldugundan, T\(Z\T)=T olup, tiimleyenli genisletilmis

esnek fark i¢in asagidaki mevcuttur:

34) (F,T) :8[(G,T) L (EDI=ET).

Ispat: (G,T) :8(F,T)=(K,T) olsun. V@eT; K(w)=G(w)\F(w).(F,T) :S(K,T)=(L,T) olsun.

VoeT; L(w)=F(0)\K()=F()\[G(w)\F(®)]=F(w). Bdylece, (L,T)=(F, T).

Klasik kiimelerde, T=(T\Z)U(TNZ) olup, genisletilmis esnek fark i¢in asagidaki mevcuttur:
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35) (£,1) = [(£,1) (6D [(ED (G

Ispat: (F,T)ik (G, T)=(K,T) olsun. YweT; K(w)=F(w)\G(w).(F, T)r;k (G,T)=(L,T) olsun.
& &
Burada, YweT i¢in; L(w)=F(w)NG(w). (K,T) G (L,T)=(S,T) olsun. Boylece, VWeT igin;
&

S(w)=K(0)UL(w)=[F(w)\G(w)JU[F(9)NG(®)]=F(®). Béylece, (S,T)=(F, T).

Klasik kiimelerde, TUZ=(T\Z)UZ ve TUZ=(Z\T)UT olup, tiimleyenli genisletilmis esnek

fark i¢in asagidaki mevcuttur:

36) (£, 1) (6,1) = [T\ 6Dl (G ve (1) G = [6,1) (D] ()

Ispat: (F,T) i:(G,T)Z(K,T) olsun. VweT; K(w)=F(w)\G(w).(K, T)J (G, T)=(L,T) olsun.
Burada, VweT igin;
L(w)=K(0)UG(0)=[F())\G()]UG(0)=F(0)UG(w).(F,T) :,g(G,T)Z(S,T) olsun. Boylece,

VweT i¢in; S(w)=F(w)UG(w). Boylece, (S,T)=(F, T).

Klasik kiimelerde, TUZ=(T\Z)U (Z\T)U (T N Z) olup, tiimleyenli genisletililmis esnek fark

icin asagidaki mevcuttur:

) (E ) (6,2) = [E)\ 6D (6.2 EDI [FD, 62

Ispat: (F,V) (‘E(G,Z):(H,TUZ), (G, Z);k(F,T)Z(K,TUZ) ve (F,T)(;:(G,Z)Z(S,TUZ) olsun.

Boylece, VoyeTUZ i¢in

F(w) WeT-Z
H(w)= G(w) weZ-T
F(w)\G(w) «eTNZ

Ve



G’(w) W€Z-T
K(w)=" F(w) WeT-Z
Gw\F(w) weZNT

veE

F(w) WeT-Z
S(w)= 171G (w) WeZ-T
F(w)n G(w) weTNZ

(H,TUZ), (K,ZUT)=(M,TUZ) olsun. Burada VoyeTUZ igin;
&

H(w) w€(TUZ)-(ZUT)= 0
M(w)=1 K’(®) WE(ZUT)«(TUZ)=0
H(w)UK(w)  we( TUZ)N(ZUT)=TUZ

Boylece
[ F(w)UG'(w) We(T\Z)N(Z\T)= 0
F’(0)UF (o) we(T\Z)N(T\2)=T\Z
F()V[G(w)\F(w)] we(M\Z2)N(ZNT)= 9
G’(w)UG'(w) we(Z\T)N(Z\T)=Z\T
M(w)= G’ (9)U F'(®) We(Z\T)N(T\Z) =0
G’ (9)U[G()\F(w)] We(Z\T)N(ZNT) =0
[F()\G(w)] U G'(w) we(TNZ)N(Z\T)= @
[F(\G(w)] VU F'(w) we(TNZ)N(T\2)= @
LF\G(w)] U [G(w)\F(w)]  we(TNZ)N(ZNT)=TNZ
Buradan,
F(w) weT\Z
M(w)= G'(w) WeZ\T

[F(@)\G(0)] U [G()\F(w)]  weTNZ
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(M,TUZ) |, (S,TUZ)=(W,TUZ) olsun. VaeTUZ i¢in;

M’(w) we(TuzZ)«(TuZ) =0
W(w)= S’ () wW&(TUZ)~(TUZ) =@
M(w)US(w) we(TuzZ)N(TUZ)=TuZ

Buradan,

| F()UF ()
F(9)UG'(0)
F’(w)VU[F(0) N G(w)]
G’(w)UF’(w)
W(w)= G’ (9)UG'(v)
G’ (9)U[F(w) N G(w)]
[F(i)\G(w)] U [G(w)\F(w)] U F'(w)
[F(x)\G(0)] U [G())\F(w)] U G'(w)
| [F(\G(0)] U [G(w)\F(w)] U [F(w) N G(w)]

Boylece,

F(w) weT\Z
W(w)= G’(9 WEZ\T
F(w)UG(y weTNZ

Buradan (W, TuZ)= (F,T) J (G,Z) olur.
&€

3.4. Teorem (St(U), << , @1) her bir eleman1 involusyon olan simirli bir BCK-cebiridir.
&€

Ispat: (F,T), (G,T), (H,T)e Sp(U). Bu durumda,

we(T\Z)N(T\Z)=T\Z
we(T\Z)N(Z\T)=0
we(T\Z)N(TNZ)=0
we(Z\T)N(T\Z)=0
we(Z\T)N(Z\T)=Z\T
we(Z\T)N(TNZ)=0
we(TNZ)N(T\Z)=0
we(TNZ)N(Z\T)=0
we(TNZ)N(TNZ)=TNZ

BCL-1{[(FT) (GD] | [(F,T)y (DI} (1) (G,T)]=0r.

34
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Gergekten, (F,T) {;(G,T)=(W,T) olsun. YoeT; W(w)=F(®)\G(w). (F,T) \(H,T)=(M,T)
olsun. YeT; M(w)= F(w)\H(w). (W,T)\(M,T)=(L,T) olsun. YoyeT; L(w)=W(w)\M(w).
Boylece, VoeT; L(w)=[F(w)\Q(w)\[F(w)\Z(w)]. (H,T) i:(G,T)Z(S,T) olsun. VweT;
S(w)=H(w)\G(w). (L,T) {;(SaT)Z(X,T). VweT; X(w)=L(w)\S(w). Boylece, VweT;

X(W)={[F(wNG(w)]\ [F(0)\H(w) I\ H(w)\G(w)])=0@ . Boylece, (X,T)= Dr.

BCI-2 [(F,T) {‘E[(F,T) :E(G,T)]] {: (G,T)= @r. Gergekten, (F,T) i:(G,T)z(K,T) olsun.
VWeT;

K(9)=F(®)\G(®).(F.T) | (K,T)=(M,T) olsun.

Boylece,  VweT;  M(w)=F(w)\K(w)=F(w)\[F(w)\G(w)]. ~ Buradan,  VweT;
M@FF@NG®). (MT)\ (GT) =LT) olsun Boylece, VoeT; L(w)=

M(w)\G(w)=[F(0)NG(w)]\G(w)=0. Boylece, (L,T)= Or.

BCI-3 Teorem 3.3 (5), (F,T) {;(F,T) ~@r.

BCI-4 Teorem 3.3 (24), (F,T) {:(G,T)zm =(F,1)&(G,T) ve (G,T) {;(F,T) ~@r =(G,T)

C(F,T) ve boylece, (F,T)=(G,T).

BCK-5 Teorem 3.3 (7), @r {;(F,T)Z .

Boylece, (St(U), :8, @) bir BCK-cebiridir. Teorem 3.4 (11) den her (F,T)€ St(U) igin,
(F,T) :S Ur=0t. Boylece, (St(U), :g, @1) sinirli bir BCK-cebiridir. Ayrica, her (F,T)€e
St(U) i¢in, Ug :S[UT :S(F,T)]Z(F,T) oldugundan, (Ciinkii Teorem 3.3 (12) den,

* *
Ur \S(F,T)Z (F,T)" ve boylece Ut \g(F,T)r=[(F,T)r]r=(F,T), St(U) kiimesinin her eleman1 bir

involusyondur.

3.5. Teorem (F,T),(G,Z),(H,M), U flizerinde esnek kiimeler olmak {izere, tiimleyenli

genisletilmis fark isleminin diger esnek kiime islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:
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3.5.1. Teorem (F,T),(G,Z),(H,M), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, tiimleyenli

genisletilmis fark isleminin kisitlanmis islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Fark isleminin Kisitlanmis Islemlere Soldan Dagilmas1
) * % *
) TZAM)=@ ise (F.T) \ [(G,Z) Ur HMIEET) | (G D)]NR[(F.T) \ (HM)]

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (G, Z) Ug(H,M)=(M,ZNM) olsun. Buradan,

VoyeZNM;M(w)=G(w)UH(w).  (F,T) :E(M,ZOM)Z(N,TU(ZOM)) olsun.  Burada

VoeTU(ZNM);
F(w) WeT\(ZNM)
N(w)=] M’(w) WE(ZNMN\T
F(w)\M(w) weTN(ZNM)
F’(w) weT\(ZNM)
N(w)= G’(9)nH’(w) We(ZNM)\T
F(wy)\[G(0)UH(w)] weTN(ZNM)

Simdi esitligin sag tarafina bakalim. (F,T) : (G,Z)=(M,TUZ) olsun. VweTUZ;
&

F(w) weT\Z
M(w)= G(w) WeZ\T
F()\G(w) weTNZ

*
(F,T) \ (H,M)=(K,TUM) olsun. Burada, YVoyeTUM,;

F (w) weT\M
K(w)=1 H(w) weM\T
F(w)\H(w) «@eTNM
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M, TUZ)Ng(K,TUM)=(W,(TUZ)N(TUM)) olsun. Burada, Vwe(TUZ)N(TUM);
W(w)=T(9)NK(®) ;

[ F'(w)NF’(w) we(T\Z)N(T\M)=TNZ’NM’
F’(w)NnH’(w) we(MZ2)NM\T)=0
F(@)N [F(@)\H(w)] 9e(MZ)N(TNM)= TNZ'NM
G’ (w)NF’(w) wWe(Z\T)N(T\M)=0
W(w)= G (w)NH’(w) we(Z\T)N(M\T) =T°’NZNM
G’ (9)N[F(9)\H(w)] WEZ\T)N(TAM)= 0
[F)\G(®)INF () 9e(TNZ)N(T\M)=TNZNM’
[F(@)\G(@)INH'() 9E(TNZ)N(M\T)= @
[F@)\G@)INF@\Hw)]  oe(TNZ)N(TNM)= TNZNM
Boylece,
F(w) weTNZ’NM’
@ weTNZ’NM
W(w)=1 G’(9)NH’(w) weT’NZNM
@ weTNZNM’
L[F(w) \G(x)IN[F(w)\H(®)] «eTNZNM

Burada; N fonksiyonundaki T\(ZNM) yi ele alirsak, T\(ZNM)=T\(ZNM)’ olup, bir eleman
(ZNM) nin tliimleyeninde ise o elemanmn ya Z\M de, ya M\Z de, ya da ZUM nin
tiimleyenindedir. Buradan, w€T\(ZNM) ise ®€TNZNM’ veya €TNZ’NM veya €
TNZ’NM’ olduguna dikkat edecek olursak, TNZ’NM=TNZNM’=@ igin N ve W
fonksiyonlar1 birbirine esit olur. TNZ’NM=TNZNM =0 sartinin TN(ZAM)=0 sartina denk
oldugu asikardir.

2) TN(ZAM)=0 ise (F,T) :g[(G, Z) Np(HM)] = [(FT) \ (G,2)] Ug[(FT) | (H,M)]

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Fark Isleminin Kisitlanmis islemlere Sagdan Dagilmasi
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1) TNZNM’=g ise [(F,T) Ur(G,Z)] iS(H,M)= [(F.T) iS(H,M)] Ug [(G,2) iS(H,M)].

Ispat: 11k olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (F,T) Ug(G,Z)=(R,TNZ) olsun. Buradan, V

weTNZ;  R(w)=F(®)UG(w). (R, TNZ) iE(H,M)z(L,(TﬂZ)UM) olsun.  Burada,

Voye(TNZ)UM;
R’(w) we(TNZ)\M
L(w)=1{ H(w) weM\(TNZ)

R(w)\H(w) we(TNZ)NM
Buradan,

F(w)NG’(w) we(TNZ)\M
Lw)= H(w) weM\(TNZ)
[F(w)VG(w)\H(w) we(TNZ)NM

Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,T) \ HM)] Ug [(G.Z) \ (H,M)] bakalim.
& &

(F,T) is(H, M )=(S,TUM) olsun.VyeTUM;

F(w) weT\M

S(w)=4 H(w) WeM\T
F(w)\H(w) weTNM

*
(G,2) \ (H,M)=(K,ZUM) olsun. Burada, YweZUM,;

G’ (w) weZ\M

K(w)= H(w) weM\Z
G(w)\H(w) weZNM

(S,TUZ) UR(K,ZUM)=(W,(TUZ)N(ZUM))  olsun.  Buradan, Vwe(TUZ)N(ZUM);
W(w)=S(0)UK(w) olup;
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[ F(0)UG’(w) we(TM)NZ\M)=TNZNM’
F’(0)UH’ (1) we(TM)NM\Z)=0
F’(9)U [G(w)\H(w)] we(T\M)N(ZNM)=0
H(0)UG’(w) we(M\T)NZ\M)= @

W(w)=] H’(0)UH’(w) we(M\T)NM\Z)=T"NZ’NM
H’(w)U [G(w)\H()] we(M\T)N(ZNM)=T"NZNM
[F(w)\H(w)]UG’(w) we(TNM)N(Z\M)=0
[F(w)\H(w)]UH(w) we(TNM)NM\Z)=TNZ’NM
[F(w)\H(0)]U [G(w)\H(w)] oe(TNM)N(ZNM)=TNZNM

Boylece,
[ F())UG’(w) weTNZNM’
H’(w) weT’NZ’NM
W(w)= H(w) weT’NZNM
H’(w) weTNZ’NM
[F(o)\H(w)]V [G(w)\H(w)] WeTNZNM

Burada; L fonksiyonundaki, M\(TNZ)’yi ele alirsak, M\(TNZ)=MN(TNZ)’ olup, bir eleman
(TNZ) nin timleyeninde ise o elemann ya T\Z de, ya Z\T de, ya da TUZ nin
timleyenindedir. Burdan, w€M\(TNZ) ise weMNTNZ’ veya weMNZNT’ veya
wEMNT’NZ’ olduguna dikkat edecek olursak, TNZNM’=@ ise L=W saglanr.

2)(TAZ)NM=TNZOM™=B,[(F.T) Ng(G.Z)] | (HM)=[(F.T) | (HM)INRI(G.Z) | (HM)].

3.5.2. Teorem (F,T),(G,Z),(H,M), U fizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, tiimleyenli

genisletilmis fark isleminin genisletilmis islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i)Tiimleyenli Genisletilmis Fark Isleminin Genisletilmis Islemlere Soldan Dagilmasi

1) TN(ZAM)=8 ise (F.T) | [(G,2) Ne(HM)IFI(ET) | (G2JU(FT) | (HM)]
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Ispat: 1lk olarak esitligin sol tarafina bakalim. (G,Z) N.(H,M)=(R,ZUM) olsun. Burada
VweZUM;

G(w) weZ\M
M(w)= H(w) weM\Z
G(w)NH(w) weZNM

(F,T) {‘E(R,ZUM) —(N,(TU(ZUM)) bakalim. YoeTU(ZUM);
F(w) WeT\(ZUM)

N(w)=+ M’(w) WE(ZUMN\T
F(w)\M(w) «eTN(ZUM)

Buradan,
i F(w) wWeT\(ZUM)=TNZ’NM’
G’ (w) wWe(Z\M\T=T"NZNM’
H’(w) WeM\Z\T=T"NZ’NM
N(w)=] G’(n)UH’(w) wWe(ZNM)\T=T"NZNM
F(w)\G(w) weTN(Z\M)=TNZNM’
F(w)\H(w) weTN(M\Z)=TNZ’NM
. F(w)\ [G(w)NH(w)] weTN(ZNM)=TNZNM

Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (F,T) i (G,2)=(K,TUZ) olsun. Burada VwyeTUZ;
&
F(w) weT\Z
K(w) = G(w) weZ\T

F(9)\G(w) ¢eTNZ

*
(F,T) \ (H,M)=(S,TUM) olsun. Burada YoyeTUM,;



F(w) weT\M

S(w) =] H(w) WeM\T
F(w)\H(w) weTNM

(K, TUZ) U (S, TUM)=(L,(TUZ)U(TUM)) olsun. Burada Voye(TUZ)U(TUM);
K(w) we(TUZ)\(TUM)

L(w)="] S(w) we(TUM)\(TUZ)
K(wUuS(w) we( TUZ)N(TUM)

Buradan,
F’(w) we(T\Z)\(TUM)=0
G’(w) We(Z\T)\(TUM)=T"NZNM’
F()\G(w) we(TNZ)(TUM)=0
F’(w) we(T\M)\(TUZ)=0
H’(w) we(M\T)\(TUZ)=T’NZ’NM
F(w)\H(w) we(TNM)\(TUZ)=0
F’(w)UF’ () we(T\Z)N(T\M)=TNZ’NM’
L(w)= | F(9)UH(w) we(MZ)NMM\T)=0
F’(w)U [F(w)\H(w)] we(T\Z)N(TNM)=TNZ’ "M
G’ (w)UF’(w) We(Z\T)N(T\M)=0
G’(0))UH’(w) we(Z\T)N(M\T)= T’NZNM
G’ (9)V [F(w)\H(w)] We(Z\T)N(TNM)=0
[F(0)\G(w)]UF’(w) we(TNZ)N(T\M)=TNZNM’
[F(0)\G(w)JUH’(w) we(TNZ)N(M\T)=0
L [F(w)\G(w)]V [F(w)\H(w)]  we(TNZ) ((TNM)=TNZNM

Boylece,
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G’ (w) weT’NZNM’

H’(w) weT’NZ’NM

F(w) weTNZ’NM’

L(w)= F(w)UH(®) 9eTNZ'NM
G’(w)UH(w) weT’NZNM

G’ (w)UH (w) weTNZNM’
_[F()\G(@)U[F(@)\H(w)]  9eTNZNM

TNZNM’=TNZ’NM=@ i¢in N=L oldugu gorilir. TNZ’NM=TNZNM’=Q sartinin
TN(ZAM)=0 sartina denk oldugu asikardir.

2TNEZAM) ise (F.T) | [(G.2) U(HM)I((ET) | (G.2IN(E.T) | (HM)]
ii) Tiimleyenli Genisletilmis Fark Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmas:
1) TNZOM =g ise [(F,T) N (G,2)] \ (HM)=[(F,T) \ (HM)] N [(GZ) | (HM)]

Ispat: 1lk olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F,T) N.(G,Z)=(R,TUZ) olsun. Burada
VYweTUZ;

F(w) weT\Z

R(w) = G(w) WeZ\T
F()nG(w) weTNZ

(R,TUZ) i (H,M) =(N,(TUZ)UM) olsun. Burada Yoye(TUZ)UM;
R’(w) we(TuzZ)\M

N(w)= H(w) weM\(TUZ)
R(w)\H(w) we&(TUZ)NM

Buradan,



P(w) we(T\Z)\M=TNZ’NM’

G’(w) we(Z\T)\M=T"NZNM’
F’(0)UG’(w) we(TNZ)M=TNZNM’
N(w)= 4 H'(w) weM\(TUZ)=T’NZ’NM
F(w)\H(w) we(T\Z)NM=TNZ’NM
G(w)\H(w) we(Z\T)NM =T’NZNM
[F(w)NG(w)\H(w) oe(TNZ)NM=TNZNM
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Simdi de esitligin sag tarafina yani [(F,T) i (H,M)]ﬂs[(G,Z)i (H,M)] bakalim.
& &

(F,T) i (H,M)=(K,TUZ) olsun. Burada V&yeTUM;
&

F(w) weT\M

K(w)= H(w) weM\T
F(w)\H(w) weTNM

*
(G,2) \ (H,M)=(S,TUM) olsun. Burada YoyeZUM;

G’(w) weZ\M
S(w) =1 H(w) WweM\Z

G(w)\H(w)  weZNM
(K,TUM) N (S,ZUM)=(L,(TUM)U(ZUM)) olsun. Burada Ywye(TUM)U(ZUM);
K(w) we(TUM)\(ZUM)
L(w)= 7 S(w) WE(ZUM)(TUM)

K(w)NS(w) oe(TUM)N(ZUM)

Buradan,



L(w)=—

[ F(w)
H’(w)
F(w)\H(w)
G’(w)
H'(w)
G(w)\H(w)
F(0)NG’(w)
F’(0)nH’(w)
F’ ()N [G(w)\H(w)]
H (9)NG’(w)
H’(9)nH’(0)
H’ ()N [G(w)\H(w)]
[F(@)\H(w)]ING’(w)
[F(w)\H(w)]NH’(w)

_ [F(w)\H(w)]N [G(w)\H(w)]

Buradan,

L(w)= 7

F(w)

G’(w)
F(9)NG’(w)
H’(w)
G(w)\H(w)
F(w)\H(w)

TNZNM

 [F(w)\H(w)]N [G(w)\H(w)]

=@ ise N=L oldugu gortiliir.

we(TM\ZUM)=TNZ’NM’
we(M\T)\(ZUM)=0

we(TNM)\(ZUM)=0

we(Z\M)(TUM)=T"NZNM’
we(M\Z)(TUM)=0
we(ZNM)\(TUM)=0
we(T\M)N(Z\M)=TNZNM’
we(T\M)NM\Z)=0
we(TM)N(ZNM)=0
we(M\T)N(Z\M)=0
we(M\T)NM\Z)= T’NZ’NM
we(M\T)NZNM)=T’NZNM
we(TNM)N(Z\M)=0
we(TNM)N(M\Z)=TNZ’"M
we(TNM)N(ZNM)=TNZNM

weTNZ’NM’
weT’NZNM’
weTNZNM’
weT’NZ’NM
weT’NZNM
weTNZ’NM
weTNZNM
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2)(TAZ)NM=TNZNM™=Q ise[(F,T) Us(G.Z)] | (HM)=[(F.T) (HM)]U [(G.Z) | (H,M)].

3.5.3. Teorem (F,T),(G,Z),(H,M), U iizerinde esnek kiimeler olmak {izere, tiimleyenli

genisletilmis fark igsleminin esnek ikili parcali islemlere asagidaki dagilmalari mevcuttur:
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i) Tiimleyenli Genisletilmis Fark Isleminin Esnek ikili Parcali Islemlere Soldan Dagilmast:
D) TNZAM)=B ise (F.T) | [(G.Z) o (HM)] = [(F,T) | (G2)] I(E.T) \ (HM)]
\e N \e v \e

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (G,Z) ; (H.M)=(R,Z) olsun. Burada VweZ;

G(w) weZ\M
R(w)=

G(w)NH(w) weZNM

*
(F,T) \ (R,Z) =(N,TUZ) olsun. Burada, VweTUZ;
&
F(w) weT\Z

N(w)= -4 R’(w) WeZ\T
F(w)\R(w)  weTNZ

Buradan,
- F(w) WeT\Z
G’ (w) wWe(Z\WM))\T=T"NZNM’
N(w)=- G’(0)UH’(w) wWe(ZNM)\T=T"NZNM
F(w)\G(w) weTN(Z\M)=TNZNM’
i F(w)\ [G(w)NH(w)] weTN(ZNM)=TNZNM

Simdi de esitligin sag tarafina yani [(F,T) \ (G.2)] |, [(F.T) \ (H,M)] bakalim. (F,T) \
& & &

(G,Z)=(K,TUZ) olsun. Burada, VoyeTUZ;

F(w) weT\Z

K(w) =+ G’(v) wWeZ\T
F(w)\G(w) «@eTNZ



*
(F,T) \ (H,M)=(S,TUM) olsun. Burada VoyeTUM,;

F'(w) weT\M

S(w)= 1 H(w) WeM\T
F(w)\H(w) «weTNM

(K, TuzZ) G(S,TUM)Z(L,(TUZ)U(TUM)) olsun. Burada Voye(TUZ)U(TUM);

L(w) :{ K(w) W&(TUZ)(TUM)

K(w)US(w) we(TuzZ)N(TUM)

Buradan,

| F(w)

G’(w)

F(w)\G(w)

F’(9)UF(w)
Lw)= | F(w)UH (o)
F(9)V [F(w)\H(w)]
G’(w)UF’(w)
G’(w)UH’(w)
G’(w)V [F(w)\H(w)]
[F()\G(0)]UF’(w)
[F(w)\G(w)]UH(0)
i [F()\G(0)]V [F(w)\H(w)]

Boylece,

we(T\Z)\(TUM)=0
we(Z\T)(TUM)=T’NZNM’
we(TNZ)\(TUM)=0
we(T\Z)N(T\M)=TNZ’ M’
we(T\Z)N(M\T)=0
we(T\Z)N(TNM)=TNZ’"M
we(Z\T)N(T\M)=0
we(Z\T)N(M\T)= T’NZNM
we(Z\T)N(TNM)=0
we(TNZ)N(T\M)=TNZNM’
we(TNZ)N(M\T)=0
we(TNZ) N(TNM)=TNZNM
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[ G'(w) weT’NZNM’
F(w) weTNZ’NM’

L(w)= | F(o)UH(w) weTNZ’NM
G’(w)UH (w) weT’NZNM
G(w)VUF’(w) weTNZNM’

- [F()\G(w)]U [F(o)\H(w)]  ¢eTNZNM

Burada; N fonksiyonundaki, T\Z yi ele alirsak, T\Z=TNZ’ olup, bir eleman Z nin
tiimleyeninde ise o eleman ya M\Z de, ya da MUZ nin tiimleyenindedir. Burdan, w€T\Z ise
w€E€TNMNZ’ veya €TNM’NZ’ olduguna dikkat edecek olursak, TNZ’NM=TNZNM =@
sartina ile N=L saglanir. TNZ’NM=TNZNM’=@ sartinin TN(ZAM)=@ denk oldugu

asikardir.
. * ~ * ~ *
2) TN(ZAM)=0 ise (F.T) \ [(G.2) , (HM)] = [(FT) \ (GZ)] 4[(F.T) | (HM)].
ii) Tiimleyenli Genisletilmis Fark Isleminin Esnek Ikili Par¢ali islemlere Sagdan Dagilmas:

1) TN(ZAM)=9 ise [(F,T) , (G,Z)] \ (HM) = [(F,T)  (HM)] | [(G,2) | (HM)]

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F,T) ; (G,Z2)=(R,T) olsun. Burada, VweT;

F(w) weT\Z

R(w)=
F()uG(w) weTNZ

(R,T) i (H,M) =(N,TUM) olsun. Burada, VoyeTUM;
&€

R’(w) weT\M
N(w)= 4 H(w) weM\T
R(w)\H(w) weTNM



Buradan,

[ F(w) we(T\Z)\M=TNZ’NM’
F’(0)NG’(0) we(TNZ)\M=TNZNM’

N(w)= 1 H(w) WeM\T
F(w)\H(w) we(T\Z)NM=TNZ’NM
[F(w)UG(w)\H(w)  we(TNZ)NM=TNZNM

Simdi de esitligin sag tarafina yani [(F,T) i HM)] [ [(G.2) i (HM)] bakalim.
& &

(F,T) i (H,M)=(K,TUM) Vye TUM;

F(w) weT\M
K(w) =+ H(w) weM\T
F(w)\H(w)  oeTNM

(G,Z) \ (H,M)=(S,TUM) olsun. Burada YayeZUM;

G’(w) weZ\M

S(w) =+ H(w) WweM\Z
G(w)\H(w) weZNM

(K,TUM) J(S,ZUM)Z(L,(TUM)U(ZUM)) olsun. Burada Yoe(TUM)U(ZUM);

K(w) we(TUM\(ZUM)
Lw)= |[K(@uS(w)  we(TUM)NZUM)

Buradan
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L(w)=

F(w)
H’(w)
F(w)\H(w)
F'(9)uG’(w)
F’(0)UH’(0)
| F(9)V [G(w)\H(w)]
H’(9)uG’(w)
H’(w)UH’ ()
H’(w)V [G(w)\H(w)]
[F(w)\H(w)]UG’(w)
[F(w)\H(w)]UH’(w)
L[F(0)\H(w)]U [G(w)\H(w)]

Boylece,

L(w)=

F()
F())UG’(w)
H’(w)
H’(w)
H’(w)

L [F(w)\H(w)]U [G(w)\H(w)]
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we(T\M)\(ZUM)=TNZ’ M’
we(M\T\(ZUM)=0
we(TNM)\(ZUM)=0
we(T\M)N(Z\M)=TNZNM’
we(T\M)N(M\Z)=0
we(T\M)N(ZNM)=0
we(M\T)N(Z\M)=0
we(M\T)NM\Z)=T’NZ’NM
we(M\T)N(ZNM)=T’"NZNM
we(TNM)N(Z\M)=0
we(TNM)NM\Z)=TNZ’NM
we(TNM)N(ZNM)=TNZNM

weTNZ’ NM’
weTNZNM’
weT’NZ’NM
weT’NZNM
weTNZ’NM
weTNZNM

Burada; N fonksiyonundaki, M\T yi ele alirsak, M\T=MNT’ olup, bir eleman T nin

tiimleyeninde ise o eleman ya Z\T de ya da ZUT nin tiimleyenindedir. Buradan, & €M\T ise
w€ MNZNT’ veya ®EMNZ’NT’ olduguna dikkat edecek olursak, TNZ’NM=TNZNM’ =0
sart1 ile N=L saglanir. TNZ’NM=TNZNM =0 sartinin TN(ZAM)=@ denk oldugu asikardr.

2) (TAM)NZ= ise [(F,T), (G.2)] \ (HM) =[(F.T) \ (HM)]  [(G.2) \ (HM)]
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4. TUMLEYENLI GENISLETILMIiS LAMDA iSLEMIi

Bu boliimde, tiimleyenli genisletilmis lamda adi verilen esnek kiime isleminin cebirsel
Ozellikleri klasik kiimelerdeki lamda isleminin Ozellikleri ile kargilastirmali olarak
incelenmis; bu islemin diger islemler ile iliskilerini gérmek i¢in dagilma kurallarina

bakilmistir.

4.1. Tamm (F, T) ve (G, Z), U lizerinde iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin (F,T) ;\k
e

(G,Z) ile gosterilen tiimleyenli genisletilmis lamda islemi C=TUZ ve YweC igin,

F(w) weT\Z
H(w)= G’(w) WEZ\T
F(y)uG’(w) weTNZ

olmak tizere (F,T) ;\ (G,Z2)=(H,C) ile tanimlanir.
€

4.2. Ornek E={e,,e,,e3,e,} parametre kiimesi, T={e;,e3}, Z={e,,e3.,e,} E’nin iki alt

kiimesi, U={h;,h,, h3,h,, hs} evrensel kiime, (F,T) ve (G,Z), U lizerinde

(F:T):{(el,l {hZI h5)3(63 ) {hlahZ’hS})} ’(G:Z):{(eZJ {h1:h4ah5 }),(63, {h27h37h4})>(e4' {h3’h5}
)}

olarak tanimlanan iki esnek kiime olsun. (F,T) ;\ (G,2)=(H,TUZ) olmak iizere, VoyeTUZ;
€

F(w) weT\Z
H(w)={ G(w) WeZ\T

F()uG(w) weTNZ

Burada TUZ={e;,e,,e3,e,} ve T\Z={e, }, Z\T={e,, e, }, TNZ={e3} olmak lizere,

H(e,)=F’(e;)={hy hs,h,},H(e;)=G’(e;)=thy,hs},H(es)=G’(e4)=1{hy,h;,h, } ,H(es)=F(e3)
UG’(e3)= {hy,hy,hs ).
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Boylece,

*
(F,T) )\S(G;Z):{(e1a{h1,h3; h,}), (ez,thz,hs}), (e3,{hy, hy, hs}), (4, { hyhpsha )l
4.3. Teorem (Islemin Cebirsel Ozellikleri)

1) ;\g, Se(U) kiimesi tizerinde kapalidir.

Ispat: ;S isleminin Sg(U) tlizerinde ikili islem oldugu agiktir. Yani,
3. Se(U)x Se(U)~ Se(U)
((F,T), (G,Z)) — (F,T) ;s (G,Z)=(H,TUZ)
olup, (F,T) ve (G,Z), U lizerinde iki esnek kiime oldugunda (F,T) ;\g (G,Z) de, U iizerinde

bir esnek kiimedir. Benzer sekilde,

;; ST(U)x S1(U)= St(U)

(F,T), (GT) = (F,T) 5 (G, T)=(K,TU T)=(K,T)
olup, T, E kiimesinin sabit bir alt kiimesi ve (F,T) ve (G,T), St(U) kiimesinin elemani olmak
iizere, (F,T) 5 (G,T) de Sr(U) kiimesinin elemanidir. Yani , islemi, St(U) kiimesi
£ &

iizerinde de kapalidir.

2)[(FT) 3 (GD)] 3 (M) (ET) ; [(GZ) 3 (HM)].

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F,T) ;\ (G,2)=(S,TuZ) olsun. Burada
€

VYweTUZ igin,
F(w) weT\Z
S(w)= 1 G'(w) WeZ\T

F()uG'(w) weTNZ



(S,TUZ) 5 (H,M) =(R,(TUZ)UM)) olsun. Burada Voye(TUZ)UM igin,

S’(w) we(TUZ)\M
R(w)=1 H(w) weM\(TUM)
S(w)UH’(w) we(TUZ)NM
Boylece,
| F(w) we(T\Z)\M=TNZ’NM’
G(w) We(Z\T)\M=T"NZNM’
F’(w)NG(w) we(TNZ)\M=TNZNM’
M(w)=1 H(w) weM\(TUZ) =T’NZ’NM
F’(0)UH’(0) we(T\Z) NM=TNZ’NM
G’(w)UH’(w) we(Z\T)NM=T"NZNM
[F(@)NG(w)UH(w)  we(TNZ)NM=TNZNM
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Simdi de esitligin sag tarafina bakalim. (G,Z) ; (H,M)=(R,ZUM) olsun. Burada Voy)eZUM;
€

G’(w) weZ\M
R(w) = H(w) WeM\Z
G(w)UH’(w) WeZNM

(F,T);\< (R,ZUM) =(N,(TU(ZUM)) olsun. Burada Ve TUZUM,;
€

F(w) weT\(ZUM)
N(w)= | R’(0) WE(ZUM)\T
F(w)UR’(w) weTN(ZUM)

Boylece,
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F'(w) weT\(ZUM) =TNZ’NM’
G(w) we(Z\M)\T=T"NZNM’
H(w) we(M\Z)\T=T"NZ’M

N(w)=! G’(w)NH(w) we(ZNM)\T=T"NZNM
F(w)UG(w) weTN(Z\M)=TNZNM’
F(w)UH() weTN(M\Z)=TNZ’"M
F(@)U[G(0)NH(w)]  weTNZNM)=TNZNM

%
Buradan (N,(TUZ)UM)#(L,TU(ZUM)) oldugu goriiliir. Yani, Sg(U) kiimesi tzerinde,

islemi birlesme 6zelligine sahip degildir.
* * * *

3) [(F,T), (GD], (HT)# (FT) 5 [(GT), (HT)]
€ € € €

Ispat: [F’(0)NG(w)]UH’(0)#F(0)U[G’(w)NH(w)] oldugundan, St(U) kiimesi iizerinde

; isleminin birlesme 6zelligi yoktur.
&€
* *

1spat:(F,T);: (G,Z)=(H,TuUZ) olsun. Burada, Vo)eTUZ i¢in,
€

F(w) weT\Z
H(w)=1 G’(w) WeZ\T
F(y)uG’(w) weTNZ

(G,Z) 5 (F,T)=(S,ZUT) olsun. Burada, YweZUT icin,
£

G’ (w) W€eZ\T

S(w)={ F(w) weT\Z
G(w)UF’ () wezZNT
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Boylece, (F.T), (G,2)4G,Z), (F,T). Eger, ZNT=0 ise (F,T); (G2)=(GZ), (F.T).
Buradan, (F,T); (G,T):/E(G,T);: (F,T) oldugu agiktir. Yani, Sg(U) ve St(U) kiimeleri
& &

iizerinde ; isleminin degisme 6zelligi yoktur.
&
*
5) (FvT) Ag (F:T): UT

Ispat: (F,T) ik (F,T)=(H,T) olsun. Buradan, VoeT ic¢in, H(w)=F(w)UF’(w)=U olur ve
&

boylece (H,T)=Ut elde edilir. Yani Sg(U) kiimesi iizerinde, ;: islemi, denk giicliiliik
€

ozelligine sahip degildir.
*
6) (F,T) )\SQT:UT

Ispat: @r=(S,T) olsun. Burada, VweT i¢in, S(w)=@. (F,T) }T (S,T)=(H,T) olsun. Burada,
€
VweT i¢cin, H(w)=F(w)US’(w)=F(w)u U=U. Boylece, (H,T)= Uy

Yani, St(U) kiimesi lizerinde ;: isleminin sag birim elemani @t esnek kiimesidir.
€
*
7) ®T }\S(FaT):(FaT)r

Ispat: ®7=(S,T) olsun. Burada, VoeT igin, S(w)=@. (S,T) ;\k (F,T)=(H,T) olsun. Burada
€
VweT igin, H(w)=S(w)UF’ (9)=0 UF’(0)=F(®). Bdylece, (H,T)=(F,T)".

8) (F.T) 5 Bg=(F,TY
Ispat: ®y=(S,0) ve (F,T) ;:E(S, @)=(H,TU®) olsun. Burada, Voye TUP=T igin,

F(w) weT\@=T
H(®)=7 S (®) wed \T=0
F(w)uS’(w)  weTN@=0
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Boylece, VoeT i¢in, H(w)=F(w) olup, (H,T)=(F,T)".

9) (Z)(Z) Ag(FvT)=(FaT)r
Ispat: @y =(S,0) ve (S,0) ; (F,T)=(H, @UT) olsun. Burada, VoyeUT=T i¢in,

S'() WeP\T=0
H(w)= F(w) weT\@=T
S(wU F’(w) wepNT=0

Boylece, VoeT i¢in, H(w)=F(w) olup, (H,T)=(F,T)".
*
10) (F,T) y @k = Ug

Ispat: @g=(T,E) olmak iizere, YweE icin, T(w)=0. (F,T);(T,E)Z(H,TUE) olsun.

VweTUE=E i¢in
F(w) weT\E=0
H(w)=| T(w) WeE\T=T"
F()UT(w) weTNE=T

Buradan,

F’(w) w€T\E=0
H(w)=| U w€eE\T=T"
U weTNE=T

VweE; H(w)=U olup, boylece (H,E)= Ug.

11) (F,T) , Ur=(F,T)



56

Ispat: Up=(K,T) olsun. Burada VweT icin, K(w)=U. (F,T) ; (K, T)=(H,T) olsun. Burada
VweT i¢in, H(w)= F(9)UT’(0)=F(w)U @=F(w). Bdylece, (H,T)=(F,T).

Yani, St(U) kiimesi tizerinde ;: isleminin sag birim eleman1 U esnek kiimesidir.
£
*
12) Ur A (F,T)=Ur

Ispat: Up=(K,T) olsun. Burada, VweT icin, K(w)=U. (K,T) ;: (F,T)=(H,T) olsun. Burada
€
VweT i¢in, H(w)=T(w)UF’(w)=UUF’(w)=Ut. Boylece, (H,T)=(F,T)r. Yani, St(U) kiimesi

iizerinde ; isleminin sol yutan eleman1 Ut esnek kiimesidir.
€
*

13) (F,T) A (F,T)=(F,T).

. *
Ispat: (F,T)=(H,T) olsun. Burada V@eT i¢in, H(w)=F(®). (F.,T), (H,T)=(L,T) olsun.
Burada YweT i¢in, L(w)=F(w)UH’(w)=F(w)UF(w)=F(w). Boylece, (L,T)=(F,T).
Yani, Sg(U) kiimesi tizerinde, ; islemi i¢in her esnek kiimenin tiimleyeni, kendisinin sag
€

birim elemanidir.

14) (F,T) , (FD)=(FT).

. *
Ispat: (F,T)=(H,T) olsun. Burada VweT i¢in, H(w)=F(®). (HT) , (F,T)=(L,T) olsun.
Burada, VweT i¢in, T(w)=H(w)UF’(0)=F’(®)UF’(w)=F’(w). Buradan (L,T)= (F,T)".
Yani, Sg(U) kiimesi iizerinde, ; islemi i¢in, her esnek kiimenin tiimleyeni, kendisinin sol
€

yutan elemanidir.

15) [(E,T) , (GA=ET) Ve (G.2).

Ispat: (F,T) ik (G,Z)=(H,TUZ) olsun. YweTUZ i¢in;
&
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F(w) weT\Z

H(w)= G’(w) weZ\T
F(y)uG’(w) weTNZ

(H,TuZ)" =(K,TUZ) olup, VweTUZ i¢in;

F(w) weT\Z
K(w)=1 G(w) WeEZ\T
F(0)NG(w) weTNZ

Buradan, (K,TuZ)= (F,T) +. (G,Z2).

16)(F,T) ;S(G, T)=pr =(F,T) = 0 ve (G,T) = Ur.

Ispat: (F, T);: (G, T) = (K,T) olsun. Burada YweT i¢in, K(w)=F(®)UG’(w). (K,T)=0t

oldugundan, VWeT i¢in, K(w)=0. Boylece, V®)ET i¢in, K(w)=F(0)UG’(0))=0 © Vo) € T
icin, F(w)=0 ve G’(0)=0 < VweT i¢in, F(0)=0 ve G(w)=U <(F,T) = @1 ve (G,T)=Uy

17) 81 EFD), (G2), 8, EF D), (GZ), 8,E(G2) 5 (FT), 8y E(GZ), (F).

Ayrica, (ET) 5 (G,Z) € Upyz ve (G,Z)  (F.T) € Ugyr.
£ &

Ispat: Bos kiimenin her kiimenin alt kiimesi olmasindan ve evrensel kiimenin her kiimeyi

kapsamasindan ispat agiktir.

18) (F,) E(FT) , (GT) ve (G,T) EF,T) , (G,T)

Ispat: (F,T) }l(G,T):(H,Z) olsun. VoeT icin, H(w)=F(w) UG’(w) olur. Boylece, YweT

i¢in, H(w) = F(w) € F(9) U G'(w) ve H(w) = G'(w) S F(w) U G'(w).

Boylece, (F.T) E(F.T) , (G.T) ve (G.T) E(E.T) (G
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19) (F,T) € (G, T) ise (H,Z) ;S(G,T) E(H,2) ;S(F,T).

Ispat: (F, T)E (G, T) olsun. Buradan, VweT icin, F(w)SG(w) ve G’ (w)SF’(w). (H,Z)

; (G, T)=(Y,ZUT) olsun. YweZUT igin;
&€

H’(w) weZ\T

Y(w)=1G(w) WeT\Z
H(w)uG’(w) wezZNT

(H,Z) 5 (F,T)=(W,ZUT) olsun. VgeZUT igin;
¢

H’(w) weZ\T

W)= F(w) weT\Z
H(w)UF’(w) wWeZNT

weT\Z ise, Y(w)=H() ve W(w)=H’(w) olup, Y(0)= H'(w) € H'(0)=W(w); weZ\T
ise, Y()=G’(w) ve W(w)=F(®) olup, Y(w)=G'(w) SF'(9)=W(w); weTNZ ise,
Y(w)=H(y)uG’(w) ve W(w)=F()UH’(0) olup, Y(w)=H(g) v
G'(w) SH(w)UF’(w)=W(w) olup, VweZUT icin Y(w)SEW(w). Boylece, (H,T) ;L:(G,T)

- *

E(H,T)  (F.T).

20) (H,Z) 5 (G,T) EH,Z) 5 (F,T)ise (F,T) € (G, T) olmak zorunda degildir.
£ £}

Ispat: E={e,,e,,e3.,4, €s,€s} parametre kiimesi, T={e;,e;}, Z={e,,e3,es} E’nin alt
kiimeleri, U={h;,h,, h3,h,,hs} evrensel kiime, (F,T), (G,T) ve (H,Z), U f{izerinde
(FaT):{(el,J)’(e3a Q))}5(G5T):{(e1,s®)}s(e3a®)}a(HaZ):{( el!{hZ})a(e3’U)a(e5’{h2})} Olarak

tanimlanan esnek kiimeler olsun.
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(H,Z); (G, T)=(L,ZU T) olmak lizere Vo € ZU T={e,, e3, €5} icin,

L(e;)=H(e;) UG’(e1)=U, L(e3)=H(e3) UG’(e3)=U, L(es)=H'(es)=th;,h;, h3,hy}.
*

Buradan, (H,Z) AS(GI) ={(e1,U), (e3,U), (es, {h1,hy, h3,h, D}.

(H,Z), (FT)=(W,ZUT) olmak iizere Vay € ZU T={e,, e5, €5} icin,
€
W(e,)=H(e;) UF’(e;)=U, W(e3)=H(e3) UF’(e3)=U, W(es)=H’(es)= {hy,h;, h3h,}}

B6y16CC (H:Z);(F:T) :{(elaU): (e3:U): (eSJ{h15h2;h39h4})}' Buradan, (H,Z);:(G,T)
€ €

S(H,Z) ;E(F,T) fakat (F,T) € (G, T) olmadig1 agiktir.

2NETE (G,T) ve (KTE (LT) ise (FT) ;s(L,T)i(G,T);S(K,T) ve (K,T) ;g(G,T)
E(LT) ;;(F,T).

Ispat: (F,T) € (GT) ve (K,T) € (L, T) olsun. Buradan, Va €T; F(w) €SG(w) ve
K(w) €L(w). Buradan, G’(w) €F’(w) ve L’(w) €K’(w). Bodylece, Vo €T; F(w) U
L'(0) €G(w) UK (0) ve K(w) UG’ () SL(w) U F(v).

4.4. Teorem (F,T),(G,Z), H,M), U iizerinde esnek kiimeler olmak iizere, tiimleyenli

genigletilmis lamda isleminin diger esnek kiime islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

4.4.1. Teorem (F,T),(G,Z),(HM), U iizerinde esnek kiimeler olmak fiizere, tiimleyenli

genisletilmis lamda isleminin kisitlanmais islemlere asagidaki dagilmalari mevcuttur:

i) Tiimleyenli Genisletilmis Lamda Isleminin Kisitlanmis Islemlere Soldan Dagilmasi
. * * *
1) Tm(ZAM):(D 1sC (F’T) }Lg[(G' Z) UR (HaM)]:[(FaT) }\g (G! Z)]nR[(FaT) AS(HaM)]

Ispat: 1lk olarak esitligin sol tarafin1 ele alalim. (G, Z) Ug(H,M)=(M,ZNM) olsun. Buradan,
YweZNM;M(w)=G(w)UH(w).(F,T) ; (M,ZNM)=(N,TUu(ZNM)) olsun. Burada
€

YweTU(ZNM);



F(w) weT\(ZNM)
N(w)=1 M'(w) WE(ZNM)\T
F()UM’(w) weTN(ZNM)

Buradan,

F(w) weT\(ZNM)
N(w)=] G’(w)NH’ () WE(ZNM)NT
F(o)u [G'(w)NH(w)]  weTN(ZNM)
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Simdi esitligin sag tarafina bakalim. (F,T) ;: (G,Z)=(M,TUZ) olsun. ViyeTUZ;
€

F(w) weT\Z
M(w)= G’(v) wWeZ\T
F)uG'(w) weTNZ

*
(F,T) 5, (HLM)=(K,TUM) olsun. Burada, Vo§yeTUM;

F(w weT\M
K(w)=1 H(®) weM\T
F(w)UH () weTNM

M, TUZ)Ng(K,TUM)=(W,(TUZ)N(TUM)) olsun. Burada,
W(w)=T(w)NK(w),

Voye(TuZ)N(TUM);
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[ F(0)NF(0) we(T\Z)N(T\M)=TNZ’NM’
F'(0)NH’(w) we(M\Z)N(M\T)= @
F’(0)N [F(o)UH’(w)] we(T\Z)N(TNM)= TNZ’NM
G’(w)NF(w) we(Z\T)N(T\M)= @

W(w)=! G’ (0)NH’(w) we(Z\T)NM\T) =T’NZNM
G*(@)N[F(w)UH’(w)] 9EZTN(TNM)= 0
[F(0)UG’(w)]NF(w) we(TNZ)N(T\M)= TNZNM’
[F(@)UG (0)INH'(«) 9e(TNZ)N(MT)= 0

| [F(9) UG (@)IN[F(@)UH’ ()] 9e(TNZ)N(TNM)=TNZNM

Boylece,
F(w) weTNZ’NM’
F’(w)NH’(w) weTNZ’NM
W(w)= G’ (w)nH’(w) weT’NZNM
G’(w)NF’(w) weTNZNM’
_[F(w) UG (w)]N[F(w)UH(w)] weTNZNM

Burada; N fonksiyonundaki T\(ZNM) yi ele alirsak, T\(ZNM)=T\(ZNM)’ olup, bir eleman
(ZNM) nin tiimleyeninde ise o elemanin ya Z\M de, ya M\Z de, ya da ZUM nin
tiimleyenindedir. Buradan, @€T\(ZNM) ise w€TNZNM’ veya w€TNZ’NM veya w€
TNZ’NM’ olduguna dikkat edecek olursak, TNZ’NM=TNZNM’=@ igin N ve W
fonksiyonlar1 birbirine esit olur. TNZ’NM=TNZNM =0 sartinin TN(ZAM)=0 sartina denk
oldugu asikardir.

. * * *
2) Tm(ZAM):Q 1S€ (FaT) }Lg[(G' Z) nR(H,M)] = [(F5T) )\S(G’ Z)] UR[(F:T) Ag(HaM)]
ii) Tiimleyenli Genisletilmis Lamda isleminin Kisitlanmis Islemlere Sagdan Dagilmasi
1) TNZNM=0 ise [(F,T) U(G.2)] 5 (HM)=[(ET) ; (H.M)] N [(G.2) ; (HM)]

Ispat: 1lk olarak esitligin sol tarafini ele alalim. (F,T) Ug(G,Z)=(R,TNZ) olsun. Buradan, V
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9eTNZ;  R(@)F(@)UG(w). (RTNZ) 5 (HM=L,(TNZ)UM) olsun. Burada,

Voye(TNZ)UM;
R’(w) we(TNZ)\M
L(w)= H(w) weM\(TNZ)
R(w)UH’(0) we(TNZ)NM
Buradan,
F(9)NG’(w) we(TNZ)M
L(w)="1H(w) weM\(TNZ)

[F(p)UG(w)JUH ()  0e(TNZ)NM

Simdi esitligin sag tarafina yani [(F,T) 5 (H,M)INg[(G,Z) ; (H,M)] bakalim. (F,T) 5 (H,M
& & e

)=(S,TUM) olsun.YweTUM;

F(w) weT\M

S(w)=- H(w) WeM\T
Flw)JuH(9)  weTNM

*
(G.2) , (HM)=(K,ZUM) olsun. Burada, VoyeZUM;

G’(w) weZ\M
K(w)=1H (0 weM\Z
G(w)UH () weZNM

(S,TUuZ) Ng(K,ZUM)=(W,(TUZ)N(ZUM))  olsun. Buradan,
W(w)=S(0)NK(w) olup;

Vuye(TUZ)N(ZUM);



F(0)NG’(w)
F(w)NH(0))
F(9)N [G(w)UH’ ()]
H(9)NG(w)
W(w)= H(9)NH ()
H ()N [G(w)UH(‘w)]
[F(6)UH’(6)ING’(w)
[F(6)UH(6)INH (o)

Boylece,
F(9)NG ()
H'(w)
W(w)=1 H(w)
H’(w)
[F(w)n G(w)]u H(w)
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we(TM)N(Z\M)=TNZNM’
we(TM)NM\Z)=0
we(MM)N(ZNM)=0
we(M\T)N(Z\M)= @
we(M\T)NM\Z)=T"NZ’NM
we(M\T)N(ZNM)=T"NZNM
we(TNM)N(Z\M)=0
we(TNM)NM\Z)=TNZ’M

[F@)UH'(@)]n [GOUH@)]  o=(TAM)NEZNM)=TNZNM

weTNZNM’
weT’NZ’NM
weT’NZNM
weTNZ’NM
weTNZNM

Burada; L fonksiyonundaki, M\(TNZ)’yi ele alirsak, M\(TNZ)=MN(TNZ)’ olup, bir eleman

(TNZ) nin timleyeninde ise o elemann ya T\Z de, ya Z\T de, ya da TUZ nin

tiimleyenindedir. Buradan, & €EM\(TNZ) ise ®EMNTNZ’ veya w€ MNZNT’ veya we
MNT’NZ’ olduguna dikkat edecek olursak, TNZNM=0 ise L=W saglanur.

2)TNZNM’=TNZNM=@ise[(F,T) Nx(G,Z)] ;S(H,M)Z[(F,T) ;;(H,M)]nR[(G,Z) A (H,M)]

4.4.2. Teorem (F,T),(G,Z),(HM), U iizerinde esnek kiimeler olmak {iizere, tiimleyenli

genisletilmis lamda isleminin genisletilmis islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:

i)Tiimleyenli Genisletilmis Lamda Isleminin Genisletilmis Islemlere Soldan Dagilmas1

D) TNZAM)=0 ise (F,T) ; [(G,2) Ne(HM)IH(F.T) ; (GZ)]UI(F,T) 5 (HM)]
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Ispat: 1lk olarak esitligin sol tarafina bakalim. (G,Z) N.(H,M)=(R,ZUM) olsun. Burada

VweZUM;

G(w) weZ\M
M(w) = 4 H(w) WweM\Z
G(w)NH(w) weZNM

(F.T); (R,ZUM) =(N,(TU(ZUM)) bakalim. V& eTU(ZUM);

F’(w) weT\(ZUM)
N(w)=1 M’(w) WE(ZUMN\T
F(w)UM’(0))  weTN(ZUM)

Buradan,

F(w)

G’(w)

H(w)

N(w)= 1 G (w)VH’(0)
F(w)uG’(w)
F(w)UH’(w)

F(w)V [G’(9)UH (0)]

weT\(ZUM)=TNZ’NM’
we(ZM\T=T"NZNM’
we(M\Z)\T=T’NZ’NM
we(ZNM)\T=T’NZNM
weTN(Z\M)=TNZNM’
weTN(M\Z)=TNZ’NM
weTN(ZNM)=TNZNM

Simdi de esitligin sag tarafina yani [(F,T) 5 (G,Z)]Uc[(E,T) 5 (,M)] bakalim.
& e

(F,T);\(G,Z)Z(K,TUZ) olsun. Burada VoieTuUZ;

F(w) weT\Z

K(w) = G(w) WeZ\T
F(w)uG’(w) weTNZ

(F,T) ; (H,M)=(S,TUM) olsun. Burada YoyeTUM,;



F(w) weT\M

S(w) = H(w) WeM\T
F(w)UH’(w) weTNM

(K, TUZ) U (S, TUM)=(L,(TUZ)U(TUM)) olsun. Burada Voye(TUZ)U(TUM);

K(w) we(TUZ)(TUM)
L(w)={ S(w) we(TUM)\(TUZ)
K(w)US(w) we(TuZ)N(TuM)

Buradan,

F(0)

G’(w)

F(w)uG’(w)

F(w)

H(w)

F(w)UH’(w)

F’(9)UF(w)
L(w)=- F(9)UH’(w)
F’(9)V [F(w)UH’(w)]
G’(w)UF’(w)
G’(w)UH’(w)
G’(w)V [F(w)UH (0)]
[F(w)UG’(0)]UF’(w)
[F(w)UG’(0)]UH’(w)
| [F(@)UG’(w)]V [F(w)UH(0)]

Boylece,

we(T\Z)\(TUM)=0
we(Z\T)\(TUM)=T’NZNM’
we(TNZ)\(TUM)=0
we(T\M)\(TUZ)=0
we(M\T)\(TUZ)=T’NZ’NM
we(TNM)\(TUZ)=0
we(T\Z)N(T\M)=TNZ’ M’
we(T\Z)N(M\T)=0
we(T\Z)N(TNM)=TNZ’NM
we(Z\T)N(T\M)=0
we(Z\T)N(M\T)= T°’NZNM
we(Z\T)N(TNM)=0
we(TNZ)N(T\M)=TNZNM’
we(TNZ)N(M\T)=0
we(TNZ) N(TNM)=TNZNM
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G’(w) weT’ NZNM’

H’(w) weT’NZ’NM

F(w) weTNZ’NM’

L(w)= |U weTNZ' NM
G’(w)UH (w) weT’NZNM

U weTNZNM’
-[F(w)UG () JU[F(w)UH ()]  weTNZNM

TNZNM’=TNZ’NM=@ i¢in N=L oldugu gorilir. TNZ’NM=TNZNM’=Q sartinin
TN(ZAM)=0 sartina denk oldugu asikardir.

" * * *
DTNZAM) ise (F.T) 3 [(G.2) Ue(HM)I=((ET) 5 (G.OIN[(EFT) 5 (HM)].
ii) Tiimleyenli Genisletilmis Lamda Isleminin Genisletilmis Islemlere Sagdan Dagilmast:
. * * *
1) TNZOM=B ise [(F,T) N (G.2)]  (HM)=[(F,T) 5 (HM)] Ug [(GZ) 3 (HM)]

Ispat: Ilk olarak esitligin sol tarafina bakalm. (F,T) N.(G,Z)=(R,TUZ) olsun. Burada
VYweTUZ;

F(w) weT\Z

R(w) =4 G(w) WeZ\T
F()nG(w) weTNZ

(R,TUZ) ;‘\ (H,M) =(N,(TUZ)UM) olsun. Burada Voye(TUZ)UM;
€
R’(w) we(TuzZ)\M

N(w)= 7 H(w) weM\(TUZ)
R(w)UH () we(TUZ)NM

Buradan,



F(w) we(T\Z)\M=TNZ’NM’

G’(w) We(Z\T)\M=T"NZNM’
F’(0)UG’(0) we(TNZ)\M=TNZNM’

N(w)= -1 H(w) weM\(TUZ)=T"NZ’NM
F(oy)UH’ () we(T\Z)NM=TNZ’NM
G(w)UH’(w) we(Z\T)NM =T’NZNM

| [F()NG(w)IUH (@)  9e(TNZ)NM=TNZNM
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Simdi de esitligin sag tarafina yani [(F,T) ;\ (H,M)]Us[(G,Z);\ (H,M)] bakalim.
€ &

(F.T); (HM)=(K,TUZ) olsun. Burada V§eTUM;
¢

F(w) weT\M

K(w)= 7 H(w) weM\T
F(w)UH’(®) weTNM

*
(G.2) , (HM)=(S,TUM) olsun. Burada VoyeZUM;

G’(w) weZ\M
S(w)= -+ H(w) WeM\Z
G(w)UH () weZNM
(K,TUM) U,(S,ZUM)=(L,(TUM)U(ZUM)) olsun. Burada Yoye(TUM)U(ZUM);

K(w) we(TUM)\(ZUM)
Llw)= 1 S(w) WE(ZUM)\(TUM)

K(w)US(®)  we(TUM)N(ZUM)

Buradan,



F(w)

H'(w)

F(w)UH’(w)

G’(w)

H(w)

G(w)UH’(w)

F(0)UG’(0)

L(w)=" F(0)UH’(w)
F(0)V [G(w)UH (0)]
H (9)uG’(w)
H’(0)UH’(0)
H’(9)u [G(w)UH’(w)]
[F(0)UH’(0)]UG’ ()
[F(w)UH’()]UH’(09)

| [F(w)UH’(w)]U [G(oy)UH’(0y)]

Buradan,

F(w)

G’(w)

F(9)uG’(w)

L(w)= 1H(w)

G(w)UH’(w)

F(w)UH’(w)

[F(0)UH’(09)]U [G(9)U H' ()]

TNZNM’=0 ise N=L oldugu goriiliir.

2)TNZAM=8 ise [(F,T) U (G,2)] 5 (HM)=[(FT) ) (HM)] U; [(G.2) 5 (HM)].

we(TM)\(ZUM)=TNZ’NM’
we(M\T)\(ZUM)=0
we(TNM)\(ZUM)=0
we(ZM)\(TUM)=T"NZNM’
we(M\Z)(TUM)=0
we(ZNM)\(TUM)=0
we(TM)N(Z\M)=TNZNM’
we(TM)NM\Z)=0
we(T\M)N(ZNM)=0
we(M\T)N(Z\M)=0
we(M\T)NM\Z)= T°'NZ’NM
we(M\T)NZNM)=T’NZNM
we(TNM)N(Z\M)=0
we(TNM)NM\Z)=TNZ’"M
we(TNM)N(ZNM)=TNZNM

weTNZ’NM’
weT’NZNM’
weTNZNM’
weT’NZ’NM
weT’NZNM
weTNZ’NM
weTNZNM
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4.43. Teorem (F,T),(G,Z),(HM), U fizerinde esnek kiimeler olmak fiizere, tiimleyenli

genisletilmis lamda igleminin esnek ikili pargali islemlere asagidaki dagilmalar1 mevcuttur:
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i) Tiimleyenli Genisletilmis Lamda Isleminin Esnek Ikili Parcali Islemlere Soldan

Dagilmast:
. * ~ * ~ *
1) TN(ZAM)=@ ise (F,T) , [(G.Z) , HM)]=[(F,T) , (G,2)] [(F.T) ; (HM)].
&€ € &

Ispat: Ilk olarak esitligin sol tarafina bakalim. (G,Z) ; (H,M)=(R,Z) olsun. Burada YweZ;

G(w) weZ\M
R(w)=

G(w)NH(w) weZNM

(F.T) 5 (R,Z) =(N,TUZ) olsun. Burada, V§eTUZ;
£

F(w) weT\Z

N(w)=1 R(w) WeZ\T
F(w)UR () weTNZ

Buradan,
CF(w) weT\Z
G’(w) We(ZM\T=T"NZNM’
N(w)= G’(w)UH(®)) We(ZNM)\T=T"NZNM
F(0)UG’(w) weTN(Z\M)=TNZNM’
| F(w)U [G(w)UH(9)]  weTN(ZNM)=TNZNM

Simdi de esitligin sag tarafina yani [(F,T) ; (G,2)] G [(F,T) ; (H,M)] bakalim. (F,T) ;z
€ € &

(G,Z)=(K,TUZ) olsun. Burada, VoyeTUZ;

F(w) weT\Z

K(w) =G (w) wWeZ\T
F(w)uG'(w) weTNZ



*
(F,T) 5 (H,M)=(S,TUM) olsun. Burada YoyeTUM;

F'(w) weT\M

S(w) = H(w) weM\T
F(w)UH(w) weTNM

(K, Tuz) G(S,TUM)Z(L,(TUZ)U(TUM)) olsun. Burada Voye(TUZ)U(TUM);

L(w) = {K(u)) we(TUZ)\(TUM)
K(g)uS(w)  we(TuZ)N(TUM)
Buradan,
F’(w) we(T\Z)\(TUM)=0
G’(w) we(Z\TNTUM)=T’NZNM’
F(w)UG’(w) we(TNZ)\(TUM)=0
F’(w)UF’ () we(T\Z)N(T\M)=TNZ’NM’
F’()UH’(w) We(T\Z)N(M\T)=0
F’(w)U [F(w)UH’(w)] we(T\Z)N(TNM)=TNZ’M
L(®)= |G (9)UF(®) WE(Z\T)N(T\M)=0
G’(w)UH’(w) we(Z\T)NM\T)= T’NZNM
G’ (9)V [F(9)UH’(9)] We(Z\T)N(TNM)=0
[F(0)UG’(0)]UF’(w) we(TNZ)N(T\M)=TNZNM’
[F(w)uG’(0)]UH’(w) we(TNZ)N(M\T)=0
[F(w)UG’ ()] [F(w)UH ()]  we(TNZ) N(TNM)=TNZNM

Buradan

e
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G’ (w) WeT’ NZNM’
F’(0) weTNZ’NM’

Lw)= |U weTNZ’NM
| G’ (w)UH(w) weT’NZNM

U weTNZNM’
L[F(w)uG’(w)]u [F(w)UH ()]  weTNZNM

Burada; N fonksiyonundaki, T\Z yi ele alirsak, T\Z=TNZ’ olup, bir eleman Z nin
tiimleyeninde ise o eleman ya M\Z de, ya da MUZ nin tiimleyenindedir. Buradan, €T\Z
ise  w€TNMNZ’ veya w€TNM’NZ’  olduguna dikkat edecek  olursak,
TNZ’NM=TNZNM =0 sart1 ile N=L saglanir. TNZ’NM=TNZNM’=@ sartinin
TN(ZAM)=@ denk oldugu asikardir.

2) TN(ZAM)=9 ise (F,T) ;\E[(G,Z) o (HM)] = [(E.T) ;g(G,Z)] A[E.T) ;g(H,M)].

ii) Tiimleyenli Genisletilmis Lamda Isleminin Esnek Ikili Par¢ali Islemlere Sagdan

Dagilmasi:
1) TNEZAM)=0 ise [(F,T)) (G2)] , (HM)=[(FT) 5 (M) [(G.2) 5 (HM)]

Ispat: 1k olarak esitligin sol tarafina bakalim. (F,T) ; (G,Z2)=(R,T) olsun. Burada, VweT;

F(w) weT\Z

R(w)=
F()uG(w) weTNZ

(R,T) ;‘\ (H,M) =(N,TUM) olsun. Burada, Vo)eTUM;
€

R’(w) weT\M

N(w)="1 H(w) weM\T
R(w)UH () weTNM



Buradan,

F'(w) we(T\Z)\M=TNZ’NM’

F’(0)NG’(w) we(TNZ)\M=TNZNM’
N(w)= H'(w) WeM\T

F(oy)UH’ () we(T\Z)NM=TNZ’NM

| [F(w)UG(0)JUH () we(TNZ)NM=TNZNM

Simdi de esitligin sag tarafina yani [(F,T) ) (HM)] | [(G,Z) 5 (HM)] bakalim.
€ €

*
(F.T) 5 (H,M)=(K,TUM) Yo)eTUM;

F(w) weT\M

K(w) =] H(w) weM\T
F(w)UH(®) weTNM

(G,2) ;: (H,M)=(S,TUM) olsun. Burada YoyeZUM;
€
G’(w) weZ\M

S(w) =1 H(w) WweM\Z
G(w)UH (¢ weZNM

(K,TUM) J(S,ZUM)Z(L,(TUM)U(ZUM)) olsun. Burada Yoe(TUM)U(ZUM);
K(w) we(TUM)\(ZUM)
L(w)=

K(w)US(w) oe(TUM)N(ZUM)

Buradan,



F(0)
H’(w)
F(o)UH’(w)
F(9)uG’(w)
F’(9)UH’(0)
F(9)V [G(w)UH ()]
H(9)UG’(w)
H’(w)UH’(w)
H(9)U [G(w)UH (w)]
[F(w)UH(0)]UG’(w)
[F(w)UH’()]UH’ ()
 [F(w)UH (9)]V [G(0)UH’(w)]

L(w)=

Boylece,

" F(w)
F())UG’(w)
H’(w)
| G(w)uH’(w)
F(w)UH’(w)
| [Flo)UH (w)]U [G(w)UH ()]

L(w)=
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we(TM)\(ZUM)=TNZ’NM’
we(M\T)\(ZUM)=0
we(TNM)\(ZUM)=0
we(T\M)N(Z\M)=TNZNM’
we(TM)NM\Z)=0
we(T\M)N(ZNM)=0¢
we(M\T)N(Z\M)=0
weM\T)NM\Z)=T’NZ’NM
we(M\T)N(ZNM)=T’NZNM
we(TNM)N(Z\M)=0
we(TNM)N(M\Z)=TNZ’ M
we(TNM)N(ZNM)=TNZNM

weTNZ’ NM’
weTNZNM’
weT’NZ’NM
weT’NZNM
weTNZ’NM
weTNZNM

Burada; N fonksiyonundaki, M\T yi ele alirsak, M\T=MNT’ olup, bir eleman T nin

tiimleyeninde ise o eleman ya Z\T de, ya da ZUT nin tiimleyenindedir. Burdan, ®€M\T ise
w€ MNZNT’ veya EMNZ’NT’ olduguna dikkat edecek olursak, T’"NZNM=TNZNM =@
sart1 ile N=L saglanir. T’NZNM=TNZNM =@ sartinin (TAM)NZ=@ denk oldugu asikardir.

2) TNZAM)=0 ise [(F.T), (G,2)] 5 (HM)=[(F.T) ; (HM)] 1 [(G.2) ; (HM)]
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda yeni bir esnek kiime islem formu olan, tiimleyenli genisletilmis esnek
kiime islemlerinden, tiimleyenli genisletilmis fark ve lamda islemleri tanitilmis, bu
islemlerin Ozellikleri incelenmis; bu islemlerin diger esnek kiime islemleri ile olan
iliskilerine bakilmig, sabit parametreli esnek kimeler kimesi Uzerinde, tumleyenli

genigletilmis fark isleminin bir BCK-cebiri olusturdugu gosterilmistir.

Bes boliimden olusan bu tezin ilk bolimiinde, esnek kiimeler ile ilgili literatiir taramasi
yapilmis; ikinci boliimde, kimeler, fark ve tiimleyen islemi ve esnek kumelerle ilgili
kavramlara yer verilmis, tiglinct b6limde timleyenli genisletilmis fark, dérdinct bolimde
timleyenli genisletilmis lamda isleminin tiim 6zellikleri ve diger islemlere olan dagilmasina
bakilmis, bu islemlerin sabit parametreli esnek kiimeler kiimesi Uzerinde bir BCK-cebiri
olusturdugu gosterilmistir. Islemlerin 6zelliklerine bakilirken, kapalilik, birlesme, birim
eleman, ters eleman, degisme, idempotent olma &zelligi gibi tiim Ozellikler detaylica
incelenmis olup, klasik kiimelerdeki fark islemi ile tiimleyenli genisletilmis fark iglemini ne
gibi benzer 6zelliklere sahip oldugu dikkatli sekilde ele alinmis ve oldukga ¢arpici sonuglar

elde edilmistir.

Esnek kiimelerin ve islemlerinin cebirsel yapilarii incelemek, esnek kiime cebirinin klasik
ve klasik olmayan mantiga nasil uygulanabilecegini anlamak i¢in kapsamli bir bakis agis1
sundugundan, esnek kiime islemleri, bu teorik ¢ercevede pratikten uygulamalara doniisen
kose tas1 bir kavramdir. Bu agidan yeni esnek kiime islemlerinin tanimlandig1 bu ¢calismanin,
gelecekte yapilacak esnek kiime islemleri ile ilgili ¢alismalarin Oniinii agacagini umut

ediyoruz.
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