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OZET
ZAMAN SKALASI UZERINDE CARPIMSAL TUREVIN BAZI OZELLIKLERI

Zaman skalasi lizerinde tanimlanan carpimsal tiirevin tanimu ile Rolle teoremi, ortalama deger
teoremi ve keyfi bir zaman skalasinda tanimli bir fonksiyonun ¢arpimsal analizde monotonluk durumlari
gibi ozellikleri daha 6nce arastirilmistir. Bu 6zelliklerin iizerine;

Bu tez calismasinda, zaman skalasi {izerinde tanimlanmis zincir kurallar1 ¢arpimsal analizde
yeniden kurulmustur. Buna ek olarak, keyfi bir zaman skalasinda tanimli bir fonksiyonun tersinin
carpimsal tiirevi tanimlanmistir. Bu kavramlarin 6zellikleri detaylica incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalasi, Carpimsal Analiz, Carpimsal Delta Tiirev, Ters Fonksiyonun
Carpimsal Delta Tiirevi.

Damisman: Dog. Dr., Sertag GOKTAS, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT
SOME PROPERTIES OF THE MULTIPLICATIVE DERIVATIVE ON TIME SCALES

Properties such as the definition of the multiplicative derivative defined on a time scale and
Rolle's theorem, the mean value theorem, and monotonicity cases in the multiplicative analysis of a
function defined on an arbitrary time scale have been previously investigated. In addition to these
features;

In this thesis study, chain rules defined on the time scale were reconstructed in multiplicative
analysis. In addition, the multiplicative derivative of the inverse of a function defined on an arbitrary
time scale is defined. The characteristics of these concepts have been examined in detail.

Keywords: Time Scale, Multiplicative Analysis, Multiplicative Delta Derivative, Multiplicative Delta
Derivative of Inverse Function.

Advisor: Assoc. Prof., Sertac GOKTAS, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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Kisaltma/Simge Tanim
® a — Toplam
2 a — Fark
©) a — Carpim
%) a — Oran
) a - Siralama
R, a — Reel Sayilar Kiimesi
Rexp exp — Reel Sayilar Kiimesi
[x]* Carpimsal Mutlak Degeri
*xlg;fclo fx) f Fonksiyonunun x, Noktasinda Carpimsal Limiti
dr . L :
()= d—f f Fonksiyonunun x’e gore Birinci Mertebeden Carpimsal Tiirevi
X
A*
4 = dd f f Fonksiyonunun x’e gore Birinci Mertebeden Carpimsal Delta Tiirevi
X

f f(x)%* f Fonksiyonunun Carpimsal Belirsiz Integrali

b
f f(x)%* f Fonksiyonunun Carpimsal Belirli integrali

a
T Keyfi Zaman Skalasi
o Ileri Sigrama Operatorii
P Geri Sigrama Operatorii
H Grainiess Fonksiyonu
fe Birinci Mertebeden Hilger (Delta) Tiirev
Cy (T) T Zaman Skalasi Uzerinde Rd-Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

Tiirevlenebilme Bolgesi

viii



Berna BELVEREN, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2024

1. GIRiS

17. yilizyilin sonlarma dogru, Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz bagimsiz
caligmalariyla ortaya ¢ikan klasik analiz kavrami, matematigin evriminde 6nemli bir donemegtir (Bardi,
2006; Boyer, 1959). Limit kavraminin ortaya ¢ikmasi gibi ilerleyen ¢aligmalar, bu matematiksel alanin
temellerini daha saglam bir kavramsal zemine oturtmustur. Giiniimiizde, klasik analiz, bilim,
mithendislik ve sosyal bilimlerde genis bir uygulama alanina sahiptir ve Hoffmann vd., (2004)
tarafindan belirtildigi gibi, bu analitik yaklasimin etkisi hala giigliidiir. Klasik analiz toplamsal analiz
olarak da adlandirilir. Bunun temel nedeni, bu matematik dalinda tanimlanan tiim kavramlarin ve
tiiretilen tiim teoremlerin Oziinde toplama ve ¢ikarma islemlerine dayanmasidir. Bu, temel aritmetik
islemlerin, matematiksel yapinin temelini olusturdugu anlamina gelir.

Elemanlar arasindaki islemlerin rolii, farkli analiz yontemlerinin olusturulmasinda kritik bir
oneme sahiptir. Bu nedenle, klasik analize alternatif olarak, farkli aritmetik islemlerin kullanildig:
analizler de tamimlanmistir. Bu alternatif analizlerden biri olan Volterra tipi analizin (Volterra ve
Hostinsky, 1938) temeli eski donemlere dayanmasina ragmen, bu analiz {izerine uzun yillar boyunca
siirli sayida ¢alisma yapilmistir (Ozyapici vd., 2014).

Michael Grossman ve Robert Katz, Volterra tipi analizin tanimlanmasinin ardindan 1970l
yillarda non-Newtonian analiz olarak adlandirdiklar bir dizi yeni analiz {izerinde ¢alismiglardir. Bu
analizler arasinda geometrik analiz, bigeometrik analiz, anageometrik analiz, kuadratik analiz, harmonik
analiz gibi farkli dallarda yeni analizler ortaya koymuslardir.

Non-Newtonian analizler arasinda son dénemlerde 6ne ¢ikan bir alan ise geometrik analizdir.
Geometrik analiz, klasik analizdeki toplama ve ¢ikarma iglemlerinin yerine ¢arpma ve bélme islemlerini
temel alir. Bu nedenle, Dick Stanley (1999), geometrik analizi ¢arpimsal analiz (multiplicative analysis)
olarak adlandirmustir.

Analiz yoOntemlerinde kullanilan farkli aritmetik iglemler, matematiksel diisiinceyi
cesitlendirmekte ve belirli problemlere 6zgii ¢oziim yontemlerini ortaya koymaktadir. Bu cesitlilik,
matematiksel analizin genis bir yelpazesini kapsayarak, ¢esitli bilim dallarinda ve uygulama alanlarinda
kullanilabilecek farkli perspektifler sunmaktadir.

Zaman skalasi teorisi ise Hilger (1988, 1990)’in doktora tezinde ortaya konulmustur. Hilger
matematikteki siirekli ve kesikli durumlar1 birlestirerek genellestirmeyi amacglamigtir (Aulbach ve
Hilger, 1990).

Keyfi bir T zaman skalasi lizerinde ¢arpimsal tiirev (*tiirev) ve bu tiirevin bazi temel 6zellikleri
Goktas vd. (2021) tarafindan tanimlanmistir. Goktas vd. (2021), T tizerinde A —tiirev kavramini
carpimsal analize tasimiglar ve 6nemli sonuglar elde etmislerdir. Bu tez ¢alismasinda, zaman skalasi
iizerinde tanimlanmus zincir kurallar1 ¢arpimsal analizde yeniden kurulmustur. Buna ek olarak, keyfi bir
zaman skalasinda tanimli bir fonksiyonun tersinin ¢arpimsal tiirevi tammlanmistir. Bu kavramlarm

ozellikleri detaylica incelenmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Grossman (1979) non-Newtonian analizi kurarak bazi temel 6zelliklerini ispatladi. Son olarak,
Newton ve Leibniz'in klasik analizine alternatif olarak non-Newtonian analizlerin nihai kullanim
alanlarimi anlatt1.

Stanley (1999) non-Newtonian analizlerden carpimsal analiz iizerinde tiirev, integral
kavramlarini tanimladi ve bu kavramlarla ilgili temel tanim ve teoremleri verdi.

Campbell (1999) ¢arpimsal Euler yontemini kurmus ve ¢arpimsal analizle ilgili bazi ¢aligmalar
yapmustir. Ornek olarak, sinx fonksiyonu i¢in klasik analizdeki lineer yaklasimla, ¢arpimsal analizdeki
yaklagimla grafiklerini ¢izerek ¢arpimsal Euler yaklagiminin sinx in gergek fonksiyonuna grafiginin
daha yakin oldugunu gosterdi.

Rybaczuk vd. (2001) klasik analizin yeterli kalmadigi asamalarda alternatif olarak garpimsal
analizin uygulama alanini; Cordova-Lepe (2006, 2009) ise ¢arpimsal analizin iktisatta ve ekonomide
bazi olas1 ve agik uygulamalarini inceledi. Carpimsal tiirev ile bilinen esneklik kavrami arasinda iliskiyi
inceledi ve esneklik kavraminin carpimsal analizde ¢cok kapsamli ve kullanisl oldugunu ispatladi.

Bashirov vd. (2008), (Grosmann ve Katz, 1972)’de ortaya atilan ¢arpimsal analizin temellerini
pekistirmek ve faydalarini ortaya koymak amaciyla teoriyi yeniden ele aldi ve niimerik 6rnekler verdi.

Misirli ve Ozyapici (2009) ¢arpimsal analizi niimerik analiz alanindaki arastirmalarda nasil
uygulanabilecegini gosterdi. Sonrasinda uygun tstel fonksiyonlarin g¢arpimina dayali {istel
enterpolasyon yontemlerini gosterdi.

Bashirov ve Riza (2011) karmasik degerli fonksiyonlarda karmasik carpimsal tiirevin
ozelliklerini incelemislerdir. Uzer (2010) reel degerli fonksiyonlarla kurulan bir ¢arpimsal analizi,
karmasik degerli fonksiyonlara genisletti. Ayrica, klasik analizin bazi temel teorem ve kavramlari
carpimsal kompleks analize uyguladi ve aralarindaki iliskiyi verdi. Kadak ve Efe (2014) reel ve
kompleks durumda garpimsal vektor uzaylarini ingaa ettiler. Buna ek olarak, Cauchy-Schwarz ve liggen
esitsizliklerini ¢arpimsal analizde incelemislerdir.

Cakmak ve Basar (2012) ve Tirkmen ve Basar (2012) non-Newtonian reel sayilar ve Newton
olmayan metrik kavramini tanimladir. Ayrica non-Newtonian analizde tiggen esitsiligi, Minkowski
esitsizlikleri tanimlandi. Daha sonra smirli diziler uzayr gibi bazi 6zel dizi uzaylarini yeniden
tanimladilar.

Bashirov vd. (2012) carpimsal analiz kavramlarini kullanilarak finans, aktiierya bilimi, ekonomi
ve sosyal bilimlerden bazi doga olaylarinin matematiksel modellerini vermislerdir. Florack ve Assen
(2012) garpimsal analizin biyomedikal goriintii analizinde potansiyel kullanimini gosterdiler. Filip ve
Piatecki (2014a, 2014b) neoklasik digsal biiylime modelini non-Newtonian analiz ile nasil
uygulayabilecekleri hakkinda bilgi vermislerdir. Boruah ve Hazarika (2016) non-Newtonian
analizlerden biri olan bigeometrik analizin temel 6zelliklerini inceleyerek matematik ve ekonominin

farkli dallarindaki uygulamalar1 hakkinda bilgi verdiler.
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Bashirov (2013) egrisel ve ¢ift katli integral kavramlarini ¢arpimsal analizde incelemis ve
teoremlerini vermistir.

Yener ve Emiroglu (2015) ¢arpimsal analizin bazi temel kavramlarinin g —benzerini ele elde
etmislerdir ve buna ¢carpimsal q —analiz adin1 vermislerdir. Bazi 6zelliklerini ispatlamislardir.

Ayrica, carpimsal analizin temelleri {izerine bir ¢cok yliksek lisans (Erdogan, 2016; Giirefe, 2009;
Yavuz Sar1, 2021) ve doktora tezi (Cakmak, 2014; Giirefe, 2013; Kadak, 2015; Ozyapic1, 2009; Yener,
2016) de hazirlanmistir.

Diger taraftan tezin amaci zaman skalasi iizerinde c¢arpimsal analizin incelenmesi ile ilgili
oldugundan zaman skalas1 analizi {izerinde baz1 temel kaynaklari ele alalim:

Tek ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar iizerinde zaman skalasi1 analizi birgok yazar tarafindan ele
alinan kaynaklarda genis bir yelpazede temel analiz kavramlarina odaklanmaktadir (Agarwal ve Bohner,
1999; Agarwal vd., 2002; Bohner ve Georgiev, 2016; Bohner ve Guseinov, 2007; Bohner ve Peterson,
2001, 2003; Guseinov, 2003; Guseinov ve Kaymakcalan, 2002; Kaymakcalan vd., 1996). Zaman skalasi
tizerinde yeniden tanimlanan bu kavramlar arasinda tiirev, integral, diziler-seriler, kismi tiirev, katl
integraller, egri ve yiizey integralleri gibi 6nemli konular bulunmaktadir. Ayrica, dinamik denklemlerin
olusturulmasi ve baglangi¢-sinir deger problemleriyle ilgili temel bilgiler de bu kaynaklarda mevcuttur.

Stirekli ve ayrik durumda ayri1 ayri ¢aligilan ikinci mertebeden matris denklemler (Agarwal ve
Bohner, 1998); Holder, Cauchy-Schwarz, Minkowski, Jensen, Gronwall, Bernoulli, Bihari, Opial,
Wirtinger, Lyapunov tipi esitsizler (Agarwal vd., 2001); varyasyon hesabi, zayif yerel minimum, birinci
varyasyon Euler-Lagrange denklemi (Hilscher ve Zeidan, 2004); integrallenebilen fonksiyonlar (Giirses
vd. 2005); sonsuz araliklarda sinir deger problemlerinin varlik teoremleri (Agarwal vd., 2002); bir lineer
denklemin 6zdegerlerinin asimptotik formiillerinin bulunmasi (Amster vd., 2009) konular1 zaman

skalasi lizerinde yeniden calisilmigtir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Carpimsal Analiz

Aritmetik R de tanimli tam siral1 bir cisimdir. Urete¢ fonksiyonu ise reel sayilar kiimesinden,
reel sayilarin bir alt kiimesine tanimli birebir bir fonksiyondur. Ureteg fonksiyonuna I birim fonksiyonu,
e* fonksiyonu ve v/x fonksiyonu 6rnek olarak verilebilir (Grossman ve Katz, 1972).

a:ASR—- A, ={alx): x € R} bir iireteg olsun. A, tizerinde tanimhi P,8,O,D islemleri

ve @ siralama bagintist agagidaki gibi tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972). Her x,y € A, igin;

a—toplam  x@y=afa"'(x) +a ()}

a — fark xOy=afar(x) —a t(y)}
a — carpim xQy=afa™'(x) xa ' (y)}
@ — oran xQy=afa”'(x) +a 1 (y)}

a-swalama xQy e a t(x)<al(y).

Bu islemler altinda (4,,D,8,0,?,Q) tam sirali bir cisimdir olup aritmetiktir. Bu aritmetigi a
fonksiyonu iirettigi i¢in buna a —aritmetik denir. Her bir tirete¢ fonksiyonu yalniz bir aritmetik iretir.
Her bir aritmetik yalmz bir iirete¢ vasitasiyla iiretilir. Ornegin birim fonksiyon olan I(x) = x bilinen
klasik aritmetigi, a(x) = e* fonksiyonu da ¢arpimsal aritmetigi tiretir (Grossman ve Katz, 1972). Sonug
olarak, tlirete¢ fonksiyonu degistikce yeni non-Newtonian analizler ortaya ¢ikar.

A, kiimesi iizerinde 0 = a(0) ve 1 = a(1) sayilar sirasiyla Vx € A, i¢cinx @ 0 = x ve x ©
1 = x esitliklerini saglayan sayilardir.

a —pozitif sayilar Vx € A, i¢in 0 @ x esitsizligini saglayan sayilar, @ —negatif sayilar Vx € A
icin x © 0 esitsizligini saglayan sayilardir.

a —tam sayilar

v, =2=a(=2),-1=a(-1),0 = «(0),1 = a(1),2 = a(2), -

bi¢imindeki sayilardir. Herhangi bir n tamsayisi n = a(n) bigiminde tanimlanir. Yani n bir « —pozitif

sayl1 ise, o halde

n=1pip--di
dir.
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a —mutlak deger

X 0x
x| =40 0=x
06x ,x@0

bigiminde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).
Carpimsal analizde ise bu kavramlar agagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

a = exp olmak lizere

a:R = Rgyp S RY a :Reyp = R

alx)=e*=y al(y)=Iny=x
seklinde verilsin. Her x,y € R* i¢in asagidaki cebirsel islemler gegerlidir.

exp — toplam x @y =a{al(x) +a l(y)} = ex+ny) = xy,
exp — fark xOy=afal(x)—at(y)} =¥ N =x+y,  y=0,

exp — carpim  x Qy = a{a”1(x) x a”1(y)} = enx ny) = yiny — yinx

1
exp — oran xQy=afal(x) +a 1(y)} = eIn¥nY) — yiny y # 1,

seklindedir.

Diger taraftan, R* kiimesi iizerinde 0 = a(0) = e’ = 1ve 1 = a(1) = e' = e dir.

exp —pozitif sayilar ¥x € Rt i¢in 1 < x esitsizligini saglayan sayilar, exp —negatif sayilar
Vx € R" igin 0 < x < 1 esitsizligini saglayan sayilardir.

exp —tam sayilar
v, 2=a(=D)=e?-1=a(-D=eL0=a(0)=11=a(l) =¢,2 =a(2) =e? -

bigimindeki sayilardir.

Herhangi bir n tamsayisi n = a(n) = e bi¢iminde tanimlanir. Yani n bir exp —pozitif sayi

ise, o halde
n=-eeee..e =e"
~——————
n tane
dir.
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3.1.1. Carpmmsal Limit ve Carpimsal Siireklilik

Tamm 3.1.1. x € R* olsun. x nin carpimsal mutlak degeri |x|* simgesi ile gosterilir ve

x ,x=>1
|x| ={§ x<1 (3.1)

seklinde tanimlanir (Ozyapici, 2009). Ornegin, |3]|* = 3, |§| =5 |1*=1.

Carpimsal mutlak degerin baz1 6zellikleri asagida verilmistir:

i 1< |x|*
i ey|® < [x[*|yl”

iii. BgerA>1icinA™ 1 <x<2ise|x|* <A
seklindedir.

Tamm 3.1.2. f: A € R - R" olsun. Eger her ¢ > 1 ve x € A i¢in
X — Xo| < 6 iken I%| <&

olacak sekilde & > 0 varsa f fonksiyonunun x, € A noktasinda ¢arpimsal limiti vardir ve

*lim f(x) =L

X—Xg

ile gosterilir. Eger f(x) fonksiyonunun x, noktasinda limiti var, f(x,) tammli ve f(xy) =L ise f

fonksiyonu x, noktasinda carpimsal siireklidir denir (Ozyapici, 2009).
3.1.2. Carpimsal Tiirev

Tamm 3.1.3. (Carpimsal Tiirev) Pozitif bir f fonksiyonun x degiskenine bagli ¢arpimsal
tiirevi ( “tiirevi) %(x) =f*(x), f":A— R* sembolii ile gosterilir. Burada pozitif bir f

fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevi

1

£1G0) = lim (f &) >— vy FG0) — lim <f(x + h))ﬁ

xo20 \ f (o) =0\ f(x)
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seklinde tanimlidir (Stanley, 1999).

Teorem 3.1.1. Pozitif bir f fonksiyonu herhangi bir x, noktasinda klasik anlamda
diferensiyellenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart yine aymi noktada carpimsal anlamda

diferensiyellenebilir olmasidir. Bu durum,

Jie))

f*(x) = e(lnf(x)), — ef(x)

esitligi ile gosterilir (Stanley, 1999).

Ornek 3.1.1.

I~

x2) 2x 2

f(x) =x? ise f*(x) =e 2 = ex? = ex,

vm'

f)=Vxisef*(x)=e & =e

(nx)’ X 1
f(x)=Inx ise f*(x) = e nx = elnx = exlnx

A18
= ezx,

RIm @EJ»—\

dir.

Teorem 3.1.2. Eger f* fonksiyonu ¢arpimsal tiirevlenebiliyor ise ikinci mertebeden ¢arpimsal
tiirevi vardir ve f** ile gosterilir. Benzer bi¢imde f fonksiyonunun n. mertebeden garpimsal tiirevi var

ise £*(™ olarak gosterilir. Pozitif tanimli £ fonksiyonunun bir x noktasindaki n. mertebeden garpimsal

tiirevi
£ (x) = enfEN™

seklinde tamimlidir (Bashirov vd., 2008).

Teorem 3.1.3. f ve g ¢arpimsal tiirevlenebilir iki fonksiyon ve a bir sabit olsun. O halde, af,
fag.f+g, 5 , f9 ve f o g fonksiyonlari da ¢arpimsal tiirevlenebilirdir ve asagidaki sekilde ifade edilir

(Bashirov vd., 2008).

i (af)’(x) = f'(x), a €R,
i (fg)'(x) = fr (g™ (),

f@) 900
iii. (f+9)x) = f*(x)f@+@® g*(x)fC+9(),

v () @5

Vo (fO*(x) = f)9I0f ()9 ™,
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Vi. (fog)(x) = [f*(g(x))]9 @,

Onerme 3.1.1. k € R* olsun. f ve g carpimsal tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

i f) =k ise fr(x)=1,
i, f(x)=kx ise fr(x)=ex,

i, f(x) = kx" ise fr(x) =ex

iv. f(x)=kb* ise f*(x)=b, b>0,

V. f)=klnx ise f*(x)= exns,

Vi. f)=kIn(g(0) ise f'() = [g" ()@,

i f(x)=gM)" ise fr(x)=[g"@]",

viii. f(x) = k[g)]"® ise f*(x) = [g* ()" @ [g(x)]M @

\'

ozellikleri saglanir (Giirefe, 2009; Ozyapici, 2009).
3.1.3. Carpimsal integral
Tamm 3.1.4. Her x € (a, b) igin F*(x) = f(x) bi¢iminde ise F:(a,b) » R* fonksiyonuna,

f:(a,b) » R* fonksiyonunun bir ¢arpimsal anti tirevi denir. f: (a,b) - R* fonksiyonunun biitiin

carpimsal anti tiirevlerinin sinifina ¢carpimsal belirsiz integral denir ve

[ re

ile gosterilir (Bashirov vd., 2008; Stanley, 1999).

Teorem 3.1.4. f: (a,b) —» R* siirekli ise (a, b) araliginda ¢arpimsal integrallenebilir ve

b
ff(x)dx — effln(f(x))dx
a

seklindedir (Bashirov vd., 2008; Stanley, 1999).

Ornek 3.1.2. f(x) = e®°S* fonksiyonunun ¢arpimsal anti tiirevi:

f(ecosx)dx = JIn(e®*¥)dx — ,[cosxdx — gsinx+c — rgsinx
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oldugundan F(x) = eS™* foksiyonu f fonksiyonun garpimsal anti-tiirevlerinden biridir.

Teorem 3.1.5. f, g: (a,b) » R™ fonksiyonlar1 ¢arpimsal olarak integrallenebilir olsunlar. Bu

durumda %, fg,f/g ve f9 fonksiyonlar1 da ¢arpimsal integallenebilirdir ve

L e = (o)
i [T FgEN = [T (F )™ [P (g™,

p(ze)® - g
@ \g(x) 1P (g’

=

PN = [ [,

b/ . dt f(b)g(b) 1
. £)9® = ,
fa (f ( ) ) f(a)g(a) f:(f(t)gl(t))dt

vi. [P = (2 F©®)
vii. [ ()% =1

<

ozellikleri saglanir. Burada k € R, ¢ € (a,b) seklindedir. Ayrica, v. formiiline ¢arpimsal kismi

integrasyon formiilii denir (Bashirov vd., 2008; Stanley, 1999).

Teorem 3.1.6. ¢,k € R* olsun. f ve g carpimsal integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu

durumda,

i [19% =,
i, [ k% = ck*
iii. [[e**]%* =ce 2z,
kxt1

iv. f[ekxn]dx = ce n+1
k dx

V. f[ei] = cx¥,

Vi. f[ecosx]dx — Cesinx’

Vii. f[e—sinx]dx = ceCosx,

viii. [[e~ta"*]4% = ¢ cosx

ozellikleri saglanir (Giirefe, 2009; Ozyapici, 2009).

Zaman skalasinda ¢carpimsal analizin tanimlanmasi sirasinda asagidaki kavramlar kullanilmistir:

Tamm 3.1.5. h > 0 olsun. Cok degerli silindir doniisimii {,, : C, = {z eCz# —%} -C
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~log(1+7h), h#0

{n(2)= {Zu h=0

bi¢iminde tanimlanir. Burada, C karmasik sayilar kiimesini ve log  ise ¢ok degerli kompleks logaritma
fonksiyonunu gostermektedir (Bohner ve Peterson, 2001; 2003).

Tanim 3.1.6. p: T = C, p # 0 fonksiyonu A —tiirevlenebilir fonksiyon olsun. O halde

t A
ty(t,s) = fs {u) [2;(—(:)) At: s,t €T

fonksiyonu T {izerinde ¢ok degerli logaritma fonksiyonu olarak tanmimlanir. Burada, p sabit ise, tim
s,t € Tigin £,(t,s) = 0 dir (Anderson ve Bohner, 2021).

Simdi bu fonksiyonun bazi 6zelliklerini ifade edelim:

Lemma 3.1.1. f,h: T = C, f,h # 0 fonksiyonlar1 A —tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O
halde

'gfh(t, S) = ‘gf(t, S) P fh(t, S)
Ve

tr(t,s) = €¢(t,s) — £p(t,s)

esitlikleri saglanir (Anderson ve Bohner, 2021).

Lemma 3.1.2. a e R vep: T — C, p # 0 fonksiyonu A —tiirevlenebilir fonksiyon olsun. O
halde, s,t € T igin

tpa(t,s) = aty(t,s)

esitlikleri saglanir (Anderson ve Bohner, 2021).

Teorem 3.1.7. p: T —» C, p # 0 fonksiyonu A —tiirevlenebilir fonksiyon olsun. halde, s,t € T

icin

10
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(1 p°(t)
, _J@“g[pa) 10 #0
B =00

POR u) =0

esitlikleri saglanir. Burada A —tiirev, t degiskenine goredir (Anderson ve Bohner, 2021).

3.2. Zaman Skalas1 Analizi

Tamim 3.2.1. (Zaman Skalasi) Reel sayilar kiimesinin keyfi, kapali ve bos olmayan bir alt

kiimesine zaman skalasi denir. Zaman skalasi genellikle T sembolii ile gosterilir (Bohner ve Peterson,

2001).

Ornek 3.2.1. N, Z, R ve [0,2] kiimeleri birer zaman skalasidir.
Ornek 3.2.2. C,Qve R/Q kiimeleri bir zaman skalas1 degildir.
Ornek 3.2.3. {1, 2, 5} ] [6, 25] U {50, 55} bir zaman skalasidur.

Tamm 3.2.2. (ileri Sicrama Operatorii) T bir zaman skalasi olsun ve teT igin zaman

skalasi tizerinde taniml1 o: T — T ileri sigrama operatorii

o(t)=inf{seT:s>t}

olarak tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 3.2.3. (Geri Sicrama Operatorii) T bir zaman skalasi olsun ve teT igin zaman

skalasi iizerinde tanimlhi p: T — T geri sigrama operatorii

p(t)=sup{seT:s<t}

olarak tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 3.2.4. J bos kiime olmak lizere
infd=supT ,sup=infT

seklindedir (Bohner ve Peterson, 2001).

11
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Tamm 3.2.5. (Graininess Fonksiyonu) T bir zaman skalas1 ve teT i¢in zaman skalasi

iizerinde taniml olsun. Eger o: T — T ileri sigrama operatorii ve g: T — [O, + 00) ise

ut)=o(t) -t

seklinde tanimlanan fonksiyona graininess fonksiyonu denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 3.2.6. t € T i¢in,

i. Eger o(t)>tise t sag sacilmis nokta; p(t) <t ise sol sacilmis nokta,
ii. p(t)<t<o(t) iseizole(ayrik) nokta,
iii. o(t)=t ise sag yogun nokta; p(t) =t ise sol yogun nokta,

iv. p(t)=t=0(t) ise yogun nokta

olarak tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 3.2.7. f:T—> R olsun. teT igin f°:T —R fonksiyonunu

sekilde tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 3.2.4. T={3"*,neN,} ve f(t)=t*+t+1 olsun.
T={3"3%3"..}
olup o(t)=3t dir. O halde,
£7(t)=f(o(t))=f(3t)=(3t)" +3t+1=9t"+3t+1

dir.
3.2.1. Delta Tiirev

Tammm 3.2.8. (Komsuluk) t, €T olmak iizere Ve>0 igin U (t)={seT: |s —to| <&}

kiimesine t noktasinin ¢ komsulugu denir (Bohner ve Peterson, 2001).

12
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Tamm 3.2.9. (Delta Tiirev) f:T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. V& >0ve t noktasinin

Ut)=(t-0,t+0)NT komsulugundaki her s icin

[fe)-f(s)]- F*O[ot)-s] <elo®) -]

olacak sekilde bir f*(t) sayis: varsa, bu sayiya f:T—R fonksiyonunun teT" noktasindaki
Hilger(Delta) tiirevi ( A —tlrev) denir.

T = R oldugu durumda o (t) =t olacagindan delta tiirev tanimindan

fa(t) = lim T =TE) _ ¢y

=t o(t)-s

seklinde de tanimlanabilir (Bohner ve Peterson, 2001).
T=R igin delta tiirev klasik tiireve déniisiir yani f*(t)=f'(t) dir. Benzer sekilde T=7

oldugunda ise delta tiirev fark operatoriine doniisiir yani f*(t) = f (t+1) — f (t) = Af (t) dir.

Teorem 3.2.1. T bir zaman skalasi olsun. f,g:T — R fonksiyonlar1 t € T* noktasinda delta
tiirevlenebilir olsun. Asagidaki ifadeler saglanir (Bohner ve Peterson, 2001):

i. f+9:T—> R fonksiyonu t € T* noktasinda Delta tiirevlenebilirdir ve

(f+9) ) =f(t)+g")

seklindedir.

ii. Her a sabiti i¢in @ f : T — R fonksiyonu t € T noktasinda Delta tiirevlenebilirdir ve
(@f)' () =af’(t)

seklindedir.

iii. fg:T— R fonksiyonu t € T noktasinda Delta tiirevlenebilirdir ve

(fg)*®) =g+ f7 Mg ®) = 1)g"®+ f ()" (1)
seklindedir.

13
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iv. g()g(o(t)) # 0 olmak iizere

(LJA - 0901 05" ®
g g(t)g(a(®))

seklindedir.

4

Ornek 3.2.5. ']1‘:{\“/’2n+1,neNo}vef(t):t4 olsun. teTigin, t=%2n+1, n:t 2_1,

nelN, dir.

4_
o(t)=inf (420 +1:421+1>42n+1, 1eN, | =4/2n+3 = 2[t - 1}3:%4” ot

oldugundan T nin herhangi noktasinda sag sagilmistir. T de f siireklidir. Dolayistyla

(= e _ (o) -t ~(o(t)) +t(o () +o(t)+£

o(t)-t o(t)-t

3 2
=(4t4+2) +t(4t4+2) +t2Ytt + 2 413
dir.

Tamm 3.2.10. (Yiiksek Mertebeden Delta Tiirev) f : T — R ve t eT* olsun. f fonksiyonun

ikinci mertebeden Delta tiirevi

2

£4 =fM=(fA)A:']1‘K2—>R

olarak tanimlanir.

Benzer sekilde n. mertebeden Delta tiirevi
f4:T" >R, neN,

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

14
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2

Ornek 3.2.6. T=2" bir zaman skalas olsun, f (t) _t+l

fonksiyonun birinci ve ikinci
t+1

Delta tiirevleri sirastyla asagidaki sekildedir: teT igin

o(t)=2t, u(t)=o(t)-t=t ve burdan

N (a(t)+t)(t+1)—(t2 +1) ot 43—l

(t+1)(o(t)+t) 2t +3t+1’
o (2(a(t)+1)+3)(2t* +3t+1) - (21’ +3t—1)(2(a(t)+t)+3) _ 6t +3 |
(26 +3t+1)(2(o (1)) +30 (1) +1) (2t% +3t-1)(8t* + 6t +1)
3.2.2. Delta Integral

Tamm 3.2.11. (Regiiler Fonksiyon) f :T — R fonksiyonunun T iizerindeki tiim sag yogun
noktalarda sag tarafli limiti, tiim sol yogun noktalarda sol tarafli limiti var ise bu f fonksiyonuna

regiiler fonksiyon denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 3.2.12. (rd-Siirekli Fonksiyon) f:T — R fonksiyonu T iizerindeki sag yogun
noktalarda siirekli, sol yogun noktalarda sonlu limite sahipse bu f fonksiyonuna rd-siirekli fonksiyon

denir. Bu fonksiyonlarm uzay1 C,(T) seklinde gosterilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tamm 3.2.13. (Delta ilkeli) f:T — R bir fonksiyon olsun. F:T* — R fonksiyonu her

teT" icin Delta tiirevli ve F*(t) = f (t) ise F fonksiyonuna f fonksiyonunun A - ilkeli denir.

Tamim 3.2.14. (Delta integrali) f :T — R fonksiyonu regiiler bir fonksiyon; F fonksiyonu ise
f fonksiyonunun A-ilkeli ve C sabit bir say1 olsun. Bu durumda f fonksiyonunun A - integrali

I f (t)At=F(t) +C seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonun A — Riemann integrali (A - integrali) s,teT

i¢in
j. f(t)At=F(s) - F(r),

bi¢iminde tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 3.2.2. Her rd - siirekli fonksiyonun A —integrali vardir (Bohner ve Peterson, 2001).

15
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Asagidaki teoremlerde A —integralinin bazi temel dzellikleri verilecektir:

Teorem 3.2.3. f,geC,(T), a,b,ceT veieR olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler

mevcuttur (Bohner ve Peterson, 2001):

i. .T[f(t)+g(t)]At=Tf(t)At+Tg(t)At,

i, TM(t)At:;an(t)At,

ii. j'f(t)Atz—.a[f(t)At,

iv. Tf(t)At:jf(t)AH}f(t)At,

V. j.f(t)At=0,

vi. if"(t)gA(t)At=(f9)(b)—(f9)(a)—ZfA(t)g(t)At,
vii. j f(t)g" ®At=(fg)(b)-(f g)(a) —i fA(t)g(o(t)At

Burada vi, vii esitliklerine zaman skalasinda kismi integrasyon formiilleri denir.

Baz1 6zel durumlarda asagidaki teorem ile integral almak daha kolay olacaktir.

Teorem 3.24. feC,(T), abeT olsun. Bazt zaman skalalar1 {izerinde integral alma

kurallar1 agagidaki gibidir (Bohner ve Peterson, 2001).

b b
i. T =R olsun. Bu durumda j f (t)At =_[ f (t)dt olur.

ii. [a,b],sadece ayrik noktalar igeriyorsa

3 u®f(r), a<b

tefa,b)

Tf(t)m: 0 a=b
2 -3 u®f@), asb

te(ab]

bi¢imindedir.

iii. T =Z olsun.

16
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S f(1), a<b
Tf(t)At: 0, a=b (3.2)
) —ai f(t), a>b

bi¢imindedir.

iv.T=hZ={hk :keZ}, h>0olsun.

L
h
Y f(thh, a<b

=2
h

b
[ f®at=1o0, a=b

2,

—hz f(th)h, a>b

=2
h

bigimindedir.

Ornek 3.2.7. T=[-10]u 3" buradaki [—1, O] aralig1 reel degerli aralik olmak tizere

L —l, te[—l,O]

f(t)=1(t+2)" 8
t? —t, te3'h

fonksiyonun A — integrali

3 0 1 3 0 1 1 1 3 ) 1
| :_jlf(t)Atz_jlf(t)Atﬂulf(t)At+!f(t)At=_jl[(t+2)3 —ngH_([OAH.[(t —t)At:Z
big¢imindedir.

Ornek 3.2.8. T =Z olsun.
3
| = J-('[2 +t+l)At
2

17
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integralini hesaplamak icin (3.2) formiilii kullanilsin. Burada o(t) =t+1 ve u(t) =o(t) -t=t+1-t=1

olmak lizere

I = Z (tz+t+1)At=4+(—2)+1+(1—1+1)+3+7+1:15

te[—Z,Z]

elde edilir.

18
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4. BULGULAR VE TARTISMA

T zaman skalasi lizerinde ¢arpimsal tiirev (*tiirev) ve bu tiirevin bazi temel 6zellikleri Goktas
vd., (2021) tarafindan tanimlanmustir. Goktas vd. (2021), T {izerinde A —tiirev kavramini ¢arpimsal
analize tasimuiglar ve 6nemli sonuglar elde etmislerdir. Bu boliimde, bu sonuglar detaylica incelenecek
ve bu ozelliklere ek olarak ¢arpimsal zincir kurallar1 ve garpimsal ters fonksiyonun ¢arpimsal tiirevi

zaman skalasinda tanimlanacak ve 6zellikleri detaylica incelenecektir.

4.1. Carpimsal Delta Tiirev Kavram

Bu béliimde, ¢arpimsal delta tiirev kavrami ve bu kavramla ilgi bazi tanim ve teoremlere yer

verilecektir (Goktas vd., 2021).

Tamm 4.1.1. f: T > R* nin bir fonksiyon ve ¢t € T olsun. Her ¢ > 1 igin, U = (t — §,t +

6)NT komsulugunda
fe@® o(t)-s|"
f(s)

S gla(t)_sl

/A ®)

olacak sekilde § > 0 varsa f2 ifadesine f in t noktasindaki A tiirevi (zaman skalasinda ¢carpimsal
tiirev veya ¢arpimsal delta tiirev) olarak adlandirilir. Burada, |- |*, (3.1) ile tanimlanir.

Bagka bir deyisle, t € T yogun noktalarinda

1
A =lim (£2E)o©-s
7 @=tim (75) (4.1)

biciminde yazilabilir.

Ornek4.1.1. f(t) =t > 0, t € Tolsun. Hert € TKigin, f2 tiirevi

1 0a(2®
£ = r0C0) (o) % 0ise,

- 1
et, u(t) =0 ise

bigimindedir. Gergekten de,

u(t) =0ise,t € Tk, e > 1ves € (0,t+1)NTigin
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1@, Ll

O'(t) U(t) S
f(s) /¢

* lnt—lns|_l
= { t-s t} < g|t—5|,

elde edilir.
u(t) # 0ise,

In(a(t))—Ins

O'(t) elog(o‘(t))—log(t)(o_(t)_s) L

u(e)

70 g 1o Po®-9 L
f(s)

}lo(t)—sl

_ {e
S glg(t)_sl

olur.

Ornek 4.1.2. f(t) = a € R* olsun. Herhangi bir t € T* i¢in f2(t) = 1 bigimindedir.
Gergekten de,
Herhangi bir t € T* ve herhangi bir ¢ > 1 icin, s € (t — 1,t + 1) N T su anlama gelir:

J0) ®-s|" _ 2" = |o(£)-s|
o/ 07O] =[] = 1= el

Sonug 4.1.1. Eger f sadece negatif degerlere sahip oldugu ve t de A* —tiirevlenebilir oldugu
durumda da f yerine |f| yazilabilir.

Teorem 4.1.1. A™—tiirevi iyi tanimlidir.

ispat. t € Tkolsun. Kabul edelimki £ > 0 olsun ve her £ > 1 i¢in t’nin U = (t —6,t +

6) N T komsuluga ait herhangi bir s igin

|f © /fra") oO=s|" _ Hoe)-s| < 59Ol

)G * a(t) s
f(s) /{ 2

f(s)

e |

olacak sekilde f2" (t) ve ££ (t) var olsun. Dolayisiyla,

s # o(t) igin

Ol
20

L (Fe@es \ [ (Fr@yees .
o) )\ Ge) /%
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G G
_|f°® 1 pA* o5 oM /1 pA* Vo5
= [ /U o/ UL 7
R
<eg2gz2=¢

olur ve € > 1 keyfi olarak segildiginden,  f2 ()= ££ (1) elde edilir.
4.1.1. Sag ve Sol Carpimsal Delta Tiirevler

Zaman skalasinda ¢arpimsal tiirev tanimini pekistirmek ve anlasilir kilmak icin tek tarafli A™—

tiirevlerini tanimlamamiz gerekir.

Tamm4.1.2. f : T - R*, tim ¢t € T igin A —tiirevlenebilir olsun. [ty, b) < T iizerinde tanimli

f (t) nin ty noktasinda sag tarafli A* tiirevi

o (Ot
&0 _slir%< £(s) )

olarak tanimlanir.

Benzer sekilde, [t,, b) T iizerinde tanimli f (t) nin t, noktasinda sol tarafli A* tirevi

£4°(t) = lim

sty

o)

seklinde tanimlanir.

Buradan, eger f2 (to) ve f2 (t,) var ve f(t) t, da A* —tiirevlenebilirdir ise

FA(to) = A (k) = f4" (to)

sonucu kolayca elde edilir.
Ornek 4.1.3.
t+3, te[-22x

rw= { 2+t te{248)
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fonskiyonunu ele alalim. 4" (2)'yi hesaplayalim.

Burada ilk 6nce sag ve sol tarafli A" — tlirevlerinin yapisini inceleyecegiz.

1 1

o (@) (F@YE 20 i
A= t]_lgl_( [10) ) = tl—l>r2n- <m) = tl_lgl_ (t-l-—3> =2,

ve

1

eon — i f(”(z))ﬁ_ . f(4)ﬁ_ , 20 \t (10
ff (2) - tll,rzl‘l*'( f(t) > - tl—l>gl+ (f(_t)> = t]_l)l’{l+ (—tz n t) = -

oldugundan f fonksiyonu t = 2 de A* — tiirevlenebilir degildir.

4.1.2. Carpimsal Delta Tiirev Almada Genel Kurallar

Bu boliimde, zaman skalasinda garpimsal tiirev almada genel kurallar verilecektir.

Lemma4.1.1. f: T -» R*tiim t € T igin A — tiirevlenebilir olsun. O halde
@ = e

dir.
Ispat. #14 (t, s) nin tamimm dikkate alalim.
[lk olarak, u(t) # 0 icin ispat1 su sekilde yapalim:

1, (100
A0 = emlog( f(S)) = tF ()

elde edilir. Benzer sekilde, u(t) = 0 igin

bulunur.
Boylece bu iki denklemden istenilen esitlik kolayca goriilebilir.
Dikkat edilirse, T = R oldugunda A- tiirevinin klasik tiirevine indirgenmesine benzer sekilde,

A* —tiirev de " tiireve(carpimsal tiireve) indirgenir.
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Teorem 4.1.2. Tim t € T igin f : T->R* fonksiyonu 4 — tiirevlenebilir ise, 0 zaman f

fonksiyonu ayni zamanda t de 4™ — tiirevlenebilirdir.

Teorem 4.1.3. Tim t € Tigin f : T — R* fonksiyonu 4* — tiirevlenebilir ve f“* (t) # 0 ise,
0 zaman f fonksiyonu ayni zamanda t de 4 — tiirevlenebilirdir.

Ispat. Asagidaki esitlikler daha énce verilen temel kavramlardan elde edilir:

4= ef7 ) e log f4" =4(t,s).
Eger u(t) = 0ise

A *
{’If‘ (t,s) = IO _ log f4

NG
veya
fA@® = FO{logf*'}
esitligi elde edilir.
Benzer sekilde, p(t) # 0 ise
A _ 1 @Y _ A*
te(t,s) = e log (—f(t) ) log f
1 f “(t)) .
——log( 1+ u(t) = log f4
e g( MO 5w ) =/
veya

_f@® o\ ()
Ao = i) -1

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4. f: T — R* bir fonksiyon olsun ve t € T* olsun. Asagidaki ifadeler saglanr:
i. f,t de A* — tiirevlenebilir ve 4" (t) # 0ise, 0 halde f, t de siireklidir.

ii. f, t de siirekli ve t noktasi sag sagilmus ise, 0 halde f,t de A" — tiirevlenebilirdir ve bu tiirev

o]
@©

A=
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seklinde ifade edilir.

iv.  Eger t noktasi sag yogun ise, o zaman f, A* — tiirevlenebilirdir. Diger taraftan, f, t'de limit

s
lim [m]
limiti mevcutsa bu tiirev

bi¢iminde ifade edilir.

V. f,tde A" — tirevlenebilir ise, 0 zaman

u(t)

fo® = ]
esitligi saglanir.

ispat.

i. fin A" —tiirevi tammina ve teorem 4.1.3'e gore, f fonksiyonu ayni zamanda t € T'de A—
tiirevlenebilirdir. Zaman skalasinda f in A—tiirevinin 6zelliklerinden f in siirekli oldugu ispatlanir.

ii. f fonksiyonu siirekli ve t de saga sacilmis nokta olsun. Zaman skalasinda f in A—tiirevinin
ozelliklerinden f fonksiyonu t de A—tiirevlenebilirdir. Sonug olarak, teorem 4.1.2'den f fonksiyonu t
de A" — tiirevlenebilirdir.

iii. t noktasi sag yogun olsun. Zaman skalasinda f in A—tiirevinin 6zelliklerinden f fonksiyonu
t de A—tiirevlenebilirdir. Sonug olarak, teorem 4.1.2'den f fonksiyonu t de A* — tiirevlenebilirdir.

iv. f fonksiyonu t de A* — tiirevlenebilir olsun.

Eger u(t) = 0,(a(t) = t) ise, 0 zaman

u(®)

O =f® =0+ ®]

olur.

Eger u(t)#0 ise teorem 4.1.4.’in ii. maddesinden esitlik elde edilir.

Simdi ¢arpimsal delta tiirevinin bazi 6nemli 6zelliklerini ifade edip ispatlayalim.
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Teorem 4.1.5. Her t € T* icin f,h: T —» R*, A* — tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O

halde, fh, %, cf,f + h daA* — tirevlenebilir ve asagidaki 6zellikler saglanir:

i (FR = A (O @),

P AT A0
I1. hA *0 1¢1n (E) (t) = hT(t) s

iii. ¢ € Rigin (cf)2 (t) = f2(¢),

I o
v (F + )Y @) = (£ )" (k)"
ispat.

i (fh)A* = e*’?h(t,SJ — e{ef(t,s)wh(t,s)}A — o2 r(tS) gt n(ts) = fA*(t) R (1),

i’f(ts) A*
i. (£ ) W=k =elyeones) L0

* A -y -
iii. 4* — tirev tamimindan (cf) 4™ (¢) = efer®) = ¢’ c(t9) gt 7 (t5) glde edilir. u(t) = 0ise,

He(ts) = | oldugundan (cf)A (t) = fA (t) bulunur. Benzer sekilde, p(t) # 0 igin eﬂ(f) (1+M(t) )

1 oldugundan (cf)2"(t) = f2°(¢) elde edilir.
iv.
e h

A A () (F+m4 FANF+R [ nA\T+h Y A
(f RN (@) =Tt = Ton = (eT | (en ] = (F4 (@) (R ()7

olur ve ispat tamamlanir.

Lemma 4.1.2. Her t € T* i¢in f,h: T -» R* A* — tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Eger,
f(t) = ch(t),c € Riset € T*igin f2°(t) = h2 (t) dir.

ispat. Teorem 4.1.5.’in iii. maddesinden f2"(t) = e{ = efent = & (t) elde edilir.

Lemma 4.1.3. Eger f,h,r : T > R* ve tiim t € T¥ icin A* — tiirevlenebilir fonksiyonlarsa, o

Zaman
(FR™ (@) = f O h* () ™ ()

dir.
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Ispat. Teorem 4.1.5.’nin i. Maddesinden

(Fh™ (O = (FR> O (O = 2 O R O ' (0
bulunur.
Bu sonug asagidaki gibi genellestirilebilir.
Sonug 4.1.2. Tiim t € T* igin f : T — R* fonksiyonu A* — tiirevlenebilir olsun. O halde, baz1
n € N igin
¥ O = (> @O
dir.

Teorem 4.1.6. a bir sabit,t # a ve m € N, (m tekise t > «a) olsun.

i. Eger f(t) = (t — a)™ ise, 0 zaman

m_ a(t)-a
A= enio (" ), ut) #0
m
emﬁ l’l(t) = O 4
ii. Eger h(t) = (t—i)m ise, 0 zaman
-m a(t)-a
R (1) = i S, () % 0
m
ea-t, u@®) =0

dir.
Ispat.

i Eger f(t) = (t — a)™ ise, 0 zaman

1y [(a(t)—a)m
e u®) t—ay™ | u) =0
(t—om®

e (™, u) =0,

fA* t) = e{’]Ac(t,S) —

1

ii. Eger h(t) = )

- 1S€, 0 Zaman
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1 (c(®)—-a)™™
A 70| ]| u(t) #0
h= (t) = ((t—ay~m)®
e Ea u(t) =0

olup ispat tamamlanir.

. 1\No .
Ornek4.14.T = (5) U {0} tizerinde f(t) =

t?sint e ey ers
ey olsun. Dolayistyla teorem 4.1.5.”in ilgili

maddeleri geregince

(t2)4 (sin )4

fro= 1+~

elde edilir.
Bu tiirev belirli bir t = 1 noktasi igin hesaplanirsa, u(t) = 0 ile birlikte f4"(1) = et! olur.
Ayrica, u(t) # 0 igin

8(t+1)cost.

1
fA* ) = e?l()g( 21 )

olur.

4.1.3. Yiiksek Mertebeden Carpimsal Delta Tiirev

Tamm4.1.3. f : T - R* nintiim t € T¥ igin A*—tiirevlenebilir olsun. (f4")4": T** - R*, f4°
nint € T icin A*—tiirevlenebilir olmasi kosuluyla, f in ikinci mertebeden A*—tiirevdir. Benzer sekilde,

f in yiiksek mertebeden A*—tiirevi f @)": TK" - R* n € N ile tammlanir. Simdi yiiksek mertebeden

A*— tiirevi i¢in daha acik ifadeler yazalim.

. 4t
Bu birinci mertebeden A*—tiirevi, f4 (t) = e® " tanimim kullanarak yapilacaktir. Aynit mantik

kullanilmaya devam ederse,
(F)" @ = e’
elde edilir. Bu durum genellendiginde

*\M {An
F@ = efr t

ifadesi elde edilir.
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4.1.4. Carpimsal Delta Tiirevle Tlgili Teoremler

Bu boliimde, carpimsal analizde ¢ok onemli bir yere sahip olan Rolle ve ortalama deger

teoremleri zaman skalasinda tanimlanacaktir.

Teorem 4.1.7. (A*—Rolle Teoremi) f'nin [a, b] lizerindeki her noktada A*—tiirevlenebilir olsun.
Eger f (a) = f (b) ise

fA) <1< 4(c)
c1,Cy € [a, b] noktalar1 vardir.

Ispat. f fonksiyonu [a, b] iizerindeki her noktada A* —tiirevlenebilir oldugundan, f ayrica
[a, b] lizerinde A —tiirevlenebilirdir. Bu nedenle, f (a) = f (b) oldugundan zaman skalas1 analizindeki

Rolle teoreminden

fAe) <0< f4(cy) (4.2)

olacak sekilde ¢, ¢, € [a, b] vardir.

u(t) = 0 olsun. O halde, A" tiirev tanimindan ve (4.2) esitsizliginden

) A1) ) FAer)
fA(c)=ef <1 ve () =eld >1

ve sonug olarak,

fA(e) 1< (e

elde edilir.

u(t) # 0 olsun. Sonrasinda,

1
84y — FA\H®O
£ = (1+roZ2).

u(t) = 0 oldugundan ve (4.2) esitsizliginden ayni sonug elde edilir.

Ispat tamamlanmus olur.

Ornek4.15.T = Zve f(t) = e' olsun.
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fA () ST f4(er)

olacak sekilde ¢, ¢, € [—3, 3] bulalim.

T = Z oldugundan, o(t) = t + 1, u(t) = 1 dir. Diger taraftan

fA* (t) = e2t+1

bulunur. Sonugta,

fA(c)) =e?at1 <1 ve f4(cy) = et > 1,

c; € {—3,-2,—-1}vec, € {0,1,2,3}i¢in gecerlidir.

Teorem 4.1.8. (A*—Ortalama Deger Teoremi) f fonksiyonu [a, b] lizerinde siirekli, [a, b)

tizerindeki her noktada A* —tiirevlenebilir olsun. O zaman,

. -a b . -a
[fA (Cl)]b < % < [fA (Cz)]b
c1,¢, € (a,b) noktalari vardir.
ispat. ¢ ‘nin
ey Ol
O = T [f(a)]

ile tanimli oldugunu diistinelim. O halde, ¢ fonksiyonu [a, b] tizerinde siireklidir ve [a, b) lizerindeki
her noktada A—tiirevi vardir ve teorem 4.1.2. den A* —tiirevlenebilirdir. Dahasi, ¢ (a) = ¢ (b) = 1 dir.

O halde, 4* —Rolle teoreminden

¢* (c) <1< 9% () (4.3)

olacak sekilde c;,c , € [a, b) vardir.

Ote yandan,
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t-a14”
e = £ (e [ _1®
o e =freofks] k=3

bulunur.

Burada, eger sagdaki ikinci ¢arpan ise, ¢’ niin farkli durumlari i¢in hesaplanir. Her iki durumda
da (u(t) # 0, u(t) = 0)

elde edilir. Boylece,

(b)]a b

#* (e = 1@ 5

bulunur. Ayn1 yontem benzer sekilde kullanilirsa,

o w [f )
#* () = £ (@) [ 7]

elde edilir. Bu esitlikler ve (4.3) esitsizligi dikkate alindiginda,

SN f b))
4 (c1) @ <1<sf 2)[f(a)
yani;
@ <22 <[ )]

dir. Boylece ispat tamamlanir.
Ornek 4.1.6. T = Z iizerinde f(t) = et i ele alalim. [a, b] = [—2, 4] Uzerinde

f(b)

A* b-a
@ =)

[F4 ]
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olacak sekilde ¢, c, € (—2,4) degerlerini bulalim.
Verilen zaman skalas1 yapisindan ve fonksiyonun tanimindan, T = Z iizerinde o(t) =t + 1,
u) = 1ve f(=2)=el f(4) = e?5dir

Diger taraftan
fA*(t) = At +6t?+at+l
elde edilir. Bu nedenle, A*—Ortalama deger teoremi dikkate alinirsa
[e4c13+6c12+4c1+1]6 < 240 < [e4023+6622+4cz+1]6
veya
4ed 4602440, +1<40 ve 40<4c,®H46c,0 +4c, +1
bulunur.

T = Z icin yukaridaki esitsizlikleri saglayan cq,c, degerleri, ¢; € {—1,0,1} ve ¢, €
{2,3}dir.

Sonu¢ 4.1.3. f fonksiyonu [a,b] iizerinde siirekli ve [a,b) lizerindeki her noktada ise

A" —tiirevlenebilir olsun. Her t € [a, b) i¢in 4 (t) =1ise, 0 zaman f bir sabit fonksiyondur.

ispat. f4°(t) = 1 oldugundan ve A"ortalama deger teoremine gore dyle c;,¢, € [a, b) vardir

ki
1=[f)] " < }% <[f )] " =1
veya
f®=7(a

elde edilir. Bu ise f in sabit bir fonksiyon oldugunu ispatlar.

Teorem 4.1.9. f fonksiyonu [a, b] iizerinde siirekli ve [a,b) lizerindeki her noktada ise
A" —tiirevlenebilir olsun.
Burada, asagidaki durumlar saglanir:

i. Her t € [a,b) igin f4"(t) > 1ise, 0 zaman f [a, b] iizerinde artan,
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ii. Her t € [a, bicin f4°(t) < 1ise, 0 zaman f [a, b] iizerinde azalan,
iii. Her t € [a,b) igin f4°(t) = 1ise, f [a, b] iizerinde azalmayan,

iv. Her t € [a, b) igin f4"(t) < 1ise, f [a, b] iizerinde artmayandir.

ispat.
i. Her t € [a,b] i¢in f4°(t) > 1 olsun. O halde, 4*—Ortalama Deger Teoreminden

herhangi bir t;,t, € [a,b] ve t; < t, igin

flt2)
ft)

tr— t1

> [£(0)]

olacak sekilde ¢ € (t4,t,) vardir. Buradan f(t;) < f(t,) elde edilir. Sonug olarak, f [a, b] lizerinde
artandir.
. Her t € [a,b] igin f4°(t) < 1 olsun. O halde, A*—Ortalama Deger Teoreminden

herhangi bir t;,t, € [a,b] ve t; < t, igin

ft2) _
ft) —

tr— t1

< [f*©]

olacak sekilde ¢ € (tq,t,) vardir. Buradan f(t;) > f(t,) elde edilir. Sonug olarak, f [a, b] lizerinde
azalandir.
iii. Her t € [a,b] i¢in f4°(t) = 1 olsun. O halde, A*—Ortalama Deger Teoreminden
herhangi bir t;,t, € [a,b] ve t; < t,igin

flt2)
ft)

t— t1

>[4 (0]

olacak sekilde ¢ € (t4,t,) vardir. Buradan f(t;) < f(t,) elde edilir. Sonug olarak, f [a, b] lizerinde
azalmayandir.
iv. Her t € [a,b] igin f4°(t) < 1 olsun. O halde, A*—Ortalama Deger Teoreminden

herhangi bir t;,t, € [a,b] ve t; < t,i¢in

ft2) _
fe) =

tr— t1

<[f* (]

olacak sekilde ¢ € (tq,t,) vardir. Buradan f(t;) = f(t,) elde edilir. Sonug olarak, f [a, b] lizerinde

artmayandir.
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Ornek 4.1.7. T = Z* — {1,2} iizerinde f (t) = t3 — 2t? — t nin artan veya azalan oldugu
araliklar1 belirleyelim.

A* — tirevi kavramini kullanarak

* t34+t2-2t-2 3t2—t-2
A= =
Tot3-2t2-¢t t3-2t2—t

elde ederiz. Boylece, t € Tigin [3, ) araliginda f4 (t) > 1 olup f azalmayandir.

4.2. Ana Sonuclar

Bu béliimde tezin ana sonuglar elde edilecektir: Carpimsal zincir kurallari ve ters fonksiyonun

carpimsal tiirevi zaman skalasinda tanimlanacak ve 6zellikleri detaylica incelenecektir.
4.2.1. Carpimsal Delta Zincir Kurah ve Uygulamalari

Teorem 4.2.1. g: R —» R* siirekli, g: T —» R* fonksiyonu T* iizerinde A*—tiirevlenebilir ve

f:R - R* siirekli tiirevlenebilir olsun. O halde,

(ef0g)" @ = {e9)* @) (44)
olacak sekilde ¢ € [t,o(t)] vardir.
ispat. Sabit t € T* ele alalim.
1. Eger t saga sagilmissa, teorem 4.1.4°den
NG -
* a(t ® -
(e (t) = {eZW}M Y = (e9(o()-9(®)}u® (4.5)
Ve
( ) 1 1
a 9@ _ (1(9(o®))-f(g®))#O
(efog)” 0 = { ~®) } = {o/ @)} (45)
yazilabilir.

Eger g(o (t)) = g(¢t) olsun. O halde (4.5) den (e9)4"(t) = 1 ve (4.6) dan (efog)m t) =1
elde edilir. Boylece herhangi bir ¢ € [t,a(t)] i¢in (4.4) gecerlidir.
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Eger g(o(t)) # g(t) olsun. O halde, A—ortalama deger teoremi ile,

F(9(a®))-£(g(®)
M}W

(eog)" () = {ef(g(o(w))—f(g(t))}m _ {e )-

F(9(a(®))-£(g(®)

1N gle®)-9®
_ {eg ("(t))}”m I4G)

={(D* ®}

eg(t)

burada ¢, g(t) ve g(o (t)) arasindadir. g: R —» R* siirekli oldugundan, g(c) = & olacak sekilde ¢ €

[t, a(t)] vardir.

2. Eger t sag yogun ise, o halde,

(efog)m t) = lsi_I}g{ef(g(t))‘f(g(S))}g

. 9D=g(N " g)-g(s)
=hm{e t-s }
Ss—t

1
ed())t-s
= lim {eg(s)}
&)
(0=
= lim {T}

burada &, g(s) ve g(t)arasindadir. g nin siirekliligi ile lirrgfs= g(t) elde ederiz. Boylece,
S—

flg®)-f(g()
gt)-g(s)

(efog)m(t) = {(39)4* (t)}f/(g(t))

olup ispat1 tamamlar.

Ornek 4.21. T=17 fit)=t3+1, gt) =t? olsun. g:R - R* siirekli, g: T - R*
fonksiyonu T¥ iizerinde A*—tiirevlenebilir ve f: R - R siirekli tiirevlenebilir oldugu goziikmektedir.

T =Z oldugundan o(t) =t+ 1ve u(t) =1olup

1
(94 (t) = {eg(a(t))—g(t)}m = e9(t+ D—g(t) = p2t+1
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ve
f'(t) = 3t?
elde edilir. Diger taraftan,
(e 0g)(t) = e/9®) = gt*+1
olup
(efog)m(t) _ (et6+1)“*(t) — p(t+1)O+1-t5-1 _ ,6t5+15¢4+2063+15t2+6t+1
bulunur. t = 1 6zel hali igin (4.4) esitliginin dogrulugunu inceleyelim.
(e9)4" (1) = e3 ve (efog)A*(l) = %3

degerleri dikkate almirsa c € [1,0(1)] = [1, 2] olacak sekilde asagidaki hesaplamalar yapilir:

(efog)A*(l) _ {(eg)m(l)}fr(g(c))
e® = {(eg)A*(l)}f,(Cz) = %"
63 = 9c*

olur ki, buradan c* = 7, ve boylece (4.4) esitligi saglanacak sekilde c = Y7 € [1, 2] elde edilir.

Ornek 4.22. T={2":neNy}, f({t)=t+2, g(t) = t>-1 olsun. g: R - R* siirekli,
g: T —» R* fonksiyonu T¥ {izerinde A*—tiirevlenebilir ve f: R - R* siirekli tiirevlenebilir oldugu
gozikkmektedir. T = {2™ : n € Ny} oldugundant € T, t = 2™, n € Ny, n = log, t i¢ina(t) = inf =
{2t: 28> 2" 1 € No} = 2™ = 2t ve u(t) = t olup T nin tiim noktalar1 sag sagilmistir. t € T
i¢in
g@t)-g@®)

1
(e () = {eg(a(t))—g(t)}m —e ¢  =edt

ve
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ffo=1
elde edilir. Diger taraftan,
(e 0g)(t) = ef9®) = gt*+1
olup
(efog)A*(t) — (€t2+1)m(t) — {e((zt)2+1)—(t2+1)}% = g3t
bulunur. t = 2 6zel hali igin (4.4) esitliginin dogrulugunu inceleyelim.
(e9)4°(2) = eb ve (efog)A*(Z) = e

degerleri dikkate aliirsa c € [2,0(2)] = [2, 4] olacak sekilde asagidaki hesaplamalar yapilir:

(ef09)" @ = {(e)* @) "
es = (e @) Y =0
et =e®

olur ki, buradan her ¢ € [2,4] elemani igin (4.4) esitligi saglanir.

Ornek 4.23. T={3":ne Ny}, f(t) = t> + 1, g(t) = 3 olsun. g: R —» R* siirekli,

g: T —» R* fonksiyonu T¥ iizerinde A*—tiirevlenebilir ve f: R - R* siirekli tiirevlenebilir oldugu
1
goziikmektedir. T = {3"" : n € Ny }oldugundan t € T, t = 3", n € Ny, n = (logst) igina(t) =

inf = {31 : 3" > 3", | € Ng} = 3("*D* = 3 37" 32 = 363200035 ve () = 3t3200950); _ ¢

olup T nin tiim noktalar1 sag sa¢ilmistir. t € T i¢in

1 1\3
g<3t32(l"g3t)5 )—g(t) <3t32(l"g3t)i ) —t3

1
N — i 1
(94 (o) = {eg(ff(t))—y(t)}m — e 33209305, — o 54520093057,

ve
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fl =2t
elde edilir. Diger taraftan,
(efog)(t) = ofg®) = pto+1
olup

(efog)A*(t) _ (et6+1)4*(t) _ aosoL,
bulunur. t = 1 6zel hali igin (4.4) esitliginin dogrulugunu inceleyelim.
(@4 (1) =e'3ve (efog)m(l) e 672—8 _ o364
degerleri dikkate alimirsa ¢ € [1,0(1)] = [1, 3] olacak sekilde asagidaki hesaplamalar yapilir:

(efog)ﬂ* (1) ={(eNH* (1)}f'(9(6))

6364 — {(69)4*(1)}f’(c3) _ 626(:3

3
e364 — e26(;

olur ki, buradan ¢ = 14, ve boylece (4.4) esitligi saglanacak sekilde c = Y14 € [1, 3] elde edilir.

Ornek 4.24. T=17, f(t) =t?+2t+1, g(t) =t?> —3tolsun. g: R > R* siirekli, g: T —
R* fonksiyonu T* iizerinde A*—tiirevlenebilir ve f:R — R™ siirekli tiirevlenebilir oldugu

goziikmektedir. T = Z oldugundan o(t) =t + 1ve u(t) = 1olup

(eN4(¢) = {ey(rf(t))—g(t)}ﬁ — pg(t+ D-g(t) — p2t-2
ve
fl@t)=2t+2
elde edilir. Diger taraftan,

(ef0g)(t) = ef(9(8) = gt*-6t*+11t*~6t+1
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olup
(efog)m (t) = (et4—6t3+11t2—6t+1)“* () = e+ D*-6(t+ 1)3+11(¢t+ 1)?—6(t+ 1)+1—(t*-6t3+11¢%2-6t+1)
bulunur. t = 1 6zel hali igin (4.4) esitliginin dogrulugunu inceleyelim.

¥ (1) =1ve (efog)’ (1) =1
degerleri dikkate alinirsa ¢ € [1,0(1)] = [1, 2] olacak sekilde asagidaki hesaplamalar yapilir:

(efog)ﬂ* (1) ={(eNH* (1)}f'(9(0))

1 = 1f'(c?=3¢c) = 12c?-6c+2
olur ki, buradan her ¢ € [1,2] elemani igin (4.4) esitligi saglanr.

Teorem 4.2.2. f:R— R siirekli tiirevlenebilir ve g: T —» R* fonksiyonu T¥ iizerinde

A*—tiirevlenebilir olsun. O zaman efog : T —» R A*—tiirevlenebilir ve

(ef0g)” (&) = ((e9) )l (o mutOg*@)ar

bi¢imindedir.

Ispat: Dikkat edilirse
9(a(®))

f(9(e®)) - fl9()) = ') dy

a(s)

= (9(c®) = 9®) [y ' (1 (9(o®)) + 1 = Wg(s))

dir.e > 0vet € TKigin

&

STt Iy |F (rg(e®) + 1 = Wg(®))| dn

olsun.
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ed,t de A*—tiirevlenebilir oldugundan, t'nin bir U; komsulugu vardir, dyle ki tim s € Uy

€9)(o(®)
N ()T ()O

lo(®)-s|
2

dir. f, R iizerinde siirekli oldugundan, h € [0, 1] i¢in

|hg(a(0) + (1 = Wg(s) = (hg(a(®) + (1 = Wg(®))| = 1 = WIg®) — g()I < 1g(t) — g(s)

esitsizligi kullanilirsa, t'nin bir U, komsulugu vardir, 6yle ki her s € U, igin
I (hg(6®) + 1 = W9 () = £ (hg(6(®) + (1 = Wg(®)| S 5ot
2(6 + g2

elde edilir.

Simdi, s € U i¢in U = U; N U, olsun. Diger taraftan,
a=nhg(a(®) + (1 —h)g(s) ve B=hg(c@®)+1-hg®)
esitliklerini dikkate alinsin. Ayn1 zamanda, € nin se¢ciminden

If'(@ =Bl <1, yani |f'(@<1+][f"(B)I

yazilabilir. Sonug olarak,

* *

(efog)(a(®)) (efog)(a(®))
(efog)(s) _ (efog)(s)

{(efog)* ()} ®s| ((e9)4" (£)}CO-9) [ F'(B)an

Jy f'(@)dh

(52)

{(e9)™ (t)}(a(t)—S) Iy F1(BYan

1.
{(eg)(a(t))}fo f'(a)dn (@(®)-5) [} ' (@dh (@(©)=9) 1 f'(@)dn

(e9)(s) {(eg)m(t)} {(eg)“*(t)}_

((e9)2" ()} O=9) 5 1" (B)an

*

(@(®)-9) [y (£ (@—f'(®))an

{(en* v}

(e9)(a(t)) fof'(eoan
- {(69)(5){(99)“* (t)}("(t)_s)}

*
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€9)(a()
() {(e9)* (D)0

1
s 1F (@]
}fo | | *}la(t)—sl o 1f @~£"(B)|dn

{lenr @

{

< {5(‘7(t)—s)}follf,(“)ldh{8| (eg)A* )

*}|a(t)—s| L1 @~£"(B)|dn

la(®)-s| |a(t)-s|
<6 2 6 2 = §|U(f)‘5|_

ispat tamamlanir.

Ornek 4.25. T =7, f(t) = ﬁ, gt)=t+1 olsun. f:R - R siirekli tiirevlenebilir ve

g: T — R* fonksiyonu T¥ iizerinde A*—tiirevlenebilirdir. Ayrica T = Z oldugundan o (t) = t + 1 olup
u(t) = 1dir. f ve g fonksiyonun 6zelliklerinden

’ r 2t A ai
f (t) - (1+t2)2 Ve g (t) - 1
olup
gt) + hu(t)g?(t)=t+1+h

elde edilir. Boylece

2(t+1+h)
1+ ({t+1+h)?)?

F(g®) +hu@®)g?@®) =f'"(t+1+h) =—

bulunur.

Diger taraftan, efog : T —» R A*—tiirevlenebilir ve Teorem 4.2.2.'den

(eF0g)" (®) = {(e9) (o)l /(90O O)atr

1 2(t+1+h) dh
t+1y4" o 2)2
— {(e ) (t)} (1+(t+1+h)2)

1 2(t+1+h)
e {— 07}02)2‘”‘}
— {{ea(t)+1—(t+1)}u(t>} (1reras

1 d(t+1+h)? }

_ {{e t+1+1—(t+1)}1}{_ O (14(t+1+h)2)?

1 |h=1
e (1+(t+1+h)2)*1h=0
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.+
= e1+(t+2)? 1+(t+1)?

(t+D2-(t+2)2 -2t-3
= p(t2+at+5)(t2+2t+3) — p(t2+4t+5)(t2+2t+3)

Gergekten;

* * 1 A*
(¢f09)" ® = (/6" (9 = (767 (o)

1
1 1

— {e 1+(c()+1)2 1+(t+1)2 }1

1 1 _
= e1+(t+2)? 1+(t+1)?2

(t+1)%-(t+2)? —2t-3
= e(t2+4t+5)(t2+2t+3) — p(t2+at+5)(t2+2t+3)

elde edilir.

Ornek 4.2.6. T = 2No, f(t) = sint, g(t) = t? + 1 olsun. f: R — R siirekli tiirevlenebilir ve
g: T — R* fonksiyonu T¥ iizerinde A*—tiirevlenebilirdir. Ayrica T = 2No oldugundan o(t) = 2t olup

u(t) = tdir. f ve g fonksiyonun 6zelliklerinden
f'(t) =cost ve g2(t)=oc(t)+t=2t+t =3t
olup

g@®) + hu(t)g?(t) =t?>+ 1+ ht(3t) =t% + 1+ 3t2h
elde edilir. Boylece

F'(g@® + hu()gA(t)) = cos(t? + 1 + 3t2h)

bulunur.

Diger taraftan, efog : T — R A*—tiirevlenebilir ve Teorem 4.2.2.'den

(efog)* (©) = {(e9) ()l (91O ©)an]

}{f01 cos(t2+1+3t2h)dh}

={e™)” ®
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1 {folcos(t2+1+3t2h)dh}
— {{ea(t)2+1—(t2+1)}m}
_ {e3t}{ﬁfol cos(t?+1+3t2h)d(t?+1+3t%h)}
1. 2 2 h=1
_ etsm(t +1+43t h)|h=0

2 2
_ ellm(aetan)osn(e1an) _ i ()

Gergekten;

(/09)" (© = (/0" © = (=) (©
— {e sin(o(£)2+1)—sin(t2+1) }ﬁ
— {esin(4t2+1)—sin(t2+1) }%

z 2
_ gin(art ) _ s eos(oe)

elde edilir.

Ornek 4.2.7. T =3No, f(t)=1log(1+t?), g(t) =t3>—2t olsun. f:R—> R siirekli
tiirevlenebilir ve g: T — R* fonksiyonu T {izerinde A*—tiirevlenebilirdir. Ayrica T = 3No oldugundan

o(t) = 3t olup u(t) = 2t dir. f ve g fonksiyonun 6zelliklerinden

2t
1+t2

') = ve g4(t) = (a(t))2 +to(t) +t? —2=13t%> -2
olup
g(@) + hu(t)g?(t) = t3 — 2t + h2t(13t% — 2) = t3 — 2t + (26t3 — 4t)h

elde edilir. Boylece

t3 — 2t + (26t3 — 4t)h

f'(9(® +hu(g*(©) = 27 (t3 — 2t + (2613 — 40)h)?

bulunur.

Diger taraftan, efog : T » R A*—tiirevlenebilir ve Teorem 4.2.2.'den
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(e/0g)” (©) = ((e9) )l (om0 @)ar

1 t3-2t+(26t3-4t)h }

N e

3_ 3_4t)n
1 t3-2t+(26t3-4t) dh}

2
_ {{eU(t)3—20(t)—(t3—2t)}ﬁ}{ fO 1+(t3—2t+(26t3—4t)h)2

1d(1+(t3—2t+(26t3—4t)h)2)}

_ {{e 26t3 _4t}21t}{f0 1+(t3—2t+(26t3-4t)h)°

1

o1+ -2e+(zse s )

— {613t2—2}m

1 1+(2763-61)°

=1
_ ezitlog(1+(t3—2t+(26t3—4t)h)2)|Z=0 T N

Gergekten;

(e709)" (®) = (ef(g(t)))m(t) = (elog(1+g(t)2))m(t)

_ (=20}

1

r {elog(1+(a(t)3—2cr(t))2)—log(1+(t3—2t)2)}m

1

_ {elog(1+(27t3—6t)2)—10g(1+(t3—2t )2)}Z

1 1+(2763-61)°
=e* 14(e3-2t)°

elde edilir.
Ornek 4.2.8. T =7Z, f(t) = cost, g(t) =t% +t olsun. f:R - R siirekli tiirevlenebilir ve
g: T - R* fonksiyonu T* iizerinde A*—tiirevlenebilirdir. Ayrica T = Z oldugundan o (t) = t + 1 olup
u(t) = 1dir. f ve g fonksiyonun 6zelliklerinden
f'(t)=—sint ve g2(t)=oc(@)+t+1=2t+2

olup

g@®) + hu(®)g?) =t?>+t + h (2t +2)
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elde edilir. Boylece

f'(g@® + hu®)g?(t)) = —sin(t? +t +h (2t +2))

bulunur.

Diger taraftan, efog : T —» R A*—tiirevlenebilir ve Teorem 4.2.2.'den

(ef0g)" (1) = {(e9) ()l 7 (915 O )an]

Iy sin(t2+t +h (2t+2))dh}

— {(et2+t )4* (t)}{_

1\ {- 5 sin(t2+¢ +h (2t+2))dn}
= {{eﬂ(t)2+a(t)—(t2+t)}1}

_ (ervrses=(eyl =l sn(t7 e e GeeD)an)
= {62t+2}ﬁCOS(tz+t +h (2t+2))|Z:é

— ecos(t2+3t+2)—cos(t2+t) — g—2sin(t+1) sin((t+1)?)

Gergekten;

(e70g)" (© = (76®) " (©) = (e=9©)" (9
(e
= {eCos(a(t)z+a(t))—cos(tz+t)}ﬁ
— pcos(t?+3t+2)—cos(t?+t)

— g—2sin(t+1) sin((t+1)?)

elde edilir.

Teorem 4.2.3. (Zincir Kurah) Kabul edelim ki f: T — R* fonksiyonu kesin artan ve T =

f(T) bir zaman skalas1 olsun. Ayrica, g: T - R* olsun. t € T* icin f4(t) ve (e9)% of varsa, 0
Zaman

@ 0N)* (1) = {)¥of}

dir. Burada; A*, T = f(T) iizerindeki A*—tiirevi gostermektedir.
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Ispat: Teorem 4.2.2.’nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Ornek 4.2.9. T = {22":ne Ny}, f(t) = t?, g(t) =t?>+ 1 olsun. f: T - R* kesin artan

ve T = f(T) = {2*™: n € Ny} bir zaman skalasidir. t € T, t = 22" ,n € N i¢in,
o(t) = inf{2%4:220 > 22" | € Ny} = 22"*2 = 4¢
vet €T, t = 2% n €N, igin,
G(t) = inf{2*:24 > 24", € Ny} = 24"+ = 16t
dir. t € T i¢in
(e90f)(t) = e9U®) = e(FD)’+1 — pt*+1

oldugundan

(egof)A*(t) 4 (et4+1)A*(t) _ {e(gof)(a(t))—(gof)(t)}ﬁ

1

= {e((a(t))4+1)—(t4+1)}§

1
= {e((4t)4+1)—(t4+1)}§ — 85t°

elde edilir. Ayrica, t € T i¢in

fA2(t) =0(t) +t =5t

bulunur. Diger taraftan, t € T igin

({ey}Z*of)(t) = (eg(t))z* (f(t)) _ {eg(a(t))—g(t)}ﬁ

f(®)

_ {ego0-9(O))ist

f(®)

1
— {e((lét)2+1)—(t2+1)}1_5t = l7t?

t2

olup
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{(eg)z*of}fA _ {el7t2}5t _ 85t°

elde edilir.

Sonug olarak t € T* igin

@ 0NH)? () = {)¥of}

bulunur.

Ornek 4.2.10. T={n+ 1:n € Ny}, f(t) = t?, g(t) =tolsun. f: T —» R* kesin artan ve
T = f(T) = {(n + 1)%: n € N, } bir zaman skalasidir. t € T, t =n + 1, n € N igin

c@® =inf{ll+1:l+1>n+1,leEN}=n+2=t+1
vet €T, t=(n+1)? n€Nyigin

FO={I+1D>U+1D)?>>nm+1D%1leNy}=n+2)>
=+ 1D2+2m+D+1=t+2Vt+1

dir.teT igin
(egof)(t) = eg(f(t)) = ef(t) — etz

oldugundan
« 1
(e90f)A () = (etz)A () = {e(gOf)(a(t))—(gOf)(t)}tf(t)—t

— {e((t+1)2)—(t2)}ﬁl—t

— p2t+1
elde edilir. Ayrica, t € T i¢in

A =c(®)+t=t+1+t=2t+1

bulunur. Diger taraftan, t € T igin
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({GQ}Z*Of)(t) = (eg(t))Z*(f(t)) _ {eg(a(t))—g(t)}ﬁ

f@®

1
= {eg(t+2ﬁ+1)—g(t)}m

f®)

1
{e t+2ﬁ+1—t}2«/?+1

t2

olup
— 4

{(eg)A Of} — {e}2t+1 = p2tt+l

elde edilir.
Sonug olarak t € T* igin
p N

(e90/) (1) = {(eD?of} (®

bulunur.

Ornek 4.2.11. T = {2™":n € Ny}, f(t) = t, g(t) = t?olsun. f: T —» R* kesinartanve T =
f(T) = {2™:n € Ny} = T bir zaman skalasidir. t € T =T, t = 2",n € N, i¢in,

o(t) = (t) = inf{21:2' > 2", 1 € Ny} = 2™+ = 2¢

dir. t € T i¢in

(e90f)(t) = e9U©®) = o(F®)° = ¢’

oldugundan

(e90f)4 (t) = (etz)m (t) = {e(QOf)(G(t))—(QOf)(t)}ﬁ

(e(@)-())

— 3t

elde edilir. Ayrica, t € T i¢in
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i =1

bulunur. Diger taraftan, t € T = T igin

({eg}Z*Of)(t) = (eg(t))Z*(f(t)) _ {eg(a(t))—g(t)}ﬁ
f@®

- {eg(zo—g(t)}%

f@®
1

— {e(Zt)Z—tz}? 3t

=e
t

olupt € T¥ igin

@ 0N)? () = {)¥of}

bulunur.

Ornek 4.2.12. T = {23 n e Ny}, f(t) = t?, g(t) =t olsun. f: T —» R* kesin artan ve
T = f(T) = {2°™ n € Ny} bir zaman skalasidir. t € T, t = 23" ,n € N, i¢in,

O'(t) = inf{23l; 23l 23n’l € NO} — 23n+3 — g¢
vet €T, t=2%"n¢€Njicin,

G(t) = inf{264: 260 > 26", | € Ny} = 2676 = 64t
dir. t € T i¢in

(e‘gOf)(t) = eg(f(t)) — ef(t) — etz

oldugundan

(egof)A*(t) — (etz)A*(t) _ {e(gof)(a(t))—(gof)(t)}ﬁ

_ {e(cr(t))z—ﬂ}ﬁ

— {e(St)z—tz}% = g9t
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elde edilir. Ayrica, t € T i¢in
fAt) =o(t) +t =09t

bulunur. Diger taraftan, t € T igin

({eg}z*of)(t) = (eg(t))z* (f(t)) _ {eg(ﬁ(t))—g(t)}ﬁ
f@®

_ {e9(640-g(0))ere

f@®

1
= {4 tYest| =

t2

olup

— i

{e)Tof} ={ep* =e
elde edilir.
Sonug olarak t € T¥ i¢in
* A* fA
(e90f)* (1) = {(eD¥of} (B)

bulunur.

4.2.2. Ters Fonksiyonun Carpimsal Delta Tiirevi ve Uygulamalari

Teorem 4.2.4. Kabul edelim ki f:T — R* fonksiyonu kesin artan ve T = f(T) bir zaman

skalas olsun. f4(t) # 0 olacak sekilde her t € T* igin

()" or) (0 = 7@
bulunur.

ispat: g = f~%:T > T alirsa teorem 4.2.3 ten ispat tamamlanur.
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Ornek4.2.13. T = Nve f(t) = t? + 1 olsun. O halde o(t) = t + 1ve f: T — R* fonksiyonu

kesin artandir. Ayrica
fAt)=c@®)+t=2t+1

bulunur. Buradan
- L
((ef—l)“ of) (t) = eziri
elde edilir.

. 1
Ornek 4.2.14. T = {2"": n € Ny} ve f(t) = t3 olsun. O halde t = 2"°,n € Ng, n = (log, t)2
i¢in,

1
o(t) = inf{2":21" > 2™, 1 € N} = 20m+D* = gn?p2n+1 — 4p2(logz t)2+1

dir ve f: T - R* fonksiyonu kesin artandir. Ayrica

1 1
fA(t) — (O‘(t))z +ta(t) + t2 = t2p4(og; t)2+2 + t222(log; t)2+1 + t2

bulunur. Buradan

1

A 1 1
((ef'l)A Of) (t) = et224(log2 )2+2 ;2,2(log £)2+1 442

elde edilir.

Ornek 4.2.15. T={n+5:n € Ny} ve f(t) =t> + tolsun. O halde t =n + 5,n € Ny, n =
t —5 igin,

o) =inf{l+51+5>n+51l€eNy}=n+6=n+5+1=t+1
dir ve f: T - R* fonksiyonu kesin artandir. Ayrica
fA)=c@®)+t+1=t+1+t+1=2t+2

bulunur. Buradan
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((ef_l)Z*Of) (t) = enm2

elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Zaman skalasi teorisinin temel kavramlarindan biri olan A—tlirev kavrami, ¢arpimsal analiz
teknikleri kullanilarak yeniden tanimlanan A* —tiirev kavrami ele alinmistir ve Gzellikleri detaylica
incelenmistir. BU tez calismasinda ise bu tiirev yardimiyla zaman skalas1 iizerinde tanimlanmis zincir
kurallar1 carpimsal analizde yeniden kurulmustur. Buna ek olarak, keyfi bir zaman skalasinda tanimli
bir fonksiyonun tersinin c¢arpimsal tiirevi tanimlanmistir. Bu kavramlarin o6zellikleri detaylica

incelenmistir.
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