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GORUNURDE iLISKiSiZ REGRESYON MODELLERINDE ON TAHMIN
EDICILERIN KARSILASTIRILMASI

OZET

Istatistiksel model, bir érneklem iizerinden gozlem veya deney sonucu elde edilen
bilgiler dogrultusunda, verilerin biitiiniini ve degiskenler arasindaki iligkileri
aciklamaya, tahmin etmeye veya sonuglar1 yorumlamaya yarayan matematiksel bir
yapidir.

Goriiniirde iliskisiz regresyon (Seemingly Unrelated Regressions-SUR) modeller,
birden fazla regresyon denklemi birlikte analiz etmek i¢in kullanilan istatistiksel bir
model tirtidiir. Karmasik sistemlerdeki degiskenler arasindaki iligkileri tahmin etmek
icin kullanilan SUR modellerde, bireysel olarak iligkisiz olmalarina ragmen hata
terimleri iligkili olabilen ¢oklu regresyon denklemleri ele alinmaktadir.

Istatistiksel modellerde tahmin edicilerin se¢imi sonuclarin tahmini iizerinde biiyiik
bir etkiye sahiptir. Her tahmin edici, kendine 6zgii avantajlar1 ve dezavantajlar1 olan
ve analizin gereksinimlerine gore farkli sekillerde uygun olabilecek ozelliklere
sahiptir. Bu nedenle, tahmin edici se¢imi, uygulamanin amaglar1 ve veri yapisina
dayanir. Farkli tahmin edicilerin karsilastirilmasi ve en dogru tahmin edicinin
belirlenmesi, modelin performansini artirmak ve verilerin en dogru sekilde
yorumlanmasi amactyla yapilan bir aragtirmadir.

Bu tez calismasinda, SUR modeller altinda 6n tahmin ve tahmin problemi g6z 6niine
alinmistir. Ele alinan modellerde bilinmeyen parametrelerin 6n tahmin ve tahmin
edicilerinin baz istatistiksel 6zelliklerine iliskin sonuclar verilmistir. Blok matrisler
ve rank ozellikleri kullanilarak 6n tahmin edicilerin esitlikleri ve toplamsal ayrigimlari
lizerine baz1 sonuglar elde edilmistir. Matris ranki ve inertia formiilleri vasitastyla 6n
tahmin edicilerin kovaryans matrislerinin karsilastirllmasina iligkin bazi esitlik ve
esitsizlikler elde edilmistir.

Yedi bolimden olusan ¢aligmanin giris boliimiinde, SUR modeller tanitilmig ve
literatiir bilgisine yer verilmistir. Ikinci boliimde calismada ele alan konuya iligkin
temel kavram, teorem ve ozellikler verilmistir. Uglincii bolimde, SUR modeller
detayli sekilde tanitilmis, ele alinan modellerde 6n tahmin ve tahmin edilebilme
Ozellikleri ile 6n tahmin ve tahmin edicilerin ifadeleri gosterilmistir. Calismanin ana
sonuclar1 {i¢ ayr1 baslik altinda incelenmistir. SUR modeller altinda 6n tahmin ve
tahmin edicilerin esitlikleri dordiincii boliimde, toplamsal ayrigimlari besinci boliimde
ve kovaryans matrislerinin karsilastiriimast ise altinci boliimde verilmistir. On tahmin
ve tahmin edicilerin esitlikleri, toplamsal ayrisimlar1 ile kovaryans matrislerinin
karsilastirilmasina iliskin esitlik ve esitsizlikler, ayrica bazi 6zel durumlara iligkin
sonuclar blok matris, rank 6zellikleri ve inertia formiilleri kullanilarak elde edilmistir.
Son boliimde ise sonug ve Oneriler verilmistir.
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COMPARISON OF PREDICTORS IN SEEMINGLY UNRELATED
REGRESSION MODELS

SUMMARY

A statistical model supplies a mathematical framework to analyze, interpret, and make
predictions about the relationships between variables based on observed data or
experimental results obtained from a sample. It provides a systematic approach to
understanding the underlying approaches and associations in the data, allowing
researchers to infer meaningful conclusions and make informed decisions.

Seemingly Unrelated Regressions (SUR) models are a type of statistical model used
to analyze multiple regression equations together. In SUR models, which are used to
predict relationships between variables in complex systems, multiple regression
equations with seemingly unrelated individual relationships are considered, even
though their error terms can be correlated.

SUR models were first proposed in 1962 by Arnold Zellner. In this study, Zellner
suggested estimating the regression effects with a single equation instead of estimating
separately. This suggestion established the basis of SUR models and showed that more
effective results were obtained with this method. Instead of estimating the equations
that are related to each other separately, SUR models provide to analyze these
equations together by bringing them together. Thus, the relationships between the
variables can be determined better and the predictions can be more accurate. With this
approach, the use of SUR models became widespread and the importance of
considering the regression equations together in statistical analysis was emphasized.

SUR models have been developed by many researchers and used in various application
areas. These models have become an important tool in estimating associated regression
equations and analyzing interactions between variables and have had a significant
influence on the effectiveness of regression analysis in economics, finance, business
and many other disciplines.

The choice of estimators in statistical models has a great influence on the estimation
of results. Each estimator has properties that have their advantages and disadvantages
and may be appropriate in different ways according to the needs of the analysis.
Therefore, the choice of the estimator is based on the purposes of the application and
the data structure. Comparing different estimators and determining the most accurate
estimator is a research to increase the performance of the model and to interpret the
data in the most accurate way. The estimation techniques used and researching the
properties of estimators are one of the main problems in statistical analysis.

The classical methods used to predict and estimate parameters in linear regression
models in statistical analysis are Ordinary Least Squares Predictor (OLSP) and
Ordinary Least Squares Estimator (OLSE), respectively. OLSP is the prediction of
parameters using the least squares method in cases where the relationship of the
dependent variable with more than one explanatory variable is considered in the linear
regression model. On the other hand, OLSE is the estimation of parameters by
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minimizing the sum of squared errors between the dependent variable and the
predicted parameters in the linear regression model.

In linear regression models, other popular methods used in predicting and estimating
parameters, except the classical methods, are the best linear unbiased predictor (BLUP)
and the best linear unbiased estimator (BLUE), respectively. These are the unbiased
predictors and estimators with the smallest covariance according to the Lowner order.

For SUR models, which are an extension of linear regression models and where error
terms are associated between regression equations, the choice of predictor/estimator
can have an important impact on the estimation of results. It is important to compare
different predictors/estimators to determine which is appropriate for the situation.

Prediction problems are commonly encountered and of great importance in statistical
analysis using SUR models. Obtaining accurate predictions significantly influences
the model's success and the interpretability of the results. Therefore, conducting a
detailed analysis of prediction problems and utilizing appropriate prediction methods
enable the effective use of SUR models.

Prediction problems are one of the main issues in the statistical analysis of SUR models
and have practical significance. The ability to obtain accurate predictions directly
impacts the performance of the model and the interpretability of the results. Thus, it is
crucial to thoroughly analyze prediction problems and use suitable prediction
techniques to ensure the effective utilization of SUR models.

Covariance matrix comparison is often used as a criteria for evaluating the
performance of predictors and estimators. Additionally, another method for exploring
the relationships between predictors/estimators involves establishing equalities
between them and deriving additive decomposition expressions for these
predictors/estimators. These expressions consisting of equations enable to specify the
contributions of partial unknown vectors in linear models, as the models themselves
can be related within the system.

In this thesis study, the problem of estimation and prediction under SUR models has
been considered. Results regarding the statistical properties of unknown parameters'
estimators and predictors have been presented under the considered models. By
utilizing block matrices and rank properties, some results on the equalities and
decomposition of predictors have been obtained. Furthermore, by using matrix rank
and inertia formulas, some equalities and inequalities concerning the comparison of
covariance matrices of predictors have been derived.

By employing rigorous statistical methodologies and carefully evaluating the
performance of different predictors within the SUR framework, this study aims to
enhance the accuracy of predictions and facilitate a more comprehensive interpretation
of the data.

This study consists of seven chapters. SUR models are introduced, and overview of
the literature is provided in the introduction chapter. The second chapter presents the
fundamental concepts, theorems, and properties related to the topic addressed in the
study. In the third chapter, SUR models are introduced in detail, and the expressions
for estimation and predictability properties, as well as the expressions for estimators
and predictors, are presented under the considered models. The main results of the
study are examined under three separate headings. The equalities of predictors and
estimators under SUR models are presented in the fourth section, the additive
decompositions in the fifth section, and the comparison of covariance matrices in the
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sixth section. Additionally, some results for specific cases are obtained using block
matrices, rank properties, and inertia formulas. The final chapter concludes the study
by presenting the results and providing recommendations for future research.

This study has contributed to a better understanding and increased utilization of SUR
models by considering the statistical properties of estimators and predictors under
these models. The obtained results provide researchers and practitioners with more
insights into the effectiveness of SUR models in regression analysis. Furthermore, the
recommendations of this study can serve as a guide for future research and contribute
to the development of the literature in this field.
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1. GIRIS

Bir sistemi, siireci veya problemi ilgili oldugu alanin kavram ve kurallariyla agiklayan
ve tanimlayan yapiya model denir. Ote yandan istatistiksel model, bir érneklem
tizerinden gozlem veya deney sonucu elde edilen bilgiler dogrultusunda, verilerin
biitiiniinii ve degiskenler arasindaki iligkileri agiklamaya, tahmin etmeye veya
sonuglar1 yorumlamaya yarayan matematiksel bir yapidir. Istatistiksel modeller, veri
analizi ve bilimsel arastirmalarda kullanilarak karmasik iligskilerin anlasilmasina ve
gelecekteki olaylarin tahmin edilmesine yardimci olur. Bu modeller, istatistiksel
yontemleri kullanarak gercek diinyadaki karmasik problemleri sadelestirerek, verilerin

0ziinii ortaya ¢ikarmaya calisir.

Goriiniirde 1iliskisiz regresyon (Seemingly Unrelated Regressions-SUR) modeller,
birden fazla regresyon denklemini birlikte analiz etmek i¢in kullanilan istatistiksel bir
model tirtidiir. M. Uysal [1]” e gore, “Goriiniirde iliskisiz regresyon modelinde ¢oklu
regresyon denklemlerinin bir kiimesi ele alinmaktadir. Bu regresyon denklemler
kiimesi esanli bir denklemler kiimesi bi¢ciminde degildir. Yani herhangi bir denklemde
bagimli degisken olarak bulunan bir degisken bir baska denklemde bagimsiz degisken
olarak bulunmamaktadir”. Bu dogrultuda, sistemde ele alinan denklemlerin iligkili
olmasiyla aslinda ifade edilmek istenen bahse konu denklemlerin hata terimlerinin
iligkili olmasidir. Dolayisiyla, karmasik sistemlerdeki degiskenler arasindaki iliskileri
tahmin etmek icin kullanilan SUR modellerde, goriiniirde iliskisiz olmalarina ragmen
hata terimleri iliskili olan ¢oklu regresyon denklemleri ele alinmaktadir. Goriiniirde
iligkisiz regresyon modelleri, regresyon denklemlerini bir araya getirir ve ayni1 anda
tahmin eder. Her bir denklemin hata terimi arasinda korelasyon olabileceginden, SUR
modeli bu iliskileri de dikkate alir. Ornegin, bir iilkenin ekonomik biiyiimesini
incelemek i¢in bir SUR modeli kullanabilir. Ele alinan modelde, ekonomik biiyiime
oranini etkileyen farkli faktorleri anlamak amaciyla birden fazla regresyon denklemi
ele alinabilir. Her bir denklemde, ekonomik biiyiimeyi etkileyen belirli bir degisken
(6rnegin, yatirim, tiiketim, ihracat) bagimsiz degisken olarak ele alinabilir, yani
denklemler, ekonomik biiyiimeyi etkileyen farkli faktorleri temsil edecek sekilde

olusturulabilir. Gorilinlirde bu denklemler birbirinden bagimsiz gibi goriinse de hata



terimleri arasinda bir korelasyon olabilir. Diger bir 6rnek olarak farkli otomobil
modellerinin satislarini etkileyen faktorlerin belirlenmesi problemi ele alinabilir. Bu
durumda, SUR modeli kullanarak bir dizi regresyon denklemi olusturulabilir. Ornegin,
denklemlerde bir sirketin A, B ve C olarak adlandirilan ii¢ otomobil modelinin
satiglarint etkileyen faktorlerden (reklam harcamalari, fiyat, performans, rekabetgi
modellerin satiglar1 gibi) bazilar1 veya hepsi bagimsiz degiskenler olarak ele alinabilir,
yani bu denklemlerden her biri, belirli bir otomobil modelinin satislarini etkileyen
faktorleri icerir. Goriiniirde bu denklemler birbirinden bagimsiz gibi goriinse de hata
terimleri arasinda bir iliski olabilir. Ornegin, Model A’ nin reklam harcamalarinin
etkisi Model C’ nin satiglarini etkileyebilir. Bu durumu anlamak i¢in SUR modeli
kullanilabilir. Bu model, reklam harcamalarinin Model A’ nin satislar tizerindeki
etkisini diger modellerin satislariyla birlikte degerlendirebilir ve potansiyel
korelasyonu dikkate alabilir. Bu 6rnek, otomobil iireticisinin farklit modeller arasindaki
iligkileri daha kapsamli bir sekilde degerlendirmesine yardimci olabilir ve her bir
modelin satisim1 etkileyen faktorleri daha iyi anlamasina katkida bulunabilir. Bu,
pazarlama stratejilerini daha etkili bir sekilde planlamak ve satiglar1 artirmak icin
Onemli bir arag olabilir. Bagka bir 6rnek olarak tarimsal tesvik ve destek politikalarinin
tireticilerin {irtin ekim tercihleri {izerindeki etkisini incelemek i¢in SUR modeli
kullanilabilir. Ureticiler uygulanan politikalarin etkisiyle ekilecek iiriinler arasindan
ekim alani tercihinde bulunabilirler. Ornegin A ve B iiriinleri ele alindiginda ekim
alanlar1 lizerinde; tiriinlere saglanan tesvik/6demenin etkisi, lirtinlerin ekim masraflari,
verim ve piyasa rekabeti gibi etkenlerin etkisi incelenebilir. Probleme iliskin
olusturulacak modelde yer alan denklemlerde iiriinlerin ekim alanlar1 bagimli degisken
olarak ele alinirken, tesvik ve destek 6demeleri bagimsiz degisken olacak sekilde
almabilir. Bu denklemler goriiniirde birbirinden bagimsiz gibi goriinse bile iiriinler
arasindaki rekabet iligkisinden dolay1 hata terimleri arasinda korelasyon olabilir. Bu
ornek tlizerinden SUR model ile iireticilerin ekim alan tercihlerine yonelik etkili

planlama ve uygulama yapilabilecegi anlasilmaktadir.

SUR modeller ilk olarak 1962 yilinda Arnold Zellner tarafindan 6ne stiriilmistiir.
Zellner [2] calismasinda regresyon etkilerini ayri ayri tahmin etmek yerine tek bir
denklemle tahmin etmeyi 6nermistir. Bu 6neri, SUR modellerin temellerini olusturmus
ve bu yontemle daha etkin sonucglar elde edildigini gostermistir. SUR modeller

birbirleriyle iliskili olan denklemleri ayr1 ayr1 tahmin etmek yerine, bu denklemleri bir



araya getirerek birlikte analiz etmeyi saglamaktadir. Boylece, degiskenler arasindaki
iligkiler daha iyi bir sekilde tespit edilebilmekte ve tahminler daha dogru
olabilmektedir. Bu yaklasimla SUR modellerin kullanimi yayginlagmis ve istatistiksel

analizlerde regresyon denklemlerin bir arada ele alinmasinin 6nemi vurgulanmastir.

SUR modeller, bir¢ok arastirmaci tarafindan gelistirilmis ve g¢esitli uygulama
alanlarinda kullanilmistir. [3] ve [4] calismalarinda SUR modeller altinda tahmin
yontemi gelistirilerek tahmin edicilerin 6zellikleri verilmistir. [5] ¢calismasinda SUR
modellerde tahmin edicilerin yansizlig1 ele alinirken, [6] calismasinda tahmin etme
stirecinde ¢esitli yaklagimlarla yeni tahmin ediciler gelistirilmistir. SUR modeller daha
sonraki yillarda birgok arastirmaci tarafindan ele alinmistir. Ornek olarak; [7-29]
caligmalar1 incelenebilir. Yapilan calismalar SUR modellerin, parametrelerin verimli
tahmin edilebilirligi, hata terimleri arasindaki kovaryans yapisini dogru sekilde tespit
etme ve tahminlerin daha hassas ve giivenilir olmasini saglama gibi avantajlar

sundugunu gostermektedir.

Genis bir uygulama alanina sahip olan SUR modeller i¢in literatiirde; tiretim ve
maliyet fonksiyonlari, talep ve yatirim arastirmalariyla ekonomi-finans alanlarinda,
tiretim ve verim tahminleriyle tarim ve hayvancilik alaninda, hastalik teshis ve tedavi
yontemleriyle saglik alaninda, ulasgim ve turizm ¢aligmalart ile toplumsal
arastirmalarla sosyal alanlarda ulusal ve uluslararasi pek c¢ok calisma Ornegi
mevcuttur. Bu kapsamda SUR modellerle ilgili ilkemizde son yillarda yiiriitiilen tez

calismalarina 6rnek olarak, [30-38] ¢alismalar incelenebilir.

Istatistiksel analizde, lineer regresyon modelleri icin parametre tahmininde cesitli
dlgiitler ve bu olgiitlere dayali farkli tahmin ediciler bulunmaktadir. Istatistiksel
modellerde tahmin edici se¢imi sonuglarin tahmini iizerinde biiylik bir etkiye sahiptir.
Her tahmin edici, kendine 0zgii avantajlar1 ve dezavantajlari olan ve analizin
gereksinimlerine gore farkli sekillerde uygun olabilecek 6zelliklere sahiptir. Bu
nedenle, tahmin edici se¢imi, uygulamanin amaglar1 ve veri yapisina dayanir. Farkli
tahmin edicilerin karsilastirilmasi ve en dogru tahmin edicinin belirlenmesi modelin
performansin1 artirmak ve verilerin en dogru sekilde yorumlanmasi amaciyla
arastirilmaktadir. Kullanilan tahmin teknikleri ve tahmin edicilerin 6zelliklerinin

incelenmesi istatistiksel analizde ele alinan temel problemlerden biridir.



Yansizlik, lineer modellerde bilinmeyen parametreler i¢in 6n tahmin ve tahmin
edicileri degerlendirmede Onemli bir dl¢iidiir. Parametrelerin 6n tahmin ve tahmin
edicilerinin bulunmasinda kullanilan klasik bir yontem ise en kiiciik kareler
yontemidir. Bu yontemle elde edilen yansiz 6n tahmin ve tahmin ediciler sirastyla
alisilmis en kiiglik kareler 6n tahmin edicisi (OLSP- Ordinary Least Squares Predictor)
ve alisilmis en kiiciik kareler tahmin edicisi (OLSE - Ordinary Least Squares Estimator)
olarak bilinir. OLSP, dogrusal regresyon modelde hedef degiskenin birden fazla
aciklayict degisken ile iliskisinin incelendigi durumlarda en kiigiik kareler yontemiyle
parametrelerin tahmin edilmesidir. OLSE ise dogrusal regresyon modelde hedef
degisken ve tahmin edilen parametreler arasindaki farkin kareler toplaminin minimize
edilmesiyle parametrelerin tahmin edilmesidir. OLSE, daha genis bir uygulama alanina
sahipken OLSP tek bir hedef degiskeni ve birden fazla agiklayici degiskenin mevcut
oldugu modellerde kullanilir. OLSP ve OLSE, regresyon modelindeki parametreleri
tahmin etmek icin kullanilan gilivenilir yontemler arasindadir. Bu ydntemler,
gozlemlenen verilere dayanarak modelin en uygun parametre degerlerini bulma

amacini tagir ve bu sayede lineer regresyon analizlerinde yaygin olarak kullanilir.

Bilinmeyen parametreler icin elde edilen yansiz 6n tahmin ve tahmin ediciler baz1
durumlarda tek bir secenekle sinirli olmayabilir. Dogrusal regresyon modellerde
parametrelerin 6n tahmin ve tahmin edilmesinde klasik yontemler haricinde kullanilan
bir diger iyi bilinen popiiler yontem, diger tiim yansiz 6n tahmin ve tahmin ediciler
icerisinde en kii¢iik kovaryans matrisine sahip 6n tahmin ve tahmin edicilerin
bulunmasidir. Bu yaklasimla elde edilen 6n tahmin ve tahmin ediciler sirasiyla en iyi
lineer yansiz 6n tahmin edici (Best Linear Unbiased Predictor-BLUP) ve en iyi lineer
yansiz tahmin edici (Best Linear Unbiased Estimator-BLUE) olarak bilinir. BLUP ve
BLUE, Lowner siralamasina gore kovaryansi en kii¢iik yansiz 6n tahmin ve tahmin

edicilerdir.

Tahmin edicilerin performans karsilastirmasinda yaygin kullanilan 6Slgiitlerden biri
kovaryans matris karsilastirmasidir. Bu kapsamdaki aragtirmalarin bazilart; [39-54]
calismalar1 olarak verilebilir. Dogrusal regresyon modellerin bir uzantis1 olan ve
regresyon denklemleri arasinda hata terimlerinin iligkili oldugu SUR modeller igin
tahmin edici se¢imi sonuglarin tahmini tizerinde biiyiik bir etki yapabilir ve farkl
tahmin edicilerin karsilastirilmasi, en dogru tahmin edicinin hangisi oldugunu

belirlemek i¢in Onemlidir. Ancak, tahmin yontemleri ve tahmin edicilerin
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karsilastirilmast problemlerinde bir 6l¢iitiin digerlerinden daha iyi olmasi, her zaman
en iyi modelin se¢ilmesi anlamina gelmeyebilir. Clinkii 6zellikle gergek veriler igin,
modelin 6ngdrdiigii hatalarin nedenlerini anlamak, modelin genel performansini
anlamak acisindan da 6nemlidir. SUR modeller gibi regresyon denklemlerden olugan
model sistemlerini incelerken sistemi biitlinsel bakis agisiyla ele almak gerekmektedir.
Dogrusal regresyon modellerin olusturdugu sistemden ve tekil modellerden elde edilen
cikarim sonuglari tamamen ayni degildir, ancak sistemden elde edilen ile tekil
modellerden elde edilen sonuclar arasinda baglantilar mevcuttur. Dogrusal regresyon
modeller sistemi ve tekil modeller altinda 6n tahmin ve tahmin ediciler arasinda belirli
iliski problemleri kurularak bu baglantilar tespit edilmeye ¢alisiimaktadir. Istatistiksel
literatlirde bu dogrultuda kullanilan yaklasimlardan baslicalar1 6n tahmin ve tahmin

ediciler arasindaki esitlikler ile toplamsal ayrigimlarini tespit etmektir.

Bu tez ¢aligmasinda, SUR modeller altinda 6n tahmin ve tahmin problemi goz 6niine
alinmistir. Ele alinan modellerde bilinmeyen parametrelerin 6n tahmin ve tahmin
edicilerinin bazi istatistiksel Ozellikleri verilmistir. Blok matrisler ve bazi rank
ozellikleri kullanilarak 6n tahmin edicilerin esitlikleri ve toplamsal ayrisimlari {izerine
bazi sonuglar elde edilmistir. Matris ranki ve inertia formiilleri vasitasiyla 6n tahmin
edicilerin kovaryans matrislerinin karsilastirilmasina iligskin bazi esitlik ve esitsizlikler

verilmigtir. Ayrica baz1 6zel durumlara iligkin sonuglar elde edilmistir.






2. TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde, tez ¢calismasinin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak kavramlar hakkinda

On bilgi niteliginde olan tanim, teorem ve sonuglar sunulmaktadir.

2.1. Matris Cebirine Iliskin Temel Bilgiler

Tamm 2.1.1. y;,Y5, ..., ¥, € R™?1 olmak iizere Y-, a;y; = 0 saglayacak bigimde
timi aym anda sifir olmayan ay,a,,...,a, skalerleri mevcut ise, yi,Va, ..., ¥n

vektorleri lineer bagimlidir. Aksi durumda bu vektorler lineer bagimsizdir [55].

Tanmm 2.1.2. B € R™" matrisi by, by, ..., b, sttunlarina sahip olmak flizere, y' =
(y1, Y2, -+, ¥n) i¢in B’ nin siitunlarinin lineer bir kombinasyonu By = y;b; + y,b, +
-+ + y,b, ifadesiyle belirtilir. B’nin silitun uzayi, matris siitunlarinin lineer
kombinasyonu bigiminde gosterilebilen biitiin vektorlerin kiimesidir ve C(B) seklinde

gosterilir. C(B) = {w € R™1:w = By,y € R™1} bicimindedir [56, 57].

Tanmm 2.1.3. B € RP*P’ nin satir uzay1, matrisin by, b, ..., by satirlarinin tirettigi

RP*1 in alt uzayidir ve C(B’) seklinde ifade edilir [57].

Tanim 2.1.4. Bir matrisin siitun ranki, matrisin siitun uzay1 boyutu, satir ranki ise

matrisin satir uzayi boyutudur [56].

Teorem 2.1.5. Asagida belirtilen 6zelliklere sahip matris, satirca indirgenmis eselon

formdadir [56].

1) Biitiin elemanlarin sifir olmadigi herhangi bir satirin, sifir olmayan farkl

olan ilk elemani1 1’ dir (bu elemana 1 bas eleman1 denir).

i1) (1) kosulunu saglayan satir i¢cin 1 bas elemaninin bulundugu herhangi bir

stitunun diger biitiin elemanlar1 0 dir.

ii1) Sifirdan baska bir eleman1 bulunan herhangi iki satir i¢in, numaras1 biiyiik

olan satirda 1 bas eleman1 digerinden daha sagda yer alir.

iv) Yalnizca sifir elemanlarinin bulundugu herhangi bir satir, sifirdan baska bir

eleman1 bulunan diger satirlarin altinda yer alir.



Tanmim 2.1.6. Herhangi bir n X p boyutlu matrise uygulanan elementer matris (satir)

islemleri asagida belirtilmistir [58].
1) Matrisin iki satirinin yerini degistirmek,
i1) Matrisin bir satirini sifir olmayan bir skaler ile carpmak,
i1i1) Matrisin bir satirinin belirli bir katin1 bir bagka satira eklemek.

Matris satirlar1 r; (1 < i <n) olmak tizere, yukaridaki ifadeler asagidaki sekilde
verilebilir,

)r e,
ii)r; > mr; (m#0),

iii) r; > 1, + mr; (m # 0).

Tanim 2.1.7. Herhangi bir n X p boyutlu matrise uygulanan elementer matris (siitun)

islemleri asagida belirtilmistir [58].
1) Matrisin iki slitununun yerini degistirmek,
i1) Matrisin bir siitununu sifir olmayan bir skaler ile carpmak,
ii1) Matrisin bir stitununun belirli bir katin1 bir bagka stituna eklemek.

Matris siitunlar1 ¢; (1 <j < p) olmak iizere, yukaridaki ifadeler asagidaki

sekilde verilebilir,
)¢ o,
ii) ¢; » mc¢; (m # 0),
iii) ¢; = ¢; + m¢; (m # 0).

Tanmm 2.1.8. Herhangi bir B matrisi i¢in satirca indirgenmis eselon formundaki tiim
elemanlar1 sifir olmayan satirlarinin sayist B matrisinin ranki olarak tanimlanir.

r(B) seklinde ifade edilir [56].
Teorem 2.1.9. B matrisinin siitun ranki, satir ranki ve ranki birbirine esittir [56].

Teorem 2.1.10. X, Y € R™? ve X matrisi, Y matrisinin satirca indirgenmis eselon

formu olmak iizere, X ve Y matrislerinin satir uzaylari aynidir [56].



Tanmm 2.1.11. X, Y € R™? olmak iizere, Y matrisine elementer matris islemleri

uygulanarak X matrisi elde ediliyorsa, X matrisi Y matrisine denktir [58].
Teorem 2.1.12. X ve Y matrisleri denk matrislerse r(X) = r(Y) seklindedir [58].

Tanmm 2.1.13. B € R™*? olmak lizere, By = uy saglayacak sekilde sifir olmayan bir
y vektorlii mevcutsa, pu skaleri B matrisinin 6zdegeri, y vektorii ise u 6zdegerine

karsilik bir 6zvektor olarak tanimlanir [59].

Tanmm 2.1.14. C = C’ € R™" olmak lizere C matrisinin inertiasi,

In(C) = {i+(€),i-(C), i, (C)} 2.1

seklinde ifade edilir [60]. Burada C matrisinin katliliklar1 géz 6niinde bulundurulmak
sart1 ile i_(C), i,(C) ve iy(C) ifadeleri, sirasiyla C matrisinin negatif, pozitif ve sifir

0zdegerlerinin sayisidir.

Teorem 2.1.15. Y =Y’ € R™" olmak iizere, Y matrisinin negatif ve pozitif

inertialarinin toplami, matrisin rankina esittir. Bagka bir ifadeyle,
r(V)=i,(Y)+i_(Y) (2.2)
seklindedir [60].

2.2. Matrislerde Kuadratik Form ve Iliskili Tanmmlar

Tanim 2.2.1. Simetrik bir Q = (qij) € R™™ matrisivey = (y;) € R™1 vektorii igin,

n n
Zzyiyjqij
i=1j=1

y'Qy
ifadesi, y vektoriinliin kuadratik formu olarak tanimlanir. Q matrisi ise kuadratik
formun matrisi olarak adlandirilir. y'Qy kuadratik formu, Q matrisi tarafindan
karakterize edilmektedir. Bu durumda kuadratik form araciligiyla verilebilecek bazi

tanimlar asagidadir [57, 61].

1) Q matrisi pozitif tamimlidir, eger y'Qy > 0 ise (Vy # 0),
il) Q matrisi negatif tanimlidir, eger y'Qy < 0ise (Vy # 0),
i) Q matrisi pozitif yari-tanimhidir, eger y'Qy = 0 ise (Vy),
iv) Q matrisi negatif yari-tanimhidir, eger y'Qy < 0 ise (Vy).



Tanim 2.2.2. X, Y simetrik matrisler olmak tizere X > Y gosteriminde ‘“3>”° seklinde

ifade edilen matris siralamasi Lowner siralamasidir [62].

X simetrik ve uygun boyutlu bir matris olmak tizere, Tanim 2.2.1 ve Tanim 2.2.2° ye
gore X’ in negatif tanimli, negatif yari-tanimli, pozitif tanimli ve pozitif yari-taniml

matris olmasi sirasiyla X < 0, X < 0, X > 0 ve X > 0 seklinde gosterilir.

X, Y simetrik ve ayn1 boyutlu iki matris olmak tizere, Tanim 2.2.1 ve Tanim 2.2.2” ye
gore X — Y matrisinin negatif tanimli, negatif yari-tanimli, pozitif tanimli ve pozitif-

yar1 tanimli olmasi da sirasiyla X < Y, X <Y, X > Y ve X > Y seklinde gosterilir.

Tanmm 2.2.3. X ve Y pozitif yari-tanimli matrisler olmak iizere, eger Y — X pozitif
yari-tanimliysa X, Y den kiigiiktiir (Lowner siralamasina goére) veY = X yadaX <Y
seklinde ifade edilir. Y — X pozitif tanimliysa, X matrisi kesinlikle Y matrisinden

kiigiiktiir ve X < Y yada Y > X bicimindedir [57].

Tanmm 2.2.4. Y € R™" boyutlu bir X matrisinin p rankli pozitif yari-taniml matris
olmasinin gerek ve yeter sart1 Y = TT' saglayacak bicimde p rankli n X n boyutlu bir

T matrisinin mevcut olmasidir [63].

2.3. Matris Parcalanmasi

Matris parcalanmasi, kiime pargalanmasiyla benzer sekilde, matris elemanlarinin her
birinin, par¢alanmanin sadece ve sadece bir alt matrisine denk gelecek bigimde

karsilikli alt matrislere ayrismasidir. Ornek olarak, Y € R™ P matrisi igin

Y, Y,
y = ( 11 12)
o1 Yo

ifadesi, Y in bir parcalanmasidir. Oyle ki, p = p; + p, ve n =ny +n, icin Y;; €
R™*P1Y,, € R™M*P2 Y, € R"*P1 ve Y,, € R"2*P2 bigimindedir [58]. Bu durumda
Y matrisine parcalanmis (blok) matris, Y;4, Y35, Y51 ve Y5, alt matrislerine ise bloklar

denir.

Yukaridaki matrisin transpozesi

Y12 Y22

seklindedir.
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2.4. Matrislerde Tersler

Tanmm 2.4.1. I, € R™" birim matris ve Y € R™" herhangi bir matris olsun. YX =
XY = I, saglayacak bigimde bir X € R™ " matrisi mevcutsa, X matrisine Y matrisinin
tersi denir ve X = Y1 seklinde gosterilir. Tersinir (yani tersi olan) matrisler diizgiin

(yani tekil olmayan) matrisler olarak da adlandirilir [64].

Tanim 2.4.2. Y € R™ P olmak lizere, YGY = Y sartin1 saglayan G € RP*™ matrisine,

Y matrisinin genellestirilmis tersi denir. G = Y~ seklinde ifade edilir [58].

Teorem 2.4.3. Herhangi bir Y matrisinin, en az bir Y~ genellestirilmis tersi daima

mevcuttur [58].

Teorem 2.4.4. Y € R™P olmak lizere, asagidaki sartlar1 saglayan tek bir G € RP*"

matrisi meveuttur. G matrisine Y matrisinin Moore-Penrose genellestirilmis tersi denir.

G = Y* seklinde ifade edilir [59].
) YGY =Y,
ii) GYG = G,
iii) (YG)' = YG,
iv) (GY)' = GY.
Teorem 2.4.5.Y € R™? ise, Y+ € RP*" geklindedir [59].

Teorem 2.4.6. (Y')* = (Y™)’ seklindedir [59].

2.5. Matris Denklemleri

Tanmm 2.5.1. K € RP*", L € R®S ve M € RP*® matrisleri i¢in, KYL = M denklem
sistemini saglayan r X t boyutlu en az bir Y matrisi mevcutsa, matris denklem sistemi

tutarlidir, aksi halde tutarsizdir denir [61].

Teorem 2.5.2. KYL = M matris denklem sistemi tutarhidir © C(M) c C(K) ve
c(M") c (L) dir [61].
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Teorem 2.5.3. S ve T uygun boyutlu herhangi iki matris olmak lizere, KYL = M matris

denklem sistemi tutarliysa
Y =K*ML* + (1— K*K)S + T(1— LL") (2.3)

seklindeki Y matrisi, denklem sisteminin genel ¢6ziimiinii ifade eder [61].

Sonu¢ 2.5.4. KYL = M matris denklem sistemi tutarliysa ¥ = K*ML*, denklem

sisteminin bir ¢oziimidiir [61].

KYL = M denklem sisteminde L = I birim matris alindiginda, matris denklem sistemi
KY = M haline doniislir. Bu durumda Teorem 2.5.3’iin baska bir onemli sonucu

asagidaki sekilde elde edilir.

Sonug¢ 2.5.5. KY = M lineer matris denklem sistemi tutarhdir © r[K, M] = r(K)
ya da denk bigimde KK*M = M seklinde mevcuttur. Boylece, S keyfi bir matris
olmak iizere Y = K*M + (I — K*K)S ifadesi denklem sisteminin genel ¢dziimiidiir

denir [65].

2.6. Vektor Uzay ve Izdiisiim Matrisi

Bu kisimda verilen tanim ve teoremler hakkinda [57] kaynagindan detayli bilgi
edinilebilir.
Tanim 2.6.1. Herhangi ¢,d € R ve s,t € V i¢in cs + dt € V saglayacak bi¢gimdeki

vektorlerin bostan farkli bir V kiimesi vektor uzay1 olarak tanimlanir.

Tanim 2.6.2. V; ve V, herhangi iki vektor uzay1 olmak tizere, V; uzayindaki her vektor
V, uzayindaki biitiin vektorlere dik ise bu durumda V; ve V, vektor uzaylari birbirine

diktir. Bu durum V; L1 V, bigiminde gosterilir.

Tanim 2.6.3. V; ve V, herhangi iki vektor uzay1 olmak iizere, s € V; ve t € V, igin
s + t seklindeki biitlin vektorleri barindiran vektor uzay1 V; ve V, vektor uzaylarinin
toplam1 olarak tanimlanir. Bu durum V; + V, seklinde ifade edilir. V; ve V, vektor
uzaylarmin birbirine dik oldugu durumda V; +V, toplami V; @ V, biciminde

gosterilir.

Tamm 2.6.4. V; @ V, = R™*! saglaniyor ise V; ve V, birbirlerinin dik tiimleyenidir.
Bu durum V; = V,* (yadaV, = V;%) olarak ifade edilir. Ayrica herhangi bir V vektor
uzayi icin (V+)* = V seklindedir.
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Tanim 2.6.5. V vektor uzayi ele alinsin. Vs € V igin Ps = s ve Ps € V saglaniyorsa
P matrisi izdiisiim matrisidir. Ayrica, eger I — P, V+ vektdr uzaymin izdiisiim matrisi

oluyorsa, P matrisi V’ nin dik izdiisiim matrisidir. Her izdiislim matrisi idempotenttir.
Teorem 2.6.6. Bir X matrisi ele alinsin. XX+, C(X)’ in bir dik izdiisiim matrisidir [60].

Teorem 2.6.7. X € R™P olmak iizere, C(XX*) = C(X) ve €(I,, — XX*) = c(X)*
seklindedir.

Teorem 2.6.8. X € R™? olmak iizere, Py = XX*, Ex = X+ =1, — XX* ve Fy =
I, — X*X matrisleri swrastyla C(X), C(X)* ve C(X')* iizerinde dik izdiisiim

matrisleridir.
Teorem 2.6.9. X ve Y uygun boyutlu matrisler olmak {izere asagidakiler saglanir.

i) Y'X =0 C(Y) =CcX),
ii) ciy)ceX) ectcex):.

2.7. Rasgele Vektor ve Matrisler Hakkinda Baz Bilgiler

Bu boéliimde, rasgele degiskenlerden olusan rasgele vektor ve rasgele matrisler
hakkinda temel bilgiler ve teoremler sunulmaktadir. Konuya iliskin [63, 66]

kaynaklarindan detayli bilgi edinilebilir.

Tamm 2.7.1. W = (w; j) € R™P rasgele matrisi igin beklenen deger,
EW) = (E (w; ])) seklinde gosterilir.

Teorem 2.7.2. W bir rasgele matris, K, L ve M ise bilinen matrisler olsun. Bu

durumda,

E(KWL+ M) = KE(W)L + M seklindedir.

Teorem 2.7.3. K ile L bilinen matrisler ve M ile N rasgele matrisler olmak iizere,
E(KM + LN) = KE(M) + LE(N) seklindedir.

Tamim 2.7.4. y rasgele degisken ve u = E(y) olmak {izere y’ nin varyansi,

var(y) = of = E(y — u)? seklinde ifade edilir.
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Tanmim 2.7.5. z, t rasgele vektorler ve u = E(z), v = E(t) olmak tizere, z ve t
arasindaki kovaryans, cov(z,t) = o0, = E(z—u)(t —v)" seklinde ifade edilir.
Ayrica D(z) = cov(z,z) = E(z — u)(z — )’ dir.

Teorem 2.7.6. K ile L bilinen matrisler ve M ile N rasgele matrisleri icin,
cov(KM,LN) = Kcov(M,N)L

seklinde ifade edilir.

2.8. Rank ve Inertiarla ilgili Baz1 Ozellikler

Bu baglik altinda matris rank ve inertialar1 hakkinda genel 6zellikler ve temel sonuglar

verilmistir.
Lemma2.8.1.X € R™? Y € R™k, 7 € R™*P ve T € R¥¥ olmak iizere, asagidakiler
saglanir [67].
r[X, Y] =7rX)+7r(ExY) =r() + r(EyX). Ozellikle,
r[X, Y]=r(X) e cY) CCX), (2.4)

r[X, Y] =rX)+r) e cX)nEey) = {0}

r[7] = () + r(ZEx) = r(2) + r(XE,). Ozellikle,

? 2.5)
r [)Z(] —r(X) & C(Z") € X
Eger C(Y) € C(X) ve C(Z') € C(X') ise,
(2.6)

r [)Z( ?] = r(X) + (T — ZX*Y).

Lemma 2.8.2. X € R™ " pozitif yari-taniml1 matris olmak iizere Y € R™*?, Z € R™**

ve T € RY™¥ olsun. Bu durumda C(2) € C(X) ise,

X Y Z
rlY 0 0o|l=r[X, Y]+r)+r(T) (2.7)
0 0 T

dir [68].
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Teorem 2.83. X, YER™P ya da X =X' ve Y=Y € R"™" olmak {izere,
asagidakiler saglanir [60].

X=Yor(X-Y)=0. (2.8)
X>Yei,X-V=nX<Yoi (X-Y)=n (2.9)
XYoo X-Y)=0X<Yoi,(X-Y)=0. (2.10)

Teorem 2.84. X = X' e RP*P, Y =Y’ € R"™*", Q € RP*" ve k € R olmak {izere,
asagidakiler saglanir [60].

i (kX) = {Egiz Z 8 (2.11)

B9l 9eeld Y em
i [ 3 = i, (X) + i, (),

o d-cls 9o

L (Q'XQ) = r(XQ) = i50X) + ix (BygXExg). .14)

Teorem 2.85. X=X"€RP*? ve Y=Y €R™ ve Q € RP*" olmak iizere,

asagidakiler saglanir [60].

it [g g] =1(Q) + i+ (EXEy). (2.15)
Ozellikle
i [XX' Q]—rX 0], (2.16)
i [XQX g] - r(0). 2.17)
Eger C(Q) € C(X) ise, iy [g A =100 + (¥ - Q'x*Q). (2.18)
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Teorem 2.8.6. X =X' e RP*P Y =Y € RV, Z € RT*", Q € RT*P ve C(X) S
C(Q") ve C(Z) < €(Q) olmak iizere,

-X Q" 0
L=(Q 0 Z
0o Z'Y
olsun. Bu durumda
(Y — 2'(Q)*XQ*2) = ix(L) — 7(Q) (2.19)

dir [60].

2.9. Kroneker Carpim

Tamm 2.9.1. Y = (y;;) € R™? ve L = (I;;) € R™ matrislerinin kroneker ¢arpimi

Y®L seklinde gosterilir ve

Yl yi2L - yiplL
YRL=| : : :
ynlL YnZL yan

ile tanimlanir. Burada Y®L € R™>P? dir. Kroneker carpim, direkt ¢arpim veya

matris tensor carpimi olarak da adlandirilir [64].

Asagida kroneker carpima ait bazi1 6zellikler verilmektedir.
1) Genel olarak YQL # LY dir.

il) Va € Rve Y, L matrisleri i¢in (aY)®L = Y®(al) dir.
iii) Y, L ve M matrisleri i¢in (YQ®L)QM = YQ®(LQM) dir.

iv) Uygun boyutlu Y, L ve M matrisleri i¢in (Y + L)®@M = YQM + LQM dir.
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3. SUR MODELLERINDE TAHMIN

Tez caligmasimin bu boliimiinde SUR modeller tanitilarak bu modeller altinda 6n
tahmin ve tahmin edilebilirlik tanimlar1 verilmistir. Ayrica 6n tahmin ediciler OLSP

ve BLUP ile tahmin ediciler OLSE ve BLUE hakkinda bazi 6zellikler sunulmustur.

3.1. SUR Model
Yij = XijiBia + 0+ Xijp Bip, + &5 3.1

olarak ifade edilen lineer regresyon denklemleri ele alinsin, i =1,...,m ve j =
1, ...,n.(3.1) denklemlerinde her bir i gézlemi i¢in y;1, ¥;2, .-, Yin bagimli degiskenleri

mevcuttur. Bu denklemlerin her bir i gézlemi i¢in ele alinmasiyla
Si:yi :Xiﬂi + &, i=1, e, m, (32)

seklinde ifade edilen lineer regresyon denklemlerinin bir sistemi olarak m tane

regresyon modeli yazilabilir. Burada,
Vi = (yi j) € R™*! gozlenebilir rasgele vektor,
X; = (x jt) € R™*Pi bilinen bir matris,
B: = (Bi;) € RP*! tahmin edilebilir bilinmeyen parametre vektori,
& = (eij) € R™*! hata vektoriidiir, i = 1,...,m, t=1,..,p; ve j = 1, ..., n.
(3.2) modelleri i¢in varsayimlar,
E(g) =0, (3.3a)

D(g;) = cov(gy, &) = oyl == Xy, (3.3b)

cov(si, sj) = 0l =Xy (3.3¢)



olarak kabul edilmektedir. (3.2)’ de verilen m tane lineer regresyon modelinin her biri
ayr1 bir istatistiksel problem ile iligkili olabilir ve ayr1 ayri ele alinabilir. Her ne kadar
bu m tane lineer regresyon modeli iliskisiz gibi goriinse de regresyon denklemlerinde
kullanilan bagimsiz degiskenlerin tiimii veya bir kism1 denklemlerin tiimiinde veya bir
kisminda ortak olarak kullanildiginda, bu m tane regresyon modeli birbirleri arasinda
iligkili olabilir. Bagka bir deyisle, (3.2)’ deki m tane lineer regresyon modeli iligkili
hata terimlerine sahip olabilir. Bu nedenle, (3.2)’ deki m tane lineer regresyon modeli

goriiniirde iliskisiz regresyon modelleri yani SUR modelleri olarak adlandirilir.

Birbirlerinden farkli ancak aralarinda iligkiler olabilecegi diisliniilen modelleri ayr1
ayr1 tek model seklinde incelemek yerine, bu modelleri birlesik bir model olarak ifade
etmek model gruplarina yaklagmanin yaygin bir yaklagimidir. (3.2)’ deki S;
modellerini ayr1 ayr1 ele almak yerine, bu modellerdeki bilgileri birlestirmek,
bilinmeyen vektorlerin 6n tahminlerinde veya tahminlerinde daha etkili tahmin
ediciler elde etmeye yol agabilir. Dolayisiyla, (3.2)° de verilen m tane SUR model

blok matrisler vasitasiyla birlestirebilir.

V1 Xl 0 0 ﬁl &

&

y="x=|7 27 Y= Pele= |7
Ym o 0 - X, B Em

olmak iizere birlestirilmis model
S:y=XB+¢ (3.4)

seklinde ifade edilebilir, burada y € R"*1 X € R"*P B € RP*1 ¢ € R"*1 ve
p =pq + -+ py, dir. Ayrica belirtmek gerekir ki S; modellerinin birlestirilmesiyle
elde edilen S modeline baz1 6zel doniistimler uygulandiginda, S; modelleri elde edilir.
Bagka bir deyisle, S modelinin T; = [0, ..., I, ...,0] donlisim matrisi ile soldan
carpilmasiyla,

Ty = T;XP + Tie

doniisiim modeli ya da denk olarak
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Y1 X, 0 - 071[A
[0, i Ly 01 [ 72| = 10, o 0] | %2 O [P
Vi 0 0~ Xullgn

.

+0, ) 1y, 0] | 2

m

yazilmasiyla S; modelleri elde edilir. Bu durum, bazi istatistiksel sonuglar igin
birlestirilmis model olan S modelini ele almanin, bazi doniisiimlerle S; SUR

modellerini ayr1 ayr ele almaya karsilik gelecegini gostermektedir.

(3.3) varsayimlar1 dogrultusunda (3.4) modeli i¢in varsayimlar

E(e) =0, (3.5a)
D(e) = ZQI, (3.5b)
seklinde ifade edilir. Burada
011 012 = Oim
0' 0' coe 0'
S=(op)=|: = . |eRrmm
Om1 Om2 " Omm

pozitif yari-tanimli bilinen bir matristir, i,k = 1, ...,m, ve

o1y ol o omln
0,11 Oy,1 v Oyl

Z®In — 2% n 2? n . ZTZ’L n E Rmn)(mn
Om1 In Om2 In t Omm In

dir.

Calisma boyunca S modeli tutarli kabul edilecektir. Yani,
y € C[X, X2QI,] (3.6)

ifadesinin 1 olasilikla saglandig1 kabul edilmektedir [69]. Ayrica S modelinin tutarh

olmasi halinde S; modelleri de tutarlidir [70].
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3.2. SUR Modellerinde On Tahmin ve Tahmin

S modelinde bilinmeyen parametreler i¢in 6n tahmin ve tahmin edicilere iliskin

sonuclara ulasmak amaciyla bu parametrelerin genel bir fonksiyonu olan
¢ =Kp + He (3.7)

vektorii ele alinabilir. (3.7) icin K € R¥*P ve H € RF*™" bilinen matrisler olmak

lizere, (3.5a) ve (3.5b)’ ye gore

E(¢) = KB, (3.8a)
D(¢) = HERIL)H, (3.8b)
cov(¢,y) = H(E®I,) (3.8¢)

saglanmaktadir. (3.7)’ de K ve H matrisleri yerine bazi 6zel matrislerin yazilmastyla

S modelindeki bilinmeyen vektorler ile ilgili asagidakiler elde edilebilir.

1) K=XveH=Ialnusa¢p =XL+e=y,

i) H =0 alinirsa ¢ = Kf3,

iii) K = X ve H = 0 alinirsa ¢p = X[,

iv) K =1, ve H = 0 alinirsa ¢ = B,

v) K=0veH = I, alnirsa ¢ = ¢.
S ve S; modelleri istatistiksel ¢ikarimlarda bulunmak amaciyla hem ayr1 ayri hem de
ayni anda ele alinabileceginden, bu modeller altinda es zamanli genel sonuclara

ulasmak amaciyla modellerdeki biitiin bilinmeyen ortak parametrelerin genel bir

fonksiyonu olarak
¢i = Kiffi + Hie; = Kif + Hie (3.9)

ele alinabilir. Burada K; € R¥*Pi ve H; € R**" olmak iizere K; = [0, ..., K, ...,0] ve

H =10,..,H;..,0]dir, i = 1,...,m. (3.9) ifadesinde

B
R =[0,...K, .0 | P2 | = ki,
Bm

Ve
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&1

&2
HiE = HiTig = Hl-[O, vy ITU ,O] = Higi
Sm
oldugu aciktir. Diger taraftan K; = X; ve H; = I, alindiginda X; = [0, ..., X;, ...,0] ve

T; = [0, ..., I, ...,0] olmak iizere K; ve H; matrislerinin sirasiyla X; ve T; matrislerine

karsilik gelecegi agiktir.

(3.9)’ da K; ve H; matrisleri yerine bazi 6zel matrislerin yazilmasiyla S; modelindeki

bilinmeyen vektorler ile ilgili asagidakiler elde edilebilir.
1) K; =X;ve H; =1, almirsa ¢p; = X;p; + &, = y;,
i1) H; = 0 alinirsa ¢; = K;f;,
i) K; = X; ve H; = 0 alinirsa ¢p; = X;[;,
iv) K; = 1,, ve H; = 0 alinirsa ¢; = B,

v) K; =0ve H; = I, alnirsa ¢; = ¢;.

(3.2), (3.4), (3.5) ve (3.9) varsayimlar1 altinda i = 1, ..., m olmak {izere asagidakiler

saglanmaktadir.
E(¢:)) = KiBi = KiB, (3.10a)
D(¢y) = o HiH; = HZuH; = H;EQL,)H, (3.10b)
cov(¢p,y) = H;(E®L,), (3.10c)
cov(;, y;) = oyH; = HiZy; = H;(ZQL)T;. (3.10¢)

Ayrica (3.7) deki K ve H matrisleri 6zel olarak K = [Ky, K>, ..., K] ve H =
[Hy, Hy, ..., Hy,] seklinde ele alindiginda,

B
K.B = [Kp Kz; ---;Km] ﬁ = K1ﬁ1 + Kzﬁz + -+ Kmﬁm

B

Ve

Hﬁ = [Hl, H2, ,Hm] = ngl + HZSZ + -+ ngm
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olarak yazildiginda (3.7)’ de verilen ¢ vektorii ile (3.9)° da verilen ¢; vektorii
arasindaki iliski agsagidaki bicime dontisiir:
¢ = Kif1 + Hiey + Koffy + Hyeg + - + KB + Hiém
=¢1+ Py ++ -+ Py (3.11)
Asagida S ve S; modelleri altinda ¢ ve ¢; vektorleri ile bu vektorlerin bazi 6zel

durumlarina karsilik gelen vektorlerin 6n tahmin ve tahmin edilebilmelerine iliskin

kosullar verilecektir.

Tanmm 3.2.1. (a) S modeli ve ¢ vektorii sirasiyla (3.4) ve (3.7) de gosterildigi sekilde

Rk’ Xxnm

olmak {izere L € icin, E(Ly — ¢) = 0 saglayacak bi¢imde bir Ly lineer

istatistigi mevcut ise, ¢ vektoriine S modelinde 6n tahmin edilebilir denir. Bu durum
ayrica farkli bir bigcimde ifade edilebilir. Yani, ¢ vektorii S modelinde 6n tahmin

edilebilirdir &
C(K") cc(X) (3.12)

dir [47]. (3.12) ayrica S modelinde K vektoriiniin tahmin edilebilme sartidir [71].

(b) S modeli ve ¢; vektori sirastyla (3.4) ve (3.9)’ da verildigi gibi ele alinsin. ¢;

vektord S modelinde 0n tahmin edilebilirdir ©
c(K)) ccx) (3.13)

dir. (3.13) ayrica S modelinde K; vektériiniin tahmin edilebilme kosuludur.
(¢) S; modeli ve ¢; vektorii sirastyla (3.2) ve (3.9)° da verildigi gibi ele alinsin. ¢;
vektorii S; modelinde 6n tahmin edilebilirdir &

C(K)) c c(X]) (3.14)

dir. (3.14) ayrica S; modeli altinda K;f3; vektoriiniin tahmin edilebilme sartidir.

Tanim 3.2.1° de verilen 6n tahmin ve tahmin edilebilmeler ile ilgili kosullara ek olarak
ayrica belirtmek gerekir ki ¢; vektorii S; modeli altinda 6n tahmin edilebilir ise S

modeli altinda da 6n tahmin edilebilirdir [70].
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Ayrica Tanim 3.2.1° de verilen 6n tahmin ve tahmin edilebilmeler ile ilgili genel
kosullar, ¢ ve ¢; vektorlerinin bazi 6zel durumlarina karsilik gelen vektorler igin

asagidaki sekilde ifade edilir:

(a) S modelinde X her zaman tahmin edilebilirdir,

(b) S modelinde € her zaman 6n tahmin edilebilirdir,

(c) S modelinde B tahmin edilebilirdir & r(X) = p,

(d) S modelinde X;B; ya da denk olarak X;8 tahmin edilebilirdir & C(X]) =
C()?{) c C¢(X") saglanir. Burada X; = [0, ..., X;, ...,0] dir,

(e) S modelinde B; tahmin edilebilirdir & 7(X;) = p;,

(f) S modelinde ¢; her zaman ©6n tahmin edilebilirdir,

(g) S; modelinde X;f; her zaman tahmin edilebilir ve & her zaman 06n tahmin

edilebilirdir,
(h) S; modelinde B; tahmin edilebilirdir & r(X;) = p;.

Asagida S ve S; modelleri altinda ¢ ve ¢; vektorleri igcin BLUP ve BLUE tanimlari

verilmektedir.

Tanmm 3.2.2. (a) ¢ vektorii (3.7)° de verildigi gibi alinsin ve S modelinde 6n tahmin

edilebilir olsun. Lowner siralamasina gore,
D(Ly —¢) =minve E(Ly —¢) =0 (3.15)

olacak sekilde bir L matrisi bulunuyorsa, Ly istatistigi ¢ vektoriiniin en iyi lineer

yansiz 6n tahmin edicisi (best linear unbiased predictor-BLUP) olarak tanimlanir [39].
Ly = BLUPs;(¢p) = BLUP;(Kf + He) (3.16)

seklinde gosterilir.

¢ vektoriinde H = 0 alinirsa, (3.16) ifadesi K vektoriiniin en iyi lineer yansiz tahmin
edicisi (best linear unbiased estimator-BLUE) olarak tanimlanir ve BLUEg(Kp)

seklinde gosterilir.
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(b) ¢; vektorti (3.9)’ da verildigi gibi alinsin ve S modelinde 6n tahmin edilebilir olsun.

Lowner siralamasina gore,
D(Lyy — ¢) =minve E(L;iy — ¢;) =0 (3.17)

olacak sekilde bir L; matrisi bulunuyorsa, L;y istatistigi ¢»; vektoriiniin BLUP’ 1 olarak

tanimlanir [39].
Liy = BLUPs(¢;) = BLUPs(K; + H;e) (3.18)

seklinde gosterilir.

¢; vektorinde H; = 0 alinirsa, (3.18) ifadesi K;8 vektoriinin BLUE’ su olarak
tanimlanir ve BLUEg(K; ) seklinde gosterilir.

(¢) ¢; vektorii (3.9)° da verildigi gibi alinsin ve S; modelinde 6n tahmin edilebilir

olsun. Lowner siralamasina gore,
D(Giy; — ¢i) = minve E(Gyy; — ¢;) =0 (3.19)

olacak sekilde bir G; matrisi bulunuyorsa, G;y; istatistigi ¢; vektorliniin BLUP’ 1

olarak tanimlanir [39].
Giy; = BLUPs,(¢;) = BLUPs;(K;B; + H;¢;) (3.20)

seklinde gosterilir.

¢; vektorinde H; = 0 alinirsa, (3.20) ifadesi K;f; vektoriiniin BLUE’ su olarak
tammlanir ve BLUES, (K; ;) seklinde gosterilir.

Asagida S ve S; modelleri altinda ¢ ve ¢; vektorleri icin OLSP ve OLSE tanimlari

verilmektedir.
Tamim 3.2.3. (a) S modeli ve ¢ vektorii igin;

(i) § parametre vektoriiniin alisilmis en kiiclik kareler tahmin edicisi (ordinary least-

squares estimator-OLSE)
OLSEs(B) = argmingegpx (y — XB)'(y — XB) (3.21)

olarak tanimlanir ve OLSEg(Kf) = KOLSE(B) dir,
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(ii) € hata vektoriiniin alisilmis en kiigiik kareler 6n tahmin edicisi (ordinary least-

squares predictor-OLSP)
OLSPs;(e) =y — OLSEs(XB) (3.22)
seklindedir ve OLSPs(He) = HOLSPs(¢) dir,
(iii) ¢ vektoriiniin OLSP gosterimi
OLSPs;(¢) = OLSE;(Kf) + OLSPs(He) (3.23)
seklindedir [50].
(b) S modeli ve ¢; vektorii igin;
OLSEs(K;B) = K;OLSEs(B) ve OLSPs(H;e) = H;0LSPs(¢)
dir ve ¢; vektoriiniin OLSP gdsterimi
OLSPs(¢p;) = OLSEg(K;B) + OLSPs(He) (3.24)

seklindedir [50].
(¢) S; modeli ve ¢; vektorll igin;
OLSESL(Klﬁl) = KLOLSESl(ﬂL) veE OLSPSi(HiSi) = HiOLSPSi(Ei)

dir ve ¢; vektoriiniin OLSP gdsterimi
OLSPs,(¢;) = OLSEg,(K;B;) + OLSPs(H;&;) (3.25)

seklindedir [50].

Yukarida verilen tanimlarda gegen beklenen deger ve dagilim matrisi ile ilgili ifadeler
(3.8) ve (3.10) varsayimlarina gore asagidaki sekilde ifade edilir. Ly istatistigi S

modeli altinda ¢ vektoriiniin bir lineer yansiz 6n tahmin edicisi olmak {izere;

E(ly—¢) =0 LX =K & [L, —Ik][i]zo,

DLy =) = L - HEBLIEL—HY = (L T[] o) o] [, -1,y

olarak ifade edilir. L;y istatistigi S modeli altinda ¢;vektoriiniin bir lineer yansiz 6n

tahmin edicisi ise
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> X
E(Liy—¢) =0 LX=K o [L, -l [1?] =0,
l

D(Liy — ¢;) = (L; — H)) EQL,)(L; — ﬁi)l

U O [ECT] i [P A

Ayrica G;y; istatistigi S; modeli altinda ¢; vektoriinlin bir lineer yansiz 6n tahmin

edicisi olmak iizere;
Xi
E(Gy, —¢) =0 GX;, =K, © [Gi, —Ip] [Ki] =0,
D(G;y; — ¢;) = (G; — H)(ER®L,)(G; — Hy)'
— Gy —1,] [In] E8L) [In]' (G, —1,]
i Hl Hl i

olarak yazilir. Benzer sekilde de K ve H matrisleri ile K; ve H; matrisleri yerine bazi
0zel matrislerin yazilmasiyla S ve S; modellerindeki bilinmeyen vektorler ile ilgili

yukaridaki beklenen deger ve dagilim matrisi ile ilgili ifadeler elde edilebilir.

Tahmin edicilerin kovaryans matrislerinin minimizasyon problemleri kisith ikinci
dereceden matris degerli fonksiyonlarin optimizasyon problemi ile iliskilidir. Bu

durum asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.2.4. Z € R™" pozitif yari-tanimli matris ve K € R™P ile L € R™*P

bilinen matrisler olsun. Y,K = L olacak sekilde Y, € R™*"

matrisinin mevcut oldugu
kabul edilsin. Bu durumda, YK = L denkleminin tiim ¢6ziimlerine gore Y,ZY, —

YZY' ifadesinin pozitif inertiasi

Y,Z

maks i, (Y,2Y; = YZY') =1 [ ; ] —r(K) = r(Y,ZK"Y)

olarak ifade edilir. Buradan, YK = L matris denkleminin tiim ¢6ziimleri i¢in Y,ZY, <
YZY' esitsizligini saglayacak sekilde Y,K = L matris denkleminin Y, ¢6ziimii

mevcuttur < Y, matrisi hem Y,K = L hem de Y,ZK* = 0 ifadelerini saglar [72].

Ele alinan modellerde bilinmeyen parametreler i¢in 6n tahmin ediciler (BLUP ve
OLSP) ile tahmin ediciler (BLUE ve OLSE) i¢in baz1 6zellikler asagida verilmistir. Bu
teoremin ispat1 ve detayl bilgi i¢in [47, 50] kaynaklarina bakilabilir.
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Teorem 3.2.5. S modeli altinda ¢ vektorii 6n tahmin edilebilir olsun. S modeli altinda
¢ vektoriiniin iki lineer yansiz 6n tahmin edicisi olarak Ly ve Fy istatistikleri ele
alinsin. Bu durumda, D(Ly — ¢) — D(Fy — ¢) farkinin E(Fy — ¢) = 0 esitligine

gbre maksimal pozitif inertiasi

pmaks i (D(Ly — )~ D(Fy - ¢))

!

L L[] @t [
!
=r( alplaon [ ()

dir. Boylece E(Ly — ¢) = 0 ifadesine gore D(Ly — ¢) = min olmasinin gerek ve

=r —ri]

yeter sarti Ly = BLUPg(¢) olmasidir. Yani
Ly = BLUP($) & L[X, (E®L)X] = [K, HERL)X']. (3.26)

(3.26)’ da verilen ve temel BLUP denklemi olarak bilinen matris denkleminin genel

¢Ozimi
BLUPs(¢p) = Ly = ([K, HCEQL)X* Wt +UWl)y (3.27)

seklindedir. Burada U € R¥*™ keyfi bir matris, W = [X, (E®IL,)X*] dir ve

asagidakiler saglanir.

D[BLUPs($)] = [K, HCE®L )XW

X (EQL)([K, HEQL)X W), (3.28)
cov{BLUPs(¢), $} = [K, HEQL)XLIW*(EQL,)H’, (3.29)

D[¢ — BLUPs($)] = ([K, HEL)X W™ —H)

X CQL)([K, HEQL)XLIW* —H)', (3.30)
OLSPs(¢p) = (KX* + HXY)y, (3.31)
D[¢ — OLSPs(¢)] = (KX — HPy) (EQ®L,)(KX* — HPy)'. (3.32)
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Ayrica agagida verilenler saglanir.

i) r[X, CERLYXL]=r[X, IQL,], ClX, (CERL)X']=cC[X, I®I,] ve
C(X) nC[ERL,)X*] = {0},

i) L tektir © r[X, XQI,] =nm,

ii1) BLUPs(¢) tektir & S tutarhdir.

Asagidaki teoremler Teorem 3.2.5° den uyarlanmustir.
Teorem 3.2.6. S modeli altinda (3.9)’ da verilen ¢; vektorii 6n tahmin edilebilir olsun.

S modeli altinda ¢; vektoriiniin iki lineer yansiz 6n tahmin edicisi olarak L;y ve F;y
istatistikleri ele alinsin. Bu durumda, D(L;y — ¢;) — D(F;y — ¢;) farkinin E(F;y —

¢;) = 0 esitligine gore maksimal pozitif inertiasi

maks _i,(D(Lyy — ¢)) = D(Fiy — ¢.))

E(Fiy—¢)=0
L I Inm Inm ,
e —aprleew ]|
&)

IR

(i -wlgloo ] 1)

dir. Boylece E(L;y — ¢;) = 0 ifadesine gore D(L;y — ¢;) = min olmasinin gerek ve

=N

yeter sart1 L;y = BLUPs(¢;) olmasidir. Yani
Liy = BLUPs(¢;) < Li[X, (EQL)X']=[K;, HESL)X"]. (3.33)

(3.33)’ de verilen ve temel BLUP denklemi olarak bilinen matris denkleminin genel

¢Ozumu

BLUPs(¢;) = L;y
= (K, HCEQL)X'IX, CERL)X*"+Uilx, EQLYX Dy (3.34)

seklindedir. (3.34)’ de U; € R¥*™"™ keyfi bir matristir ve asagidakiler saglanir.
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D[BLUPs(¢))] = [K;, H,E®L)X*w*

X EQL)([K;, HERL)X W),
cov{BLUPs(¢), ¢:} = [R;, H,EQL)XWH(ERL)A;

D[¢; — BLUPs(¢p)] = ([K;, H,(EQL)X W —H;)

X (E®In)([ku H\l(E®In)XJ']W+ — Hi),,
OLSP5(¢1) = (KiX-'- + I:I\iXJ')y,
D[, — OLSPs(¢)] = (RiX* — HiPy)(E®L,)(Rix+ — HPy)'

Ayrica asagidaki ozellikler saglanir.

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

) rlX, ERL)X']=r[X, IQL], C[X, E®L)X*]=C[X, EZ®I,] ve

c(X) nelEL)X] = {0},
i) L; tektir © r[X, ZQI,] = nm,
iii) BLUPs(¢;) tektir & S tutarhdir.

Teorem 3.2.7. S; modeli ele alinsin. (3.9)’ da verilen ¢; vektori S; modeli altinda 6n

tahmin edilebilir ise asagidakiler saglanmaktadir.
OLSEs,(KiB)) = KiX;" y;,
OLSPs,(H;&)) = HiX;i My,
OLSPs,(¢:) = OLSEs,(KiB,) + OLSPs,(Hig) = (KiX;™ + HiXi )i,
D[OLSPs ($0)] = o (KiXi + HiX, M) (KX + HX )|
cov{OLSPs,(¢)), ¢:} = 0y (K:iX{" + H X, ") H],

D[¢; — OLSPs,(¢p))] = ou(Ki X} — H; Py ,) (K X[ — Hile-)I-

29

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



Not 1. S; modeli altinda ¢; vektoriiniin BLUP ve OLSP ifadeleri D(g;) = o0y;1,, olmasi

nedeniyle ¢akisir.

Boylece (3.42) ifadesi
BLUPs (¢)) = ([K;, ouHXHIWH + U W)y, (3.46)

seklinde yazilabilir, burada U; € R¥*™ ve W; = [X;, o3 Xi] dir, i =1,...,m.
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4. SUR MODELLERINDE ON TAHMIN VE TAHMIN EDICILERIN
ESITLIKLERI

Tahmin ve 6n tahmin edicilerin esitliklerinin incelenmesi, SUR modellerde ve diger
regresyon analizlerinde ele alinan énemli bir konudur. Ozellikle dogrusal regresyon
modellerin olusturdugu sistemlerde, tekil modellerden ve sistemden elde edilen
¢ikarim sonuglar1 tamamen ayni degildir ve sistem ile tekil modellerden elde edilen
sonuglar arasinda baglantilar mevcuttur. Bu baglantilar1 tespit etmek amaciyla
dogrusal regresyon modeller sistemi ve tekil modeller altinda 6n tahmin ve tahmin
ediciler arasinda belirli iliski problemleri kurularak incelenmektedir. Istatistiksel
literatlirde bu dogrultuda kullanilan yaklasimlardan baslicalar1 6n tahmin ve tahmin
ediciler arasindaki esitliklerin incelenmesidir. Bu inceleme, modeldeki degiskenler
arasindaki iligkileri anlamaya ve parametre tahminlerinin iyilestirilmesine yardimci
olmaktadir. Boylece modelin daha dogru ve giivenilir tahminler yapmasi saglanarak
analiz sonuclar1 daha anlamli hale getirilebilir. Konu hakkinda yapilan ¢alismalara

ornek olarak [26, 27, 42, 50, 68] kaynaklar1 incelenebilir.

Calismanin bu boliimiinde SUR modellerinde 6n tahmin ve tahmin edicilerin esitlikleri
ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir. Ayrica baz1 6zel durumlara iliskin sonuglar elde

edilmistir.
Teorem 4.1.1. ¢p; vektorii (3.9)” da verildigi gibi olmak tizere S; ve S modelleri altinda
On tahmin edilebilir olsun. o; = [0}y, ..., O], I = 1, ..., m olarak alinsin. Bu durumda
asagidakiler denktir.
a) BLUPs(¢;) = OLSPs(¢p;) = OLSPs,(¢;), baska bir ifadeyle
¢; — BLUPs(¢;) = ¢p; — OLSPs(;) = ¢y — OLSPs,(y),
b) D[¢; — BLUPs($;) ] = D[¢p; — OLSPs(¢p;) 1 = D[¢p; — OLSPs,(¢y) |,
o) (K — H:X)X*(E®I,)X"* = 0, baska bir deyisle
C ([(K- — ﬁiX)X+(z®1n)]') c cXx),
d) (K; — HiX)X;" (0;®1,)X* = 0, baska bir deyisle
C([(K; — HX) X" (0:®1,)]') € C(X"),



veya denk olarak

0,;(K; — H:X)X;* X;~ = 0, bir baska deyisle

C ([O'U(Kl - HiXi)Xi+]l) c C(X],),] = 1, e, m,

e) r

g) C([K; — HiX;,

Xl-'Xi
K, — H.X,
XiIXi
|K; — HiX;
Xi,Xi
K, — H.X;
0
XiIXi
K, — HX,
0

X' (6;®I) X+
0
O'ini’XjJ'
0
Xil(o_i®ln)
0
XI

!

] = r(X;), baska bir deyisle
l = T(Xi),j = 1, e, M,

= r(X;) + r(X), baska bir deyisle

i Xi
0 =rX;) + r(Xj),j =1,..,m,

Xj'

01) cc(x;'X;, X' (0;®1,)X1]"), baska bir ifadeyle

ek — HiXi, 01y ce([X/Xy oyX/XH).j=1,..m

Ispat: Oncelikle BLUPs(¢;) = OLSPs(¢;) oldugu kabul edilsin. Béylece (3.38)’ den

BLUPs(¢;) = OLSPs(¢;) = (K X+ + HX')y

yazilir. K; =10, ...,K;,...,0] ve H; =[0,..,H;,...,0] olmak iizere, blok kdsegen

matrisin genellestirilmis Moore-Penrose ters 6zelligi kullanilarak, yani

Ozelliginin kullanilmasiyla elde edilen

X1

0

X, - 071" Xt - 0
0 Xm 0 e Xm+
01t X, - 07[X; - 071"
R A R A | S
Xm 0 - X Lo - X,
X Xx," 0
= Iym : :
0 XX
I, — XX, * 0
0 Ly — XX
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esitliginden K; Xty ve H; X'y ifadeleri sirastyla

+ Y1 V1
Xiooo 0 Y2 Y2
[0, vy Ki' ,O] = [0, vy KiXi+J ,0] = Kle-I-yl
0o - Xm+
Ym Ym
ve
o o]l %
[0, ..., H;,..,0] | : C 7 = [0 Hxt 0] | = Hixys
0 Xn®
Ym Ym
olarak yazilabilir. Buradan
BLUPs(¢;) = OLSPs(¢;) = (KX + HX')y
= (K:X;* + H X )y = OLSPs,(¢;) 4.1)

oldugu goriiliir, yani BLUPs(¢;) = OLSPs(¢;) = OLSPs,(¢;) dir. Dolayisiyla

¢; — BLUPs(¢;) = ¢y — OLSPs(¢;) = ¢y — OLSPs, ()

dir ve boylece

D[¢; — BLUPs(¢:) 1 = Dl¢; — OLSPs(;) 1 = D[¢p; — OLSP5, (b)) | (4.2)

esitligi agikga goriiliir. Ayrica (4.1)” den OLSPs(¢p;) = OLSPs,(¢;) veya denk olarak
¢; — OLSPs(¢p;) = ¢; — OLSP5,(¢;)  her zaman  saglandigindan, D[¢; —
BLUPs;(¢;) | = D[¢p; — OLSPs(¢p;) | esitligi  saglandiginda (4.2) her zaman

saglanmaktadur.
(a) © (c): BLUPs(¢;) = OLSPs(¢;) kabulii altinda, (3.34) ve (3.38) den
BLUPs(¢;) — OLSPs(¢;) = [(K: X+ + H.X*)
=K, HESX X, E®L)X']" +UlX, ERL)X D]y
=0

yazilir ve bu ifade tiim y vektorleri i¢in saglanir, yani
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(Kx* + Hx*) = (K, HESL)X' X, ESLXTH+UilX, E®L)X'TH)
dir. Bu denklem tiim U; matrisleri i¢in ¢oziilebilirdir ancak ve ancak

[X, (E®L)X*]*
rl(l?ixwﬁixl)—[l?i, H, L)X (X, (2®In)Xll+l

=r([X, CEL)X']Y)

=14

[ Ly X, (2®1n)Xl]l
T(Rx* + BxY) - [R, B,ERL)XMIX, (@)X 0

_T[X; (Z®In)Xl] =nm— T[X; (Z®In)Xl]

Inm [X! (Z®In)XJ_]
(=2 4l PN + = ool 4 P 1 =nm
KXt +HX* [K, HQEL)X]
N Lym X L)X ]
KXt +HXY K HQEQL)X|

Lym 0 0
"IRx* + Bxt R —-RX*X -RX*ERL)X'— AX*CERL)X: + H,ERL)X*

=nm

dir. ¢; vektorii S modelinde on tahmin edilebilir yani C(K;") € €(X') oldugundan
K, —KX*X =0 ve I, —X*=XX" olarak yazlabilir. Boylece, yukarida elde

edilen son esitligin

Lm 0
"o (R -Hx)x*@EeL)x+| =™

& (K- BX)XTE®L)Xt =0
oC ([(I?i - ﬁix)x+(z®1n)]') c c(x")

oldugu goriiliir. Boylece (a) & (c) dir.
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(b) © (¢): D[¢p; — BLUPs(¢;) | = D[¢p; — OLSPs(¢p;) | kabulii altinda, (3.37) ve
(3.39)" dan

Dl¢; — BLUPs(¢:) ] = Dl¢p; — OLSPs(¢) ] = (K, H,(E®L)XIW* — ;)
x COL)([K, HERL)XIW* - H,)
—(Rix* — HiPy) E®L) (RX* — HiPy) =0
olarak yazilir. Buradan [50]” de verilen Teorem 6.2’ ye gore

r(D[¢p; — BLUPs(¢;) | — D[¢p; — OLSPs(¢;) 1) = 0

ifadesi saglanir ancak ve ancak

XX  X(CL)

r 0 X' =2r(X)
K, — HX 0
X'X X'CRL)Xt
= P (Z®I,) =r(X)
R, — X 0

e r[(K - BX)X' X)X EL,)X] =0
e r[(K - X)X (ERL)X] =0
o (K, — X)X (E®1,)X+ = 0.
Bu durumda (b) & (c) dir.

(¢) © (d): (c)’ de verilen (K; — H;X)X*(ZQL,)X* = 0 ifadesi saglamir ancak ve

ancak
X1 0
<[0, ., K;,..,01—10,..,H;,...,0]| ¢ : )
0 Xm
+ only  o2lpy o opply
X, 0 { : .
. . . 021ln  O22ln O2min | y1 _
0 oy : : . :
m Omiln  Omaln - Ommla
o11ln o2l oymla
0511 051 o Ol
& ([0, ..., (K; — HX)X;", ...,0]) 2?” 2?" 275"” Xt
Umlln Umzln UmmIn
=0
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& (K — X)X ) ouly, o) 0ialn, o, Ol ] X =0
e (K; — X)X,  (0;®,)X =0
& C([(K; — HiX)X;" (0i®1,)]') € (X"
oldugu goriiliir. Ayrica ((K; — HiX)X; " )[0111n, -, 0ialny oo, O 1] Xt =0
ifadesi denk olarak
Xt 0
((K; — HX)X: ) ouln o 0l vy oIl | 20~ 8 [=0
0 - XmJ-
& [(K; — HX) X ou Xt .., (K; — HX) X 0nXi] = 0
o (K, — HX)X;TouXit =0,..,(K; — HX)X; T oimXis =0

& 0;;(K; — HiX)X; "X = 0
eC ([aij(Ki - Hixi)xi+]') ce(x)), j=1,..,m,

seklinde yazilabilir. Bu durumda (c) < (d) dir.

(d) © (e): X; = (X{X;)*X] oldugundan (d)’ de verilen (K; — H;X)X;" (0;®1,)X* = 0

ifadesi denk olarak
(K; — HX) (X' X)X (0;®I, )Xt =0
yazilabilir. (2.6)’ dan

X:'X; X' (o;®1,) X+

(6 - HX)X @ @Ixt) = [ T KOG r(X/X)
elde edilir. Boylece r(X;'X;) = r(X;) esitliginden
Xi'X; Xi,(o_i®ln)Xl] .
r [Ki CHX, 0 =r(X;) (4.3)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (d)” de verilen o;; (K; — HL-XL-)XL-J’le = 0 ifadesi de
X = (X{X;)*X] oldugu kullanilarak

0y (Ki — HiX) (X' X)) X,'X- = 0

seklinde yazilabilir. (2.6)’ dan
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, . X.'X. o X' X+ .
r(oy;(K; — H:X) (X' X) VX, le) =r lK ' HLX IR — (X' X))
i — Hi4
elde edilir. Boylece r(X;'X;) = r(X;) esitliginden
Y. D'ades
p| XX ouXe X Loy (4.4)
K, — HX; 0

oldugu goriiliir. Bu durumda (d) & (e) dir.

(e) & () (2.5)’ den (4.3) esitligi yani (e) saglanir:

X' X; Xi,(o-i®ln)XJ_] (v
K, — HX; 0 =X
X/'X; X' (o:®1,)X+
Sr Ki_HiXi 0 :T'(Xl)‘l‘r(X)
0 X'

dir. Benzer olarak (2.5)’ den (4.4) esitligi yani (e) saglanir:

/ I'vl
r Xi Xi O-ini X] :T‘(Xl-)
K, — H.X; 0
Xi,Xi O-ini,
er|K-HX;, 0 |=rX)+7r(X)) (4.5)
0 X,

oldugu goriiliir. Bu durumda (e) & (f) dir.
(H) © (g): (2.4)’ e gore

rlX'X, X'(0;®)X*] =rX'X) & c(X; (o:®I)X) < CX;")
olarak yazilabilir. Boylece, (4.3) esitligi i¢in (2.5)’ den

[ X'X; X' (o®L)X*
K, — H.X; 0

] =r(X) =rX;'X) =r[X,/'X;, X;'(0;®l)X"]
e C([K;—HX;, 0])ccedX'X, X/'(o;®)X])
saglanir. Benzer sekilde (2.4)’ e gore
T'[Xi’Xi, O'inil] = T'(Xi’Xi) 4 C(O'ini,) - C(Xl,)

olarak yazilabilir. Boylece, (4.4) esitligi i¢in (2.5)” den
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Xi,Xi O'ini,XjJ'

l =r(X;) = r(X;'X;)) = r[X/'X;, Uini,XjL]

r
K; — H;X; 0 4.6)
(= C([Kl — HiXir 0]’) cce ([Xi,Xi: O'ini,XjJ‘],)
oldugu goriiliir. Bu durumda (f) & (g) dir. ]

Teorem 4.1.1 i¢in bazi 6zel durumlara iligkin elde edilen sonuglar asagida

sunulmustur.

Sonu¢ 4.1.2. S;, S modelleri sirastyla (3.2) ve (3.4)’ de verildikleri gibi ve g; =

[O-il‘

i)

,0iml), 1 = 1, ..., m olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

K;f; vektorii S; ve S modelleri altinda tahmin edilebilir olsun, i = 1, ..., m. Bu
durumda asagidakiler denktir.

a) BLUEs(K;B;) = OLSEs(KiB:) = OLSEs,(KiB:),

b) DIBLUEs(KiB;)] = DIOLSEs(Kif5:)] = D[OLSEs,(Kiy)],

) KX*ERL)XL =0,

d) KX (0;®1,) X+ = 0, yani 03, KX X = 0,j = 1,...,m,

X' X; Xi,(o-i®ln)XJ_] (v XX ogX X .
e) r[ K, 0 =r(X;), yani r K ; = (X)),
j=1,..,m,
X'X: X/'(0;®l,) X'X; oyX{
Hrl K 0 = 71X +r(X), yani r| K; 0 [=rX)+
0 X' 0 X/’

r(Xj),j =1,..,m,
o c((rRx*ael))) e,
h) ¢ ((Kixlf(ai@ln))’) c c(x"), yani C((KXH) € (X)), j = 1, .., m,
y ek, 0]) cedXiX;, X[(a®L)X']), vyani C([Ky 0])<
c([xixy XiXt).j=1..m.
S; ve S modelleri altinda H;¢&; vektorii her zaman 6n tahmin edilebilirdir. Bu
durumda asagidakiler denktir.
a) BLUPs;(H;&;) = OLSPs(H;¢;) = OLSPs,(H;g;),
b) D[H;e; — BLUPs(H;¢;)] = D[H;&; — OLSPs(H;¢;)]
= D[H;&; — OLSPs,(H;&)) |,
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¢) BiXX*(Z®1,)X* = 0, baska bir deyisle C ([AXX*(2®1,)] ) € (X",
d) HXX;*(0;®1,)X* =0, baska bir deyisle C([H;X;X;*(;®I,)]') €
C(X"), veya denk olarak

O'iniXiXi+XjJ' = 0, bir baska deylsle C ([UiniXiXi+],) - C’(X],), ] =

1,..,m,
Xi’Xi Xi,(o_i®ln)Xl] B . ‘ ‘
e) r [HiXi 0 - r(Xl)a baska bir deylsle
X'Xi oyXiXj| _ r(X),j=1,..,m
HiXi 0 i/ ) e, M,
Xi'X; X'(0i®I,)
D7 |HiX; 0 = r(X;) + r(X), baska bir deyisle
0 )'d

Xi’Xi O-ini,
r | H;X; 0 |=rX)+ r(Xj),j =1,..,m,
0 X'

j
g) C([HX;, 0]) cc(X;'X;, X;'(o;®1,)X1]"), baska bir ifadeyle
e((HX, 01 ce (XX oyXi'XH).j=1,.,m.

iii) S; ve S modelleri altinda X;f; vektorii tahmin edilebilir olsun. ¢; vektorii bu
modeller altinda her zaman 6n tahmin edilebilirdir. Bu durumda asagidakiler
denktir.

a) BLUEs(X;p;) = OLSEg(X;B;) = OLSEs,(X;B:),

b) BLUPs(g;) = OLSPs(g;) = OLSP; (&),

¢) D[BLUEs(X;)] = D[OLSEs(X;)] = D[OLSEs,(XiBy)],

d) D[e; — BLUPs(g;)] = D[g; — OLSPs(e;)] = D[e; — OLSPs (&),

) X;X*(EQL,)X* = 0, burada X; = [0, ..., X;, ... 0],

f) Py, (0;®1,)X* = 0, yani 0;;P¢ X; = 0,/ = 1,...,m,

g) Px,(0;®1) = Py, (0;®1) Px, veya denk olarak, Py, = Py, Py, j = 1,...,m,
h) X;(6;®1,)X* = 0, yani 0;;X; X7, j = 1,...,m,

1) X; (0;®1,) = X;(0;®1,,)Py, yani X; = Py Xi,j=1,..,m,

i) €((0;®1,)'Py,) € C(X"), ya da denk olarak C(Px,) € €(X[),j =1,..,m,
) €((0;®1,)'X;) € (X", yani C(X;) € C(X/),j =1, ...,m.
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5. SUR MODELLERINDE ON TAHMIN VE TAHMIN EDICILERIN
TOPLAMSAL AYRISIMLARI

Dogrusal regresyon model sistemlerinde, tekil modeller ile sistemden elde edilen
sonuclar arasindaki baglantilar1 tespit etmek amaciyla kullanilan yaklagimlardan bir
digeri 6n tahmin ve tahmin edicilerin toplamsal ayrisimlarinin incelenmesidir.
Toplamsal ayrisimlar 6n tahmin ve tahmin edicilerin modeldeki katkilarini belirleme
ve etkinliklerini degerlendirmenin yani sira degiskenlerin iligkilerini anlama ve model
performansini iyilestirme acgisindan onemli bir yontemdir. Konuyla ilgili yapilan

calismalara 6rnek olarak [68, 73, 74] kaynaklar1 incelenebilir.

Teorem 5.1.1. ¢; vektorii (3.9)’ da verildigi gibi olmak {izere S; modeli altinda ve ¢
vektorii (3.7)’ de verildigi gibi olmak iizere S modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun.
D, =diagloy1, <) Omm], | =1,..,m olarak almsmn. Bu durumda asagidakiler

denktir.

a) BLUPs(¢) = BLUP,(¢1) + -+ + BLUPs, (¢,
TR, X Dy ®I,]

b) r )(() 8 )‘(’ = 2r(X) +r[X, D, ®L,].
0 K—HX 0

*®L, X D, ®I, S®L X D@L

c) 1 )(() 8 )((), =r| X' 0 0 , baska bir
L0 K —HX 0 0 0 X
ifadeyle

!

*®IL, X D,®I,
X 0 0
o o0 X

c(0, K—HX, 0])cec




Ispat: BLUPs(¢) = BLUPs (¢;) + -+ BLUPs_(¢,,) esitliginin saglanmasinin
gerek ve yeter sarti (G Ty + -+ G Tp)[X, CRL)XY]=[K, HE QL)X

kosulunun saglanmasi yani

Ky, oy Hi Xy IWE Xy, TiE QL)X+
+ Ky OmmHo X We (X, T (B @ 1) X (5.1)
=[K, HECQ L)X"]

dir. Bu ifade

[[Kll O'llHleJ-]; Ty [Kmi O-mmHmeJ_]]

Wy o 017X (0 @ L)X*

X =[K, HEQI,)X"]

A~

0 Wm Xm (O-m®ln)Xl

seklinde yazilabilir. X; = [0, ..., X;, ...,0] oldugundan ve (2.6) uygulandiginda;

[X1 011X1J' 0 0 )?1 (01 ® In)XJ']
| : : : : : g |
’r' ~
| 0 0 Xm O-mmeJ_ Xm (Um ® In)XJ_ |
lK1 o Hi Xyt o Ky OpmHpXm™ K HE® In)XlJ
Xl 011X1J- cee 0 0
il : : :
0 0 o X OmmXm™
Xl e 0 O'lleJ_ A 0 Xl (0-1 ® In)XJ_
=Tlo .. Xm 0 O'mmeJ' Xm (om ® In)XJ-
Ky - Kn o HXS o opmHaXm® K HCEC®IL)X:
—T'[Xl, 0'11X1J_] - T'[Xm, O_mmel]

X D, QL)X (CRL)X*
=7r [K H(Do- ® In)XJ_ H(Z ® In)XJ_:l - T'[X]_, 0-111”] —_— e — T[Xm, Ummln]
= X (D, Q)XY ERLX'_

_T[K—HX 0 0 ] rlX, Ds QL]

X D,®IL, I®I,
K — HX 0 0
0 X’ 0
0 0 X

- ZT(X) - T[X, DU’ ® In] (52)

~

elde edilir. Buradan
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TR 1, X D; ® I,
o X 0 O [Z2rx)+7[X, D, ®1,] (5.3)
0 0 X'

oldugu goriiliir.

Diger taraftan, D, @ I, = A, X = B,Z @ I,, = C ve X' = D olarak alinarak (5.2)’ ye
Lemma 2.8.2 uygulandiginda,

*QL, X D,®I,
r[A, Bl+r(B)+r(D)=r| X' 0 0
o o0 X

elde edilir. Buradan (2.5)’ e gore

S®L, X D, ®IL,]

< 5 5" [E®L x D@L
i 0 4BV &Y 0
o o0 X

0 K — HX 0

4

T®L, X D,QI,
e e(0, K—HX, 0])ce X 0 0 (5.4)
0 0 X'
oldugu goriiliir. ]

Teorem 5.1.1 i¢in bazi durumlara iligkin elde edilen sonuglar asagidadir.

Sonug 5.1.2. S; ve S modelleri sirasiyla (3.2) ve (3.4)’ te verildikleri gibi olsun, i =

1, ..., m. Bu durumda asagidakiler saglanir.

i) K;f; ve Kf vektorleri sirasiyla S; ve S modelleri altinda tahmin edilebilir
olsun, i = 1, ..., m. Bu durumda asagidakiler denktir.

a) BLUEs(KB) = BLUEg, (K1) + --- + BLUEs  (Kpmfm),

L, X D,Q®L,
XI
byr| % 8 )((’, — 2r(X) + r[X, D,®L,],
0o K 0
XL, X D8l 5oL X D@L
X o0 o0 |_ , .
or , =r| X 0 0 |, yam
o 0 X o 0 X
o K 0
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c(o, kK, oy<cc(| x o0 0

QL, X D(,®1n]’
0 X 0

ii) S; ve S modelleri altinda X;5; ve Xf vektorleri tahmin edilebilir, & ve ¢

vektorleri ise on tahmin edilebilir olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

BLUE(X,B1) BLUE;, (X1$1)
a) BLUE;(XPB) = : = E :
BLUEs(XnPm))  |BLUEs, (XmPBm)
BLUP(&;) BLUP;, (&)
b) BLUPs(¢) = : = : :
BLUPs(en)]  |BLUPs, (em)
I®L, D,®I, I®L, D®I, X
orX)+r| x' 0 =r| X' 0 0
0 )'é 0 X' 0
X *®L, D,®I,
yaniC|O0[NC| X’ 0 = {0},
0 0 X'

D r[E®L)XY, (D,®L)XY, X]=r[ERLIX", (D®L)X*]+rX),

yani C(X)NC[ERLHXE, (D,®L)X*] = {0},

QL D,QIl,
e)r| X' 0 =rX) +r[D,;®l,, X],
0 X'

f e(EBLYX*) € c((Ds®L)X").
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6. SUR MODELLERINDE ON TAHMIN VE TAHMIN EDICIiLERIN
KOVARYANS MATRISLERININ KARSILASTIRILMASI

On tahmin ve tahmin edicilerin performanslarmin karsilastirilmasinda yaygin
kullanilan OSlgiitlerden biri kovaryans matris karsilagtirilmasidir. Finansal verilerde
degiskenler arasindaki iliskileri agiklamak, biyomedikal arastirmalarda farkli gruplar
arasindaki degiskenlerin farkliliklarini belirlemek ya da sosyal bilimlerde degiskenler
arasindaki baglantilar1 analiz etmek gibi bircok alanda kullanilan bir yontemdir.
Kovaryans matrislerinin karsilastirilmasi, uygun tahminleri belirlemeyi, 6n tahmin ve
tahmin edicilerin etkinligini degerlendirmeyi ve bdylece modelin iyilestirilmesini
saglar. Bu baslik altinda blok matrislerin rank ve inertia formiilleri kullanilarak 6n
tahmin ve edicilerin kovaryans matrisleri karsilastirilmaktadir. Bu kapsamdaki

arastirmalara 6rnek olarak [49-54] ¢alismalart incelenebilir.

Teorem 6.1.1. ¢; vektorii (3.9)’ da verildigi gibi olmak iizere S; modelinde 6n tahmin
edilebilir ve BLUPs(¢p;) ve OLSPs (¢;) ifadeleri sirasiyla (3.34) ve (3.42)° de

gosterildigi gibi alinsin.

[Z®I, X 0 0
A_I X' 0 R —Xx'H! 0 |
0 K —-Hx 0 K; — H.X;

l 0 0 K! — X!H] aii-lngiJ

olmak iizere,

i+ (Dl; — BLUPs(¢)] = D[¢p; — OLSPs,($:)])

(6.1)

=i, (A) —r[X, IQL,]—r(X)),
i_(D[¢; — BLUPs($;)] — D[p; — OLSPs,(¢p))]) = i_(A) — r(X), (6.2)
r(D[¢; — BLUPs(¢;)] — D[¢p; — OLSPs,($;)]) = r(A) — ©3)

rlX, XI®I,] —rX;) —rX),

dir ve asagidakiler saglanir.



a) (D[¢: — OLSPs,(¢:)] > D¢ — BLUPs(¢)]) & i_(A) = r(X) + k.
b) (D[¢: — OLSPs,(¢))] < D[¢; — BLUPs(¢))]) & i (A) =r[X, I®I,] +
T'(Xi) + k.
¢) (D[¢: — OLSPs,(¢)] > Dlp; — BLUPs($)]) & i4(A) = 7[X, I®L]+
T'(Xi).
d) (D[¢; — OLSPs,(¢;)] < DIp; — BLUPs(¢)]) & i_(A) = r(X).
e) (D[¢: — OLSPs,(¢:)] = Dlp; — BLUPs(¢)]) & r(A) =7[X, IQL]+
r(X;) + r(X).
Ispat: (3.45)’ den
D[¢; — BLUPs(¢;)] — D[p; — OLSPs,(¢))]
= D[¢p; — BLUPs(¢p))] — 0y (K:X;" — HPy,) (K X;" — HiPXi)’
= D[¢; — BLUPs(¢)] — 0y (K; — HiX) (X X)) ¥ (K; — Hi X))’
seklinde yazilir. (2.19) ve (X;X;)* = (X; X;)* (X{ X;) (X{X;)* oldugundan
i+(D[¢; — BLUPs(¢;)] — D[p; — OLSPs (¢)])
= i4(D[¢; — BLUPs(¢,)] — 0 (K; — H: X)) (X{ X)) " (K; — HX;)")

= iy (D[¢; — BLUPs(¢;)] — 03;(K; — H X)) (X; X;)* (X{ X)) (X X)) (K; — HiX;)")

—0uXi X XiXi 0
=ir| XX 0 (K; — HiX)' — (X X;) (6.4)
0 (K; — H;X;) D[¢; — BLUPs(¢;)]
elde edilir.

(2.12) den ve r(X;X;) = r(X{) = r(X;) oldugundan

i+(D[¢; — BLUPs(¢,)] — D[¢p; — OLSPs.(¢)])

0 Xi Xi 0 XiX;
=iz| O —D[¢; — BLUPs(¢)] K; — HX;| — (X))
X!X, K! — X!H! 0
0 Xi X; 0 XiX; 0 0 0
=iz 0 0 Ki —HiX; | {0 D[¢; — BLUPs(¢;)] 0
XX, K —XH 0 0 0 0
—r(X;)
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0;i X X; 0 XiX; 0
=iz 0 0 K, — HX; | — I D[(;bl- — BLUPS((],')i)][O I, O]
X!X, K- X/H 0 0
—r(X;)

elde edilir. (3.37)’den ve (C®I,) = CQL)CE®L,)T(E®I,) alnarak (2.18)

uygulanirsa
I[ ) ERL)(ZW* —H)'[0 1, 0] ]I
_{ro 0 Xi X; 0 XiX; —in(
i _ i=(Z®1,,)
| (zw* - B)EeL) 0 0 m—HJil * "
Lo XX, K/ —XH! o /]
—r(Xp)
[ QI 0 @ER(Zwt-H) 0 ]
— 0 0;i X X; 0 XiX;
i (z;w* — H;)(Z®1,) 0 0 K; — HiXi|
0 X!X; K! — X!H! 0

— iz(ERI,) —r(X;)

[ I, 0 —CRLA, 0
— 2 0 O-iiXi’Xi 0 X{Xl
S -AcERL) 0 0 K; — H;X;
\ 0 XX, K —XH 0
0 0 ERLYW*Z 0
0 0 0 0 .
+ — iz (EQL,) — r(X;
le+(z®ln) 0 0 0 l+( ® n) T'( l)
0 0 0 0
/r 8, 0 -GERLA 0 ]
L | 0 o X! X, 0 X!X; |
| [-8,ce1,) 0 0 K; — H:X; |
l o X!X, K| —X'H o |
6.5
S®I, 0 65)
o olfo wi*p®L, 0 0 0 ,
1o 2z [W’ o] [ 0o 0 Z o] ~ 7 (28I
0 0

—r(Xp)

elde edilir. (2.18) tekrar uygulanirsa
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0 -w I, 0 0 0
-w' 0 0 0 Z! 0

Clze®1, o I®I, 0 —(I®L,)H] 0

— 5 o 0 0 o X! X,; 0 X!X; 66)
0 Z;, —-H(C®L) 0 0 K; — H;X; '
0 0 0 XX, K —XH] 0

izl W] - 8L -

olarak yazilir. Burada W = [X, (E®I,)X*] ve Z; = [K;, H;(E®I,)X*] ifadeleri

yerlerine yazilir ve elementer satir - siitun islemleri uygulanirsa asagidakiler elde

edilir.
0 -X —-(CRL)Xx* I, 0 0 0
-X' 0 0 0 0 K/ 0
—X'(E®L) 0 0 0 0 XtERL)A! 0
=iz| IQI, 0 0 IQI, 0 —(ERL)H] 0
0 0 0 0 o X[ X; 0 X/ X;
0 K, H(CQL)X' -H(C®l,) 0 0 K; — H;X;
0 0 0 0 XX, K/ —XH] 0
—r[X, QL] - iz(EQI,) — (X))
QL) X -(CRL)Xx*t 0 0 Q1) H]
-X' 0 0 0 0 K/
i —-X+(ER®L,) 0 0 0 0 X+(EQL)H]
0 0 0 0 X/X; K] — X/H]
0 0 0 X/ X;  ouX!X 0
| -A,(EQ®1,) K, HQCERL)Xt K, —HX; 0 —H,EQL,)H]
—r[X, I®L,]—r(X;)
 —(E®L) X —-E®L)Xt 0 (E®L)H; 0
-X' 0 0 0 K/ 0
. —X1(EQ®L) 0 0 0 XLERL)A! 0
0 0 0 0 X! X; 0 X!X;
H(E®L) K HERL)X* 0 —-H;E®L)H] K; — H;X;
0 0 0 X/X; K] — X/H] 0

—r[X, Z®L,] —r(X);)
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—(ZQI,) -X 0 0 0 0
-X' 0 0 0 K/ - X'H] 0
i 0 0 Xt(ERL)Xt 0 0 0
o 0 0 0 0 X X; 0 X!X;
0 K, — HX 0 0 0 K; — H;X;
0 0 0 XX, K —XH| 0
—r[X, I®L]-r(X)
-1, -X 0 0 0
-X' 0 0 K -X'H 0
=iz 0 0 o X[ X; 0 XiX; |+iz(X*CEQL)XY)
0 K, — HX 0 0 K; — H;X;
0 0 XX, K —XH 0
—r[X, I®L]—-rX)
[—(ER1,) -X 0 0
. -X' 0 K - X'H] 0 LX)
% 0 R-Hx 0 K, — Hx, | T Foutid
0 0 K/ —X/H —o;'X/X;
+i (X ERLYXH) —r[X, E®L,] —r(X;)
[Z®I, X 0 0
X 0 K/ —Xx'H] 0 |+ o Xy
) ) R —-Ax 0 K; — H.X, i (01X X;) 67
0 0 K/ —X/H] o;'X[X; '
I, X1 3 3
tir| o )T X 28] —r(x)
elde edilir. Teorem 2.8.4 ve 2.8.5 kullanilarak
iz (0uXiX) = r(X) — ip () + iy (X1, X;)
. . In Xi
= T(Xi) — li(ln) + li |:Xl/ 0] — T(Xi) (68)

N | PR €) I
=14 [}?’ Ol] - li(In)

l

olarak elde edilir. (2.16) ve (2.17)’ den
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L =ik zel
ile

o 2] =0

ve

I, X;
i o) =l X

i

ile

i [)I(” )é] = r (X))

olarak yazilir. Sonug olarak;

i+(D[¢p; — BLUPs(¢;)] — D[¢p; — OLSPs,(¢)])

=i, (A) —iy() + [l X]+7rX) —r(X) —r(X) —r[X, Z®L,]

=i, (A) —r[X, I®L]-r(X)

ve

i-(Dl¢: — BLUPs(¢)] — D[¢; — OLSPs,(¢))])

=i_(A) —i_(I) +r(X) +r[X, I®L]—rX) —rX) —r[X, IQIL,]
=i_(A) —r(X)

oldugundan (6.1) ve (6.2) esitlikleri saglanir. (2.2)’ ye gore (6.1) ve (6.2) toplandiginda
(6.3) esitligi goriiliir. Son olarak (6.1)-(6.3) ifadelerine Teorem 2.8.3 uygulandiginda
(a)-(e) ifadeleri elde edilir. |

¢; vektoriiniin H; = 0 6zel durumu ele alinirsa Teorem 6.1.1 vasitasiyla asagidaki

sonu¢ elde edilir.

Sonug 6.1.2. K;f5;, S; modeli altinda tahmin edilebilir, i = 1, ..., m ve

E®L, X 0 0 1

l X 0 K/ o |
A=| )y |
l 0 K; 0 K; J

0 0 Ki’ O'ii_lxi,Xi

olmak iizere,
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i+ (DIBLUEs(K;8;)] — D[OLSEs,(K;B)]) = i+(A) —r[X, E®I,] — (X)),
i_(D[BLUEg(K;B)] — D[OLSEs,(K;B))]) = i_(A) — r(X),
r(D[BLUEs(K;B;)] — D[OLSEs,(K;B)]) = r(A) — r[X, Z®L;] —r(X;) —r(X)
dir ve asagidakiler saglanir.
a) D[OLSEs,(K;B;)| > DIBLUEs(K;B)] & i_(A) = r(X) + k.
b) D[OLSEs,(K;B)] < DIBLUEs(K;B)] < i, (A) =r[X, I®L,]+r(X) + k.
¢) D[OLSEs,(KiB;)| = DIBLUEs(K;B)] & i, (A) = r[X, E®I,] + r(X)).
d) D[OLSEs,(K:8)] < D[BLUEs(K;B;)] & i_(A) = r(X).
e) D[OLSEs,(KiB;)] = DIBLUEs(K;B)] & r(A) = r[X, E®I,] + (X)) +rX).

Sonug 6.1.3. S; modeli altinda X;f; vektorli tahmin edilebilir ve g; vektorii 6n tahmin

edilebilir olsun, i = 1, ..., m.

SQI,

a=| %5
- X’ O-ii—l)?i’j(\i

olmak iizere, burada X; = [0, ..., X;, ...,0],
i+ (D[BLUE(X;B:)] — D[OLSEs,(X:8)])
= i, (D[g; — BLUPs(&;)] — D[&; — OLSPs,(¢)]) = i (A) — r[X, IQL],
i_(D[BLUEg(X;B:)] — D[OLSEs,(X:8)])
= i_(D[e; — BLUPs(&)] — D[e&; — OLSPs,(&)]) = i_(A) + r(X,) — r(X),
r(D[BLUEs(X;8)] — D[OLSEs,(X:8))])
= r(D[e; — BLUPs(&;)] — D[&; — OLSPs,(&))])
=r(A) —r[X, I®L]+rX,) —rX),
dir ve asagidakiler saglanir.
a) D[OLSEs,(X;8;)] > D[BLUEs(X;5:)]

= D[si — OLSPSL.(SL-)] > Dlg; — BLUP;(¢))] @ i_(A) =r(X) —r(X;) + k.
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b) D[OLSEs,(X;8)] < D[BLUEs(X;B,)]

& Dle; — OLSPs (e)] < D[e; — BLUPs(g;)] © i(A) = r[X, I®I,] +k.
¢) D[OLSEs,(X;8;)] = DIBLUEs(X;B:)]

© Dle; — OLSPs,(e)] » Dle; — BLUPs(g)] & i .(A) = r[X, IQL,].

d) D[OLSEs,(X;B:)] < D[BLUEs(X;B))]

& Dle; — OLSPs,(g)] < Dle; — BLUPs()] & i_(A) = r(X) — r(X)).

e) D[OLSEs,(X;8;)| = D[BLUEs(X;B))]

© D[e; — OLSPs,(¢;)| = D[e; — BLUPs(&;)]

e r() =rX, & -rX)+rX).
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda
Siiyi = XiBi + &

SUR modelleri ve bu modellerin blok matrisler araciligtyla birlestirilmesiyle elde

edilen
Ssy=Xp +¢

modeli ele alinmigtir. S; modeli birbirleriyle iliskisiz denklemlerden olugsmaktadir.
Burada kullanilan “iliskisiz” ifadesiyle denklemde yer alan herhangi bir parametrenin
baska bir denklemde bulunmadigi yani denklemlerin ortak degisken i¢ermedikleri
kastedilmektedir. Fakat bu durum hata terimlerinin iliskisiz oldugu anlamina
gelmedigi gibi goriiniirde iliskisiz olan denklemlerin olusturdugu SUR modeller
sisteminde, hata terimlerinin birbirleriyle iliskili olabildikleri bilinmektedir.
Dolayistyla bu sistemlerde denklemlerin ayri ayri ele alinmasi yerine birlikte ele
alinarak incelenmeleri konusunda literatiirde goriis birligi mevcuttur. SUR modeller
lizerine yapilan arastirmalar, SUR modellerin parametrelerin verimli tahmin
edilebilirligi, hata terimleri arasindaki kovaryans yapisint dogru sekilde tespit etme ve
tahminlerin daha hassas ve giivenilir olmasini saglama gibi avantajlar sundugunu

gostermektedir.

Bu kapsamda calismamizda S; ve S modellerinde eszamanli sonuglar elde etmek
amaciyla bilinmeyen parametrelerin tahmini problemi incelenmistir. Bu modeller
yapisal olarak birbirlerine benzeseler bile igerdikleri farkliliklar nedeniyle ortak
bilinmeyenlerin 6n tahmin ve tahmin edicileri gdsterim, performans ve sahip olduklari
ozellikler acisindan farklilik gosterir. Dolayisiyla S; ve S modelleri altinda ortak

bilinmeyenler igin
¢ =Kp + He
ve

¢; = KiB; + H;¢;



vektorleri ele alinabilir. Bu vektorlerin ele alinan modeller altinda 6n tahmin ve tahmin
edicilerinin 6zelliklerinin incelenmesi, modellerin benzerlikleri veya farkliliklarina
iliskin yorum yapmak agisindan énemlidir. Farkli tahmin edicilerin karsilagtirilmasi
ve en dogru tahmin edicinin belirlenmesi, modelin performansini artirmak ve verilerin

en dogru sekilde yorumlanmasina yonelik arastirilmaktadir.

Bu tez calismasinda, SUR modeller altinda 6n tahmin ve tahmin problemi
incelenmistir. Ele alinan modellerde bilinmeyenlerin 6n tahmin ve tahmin edicilerinin
istatistiksel ozelliklerine iliskin sonuclar verilmistir. Blok matrisler ve rank 6zellikleri
kullanilarak 6n tahmin edicilerin esitlikleri ve toplamsal ayrisimlar {izerine bazi
sonuclar elde edilmistir. Matris ranki ve inertia formiilleri vasitasiyla 6n tahmin
edicilerin kovaryans matrislerinin karsilagtirilmasina iliskin elde edilen esitlik ve

esitsizlikler ile baz1 6zel durumlara iliskin sonuclar verilmistir.

Calismanin bulgulari, yeni arastirmalar i¢in basamak olusturabilecek ve istatistiksel
analizlerin daha etkin bir sekilde yapilmasini saglamaya yonelik bir kaynak

sunmaktadir.

Elde edilen sonuglar, arastirmacilara ve uygulayicilara SUR modellerinin etkinligi
hakkinda faydali bilgiler sunmaktadir. SUR modellerinde 6n tahmin ve tahmin
edicilerle ilgili yapilan bu g¢alismanin, konunun anlagilmasina ve uygulanmasina
katkida bulundugu diisiiniilmektedir. Calismanin sinirlamalar1 da goz Oniinde
bulundurularak, SUR modellerin belirli uygulama alanlar1 tizerindeki etkilerinin daha

ayritilt bir sekilde incelenebilecegi degerlendirilmektedir.

54



KAYNAKLAR

[1]

[10]

[11]

[12]

[13]

Uysal, M. (1997). Gériiniiste Iliskisiz Regresyon Denklemleri Modeli ve
Tarimsal Uretim Uzerine Bir Uygulama [Doktora tezi]. Hacettepe Universitesi.

Zellner, A. (1962). An efficient method of estimating seemingly unrelated
regressions and tests for aggregation bias. J. Am. Stat. Assoc., 57, 348-368.

Zellner, A., ve Huang, D. S. (1962). Further properties of efficient estimators
for seemingly unrelated regression equations. Int. Econ. Rev., 3, 300-313.

Zellner, A. (1963). Estimators for seemingly unrelated regression equations:
some exact finite sample results. J. Am. Stat. Assoc., 58, 977-992.

Kakwani, N. C. (1967). The unbiasedness of Zellner's seemingly unrelated
regression equations estimators. Journal of the American Statistical
Association, 62 (317), 141-142.

Kmenta, J., ve Gilbert, F. (1968). Small sample properties of alternative
estimators of seemingly unrelated regressions. Journal of the American
Statistical Association, 63 (324), 1180-1200.

Rao, P. (1974). Specification bias in Seemingly Unrelated Regressions.
Sellekaerts, W. (eds) Econometrics and Economic Theory (ss.101-113).
Palgrave Macmillan. London.

Revankar, N. S. (1974). Some finite sample results in the context of two
seemingly unrelated regression equations. Journal of the American Statistical
Association, 69 (345), 187-190.

Dwivedi, T. D., ve Srivastava, V. K. (1978). Optimality of least squares in the
seemingly unrelated regression equation model. J. Econ., 7, 391-395.

Baksalary, J. K., ve Kala, R. (1979). On the prediction problem in the seemingly
unrelated regression equations model. Statistics, 10, 203-208.

Srivastava, V. K., ve Dwivedi, T. D. (1979). Estimation of seemingly unrelated
regression equations: A brief survey. Journal of Econometrics, 10, 15-32.

Baltagi, B. H. (1980). On seemingly unrelated regressions with error
components. Econometrica, 48, 1547-1551.

Kmenta, J. (1986). Elements of Econometrics. Macmillan Publishing. New
York.



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

Srivastava, V. K., ve Giles, D. E. A. (1987). Seemingly Unrelated Regression
Equations Model. Marcel Dekker. New Y ork.

Baltagi, B. H. (1988). The efficiency of OLS in a seemingly unrelated
regressions model. Econ Theory, 4, 536-537.

Baksalary, J. K., ve Trenkler, G. (1989). The efficiency of OLS in a seemingly
unrelated regressions model. Econ. Theory, 5, 463-465.

Bartels, R., ve Fiebig, D. G. (1991). A simple characterization of seemingly
unrelated regressions models in which OLS is BLUE. Am. Stat, 45, 137-140.

Lin, C. (1991). The efficiency of least squares estimators of a seemingly
unrelated regression model. Communications in Statistics-Simulation and

Computation, 20 (4), 919-925.

Park, T. (1993). Equivalence of maximum likelihood estimation and iterative
two-stage estimation for seemingly wunrelated regression models.
Communications in Statistics, Theory and Methods, 22(8), 2285-2296.

Liu, J. (2000). MSEM dominance of estimators in two seemingly unrelated
regressions. Journal of Statistical Planning and Inference, 88, 255-266.

Liu, A. (2002). Efficient estimation of two seemingly unrelated regression
equations. Journal of Multivariate Analysis, 82, 445-456.

Foschi, P., ve Kontoghiorghes, E.J. (2002). Seemingly unrelated regression
model with unequal size observations: computational aspects. Comput. Stat.
Data Anal., 41, 211-229.

Sezer, D. (2006). Goriiniiste iliskisiz regresyon modelleri ve bir uygulama
[Yiiksek lisans tezi]. Selguk Universitesi.

Erdugan, F. (2012). Goriiniiste Iliskisiz Regresyon Modellerinde Parametre
Tahmin Yontemleri [Doktora tezi]. Cukurova Universitesi.

Sun, Y., Ke, R., & Tian, Y. (2014). Some overall properties of seemingly
unrelated regression models. Adv. Stat. Anal., 98 (2), 103-120.

Gong, L. (2019). Establishing equalities of OLSEs and BLUEs under
seemingly unrelated regression Models. Journal of Statistical Theory and
Practice, 13 (5). https://doi.org/10.1007/s42519-018-0015-6

Hou, J., ve Zhao, Y. (2019). Some remarks on a pair of seemingly unrelated
regression models. Open Math., 17, 979-9809.

Jiang, H., Qian, J., & Sun, Y. (2020). Best linear unbiased predictors and

estimators under a pair of constrained seemingly unrelated regression models.
Statistics and Probability Letters, 158, 108669.

56



[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

Tian, T., ve Xie, P. (2020), Simultaneous optimal predictions under two
seemingly unrelated linear random-effects models. J. Ind. Manag. Optim.,
do0i:10.3934/jimo.2020168

Agcakale, F. (2018). Kurmizi Et Talep Tahmini: Erzurum Ili Uzerine Bir
Uygulama [Yiksek lisans tezi]. Erzurum Teknik Universitesi.

Ediz, Y. (2019). Tiirkiye Kiraz Ihracatimin Pazar Giicii [Yiiksek lisans tezi].
Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi.

Yiice, N. (2020). Goriiniirde fli§k;'SiZ Regresyon Modellerinde On Tahmin
Edicilerin Kovaryans Matrisleri I¢in Bazi Egitlikler [Yiiksek lisans tezi].
Sakarya Universitesi.

Hammada, A. (2020). Siit ve Siit Uriinleri Talebinin AIDS Modeli ile Tahmin
Edilmesi: TRAI Bélgesi Ornegi [Doktora tezi]. Atatiirk Universitesi.

Kiligtek, B. (2020). Goriiniirde Iliskisiz Regresyon Modeli ile Alkol ve Tiitiin
Kullanim_Siiresini Etkileyen Faktorlerin Belirlenmesi [Yiksek lisans tezi].
Atatlirk Universitesi.

Agcadag, D. (2021). Tiirkiye'de Sanayi Sektorii I¢in Hammadde Ithalatin
Belirleyen Faktorlerin Analizi: 2008-2020 [Doktora tezi]. Sileyman Demirel
Universitesi.

Tungel, S. (2022). Cok Yamitlhh Deneysel Verilerin Goriiniiste iliskisiz
Regresyon Analizi ile Modellenmesi ve Optimal Degisken Degerlerinin
Belirlenmesi [ Yiksek lisans tezi]. Ankara Universitesi.

Uzun, N. (2022). Ekonomik Géstergelerin Alternatif Kanal Kullanimi ve Risk
/{lngl Cercevesinde Dijital Bankacilik Miisterilerinin Yatzrlm" Tercihleri
Uzerindeki Etkileri [ Yiksek lisans tezi]. Canakkale Onsekiz Mart Universitesi.

Keskin, A. (2023). Tiirkiye'de Sosyal Harcamalar ve Yoksulluk liskisi
[Doktora tezi]. Istanbul Universitesi.

Goldberger, A. S. (1962). Best linear unbiased prediction in the generalized
linear regression model. J. Amer. Statist. Assoc., 57, 369-375.

Drygas, H. (1975). Estimation and prediction for linear models in general
spaces. Math. Operationsforsch. Statist., 6 (2), 301-324.

Henderson, C. R. (1975). Best linear unbiased estimation and prediction under
a selection model. Bio-metrics, 31, 423-447.

Rao, C. R. (1975). Simultaneous estimation of parameters in different linear
models and applications to biometric problems. Biometrics, 31, 545-554.

Harville, D. A. (1976). Extension of the Gauss-Markov theorem to include the
estimation of random effects. The Annals of Statistics, 4, 384-395.

57



[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

Searle, S. R. (1997). The matrix handling of BLUE and BLUP in the mixed
linear model. Linear Algebra and its Applications, 264, 291-311.

Liu, Y., ve Xia, C. (2013). Fundamental equations of BLUE and BLUP in the
multivariate linear model with applications. Commun Stat: Theory and
Methods, 42, 398-412.

Arendacka, B., ve Puntanen, S. (2015). Further remarks on the connection
between fixed linear model and mixed linear model. Stat. Papers, 56 (4), 1235-
1247.

Tian, Y. (2015a). A new derivation of BLUPs under random-effects model.
Metrika, 78, 905-918.

Tian, Y. (2015b). A matrix handling of predictions under a general linear
random-effects model with new observations. Electron. J. Linear Algebra, 29,
30-45.

Tian, Y. (2017a). Some equalities and inequalities for covariance matrices of
estimators under linear model. Stat. Papers, 58, 467-484.

Tian, Y. (2017b). Matrix rank and inertia formulas in the analysis of general
linear models. Open Math., 15(1), 126-150.

Tian Y., ve Jiang, B. (2016). An algebraic study of BLUPs under two linear
random-effects models with correlated covariance matrices. Linear and
Multilinear Algebra, 64 (12),2351-2367.

Tian, Y., ve Guo, W. (2016). On comparison of dispersion matrices of
estimators under a constrained linear model. Stat. Methods Appl., 25, 623-649.

Giiler, N., ve Biiyiikkaya, M. E. (2019a). Notes on comparison of covariance
matrices of BLUPs under linear random-effects model with its two subsample
models. [ranian J. Sci. Tech. Transactions A, 43 (6), 2993-3002.

Giiler, N., ve Biiyiikkaya, M. E. (2019b). Rank and inertia formulas for
covariance matrices of BLUPs in general linear mixed models. Commun.
Statist. Theory and Methods, 50 (21).
https://doi.org/10.1080/03610926.2019.1599950

Magnus, J. R., ve Neudecker, H. (1988). Matrix differential calculus with
applications in statistics and econometrics. John Wiley. G. Britain.

Venit, S., ve Bishop, W. (1985). Elementary linear algebra. PWS publishers.
Massachusetts.

Sengupta, D., ve Jammalamadaka, S.R. (2003). Linear models an integrated
approach. World Scientific. Singapore.

58



[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]
[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

Seber, G. A. F. (2008). A4 matrix handbook for statisticians. John Wiley & Sons,
Inc. New Jersey.

Harville, D. A. (1997). Matrix algebra from a statiscians perspective. Springer.

Tian, Y. (2010a). Equalities and inequalities for inertias of Hermitian matrices
with applications. Linear Algebra Appl., 433, 263-296.

Graybill, F. A. (1969). Introduction to matrices with applications in statistics.
Wadworth Publising Company inc. California.

Bhatia, R. (2007). Positive definite matrices. Princeton series in applied
mathematics. Princeton University Press. Priceton. NJ.

Seber, G. A. F. (1977). Linear regression analysis. John Wiley, New York.
Tasc1, D. (2011). Lineer Cebir, 4. Baski, Gazi Universitesi. Ankara.

Penrose, R. (1955). A generalized inverse for matrices. Proc. Cambridge
Philos. Soc. 51, 406-413.

Puntanen, S., Styan, G.P.H., & Isotalo, J. (2011). Matrix tricks for linear
statistical models. Our Personal Top Twenty. Springer. Heidelberg.

Marsaglia, G., ve Styan, G.P.H. (1974). Equalities and inequalities for ranks of
matrices. Linear Multilinear Algebra, 2, 269-292.

Tian, Y. (2010b). Estimations of parametric functions under a system of linear
regression equations with correlated errors. Acta Math. Sin. Engl. Ser., 26 (10),
1927-1942.

Rao, C. R. (1973). Representations of best linear unbiased estimators in the
Gauss- Markoff model with a singular dispersion matrix. J. Multivariate Anal.,
3,276-292.

Tian, Y. (2017c). Transformation approaches of linear random-effects models.
Stat. Methods Appl., 26 (4), 583-608.

Alalouf, I. S., ve Styan, G. P. H. (1979). Characterizations of estimability in the
general linear model. Ann Stat., 7, 194-200.

Tian, Y. (2012). Solving optimization problems on ranks and inertias of some
constrained nonlinear matrix functions via an algebraic linearization method.
Nonlinear Anal., 75 (2), 717-734.

Jiang, B., ve Tian, Y. (2017). On additive decompositions of estimators under
a multivariate general linear model and its two submodels. J Multivariate Anal.,
162, 193-214.

59



[74] Zhang, X., ve Tian, Y. (2016). On decompositions of BLUEs under a
partitioned linear model with restrictions, Statist. Papers, 57, 345-364.

60



OZGECMIS

Ad-Soyad : Melike YIGIT
OGRENIM DURUMU:
« Lisans : 2011, Sakarya Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi,

Matematik Boliimii
+ Yiikseklisans : 2014, Sakarya Universitesi, Matematik Anabilim Dal,
Uygulamali Matematik

MESLEKi DENEYIMLER:
e 2013 yilindan itibaren I¢isleri Bakanlig1 biinyesinde gorev yapmaktadir.

TEZDEN TURETILEN ESERLER:

e Giiler, N., Eris Biiyiikkkaya, M., ve Yigit, M. 2022. Comparison of Covariance
Matrices of Predictors in Seemingly Unrelated Regression Models, Indian Journal
of Pure and Applied Mathematics, 53, 801-809.



