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Seher Cansu SERTTEN

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danmisman: Prof. Dr. Muhittin BASER

Bu ¢alisma ii¢ ana bolimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayrilmustir ikinci
boliimde, ¢alismamiz icin gerekli kavramlarin tanimlari ve bazi teoremler verilmistir. Ugiincii
béliimiin birinci kisminda iyi elemanlar ve iyi halkalarin temel 6zellikleri incelenmistir. Ikinci
kisminda ise iyi halkalar iizerine kurulan matris halkalarinin 1yi halka olup olmadig:
arastirilmistir. Uciincii béliimiin son kismi iyi halka olma &zelliginin Morita degismez olup

olmadigina ayrilmistir.
2024, v + 40 sayfa

Anahtar Kelimeler: Birimseller, Ustel sifirlar, matris halkalari, basit halkalar, temiz halkalar,
iyi halkalar, UU halkalar.
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M.Sc. Thesis

ON FINE RINGS

Seher Cansu SERTTEN
Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of mathematics
Supervisor: Prof. Muhittin BASER

This thesis consist of three main chapters. The first chapter is devoted the introduction. The
second chapter introduces with the preliminaries, definitions and necessary theorems that will
be required for later use. The first part of third chapter introduces fine elements, fine rings and
their basic properties. Second part, it has been investigated whether the matrix rings over fine
rings are fine or not. The finally section of third chapter is devoted to whether the notion of a

fine ring is Morita invaryant.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

U(R) R halkasmin tiim birimsellerinin kiimesi
idem(R) R halkasinin tiim eskare elemanlarinin kiimesi
nil(R) R halkasmin tiim iistel sifir elemanlarinin kiimesi
®(R) R halkasinin iyi ayrisimlarinin kiimesi

F Cisim

M(R) R halkasinin merkezi

tr(4) Bir A matrisinin izi

rad(R) R halkasinin Jacobson radikali

M, (R) R tizerindeki n X n tipindeki tiim matrislerin halkas1



1. GIRIS

R birimli bir halka olmak {iizere, R halkasinin tiim birimsellerinin kiimesi U(R), tiim eskare
elemanlariin kiimesi idem(R) ve tiim tstel sifir elemanlarinin kiimesi de nil(R) ile gosterilir.
Halka teorisi ¢alisan bir¢ok arastirmaci bir halkanin bu ii¢ 6zel alt kiimesini kullanarak
halkalarin bazi smiflandirmalarin1 yapmiglardir. Nicholson (1977) calismasinda U(R) ve
idem(R) alt kiimelerini kullanarak temiz halka tamiminmi verirken, Diesl (2013) ise
calismasinda  idem(R) ve nil(R) alt kiimelerini kullanarak sifir temiz halka kavramini

tanitmistir. Bu siniflandirmalarin detaylarini ¢alismamiz iginde verecegiz.

Bizde calismamizda, bir halkanin yukaridaki ii¢ 6zel alt kiimesinden ikisini kullanarak
yapilabilecek iiglincii ve son olasi siniflandirmayr Célugareonu (2016) nin ¢aligmasi referans

alimacaktir. Simdi ¢alismamiz hakkinda daha detayli bilgi verelim.

R birimli bir halka olmak iizere, Nicholson (1977) de bir a € R i¢in a = e + u seklinde bir
e € idem(R) ve u € U(R) varsa, bu durumda a € R yi bir temiz eleman olarak
adlandirmigtir. Eger bir R halkasinin her elemani1 temiz ise, bu durumda R halkasina temiz
halka (clean ring) denir. Diger taraftan Diesl (2013) de bir a € R i¢in a = e + t olacak sekilde
bir e € idem(R) ve bir t € nil(R) varsa, bu durumda a € R yi sifir temiz (nil-clean) olarak
adlandirilmistir. Eger bir R halkasinin her elemani sifir temiz ise, bu durumda R halkasina sifir
temiz halka (nil clean ring) denir. Her sifir-temiz halkanin bir temiz halka oldugunu gérmek
kolaydir. Fakat bunun tersinin dogru olmadigim (Diesl 2013, Onerme 3.4) den gorebiliriz.
Calismamizda, yukarida bahsedilen ii¢lincii olas1 durum igin, 0 # a € R olmak {iizere eger,
a = u + t olacak sekilde bir u € U(R) ve bir t € nil(R) varsa, bu durumda a bir iyi (fine)
eleman olarak adlandirilacaktir. a = u + t formundaki herhangi bir denklem a € R\ (0) in
bir iyi ayrisimi (fine decomposition) olarak adlandirilir. R\ (0) daki tiim iyi elemanlarin
kiimesi ®(R) ile gosterilir. Eger 0 = u + t,u € U(R), t € nil(R) olacak sekilde bir denklem
varsa, bu durumda u = —t olur ki, bu ise R = 0 olmas1 anlamina gelir. Biz aksi belirtilmedikge

calisilan halkalarin sifir halkalardan farkli oldugunu kabul ettigimizden 0 € ®(R) olmalidur.



Sifirdan farkli bir R halkasi igin eger R \ (0) = ®(R) oluyor ise, bu durumda R halkasi bir iyi
halka (fine ring) olarak adlandirilir. Agik olarak herhangi bir boliimlii halka bir iyi halkadir.
Diger taraftan indirgenmis (reduced) iyi halkalar boliimli halkadir.

Calismamizda iyi halkalarin sinifi ile sifir-temiz halkalarin sinifinin oldukga farkli oldugunu
gorecegiz. Ayrica iyi halkalarin ¢ok 6zel bir 6zelliginin de her zaman basit halkalar oldugunu
gorecegiz. Fakat, tiim basit halkalar iyi halka degildir. Boylece iyi halkalar, basit halkalarin
yeni bir alt sinifidir. Basit halka {izerindeki matris halkalarinin da basit oldugu iyi bilinen bir
gercektir (Lam 2001, Teorem 3.1). Bu gergegin 15181 altinda iyi halkalar tizerine kurulan matris
halkalarinin da bir iyi halka olup olmadigin1 sormak oldukca dogaldir. Biz ¢alismamizda bu

soruya cevap arayacagiz.

P bir halka 6zelligi olmak iizere, eger bir R halkas1 P 6zelligine sahip oldugunda, her e tam
eskare elemant i¢in eRe halkasi ve her n pozitif tamsayisi i¢in M, (R) halkasi da P 6zelligine

sahip oluyorsa bu durumda P 6zelligine Morita Degismez (Morita Invaryant) dzellik denir.

Bu caligmada "iyi halka olma o6zelliginin" Morita degigsmez Ozellik olup olmadigmi da
arastiricagiz. Calismamizin temel boliimiinii olusturan tigiincii boliimdeki tiim sonug ve ispatlar

Calugareonu ve Lam (2016) dan alinmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, galismamiz igin gerekli olan bazi temel kavramlar ve sonuglar verilecektir. Bu
kavramlarin ¢ogu, kaynaklar kisminda verdigimiz caligmalarda olmakla birlikte tanim ve

kavramlarin ¢ogu literatiirdeki kitaplarin tamaminda bulunmaktadir.

2.1 Halkalar, Alt halkalar ve idealler

Tamm 2.1.1 R bostan farkli bir kiime olmak tizere ve R de taniml1 iki ikili islem "+" toplama

nn

ve "." carpma olsun. Eger;

Q) (R, +) bir degismeli grup,
(i)  Hera,b,c € R igin (ab)c = a(bc),
(iii)  Hera,b,ce Rigina(b +c) =ab+ acve (a+ b)c =ac + bc

oluyorsa, bu durumda R ye yukarida verilen ikili islemlere gore bir halka denir. R bir halka
olmak {izere eger, her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismeli halka denir. Eger her
a €R i¢in aly =1za =a olacak sekilde bir 1, € R varsa, bu durumda R ye
birimli bir halka ve 1 elemanina da halkanin birimi denir. Bir halkanin toplama islemine
gore etkisiz elemanina halkanin sifirt denir ve 0 veya herhangi bir karigikliga sebep olmazsa

0 ile gosterilir. Bu calismada aksi belirtilmedikge halkalar birimli halka olarak kabul edilecektir.

Onerme 2.1.2 R bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanr.

(1 Her a € R i¢in 0a = a0 = 0 dir.

(i)  Hera,b € Rigin (—a)b = a(—b) = —(ab) dir.

(iif)  Hera,b € R i¢in (—a)(—b) = ab dir.

(ivy HerneZvehera,b € R igin (na)b = a(nb) = n(ab) dir.
(v)  Hera; b; €Rigin (Xj=; a) X721 bj) = Xizq Xj=q a;b; dir.



Tamim 2.1.3 R bir halkave 0 # a € R olmak iizere, eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya bir sol (sag) sitfir bolen denir. Hem sag hem de sol sifir

bdlen olan bir elemana halkanin bir stfir boleni denir.

Tamim 2.1.4 R birimli bir halka olmak {izere, eger R de higbir sifir bolen yoksa, bu durumda

R ye bir béliimlii halka ( division ring ) denir.

Tammm 2.1.5 R bir halka ve 0 # a € R olmak iizere eger ca = 1z (ab = 1g) olacak sekilde
bir c € R (b € R) varsa, bu durumda a ya sol tersinir (sag tersinir) eleman denir. c(b)
elemanina a nin bir sol (sag ) tersi denir. Eger R nin bir elemani hem sag hem de sol tersinir
eleman ise, bu durumda bu elemana bir tersinir (invertible) veya bir birimsel (unit) eleman

denir.

Bir R halkasinin tim tersinir elemanlarmin kiimesi U(R) ile gosterilir ve bu U(R) kiimesi
halkada ki ¢arpma islemine gore bir gruptur. Ornegin; U(Z) = {—1,1} ve U(Z,,) = {T, 3,7, 6}
seklindedir.

Tammm 2.1.6 0 # 1 birim elemanina sahip degismeli bir R halkasinin higbir sifir boleni
yoksa bu halkaya bir tamlik bolgesi (integral domain) denir. 0 # 1; birim elemanina
sahip degismeli bir R halkasinin sifirdan farkli her elemani tersinir ise, bu durumda R

halkasina bir cisim (field) denir. Genel olarak herhangi bir cisim [ ile gosterilir.

Tamm 2.1.7 R bir halka ve a € R olmak iizere, eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal sayisi
varsa, bu durumda a ya bir tistel sifir (nilpotent) eleman denir. Bir R halkasinin tiim {istel

sifir elemanlarinin kiimesi nil(R) ile gosterilir.

Tammm 2.1.8 Bir R halka ve a € R olmak iizere, efer a? = a oluyorsa, bu durumda a

elemanina R nin bir eskare (idempotent) elemant denir.



Birimli bir halkasinda 0y ve 1 asikar eskare elemanlardir. Bir R halkasinin tim eskare

elemanlarinin kiimesi idem(R) ile gosterilir.

Tamm 2.1.9 R bir halka ve e; R de bir eskare eleman olmak {izere, eger ReR = R oluyorsa,

bu durumda e ye bir tam egkare ( full idempotent ) eleman denir.

Ornek 2.1.10 R bir halka ve e € R bir eskare eleman olmak iizere; R nin
eRe = {ere|r € R}

alt kiimesi 0 = eOge sifirina ve e = elze birimine sahip yeni bir halkadir. Bu halka R nin bir
alt halkas1 degildir. Ayrica e merkezi bir eskare eleman degilse, bu durumda eRe halkasi R

halkasinin bir homomorfik goriintiisii olmak zorunda degildir.

Lemma 2.1.11 R bir halka olmak iizere, eger U(R)Nnil(R) # O ise, bu durumda R = 0 dur.

Ispat R bir halka olmak iizere U(R)Nnil(R) # @ olsun. Bu durumda bir u € U(R)Nnil(R)
vardir. Béylece u™ = 0 olacak sekilde bir n € Z* vardir ve u~! € R mevcuttur. Bu durumda

1= (uH™u™ = 0 elde edilir ki, bu da R = 0 oldugunu gosterir. n

Tanim 2.1.12 R bir halka olmak tizere
M(R) = {m € R | Herr € R icin mr = rm}

kiimesine R halkasinin merkezi ( center ) denir.

Tamim 2.1.13 Bir R halkasinin bir e eskare eleman1 ayn1 zamanda R nin merkezine ait ise, bu

durumda e ye R nin bir merkezil eskare ( central idempotent ) elemani denir.



Tammm 2.1.14 R bir halka ve @ # S € R olmak iizere, S kiimesi R de tanimli toplama ve
carpma islemlerine gore kapali olsun. Eger S, R deki islemlere gore kendi basina bir halka ise,

bu durumda S ye R nin bir alt halkast (sub ring) denir.

I; R nin bir alt halkas1 olmak iizere, eger her r € R ve her x € I i¢in rx € I oluyorsa, bu
durumda I ya R nin bir sol ideali (left ideal) , xr € I oluyorsa, bu durumda da I ya R nin bir
sag ideali (right ideal) denir. Eger I hem bir sol hem de bir sag ideal ise, bu durumda I ya R

nin bir ideali (ideal) denir.

Tamim 2.1.15 R bir halka ve I; R nin bir ideali olmak iizere, eger I nin her eleman tistel sifir
ise, bu durumda I ya R nin bir sifir ideali ( nil ideal ) denir. Eger I™ = 0 olacak sekilde bir
n € Z* varsa, bu durumda I ya R nin bir istel sifir ideali (nilpotent ideal) denir ™ =0

olmasi, her a € [ i¢in a™ = 0 olmasin1 gerektirdiginden, her tstel sifir ideal bir sifir idealdir.

Tanim 2.1.16 0 # R bir halka olmak {izere, eger R nin bir tek maksimal sol ideali veya denk

olarak bir tek maksimal sag ideali var ise, bu durumda R ye bir yerel (local) halka denir.

Tamim 2.1.17 R bir halka ve M; R nin bir sol ideali olsun. Eger R nin bir sol [ ideali i¢in M c
I € R oldugunda I = M veya I = R oluyorsa bu durumda R ye Mnin bir maksimal sol ideali

(maxsimal left ideal) denir.

Tanmm 2.1.18 R bir halka olmak tizere, R nin tim maksimal sol ideallerinin arakesitine R nin

Jacobson radikali (jocobson radical) denir ve rad(R) ile gosterilir.

Uyan 2.1.19 Eger R # 0 ise, bu durumda Zorn Lemmasindan dolay1 R nin maksimal sol
idealleri vardir ve boylece rad(R) # R dir. Eger R = 0 ise, bu durumda R nin maksimal sol

ideali yoktur. Bu durumda R nin Jacobson radikali sifir olarak tanimlanir.



Tamim 2.1.20 R bir halka ve (M,+) bir degismeli grup olmak {iizere eger asagidaki
kosullar1 saglayan bir R X M - M, (r,m) — rm fonksiyonu varsa, bu durumda M ye bir
sol R — modul denir. Her r,s € Rve x,y € M igin;

Q) rx+y)=rx+ry

@iy (@r+s)x=rx+sx

@iii)  r(sx) = (rs)x
ve R, 1, birimine sahip birimli bir halka olmak iizere, ek olarak her x € M igin 1zx = x

kosulu saglaniyorsa, bu durumda M ye bir birimsel sol R — modiil denir.

Tanim 2.1.21 R ile S iki halkave (M, +) degismeli grubu bir sol R-modiil ve bir sag S-modiil
olsun. Eger her r € R, her x € M ve her s € S i¢in (rx)s = r(xs) oluyorsa, bu durumda M ye

bir sol R, sag S — bimodiil denir.

Tanim 2.1.22 M bir sol R — modiil ve N de M nin birtoplamsal alt grubu olmak iizere, eger
her r € R ve her x € N i¢in rx € N oluyorsa, bu durumda N ye M nin bir sol alt modiilii

denir. M bir sol R — modiul olmak iizere, agik olarak 0 ve M; M nin alt modiilleridir.

Tanimm 2.1.23 0 # M bir sol R — modil olmak iizere, eger M nin 0 ve M den bagka alt

modiilii yoksa, bu durumda M ye bir basit sol R — modil (simple left R — module) denir.

Lemma 2.1.24 (Lam 2001, (4.1) Lemma) R bir halka olmak fiizere, y € R i¢in asagidaki

durumlar denktir.
(1) y € rad(R) dir.
(2) Herhangi bir x € R igin 1 — xy sol tersinirdir.

(3) Herhangi bir basit sol R —modiil M ig¢in yM = 0 dir.

Sonug¢ 2.1.25 R bir halka olmak tizere, rad(R); R nin bir idealidir.



Lemma 2.1.26 (Lam 2001, (4.3) Lemma) R bir halka olmak iizere, y € R i¢in asagidaki

durumlar denktir.
(1) y € rad(R) dir.

(2) Herhangi bir x € R i¢cin 1 — xyz € U(R) dir.

Teorem 2.1.27 (Lam 2001, (19.1) Teorem) Sifirdan farkli bir R halkasi i¢in asagidaki durumlar

birbirine denktir.

(1) R bir tek maksimal sol ideale sahiptir.

(2) R bir tek maksimal sag ideale sahiptir.

(3) R/rad(R) bir boliimlii halkadir.

(4) R/U(R); R nin bir idealidir.

(5) (R/U(R),+) bir gruptur.

(6) Herhangi birn € Z* i¢in a, + --- + a,, € U(R) ise, bu durumda en az bir
i € {1,...,n}icin a; € U(R) dir.

(7) a+ b € U(R) ise, bu durumda a € U(R) veya b € U(R) dir.

Tanmim 2.1.28 0 # R bir halka olmak iizere, eger R nin {0} ve R den baska ideali yoksa, bu

durumda R ye bir basit halka (simple ring) denir.

Lemma 2.1.29 R bir halka olmak iizere, R nin bir basit halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her 0 # a € R i¢in RaR = R olmasidir.

Ispat R bir basit halka ve 0 # a € R olsun. Bu durumda RaR, R nin bir ideali, RaR # 0 ve R
bir basit halka oldugundan RaR = R olur. Tersine her 0 # a € R i¢in RaR = R olsun. Kabul
edelim ki 0 # I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda 0 # b € [ vardir. Kabulden RbR = R olur.



Simdi bir r € R = RbR i¢in r = sbt olacak sekilde s,t € R vardir. Boylece I, R nin bir ideali
ve b € I oldugundan r € I olur ki buda bize I = R oldugunu verir. Sonug olarak R bir basit

halka olur. ]

Tamim 2.1.30 Bir R halkasimin sifirdan farkl istel sifir elemani yoksa veya buna denk olarak;
a € R i¢cin; a? = 0 = a = 0 oluyorsa, bu durumda R ye bir inmis halka (reduced ring)

denir.

Acik olarak her sifir bdlensiz halka bir inmis halkadir. Ornegin 0+3€ Zg igin (§)2 =33 =

0 oldugundan Zg halkas: inmis bir halka degildir. Diger taraftan 0 # (0 L

0 Y-C Y0 H-C -0

oldugundan M, (Z) halkas1 bir inmis halka degildir. Tiim cisimlerin inmis halka oldugu agiktir.

) € M, (Z) i¢in

2.2 Matris Halkalar

Verilen bir R halkasindan yeni halkalar elde etmek miimkiindiir. Bunlardan en kullaniglt olani
da, bir halka tizerine kurulan matris halkasidir. R bir halka olmak {izere, M, (R) deki

matrislerin eslenik olma ve izleri gibi tanimlar verilecektir.

Tamm 2.2.1 R bir halka ve a;; € R olmak iizere,

a1 Qg2 A1m
az1 Ay Arm
An1 QApz -+ apy



formundaki bir elemana R iizerinde n X m tipinde bir matris denir. n X n tipinde bir matrise bir
kare matris denir. i —j girdisi a;; € R olan bir matris (a;;) ile gosterilir. R iizerindeki n X n
tipindeki tiim matrislerin kiimesi M, (R) ile gdsterilir. 4 = (a;; ), B = (b;;) € M, (R) olmak
iizere; A+B=(c;j), cj=a;+b; ve A-B=(d;;), dij=Xp1aiby; seklinde
tanimlanan ikili islemlerle birlikte M, (R) kiimesi bir halka olur. Bu halkaya R halkasi iizerine

kurulan matris halkasi denir.

Tamm 2.2.2 R bir halka ve A = (al-j) € M,R) olmak iizere aq; +ay; +--+a,, €ER

elemanina, A matrisinin izi (trace) denir ve tr(A) ile gosterilir.

Tamm 2.2.3 R bir halka ve A4, B € Ml,,(R) olmak iizere, eger B = PAP™! olacak sekilde

tersinir bir P matrisi varsa, bu durumda A ile B matrisine benzer (similar) matrisler denir.

Uyan 2.2.4 Benzer matrislerin izleri aynidir. Gergekten
A= (al-j ), B = (bij) € M, (R) herhangi iki matris olmak iizere,
tr(AB) = Xiy (271 aijbij) = X1-1(Xiq bijai;) = tr(BA)

oldugundan, tr(PAP~1) = tr(P~1PA) = tr(A) olur. Buda bize benzer matrislerin izlerinin

ayni oldugunu gosterir.
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3.iYi HALKALAR

R birimli bir halka olmak iizere, R halkasmin tiim tersinir (carpimsal tersi mevcut olan)
elemanlariin kiimesi U(R), tiim es kare elemanlarinin kiimesi idem(R) ve tiim istel sifir
elemanlariin kiimesi nil(R) ile gosterilir. Bir R halkasinin bu {i¢ alt kiimesi kullanilarak son
elli yilda, halkalarin ¢esitli siniflandirilmalari yapilmistir. Nicholson (1977) de; bu alt
kiimelerden idem(R) ve U(R) yi kullanarak temiz (clean) eleman ve temiz halka (clean ring)
tanimlarini1 vererek halkalarin bir siniflandirilmasini yaparken, Diesl (2013) deki ¢alismasinda
idem(R) ile nil(R) alt kiimelerini kullanarak iistel sifir-temiz (nil-clean) halka tanimlarin
yaparak halkalarin diger bir siniflandirtlmasini vermistir. Bu bolimde yukarida bahsedilen ti¢
alt kiimeden ikisi olan, idem(R) ve nil(R) kiimelerini kullanilarak halkalarin yeni bir
siiflandirilmasi yapilacaktir. Bu boliimdeki temel referansimiz Célugareonu ve Lam (2016)

olurken tiim tanimlar, 6rnekler, sonuclar ve ispatlar adi gegen ¢alismadan alinmustir.

3.1 Bir Halkanin iyi Elemanlar: ve Iyi Halkalarin Temel Ozellikleri

Bu boliime Nicholson (1977) de verdigi temiz (clean) eleman ve temiz halka (clean ring)

tanimlar1 hatirlatarak baglayalim.

Tamm 3.1.1 R bir halka ve a € R olmak iizere, eger a = e + u olacak sekilde bir e € idem(R)
ve bir u € U(R) varsa, bu durumda a ya R halkasmin bir temiz (clean) eleman: denir. Eger R
halkasinin tiim elemanlari temiz eleman ise, bu duruda R halkasina temiz halka (clean ring) adi

verilir.

Ornek 3.1.2 7,-{0,1,2,3} halkasi gdz 6niine alalim. Bu durumda idem(Z,) = {6 ,T} ve

U(Z,) = {T,g} dir0=1+3,1=0+1, §=T+Ive§=6+§oldugundan Z, in tim
elemanlar1 temiz elemanlardir ve bdylece Z, halkasi bir temiz halkadir. Diger taraftan Z
tamsayilar halkast i¢in idem(Z) = {0,1} ve U(Z) = {—1,1} olup, Z tamsayilar halkasinin

tiim temiz elemanlar1 —1,0,1 ve 2 oldugundan Z tamsayilar halkasi bir temiz halka degildir.
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Diesl (2013) deki c¢alismasinda, bir halkanin yukarida bahsedilen ii¢ alt kiimesinden ikisini

kullanarak halkalarin bagka siiflandirmasini asagidaki sekilde yapmustir.

Tamim 3.1.3 R bir halka ve a € R olmak iizere eger a = e + t olacak sekilde bir e € idem(R)
ve bir t € nil(R) varsa, bu durumda a ya R halkasinin bir iistel sifir-temiz (nil-clean) elemani
denir. Eger R halkasmin tiim elemanlar iistel sifir-temiz eleman oluyor ise, bu durumda R

halkasina bir iistel sifir-temiz halka (nil-clean ring) denir.

Ornek 3.1.4 Ly = {O, 1,2, 3} halkasini g6z oniine alalim. Bu durumda idem(Z,) = {6, T} ve
nil(Z,) = {6,5} olur. 0=0+0,1=14+0,2=0+2 ve 3=1+ 2 yazldigindan Z,
halkasinin tiim elemanlari iistel sifir-temiz eleman olup boylece Z, halkasi bir istel sifir-temiz
halkadir. Diger taraftan Z tamsayilar halkasi i¢in idem(Z) = {0,1} ve nil(Z) = {0} olur. Z
tamsayilar halkasmin tistel sifir-temiz elemanlar1 sadece 0 ve 1 oldugundan Z tamsayilar

halkasi bir tistel sifir-temiz halka degildir.

Onerme 3.1.5 (Diesl 2013, Onerme 3.4) Her iistel sifir-temiz halka bir temiz halkadir.

Ispat R bir iistel sifir-temiz halka ve a € R olsun. Bu durumda a — 1 € R olup, R iistel sifir-
temiz halka oldugundan a — 1 = e + t olacak sekilde e € idem(R) ve t € nil(R) vardir. Ik
olarak, t € nil(R) iken 1+t € U(R) oldugunu gosterelim. t € nil(R) oldugundan t" = 0
olacak sekilde bir n € Z* vardir. Bu durumda (1 +¢)(1 —t+t2 —¢t3+ -+ t" 1) =1 ve
1—t+ t2—t3+ -+ t" (1 +¢t) = 1oldugundan 1 + t € U(R) olur. Boylece a = e +
(1 +1¢t) olup, e € idem(R) ve 1 + t € U(R) oldugundan R halkasinin her elemani bir temiz

eleman olur. Sonug olarak R halkasi temiz bir halkadir. ]

Yukaridaki 6nermenin tersinin dogru olmadigini asagidaki ornekten gorebiliriz.

12



Ornek 3.1.6 Z, = {0, 1,2,3,4, 5} halkasim1 gz 6niine alalim. Bu durumda,

idem (Z¢) = {0,1, 3,4}, nil (Zg) = {0} ve U(Zg) = {1,5}dir.0=1+5,1=0+1,2=3+
5,3=24+5,4=3+1,5=0+5 yazildigindan Zg halkasinin her elemani bir temiz eleman
olup bdylece Z bir temiz halkadir. Fakat Zg nin tiim {istel sifir-temiz elemanlar1 0, 1,3 ve 4

oldugundan Zg halkasi iistel sifir-temiz halka degildir.

Yukaridaki verilen idem(R), nil(R) ve U(R) kiimelerini kullanarak yapilabilecek iiciincii ve

son olas1 siniflandirma Calugareonu ve Lam (2016) tarafindan asagidaki sekilde yapmustir.

Tammm 3.1.7 R bir halka ve 0 # a € R olmak {izere eger a = u + t olacak sekilde bir u €
U(R) ve bir t € nil(R) varsa, bu durumda a ya R halkasinin bir iyi (fine) eleman: denir. a =
u + t formundaki bir esitlige a € R\(0) nin bir iyi ayrigimu (fine decomposition) denir. R\ (0)
daki tiim iyi elemanlarin kiimesi ®(R) ile gosterilir. Sifir halkadan farkli bir R halkas1 i¢in

R\(0) = ®(R) oluyorsa, bu durumda R ye bir iyi halka (fine ring) denir.

Ornek 3.1.8 Her boliimlii halka bir iyi halkadir. Simdi bunu gosterelim. R bir béliimlii halka
olsun. Bu durumda U(R) = R\(0) dir. Diger taraftan 0 € nil(R) oldugu aciktir. Her 0 # a €
R elemania = a+ 0, a € U(R) ve 0 € nil(R) yazildigindan R\ (0) = ®(R) olur. Boylece R
bir iy1 halka olur. Diger taraftan inmis halkalar i¢in yukaridaki gerektirmenin tersi de dogrudur.
Bunu goérmek i¢in R inmis bir iyi halka olsun. R nin bir boliim halkas1 oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in 0 # a € R alalim. R bir iyi halka oldugundan a =u +t olacak sekilde u €
U(R) vet € nil(R) vardir. Fakat R inmis bir halka oldugundan nil(R) = {0} dir. Boylece

a=u+ 0 =u € U(R) olur ki, bu da bize R nin bir bolimlii halka oldugunu gosterir.

Bu ¢alismada iyi halka, temiz halka ve iistel sifir temiz halka siniflarinin birbirinden farkli

olduklarini gérecegiz.
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Nicholson (1999) da ve Diesl (2013) de sirasiyla giiglii temiz elemanlar1 ve giiglii {istel

sifir—temiz elemanlar1 asagidaki sekilde tanimlamiglardir.

Tamm 3.1.9 R bir halka ve a € R olmak iizere, eger a = e + u ve eu = ue olacak sekilde bir
e € idem(R) ve u € U(R) varsa, bu durumda a ya R nin bir giiclii temiz (strongly clean)
elemant denir. Eger a = e + t ve et = te olacak sekilde bir e € idem(R) ve t € nil(R) varsa,

bu durumda a elemanina gii¢lii iistel-sifir temiz (strongly nil-clean) eleman denir.

Bu kavramlarin 15181 altinda gii¢lii iyi eleman ve giiclii iyi halka tanimlarin1 yapmak oldukga

dogal olacaktir.

Tamm 3.1.10 R bir halka ve a € R\(0) olmak iizere a = u + t ve ut = tu olacak sekilde bir
u € U(R) ve bir t € nil(R) varsa yani a nin bir iyi ayrigim: (fine decomposition) varsa, bu
durumda a ya R nin bir gii¢lii iyi (strongly fine) elemani denir. Eger R # 0 halkasi i¢in R\ (0)
da ki her eleman giiglii iyi ise, bu durumda R ye bir gii¢lii iyi halka (strongly fine ring) denir.
Nicholson ve Zhou (2004) nun galismalarinda vurguladiklart gibi, R\(0) halkasinin her
elemant bir bir-tek iyi ayrisima sahip ise, bu durumda R ye bir-tek ayrigimli iyi halka (uniquely

fine ring) denir.

Onerme 3.1.11 Bir R halkas1 icin asagidakiler saglanir.

(1) a € R\(0) 1n bir gii¢lii iyi eleman olmast i¢in gerek ve yeter kosul a € U(R) olmasidir.

(2) R halkasmin giiglii iyi olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin bir boliimlii halkasi
olmasidr.

(3) R halkasinin iyi ve birimsel-merkezi (tiim birimselleri merkezi) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul R nin bir cisim olmasidir.

(4) R halkasimin tek tiirlii iyi olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin boliimli halka olmasidir.

Ispat (1) a € R\ (0) bir giiclii iyi eleman olsun. Bu durumda a =u + t ve ut = tu olacak
sekilde biru € U(R) ve bir t € nil(R) vardur.
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Buradan tu~! = u~!t olup, diger taraftan t € nil(R) oldugundan t™=0 olacak sekilde
pozitif bir n tamsayis1 vardir. Boylece (u™'t)* = ult-utt-uTlt =t"(wH" =
0(u~H™ = 0 oldugundan u~1t € nil(R) olur. Buradan 1 + u~'t € U(R) elde edilir. Sonug
olarak a = u +t = u(1 + u~t) € U(R) elde edilir. Tersine a € U(R) olsun. Bu durumda
a # 0 dir. Diger taraftan a =a+ 0 ve a0 = 0a olacak sekilde a € UR) ve 0€
nil(R)oldugundan a bir gii¢lii iyi elemandir. (2) R bir giiglii iyi halka olsun. a € R\(0) alalim.
Bu durumda (1) den a € U(R) olur ki, bu da R nin bir boliimlii halka oldugunu gosterir. Tersine
R bir bolumli halka ve a € R\(0) olsun. Bu durumda a € U(R) olur. Boylece a = a + 0,
a0 = Oa olacak sekilde a € U(R) ve 0 € nil(R) var oldugundan R nin her elemani bir giicli
iyi eleman olup sonug olarak R bir iyi halkadir. (3) R halkast iyi ve birimsel-merkezi olsun. Bu
durumda (2) den R halkas1 bir boliimlii halkadir. Diger taraftan kabuliimiizden tiim birimsel
elemanlar merkezi oldugundan R bir cisimdir. Tersine R bir cisim olsun. Bu durumda agik
olarak R iyi ve birimsel-merkezidir.(4) R bir tek tiirlii iyi halka olsun. Bu durumda R nin bir
inmis halka oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin t € nil(R) olsun. Budurumda 1+t €
R\ (0)ve 1+t € U(R) dir. Diger taraftan, 1 + t = (1 + t) + 0 olup R tek tiirlii iyi bir halka
oldugundan 1 = 1 + t ve t = 0 olmalidir. Béylece t = 0 elde edilir ki buda bize R nin bir

inmis halka oldugunu gosterir. [

Simdi ¢alismamiz igin gerekli olan bir halkanin Jacobson radikalinin tanimini ve bir kag

lemmay1 verelim.

Tanmm 3.1.12 Bir R halkasimnin tim maxsimal sol ideallerinin ara kesitine R halkasinin

Jacobson radikali denir ve rad(R) ile gosterilir.

R # 0 oldugunda rad(R) # R dir. Eger R = 0 ise, bu durumda rad(R) = 0 olarak tanimlanir.
rad(R) ayn1 zamanda R nin sol radikali olarakta adlandirilir. Benzer olarak R halkasinin sag
radikalide tanimlanabilir. Fakat bir R halkasinin sol ve sag radikalleri ¢akigir. Boylece rad(R),

R halkasiin bir idealidir.
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Lemma 3.1.13 (Lam 2001, (4.1) Lemma) Bir R halkasimnin bir y eleman1 i¢in asagidaki

durumlar bir birine denktir.
(1) y € rad(R) dir.
(2) Herhangi bir x € R igin 1 — xy sol tersinirdir.

(3) Herhangi bir M basit sol R — modiilii igin yM = 0 dur.

Ispat (1)=(2) y € rad(R) olsun. Kabul edelim ki (2) saglanmasim. Yani bir x, € R i¢gin

1 — xoy sol tersinir olmasin. Bu durumda R(1 — x,y) € R olup R(1 — x,y); R nin bir sol
ideali oldugundan R nin bir maksimal I sol ideali tarafindan kapsanir. Yani R(1 — x,y) < I
olacak sekilde R nin bir maksimal I sol ideali vardir. Bu durumda 1(1 — x,y) € R(1 — x,y) C
Iolup1l—x,y €1vey € rad(R) oldugundan y € I elde edilir. I bir sol ideal oldugundan 1 —
X0y + xoy = 1 € I olur ki bu da bize I = R oldugunu verir. Bu ise I nin bir maksimal sol ideal

olmasi ile ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup her bir x € R igin 1 — xy sol tersinirdir.

(2)=(3) Her x € R i¢in 1 — xy sol tersinir olsun. Kabul edelim Ki bir basit sol R — modiil M,
icin yM, # 0 olsun. Bu durumda ym =+ 0 olacak sekilde bir m € M, vardir. Buradan Rym ;
M, nin sifirdan farkli bir R — alt modiliidiir. Fakat, M, basit sol R —modiil oldugundan
Rym = M, olur. m € My = Rym oldugundan m = xym olacak sekilde bir x € R vardir.
Buradan (1 — xy)m = 0 olup 1 — xy sol tersinir oldugundan m = 0 olur ki buym # 0 olmasi
ile gelisir. O halde kabuliimiiz yanlis olup her M basit sol R — modiilii i¢in yM = 0 olur.

(3)=(2) Her bir basit sol R —modiil M igin yM = 0 olsun. R nin herhangi bir I maksimal sol
ideali igin R/, bir basit sol R —modiildiir. Kabuliimiizden y(R/;) = 0 olur. Buradan y €

elde edilir ki, boylece radikal tanimindan y € rad(R)olur. ]

Lemma 3.1.14 (Lam 2001, (4.3) Lemma) Bir R halkasinin bir y elemani i¢in asagidakiler

birbirine denktir.
(1) y € rad(R) dir.

(2) Herhangi x,z € R i¢in 1 — xyz € U(R) dir.
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Ispat (2)=(1) (2) saglansin. Ozel olarak z = 1 iginde 1 — xy1 = 1 — xy € U(R) olacagindan
1 — xy sol tersinir olur. Boylece Lemma 3.1.13 (2) saglanir. Sonug olarak Lemma 3.1.13 den

y € rad(R) olur. Yani (1) saglanir.

(1)=(2) y erad(R) ve x,z € R olsun. rad(R) ; R nin bir ideali oldugundan yz € rad(R)
olur. Boylece Lemma 3.1.13(2) den 1 — xyz sol tersinir olur. Boylece u(1 — xyz) = 1 olacak
sekilde bir u € R vardir. Tekrar xyz € rad(R) oldugundan Lemma 3.1.13(2) den u =1 —
(—w)(xyz) =1+ uxyz sol tersinirdir. u(1—xyz) =1 esitliginden de u sag tersinir
oldugundan u € U(R) olur. u(1 — xyz) = 1 esitligi soldan u™? ile carpilirsa 1—xyz = u~t €
U(R) elde edilir. [

Lemma 3.1.14 den asagidaki sonucu elde edebiliriz rad(R); 1 + 1 < U(R) olacak sekilde R
nin I sol idealleri arasindaki en genisidir. Diger bir ifade ile 1 + rad(R) S U(R) dir.

Simdi bir halkanin 1yi elemanlarinin ve iyi halkalarin bazi temel 6zelliklerini verelim.

Bir R halkasinin merkezinin Z(R) ile gosterildigini hatirlatalim.

Onerme 3.1.15

(1) Herhangi bir R # 0 halkas1 igin ®(R)NZ(R) = U(Z(R)) dir.

(2) Eger v € U(R) ise, bu durumda v®(R)v~! = ®(R) dir. Ayrica, eger v € U(R) N Z(R)
ise, bu durumda v®(R) = ®(R) dir.

(3) Eger R # 0 ve nil(R) < rad(R) ise, bu durumda ®(R) = U(R) dir.

Ispat (1) R # 0 bir halka olmak iizere U(R) c ®(R) oldugundan U(Z(R)) c ®(R)NZ(R)
dir. Simdi a € ®(R)NZ(R) olsun. Bu durumda a € ®(R) olup a = u + t olacak sekilde u €
U(R) ve t € nil(R) vardir. Buradan t = a — u ve a € Z(R) oldugundan tu = au — u? = ut
elde edilir. Buradan da u=1t = tu~! olur. Diger taraftan ¢t € nil(R) oldugundan t"™ = 0 olacak
sekilde bir n € Z* vardir. Simdi (u )" =u tu "t uTt = WHM =W H0=0

oldugundan u~1t € nil(R) olur. Boylece 1 + u~1t € U(R) elde edilir.
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Buradan a =u(1+u"'t) € U(R)U(R) oldugundan a € U(R) olur ki bdylece
®(R)NZ(R) c U(Z(R)) elde edilir. Sonug olarak ®(R)NZ(R) = U(Z(R)) olur.

(2) v € U(R) olsun. b € v®(R)v~talalm. Bu durumda b = vav~! olacak sekilde a € ®(R)
vardir. Boylece a = u +t olacak sekilde u € U(R) ve t € nil(R) vardir. Buradan b =
vav™! = v(u+ t)v™! = vuv~! + vtv! olur. Diger taraftan t € nil(R) oldugundan t" = 0

Laptv™ =ptw 1 =

olacak sekilde n € Z* vardir. Boylece (vtv )" = vtv lvtv~
v0v~1 =0 oldugundan vtv~! € nil(R) olur. Diger taraftan da vuv~! € U(R) oldugundan
b € ®(R) olur ki, bu da bize v®(R)v~! ¢ ®(R) oldugunu gosterir. Simdi ¢ € ®(R) olsun. Bu
durumda ¢ = s +r olacak sekilde s € U(R) ve r € nil(R) vardir. Béylece vicv =
v isv + v lrv ve v7isv € UR), v 1rv € nil(R) oldugundan v~1cv € ®(R) olur. Sonug
olarak ¢ = v(vtcv)v~! € vdv 1 olur ki, bu da bize ®(R) € v®(R)v~?! oldugunu gosterir.
Simdi ikinci kismui ispatlayalim. Bunun i¢in v € U(R)NZ(R) ve a € ®(R) alalim. Bu durumda
a =u +t olacak sekilde u € U(R) ve t € nil(R) vardir. Buradan va = vu + vt olur. t €
nil(R) ve v € Z(R) oldugunda vt € nil(R) dir. Béylece va € ®(R) olur. Diger taraftan v €
UR)NZ(R) i¢in v~! € U(R)NZ(R) olur. Boylece a = v(v~1)a € v®(R) oldugundan
®(R) c v®(R) olur. Diger taraftan b € v®(R) ise, bu durumda b = vc olacak sekilde ¢ €
®(R) vardir. Onceki tartismadan b = vc € ®(R) olur ki, bu da bize v®(R) c ®(R) oldugunu

gosterir. Sonug olarak v®@(R) = ®(R) elde edilir.

(3) R # 0 venil(R) c rad(R) olsun. a € ®(R) alalim. Bu durumda a = u + t olacak sekilde
u € U(R) ve t € nil(R) vardir. nil(R) c rad(R) oldugundan t € rad(R) dir. Bdylece u~t €
rad(R) ve 1+ u 't €1+ rad(R) c U(R) oldugundan a = u(1+u~1t) € U(R)U(R) c
U(R) olup v € U(R) olur ki, bu da ®(R) < U(R) oldugunu gosterir. Simdi b € U(R) olsun.
Bu durumda b = b + 0 olacak sekilde b € U(R) ve 0 € nil(R) oldugundan b € ®(R) yani
U(R) € ®(R) oldugunu gosterir. Sonug olarak ®(R) = U(R) elde edilir. ]

Teorem 3.1.16
(1) Eger a € ®(R) ise, bu durumda RaR = R dir.
(2) Her iyi halka bir basit halkadir.

(3) S # 0 olmak iizere herhangi bir birimsel f: R — S halka homomorfizmasi i¢in f(®(R)) C
d(S) dir.
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(4) I; R nin bir nil ideali ve a € R olsun. Bu durumda a € ®(R) olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul@ = a +1 € d(R/ 1) olmasidir.

Ispat (1) a € ®(R) olsun. Bu durumda a = u + t olacak sekilde bir u € U(R) ve t € nil(R)
vardir. Buradan # = u + RaR = (a —t) + RaR = a + RaR + (—t) + RaR = 1al + RaR +
(—=t) + RaR = —t+ RaR = —t elde edilir. Diger taraftan u € U(R) oldugundan # €

U(R) = U(R/RaR) dir. Ayrica t €nil(R) oldugundan —t € nil(R) dir. Béylece
U(R)Nnil(R) # @ olur ki buradan R = {0} yani R = RaR elde ederiz.

(2) R bir iyi halka olsun. Bu durumda ®(R) = R\{0} olur. (1) den a € ®(R) = R\{0} i¢in
RaR = R olur ki bu da bize R nin bir basit halka oldugunu gosterir.

(3) S # 0 olmak tizere f:R — S bir birimsel halka homomorfizmasi olsun. b € f(®P(R))
alalim. Bu durumda b = f(a) olacak sekilde bir a € ®(R) vardir. Bu durumda (1) den RaR =
R olur. S # 0 ve f birimsel bir halka homomorfizmas1 oldugundan f(R) # 0 olur. Eger
f(a) = 0 olsaydi, bu durumda R = RaR den f(R) = 0 olurdu ki bu f(R) # 0 olmasi ile

celisirdi. O halde f(a) # 0 olmalidir. Boylece f(a) € ®(S) olup, sonug olarak f(P(R)) C
@(S) elde edilir.

(4) I; R nin birnil ideali ve a € R olsun. a € ®(R) alalimve m: R — R/I , t(r) =r + 1 dogal
homomorfizmasini géz Oniine alalim. Bu durumda agik olarak m bir birimsel halka

homomorfizmasidir./ ; R nin bir nil ideali oldugundan 7 # R yani R / ; # 0 dir. Diger taraftan
(3) geregince m(P(R)) c CD(R/]) olacagindan @ = a + I = n(a) € n(®(R)) C dD(R/I) olup
a € ®(R/) elde edilir. Simdi @ = a +7€ ®(R/)) alam. Bu durumda @ = # + ¥ olacak
sekilde u € U(R / pvete nil(R/ ) vardir. Eger I; R nin bir (sol,sag) nil ideali ise, bu durumda

I c rad(R) dir. Gergekten y € [ alalim. Bu durumda herhangi bir x € R i¢in xy € [ bir

nilpotent elemandir. Lemma 3.1.15 ten y € rad(R) olur. Béylece / < rad(R) elde edilir. z =
u € U(R/I) oldugundan #v = 1 yani (u + N(v + I) = 1 + I olacak sekilde v = u + 1 € R/I
vardir. Buradan 1 —uv € / € rad(R) oldugundan Lemma 3.1.14 den 1—1(1 —uv)l €
U(R) yani; uv € U(R) ve boylece u € U(R) elde edilir. Diger taraftan; (a —u) + 1=

a—u=t=t+1€ nil(R/I) oldugundan [(a —u) + I]™ = 0 + I olacak sekilde bir n € Z*
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vardir. Yani (a —u)™ € 7 olup I bir nil ideal oldugundan [(a — u)"]™ = 0 olacak sekilde bir
m € Z* vardir. Boylece a — u € nil(R) olur. Sonug olarak a = u + t; olacak sekilde u €

U(R) ve t; € nil(R) vardir. Sonug olarak a € ®(R) olur. ]

Sonug¢ 3.1.17 Bir (R, m) yerel(local) halkasinin iyi halka olmasi igin gerek ve yeter kosul R

nin bolimli halka olmasidir.

Ispat (R, m) bir yerel halka olsun. Kabul edelim ki R bir iyi halka olsun. Bu durumda Teorem
3.1.16 (2) den R bir basit halkadir. Diger taraftan nil(R) € R = rad(R) olacagindan Onerme
3.1.15 (3) ten R\ {0} = ®(R) = U(R) olur ki, bu da bize R nin bir boliimli halka oldugunu
gosterir. Tersine R bir boliimli halka ve 0 # a € R olsun. Bu durumda a € U(R) olup a =
a + 0 ve 0 € nil(R) oldugundan a € ®(R) olur. Sonug olarak R bir iyi halkadir. [

Onerme 3.1.18 R bir halka olmak iizere, eger nil(R), R’ nin sifirdan farkli bir toplamsal alt
grubu ise, bu durumda R bir iyi halka degildir.

Ispat nil(R); R nin sifirdan farkli bir toplamsal alt grubu olsun. Bu durumda 0 # t, € nil(R) c
R vardir. Simdi kabul edelim ki R bir iyi halka olsun. Bu durumda t, = u + t olacak sekilde
bir u € U(R) ve t € nil(R) vardir. Boylece u =ty — t € nil(R) olur ki buradan u = 0 elde
edilir. Boylece R = (0) olur ki, bu ise 0 # t, € R olmasi ile gelisir. O halde kabuliimiiz yanlis
olup R bir iyi halka degildir. ]

Pozitif bir n tamsayis1 i¢in, eger R halkasinin her elemani en fazla n tane birimselin toplami
olarak yazilabiliyorsa, bu durumda R halkasina n —toplam dzelligine (n —sum property)
sahiptir denir. (Grover vd 2014) Teorem 3.1.16 (1) herhangi bir iyi halkanin 2 — toplam
Ozelligine sahip oldugunu gosterir. k bir pozitif tamsay1 olmak iizere eger bir R halkasinin her
eleman1 k —tane birimselin toplami olarak yazilabiliyorsa, bu durumda R halkasina k —iyi
halka ( k —good ring ) denir (Vanos 2005). Teorem 3.1.16 (2) ise sadece bir istisna (R = F,)

olmasi diginda iyi halkalarin 2 — iyi halka oldugunu gosterir.
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Teorem 3.1.19 Herhangi bir R iyi halkasi i¢in asagidakiler saglanir.
(1) R ={1} U (U(R) + U(R)) dir.

(2) R halkasinin 2 — iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |R| # 2 olmasidir.

Ispat R bir iyi halka olsun. (1) {1} U (U(R) + U(R)) < R oldugu agiktir. Simdi R c {1} U
(U(R) + U(R)) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 1 # a € R alalim. Budurumda 0 #a — 1 €
R olup R bir iyi halka oldugundan a — 1 = u + t olacak sekilde bir u € U(R) ve t € nil(R)
vardir. Boylece a =u + (1 +t) € U(R) + U(R) olur ki, buda bize R c {1} U (U(R) +
U(R)) oldugunu verir. Sonug olarak R = {1} U (U(R) + U(R)) elde ederiz.

(2) R bir 2 — iyi halka olsun. Kabul edelim ki |R| = 2 olsun. O halde R = {0,1} dir. Bu
durumda 1 € U(R) + U(R) oldugundan R bir 2 — iyi halka olmaz. O halde kabuliimiiz yanlis
olup |R| # 2 dir. Tersine |R| # 2 olsun. Bu durumda (1) den dolay1 R halkasinin 2 — iyi
oldugunu goéstermek i¢in 1 € U(R) + U(R) oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi kabul edelim
ki U(R) = {1} olsun. Bu durumda bir 0 # a € R igin, R bir iyi halka oldugundana =u +t
olacak sekilde u € U(R) = {1} ve t € nil(R) vardir. Boylece a =1+t € U(R) = {1} olup
a = 1 elde edilir. Bu da bize R = {0,1} yani |R|=2 oldugunu gosterir ki bu |R| # 2 kabuliimiiz
ile gelisir. O halde U(R) # {1} dir. Bdylece 1 # v € U(R) vardir. Diger taraftan 1 — v € R
icin R bir iyi halka oldugundan 1 —v =u' +t’ olacak sekilde u’ € U(R) ve t’ € nil(R)
vardir. Buradan w:=u'4+v =1—t" € U(R) olur. Diger taraftan 1 =w v’ +w v €

U(R) + U(R) elde edilir ki, bu da ispat1 tamamlar. [ ]

R bir halka olmak iizere, eger U(R) € 1 + nil(R) oluyorsa, bu durumda R halkasina bir UU
halka (UU ring) denir (Calugareonu 2015).

Onerme 3.1.20 Bir R halkasinin iyi ve UU olmasi igin gerek ve yeter kosul R = F, olmasidir.
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Ispat R = F, olsun. Bu durumda agik olarak R halkasi iyi ve UU dur. Tersine R halkas1 iyi ve
UU olsun. Kabul edelim ki R # F, olsun. Bu durumda |R| > 2 olur. Bu durumda Teorem
3.1.19 (2) den R bir 2—iyi halkadir. Boylece 1 = u; + u, olacak sekilde u;, u, € U(R) vardir.
Diger taraftan R, UU oldugundan u; = 1 + t olacak sekilde t € nil(R) vardir.

Boylece u; —1=14+t—1=t €nil(R) olup uy —1 = —u, € nil(R)NU(R) elde edilir.
Bu ise, bize R = 0 oldugunu verir ki, bu ise kabuliimiizle ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlis

olupR = FF, dir. ]

Onerme 3.1.21 S # 0 bir halka ve n > 2 olmak iizere R = M, (S) olsun. Bu durumda R’ nin

her bir eleman1 R deki iki iyi elemanin bir toplami1 olarak yazilabilir.

Ispat M € R olsun. Bu durumda T, kesinlikle bir iist iiggensel matris, T, kesinlikle bir alt
ticgensel matris ve D de bir kosegen matris olmak tizere M = D + T; + T, seklinde yazilabilir.
Diger taraftan (Henrikesen 1974) deki yontemle; U, ve U, tersinir matrisler olmak iizere D =
U, + U, yazilabilir. Boylece acik olarak U; +T; # 0 ve U, + T, # 0 olur. Sonug olarak
T, T, €nil(R) olup M = (U; + Ty) + (U, + T,) € ®(R) + D(R) elde ederiz. Bu ise ispati

tamamlar. ]

3.2. Iyi Halkalar Uzerine Kurulan Matris Halkalar

Basit halkalar iizerine kurulan matris halkalarinin da basit oldugu bilinmektedir. Bu gercegin
15181 altinda 1yi halkalar iizerine kurulan matris halkalarinin da 1yi halkalar olup olmadigini
sorgulamak oldukca dogaldir. Bu bolimdeki amacimiz agagidaki temel teoremi ispatlamak

olacaktir.

Teorem 3.2.1 S bir iyi halka olmak iizere, herhangi bir n pozitif tamsayisi i¢in M, (S) de bir

iyi halkadir.
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Bu boliim boyunca S sifirdan farkli bir halka ve R = M,,(S) olacaktir. Yukaridaki temel
teoremin ispatina gegmeden Once ispata yardimei olacak bazi sonuglar verecegiz. Bunlardan

Ilki; R deki matrislerin iyi olup olmadigini arastirmak olacaktir.

A B
¢ D

Eger A € (M (S)) ve D € ®(M,,_,(S5)) ise, bu durumda M € ®(R) dir.

Onerme 3.2.2 A € M, (S) ve D € M,,_.(S) olmak iizere M = (- ) € R = M,,(S) olsun.

A B
c D

durumda A = U + T olacak bigimde U € UM(S)) ve T € nil(M,(S)) ve D=U"+T'
olacak sekilde U’ € UM,,_;(S)) ve T' € nil(M,,_,(S)) vardir. Bu durumda

m=( )+ 1)

ispat 4 € D(M,(S)) ve D € D(M,4(S)) olmak iizere M =(’. )€R olsun. Bu

yazilabilir. Burada (g (?’) € U(R) ve (’g 71?,) € nil(R) oldugundan M € ®(R) olur. m

Bir blok matrisin diagonal (kdsegen) bloklarinin sayisina tiimevarim ydntemini ve Onerme

3.2.2 yi uygulayarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 3.2.3 (Blok Teoremi) Eger, A;; ler birer iyi karesel matrisler olmak iizere {A;;}

bloklarinin bir matrisi M = (4;;) € R = M,,(S) ise, bu durumda M € ®(R) dir.

Matris halkalarindaki elemanlarin iyi olup olmadiklarini, yukaridaki teoremi daha etkin

kullanarak arastirabilmek i¢in agsagidaki tanimi yapmak uygun olacaktir.

Tanmm 3.2.4 n > 2 i¢in (i fl) € R olsun. Eger 0 # A € M,,_,(S) ve 0 #d € S ise, bu

B

durumda (‘; d

) € R matrisine "iyi formda" (in good form) denir.
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Lemma 3.2.5 S sifirdan farkli bir halka olmak tizere u,v € U(S) i¢cin 1 = u + v € S seklinde

b

bir denklem var olsun. Bu durumda a # 0 olmak iizere, herhangi bir M = (Ccl d) matrisi iyi

formda bir matrise benzerdir.

Ispat d = 0 kabul edebiliriz. Aksi halde yani d # 0 olursa, bu durumda M’ nin kendisi iyi

formda olur.

Durum1.b = c = 0olsun. Simdi M ninV = (—uv 1) ile eslenigini bulalim.

- 1 -1 . ot eps
v-i= ( 1—u 1- v) oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda

1_(u 1(a O 1 -1\ _ (ua -—ua
K'Y | (—v 1) (0 0) (1 —u 1-— v) B (—va va )
elde edilir. a = 0 ve u, v € U(S) oldugundan ua # 0 ve va # 0 dir. Béylece VMV ~! matrisi

iyi formdadir.

Durum 2. ¢ # 0 olsun. Bu durumda V = ((1) _11) icin

v = (o )@ D6 D=0 )

olur. Eger ¢ # a ise VMV ~! matrisi iyi formdadir. Eger ¢ = a ise, bu durumda;

G DG I6 D =6 DE O T

_ (ua jl— va uob) (u(;1 —ul‘lv)

_ (uau_1 + vau™!

—uau v —vau v + ub)
au!

—au~tv

1

(OLu‘1 —au~tv + ub)
au” —au v
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olur. a # 0 ve u, v € U(S) oldugundan au™?! # 0 ve —au~'v # 0 olur ki béylece bulunan

son matris iyi formda olur. Ozel olarak b = 0 i¢in M = (Z g) olur ki, bu durumda

u va 0\(u?! —ulv\_(fau! —aulv
(0 1) (a 0) ( 0 1 ) o (au_1 —au_lv)
elde edillir. Bu son matris iyi formda olan bir matristir.

Durum 3. ¢ = 0 olsun. Eger b = 0 ise Durum 1’e doner. O halde b # 0 kabul edelim.

Bu durumda

G D6 G D)

-1

- D6 oG V=G DG DEI, 5
olur. Eger a # b ise, son matris iyi formdadir. Eger a = b ise, bu durumda;

(uau I —uavu™? ua)

vau ! —vavu™! wva

G D6 o) 7

va(l—v)u ! wva

uauu~?! )

-1

(ua(l —v)ut ua)
= (

vauu

_ (ua ua)
~\va va
olur ki elde edilen son matris iyi formda olan bir matristir.

Sonu¢ 3.2.6 u + v = 1 € S olacak sekilde u, v € U(S) mevcut olsun. Bu durumda herhangi bir

a b

0+M= (C d) € M, (S) matrisi iyi formda bir matrise benzerdir.

a b

Ispat u + v = 1 € S olacak sekilde u,v € U(S) varve 0 = M # ( d

) € M, (S) olsun.

Eger a # 0 ise, bu durumda Lemma 3.2.5 uygulanir. Eger d # 0 ise, bu durumda;
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G oC DG =G o
olur ki, boylece ilk durum uygulanir. Simdi a = d = 0 ve ¢ # 0 kabul edelim. Bu durumda
b DC d6 7)=C "2
olur ki, son matris iyi formda olan bir matristir. Eger a = d = 0 ve b # 0 olsun. Bu durumda
G oG DG =G 2

olur ki bu bir 6nceki durumla ayn1 hale gelir. Boylece ispat tamamlanir. [

Uyan1 3.2.7 Sonu¢ 3.2.6 deki 1 € U(S) + U(S) kosulu kaldirilamaz. Gergekten; S = F,

alirsak, bu durumda M., (S) deki iyi formda olan tiim matrisler ((1) 2)(1 ‘1)) , ((1) 1) ve

(1 i) dir. Ayrica bu matrislerin izleri sifirdir. Diger taraftan ((1) 8), G (1)), (} 8) ve

((1) (1)) € M, (S) matrislerinin izleri 1 dir. Benzer matrislerin izleri ayni oldugundan bu

matrislerin higbiri iyi formda olan yukaridaki matrislerin hi¢birine benzer olamaz.

Onerme 3.2.8 Kabul edelim ki u + v = 1 € S olacak sekilde u, v € U(S) var olsun.

B
d

M., (S) deki iyi formda olan bir matrise benzerdir. Burada A € M,,_,(S) ve d € S dir.

Bu durumda herhangi bir n > 2 tamsayisi igin bir 0 # M = (ﬁ ) € R = M,,(S) matrisi

Ispat n iizerinde tiimevarim uygulayarak ispat1 yapacagiz. n = 2 igin ispat Sonug 3.2.6 de

yapilmustir. iddiamiz n = k — 1 igin dogru olsun. Iddiamizin n = k igin dogru oldugunu

B

d) € M, (S) olsun.

A
gosterelim. Bununi¢cin 0 # M € (y

Durum 1. A # 0 olsun. Bu durumda 0 = A € Mj,_4(S) olup, kabuliimiizden 4 iyi formda bir
matrise benzerdir. (Bir eslenik alma isleminden sonra) A y1 iyi formda bir matris kabul
edebiliriz. Bu durumda M nin (k — 2) x (k — 2) tipindeki kuzey bati blogu sifirdan farklidir.
Ayrica M’ nin 2 X 2 tipindeki giiney dogu blogu A" matrisinin (1,1) girdileri sifirdan farklidur.
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Lemma 3.2.5° dan A’ matrisi iyi formda bir matrise esleniktir. Boylece M’ nin kendisi iyi

formda bir matrise esleniktir.

Durum 2. A # 0 olsun. Eger 0 # M € M, (S) matrisinin (k — 1) x (k — 1) tipindeki giiney
dogu blogu sifirdan farkli ise, bu durumda tiimevarim hipotezi kabuliinden bu blogun yerine iyi
formda bir matris yazabiliriz. Sonugta elde edilen bu matris iyi formda bir matris olur. Simdi
M matrisinin (k — 1) x (k — 1) tipindeki giiney dogu blogunun sifir matrisi oldugunu kabul
edebiliriz. Ancak bu matrisin (n, 1)girdisi ¢ si ve (1,n)girdisi b disinda tiim girdileri sifirdur.
Genelligi bozmaksizin ¢ # 0 olsun. M matrisini I, + E; , matrisi ile eslenik edersek M matrisi
(n—1) X (n — 1) tipinde kuzey dogu blogu sifirdan farkli olan bir matrise eslenik olur. Bu da

ispati Durum 1 e yonlendirir. ]

Teorem 3.2.1 in Ispat1 S bir iyi halka olmak iizere R = M,,(S) olsun. R nin bir iyi halka
oldugunu n iizerine tiimevarim uygulayarak ispatlayacagiz. n =1 i¢cin R =M,(S) =S
oldugundan R bir iyi halkadir. iddianin n — 1 i¢in dogru oldugunu yani Mi,,_; (S) halkasinin
bir iyi halka oldugunu kabul edelim. M, (S) nin de bir iyi halka oldugunu gésterecegiz. ik
olarak |S| > 2 olmasi durumunda ispat1 yapalim. Teorem 3.1.19 (2) den S bir 2 — iyi halkadur.

B
d

durumda Onerme 3.2.8 den dolay1 M” yi iyi formda kabul edebiliriz. Yani; A # 0 ve d # 0 dur.

A
Boylece 1 € U(S)+U(S) olur. n>2 i¢in 0+ M € (]/ ) € R = M,(S) olsun. Bu

Boylece tiimevarim hipotezi kabuliimiizden A € ®(M,,_;(S)) olur. Diger taraftan S bir iyi
halkave 0 # d € S oldugundan d € ®(S) dir. O halde Onerme 3.2.2. den M € ®(R) olur.

Simdi S = F, olsun. Ispati tekrar n {izerinde tiimevarim ile yapacagiz. n =1 igin R =
M, (F,) = S = F, oldugundan R bir iyi halkadir. Iddianiz n — 1 igin dogru yani Ml,,_; (S) bir

iyi halka olsun. M,,(S) ’nin de bir iyi halka oldugunu gdsterecegiz. Bunun i¢in 0 # M €
A L
(y 'g) € M,,(S) = Rolsun. M € ®(R) oldugunu gosterelim. Onerme 3.2.9” un ispatindaki

Durum 2’ de oldugu gibi A # 0 kabul edebiliriz. Eger d # 0 ise, budurumda; 0 #d € S = IF,
oldugunda d € ®(S) dir. Tiimevarim hipotezinden dolay1r A € ®(M,,_1(S)) olur.Bdylece
Blok Teoreminden dolay1 M € ®(R) olur. Simdi d = 0 olsun. Tiimevarim hipotezinden dolay1
0+A€dM,_1(5)) oldugundan A =U + T olacak sekilde U € UM,,_1(S)) ve T €

nil(M,,_,(S)) vardir. Bu durumda, § segilen bir siitun vektorii olmak tizere
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= 500G ) ©

T -6
0 O

U(M,,(S)) oldugunu gosterirsek ispat tamamlanacaktir. Asagidaki iki durumu goéz Oniine

yazabiliriz. Burada ( ) € nil(My,($)) oldugu goriilebilir. Baylece (g [Ha)E

0

alalim.
Durum 1. y # 0 olsun. Bu durumda Henriksen (1974) daki makalesinde verilen

Kaplansky’nin yontemiyle (*) esitligindeki ()l{ A -(i)_ 6) matrisi igin

(In—l 0)(U ,8+6)_(U B+6 )
—yut 1J\y 0 )] \0 —yU B+
yazilabilir. Bu denklem goz oniine alindiginda, yU~1(B8 + 8) = 1 olacak sekilde bir &

B+é
0

oldugundan yU~! # 0 olur. Buradan yU~1(B + §) = 1 denklemi S i¢inde ¢oziilebilir.

secilebilirse ispat tamamlanacaktir. Boylece (l)f )E U(M,,_1(S)) olacaktir. y # 0

Durum 2. ¥y = 0 olsun. Eger  # 0 ise, bu durumda ispati tamamlamak i¢in yukaridaki

A 0

islemleri tekrarlayabiliriz. Eger § = 0 ise, bu durumda M = ( 0 0

) olur. Kabul edelim ki 4

nin i. satir1 y' # 0 olsun. Myi I, + E, ile, eslenik yaparak y’ # 0 olmak {izere (;/4, 8)

seklinde yeni bir matrise ulasiriz. Bu durumda Durum1’e doneriz ki; bu da ispati tamamlar. =
3.3. Iyi Halka Olma Ozelligi Morita Degismez midir?

P bir halka 6zelligi olmak tizere, eger bir R halkas1 P 6zelligine sahip oldugunda, her e tam
eskare elemani i¢in eRe halkasi ve her n pozitif tamsayisi i¢in M, (R) halkasi da P 6zelligine

sahip oluyorsa bu durumda P 6zelligine Morita Degismez (Morita Invaryant) dzellik denir.

Bu bolim " iyi halka olma ozelliginin" Morita degismez &zellik olup olmadiginin

aragtiriimasina ayrilmistir. Onceki béliimde iyi halka {izerine kurulan bir matris halkasinda iyi
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halka oldugunu yani iyi halka olma 6zelliginin matris halkalarina tagindigini gordiik. Ardindan

dogal olarak asagidaki soru ortaya ¢ikar.

Soru 3.3.1 Eger R bir iyi halka ve e € R bir tam eskare (ReR = R) ise, bu durumda eRe

halkasz bir iyi halka olur mu?

Teorem 3.1.16 (2) den, bir iyi halkanin basit halka oldugu bilinmektedir. Diger taraftan, R bir
basit halka iken, e? = e € R igin eRe halkasininda basit halka oldugu iyi bilinen bir gercektir.
Simdi bunu goérelim. R bir basit halka ve e? = e € R olsun. R halkasmin ideallerinin
kiimesinden, eRe halkasinin ideallerinin kiimesine tanimlanan a: / — ele doniisiimiinii ve eRe
halkasinin ideallerinin kiimesinden R halkasinin ideallerinin kiimesine tanimlanan 5:] = RJR
doniligimiinii goz oniine alalim. Bu durumda aof 6zdeslik doniisiimii oldugundan S bire-bir
dir. Bu ise bize, R nin bir basit halka olmasi durumunda eRe nin de bir basit halka oldugunu
gosterir. Fakat Soru 3.3.1 de iyi halkalar i¢in sorulan soruyu cevaplamak olduk¢a zordur. Bunun
icin, eRe nin iyi elemanlari ile R nin iyi elemanlar1 arasinda nasil bir iliski oldugunu arastirarak
baglayabiliriz.1 — e nin tamamlayici eskaresi f olsun. Bu durumda U(eRe) + f € U(R) ve

nil(eRe) < nil(R) olduklar1 aciktir. Bu iki kapsama yardimiyla
®(eRe) + f c P(R)

oldugunu gorebiliriz. Bununla beraber, a € eRe ve a+ f € ®(R) olmasit a € ®(eRe)
olmasini gerektirmez. Asagidaki 6rnek den bunu gorecegiz. Yukaridaki kapsama ®(eRe) ve
®(R) iyi kiimeleri arasinda bir iligki saglarken, bu iliski Soru 3.3.1 cevaplamak i¢in yeterli
degildir. Soru 3.3.1 i cevaplamak i¢in ®(R) ve ®(eRe) kiimeleri arasinda daha iyi bir iligki
olup olmadigini bulmak zorundayiz. Ornegin, herhangi bir tam eskare e € R igin
eReN®(R) € ®(eRe) kapsamasi dogru ise, bu durumda Soru 3.3.1° in cevabi kesinlikle evet
olurdu. Maalesef, bu kapsama bagintis1 genelde gecerli degildir. Bunu asagidaki 6rneklerden

gorecegiz.
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1 0 0
Ornek 3.3.2 R = M3(Z) olmak iizere e = (0 1 0) € R tam eskareyi g6z Oniine alalim.
0 0 O

S:= eRe ile gosterelim. A = ( L2

3 0 ) matrisinin S de bir iyi olmayan eleman oldugunu

1 2 0
sonraki bolimde gorecegiz. A’y1 R nin eleman1 olarak (—3 0 0 ) seklinde yazabiliriz.
0 0 O

1 2 0 1 0 0 1 0
(—3 0 O>=U+T=<— 0 1>+< 1 0 1)
0 0 O 1 0 0
1
2
0

-1 0
1 0 1 0
olacak sekilde U=|-2 0 1 |€U(R) ve T= 0 —1 )e€nil(R) vardir.
1 0 -1 0

Diger taraftan

1 2 0
Ayrica det(U) = —1ve T3 = 0 dir. Aym: insa yontemi kullanilarak (—3 0 0 ) € ®(R)
0 0 1

oldugu goriilebilir. Yani,

<_

seklinde yazabiliriz.

o wr
oconN
R oo
N——
I
I

oNn -
_ O
RO
\/
_|_
|

o RO
|

_ O =
|

o RO
\—/

Ornek 3.3.3 S herhangi bir halka ve e = (1 O) olmast durumunda R = M,(S) i¢in

0 0
eReN®(R) c ®(eRe) kapsama bagintist dogru olmayabilir. Burada e, R nin bir tam eskare

elemanidir. S = M, (Z) alalim. Bu durumda R = M, (S) = M, (Z) olacaktir. Ayrica S = eRe

1 2

olur. Onceki 6rnekte oldugu gibi iyi olmayan A = (_3 0

) € S matrisini alalim. Bdylece,

120 0 01 0 -1 1 1 0 1
300 0 |_ {001 2 3 0 -1 -2
0000 |TU*th=lo 10 o)l 0o =1 o o
00 0 0 110 0 1 -1 0 -1
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olacak sekilde U; € U(R) ve T; € nil(R) oldugundan (’g g

matristir. a € eRe i¢in, a+ (1 —e) € ®(R) gercegi a € P(eRe) olmasini gerektirmez.

)EMZ(S) matrisi bir iyi

Genellikle e € R tam eskare elemani i¢in eReNP(R) & P(eRe) olmast Soru 3.1.1°¢ olumlu
bir yanit alma umutlarimizi tamamen yikmamalidir. Bunun nedeni, Soru 3.3.1 ile ¢alisirken
R\{0} in tiim elemanlarinin iyi olduguna dair gii¢lii bir varsayim altindayiz. Asagidaki Teorem
3.3.5’te 0zel bir durumda Soru 3.3.1°e¢ olumlu bir cevap verilecektir. Bu teoremin ispati

asagidaki lemma ile yapilacaktir.

Lemma 3.3.4 S bir halka olmak iizere, eger A = (a;;) € R = M,,(S) bir iyi matris ise, bu
durumda Y; ; Sa;;S = S dir. Ozel olarak; eger bir a € S ve bir E;; matris birimi i¢in A =

aE;j € ®(R) ise, bu durumda SaS = S dir.

Ispat Ispata baglamadan &nce R bir halka ve /< R olmak iizere eger U = (u;;) € U(M,(R))
ise, bu durumda (u;; + 1) € UM, (/) ve T = (¢;;) € nil(M,,(R)) ise, bu durumda (t;;1) €
nil(Mn(R/I)) olduklarmni hatirlayalim. Simdi A = (a;;) € R = M[,,(S) bir iyi matris olsun. Bu
durumda 4 = (a;;) = (w;;) + (&;;) = U + T olacak sekilde U = (u;;) € UM, (S)) ve T =
(t;)) € nil(M,,(S)) vardir. ] =3¥;;Sa;;S olsun. Bu durumda her i,j i¢in a;; +J = 1a;;1 +
J=0+] dir. (0+)) € My (/) igin (0+)) = (a;+J) = (wy +t;; +J) = (wy; +J) +
(tij +1) ve (uy; +)) € UM, (/D). (tij +)) € nil(My (/) oldugundan M, (S/)) = 0 ve
buradan da S/] = 0 olur ki, bu da bize $ = J oldugunu verir. Ozel olarak, A = aE;; € ®(R)

ise, bu durumda S = ¥ ; Sa;;S = SaS olacag agiktir. [ ]

Teorem 3.3.5 S bir degismeli halka olmak iizere R = M, (S) olsun. Uygun i ve j i¢in aE;; €
®(R) olacak sekilde bir a € S varsa, bu durumda a € U(S) dir. Ozel olarak R nin bir iyi halka

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S nin bir cisim olmasidir.
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Ispat S bir degismeli halka, R = M,,(S) ve aE;j € ®(R) olacak sekilde bir a € S var olsun.
Lemma 3.3.4 ten SaS = S olur. Buradan 1 € S = SaS olup, 1 = S;aS$, olacak sekilde S;, S, €
S vardir. S degismeli oldugundan a € U(S) olur. Simdi R bir iyi halka olsun. S birimli ve
degismeli oldugundan S nin bir cisim oldugunu gostermek i¢in 0 # a € S olsun. 0 # aE;; €
R igin aE;;P(R) olacagindan yukaridaki gibi a € U(S) olur. Sonug olarak S bir cisimdir.
Tersine S bir cisim ise, bu durumda S bir iyi halkadir. Teorem 3.2.1 geregince R = M,,(S) bir
1yi halkadir. [

3.4 2 x 2 Tipindeki Iyi ve Temiz Matrisler

Bu béliimde R = M, (S) 6zel durumu icin R halkasimin iyi elemanlari iizerine ¢alisacagiz.

Matrislerin tersinirligini belirlemek igin gii¢lii bir kriteri kullanmak amaciyla, bu bolim

b
0

seklindeki bir matrisin iyi olup olmadigini belirlemek icin kolay bir metot verecektir ve ayrica

boyunca S yi bir degismeli halka olarak alacagiz. Ik verecegimiz teorem, (8 )E R

boyle bir matrisin iyilik 6zelligi ile temizlik 6zelligi arasindaki iliskiyi verecektir.

Teorem 3.4.1 S degismeli bir bolge olmak tizere R = M,(S) olsun. Bu durumda A =

(g g) € R matrisinin iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul b + aS kiimesinin S nin bir

birimselini igermesidir. Bu durumda A nin R de bir temiz matris olmas1 gerekir.

a b
0 0

kabul edelim. Bu durumda A = U + T olacak sekilde bir U € U(R) ve T € nil(R) vardir.

Ispat S bir degismeli bolge, R = M,(S) ve A = ( ) € R olsun. A € ®(R) oldugunu

Buradan U = A — T € U(R) olur. S nin kesir cismi iizerinde ¢alisirken T2 = 0 oldugu goriiliir.

olur. Eger x +t # 0 olsa, bu durumda z(x + t) = 0 den z = 0 olmalidir. y(x + t) = 0 dan

y = 0 olmalidir. xy = 0 ve x> + yz = 0 dan x = 0 olmalidir. y =0ve zy + t> =0 dan ¢t =

a b

0 olmalidir. Boylece T = O veburadan A —T = A = (0 0

) € U(R) olmast bir geliskidir.
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O halde x + t = 0 yani tr(T) = 0 olmalidir. Diger taraftan x + ¢t = 0 ise t = —x olup xt —
yz=x(—x)—yz=—-x*—yz=—(x?>+vyz)=—-0=0 oldugundan det(T)=0 elde

y

—x) formunda olmalidir. Burada x% + zy = 0 dir. Diger

edilir. Boylece T matrisi (}Zc

taraftan; A — T = (a —x b ; y) € U(R) oldugundan, v :=det(A—T) = (a —x)x + (b —

y)z=ax—x*+bz—yz=ax+bz— (x*+bz— (x*+yz)=ax+bz—0=ax+ bz €

U(S) olur. ifade edelim ki, z € U(S) dir. Eger boyle olmasaydi y ; S nin bir M maksimal ideali
tarafindan icerilirdi. Buradan x? + zy = 0 olmas1 x € M olmasin1 gerektirirdi ve bdylece v €
M olurdu ki bu da bir geliskidir. Yukaridaki esitlikten b + a(xz™1) = vz~1 € U(S) elde edilir

ki bu da ispat1 tamamlar. Tersine kabul edelim ki b + aS ; S de bir birimsel igersin. Bu durumda
2

b + as € U(S) olacak sekilde bir s € S vardir. Bu durumda T = (i 4 ) € R = M, (S)
-5

yazilirsa, bu durumda

§2 — g2 ~£g3.4 g3\
2, 2]=0
s—s —s’+s

~
N
Il
~
= W
L4
“ R
—
~
)
-
AN
—
Il

olur. Diger taraftan

det(A — T) = det <(8 g) _ (i —_s:>> et (a_—ls b 4;52) s —s?4+ b+ 5?2

=b+as € U(S)

olur. Boylece A — T € U(R) olup, bu da bize A € ®(R) oldugunu verir. Son olarak A nin bir

temiz matris oldugunu gosterelim. Uygun bir s € S i¢in b + as € U(S) olmak iizere E =

(1 +s —s(1+5s)

1 s )E R eskare matrisini géz Oniine alalim. Bu durumda, det(4A — E) =

— 1 — 2
det (a _11 s b+ SS+ S ) = as + b € U(S) oldugundan A — E € U(R) olur ki, bu da bize

A nin bir temiz matris oldugunu gosterir. [

Z tamsayilar halkasi i¢in U(Z) = {£+1} oldugundan Teorem 3.4.1 den direkt asagidaki sonucu

elde ederiz.

a b

Sonuc¢ 3.4.2 A = (0 0

) € M, (Z) nin bir iyi eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul
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b = +1(mod a) olmasidir. Bu durumda A nin M, (Z) de bir temiz matris olmas1 gerekir.

Sonuc 3.4.3 Eger degismeli S # 0 halkasi sabit aralik bir 6zelligine sahip ise, bu durumda A =

(g l(;) € R = M,(S) nin iyi olmasi igin gerek ve yeter kosul aS + bS = S olmasidir. Bu

durumda A nn R de temiz olmas1 gerekir.

a b
0 0

3.3.4den SaS + SbS = S olur. S degismeli oldugundan aS + bS = S elde edilir. Simdi tersine

Ispat Kabul edelim ki A = ( ) € R = M, (S) bir iyi matris olsun. Bu durumda Lemma

aS + bS = S olsun. S halkas1 sabit aralik bir 6zelligine sahip oldugundan b + aS; S de bir
birimsel i¢erir. Boylece Teorem 3.4.1 den A € ®(R) oldugu goriiliir. ]

Degismeli halkalar iizerindeki 2 X 2 tipindeki matrisler i¢in "iyi" ve "temiz" notasyonlari
bagimsizdir. Asagidaki 6rnek M, (S) deki sifirdan farkli temiz elemanlari iyi olmayabilecegini

gosterir.

Ornek 3.4.4 S bir degismeli halka olmak iizere R = M, (S) olsun. Herhangi bir birimsel

0 b
0 0

olacak sekilde 7, € idem(R) ve A — I, € U(R) vardir. Bununla beraber, bS # S oldugundan

olmayan b € S i¢in A = ( ) € R {istel sifir matrisi temizdir. Gergekten A =1, + (A — I,)

Lemma 3.3.4 geregince A bir iyi matris degildir. A" = (g (5;) € M, (Z) matrisini gbz Oniine

alahm. A’ =( (5) (3) )= (_?3’, _é )+( é % ) olacak  sekilde (_?é _é )E
2 1
3 2

ye gore 3 # +1 | (mod 5) oldugundan A’ bir iyi matris degildir. Iyi fakat temiz olmayan 2 x 2

idem(M,(Z)) ve ( ) € U(M,(Z)) oldugundan A’ bir temiz matristir. Fakat Sonug 3.4.2

tipindeki bir matris insa etmek icin ilk olarak asagidaki teoremi verecegiz.
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Teorem 3.4.5 Degismeli bir S bolgesi iizerindeki bir A = diag(a, 1) = (g (1’) diagonal

matrisinin R = M,(S) de temiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a € U(S) U (1 + U(S))

olmasidir.

Ispat a € U(S) U (1 + U(S)) olsun. Bu durumda a € U(S) veya a € 1 + U(S) dir. Eger a €

a O a 0

U(S) ise, bu durumda det (0 1 0 1

) = a € U(S) oldugundan (¢ 7) € U(R) olur.

a 0

Boylece (¢ 9) = (0 )+ (% Y) olacak sekilde (8 8)Eidem(R) ve (§ Neuw

0 1 0 0 0 1
oldugundan diag(a, 1) = (g 2) bir temiz matristir. Simdi a € 1 + U(S) olsun. Bu durumda

a =1+ u olacak sekilde u € U(S) vardir. Boylece A = (‘3 (1)) = ((1) 8) + (16 2) olup

u 0

(} O)Eidem(R)ve(O S

0 0 ) € U(R) oldugundan A = diag(a, 1) yine bir temiz matristir.
Simdi kabul edelim ki A = diag(a, 1), R = M,(S) de bir temiz matris olsun. Bu durumda

A = E + U olacak sekilde E = E? € R ve U € U(R) vardir. Béylece A — E € U(R) dir.

a—1 0

Eger E =1, olsaydi A— E = A — I, =( 0o

) ¢ U(R) olurdu. Boylece E # I, olur.

Eger E = 0 ise, bu durumda A = U € U(R) olmasi a € U(S) olmasin gerektirir. Simdi kabul

edilebilir ki E ¢ {0, I,} olsun. Bu durumda Cayley—Hamilton teoreminden kolayca; s, x,y € S

s X
ve s(1 —s) = xy olmak {izere E nin (y 1— s) formunda oldugunu gorebiliriz. Bu durumda

e == —ae (5 )= 129) =0 )
=(a-s)s—x =as—s’—xy =s(a—1) € U(S)

olmast a — 1 € U(S) olur. Buradan a € 1 + U(S) olur ki bu da ispat1 tamamlar. [

Ornek 3.4.6 Teorem 3.4.5 de oldugu gibi, eger a ¢ U(S) U (1 + U(S)) ise, bu durumda 4 =

diag(a, 1) = (¢ 0) € R mauisi temiz degildir. Fakat her a €S icin; A=(8 ?)=
(a_+11 (1))+(_11 _11) olacak sekilde (a_+11 é)EU(R) ve (_11 _ll)Enil(R)
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oldugundan A bir iyi matristir. Ozel olarak Z tamsayilar halkas1 icinde a = 3 veya a = —2

segilirse A = diag(a, 1) (§ 0) matrisi M, (Z) icinde iyidir. Fakat temiz degildir.

0 1

Ornek 3.4.7 Omek 332 de (2 ) matrisinin R = M,(Z) de bir iyi matris olmadigm:

-3 0
gordiik. Simdi bu matrisin bir iyi matris olmadigini ispat edecegiz. Daha genel olarak B =
(i l(;) matrisi ile baglayalim. R de B nin hangi sartlar altinda iyi matris olabilecegini

aragtiracagiz. Bu iyi olma kosulu det (B —T) € {£1} olacak sekilde bir T € R tistel sifir

matrisinin var olmasina dayanir. Z bir tamlik bdlgesi oldugundan Teorem 3.4.1 in ispatinda
s x

oldugu gibi, s+ xy = 0 olacak sekilde uygun s,x,y €Z igin T = (y —s) matrisine

sahibiz. Yani, B nin iyi olma kosulu

det(i:; b;x)=S(1_5)_(b_x)(c_}0=S—bC+Cx+by:i]_

ile ifade edilirdi. r := bc + 1 olarak, s =7 — (cx + by) yazariz. Béylece s? + xy =0

denklemi
c?x? + (2bc + Dxy + b?y? — 2crx — 2bry + 12 =0 Q)
haline doniisiir. (b, ¢) = (2, —3) alinirsa asagidaki iki diyafont denklemi elde edilir.
9x2 — 11xy + 4y?> —30x + 20y + 25 = 0 2)
9x2 — 11xy + 4y? —422x + 28y + 45 =0 (3)
Bilgisayar yardimiyla bu iki denklemde (x,y) € Z? seklinde hicbir ¢dziimiin olmadig
goriilebilir. Bu ise R de B matrisinin iyi olmadigini ispat eder. Bununla beraber B hem temiz

hem de sifir-temiz bir elemandir. Gergekten;

5=( 0)=0 D+ 2)=6 I+ (o) @

seklinde bir ayrisim mevcuttur. Sadece ¢ nin isaretini degistirerek (b, c) = (2, —3) alirsak, bu
durumda r = bc — 1 olmak tizere (1) denkleminin ¢6ziimii yoktur. Fakat r = bc + 1 iken tam
olarak (—1,4) ve (9, —16) seklinde iki tane ¢6ziimiin var oldugu bilgisayar yardimiyla goriiliir.

Bunun anlamu, karsilik gelen yeni B; matrisinin R de tam olarak;
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B=( o= D*G D=0 )+ ) ©

seklinde iki tane iyi ayrisimi vardir. (b, c¢) = (6,7) alinirsa B, = (% 8) € R = M,(Z) nin
_ (1 6\_(—417 -355 418 361
B2 = (7 0) B ( 491 418 )+ (—484 —418 ) ©)

seklinde bir tek iyi ayrisima sahip oldugunu bilgisayar yardimiyla bulabiliriz. Diger taraftan Z
halkasin1 Q cismi ile degistirerek M, (Q) da galisirsak B, matrisi agik¢a, herhangi bir g € Q \

{6} icin
G - 00D o

seklinde sonsuz ¢oklukta iyi ayrisima sahip olur.
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