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SONSUZ SERILERIN VE FOURIER SERILERININ MUTLAK
TOPLANABILMESI

Melike DAGDELEN

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Subilt 2024
Danisman: Prof. Dr. Hikmet OZARSLAN

OZET

Bu tez ¢alismasi 5 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, yapilan aragtirmanin amaci ve dnemine yer verilmistir. Bunlara ek

olarak tez ¢alismasinda kullanilacak olan tanim, teorem ve lemmalara yer verilmistir.

Ikinci boliimde, ydntem, materyaller, verilerin toplanmasi ve analizleri iizerinde

durulmustur.

Ucgiincii boliimde, Y, ¢,y A, Y. % ve Fourier serilerinin |N, p,, |, toplanabilirligi ile

ilgili teoremler ve ispatlarina yer verilmistir.

Z PmcmAm

ve Fourier serilerinin  |N, pp; Ok
mpm

Dordiincii  boliimde, Y. c;pdi,,
toplanabilirligi {izerine teoremler ve ispatlarina deginilmistir.

Besinci boliimde, ise yapilan tez ¢alismasiyla ilgili sonug ve 6nerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Mutlak toplanabilme, Riesz ortalamasi, Sonsuz seriler, Fourier

serisi
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ABSOLUTE SUMMABILITY OF INFINITE SERIES AND FOURIER SERIES

Melike DAGDELEN

Erciyes University, Institute of Science and Technology
Thesis, February 2024
Supervisor: Prof. Dr. Hikmet OZARSLAN

ABSTRACT

The thesis consist of five chapters.

In the first section, the purpose and importance of the research are included. In addition

definitions, theorems and lemmas that will be used in the thesis are included.

In the second part, emphasis was placed on the method, materials, data collection and

analysis.

In the third chapter, theorems and proofs regarding the |N, p,, |, summability of ¥, ¢,y 4.,

2 : . :
2 Pmémm and Fourier series are given.
mpm
In the fourth chapter, theorems and proofs on |N, p,,; Ol summability of ¥, ¢,y A,

Prcmid . . .
Y, —= and Fourier series are mentioned.

Pm

In the fifth chapter, the results and suggestions related to the thesis study are given.

Keywords: Absolute summability, Riesz mean, Infinite series, Fourier series.
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SEMBOLLER LISTESI

. Yo=1 Cm SONSUZ Serisi

. Yo=1 Cm sONsuz serisinin kismi toplamlar dizisi
. Sy dizisi siirh

: Sinirli salinimli dizi uzayi

: Herhangi bir 1,, dizisi i¢in 1, — Ty4q

: 1. Mertebeden Cesaro ortalamasi

: Riesz ortalamasi



GIRIS
Fourier serileri ilk olarak 1s1 problemlerinin ¢oziimii amaciyla kullanilmis olsa da
giiniimiizde elektrik teknikerliginde, akustikte, kuantum fiziginde, miihendisliklerde,

ekonomik hesaplamalarda ve bir¢ok alanda kullanilabilmektedir.

Konu ile ilgili ilk arastirmalari Euler, d’Alembert ve Bernoulli tarafindan yapilmstir.
Riemann ve Dirichlet’in katkilariyla giinlimiizdeki haline ulasan Fourier serileri,
trigonometrik serilerin ¢alismalarinda 6nemli rol oynayan J.B. Joseph Fourier (1783-
1830) onuruna Fourier Serileri olarak isimlendirilmistir.

Toplanabilme teorisi ise matematikte bir¢ok alanda kullanilmakla birlikte genel olarak
Analiz ve Uygulama Matematik alanlarinda kullanilan teori olmustur. 19. ylizyilin
sonlarina dogru yiikselise gecen toplanabilme teorisi serilere olan ilgiyi arttirmistir.
Seriler genel olarak 1raksak ve yakinsak seriler olacak sekilde iki grupta incelenirken
toplanabilme teorisi Ozellikle 1raksak serilere uygulanmistir. Iraksak serilerde kendi
igerisinde belirli ve belirsiz iraksak seriler olmak tizere iki grupta ele alinmistir.

Biliyoruz ki herhangi bir serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu serinin
kismi toplamlar dizisinin yakinsak olmasidir. Yakinsak dizilerin yigilma noktasinin tek
oldugu kanitlanmistir. Belirsiz iraksak serilere bakildiginda kismi toplamlar dizisinin en
az iki y1g1lma noktas1 vardir ki birden fazla yigilma noktasi olan dizilere sinirli saliniml
diziler denilmistir. Bu serilere karsilik gelen en yakin degeri bulmak i¢in toplanabilme
metotlarina ihtiya¢ duyulmus ve ¢esitli toplanabilme metotlar1 gelistirilmistir. Bu seriye
en giizel 6rnek Y. _,(—1)™ serisidir. Bu seri iraksak seri teskil ettiginden serinin karsilik

geldigi bir deger yoktur. Ancak bu serinin kismi toplamlar dizisinin aritmetik Cesaro
ortalama dizisi (t,,,), % degerine yakinsak gelmektedir. Bunun anlami Cesaro ortalamasi

raksak olan diziyi yakinsak bir diziye doniisiiyor olmasidir.
1911 yilinda Fekete [1] tarafindan |C, 1| tanimi verilmis olup daha sonrasinda 1957
yilinda Flett [2], k = 1 olacak sekilde daha kapsamli bir tanimi olan |C, 1|, toplanabilme



metodunu vermistir. Mutlak toplanabilirlik kavramini 1969 yilinda Das [3] tarafindan
ortaya atilmigtir. 1970 yilinda ise Kishore ve Hotta [4] toplanabilme ¢arpanini bizlere
kazandirmistir.

1985 yilinda Bor [5] tarafindan |N,p,,|; toplanabilme kavrami agiklanmistir. 1992
yilinda Sulaiman [6] tarafindan |N, p,,; 0, | toplanabilme tanimi yapilmustir.

Bu ¢alismamizda dncelikli olarak pozitif azalmayan dizilerin bilinen bir teoremi | N, p,y, |,
toplanabilirligi genellestirilmistir. Sonrasinda ayn1 dizi i¢in |N, ppy; Oy, | toplanabilirligi
incelenmistir. Daha sonra pozitif azalmayan dizi yerine hemen hemen artan dizi alinarak
IN, Dl Ve [N, D O | toplanabilirligi incelenerek Fourier serilerine uygulamasina yer

verilmistir.



1. BOLUM

GENEL BIiLGILER ve LITERATUR CALISMASI

1.1. Problemin Durumu

Sonsuz serilerin ve Fourier serilerinin mutlak toplanabilmesinin esas problem oldugu

distinilmistur.

1.2. Arastirmanin Amaci

Yaptigimiz arastirmada temel amacimiz, mutlak toplanabilme metotlarini kullanarak
pozitif azalmayan diziler ve hemen hemen artan dizilerle ilgili yapilan teoremleri

genellestirmektir.

1.3. Arastirmanin Onemi

Pozitif azalmayan dizilerin ve hemen hemen artan dizilerin mutlak toplanabilirligi ile
ilgili akademik anlamda yol alan aragtirmacilara yardimci olacak ve onlara 151k tutacak

olmasi bu ¢aligmamizin 6nemini gostermektedir.

1.4. Tanimlar

Arastirmamizda kullandigimiz |N,p,lx ve [N, Dy Omli toplanabilirlik tanimlari,
teoremlerin ispat1 i¢in gerek teskil eden lemmalar ve bazi tanimlar1 bu boliimde vererek

baslayacagiz.

Tamim 1.4.1. (s,,), ). ¢, serisinin kismi toplamlar dizisini ve (u,,) de 1-inci mertebeden

Cesaro ortalamasini gostersin.

O halde



1 m
Um = m—ﬂz Sy D

olsun. Eger

lim u,, =s
m—0o

ise Y. ¢,y serisi s degerine (C,1) toplanabilirdir denir [7].

Tamim 1.4.2. u,, (1.1) deki gibi taniml1 olmak {izere, eger

D it = ] < o0 (12)
m=1

ise Y. ¢, serisi |C, 1] toplanabilirdir denir [1].

Tanimm 1.4.3. k > 1 olmak iizere, eger
D gy — [ < o0 (13)
m=1

ise Y. ¢,y serisi |C, 1], toplanabilirdir denir [2].

Tamim 1.4.4. (s,,), ., ¢;, serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. @ > —1 olmak tizere u%,

ve tfy, sirastyla (t,,), (mcy,) dizisinin @-mnc1 mertebeden n-inci Cesaro ortalamasini

gosterecek sekilde secelim. Yani

m
1
ufﬁl = A—az A.(,Zn__lv Sy (14)
m
v=0
m
1
ta = _az Aa=1 e (1.5)
Am
v=1
olsun.
Eger

lim uf, =s
m—oo

ise Y. ¢, serisi s degerine (C, a) toplanabilirdir denir.

Burada
= (") 0 > 1A = 1m0 Ao o 0o
dir [8].

Tamim 1.4.5. (uf,), (1.4) deki gibi tanimlansin. Eger « > —1 olmak lizere



Z ug — u%_,| < o (1.7)
m=1

ise Y. ¢, serisi |C, a| toplanabilirdir denir [1].

Tanim 1.4.6. k > 1 olacak sekilde eger
D — gl < o (18)
m=1

ise Y. ¢, serisi |C, a|j toplanabilirdir denir [2].

Tamm 1.4.7. (p,,),

m
Po= ) py-oo,m e, (Pyi=p =0, i21) (1.9)

v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve (t,,) de diziden diziye (N, p,,) ortalamasini

gostersin.
Yani
m
1
tm = P_Z PvSy (1.10)
m
v=0
olsun.
Eger
lim t,, =s
m—-oo

ise Y, ¢, serisi s degerine (N, p,, ) toplanabilirdir denir [9].
Tanim 1.4.8. (t,;,), (1.10) daki gibi tanimlansin. Eger
D ltm = tmal < o0 (111)
m=1
ise Y. ¢y, serisi |N, p,,| toplanabilirdir denir [10].
Tanim 1.4.9. k > 1 olacak sekilde eger
® p k-1
Y(E) = tmoalt <o (112)
— \Pm
m=1

ise Y, ¢y, serisi |N, pp, | toplanabilirdir denir [5].



Tamim 1.4.10. (6,,), herhangi bir pozitif sabit dizi olsun. Eger

[oe)

DOk gy — [ < o0 (1.13)

m=1
ise Y, ¢,y serisi |N, Ppn; O | toplanabilirdir denir [6].

Tamim 1.4.11. 7 ve K herhangi iki pozitif sabit say1 ve (h,,) pozitif artan bir dizi olmak

uzere
Th, <Y, <Kh,
sartin1 saglayan pozitif ( Y;,) dizisine hemen hemen artan dizi denir [11].

Tanim 1.4.12.p>1,%+% =1veeq ey ..., 20, f1,f2---, fm = 0 olsun.

Bu takdirde,
m m 1/p m 1/q
z erfi < (z e,f) (Z fk") (1.14)
k=1 k=1 k=1

esitsizligine Holder Esitsizligi denir [12].
Tanim 1.4.13.p > 1veeq,e,,...,6, 20, f1, f5,..., fm = 0 olsun. Bu takdirde,

m Yo m Yp m Yo

(Z(ek + fk)p) < (z e}j) + (z f,f) (1.15)
k=1 k=1 k=1

esitsizligine Minkowski Esitsizligi denir [12].

Tamim 1.4.14. (e;) ve (f) karmagsik diziler ve s, = e; + e, +... +¢, olsun. Bu takdirde,

r r

> enfi= ) sebfic+sufs (1.16)

k=1 k=1

esitligine Abel dontisiimii denir [13].



Tamim 1.4.15. C ve D iki farkli toplanabilme metodu i¢in C toplanabilen her dizi aym
zamanda ayni degere D toplanabiliyor ise C’ ye D’yi gerektiriyor denir, bu durum C € D
seklinde gosterilir. Eger hem € € D hem de D € C oluyor ise C metodu D metoduna

denktir denir [7].

Tamim 1.4.16. Her x i¢in f (x + ¢) = f(x) olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 var ise f

fonksiyonuna periyodik fonksiyon ve ¢ sayisina da fnin en kiiciik esas periyodu denir.

Biliyoruz ki sinx ve cos x trigonometrik fonksiyonlar1 2m periyotlu, periyodik

fonksiyonlardir. Bu durumda m € N igin k,,ve t,, ler keyfi sabitler olmak iizere,
k., cosmx + t,,, sinmx (1.17)
fonksiyonu 27 periyotlu, periyodik fonksiyondur [14].

Tamim 1.4.17. x bir reel degisken ve kg, k4, ..., t1,... ler de x den bagimsiz reel katsayilar

olmak tzere

1 oo
Eko + Z (ky, cos mx + t,, sinmx) (1.18)

m=1
sonlu trigonometrik toplamina n-inci mertebeden bir trigonometrik polinom denir [14].

Tanim 1.4.18. f, [—m, ] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ve k,,, t,, de f den

elde edilen Fourier katsayilar1 olmak iizere

1 oo
Eko + Z (ky, cos mx + t,, sin mx) (1.19)

m=1

trigonometrik serisine f fonksiyonu tarafindan iiretilen veya f fonksiyonuna ait Fourier

serisi denir ve sembolik olarak

1 (0]
f(x)~§k0 + Z (ky, cosmx + t,, sinmx) (1.20)
m=1

seklinde gosterilir.

f(x) in Fourier serisinin sabit terimi sifir oldugu kabul edilirse, bu durumda

ff(x)dx =0 (1.21)



Ve

f(x)~ z (ky, cosmx + t,, sinmx) = Z Dy (%) (1.22)

olur [14].

Tamim 1.4.19. 1 (k) periyodu 2m olan ve (L), (—m, ) lizerinde integrallenebilen periyodik
bir fonksiyon ve (1.22) sartin1 saglayacak sekilde

1
¢(k) = {f G+ )+ f(x — k)

1 k
AGE RIOL
0

olsun.

Biliyoruz ki ¢, (k) € BV (0,m) ise o zaman k,(x) = 0(1), burada k,(x), (mD,,(x))
dizisinin (C,1) ortalamasidir [15].

Teorem 1.4.20. Eger

An—=0 , m-oo (1.23)
n
Z mlogm|A2A,,| = 0(1) (1.24)
m=1
A\~
=1
Z —|tml|“ = O(logn) , n—> oo (1.25)
m=1

ise Y Cppdn, serisi |C, 1|, toplanabilirdir [16].
Teorem 1.4.21. (p;,)
B, = 0(mp,,) , m-— oo (1.26)

saglayacak sekilde pozitif sayilar dizisi olsun.



Eger
n
Z mX,.|A%2A | = 0(1) , m— o (1.27)
m=1
n
z 2D—mltml" =0X,) , now (1.28)
m=1 Fm

ve (1.23) saglanirsa Y, ¢y Ay, serisi |N, pp, | toplanabilirdir [17].

Teorem 1.4.22. Eger ¢, (k) € BV (0, 1) ve (p;n), (A4n) ve (X;p,) dizisi Teorem 1.4.21° in
kosullarmi sagliyorsa Y, D,, (x)A,,, serisi |N, p, | toplanabilirdir [17].

Teorem 1.4.23. k > 1 ve (X,,,) pozitif azalmayan bir dizi olsun. (5,,) ve (4,,)

A < B (1.29)
Bm—=0, m—> o (1.30)
Z mlAB,.|X,, < oo (1.31)
m=1
AnlXm=0(1) , m-oo (1.32)
ve
n k
S

= 0X,), n-oo (1.33)

m=1

saglayacak sekilde secilsin.

Ayrica varsayalim ki (p,,,) dizisi (1.26) ve

PrnApm = 0(PmPm+1) (1.34)
kosullart saglansin. O halde ).}, % serisi |N, p, | toplanabilirdir [18].

Teorem 1.4.24. k > 1 ve (X,,,) pozitif azalmayan bir dizi olsun. (f,,) ve (4,,) dizisi

Teorem 1.4.23’in kosullarini saglayacak sekilde secilsin.

s k
||
E =0(Xs) , §—> (1.35)
w=1

w
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Burada (t,,), (mc,,) dizisinin n-inci (C,1) ortalamasidir. O halde m=1" serisi
[N, Dl toplanabilirdir [19].

Teorem 1.4.25. (X,,,) pozitif azalmayan bir dizi olsun. (4,,) dizisi (1.27), (1.32) ve (1.35)

kosullarini saglarsa Y, ¢, A, serisi |C, 1|, toplanabilirdir [16].

Teorem 1.4.26. Eger (p,,), (4,) ve (X,;,) dizileri Teorem 1.4.21° in kosullarini ve (1.32)
kosulunu sagliyorsa Y, ¢,y A,y serisi [N, p,, | toplanabilirdir [20].

Teorem 1.4.27. Eger (X,,,) hemen hemen artan bir diziyse ve (1.27), (1.28), (1.32), (1.35),
(1.36) kosullarin1 saglaniyorsa Y, ¢,y A,y serisi |N, Py, |, toplanabilirdir [21].

Lemma 1.4.28. Teorem 1.4.20’ nin kosullar1 ve (1.32) kosulu altinda

mX,,|A4,,| = 0(1) m — (1.36)
Z X, |AA,.| < oo (1.37)
m=1

elde edilir [17].

Lemma 1.4.29. (X,,,) pozitif azalmayan bir dizi olsun. (f,,) ve (4,,) dizisi (1.29) -(1.31)

kosullarini sagliyorsa

MmPyXm = 0(1) (1.38)
Z BmXm < (1.39)
m=1

elde edilir [22].

Lemma 1.4.30. [19] Eger (1.26) ve (1.34) kosullar1 saglaniyorsa

8 (5m) =0 )

dir.

Lemma 1.4.31. Eger (X,,,) hemen hemen artan bir dizi ise o zaman (1.28) ve (1.33)

kosullarindan



> KA < oo
m=1

ve
mX,,|A4,| =0(1) , m —
saglanir [21].

Lemma 1.4.32. [21] (1.27), (1.28) ve (1.32) kosullar1 altinda

O 1Pl

E PmPmlfml _ 01y, mow
Bn

m=1

dir.

11

(1.40)

(1.41)

(1.42)



2. BOLUM

YONTEM VE MATERYAL

2.1. Yontem

Tez calismamizda Oncelikli olarak toplanabilme iizerine mevcut calismalar ile ilgili
akademik kaynaklardan ve internetten yararlanilarak makale taramalar1 ile elde edilen

caligmalar incelenmistir.

2.2. Materyal

Bu tez calismasinda yer alan materyaller, toplanabilme teorisi hakkinda yazilmis

akademik kaynaklar ve yayimlanmis makalelerden olugsmaktadir.

2.3. Veri Toplanmasi ve Analizi

Kapsamli bir literatlir taramasit sonucunda elde edilen sonsuz serilerin ve Fourier
serilerinin |N, pylx ve [N, Dy Ol mutlak toplanabilmesi iizerine yazilan makaleler

taranarak belirlenmistir.



3. BOLUM

SONSUZ SERILERIN ve FOURIER SERILERININ [N, p,, |,

TOPLANABILMESI

3.1.Y cnldims 2 % ve Fourier Serilerin |N, p,, |, Toplanabilmesi

m

Bu bolimde Y. ¢;pdn, , 2. % ve Fourier serilerinin |N, p,, |, toplanabilmesi ile ilgili

m

Teorem 1.4.21 de verilen teoremi daha zayif kosullar altinda ifade ve ispat edecegiz.

Teorem 3.1.1. (X,,,), (1, ) ve (py,) serileri (1.24)-(1.27) kosullar1 ve

n
Z —m =0(X,) , n— oo
P,
m=1
kosulunu sagliyorsa Y, ¢;p A,y serisi [N, py, |, toplanabilirdir [23].
Ispat. Y ¢, A, serisinin (N, p,,,) ortalamasi (R,,,) ile gosterilsin.
O halde tanim geregi;
1 m u
Ry, =P_Z puzcr;{r Z(Pm — Py_1cuy
m
u=0 r=0 u=0
u > 1igin
m 1 m-—1
Rp — Ry = Z — Py_1)cydy — P Z (Prn—1 — Pu—1)cudy
=0 m-—1 =0

olup gerekli islemler yapilirsa,

(3.1)
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Rm Rm—l - mP Pmt A
m
N +1 N +1
Pm u Pm
— tu A + P AA G, ——
u=1 =1
m—1 1
Pm
+ Pty dys1—
u=

= Rm,l + Rm,z + Rm,3 + Rm,4
elde edilir.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in Minkowski esitsizligini kullanarak

o po\k-1 ’
Z(—’”) |Rpmi| < o0 i=1,234
— \Pm
m=1
oldugunu gostermeliyiz.
Ik 6nce
> ()l = D () () (22
— \Pm i — \Pm m Bn " "
m=1 m=1

n
- p
= 0(1) D 1An Al B2 e
— m

P |tm|"
= 0(1>Z|Am|P i

Abel doniisiimii uygulanip ardindan (3.1), (1.32) ve (1.37) kosullar1 kullanilarak;

k t k
= o) Z Alamlzprl oIl ’I’,—’”—' nl
me

m=1

n-—1

= 0(1) ) 18] Xy + O(D) 251X,

m=1
=0(1) , N — 00

olarak bulunur.



i=2i¢cink > 1 ve % + % = 1 olmak iizere Holder esitsizligi uygulanirsa

S ) el = 5 ()7 () Y,
) T L) RBP4 T

m=2 m=2

15

n+1 n-1 1 -1 k-1
p
:0(1)2 = zpultulkuulkx zpu
- Pum—l — Pm—l -
m=2 u=1 u=1
n n+1
_ p
=0 ) ANl Y SR
u=1 m=us1 M M1
n
pu Itul”
O
u=1 wou
(3.1) ve (1.32) kosullar kullanilarak R, ; deki gibi
=0(1) ,n-oow
bulunur.
Benzer sekilde i= 3 i¢in Holder esitsizligi ve (1.36) kosulu kullanilarak
I N W R
= \pn/ T L \p) RBP4 T
= = u=1
n+1 m-1 k
p
=0 ) = <Z up, |82,/ |tu|>
m=2 M m-1\y=1
n+1 m—1 k-1

1

=0 ) " <Z pu(umunknuw) x <P
m-—1 =1 m—1

)
u=1



n+1

—0(1)Zpu<u|m DALl )

m=u+1

3 pultyl®
0(1) ula

bulunur ve bu esitlige Abel doniisiimii uygularsak;

< It | 5 pultyl
= 0(1) E ACulAdy]) E T + 0(DniAL,| ) PR
u=1 r=1 T u

= 0(1) ) IAGIALDI Xy + O(DnIAL, X,

u=1

AA, = Ay — 4,41 olup gerekli diizenlemeler yapilirsa;
= 0(1) z uXy|A%2,] + 0 (1) z XAy | + 0(D)n| A, X,

(1.27), (1.36) ve (1.37) kosullar1 birlikte kullanilarak;
=0(1) , n>»
bulunur. Son olarak R, ; deki gibi

n+1 P k—1 n+1 p m—1P
m k m Uu
o R < —|A t
> (52) R PmP,ii_l(E |l u|>

m=2 m=2 u=1

k

16

Holder esitsizligi uygulanip ardindan 4,, = o(1), (3.1) ve (1.32) kosullar1 kullanilirsa;

—0(1)7§P o 1(2 Pl It |’<> ( mz_lpu)

u=1

n+1

—0<1>Zpuuu+1|k1|Au+1||tu| D T
m-—

m=u+1
Pultul®
- 0(1)Z|Au+1|P s

Ry, deki gibi

k—

1
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=0(1) ,n->o
olarak bulunur ki Teorem 3.1.1” in ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.1.2. ¢,(k) e BV (0,m) ve (pm), (A4n) ve (X;,) dizileri Teorem 3.1.1° in
kosullarini sagliyorsa Y. Dy, (x) Ay, serisi | N, py, | toplanabilirdir [23].

Teorem 3.1.3. (X,;,) pozitif azalmayan dizi olsun. (X,,), (Bm), (Am) Ve () (1.29)-(1.32),
(1.26), (1.34) kosullar1 ve

n k
tml®
e 0(X,) , n—> o (3.2)

m

m=1
saglanirsa Yt _ 4 % dizisi [N, p,, |, toplanabilirdir [24].
Ispat.

(Rm)> Xm=1 % serisinin (N, p,,) ortalamasi olsun.

O zaman tanim geregi;

Ry, — m1:
Pu

uMs
"U
ﬁ
ﬁ
S
p_\
”%
3
p_\
ﬁ
p_\
—/
o fias)
ﬁ
;d :

olup gerekli iglemler yapilinca

m-1

-p P, Ay
Rm - Rm—l P Pm Z p_( u+ 1)tupu 2
m-—1

PPml

- P, (m+1)
m
u+1(u+1)t A( p)+lmmT

= Rm,l + Rm,z + Rm,3 + Rm,4
elde edilir.

Minkowski esitsizliginden;



IRps + Rz + Rz + Rina | < 4R | + [Rimz|” + |Rms|” + [Ronal )

olup teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in
o pok-1
z (—’”) |Ry|" < oo i=1,234
— \Pm
m=1

oldugunu gostermek yeterlidir.

I1k olarak
+1 _ +1 _ -1 k
2 ) et = 5, ) ) [ e
- Pm i - Pm Pum—l - Pu o u u
m=2 m=2 u=1
n+1 k
—0(1)2 Z N AL
P, P" { Pu
Holder esitsizligi, (1.26) ve (1.32) kosullarin1 kullanarak;
(
n+1 m-—1 1 k
-ow ) 7 pE (1) etz (3)
Pn P" U \py u
u=1
\
k=15 K
X
m k— —
(Z 7]
u=1

m=2 FnPin—1 u=1
m—1 k-1
1
x p
Pn—l by “
n+1 p m—1 P k 1
=0 ) SN (1) altp et
Pum—l u u
m=2 u=1
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n n+1
—o Y (2 B pdeal
= Pu m= u+1P Pm 1
n
P\ 1
=0 () eI
W) () Il i
u=1
N
=0() ) Il
u=1

elde edilir. Abel doniisiimii, (3.2), (1.29), (1.32) ve (1.39) kosullar1 uygulanirsa;

- 0(1)2A|Am|z L rlk _+ 0D, |2 L “Ik

= 0(1) ) AlAX, + O(D)[AnlX,
u=1

= 0(1) ) fuu + 0Dl X,

=0(1), noo»
elde edilir.

Simdi i=2 i¢in (1.26), (1.29) ve (1.39) kosullar1 kullanilirsa;

_ k
S () gl = 3 () () [T B B
— \pp, ™2 — \pp PnPm-i/ |L&py “u ™t u
m=2 m=2 1
n+1 n—1P k 1 m-—1 k-1
p
=0(1)ZP oF {Z—”lmulpultul} x {P pu}
m=2 Mm'm-1 u=1pu m-1 u=1
n n+1
—o Y (B el Y
u=1 pu m= u+1P Pm 1
n k-1

—owy (2) Al



oy (B et

Z(p) "t B

|t |

—0<1)Z g

n k
_0(1)Zuﬁ |ty
= U ok—1

~ uX,

olup Abel doniisiimii, (3.2), (1.31) ve (1.39) kosullar1 kullanilirsa

|t |t |

—0(1)ZA(ﬁu Tt O 5 —

r=1 u=1

n— n—
= 0(1) ) uldfulXy+ 0(1) ) fuky + 01X,
u=1 u=1
=0(1), n-oow»
elde edilir.

Holder esitsizligi uygulanip (1.26), (1.32) ve (3.2) kosullar1 uygulanirsa

n+1

2(2%) |Rm3| Z( ) _ (P P 1)k L

n+1 m—1 lu+1
u
—0(1)ZPP’Z Z uusallt] 2 }
m :

m-1

k

n+ m— 1P 1 k
Pm u
z pk p_puMu+1|;|tu|}
m= 7n u=1"4
m— 1

=0(1) Pu k|/1u+1| |t }
pu

m= =1

P (i) s+ Dty

20
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u=1
n P k n+1
=0 Y (32) pum sl
Pu P, P
u=1 m=u+1

n
P\ 1
1)Z(u;;u) s gl
u=

n k
B |ty
= 0(1) ) Wil e
u=1 o

elde edilip R, ; dekine benzer sekilde
=0(1) n-oowx
olarak bulunur.

Son olarak i= 4 i¢in (1.26), (1.32) ve (3.2) kosullar1 kullanilarak;

n

P\ m+n 1
2. ) |Rm'4|=z<) () et

m=1 m=1

n
1
= 0(1) ) mE T [ A
m=1

o |t
m
=0(1) ) lnl S
m=1

R, ; dekine benzer sekilde
=0(1), n->o
olarak bulunur ki boylece Teorem 3.1.3” iin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.4. (X,,,) pozitif azalmayan dizi olsun. ¢, (k) € BV (0,m) ve (pm), (4n) ve

(B dizileri Teorem 3.1.3° iin kosullarin1 sagliyorsa Z;ﬁ:lw

serisi [N, Dk

toplanabilirdir [24].
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Teorem 3.1.5. (X,,,) hemen hemen artan bir dizi. (X;,), ( 4,,) ve (py,) dizileri (1.26) ,
(1.27), (1.32) kosullarin1 ve

n
t k
> p—’"'X’:_'l = 0(X,) , oo (33)
m=1 "M
ltml*
— T = 0(X,) , nm—® (3.4)
m=1 m

sagliyorsa Y. C;yAm serisi |N, p,, | toplanabilirdir [25].

Ispat. (R,,), Y. ¢;n A,y serisinin (N, p,,,) ortalamasini gostersin.

Tanimdan;
m u m
1 1
Ry, = _Z puz CrAy = _Z(Pm -4 Pu—l)cu/lu
Bn Bn
u=0 r=0 u=0
u = 1igin
m m-1
1 1
Rm - Rm—l = _Z(Pm e Pu—l)cu/lu -5 Z (Pm—l - Pu—l)cu/lu
Bn Pn-1
u=0 u=0
olup gerekli islemler yapilirsa,
m+1
Ry, Ran.zz__;;_Z%nQnAnl
m
= +1 = +1
Pm u Pm u
_ £, Z PAA =
u=1 =1
m—1 1
p
+ PmPT:ln—l ’ Putulu+1 -
u=

ele edilir.
Minkowski esitsizliginden;

Rt + Rz + R + Rna | < 45(Rma|" + |Rima| + [Rms” + [Rmal )
bulunur.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in
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[o e}

Z 01 Ry | < o0 i=1,234

m=1
oldugunu gostermek yeterlidir.
1= 1 i¢in Abel doniistimii, (1.32), (3.3) ve (1.40) kosullar1 geregi

n _ n —
D I W B e L
Pm ™ L \p, m ) \B,/ "™ T

m=1

n
- p
= 0(1) D 1A H A B2 [t
- m

t k
_0(1)me|pmlml

By X351
pu It tn
= o(1) 2 Al Z b
n-1
= 0(1) ) 1Ak Xon + 0Dl Xy
m=1
=0(1) , n-o

olarak bulunur.

1= 2 i¢in Holder esitsizligi uygulanip (3.3) ve (1.32) kosullar1 kullanilirsa;

Z(Pm> |R |k_Z(Pm) ( ) Z tlu-}_l
— Pm 2 - Pm I Pm 1 Pu
m=2 2

m=
k
1
n+1 ( m-1 kf\
p =
=0 ) % ( p5|au||tu|>
m=2 ™ m-1 u=1
k=14 K
kTR



m— m—1 k-1
2 Z NTNCTHCRS
£ 4~ Pm_l pu

u=1

n+1

— k-1 k
0(1)Zpuu| .

m=u+1
Pu |tul”
—0(1)Zm =

R, ; dekine benzer sekilde
=0(1) , n-oo
olarak bulunur. i= 3 i¢in Holder esitsizligi ve (1.41) kosulu uygulanirsa;

n+1

2(pm> |R’"3| Z( ) _ (P ) BN 1) (ZP AL l1t |_>

n+1 P k
—0(1)21, o (Z ;ulmuum)
n+1 m—lP
Pm Z_u k k
-0 ), Pmpm_l( - (ula2 Dt )
u

m-—1
1 Z B,
x P4 u

k-1

u=1
n+1
- 0(1)2—(u|AA D ulad, I, Y
PP
m=u+1

C It ¢
= 0(1) ) uldZ|
u=1 u

elde edilir ve bu esitlige Abel doniisiimi uygulanip (3.4), (1.27), (1.40) ve (1.41)

kosullarindan

-+ 0(D)n|Ad, |

u=1

= 0(1) Z ACulAd, |)

I rlk |t |

uxk-1
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- 0(1) Z AIAA DX, + 0(1)n|AL,|X,

u=1

n—1 n—
= 0(1) ) w822, + 0(1) )" X, 62,
u=1 u=1

+ 0()n|AA, | X,
=0(1) , n— o
bulunur.

Son olarak i= 4 i¢in Holder esitsizligi uygulanip (1.32) ve (3.4) kosullarindan

n+1 P k-1 n+1 p m—lP
m k m u
E — R < E — A t
s <pm> | m,4| Pmpyi(i—1< u | u+1|| ul)

k

m=2 u=1
n+1 P 1 m—1P k
= 0(1 z Z LT Z—“
u=1
n+1
—0(1)2 e
m=u+1

o It |¥
= 0(1) ) Psal e
u=1 u

R, 1 dekine benzer sekilde

=0(1) , n—oo
elde edilir.
Boylece Teorem 3.1.5” in ispat1 tamamlanur.

Teorem 3.1.6. (X,,,) pozitif azalmayan dizi olsun. ¢ (k) € BV (0,7) ve (pm), (A4;) ve
(B,) dizileri Teorem 3.1.5° iin kosullarin1 sagliyorsa Y. D,,(x)A,, serisi |N,Dm|x

toplanabilirdir [25].



4. BOLUM

SONSUZ SERILERIN ve FOURIER SERILERININ |N,p,,; 0,1
TOPLANABILMESI

4.1. Y cpd, 3 % ve Fourier Serilerinin |N, p,,,; 0,, |, Toplanabilirligi

m

Bu béliimde Y, ¢, A, menf—m/lm ve Fourier Serilerinin |N, p,,; 1|k toplanabilirligi ile

Pm

ilgili teoremler ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 4.1.1. ( mpm) artmayan dizi olsun. (X,,,), (4,,) ve (p,,) dizileri Teorem 3.1.1” in

kosullarmni ve
S L [t ¥
Z ok~ 1<pm) —— =0(X,) m- oo (4.1)
m

Xkl

m=1
saglasm. O zaman Y, ¢,y Ay, serisi [N, Py O | toplanabilirdir [26].
Ispat. Y c,,A,,, serisinin Riesz ortalamasi (R,,) ile gosterilsin.

Tanim geregi,

m

1w v 1
Ry, =P_Z puzcrir P_Z(Pm_Pu—l)Cu/lu

m m

u=0 r=0 u=0
u > 1igin

m m—1

1 1

Rm - Rm—l = P_Z(Pm - Pu—l)cu/lu - P_ Z (Pm—l - Pu—l)cu/lu
m u=0 m-1 u=0

olup gerekli islemler yapilirsa,
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R, — R mtl
f— _ el _p
m m—1 um m*m’‘m
= +1 = +1
Pm u Pm u
- tyA + B, AAt, ——
u=1 u=1
m—1 1
Pm
+ Pt A 11—

elde edilir.
Minkowski esitsizliginden;
Rt + Rimo + Rz + Rna | < 45(Rona|* + [Rma|* + |Rons|” + [Rma| )

elde edilir. Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in

[o e}

Z 01 Ry | < o0 i=1234

m=1
oldugunu gostermek yeterlidir.

Ilk olarak i= 1 icin Lemma 1.4.28 uygulanirsa;

- - m+ 1\* p\*
- k -
> 0 Rmal = Y 8 () (B2l 1A
m P,
m=1 m

=1

n
_ _ Pm)\*
=0(1) ) O Al (B2) 1l
— m

m=1

C K |t
= o) ) Innloi (B2) 22
m=1 Pm Xm
bulunur.

Abel doniistimi, 4.1 kosulu ve Lemma 1.4.28 kullanilarak
n-1 m

1 (Pu\F Lt

oS a3 (22 1

m=1 u=1 u u

- P\E [t ©
+o Il ) ok (Br) h
m=1 m m




n-1
= 0(1) ) |Aky Xon + O (D)1 X,
m=1
=0(1), n- o
olarak bulunur. i= 2 i¢in
n+1 n+1 P K (m-1 +1 k
u
Z 9#1—1 |Rm2|k = Z 9#1—1 (_m) Z putuﬂ'u_
' )y u
m=2 m=2 u=1
k>1ve % % = 1 olmak iizere Holder esitsizligi, (4.1) kosulu kullanilarak

n+1 -1

28

n
OmPm\ " Dm
=0(1 Y Lty ML ("‘"‘)
()u§=1pu| SN Y () e

m=u+1

-1 n+1

n k—

_d 9upu> ( )

= 0() E( o) Pl o
u=

m=u+1

It k|4 |k
=0 Y 1o () o
Abel doniisiimii uygulanip Lemma 1.4.28 uygulanirsa
=0(01) , n— o
elde edilir.

1= 3 i¢in Holder esitsizligi uygulanip (1.26) kosulu kullanilirsa;

n+1 n+1

ot =S (2 3
Z [Rons|" = PPy
n+1 k m-—1
- p
=0 Y ol () (Z up, |84, |tu|>
m=2 mim-1

u=1

k

n+1 p ko1 m—1
=0 ) o (Br) S (Z pu(umu|>ku’<|tu|’<)
me2 m m—-1

u=1
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n n+1 0 p k-1 p
= 0(1)2pultul"‘(uIAfluI)"_luWu' Z ( 7; m) P Pm
m mim-1
=1 m=u+1

k-1

- 6.p k_lp 1
— uPu) Puf * k
—0(1)21( = ) h (X) ul Ayt
u=

- p\F [ty |*
- o3 s (1) 1
u=1 u u

olarak bulur ki bu esitlige Abel doniisiimii uygulanip (1.27) kosulu ve Lemma 1.4.28

kullanilirsa;
ol |t |¥
—0(1)ZA(u|M |)Ze (& ) e
)
k t k
+0(D)n|Ad,, |Zek 1(p—") I,’jl
p,) X¥
— 0(1) Z uX, 1822, | + 0(1) Z X, |AL,] + O(1)n|A,|X,
=0(1) , n>
bulunur.

Son olarak Abel doniisiimii, (1.26) kosulu ve Lemma 1.4.28 kullanilarak;

n+1 n+1 1 m—1 1 m-—1
p
D, 087 Rmal" < ) 0k By DI —(Pm Zp)

n n+1 0 p k—1 p
=00 ) Pl Tl Y (2Em) D

— — m mim-1

u=1 m=u+1

n n+1

1 k-1 2 D k-1 D

=0 ) pu(y)  eallads ) (ZEm) B

— Xu = Pm Pum—l

u=1 m=u+1

ke, ¥

n
-1 (P
=00 ) Pl (B) Ti
u=1 U u




30

n-1

= 0(1) ) 1M Xy + 0D A1 X

u=1
=0(1) , n>oo
bulunur.

Boylece Teorem 4.1.1° in ispati tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.2. ( ’me) artmayan dizi olsun. ¢, (k) € BV (0,7) ve (), (Am) ve (X;n)

dizileri Teorem 4.1.1° in kosullarin1 sagliyorsa Y. D,,(x)A,, serisi |N,Pm; Omlx

toplanabilirdir [26].

Teorem 4.1.3. ( ?pm) artmayan dizi ve Teorem 3.1.3” {in sartlar1 ve

zn: (p’")k ' l)’(”,Jkl 0(X,) (4.2)

m=1

CmPmAm

kosulu altinda Y4 -~

dizisi [N, pyy; O | toplanabilirdir [27].
Ispat.
(Rm)> Xom=1 % serisinin (N, p,,) ortalamasi olsun.

O zaman tanim geregi;

m u
1 PrcrAr Z P,c A,
=— P, —P,_
R PmZpuZ o (P~ Put) 2

u=1 r=1 u=1
m = 1 i¢in
m
1 B,c A, P,c A,
Rm_Rm—lza;(m ul) Pu le(Pml ul) up,,

olup gerekli diizenlemeler yapilinca

m-—

Au
Ry — R 1_P P § _(u+1)tupu 2 P, P
m1

m-—

P, (m+1)
u+1(u + 1) tuA (uz‘; ) + Amtm mz

u




= Rm,l + Rm,z + Rm,3 + Rm,4
elde edilir.

Minkowski esitsizliginden;

IRi1 + Rz + Rz + Rina | < 4(Rma|” + |Rn2

olup teoremin ispatini tamamlamak i¢in
co
k
Z 0K~ |Rpi| < o0 i=1,234

oldugunu gostermek yeterlidir.

[1k olarak

n n K
> ot = ) 0 (o)

' Pum—l
m=1 m=1

0w (5[5

u=1

esitligine Holder esitsizligi uygulanirsa;

|k + |Rm.3|k + |Rm,4|k)

1
upultullﬂ'ula}

olup gerekli diizenlemeler yapilip (1.26) kosulu uygulanirsa;

31
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=0(1)i9,’::1(”’") Pnfl{m ( “) |Au|kpu|tu|k%}

u=1

k n+1 k-1

n
P 1 OmPm Pm
:0 1 (—u) /1 A k-1 t k_ (m )
() Wl ealel g 0 (Fh) g

u=1 m=u+1

k

n k-1
O.p P, 1
=0 Y (B2) () Ml pulel* 5

R u Uupy u

<
ey

n

oY () () il g
( ) Pu upu 'U. u Xk
u

=1

0P\ 11 1
wPu) alltl?

P, uXxk1

n
Ly (Pu) Tt It
=0(1 E Ao |0 1( )
( )u=1| ul u Pu 'U.X{f_l

elde edilir. Bulunan esitlige Abel doniisimii uygulanip (4.2), (1.29), (1.32) ve (1.39)

kosullarin1 kullanarak;

= o) Z A X, + O (D) 20X,
u=1

= 0(1) ) fuu + 0D AnlXe

=0(1) , n> o
bulunur.
Simdi R,;, , i¢in ispatlayalim.

Holder esitsizligi uygulanip (1.26), (1.29) ve Lemma 1.4.29 kullanarak;
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n
- Pm
Qk 1 R Z Qk 1( )
2, 08 el = e
n+1 m—1P
pm u
=0(1 z 0k~ 1( ) Z — |Ady |yt
ey PuPri) |2 pul ulpultyl
n+1 m—1
o Y o (32) 5 { (4) |Mu||tu|’<pu}
m-—1

m=2 u=1
m-—1 k-1
1
u=1
n+1 m—1
k-1 pm 1 k k
= 0(1) Om P |tu| pulAAul
m=2 g 1 u=1
n k=1 k n+1
6.p P,
:0(1)2( ;u> ( ) 1A%, pultul* Z B, P
u=1 ¢ Pu m=u+1 m-1
e k-1 k-1
6.p P,
=0 Y (22) () Bl
- u Pu
u=1
n k-1
Oup 1 ke
=0 ) (B2L) Wk, It
u=1 ¢

n
0.0\ " |t
-0y () el
u=1 u u

elde edilir. Bulunan esitlige Abel doniisiimii uygulanip (4.2), (1.31) kosullar1 ve Lemma
1.4.29 uygulanirsa;

< O e (P 16
=0(1) Z A(upy) Z oy (F) k-1
u=1 r=1 r i

+0(1)nﬁn20 1N ';gkl

= 0(1) ) ulbupylX, +0(1) D fuXy + O(DnfoX,y
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=0(1) ,n- o
elde edilir.
Simdi teoremin hipotezleri ve Lemma 1.4.29 kullanilarak;

m-1 k

n+1 n+1
Pt () B ut D,

k
I N e
' BnPm_q
m=2 m=2 u=1

n+1 m—lP 1
_ k—-1(__Pm ) Z_u 2
o<1>2 o5 (5 Pl 1
u=

elde edilir. Holder esitsizligi ve (1.26) kosulu uygulanirsa

—mnfek By {m ( ) Pu |tu|'<}

u=1
m-1
1
p
{Pm 1u=1 u}
k

n
p -
owy (4 N ( ) Pl I Pl
u

u=1

2
Uspy

k

n+1

PPm1

m=u+1

-1 k
p 1 It |
-0y (4 (&) il
u
n k-1 k
0Dy [ty
=0 ) (Z4) Il e
u=1 Pu v uX‘l’f 1

elde edilir ve Abel doniisimi kullanilir. (4.2), (1.29), (1.32) ve (1.39) kosullar

uygulanirsa;

< O e (P 16 I
=0 ), Ml 2,057 () i
u=1 r=1 r rdr

pu 7t Jtul”
+0(1)|Am+1|20" (&) e




n—1
= 0(1) ) fuXu + OVl Ansa Xy
u=1

=0(1) , n — oo
olarak bulunur.

Son olarak (1.26) ve (1.32) kosullarindan

n n
k
k-1 — k-1
S kel = ok

n
m+ 1\ 1
= 2, o (5) el
m=1

m+ 1)"
Ambm 7

n
oo (Pm) L
=0() Y anlok (B2) el
m=1 T L

elde edilir ki bu esitlige Abel doniistimii uygulanip (4.2), (1.29), (1.32) ve (1.39)

kosullari sirastyla kullanilarak

n-1 u
L P\ 1"
-0 Yoy o () ek
u=1 r=1 r rar

n k-1 t k
roia Y oxr (Be) T 1
u=1

P, uxk-1

n-—1
= 0(1) ) 184,1%, + O() s X,
u=1

n—-1
= 0(1) ) fuk + 012Xy
u=1

=0(1) , n - oo

bulunur ki boylece Teorem 4.1.3” iin ispat1 tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.4. (2222 artmayan dizi. (X,n), () ve (pyn) dizileri (1.26), (127), (1.32),

(1.35) kosullarini ve

Hk 1 pm kl mlk 0
k-1 Xn) , n-oow (4.3)
m m

kosulunu sagliyorsa ¥, ¢,y 4.y, serisi [N, py; O i toplanabilirdir [28].
Ispat. ¥ c,,A,, serisinin (N, p,,,) ortalamasi (R,,) ile gosterilsin.

O halde tanim geregi

1 m u 1 m
P_Z puz CrAy = P_Z(Pm - Pu—l)cuﬂ'u
m u=0 r=0 m u=0
u = 1igin
m m—1
1 1
Rm - Rm—l = P_Z(Pm - Pu—l)cuﬂ'u . P_ Z (Pm—l - Pu—l)cuﬂ'u
e u=0 G u=0

olup gerekli islemler yapilirsa,

Rm Rm—l - mP pmt A
m
- +1 = +1
Pm u Pm
- tyA + P,AA t, ——
u=1 =1
m—1
Pm
+ t, A
u=1

diyelim.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in Minkowski esitsizligini kullanarak
k-1 k —
z 0K [Rmi|” < o0 i=1234

oldugunu gostermeliyiz.

Ilk olarak (1.32) kosulu kullanilarak
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n n

_ k L (m+I\"/p
S 0 Rl = > gt (B2 B2ttt

n
_ _ Pm)\
=00 ) 0 Al Ml (B2) 16l
m=1 mn

o P\ 1wl
=0 Y il (52) i
m=1 m

bulunur.

Abel donilistimii  uygulanip (4.3), (1.32) ve (1.40) kosullar1 kullanilarak
k t k
—0(1)ZAmm|Zek 1 (Be) K L

u

+0(DIA, |Z s 1(p:)k|tm|k

Xk 1
n-1
= 0(1) ) 1Ak Xon + 0Dl X,
m=1
=0(1) , n>»
olarak bulunur.
=2 igin
n+1 n+1

u+1
Sttt = o (e (S men 2]
m-—

k>1ve % + % = 1 olmak tlizere Holder esitsizligi uygulanip (4.3) ve (1.32) kullanilarak

=0 ) pulb Al ) (FRim) B
4 Li \ Pn ) PpPmy
u=1 m=u+1
n k— k-1 n+1
Oupy
-0 Y () pieini ()
o) pultli PR
u=1 m=u+1

n
ANl
=0 ) 1ot (B) s
u=1 U u



38

=0(1) , n>»
elde edilir.
i= 3 i¢in Holder esitsizligi ve (1.41) kosulu uygulanirsa;

m-1 k

u+1l
PAHIAE
u=1

n+1 n+1

k-1 k k-1 (__Fm ‘
Z Om |Rm3| = Z Om ( )
' PP
m=2 m=2
n+1 » /Mol k
=0 Y ol () (Z up, A, |tu|>
m=2 mim-1

u=1
ko1 (Pm) 1 k. ks 1k
=0 Y o (22) o—( > putulan,Drutc
m m-—1
m=2 u=1
m-1 k-1
—>
X Pm_1 4 pu
u=1
n
=0(1) ) pultul“(ulad,)*ulaL,|
u=1
n+1 _
. z (Hmpm)" Y pm
Mmetit1 Pm Pum—l
8 pu k—1pu 1 k—1
=0(1 (“) —(—) AL ||t |%
u=1
n
k t k
= o) Y ulaz,lof (B) o
u=1 Pu Xu

elde edilir. Bulunan esitlige Abel doniisiimii uygulanip (1.27), (1.35) ve Lemma 1.4.31

kullanilirsa;

s (Pr)* Il
=0 ) aiazh )y 6k (5) o5
u=1 r=1 T r

c P Ity ]¥
+0(1)n|Ad,| Z pi-1 (P—”) T
u=1 u u
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= 0(1) Z uX, |A22,] + 0(1) Z X, 1A%, ] + 0(1)n|Ad, )X,

bulunur.

Son olarak Holder esitsizligi uygulanip,

n+1 n+1 1 m—1 1 m-1
p

D, 047 Rmal" < D 07 (3 Py’ 2wl —( 2;0)
m m-—1 m—1 by

n n+1 9 p k—1 D

= 0(1)2puliuﬂl"‘llluﬂlltul" Z ( T; m) P Pm
/ & m mim-1
=i m=u+1
n n+1

1 k=1 9 p k-1 p

= 0(1)Zpu (X_> |Au+1||tu|k Z ( T]r; m) P Pm
a u - m mim-1
by m=u+1

n
OmPm\* |t |
=0 ) () Pl
L\ By W uxk-t

P |t
-0 (%4 ) Zmum e
u

bulunur. Abel doniistimii ve (1.32), (1.35) ve (1.40) kosullar1 kullanilarak;

Jal* /"
= 0(1) A|/1u+1| —wi T 0(1)|/1n+1| ——T
1uXu
n-1
= o(1) Zlmuﬂlxuﬂ + 0Dl | X
u=1

= 0(1) ) IM] Xy + O(D) A1 X

u=2

= 0(1) ) M) Xy + O(D) A1 Xnss

u=1

bulunur.
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Boylece Teorem 4.1.4’ lin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5. (eﬁﬂ) artmayan dizi olsun. ¢4 (k) € BV (0, 1) ve (pm), (Am), (0,) ve

(X,,) dizileri Teorem 4.1.4° iin kosullarin1 sagliyorsa Y, D,,(x)A,, serisi |N, pm; Omlx
toplanabilirdir [28].



5. BOLUM

SONUC VE ONERILER

5.1. Sonuc ve Oneriler

Sonug 5.2.1. Teorem 4.1.3 de 6,, = P alinirsa Teorem 3.1.3 elde edilmis olur.

Pm

m

Sonug 5.2.2. Teorem 4.1.4 de ( X;;, ) hemen hemen artan dizi ve 6,, = In alimirsa

Pm

Teorem 3.1.1 elde edilmis olur.
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