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ÖZET  

Bu tez çalışması 5 bölümden oluşmaktadır.  

B൴r൴nc൴ bölümde, yapılan araştırmanın amacı ve önem൴ne yer ver൴lm൴şt൴r. Bunlara ek 

olarak tez çalışmasında kullanılacak olan tanım, teorem ve lemmalara yer ver൴lm൴şt൴r.  

İk൴nc൴ bölümde, yöntem, materyaller, ver൴ler൴n toplanması ve anal൴zler൴ üzer൴nde 

durulmuştur. 

Üçüncü bölümde, ∑ 𝑐௠𝜆௠, ∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘
  ve Four൴er ser൴ler൴n൴n |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rl൴ğ൴ ൴le 

൴lg൴l൴ teoremler ve ൴spatlarına yer ver൴lm൴şt൴r.  

Dördüncü bölümde, ∑ 𝑐௠𝜆௠, ∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘
 ve Four൴er ser൴ler൴n൴n |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ 

toplanab൴l൴rl൴ğ൴ üzer൴ne teoremler ve ൴spatlarına değ൴n൴lm൴şt൴r. 

Beş൴nc൴ bölümde, ൴se yapılan tez çalışmasıyla ൴lg൴l൴ sonuç ve öner൴lere yer ver൴lm൴şt൴r. 

 

 

Anahtar Kel൴meler: Mutlak toplanab൴lme, R൴esz ortalaması, Sonsuz ser൴ler, Four൴er                                                                                                           

ㅤ                       ser൴s൴ 
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ABSTRACT 

The thesis consist of five chapters.  

In the first section, the purpose and importance of the research are included. In addition 

definitions, theorems and lemmas that will be used in the thesis are included. 

In the second part, emphasis was placed on the method, materials, data collection and 

analysis. 

In the third chapter, theorems and proofs regarding the |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ summability of ∑ 𝑐௠𝜆௠, 

∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘
  and Fourier series are given. 

In the fourth chapter, theorems and proofs on |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ summability of ∑ 𝑐௠𝜆௠, 

∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘
  and Fourier series are mentioned. 

In the fifth chapter, the results and suggestions related to the thesis study are given. 
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GİRİŞ 

Four൴er ser൴ler൴ ൴lk olarak ısı problemler൴n൴n çözümü amacıyla kullanılmış olsa da 

günümüzde elektr൴k tekn൴kerl൴ğ൴nde, akust൴kte, kuantum f൴z൴ğ൴nde, mühend൴sl൴klerde, 

ekonom൴k hesaplamalarda ve b൴rçok alanda kullanılab൴lmekted൴r. 

Konu ൴le ൴lg൴l൴ ൴lk araştırmaları Euler, d’Alembert ve Bernoull൴ tarafından yapılmıştır. 

R൴emann ve D൴r൴chlet’൴n katkılarıyla günümüzdek൴ hal൴ne ulaşan Four൴er ser൴ler൴, 

tr൴gonometr൴k ser൴ler൴n çalışmalarında öneml൴ rol oynayan J.B. Joseph Four൴er (1783-

1830) onuruna Four൴er Ser൴ler൴ olarak ൴s൴mlend൴r൴lm൴şt൴r.  

Toplanab൴lme teor൴s൴ ൴se matemat൴kte b൴rçok alanda kullanılmakla b൴rl൴kte genel olarak 

Anal൴z ve Uygulama Matemat൴k alanlarında kullanılan teor൴ olmuştur. 19. yüzyılın 

sonlarına doğru yüksel൴şe geçen toplanab൴lme teor൴s൴ ser൴lere olan ൴lg൴y൴ arttırmıştır. 

Ser൴ler genel olarak ıraksak ve yakınsak ser൴ler olacak şek൴lde ൴k൴ grupta ൴ncelen൴rken 

toplanab൴lme teor൴s൴ özell൴kle ıraksak ser൴lere uygulanmıştır. Iraksak ser൴lerde kend൴ 

൴çer൴s൴nde bel൴rl൴ ve bel൴rs൴z ıraksak ser൴ler olmak üzere ൴k൴ grupta ele alınmıştır. 

B൴l൴yoruz k൴ herhang൴ b൴r ser൴n൴n yakınsak olması ൴ç൴n gerek ve yeter koşul bu ser൴n൴n 

kısm൴ toplamlar d൴z൴s൴n൴n yakınsak olmasıdır. Yakınsak d൴z൴ler൴n yığılma noktasının tek 

olduğu kanıtlanmıştır. Bel൴rs൴z ıraksak ser൴lere bakıldığında kısm൴ toplamlar d൴z൴s൴n൴n en 

az ൴k൴ yığılma noktası vardır k൴ b൴rden fazla yığılma noktası olan d൴z൴lere sınırlı salınımlı 

d൴z൴ler den൴lm൴şt൴r. Bu ser൴lere karşılık gelen en yakın değer൴ bulmak ൴ç൴n toplanab൴lme 

metotlarına ൴ht൴yaç duyulmuş ve çeş൴tl൴ toplanab൴lme metotları gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r. Bu ser൴ye 

en güzel örnek ∑ (−1)௠ஶ
௠ୀ଴  ser൴s൴d൴r. Bu ser൴ ıraksak ser൴ teşk൴l ett൴ğ൴nden ser൴n൴n karşılık 

geld൴ğ൴ b൴r değer yoktur. Ancak bu ser൴n൴n kısm൴ toplamlar d൴z൴s൴n൴n ar൴tmet൴k Cesàro 

ortalama d൴z൴s൴ (𝑡௠),
ଵ

ଶ
  değer൴ne yakınsak gelmekted൴r. Bunun anlamı Cesàro ortalaması 

ıraksak olan d൴z൴y൴ yakınsak b൴r d൴z൴ye dönüşüyor olmasıdır. 

1911 yılında Fekete [1] tarafından |𝐶, 1| tanımı ver൴lm൴ş olup daha sonrasında 1957 

yılında Flett [2], 𝑘 ≥ 1 olacak şek൴lde daha kapsamlı b൴r tanımı olan |𝐶, 1|௞ toplanab൴lme 
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metodunu verm൴şt൴r. Mutlak toplanab൴l൴rl൴k kavramını 1969 yılında Das [3] tarafından 

ortaya atılmıştır. 1970 yılında ൴se K൴shore ve Hotta [4] toplanab൴lme çarpanını b൴zlere 

kazandırmıştır. 

1985 yılında Bor [5] tarafından |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴lme kavramı açıklanmıştır. 1992 

yılında Sula൴man [6] tarafından |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴lme tanımı yapılmıştır. 

Bu çalışmamızda öncel൴kl൴ olarak poz൴t൴f azalmayan d൴z൴ler൴n b൴l൴nen b൴r teorem൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ 

toplanab൴l൴rl൴ğ൴ genelleşt൴r൴lm൴şt൴r. Sonrasında aynı d൴z൴ ൴ç൴n |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rl൴ğ൴ 

൴ncelenm൴şt൴r. Daha sonra poz൴t൴f azalmayan d൴z൴ yer൴ne hemen hemen artan d൴z൴ alınarak 

|𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ ve |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rl൴ğ൴ ൴ncelenerek Four൴er ser൴ler൴ne uygulamasına yer 

ver൴lm൴şt൴r. 
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1. BÖLÜM 

GENEL BİLGİLER ve LİTERATÜR ÇALIŞMASI  

1.1. Problem൴n Durumu 

Sonsuz ser൴ler൴n ve Four൴er ser൴ler൴n൴n mutlak toplanab൴lmes൴n൴n esas problem olduğu 

düşünülmüştür. 

1.2. Araştırmanın Amacı 

       Yaptığımız araştırmada temel amacımız, mutlak toplanab൴lme metotlarını kullanarak 

poz൴t൴f azalmayan d൴z൴ler ve hemen hemen artan d൴z൴lerle ൴lg൴l൴ yapılan teoremler൴ 

genelleşt൴rmekt൴r. 

1.3. Araştırmanın Önem൴ 

     Poz൴t൴f azalmayan d൴z൴ler൴n ve hemen hemen artan d൴z൴ler൴n mutlak toplanab൴l൴rl൴ğ൴ ൴le 

൴lg൴l൴ akadem൴k anlamda yol alan araştırmacılara yardımcı olacak ve onlara ışık tutacak 

olması bu çalışmamızın önem൴n൴ göstermekted൴r. 

1.4. Tanımlar  

     Araştırmamızda kullandığımız |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ ve |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rl൴k tanımları, 

teoremler൴n ൴spatı ൴ç൴n gerek teşk൴l eden lemmalar ve bazı tanımları bu bölümde vererek 

başlayacağız. 

Tanım 1.4.1. (𝑠௠), ∑ 𝑐௠ ser൴s൴n൴n kısm൴ toplamlar d൴z൴s൴n൴ ve (𝑢௠) de 1-൴nc൴ mertebeden 

Cesàro ortalamasını gösters൴n. 

 O halde  
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         𝑢௠ =
1

𝑚 + 1
෍ 𝑠௩

௠

௩ୀ଴

                                                                                                          (1.1) 

olsun. Eğer  

lim
௠→ஶ

𝑢௠ = 𝑠                                                                                                                     

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ s değer൴ne (C,1) toplanab൴l൴rd൴r den൴r [7]. 

Tanım 1.4.2. 𝑢௠ (1.1) dek൴ g൴b൴ tanımlı olmak üzere, eğer  

               ෍ |𝑢௠ −  𝑢௠ିଵ|

ஶ

௠ୀଵ

< ∞                                                                                             (1.2) 

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ |𝐶, 1| toplanab൴l൴rd൴r den൴r [1]. 

Tanım 1.4.3. 𝑘 ≥ 1 olmak üzere, eğer  

                ෍ 𝑚௞ିଵ|𝑢௠ −  𝑢௠ିଵ|௞ < ∞

ஶ

௠ୀଵ

                                                                              (1.3) 

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ |𝐶, 1|௞ toplanab൴l൴rd൴r den൴r [2]. 

Tanım 1.4.4. (𝑠௠), ∑ 𝑐௠ ser൴s൴n൴n kısm൴ toplamlar d൴z൴s൴ olsun. 𝛼 > −1 olmak üzere 𝑢௠
ఈ  

ve 𝑡௠
ఈ  sırasıyla (𝑡௠), (𝑚𝑐௠) d൴z൴s൴n൴n 𝛼-ıncı mertebeden n-൴nc൴ Cesàro ortalamasını 

gösterecek şek൴lde seçel൴m. Yan൴ 

               𝑢௠
ఈ =

1

𝐴௠
ఈ ෍ 𝐴௠ି௩

ఈିଵ

௠

௩ୀ଴

𝑠௩                                                                                               (1.4) 

                𝑡௠
ఈ =

1

𝐴௠
ఈ ෍ 𝐴௠ି௩

ఈିଵ

௠

௩ୀଵ

𝑣𝑠௩                                                                                             (1.5) 

olsun. 

Eğer  
lim

௠→ஶ
𝑢௠

ఈ = 𝑠                                                                                                      

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ s değer൴ne (𝐶, 𝛼) toplanab൴l൴rd൴r den൴r. 

Burada  

𝐴௠
ఈ =  ቀ

𝑚 + 𝛼
𝑚

ቁ = 𝛰(𝑚ఈ) , 𝛼 > −1 , 𝐴଴
ఈ = 1   m > 0 ൴ç൴n 𝐴ି௠

ఈ = 0                            (1.6) 

dır [8]. 

Tanım 1.4.5. (𝑢௠
ఈ ), (1.4) dek൴ g൴b൴ tanımlansın. Eğer 𝛼 > −1 olmak üzere  
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                    ෍ |𝑢௠
ఈ − 𝑢௠ିଵ

ఈ | < ∞

ஶ

௠ୀଵ

                                                                                         (1.7) 

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ |𝐶, 𝛼| toplanab൴l൴rd൴r den൴r [1]. 

Tanım 1.4.6. 𝑘 ≥ 1 olacak şek൴lde eğer  

                    ෍ 𝑚௞ିଵ|𝑢௠
ఈ − 𝑢௠ିଵ

ఈ |௞ < ∞                                                                            (1.8

 ஶ

௠ୀଵ

) 

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ |𝐶, 𝛼|௞ toplanab൴l൴rd൴r den൴r [2]. 

Tanım 1.4.7. (𝑝௠), 

                  𝑃௠ = ෍ 𝑝௩

௠

௩ୀ଴

→ ∞ , m → ∞ , (𝑃 ௜ = 𝑝ି௜ = 0,   𝑖 ≥ 1 )                                  (1.9) 

olacak şek൴lde poz൴t൴f sayıların b൴r d൴z൴s൴ ve (𝑡௠) de d൴z൴den d൴z൴ye (𝑁ഥ, 𝑝௠) ortalamasını 

gösters൴n.  

Yan൴  

                    𝑡௠ =
1

𝑃௠
෍ 𝑝௩𝑠௩                                                                                                (1.10)

௠

௩ୀ଴

 

olsun.  

Eğer  

                     lim
௠→ஶ

𝑡௠ = 𝑠  

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ s değer൴ne (𝑁ഥ, 𝑝௠ ) toplanab൴l൴rd൴r den൴r [9]. 

Tanım 1.4.8. (𝑡௠), (1.10) dak൴ g൴b൴ tanımlansın. Eğer  

                   ෍ |𝑡௠ −  𝑡௠ିଵ|

ஶ

 ௠ୀଵ

< ∞                                                                                        (1.11) 

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠| toplanab൴l൴rd൴r den൴r [10]. 

Tanım 1.4.9. 𝑘 ≥ 1 olacak şek൴lde eğer 

              ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ

|𝑡௠ − 𝑡௠ିଵ|௞ < ∞                                                                          (1.12)

ஶ

௠ୀଵ

 

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r den൴r [5]. 
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Tanım 1.4.10. (𝜃௠), herhang൴ b൴r poz൴t൴f sab൴t d൴z൴ olsun. Eğer  

               ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

ஶ

௠ୀଵ

|𝑢௠ − 𝑢௠ିଵ|௞ < ∞                                                                               (1.13) 

൴se ∑ 𝑐௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r den൴r [6]. 

Tanım 1.4.11. T ve K herhang൴ ൴k൴ poz൴t൴f sab൴t sayı ve (ℎ௠) poz൴t൴f artan b൴r d൴z൴ olmak 

üzere  

𝑇ℎ௠ ≤ 𝑌௠ ≤ 𝐾ℎ௠ 

şartını sağlayan poz൴t൴f ( 𝑌௠) d൴z൴s൴ne hemen hemen artan d൴z൴ den൴r [11]. 

Tanım 1.4.12. p >1, 
ଵ

௣
+

ଵ

௤
 = 1 ve 𝑒ଵ, 𝑒ଶ, . . . , 𝑒௠ ≥ 0,  𝑓ଵ, 𝑓ଶ, . . . , 𝑓௠ ≥ 0 olsun. 

Bu takd൴rde,  

           ෍ 𝑒௞𝑓௞ ≤ ൭෍ 𝑒௞
௣

௠

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣ൗ

൭෍ 𝑓௞
௤

௠

௞ୀଵ

൱

ଵ
௤ൗ

                                                                     (1.14)

௠

௞ୀଵ

 

eş൴ts൴zl൴ğ൴ne Hölder Eş൴ts൴zl൴ğ൴ den൴r [12]. 

Tanım 1.4.13. 𝑝 ≥ 1 ve 𝑒ଵ, 𝑒ଶ, . . . , 𝑒௠ ≥ 0,  𝑓ଵ, 𝑓ଶ, . . . , 𝑓௠ ≥ 0 olsun. Bu takd൴rde, 

         ൭෍(𝑒௞ + 𝑓௞)௣

௠

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣ൗ

≤ ൭෍ 𝑒௞
௣

௠

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣ൗ

+ ൭෍ 𝑓௞
௣

௠

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣ൗ

                                             (1.15) 

eş൴ts൴zl൴ğ൴ne M൴nkowsk൴ Eş൴ts൴zl൴ğ൴ den൴r [12]. 

Tanım 1.4.14. (𝑒௞) ve (𝑓௞) karmaşık d൴z൴ler ve 𝑠௥ = 𝑒ଵ + 𝑒ଶ+. . . +𝑒௥ olsun. Bu takd൴rde, 

         ෍ 𝑒௞𝑓௞ = ෍ 𝑠௞∆𝑓௞ + 𝑠௡𝑓௡

௥

௞ୀଵ

௥

௞ୀଵ

                                                                                      (1.16) 

eş൴tl൴ğ൴ne Abel dönüşümü den൴r [13]. 

 

 



7 
 

Tanım 1.4.15. C ve D ൴k൴ farklı toplanab൴lme metodu ൴ç൴n C toplanab൴len her d൴z൴ aynı 

zamanda aynı değere D toplanab൴l൴yor ൴se C’ ye D’y൴ gerekt൴r൴yor den൴r, bu durum 𝐶 ⊆ 𝐷 

şekl൴nde göster൴l൴r. Eğer hem 𝐶 ⊆ 𝐷 hem de 𝐷 ⊆ 𝐶 oluyor ൴se C metodu D metoduna 

denkt൴r den൴r [7]. 

Tanım 1.4.16. Her x ൴ç൴n 𝑓 (𝑥 + 𝜑) = 𝑓(𝑥) olacak şek൴lde b൴r 𝜑 > 0 sayısı var ൴se f 

fonks൴yonuna per൴yod൴k fonks൴yon ve 𝜑 sayısına da f n൴n en küçük esas per൴yodu den൴r. 

B൴l൴yoruz k൴ sin 𝑥  ve cos 𝑥 tr൴gonometr൴k fonks൴yonları 2𝜋 per൴yotlu, per൴yod൴k 

fonks൴yonlardır. Bu durumda 𝑚 ∈ 𝑁 ൴ç൴n 𝑘௠ve 𝑡௠ ler keyf൴ sab൴tler olmak üzere,  

                      𝑘௠ cos 𝑚𝑥 + 𝑡௠ sin 𝑚𝑥                                                                                 (1.17) 

fonks൴yonu 2𝜋 per൴yotlu, per൴yod൴k fonks൴yondur [14]. 

Tanım 1.4.17. x b൴r reel değ൴şken ve 𝑘଴, 𝑘ଵ, . . . , 𝑡ଵ, . .. ler de x den bağımsız reel katsayılar 

olmak üzere  

                    
1

2
𝑘଴ + ෍ (𝑘௠ cos 𝑚𝑥 + 𝑡௠ sin 𝑚𝑥)                                                            (1.18)

ஶ

௠ୀଵ

 

sonlu tr൴gonometr൴k toplamına n-൴nc൴ mertebeden b൴r tr൴gonometr൴k pol൴nom den൴r [14]. 

Tanım 1.4.18. f, [−𝜋, 𝜋] aralığında ൴ntegralleneb൴len b൴r fonks൴yon ve 𝑘௠, 𝑡௠ de f den 

elde ed൴len Four൴er katsayıları olmak üzere  

                  
1

2
𝑘଴ + ෍ (𝑘௠ cos 𝑚𝑥 + 𝑡௠ sin 𝑚𝑥)                                                              (1.19)

ஶ

௠ୀଵ

 

tr൴gonometr൴k ser൴s൴ne f fonks൴yonu tarafından üret൴len veya f fonks൴yonuna a൴t Four൴er 

ser൴s൴ den൴r ve sembol൴k olarak  

             𝑓(𝑥)~
1

2
𝑘଴ + ෍ (𝑘௠ cos 𝑚𝑥 + 𝑡௠ sin 𝑚𝑥)                                                     (1.20) 

ஶ

௠ୀଵ

 

şekl൴nde göster൴l൴r. 

f (x) ൴n Four൴er ser൴s൴n൴n sab൴t ter൴m൴ sıfır olduğu kabul ed൴l൴rse, bu durumda  

              න 𝑓(𝑥)𝑑௫ = 0

గ

ିగ

                                                                                                         (1.21) 
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ve   

            𝑓(𝑥)~ ෍ (𝑘௠ cos 𝑚𝑥 + 𝑡௠ sin 𝑚𝑥)

ஶ

௠ୀଵ

= ෍ 𝐷௠(𝑥)                                          (1.22)

ஶ

௠ୀଵ

 

olur [14]. 

Tanım 1.4.19. f (k) per൴yodu 2𝜋 olan ve (L), (−𝜋, 𝜋) üzer൴nde ൴ntegralleneb൴len per൴yod൴k 

b൴r fonks൴yon ve (1.22) şartını sağlayacak şek൴lde  

𝜙(𝑘) =
1

2
{𝑓(𝑥 + 𝑘) + 𝑓(𝑥 − 𝑘)}                 

𝜙ଵ(𝑘) =
1

𝑘
න 𝜙(𝜐) 𝑑𝜐

௞

଴

                                          

olsun. 

B൴l൴yoruz k൴ 𝜙ଵ(𝑘) 𝜖 𝐵𝑉 (0, 𝜋) ൴se o zaman 𝑘௡(𝑥) = 𝛰(1), burada 𝑘௡(𝑥), (𝑚𝐷௠(𝑥)) 

d൴z൴s൴n൴n (C,1) ortalamasıdır [15]. 

Teorem 1.4.20. Eğer 

                       𝜆௠ → 0    ,    𝑚 → ∞                                                                                     (1.23) 

                       ෍ 𝑚 log 𝑚|∆ଶ𝜆௠| = 𝛰(1)                                                                         (1.24)

௡

௠ୀଵ

 

ve 

                        ෍
1

𝑚

௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞ = 𝛰(log 𝑛)     ,   𝑛 → ∞                                                         (1.25) 

൴se  ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝐶, 1|௞ toplanab൴l൴rd൴r [16]. 

Teorem 1.4.21. (𝑝௠) 

                       𝑃௠ = 𝛰(𝑚𝑝௠)        ,     𝑚 → ∞                                                                      (1.26) 

sağlayacak şek൴lde poz൴t൴f sayılar d൴z൴s൴ olsun. 
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Eğer  

                          ෍ 𝑚𝑋௠|∆ଶ𝜆௠| = 𝛰(1)     ,   𝑚 → ∞

௡

௠ୀଵ

                                                   (1.27) 

                          ෍
𝑝௠

𝑃௠

௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞ = 𝛰(𝑋௡)    ,      𝑛 → ∞                                                        (1.28) 

ve (1.23) sağlanırsa ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [17]. 

Teorem 1.4.22. Eğer 𝜙ଵ(𝑘) 𝜖 𝐵𝑉 (0, 𝜋) ve (𝑝௠), (𝜆௠) ve (𝑋௠) d൴z൴s൴ Teorem 1.4.21’ ൴n 

koşullarını sağlıyorsa ∑ 𝐷௠(𝑥)𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [17]. 

Teorem 1.4.23. 𝑘 ≥ 1 ve (𝑋௠) poz൴t൴f azalmayan b൴r d൴z൴ olsun. (𝛽௠) ve (𝜆௠) 

                          |Δ𝜆௠| ≤ 𝛽௠                                                                                                   (1.29) 

                           𝛽௠ → 0   ,   𝑚 → ∞                                                                                      (1.30) 

                           ෍ 𝑚|∆𝛽௠|𝑋௠ < ∞                                                                                  (1.31)

ஶ

௠ୀଵ

 

                          |𝜆௠|𝑋௠ = 𝛰(1)     ,       𝑚 → ∞                                                                 (1.32) 

ve  

                           ෍
|𝑠௠|௞

𝑚
= 𝛰(𝑋௡)   ,      𝑛 → ∞                                                              (1.33)

௡

௠ୀଵ

 

sağlayacak şek൴lde seç൴ls൴n. 

Ayrıca varsayalım k൴ (𝑝௠) d൴z൴s൴ (1.26) ve  

                        𝑃௠Δ𝑝௠ = 𝛰(𝑝௠𝑃௠ାଵ)                                                                                  (1.34) 

koşulları sağlansın. O halde ∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘

௡
௠ୀଵ  ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [18]. 

Teorem 1.4.24.  𝑘 ≥ 1 ve (𝑋௠) poz൴t൴f azalmayan b൴r d൴z൴ olsun. (𝛽௠) ve (𝜆௠) d൴z൴s൴ 

Teorem 1.4.23’൴n koşullarını sağlayacak şek൴lde seç൴ls൴n. 

                         ෍
|𝑡௪|௞

𝑤

௦

௪ୀଵ

= 𝛰(𝑋௦)   , 𝑠 → ∞                                                               (1.35) 
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Burada (𝑡௪), (𝑚𝑐௠) d൴z൴s൴n൴n n-൴nc൴ (C,1) ortalamasıdır. O halde ∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘

௡
௠ୀଵ  ser൴s൴ 

|𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [19]. 

Teorem 1.4.25. (𝑋௠) poz൴t൴f azalmayan b൴r d൴z൴ olsun. (𝜆௠) d൴z൴s൴ (1.27), (1.32) ve (1.35) 

koşullarını sağlarsa  ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝐶, 1|௞ toplanab൴l൴rd൴r [16]. 

Teorem 1.4.26. Eğer (𝑝௠), (𝜆௠) ve (𝑋௠) d൴z൴ler൴ Teorem 1.4.21’ ൴n koşullarını ve (1.32) 

koşulunu sağlıyorsa ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [20]. 

Teorem 1.4.27. Eğer (𝑋௠) hemen hemen artan b൴r d൴z൴yse ve (1.27), (1.28), (1.32), (1.35), 

(1.36) koşullarını sağlanıyorsa ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [21]. 

Lemma 1.4.28. Teorem 1.4.20’ n൴n koşulları ve (1.32) koşulu altında 

                         𝑚𝑋௠|∆𝜆௠| = 𝛰(1)      , 𝑚 → ∞                                                       (1.36) 

                       ෍ 𝑋௠|∆𝜆௠|

ஶ

௠ୀଵ

< ∞                                                                                          (1.37) 

elde ed൴l൴r [17]. 

Lemma 1.4.29. (𝑋௠) poz൴t൴f azalmayan b൴r d൴z൴ olsun. (𝛽௠) ve (𝜆௠) d൴z൴s൴ (1.29) -(1.31) 

koşullarını sağlıyorsa 

                         𝑚𝛽௠𝑋௠ = 𝛰(1)                                                                                            (1.38) 

                           ෍ 𝛽௠𝑋௠ < ∞

ஶ

௠ୀଵ

                                                                                           (1.39) 

elde ed൴l൴r [22]. 

Lemma 1.4.30. [19] Eğer (1.26) ve (1.34) koşulları sağlanıyorsa 

∆ ൬
𝑃௠

𝑝௠𝑚ଶ
൰ = 𝛰 ൬

1

𝑚ଶ
൰.                                                            

dır. 

Lemma 1.4.31. Eğer (𝑋௠) hemen hemen artan b൴r d൴z൴ ൴se o zaman (1.28) ve (1.33) 

koşullarından  
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                             ෍ 𝑋௠|∆𝜆௠|

ஶ

௠ୀଵ

< ∞                                                                                    (1.40) 

ve  

                           𝑚𝑋௠|∆𝜆௠| = 𝛰(1)     , 𝑚 → ∞                                                        (1.41) 

sağlanır [21]. 

Lemma 1.4.32. [21] (1.27), (1.28) ve (1.32) koşulları altında  

                            ෍
|𝜆௠|𝑝௠|𝑡௠|௞

𝑃௠
= 𝛰(1)   , 𝑚 → ∞                                              (1.42)

௡

௠ୀଵ

 

dır. 
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2. BÖLÜM 

YÖNTEM VE MATERYAL 

2.1. Yöntem  

Tez çalışmamızda öncel൴kl൴ olarak toplanab൴lme üzer൴ne mevcut çalışmalar ൴le ൴lg൴l൴ 

akadem൴k kaynaklardan ve ൴nternetten yararlanılarak makale taramaları ൴le elde ed൴len 

çalışmalar ൴ncelenm൴şt൴r. 

2.2. Materyal 

 Bu tez çalışmasında yer alan materyaller, toplanab൴lme teor൴s൴ hakkında yazılmış 

akadem൴k kaynaklar ve yayınlanmış makalelerden oluşmaktadır. 

2.3. Ver൴ Toplanması ve Anal൴z൴ 

Kapsamlı b൴r l൴teratür taraması sonucunda elde ed൴len sonsuz ser൴ler൴n ve Four൴er 

ser൴ler൴n൴n |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ ve |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ mutlak toplanab൴lmes൴ üzer൴ne yazılan makaleler 

taranarak bel൴rlenm൴şt൴r. 
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. 

 

 

 

3. BÖLÜM 

SONSUZ SERİLERİN ve FOURIER SERİLERİNİN |𝑵ഥ, 𝒑𝒎|𝒌 

TOPLANABİLMESİ 

3.1. ∑ 𝒄𝒎𝝀𝒎, ∑
𝑷𝒎𝒄𝒎𝝀𝒎

𝒎𝒑𝒎
  ve Four൴er Ser൴ler൴n |𝑵ഥ, 𝒑𝒎|𝒌 Toplanab൴lmes൴ 

Bu bölümde  ∑ 𝑐௠𝜆௠ , ∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘
  ve Four൴er ser൴ler൴n൴n |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴lmes൴ ൴le ൴lg൴l൴ 

Teorem 1.4.21 de ver൴len teorem൴ daha zayıf koşullar altında ൴fade ve ൴spat edeceğ൴z. 

Teorem 3.1.1. (𝑋௠), (𝜆௠ ) ve (𝑝௠) ser൴ler൴ (1.24)-(1.27) koşulları ve  

                        ෍
𝑝௠

𝑃௠

௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ = 𝛰(𝑋௡)    , 𝑛 → ∞                                                         (3.1) 

 koşulunu sağlıyorsa ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [23]. 

İspat. ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴n൴n (𝑁ഥ, 𝑝௠) ortalaması (𝑅௠) ൴le göster൴ls൴n. 

O halde tanım gereğ൴; 

𝑅௠ =
1

𝑃௠
෍ 𝑝௨ ෍ 𝑐௥𝜆௥ =

1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠

௨ୀ଴

௨

௥ୀ଴

௠

௨ୀ଴

 

𝑢 ≥ 1 ൴ç൴n  

      𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠

௨ୀ଴

−
1

𝑃௠ିଵ
෍ (𝑃௠ିଵ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠ିଵ

௨ୀ଴

 

olup gerekl൴ ൴şlemler yapılırsa, 
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    𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
𝑚 + 1

𝑚𝑃௠
𝑝௠𝑡௠𝜆௠

−
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢
+

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨∆𝜆௨𝑡௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

௠ିଵ

௨ୀଵ

+
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝑡௨𝜆௨ାଵ

1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

 

                                    = 𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ  

elde ed൴l൴r. 

Teorem൴n ൴spatını tamamlamak ൴ç൴n M൴nkowsk൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴n൴ kullanarak 

                              ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵஶ

௠ୀଵ

ห𝑅௠,௜ห
௞

< ∞           𝑖 = 1, 2, 3, 4                                                 

olduğunu göstermel൴y൴z. 

İlk önce  

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡

௠ୀଵ

ห𝑅௠,ଵห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ

൬
𝑚 + 1

𝑚
൰

௞

൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞

|𝑡௠|௞|𝜆௠|௞

௡

௠ୀଵ

     

                    = 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|௞ିଵ|𝜆௠|
𝑝௠

𝑃௠

௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞     

      = 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|
𝑝௠

𝑃௠

௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ       

Abel dönüşümü uygulanıp ardından (3.1), (1.32) ve (1.37) koşulları kullanılarak; 

                                                         = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௠| ෍
𝑝௥

𝑃௥

௠

௥ୀଵ

௡ିଵ

௠ୀଵ

|𝑡௥|௞

𝑋௥
௞ିଵ + Ο(1)|𝜆௡| ෍

𝑝௠

𝑃௠

௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ  

                      = 𝛰(1) ෍ |Δ𝜆௠|

௡ିଵ

௠ୀଵ

𝑋௠ + Ο(1)|𝜆௡|𝑋௡  

                                                    = 𝛰(1)         ,   𝑛 → ∞        

olarak bulunur. 
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൴= 2 ൴ç൴n 𝑘 > 1 ve  
ଵ

௞
+

ଵ

௞ሗ
= 1 olmak üzere Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanırsa  

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଶห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑃௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൝ ෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞

       

                                   = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

௡ାଵ

௠ୀଶ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

቎൭ ෍ 𝑝௨

ଵ
௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝜆௨||𝑡௨|൱

௞

቏

ଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞

 

𝑥 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

൦൭ ෍ 𝑝௨

௞ିଵ
௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞
௞ିଵ

൪

௞ିଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞

    

                                                    = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

෍ 𝑝௨|𝑡௨|௞

௡ିଵ

௨ୀଵ

|𝜆௨|௞ 𝑥 ൝
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ

 

                           = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝜆௨|௞ିଵ|𝜆௨||𝑡௨|௞ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

   

௡

௨ୀଵ

      

= 𝛰(1) ෍|𝜆௨|
𝑝௨

𝑃௨

|𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

      

 (3.1) ve (1.32) koşulları kullanılarak 𝑅௠,ଵ  dek൴ g൴b൴  

= 𝛰(1)     , 𝑛 → ∞                       

bulunur. 

Benzer şek൴lde ൴= 3 ൴ç൴n Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ ve (1.36) koşulu kullanılarak  

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଷห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑃௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍ 𝑃௨|∆𝜆௨||𝑡௨|

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑢 + 1

𝑢
อ

௞

                       

                 = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

൭ ෍ 𝑢𝑝௨|Δ𝜆௨|

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|൱

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

                   

                                       = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൭ ෍ 𝑝௨(𝑢|Δλ௨|)௞|𝑡௨|௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱  𝑥 ൭
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞ିଵ
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                       = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨(𝑢|Δ𝜆௨|)௞ିଵ𝑢|Δ𝜆௨|𝑝௨|𝑡௨|௞

௡

௨ୀଵ

෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

= 𝛰(1) ෍ 𝑢|Δ𝜆௨|
𝑝௨|𝑡௨|௞

𝑃௨𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

                                 

bulunur ve bu eş൴tl൴ğe Abel dönüşümü uygularsak; 

                               = 𝛰(1) ෍ Δ(𝑢|Δ𝜆௨|) ෍
𝑝௥|𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ

௨

௥ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

 +  𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡| ෍
𝑝௨|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

 

         = 𝛰(1) ෍|Δ(𝑢|Δ𝜆௨|)|

௡ିଵ

௨ୀଵ

𝑋௨ + 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡|𝑋௡          

Δ𝜆௨ = 𝜆௨ − 𝜆௨ାଵ olup gerekl൴ düzenlemeler yapılırsa; 

                                       = 𝛰(1) ෍ 𝑢𝑋௨|Δଶ𝜆௨| + 𝛰(1) ෍ 𝑋௨|Δ𝜆௨| + 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡|𝑋௡    

௡ିଵ

௨ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

(1.27), (1.36) ve (1.37) koşulları b൴rl൴kte kullanılarak; 

  = 𝛰(1)   ,   𝑛 → ∞                                                     

bulunur. Son olarak 𝑅௠,ଵ dek൴ g൴b൴  

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ

ห𝑅௠,ସห
௞

≤ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

൭ ෍
𝑃௨

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|൱

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

௡ାଵ

௠ୀଶ

                                                      

Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp ardından 𝜆௠ = 𝜊(1), (3.1) ve (1.32) koşulları kullanılırsa; 

                                       = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൭ ෍ 𝑝௨|𝜆௨ାଵ|௞|𝑡௨|௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱  𝑥 ൭
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞ିଵ

 

             = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝜆௨ାଵ|௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

= 𝛰(1) ෍|𝜆௨ାଵ|

௠

௨ୀଵ

𝑝௨|𝑡௨|௞

𝑃௨𝑋௨
௞ିଵ                                   

𝑅௠,ଵ  dek൴ g൴b൴ 
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                                   = 𝛰(1)    , 𝑛 → ∞ 

olarak bulunur k൴ Teorem 3.1.1’ ൴n ൴spatı tamamlanır. 

Teorem 3.1.2. 𝜙ଵ(𝑘) 𝜖 𝐵𝑉 (0, 𝜋) ve (𝑝௠), (𝜆௠) ve (𝑋௠) d൴z൴ler൴ Teorem 3.1.1’ ൴n 

koşullarını sağlıyorsa ∑ 𝐷௠(𝑥)𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [23]. 

Teorem 3.1.3. (𝑋௠) poz൴t൴f azalmayan d൴z൴ olsun. (𝑋௠), (𝛽௠), (𝜆௠) ve (𝑝௠) (1.29)-(1.32), 

(1.26), (1.34) koşulları ve  

                     ෍
|𝑡௠|௞

𝑚𝑋௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

= 𝛰(𝑋௡)    ,    𝑛 → ∞                                                                    (3.2) 

sağlanırsa ∑
௖೘௉೘ఒ೘

௠௣೘

௡
௠ୀଵ  d൴z൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [24]. 

İspat. 

(𝑅௠), ∑
௖೘௉೘ఒ೘

௠௣೘

௡
௠ୀଵ  ser൴s൴n൴n (𝑁ഥ, 𝑝௠) ortalaması olsun. 

O zaman tanım gereğ൴; 

𝑅௠ =
1

𝑃௠
෍ 𝑝௨ ෍

𝑃௥𝑐௥𝜆௥

𝑟𝑝௥

௨

௥ୀଵ

௠

௨ୀଵ

=
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)

𝑃௨𝑐௨𝜆௨

𝑢𝑝௨
      

௠

௨ୀଵ

 

𝑚 ≥ 1 ൴ç൴n 

𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)

𝑃௨𝑐௨𝜆௨

𝑢𝑝௨

௠

௨ୀଵ

−
1

𝑃௠ିଵ
෍ (𝑃௠ିଵ − 𝑃௨ିଵ)

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑃௨𝑐௨𝜆௨

𝑢𝑝௨
 

olup gerekl൴ ൴şlemler yapılınca  

   𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
−𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍

𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

(𝑢 + 1)𝑡௨𝑝௨

𝜆௨

𝑢ଶ
+

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝑃௨∆𝜆௨(𝑢 + 1)

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑡௨

𝑢ଶ𝑝௨
  

+
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝜆௨ାଵ(𝑢 + 1)

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑡௨∆ ൬
𝑃௨

𝑢ଶ𝑝௨
൰ + 𝜆௠𝑡௠

(𝑚 + 1)

𝑚ଶ
  

                           = 𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ  

elde ed൴l൴r. 

M൴nkowsk൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴nden; 
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ห𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ ห
௞

≤ 4௞(ห𝑅௠,ଵห
௞

+ ห𝑅௠,ଶห
௞

+ ห𝑅௠,ଷห
௞

+ ห𝑅௠,ସห
௞

) 

olup teorem൴n ൴spatını tamamlamak ൴ç൴n  

               ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵஶ

௠ୀଵ

ห𝑅௠,௜ห
௞

< ∞                          𝑖 = 1, 2, 3, 4                                                  

olduğunu göstermek yeterl൴d൴r. 

İlk olarak  

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଵห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍
𝑃௨

𝑝௨
𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢

1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

อ

௞

 

                    = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞ ൝ ෍

𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑝௨|𝑡௨||𝜆௨|
1

𝑢
ൡ

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

 

Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴, (1.26) ve (1.32) koşullarını kullanarak; 

                                                = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

൦ቌ ෍ 𝑝௨

ଵ
௞ ൬

𝑃௨

𝑝௨
൰

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨||𝜆௨| ൬
1

𝑢
൰ቍ

௞

൪

ଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

𝑥 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

൦൭ ෍ 𝑝௨

௞ିଵ
௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞
௞ିଵ

൪

௞ିଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞

       

                                  = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൝ ෍ 𝑝௨ ൬

𝑃௨

𝑝௨
൰

௞௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|௞|𝜆௨|௞
1

𝑢௞
ൡ 

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

𝑥 ൝
1

𝑃௡ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ

                       

                                = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൝ ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

|𝜆௨|௞𝑝௨|𝑡௨|௞
1

𝑢௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ 
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                              = 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑢𝑝௨
൰

௞

|𝜆௨|௞

௡

௨ୀଵ

𝑝௨|𝑡௨|௞ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

                 = 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑢𝑝௨
൰

௞ିଵ

|𝜆௨|௞ିଵ|𝑡௨|௞|𝜆௨|
1

𝑢

௡

௨ୀଵ

 

         = 𝛰(1) ෍|𝜆௨|
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

                          

elde ed൴l൴r. Abel dönüşümü, (3.2), (1.29), (1.32) ve (1.39) koşulları uygulanırsa; 

                                      = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௠| ෍
|𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ

௨

௥ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

+  𝛰(1)|𝜆௡| ෍
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

 

       = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௨|𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡|𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

       = 𝛰(1) ෍ 𝛽௨𝑋௨ +

௡ିଵ

௨ୀଵ

𝛰(1)|𝜆௡|𝑋௡ 

       = 𝛰(1)  ,    𝑛 → ∞                                

elde ed൴l൴r. 

Ş൴md൴ ൴=2 ൴ç൴n (1.26), (1.29) ve (1.39) koşulları kullanılırsa; 

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଶห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑃௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍
𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

Δ𝜆௨

𝑃௨

𝑢
𝑡௨

𝑢 + 1

𝑢
อ

௞

               

                                            = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

௡ାଵ

௠ୀଶ

൝෍
𝑃௨

𝑝௨

௡ିଵ

௨ୀଵ

|Δ𝜆௨|𝑝௨|𝑡௨|ൡ

௞

𝑥 ൝
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ

 

               = 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

|Δ𝜆௨|௞|𝑡௨|௞𝑝௨ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

௡

௨ୀଵ

 

= 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

|Δ𝜆௨|௞|𝑡௨|௞              
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= 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

𝛽௨
௞|𝑡௨|௞                       

= 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

𝛽௨
௞ 𝛽௨

௞ିଵ |𝑡௨|௞          

= 𝛰(1) ෍ 𝑢௞ିଵ𝛽௨

|𝑡௨|௞

𝑢௞ିଵ𝑋௨
௞ିଵ                  

௡

௨ୀଵ

 

= 𝛰(1) ෍ 𝑢 𝛽௨

|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ                              

௡

௨ୀଵ

 

olup Abel dönüşümü, (3.2), (1.31) ve (1.39) koşulları kullanılırsa  

                                    = 𝛰(1) ෍ Δ(𝑢𝛽௨) ෍
|𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ + 𝛰(1) 𝑛𝛽௡ ෍

|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

௨

௥ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

            

                                     = 𝛰(1) ෍ 𝑢|Δ𝛽௨|𝑋௨ + 𝛰(1) ෍ 𝛽௨𝑋௨ + 𝛰(1)𝑛𝛽௡𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

            

 = 𝛰(1) ,     𝑛 → ∞                                           

elde ed൴l൴r.  

Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp (1.26), (1.32) ve (3.2) koşulları uygulanırsa  

    ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଷห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍ 𝑃௨Δ ൬
𝑃௨

𝑢ଶ𝑝௨
൰ 𝜆௨ାଵ(𝑢 + 1)𝑡௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

อ

௞

  

                = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞ ൝ ෍ 𝑃௨|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|

1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑢 + 1

𝑢
ൡ

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

 

            = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞ ൝ ෍

𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑝௨|𝜆௨ାଵ|
1

𝑢
|𝑡௨|ൡ

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                         = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൝ ෍ ൬

𝑃௨

𝑝௨
൰

௞௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑝௨

1

𝑢௞
|𝜆௨ାଵ|௞|𝑡௨|௞ൡ 

௡ାଵ

௠ୀଵ
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𝑥 ൝
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ

                                    

                                             = 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

𝑝௨

1

𝑢௞
|𝜆௨ାଵ|௞ିଵ|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞

௡

௨ୀଵ

෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
   

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

               = 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑢𝑝௨
൰

௞ିଵ 1

𝑢

௡

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|௞ିଵ|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞   

= 𝛰(1) ෍|𝜆௨ାଵ|
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ                        

௡

௨ୀଵ

 

elde ed൴l൴p 𝑅௠,ଵ dek൴ne benzer şek൴lde 

= 𝛰(1)      𝑛 → ∞                                      

olarak bulunur. 

Son olarak ൴= 4 ൴ç൴n (1.26), (1.32) ve (3.2) koşulları kullanılarak; 

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡

௠ୀଵ

ห𝑅௠,ସห
௞

=  ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡

௠ୀଵ

൬
𝑚 + 1

𝑚
൰

௞ 1

𝑚௞
|𝜆௠|௞|𝑡௠|௞                                

        = 𝛰(1) ෍ 𝑚௞ିଵ
1

𝑚௞
|𝜆௠|௞ିଵ|𝜆௠|

௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞  

= 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|
|𝑡௠|௞

𝑚𝑋௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

                        

𝑅௠,ଵ dek൴ne benzer şek൴lde 

= 𝛰(1) ,     𝑛 → ∞                                    

olarak bulunur k൴ böylece Teorem 3.1.3’ ün ൴spatı tamamlanmış olur. 

Teorem 3.1.4. (𝑋௠) poz൴t൴f azalmayan d൴z൴ olsun. 𝜙ଵ(𝑘) 𝜖 𝐵𝑉 (0, 𝜋) ve (𝑝௠), (𝜆௠) ve 

(𝛽௠) d൴z൴ler൴ Teorem 3.1.3’ ün koşullarını sağlıyorsa ∑
௉೘஽೘(௫)ఒ೘

௠௣೘

ஶ
௠ୀଵ  ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ 

toplanab൴l൴rd൴r [24]. 
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Teorem 3.1.5. (𝑋௠) hemen hemen artan b൴r d൴z൴. (𝑋௠), ( 𝜆௠) ve (𝑝௠) d൴z൴ler൴ (1.26) , 

(1.27), (1.32) koşullarını ve  

                    ෍
𝑝௠

𝑃௠

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

= 𝛰(𝑋௡)                    ,      𝑛 → ∞                                                (3.3) 

                    ෍
|𝑡௠|௞

𝑚𝑋௠
௞ିଵ = 𝛰(𝑋௡

௡

௠ୀଵ

)                      ,       𝑛 → ∞                                                (3.4) 

sağlıyorsa ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [25]. 

İspat. (𝑅௠), ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴n൴n (𝑁ഥ, 𝑝௠) ortalamasını gösters൴n.  

Tanımdan;  

𝑅௠ =
1

𝑃௠
෍ 𝑝௨ ෍ 𝑐௥𝜆௥ =

1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨        

௠

௨ୀ଴

௨

௥ୀ଴

௠

௨ୀ଴

 

𝑢 ≥ 1 ൴ç൴n  

𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠

௨ୀ଴

−
1

𝑃௠ିଵ
෍ (𝑃௠ିଵ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠ିଵ

௨ୀ଴

 

olup gerekl൴ ൴şlemler yapılırsa, 

  𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
𝑚 + 1

𝑚𝑃௠
𝑝௠𝑡௠𝜆௠

−
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢
+

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨∆𝜆௨𝑡௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

௠ିଵ

௨ୀଵ

+
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝑡௨𝜆௨ାଵ

1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

 

                                   = 𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ     

ele ed൴l൴r. 

M൴nkowsk൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴nden; 

ห𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ ห
௞

≤ 4௞(ห𝑅௠,ଵห
௞

+ ห𝑅௠,ଶห
௞

+ ห𝑅௠,ଷห
௞

+ ห𝑅௠,ସห
௞

) 

bulunur. 

 Teorem൴n ൴spatını tamamlamak ൴ç൴n  
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                     ෍ 𝜃௠
௞ିଵห𝑅௠,௜ห

௞
< ∞                            𝑖 = 1, 2, 3, 4                                                 

ஶ

௠ୀଵ

 

olduğunu göstermek yeterl൴d൴r. 

൴= 1 ൴ç൴n Abel dönüşümü, (1.32), (3.3) ve (1.40) koşulları gereğ൴ 

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ

ห𝑅௠,ଵห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ

൬
𝑚 + 1

𝑚
൰

௞

൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞

|𝑡௠|௞|𝜆௠|௞      

௡

௠ୀଵ

௡

௠ୀଵ

 

               = 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|௞ିଵ|𝜆௠|
𝑝௠

𝑃௠

|𝑡௠|௞

௡

௠ୀଵ

   

= 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|
𝑝௠

𝑃௠

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

   

                                                       = 𝛰(1) ෍ ∆|𝜆௠| ෍
𝑝௨

𝑃௨

௡

௡ୀଵ

௡ିଵ

௠ୀଵ

|𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ + 𝛰(1)|𝜆௡| ෍

𝑝௠

𝑃௠

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

 

                   = 𝛰(1) ෍ |Δ𝜆௠|𝑋௠ + 𝛰(1)|𝜆௡|

௡ିଵ

௠ୀଵ

𝑋௡   

= 𝛰(1)      ,     𝑛 → ∞             

olarak bulunur. 

൴= 2 ൴ç൴n Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp (3.3) ve (1.32) koşulları kullanılırsa; 

 ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

 ௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଶห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ

൬
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞
௡ାଵ

௠ୀଶ

൝ ෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞

         

                              = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

቎൭ ෍ 𝑝௨

ଵ
௞|𝜆௨|

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|൱

௞

቏

ଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

 𝑥 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

൦൭ ෍ 𝑝௨

௞ିଵ
௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞
௞ିଵ

൪

௞ିଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞
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                                                    = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

෍ 𝑝௨|𝜆௨|௞|𝑡௨|௞ 𝑥 ൝
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ௠ିଵ

௨ୀଵ

 

                             = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝜆௨|௞ିଵ|𝜆௨||𝑡௨|௞

௡

௨ୀଵ

෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

 = 𝛰(1) ෍|𝜆௨|

௡

௨ୀଵ

𝑝௨

𝑃௨

|𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ              

𝑅௠,ଵ dek൴ne benzer şek൴lde 

                                                    = 𝛰(1)      ,     𝑛 → ∞    

olarak bulunur. ൴= 3 ൴ç൴n Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ ve (1.41) koşulu uygulanırsa; 

           ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଷห
௞

= ෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ

൬
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൭ ෍ 𝑃௨|Δ𝜆௨||𝑡௨|
𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞

       

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                             = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

൭ ෍
𝑃௨

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑢|Δ𝜆௨||𝑡௨|൱

௞

       

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                                   = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൭ ෍

𝑃௨

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

(𝑢|Δ𝜆௨|)௞|𝑡௨|௞൱

௡ାଵ

௠ୀଶ

        

           𝑥 ൭
1

𝑃௠ିଵ
෍

𝑃௨

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞ିଵ

                             

                                            = 𝛰(1) ෍
𝑃௨

𝑢

௡

௨ୀଵ

(𝑢|Δ𝜆௨|)௞ିଵ𝑢|Δ𝜆௨||𝑡௨|௞ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

     = 𝛰(1) ෍ 𝑢|Δ𝜆௨|
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

               

elde ed൴l൴r ve bu eş൴tl൴ğe Abel dönüşümü uygulanıp (3.4), (1.27), (1.40) ve (1.41) 

koşullarından  

                                                    = 𝛰(1) ෍ Δ(𝑢|Δ𝜆௨|)

௡ିଵ

௨ୀଵ

෍
|𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ + 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡| ෍

|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

௨

௥ୀଵ
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                       = 𝛰(1) ෍ Δ(𝑢|Δ𝜆௨|)𝑋௨ + 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡|𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

                                                = 𝛰(1) ෍ 𝑢𝑋௨|Δଶ𝜆௨| + 𝛰(1) ෍ 𝑋௨|Δ𝜆௨|                         

௡ିଵ

௨ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

+ 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡|𝑋௡                          

        = 𝛰(1)       ,          𝑛 → ∞                      

bulunur. 

Son olarak ൴= 4 ൴ç൴n Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp (1.32) ve (3.4) koşullarından  

෍ ൬
𝑃௠

𝑝௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ସห
௞

≤ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
௞

൭ ෍
𝑃௨

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|൱

௞

                                          

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                                             = 𝛰(1) ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൭ ෍
𝑃௨

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|௞|𝑡௨|௞൱ 𝑥 ൭
1

𝑃௠ିଵ
෍

𝑃௨

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞

 

                        = 𝛰(1) ෍
𝑃௨

𝑢

௡

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|௞ିଵ|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

   = 𝛰(1) ෍|𝜆௨ାଵ|
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

                            

𝑅௠,ଵ dek൴ne benzer şek൴lde 

   = 𝛰(1)           ,      𝑛 → ∞                              

elde ed൴l൴r. 

Böylece Teorem 3.1.5’ ൴n ൴spatı tamamlanır. 

Teorem 3.1.6. (𝑋௠) poz൴t൴f azalmayan d൴z൴ olsun. 𝜙ଵ(𝑘) 𝜖 𝐵𝑉 (0, 𝜋) ve (𝑝௠), (𝜆௠) ve 

(𝛽௠) d൴z൴ler൴ Teorem 3.1.5’ ün koşullarını sağlıyorsa ∑ 𝐷௠(𝑥)𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠|௞ 

toplanab൴l൴rd൴r [25]. 

  



26 
 

 

 

 

4. BÖLÜM 

SONSUZ SERİLERİN ve FOURIER SERİLERİNİN |𝑵ഥ, 𝒑𝒎; 𝜽𝒎|𝒌  

TOPLANABİLMESİ 

4.1.  ∑ 𝒄𝒎𝝀𝒎, ∑
𝑷𝒎𝒄𝒎𝝀𝒎

𝒎𝒑𝒎
  ve Four൴er Ser൴ler൴n൴n |𝑵ഥ, 𝒑𝒎; 𝜽𝒎|𝒌 Toplanab൴l൴rl൴ğ൴ 

Bu bölümde ∑ 𝑐௠𝜆௠, ∑
௉೘௖೘ఒ೘

௠௣೘
  ve Four൴er Ser൴ler൴n൴n |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rl൴ğ൴ ൴le 

൴lg൴l൴ teoremler ൴fade ve ൴spat ed൴lecekt൴r. 

Teorem 4.1.1. ቀ
ఏ೘௣೘

௉೘
ቁ artmayan d൴z൴ olsun. (𝑋௠), (𝜆௠) ve (𝑝௠) d൴z൴ler൴ Teorem 3.1.1’ ൴n 

koşullarını ve  

               ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

 ௠ୀଵ

൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ |𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ  = 𝛰(𝑋௡)     𝑚 → ∞                                                    (4.1) 

sağlasın. O zaman ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [26]. 

İspat. ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴n൴n R൴esz ortalaması (𝑅௠) ൴le göster൴ls൴n. 

Tanım gereğ൴; 

𝑅௠ =
1

𝑃௠
෍ 𝑝௨ ෍ 𝑐௥𝜆௥ =

1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠

௨ୀ଴

௨

௥ୀ଴

௠

௨ୀ଴

        

𝑢 ≥ 1 ൴ç൴n  

𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠

௨ୀ଴

−
1

𝑃௠ିଵ
෍ (𝑃௠ିଵ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨  

௠ିଵ

௨ୀ଴

 

olup gerekl൴ ൴şlemler yapılırsa, 
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   𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
𝑚 + 1

𝑚𝑃௠
𝑝௠𝑡௠𝜆௠

−
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢
+

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨∆𝜆௨𝑡௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

௠ିଵ

௨ୀଵ

+
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝑡௨𝜆௨ାଵ

1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

 

                                     = 𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ  

elde ed൴l൴r. 

M൴nkowsk൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴nden; 

ห𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ ห
௞

≤ 4௞(ห𝑅௠,ଵห
௞

+ ห𝑅௠,ଶห
௞

+ ห𝑅௠,ଷห
௞

+ ห𝑅௠,ସห
௞

) 

elde ed൴l൴r. Teorem൴n ൴spatını tamamlamak ൴ç൴n  

                     ෍ 𝜃௠
௞ିଵห𝑅௠,௜ห

௞
< ∞               𝑖 = 1,2,3,4                                                               

ஶ

௠ୀଵ

 

olduğunu göstermek yeterl൴d൴r. 

İlk olarak ൴= 1 ൴ç൴n Lemma 1.4.28 uygulanırsa; 

෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

ห𝑅௠,ଵห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑚 + 1

𝑚
൰

௞

൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞

|𝑡௠|௞|𝜆௠|௞   

௡

௠ୀଵ

 

                                  = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ|𝜆௠|௞ିଵ|𝜆௠| ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞
௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞ 

                  = 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞
௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ  

bulunur. 

Abel dönüşümü, (4.1) koşulu ve Lemma 1.4.28 kullanılarak  

                            = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௠|

௡ିଵ

௠ୀଵ

෍ 𝜃௨
௞ିଵ

௠

௨ୀଵ

൬
𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ  

                 + 𝛰(1) |𝜆௡| ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ |𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ  
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                      = 𝛰(1) ෍ |Δ𝜆௠|𝑋௠ + 𝛰(1)|𝜆௡|𝑋௡

௡ିଵ

௠ୀଵ

 

                                                          = 𝛰(1)  ,    𝑛 → ∞   

olarak bulunur. ൴= 2 ൴ç൴n  

෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଶห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑃௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൝ ෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞

        

𝑘 > 1 ve  
ଵ

௞
+

ଵ

௞ሗ
= 1 olmak üzere Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴, (4.1) koşulu kullanılarak  

                                                   = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝜆௨|௞ିଵ|𝜆௨||𝑡௨|௞ ෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ 𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

௡

௨ୀଵ

 

                                                   = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

𝑝௨|𝑡௨|௞|𝜆௨| ൬
1

𝑋௨
൰

௞ିଵ

෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

    = 𝛰(1) ෍|𝜆௨|

௡

௨ୀଵ

𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ 

Abel dönüşümü uygulanıp Lemma 1.4.28 uygulanırsa  

= 𝛰(1)     , 𝑛 → ∞                         

 elde ed൴l൴r. 

൴= 3 ൴ç൴n Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp (1.26) koşulu kullanılırsa; 

 ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଷห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑃௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍ 𝑃௨|∆𝜆௨||𝑡௨|

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑢 + 1

𝑢
อ

௞

 

                                       = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൭ ෍ 𝑢𝑝௨|Δ𝜆௨|

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|൱

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                                                   = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൭ ෍ 𝑝௨(𝑢|Δλ௨|)௞𝑢௞|𝑡௨|௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱  

     𝑥 ൭
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞ିଵ
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                                     = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝑡௨|௞(𝑢|Δ𝜆௨|)௞ିଵ𝑢|Δ𝜆௨| ෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ 𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

௡

௨ୀଵ

 

 = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

𝑝௨

𝑃௨
൬

1

𝑋௨
൰

௞ିଵ

𝑢|Δ𝜆௨||𝑡௨|௞ 

= 𝛰(1) ෍ 𝑢|Δ𝜆௨|

௡

௨ୀଵ

𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ                   

olarak bulur k൴ bu eş൴tl൴ğe Abel dönüşümü uygulanıp (1.27) koşulu ve Lemma 1.4.28 

kullanılırsa; 

= 𝛰(1) ෍ Δ(𝑢|Δ𝜆௨|)

௡ିଵ

௨ୀଵ

෍ 𝜃௥
௞ିଵ ൬

𝑝௥

𝑃௥
൰

௞ |𝑡௥|௞

𝑋௥
௞ିଵ

௨

௥ୀଵ

       

+𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡| ෍ 𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

                       

                           = 𝛰(1) ෍ 𝑢𝑋௨|Δଶ𝜆௨|

௡ିଵ

௨ୀଵ

+ 𝛰(1) ෍ 𝑋௨|∆𝜆௨| + 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡|𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

= 𝛰(1)   ,   𝑛 → ∞                                                      

bulunur. 

Son olarak Abel dönüşümü, (1.26) koşulu ve Lemma 1.4.28 kullanılarak; 

෍ 𝜃௠
௞ିଵห𝑅௠,ସห

௞
≤ ෍ 𝜃௠

௞ିଵ ൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑢𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|௞|𝑡௨|௞
1

𝑢
൭

1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞ିଵ

  

௡ାଵ

௠ୀଶ

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                     = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝜆௨ାଵ|௞ିଵ|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞ ෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

௡

௨ୀଵ

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
 

                    = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨ ൬
1

𝑋௨
൰

௞ିଵ

|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞

௡

௨ୀଵ

෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ 𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

= 𝛰(1) ෍|𝜆௨ାଵ|𝜃௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

൬
𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ                                 
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= 𝛰(1) ෍|Δ𝜆௨|𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡ାଵ|𝑋௡ାଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

                         

                                = 𝛰(1)   ,   𝑛 → ∞  

bulunur. 

Böylece Teorem 4.1.1’ ൴n ൴spatı tamamlanmış olur. 

Teorem 4.1.2. ቀ
ఏ೘௣೘

௉೘
ቁ artmayan d൴z൴ olsun.  𝜙ଵ(𝑘) 𝜖 𝐵𝑉 (0, 𝜋) ve (𝑝௠), (𝜆௠) ve (𝑋௠) 

d൴z൴ler൴ Teorem 4.1.1’ ൴n koşullarını sağlıyorsa ∑ 𝐷௠(𝑥)𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ 

toplanab൴l൴rd൴r [26]. 

Teorem 4.1.3. ቀ
ఏ೘௣೘

௉೘
ቁ artmayan d൴z൴ ve Teorem 3.1.3’ ün şartları ve  

                        ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ
௡

 ௠ୀଵ

|𝑡௠|௞

𝑚𝑋௠
௞ିଵ = 𝛰(𝑋௡)                                                           (4.2) 

koşulu altında ∑
௖೘௉೘ఒ೘

௠௣೘

ஶ
௠ୀଵ  d൴z൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [27]. 

İspat. 

(𝑅௠), ∑
௖೘௉೘ఒ೘

௠௣೘

ஶ
௠ୀଵ  ser൴s൴n൴n (𝑁ഥ, 𝑝௠) ortalaması olsun. 

O zaman tanım gereğ൴; 

𝑅௠ =
1

𝑃௠
෍ 𝑝௨ ෍

𝑃௥𝑐௥𝜆௥

𝑟𝑝௥

௨

௥ୀଵ

௠

௨ୀଵ

=
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)

𝑃௨𝑐௨𝜆௨

𝑢𝑝௨

௠

௨ୀଵ

                

𝑚 ≥ 1 ൴ç൴n  

𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)

𝑃௨𝑐௨𝜆௨

𝑢𝑝௨

௠

௨ୀଵ

−
1

𝑃௠ିଵ
෍ (𝑃௠ିଵ − 𝑃௨ିଵ)

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑃௨𝑐௨𝜆௨

𝑢𝑝௨
         

olup gerekl൴ düzenlemeler yapılınca  

     𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
−𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍

𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

(𝑢 + 1)𝑡௨𝑝௨

𝜆௨

𝑢ଶ
+

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝑃௨∆𝜆௨(𝑢 + 1)

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑡௨

𝑢ଶ𝑝௨

+
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝜆௨ାଵ(𝑢 + 1)

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑡௨∆ ൬
𝑃௨

𝑢ଶ𝑝௨
൰ + 𝜆௠𝑡௠

(𝑚 + 1)

𝑚ଶ
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                              = 𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ  

elde ed൴l൴r. 

M൴nkowsk൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴nden; 

ห𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ ห
௞

≤ 4௞(ห𝑅௠,ଵห
௞

+ ห𝑅௠,ଶห
௞

+ ห𝑅௠,ଷห
௞

+ ห𝑅௠,ସห
௞

) 

olup teorem൴n ൴spatını tamamlamak ൴ç൴n  

                       ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

ஶ

௠ୀଵ

ห𝑅௠,௜ห
௞

< ∞                𝑖 = 1, 2, 3, 4                                                           

olduğunu göstermek yeterl൴d൴r. 

İlk olarak  

෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

ห𝑅௠,ଵห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍
𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑝௨𝑡௨

𝑢 + 1

𝑢

1

𝑢
อ

௞

                        

௡

௠ୀଵ

 

                               = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞
௡

௠ୀଵ

൝ ෍
𝑃௨

𝑝௨
𝑝௨|𝑡௨||𝜆௨|

1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞

             

eş൴tl൴ğ൴ne Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanırsa; 

                                         = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

቎൭ ෍ 𝑝௨

ଵ
௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൬
𝑃௨

𝑝௨
൰ |𝑡௨||𝜆௨|

1

𝑢
൱

௞

቏

ଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞

௡

௠ୀଵ

 

  𝑥 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

൦൭ ෍ 𝑝௨

௞ିଵ
௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞
௞ିଵ

൪

௞ିଵ
௞

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

௞

                            

                                  = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ
൝ ෍ 𝑝௨ ൬

𝑃௨

𝑝௨
൰

௞௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|௞|𝜆௨|௞
1

𝑢௞
ൡ

௡

௠ୀଵ

 

    𝑥 ൝
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ

                                            

olup gerekl൴ düzenlemeler yapılıp (1.26) koşulu uygulanırsa; 
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                 = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ
൝ ෍ ൬

𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

|𝜆௨|௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑝௨|𝑡௨|௞
1

𝑢௞
ൡ

௡

௠ୀଵ

 

                                 = 𝛰(1) ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

|𝜆௨||𝜆௨|௞ିଵ𝑝௨

௡

௨ୀଵ

|𝑡௨|௞
1

𝑢௞
෍ ൬

𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
 

     = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

൬
𝑃௨

𝑢𝑝௨
൰

௞

|𝜆௨||𝜆௨|௞ିଵ𝑝௨|𝑡௨|௞
1

𝑃௨

௡

௨ୀଵ

 

= 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

൬
𝑃௨

𝑢𝑝௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

|𝜆௨||𝑡௨|௞
1

𝑢

1

𝑋௨
௞ିଵ 

= 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

1

𝑢

1

𝑋௨
௞ିଵ

|𝜆௨||𝑡௨|௞                    

= 𝛰(1) ෍|𝜆௨|𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ |𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

                          

elde ed൴l൴r. Bulunan eş൴tl൴ğe Abel dönüşümü uygulanıp (4.2), (1.29), (1.32) ve (1.39) 

koşullarını kullanarak; 

= 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௨| ෍ 𝜃௥
௞ିଵ ൬

𝑝௥

𝑃௥
൰

௞ିଵ |𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ              

௨

௥ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

+𝛰(1)|𝜆௡| ෍ 𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ |𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

                          

= 𝛰(1) ෍|Δ𝜆௨|𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡|𝑋௡                           

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

= 𝛰(1) ෍ 𝛽௨𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡|𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

                                 

= 𝛰(1)   ,   𝑛 → ∞                                                            

bulunur. 

Ş൴md൴ 𝑅௠,ଶ ൴ç൴n ൴spatlayalım. 

Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp (1.26), (1.29) ve Lemma 1.4.29 kullanarak; 
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෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

ห𝑅௠,ଶห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍
𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

Δ𝜆௨

𝑃௨

𝑢
𝑡௨

𝑢 + 1

𝑢
อ

௞௡

௠ୀଵ

 

                                     = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൝ ෍
𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

|Δ𝜆௨|𝑝௨|𝑡௨|ൡ

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                                             = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൝ ෍ ൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

|Δ𝜆௨||𝑡௨|௞𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ 

𝑥 ൝
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ

                     

                                                 = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞
௡ାଵ

௠ୀଶ

1

𝑃௠ିଵ
൝ ෍ ൬

𝑃௨

𝑝௨
൰

௞௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|௞𝑝௨|Δ𝜆௨|௞ൡ 

                                                   = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

|Δ𝜆௨|௞𝑝௨|𝑡௨|௞ ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

                = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

൬
𝑃௨

𝑝௨
൰

௞ିଵ

𝛽௨
௞|𝑡௨|௞

௡

௨ୀଵ

 

                 = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

𝑢௞ିଵ𝛽௨
௞ିଵ𝛽௨|𝑡௨|௞

௡

௨ୀଵ

 

                 = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

𝑢௞ିଵ𝛽௨

|𝑡௨|௞

𝑢௞ିଵ𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

 

elde ed൴l൴r. Bulunan eş൴tl൴ğe Abel dönüşümü uygulanıp (4.2), (1.31) koşulları ve Lemma 

1.4.29 uygulanırsa; 

                      = 𝛰(1) ෍ Δ(𝑢𝛽௨) ෍ 𝜃௥
௞ିଵ ൬

𝑝௥

𝑃௥
൰

௞ିଵ
௨

௥ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ 

        + 𝛰(1)𝑛𝛽௡ ෍ 𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ |𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

 

                                             = 𝛰(1) ෍ 𝑢|Δ𝑢𝛽௨|𝑋௨ + 𝛰(1) ෍ 𝛽௨𝑋௨

௡ିଵ

௨ୀଵ

+ 𝛰(1)𝑛𝛽௡𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ
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                                              = 𝛰(1)    , 𝑛 → ∞                                      

elde ed൴l൴r. 

Ş൴md൴ teorem൴n h൴potezler൴ ve Lemma 1.4.29 kullanılarak; 

      ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଷห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞
௡ାଵ

௠ୀଶ

อ ෍ 𝑃௨Δ ൬
𝑃௨

𝑢ଶ𝑝௨
൰ 𝜆௨ାଵ(𝑢 + 1)

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑡௨อ

௞

 

                                = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൝ ෍
𝑃௨

𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑝௨|𝜆௨ାଵ|
1

𝑢
|𝑡௨|ൡ

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

 

elde ed൴l൴r. Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ ve (1.26) koşulu uygulanırsa  

                                             = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ
൝ ෍ ൬

𝑃௨

𝑝௨
൰

௞

𝑝௨

1

𝑢௞
|𝜆௨ାଵ|௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|௞ൡ

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

         𝑥 ൝
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞ିଵ

                                         

                                = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

൬
𝑃௨

𝑢𝑝௨
൰

௞

𝑝௨|𝜆௨ାଵ|௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞ 

   𝑥 ෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

                                          

                  = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

൬
𝑃௨

𝑢𝑝௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|
1

𝑢

|𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ 

= 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ   

elde ed൴l൴r ve Abel dönüşümü kullanılır. (4.2), (1.29), (1.32) ve (1.39) koşulları 

uygulanırsa; 

             = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௨ାଵ| ෍ 𝜃௥
௞ିଵ ൬

𝑝௥

𝑃௥
൰

௞ିଵ |𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ

௨

௥ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

     + 𝛰(1)|𝜆௠ାଵ| ෍ 𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ
௡

௨ୀଵ

|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ 
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= 𝛰(1) ෍ 𝛽௨𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡ାଵ|𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

     

= 𝛰(1)    , 𝑛 → ∞                                    

olarak bulunur. 

Son olarak (1.26) ve (1.32) koşullarından  

෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

ห𝑅௠,ସห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ฬ𝜆௠𝑡௠

𝑚 + 1

𝑚ଶ
ฬ

௞

                                                 

௡

௠ୀଵ

 

           = ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑚 + 1

𝑚
൰

௞௡

௠ୀଵ

1

𝑚௞
|𝜆௠|௞|𝑡௠|௞         

                = 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ 1

𝑚𝑋௠
௞ିଵ

|𝑡௠|௞

௡

௠ୀଵ

 

elde ed൴l൴r k൴ bu eş൴tl൴ğe Abel dönüşümü uygulanıp (4.2), (1.29), (1.32) ve  (1.39) 

 koşulları sırasıyla kullanılarak 

            = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௨| ෍ 𝜃௥
௞ିଵ ൬

𝑝௥

𝑃௥
൰

௞ିଵ |𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ

௨

௥ୀଵ

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

       + 𝛰(1)|𝜆௡| ෍ 𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ |𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ     

௡

௨ୀଵ

 

        = 𝛰(1) ෍|Δ𝜆௨|𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡|𝑋௡          

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

     = 𝛰(1) ෍ 𝛽௨𝑋௨ + 𝛰(1)𝜆௡𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

               

          = 𝛰(1)    , 𝑛 → ∞                                      

bulunur k൴ böylece Teorem 4.1.3’ ün ൴spatı tamamlanmış olur. 
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Teorem 4.1.4. ቀ
ఏ೘௣೘

௉೘
ቁ artmayan d൴z൴. (𝑋௠), (𝜆௠) ve (𝑝௠) d൴z൴ler൴ (1.26), (1.27), (1.32),  

(1.35) koşullarını ve  

                ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞
௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ  =  𝛰(𝑋௡)      ,          𝑛 → ∞                                            (4.3) 

koşulunu sağlıyorsa ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ toplanab൴l൴rd൴r [28]. 

İspat.  ∑ 𝑐௠𝜆௠ ser൴s൴n൴n (𝑁ഥ, 𝑝௠) ortalaması (𝑅௠) ൴le göster൴ls൴n. 

O halde tanım gereğ൴ 

𝑅௠ =
1

𝑃௠
෍ 𝑝௨ ෍ 𝑐௥𝜆௥ =

1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨  

௠

௨ୀ଴

௨

௥ୀ଴

௠

௨ୀ଴

 

𝑢 ≥ 1 ൴ç൴n  

   𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
1

𝑃௠
෍(𝑃௠ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠

௨ୀ଴

−
1

𝑃௠ିଵ
෍ (𝑃௠ିଵ − 𝑃௨ିଵ)𝑐௨𝜆௨

௠ିଵ

௨ୀ଴

 

olup gerekl൴ ൴şlemler yapılırsa, 

    𝑅௠ − 𝑅௠ିଵ =
𝑚 + 1

𝑚𝑃௠
𝑝௠𝑡௠𝜆௠

−
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢
+

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨∆𝜆௨𝑡௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

௠ିଵ

௨ୀଵ

+
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
෍ 𝑃௨𝑡௨𝜆௨ାଵ

1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

 

                                   = 𝑅௠,ଵ + 𝑅௠,ଶ + 𝑅௠,ଷ + 𝑅௠,ସ  

d൴yel൴m. 

Teorem൴n ൴spatını tamamlamak ൴ç൴n M൴nkowsk൴ eş൴ts൴zl൴ğ൴n൴ kullanarak  

                      ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

ஶ

௠ୀଵ

ห𝑅௠,௜ห
௞

< ∞                      𝑖 = 1,2,3,4                                                        

olduğunu göstermel൴y൴z. 

İlk olarak (1.32) koşulu kullanılarak 
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෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

ห𝑅௠,ଵห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑚 + 1

𝑚
൰

௞

൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞

|𝑡௠|௞|𝜆௠|௞                 

௡

௠ୀଵ

 

                    = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ|𝜆௠|௞ିଵ|𝜆௠| ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞
௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞ 

     = 𝛰(1) ෍ |𝜆௠|𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞
௡

௠ୀଵ

|𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ  

bulunur. 

Abel dönüşümü uygulanıp (4.3), (1.32) ve (1.40) koşulları kullanılarak  

               = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௠|

௡ିଵ

௠ୀଵ

෍ 𝜃௨
௞ିଵ

௠

௨ୀଵ

൬
𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ  

     + 𝛰(1)|𝜆௡| ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡

௠ୀଵ

൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ |𝑡௠|௞

𝑋௠
௞ିଵ  

         = 𝛰(1) ෍ |Δ𝜆௠|𝑋௠ + 𝛰(1)|𝜆௡|𝑋௡

௡ିଵ

௠ୀଵ

 

        = 𝛰(1)   ,   𝑛 → ∞                                 

olarak bulunur. 

൴= 2 ൴ç൴n  

෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଶห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑃௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൝ ෍ 𝑝௨𝑡௨𝜆௨

𝑢 + 1

𝑢

௠ିଵ

௨ୀଵ

ൡ

௞

        

𝑘 > 1 ve  
ଵ

௞
+

ଵ

௞ሗ
= 1 olmak üzere Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp (4.3) ve (1.32) kullanılarak  

                                                   = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝜆௨|௞ିଵ|𝜆௨||𝑡௨|௞ ෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ 𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

௡

௨ୀଵ

 

                                                   = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

𝑝௨|𝑡௨|௞|𝜆௨| ൬
1

𝑋௨
൰

௞ିଵ

෍
𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

 

     = 𝛰(1) ෍|𝜆௨|

௡

௨ୀଵ

𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ 
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 = 𝛰(1)   ,   𝑛 → ∞                          

elde ed൴l൴r. 

൴= 3 ൴ç൴n Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ ve (1.41) koşulu uygulanırsa; 

 ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

ห𝑅௠,ଷห
௞

= ෍ 𝜃௠
௞ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൬
𝑃௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

อ ෍ 𝑃௨|∆𝜆௨||𝑡௨|

௠ିଵ

௨ୀଵ

𝑢 + 1

𝑢
อ

௞

 

                                       = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
൰

௞

൭ ෍ 𝑢𝑝௨|Δ𝜆௨|

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝑡௨|൱

௞௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                                                   = 𝛰(1) ෍ 𝜃௠
௞ିଵ ൬

𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀଶ

൭ ෍ 𝑝௨(𝑢|Δλ௨|)௞𝑢௞|𝑡௨|௞

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱ 

𝑥 ൭
1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞ିଵ

                 

                = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝑡௨|௞(𝑢|Δ𝜆௨|)௞ିଵ𝑢|Δ𝜆௨|

௡

௨ୀଵ

 

𝑥 ෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ 𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

   

                                = 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ௡

௨ୀଵ

𝑝௨

𝑃௨
൬

1

𝑋௨
൰

௞ିଵ

𝑢|Δ𝜆௨||𝑡௨|௞ 

            = 𝛰(1) ෍ 𝑢|Δ𝜆௨|

௡

௨ୀଵ

𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ 

elde ed൴l൴r. Bulunan eş൴tl൴ğe Abel dönüşümü uygulanıp (1.27), (1.35) ve Lemma 1.4.31 

kullanılırsa; 

                         = 𝛰(1) ෍ Δ(𝑢|Δ𝜆௨|)

௡ିଵ

௨ୀଵ

෍ 𝜃௥
௞ିଵ ൬

𝑝௥

𝑃௥
൰

௞ |𝑡௥|௞

𝑋௥
௞ିଵ

௨

௥ୀଵ

  

           + 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡| ෍ 𝜃௨
௞ିଵ ൬

𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ |𝑡௨|௞

𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ
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                                                = 𝛰(1) ෍ 𝑢𝑋௨|Δଶ𝜆௨|

௡ିଵ

௨ୀଵ

+ 𝛰(1) ෍ 𝑋௨|∆𝜆௨| + 𝛰(1)𝑛|Δ𝜆௡|𝑋௡

௡ିଵ

௨ୀଵ

 

= 𝛰(1)   ,   𝑛 → ∞                               

bulunur. 

Son olarak Hölder eş൴ts൴zl൴ğ൴ uygulanıp, 

   ෍ 𝜃௠
௞ିଵห𝑅௠,ସห

௞
≤ ෍ 𝜃௠

௞ିଵ ൬
𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ 1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑢𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|௞|𝑡௨|௞
1

𝑢
൭

1

𝑃௠ିଵ
෍ 𝑝௨

௠ିଵ

௨ୀଵ

൱

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀଶ

௡ାଵ

௠ୀଶ

 

                           = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨|𝜆௨ାଵ|௞ିଵ|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞ ෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

௡

௨ୀଵ

𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ
 

                           = 𝛰(1) ෍ 𝑝௨ ൬
1

𝑋௨
൰

௞ିଵ

|𝜆௨ାଵ||𝑡௨|௞

௡

௨ୀଵ

෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ 𝑝௠

𝑃௠𝑃௠ିଵ

௡ାଵ

௠ୀ௨ାଵ

= 𝛰(1) ෍ ൬
𝜃௠𝑝௠

𝑃௠
൰

௞ିଵ௡

௠ୀଵ

|𝜆௨ାଵ|
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ                 

= 𝛰(1) ൬
𝜃௨𝑝௨

𝑃௨
൰

௞ିଵ

෍|𝜆௨ାଵ|

௡

௨ୀଵ

|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ                        

bulunur. Abel dönüşümü ve (1.32), (1.35) ve (1.40) koşulları kullanılarak; 

              = 𝛰(1) ෍ Δ|𝜆௨ାଵ|

௡ିଵ

௨ୀଵ

෍
|𝑡௥|௞

𝑟𝑋௥
௞ିଵ

௨

௥ୀଵ

+ 𝛰(1)|𝜆௡ାଵ| ෍
|𝑡௨|௞

𝑢𝑋௨
௞ିଵ

௡

௨ୀଵ

 

= 𝛰(1) ෍|Δ𝜆௨ାଵ|𝑋௨ାଵ + 𝛰(1)|𝜆௡ାଵ|

௡ିଵ

௨ୀଵ

𝑋௡ାଵ        

= 𝛰(1) ෍|Δ𝜆௨|

௡

௨ୀଶ

𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡ାଵ|𝑋௡ାଵ                 

= 𝛰(1) ෍|Δ𝜆௨|

௡

௨ୀଵ

𝑋௨ + 𝛰(1)|𝜆௡ାଵ|𝑋௡ାଵ                 

= 𝛰(1)      ,   𝑛 → ∞                                                    

bulunur. 
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Böylece Teorem 4.1.4’ ün ൴spatı tamamlanmış olur. 

Teorem 4.1.5. ቀ
ఏ೘௣೘

௉೘
ቁ artmayan d൴z൴ olsun.  𝜙ଵ(𝑘) 𝜖 𝐵𝑉 (0, 𝜋) ve (𝑝௠), (𝜆௠), (𝜃௠) ve 

(𝑋௠) d൴z൴ler൴ Teorem 4.1.4’ ün koşullarını sağlıyorsa ∑ 𝐷௠(𝑥)𝜆௠ ser൴s൴ |𝑁ഥ, 𝑝௠; 𝜃௠|௞ 

toplanab൴l൴rd൴r [28]. 
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5. BÖLÜM 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

5.1. Sonuç ve Öner൴ler  

Sonuç 5.2.1. Teorem 4.1.3 de 𝜃௠ =
௉೘

௣೘
  alınırsa Teorem 3.1.3 elde ed൴lm൴ş olur. 

Sonuç 5.2.2. Teorem 4.1.4 de ( 𝑋௠ ) hemen hemen artan d൴z൴ ve 𝜃௠ =
௉೘

௣೘
  alınırsa 

 Teorem 3.1.1 elde ed൴lm൴ş olur. 
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