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OZET

EGRILIK TEORISINDEN ELDE EDILEN MANYETIK EGRIi VE AKI REGLE
YUZEYLERI

Cagla Gizem SENER
Ondokuz Mayis Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Yiksek Lisans, Subat/2024
Danisman: Dog. Dr. Fatma GULER

Yoriingenin geometrisi, parcacik iizerine etki eden kuvvetler tarafindan
belirlenir. Bir F manyetik alanmnimn etkisi altinda bir Riemann manifoldu iizerinde
hareket eden yiiklii bir parcacigin yoriingesine manyetik egri denir. Bir manyetik
egrinin yoriingesi, F manyetik alanina karsilik gelen Lorentz kuvveti nedeniyle
Lorentz veya Newton denklemi olarak adlandirilan denklem c¢oziilerek bulunabilir.
Egrilik teorisi ise kat1 bir cismin yoriingelerinin ve diizlemlerin temel geometrik
ozelliklerini inceler. Ayrica hareket eden kati cismin hiz ve ivme dagilimi ile
ilgilenir. Uzayda hareket eden bir parcacigm yoriingesi bir egri olusturur. Bir
dogruyu bir egri boyunca hareket ettirerek regle yiizey adi verilen bir yiizey elde
edilir. Regle ylizey disinda bir ylizeyde bulunmayan, bogaz noktalarmin geometrik
yeri olarak tarif edilen benzersiz bir egri vardir. Bu egri striksiyon egrisi olarak
adlandirilir. Bir baska tarifle, bitisik iki dogrultman arasindaki dik bir ¢izgi ile en
kisa mesafe diyebiliriz. Regle yiizeyin olusumu swrasinda bu egrinin merkez
noktasinda kurulan ortogonal ¢atiya geodezik Frenet catisi denir.

Bu tezde, egrilik teorisi ile geodezik Frenet ¢atisindan elde edilen yeni catiya
karsilik gelen egrinin manyetik alanda etkisi incelenmistir. Yiiklii parcacik manyetik
alana girdiginde bir yoriinge izler. Bu yoriinge egrilik teorisinden elde edilen egri
olarak alinmustir.

Tezin birinci boliimiinde, egrilik teorisi ve manyetik alan ile ilgili literatiir
Ozetine yer verilmistir. Tezin ikinci boliimiinde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan
temel kavramlar tanitilmistir. Ugiincii boliimiinde, egrilik teorisinden elde edilen
manyetik egrilerin Killing vektor alanlar1 ile Lorentz kuvvetleri hesaplanmis ve bazi
sonuglar verilmistir. Dérdiincii boliimde, manyetik egrilerinin Killing manyetik alan
vektorleri kullanilarak elde edilen manyetik aki regle yiizeyleri incelenmistir. Tezin
besinci boliimii, manyetik aki regle yiizeylerinin 6rneklerine ayrilmistir. Tezin son
boliimiinde diger sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Sozcukler: Manyetik vektor alani, Lorentz kuvveti, Regle Yiizey, Aki
yluzeyi.



ABSTRACT

MAGNETIC CURVE AND FLUX RULED SURFACES OBTAINED FROM
CURVATURE THEORY

Cagla Gizem SENER
Ondokuz Mayis University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Master, February/2024
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fatma GULER

Geometry of the orbit is determined by the forces that affect particle. Orbit of a
charged particle which is in under the effect of a F magnetic field and acts on
Riemann manifold is called magnetic curve. An orbit of magnetic curve, can be
solved by equating Lorentz or Newton equation due to Lorentz force which
corresponding to F magnetic field. As for theory of curvature, it does inspect orbits
of a solid object and basic features geometric of planes. Also, it is interested in
distribution of speed and acceleration moving solid object. Orbit of a particle that
moving in space creates a curve. By motioning line through a curve a surface called
ruled surface is achieved. There is a unique curve that can be only found on ruled
surface and described as geometric location of throat points. That curve is named as
stricture curve. With another description, we can say the shortest distance from the
perpendicular line between adjacent directrix. Orthogonal frame that is constituted at
the center point of this curve during the formation of the ruled surface is called a
geosedic frenet frame.

In this thesis, effect of curve coressponding to new frame obtained from the
geosedic Frenet frame with the theory of curvature in the magnetic field is analyzed.
When the charged particle enters the magnetic field it follows an orbit, that orbit is
taken as the orbit obtained with theory of curvature.

In the first chapter of thesis, summary of literature about theory of curvature
and magnetic field is given. In the second chapter the basic concepts, that will be
used in the following chapters, are introduced. In the third chapter, Killing vector
fields and Lorentz forces of magnetic curves obtained from theory of curvature are
calculated and some results are given. In the fourth chapter, magnetic flux governing
surfaces obtained by using magnetic field vectors killing magnetic curves are
examined. Fifth chapter is divided into examples of magnetic flux ruled surfaces. In
the last chapter other results and suggestions are included.

Keywords: Flux ruled surfaces, Magnetic curves, The theory of curvature, Ruled
surfaces
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1. GIRIS

Manyetik alan bir vektor niceligidir. Herhangi bir noktadaki yonune ve
yogunluguna bagl olarak tanimlanir. Manyetik alanin bir ¢ok kullanim alani vardir.
Ornegin, diinya kendi manyetik alanm iiretir ve pusulanm temel ¢alisma prensibi bu
manyetik alana baghdir. Yine elektrik motorlarmin ve jenaratorlerin ¢alismasini da
manyetik alana bagl olan baska bir kullanim alan1 olarak sdyleyebiliriz. Manyetik
alan, hareket halinde olan bir elektrik yikine etki eden Lorentz kuvvetiyle

tanimlanir.

Manyetik alan igerisinde elektrik ytkine sahip bir pargacigin hareket halinde
oldugunu varsayalim. Bu yiik iizerine etki eden manyetik kuvvet, Lorentz kuvvetidir.
Bir baska deyisle yiiklii bir pargacik, bir V manyetik alanina girdiginde bu
parcacigin Serret-Frenet vektdrleri bu alandan etkilenerek Lorentz kuvveti ad1 verilen
bir kuvvet agiga ¢ikar. Kuvvetin etkisiyle parcacik bu alan igerisinde manyetik egri
olarak adlandirilan bir ydriinge izlemeye baslar. Ornegin; 3- boyutlu Oklid uzaymda

yiiklii par¢acigin teget vektorii manyetik alandan etkilenmesiyle
#(T)=V xT

biciminde tanimlanan Lorentz kuvveti ortaya c¢ikar. Bu kuvvetin etkisiyle olusan
parcacik hareketini ti¢ farkli sekilde agiklayabiliriz. Eger T teget vektori, V
manyetik alanina paralel ise Lorentz kuvveti sifir olacagi i¢in parcacik manyetik
alanda paralel yoriinge izler. Teget vektorii manyetik alana dik ise kuvvet maksimum
olup parcacik ¢cember egrisi seklinde bir yoriinge boyunca hareket eder. Eger teget
vektorl V manyetik alaniyla sabir bir ag1 yapiyorsa Lorentz kuvvetinin etkisiyle

yiiklii pargacik helis egrisi seklinde hareket eder (Barros ve Romeo 2007).

Lorentz kuvveti, Ozellikle elektromanyetizmada, fizikte; elektromanyetik
alanlarmin olusturdugu noktasal yiik {lizerindeki elektro ve manyetik kuvvetlerin
bileskesidir. Lorentz kuvvetinin yardimiyla bazi metotlar 6ne siiriilmiistiir. Bunlardan
biri, elektriksel direng tomografisi ile biyolojik dokularm elektriksel iletkenliginin

gbézlenmesiydi. Bu metot son zamanlarda kanser hiicrelerinin erken teshisi i¢in
onerildi. (M i g), (n > 2) Riemann manifoldu Uzerindeki manyetik kuvvet gizgileri,

F manyetik alaninin etkisi altindaki M {iizerinde hareket eden yiiklii parcaciklarin

yorungeleridir. Buradan F, M iizerinde kapali 2-formlu bir manyetik alandir ve



(M”,g) manifoldu Uzerindeki F manyetik alanin Lorentz kuvveti ¢,

vX,Y € (M") icin

g(#(X),Y)=F(X.Y)
denklemi ile verilen (1,1) - tensor alanidir (Barros ve Romeo 2007).

Munteanu, 3- boyutlu Oklid uzaymda bir Killing vektor alanma karsilik gelen
manyetik yoriingelerin yaklasimlar1 iizerine calismistir (Munteanu 2013). Yine
Munteanu ve Nistor, Killing manyetik alanlarinin etkisi altinda olan homojen 3-
boyutlu Rx2S modellenmis alan i¢inde hareket eden yiiklii parcalarin yoriingelerini
incelemiglerdir (Munteanu ve Nistor 2012). Stabil bir enerji seviyesinde belirli

manyetik alanda egrilerin analizini yaparken ¢esitli metodlar kesfetmiglerdir.

V manyetik alaninin T -manyetik egrilerinin Lorentz denklemi Barros
tarafindan verilmistir (Barros ve Romeo 2007). Bu denklemin ¢6ziimii analitik
kimya, atmosferik bilimleri, jeokimya, proton ve kanser terapisi gibi bir cok alanda
yararli kullanim1 vardir. Bu alandaki bazi arastirma ¢alismalar1 3- boyutlu Riemann
manifoldlarinda su sekilde Ozetlenebilir. Barros, Killing manyetik alaniyla ilgili
manyetik alana varyasyonel bir yaklasim yapilarak elde edilen yoriingeleri
incelemistir (Barros vd. 2007). Daha sonra, yazarlar pargacik tizerindeki yukin
stirekli degistigini ve bir kompleks egriyi cesitli egrilerle takip ettigini gostermis ve
ates, sag, agac gibi sekillerin bu metotla elde edilen manyetik egrilerle ¢izilebildigini
arastirmalarinda ortaya koymuslardir (Xu ve Mould 2009). Sonrasinda yazarlar
Frenet catisina gore tanimlanan manyetik egriler i¢in bazi karakteristik 6zellikler

vermislerdir (Ozdemir vd. 2015).

Egrilik teorisi; kat1 bir cismin yoriingelerinin ve diizlemlerin temel geometrik
ozelliklerini inceler. Ayrica hareket eden kati cismin hiz ve ivme dagilimlariyla
ilgilenir. Uzayda hareket eden bir pargacigin yoriingesi bir egri olusturur. Bir
dogruyu bir egri boyunca hareket ettirerek regle yiizey olarak adlandirilan bir yiizey
elde edilir. Regle yiizey disinda bir ylizeyde bulunmayan, bogaz noktalarinin
geometrik yeri olarak tarif edilen bir egri vardir. Bu egriye striksiyon egrisi adi
verilir. Bir baska deyisle, bitisik iki dogrultman arasindaki dik bir ¢izgi ile en kisa

mesafe diyebiliriz. Bu nedenle bu egri robot yoriinge planlamalarinda avantaj



saglamaktadir. Regle yilizeyin olusumu sirasinda bu egrinin merkez noktasinda

kuralan ortogonal gatiya geodezik Frenet ¢atis1 denir.

Bir robot u¢ islevci, uzayda belirli bir yol boyunca hareket ederken ug islevciye
baglt bir dogru, bir regle yizey cizer. Ryuh ve Pennock, ilk kez robot-ug islevci
hareketini, bu iglevciye bagli dogrunun olusturdugu regle yilizey ve spin agis1 olarak
adlandirilan parametre ile ifade etmislerdir (Ryuh 1989, Pennock 1990).
Calismalarinda robot u¢ islevcisinin hareketinin diferansiyel 6zelliklerini belirlemek
icin regle yiizeyin egrilik teorisini kullanmiglardir. Bu sayede robot ug hareketinin

kinematigi ile regle yiizeylerin geometrisi arasinda 6nemli bir baglant1 kurmuglardir.

Daha 6ncede bahsettigimiz gibi yoriinge geometrisi, parcacik {lizerine etki eden
kuvvetler tarafindan belirlenir. Bir F manyetik alanmin etkisi altinda (M, Q)
Riemann manifoldu iizerinde hareket eden yiiklii parcacigin yoriingesine manyetik
egri ad1 verilir. Bir manyetik egrinin yoriingesi, F manyetik alanina karsilik gelen
Lorentz kuvveti nedeniyle Lorentz denklemi olarak adlandirilan denklem ¢oziilerek
bulunabilir. Bu manyetik alanin yoklugunda yoriinge bir geodeziktir. Yani, manyetik

egriler geodeziklerin genellestirilmesidir.

Bu calismanin iiciincii béliminde verilen bir o uzay egrisinin {e,t, g}
catismmn @ darboux acis1 kadar dondiiriilmesiyle {g”,e",t"} donme catis1 elde

edilmistir. Bu cat1 ile elde edilen o egrisinin teget, normal ve binormal vektérlerinin
Lorentz kuvvetinden etkilenmesiyle elde edilen yorungeler incelenecektir. Bu
yoriingeler egrilik teorisi ile elde edilen egri olarak almacaktir. Bu egrinin Frenet
catismin Lorentz kuvveti denklemlerini hesaplanacak, manyetik alan vektoru ile
hareketinden olusan aki1 regle ylizeylerini ve diferansiyel 6zelliklerini arastirilacaktir.
Son olarak bu egrilerle ilgili baz1 karakterizasyonlar ve aki regle yiizeyi ornekleri

verilecektir.



2. TEMEL TANIM KAVRAM VE TEOREMLER

Bu bolimde sonraki bolimlerde kullanilacak olan temel kavramlar

tanitilmastir.

Tanim 2.1. M diferansiyellenebilir bir C* manifold olsun. M Gzerindeki C”
vektor alanlarinin uzayr (M) ve M den R ye C” fonksiyonlarin uzay1 C*(M,R)

olmak Uzere, M Uzerinde
g:x(M)xx(M)—C"(M,R)

seklinde tanimlanan simetrik, pozitif tanimh ve 2-lineer g doniisiimiine Riemann
metrigi ad1 verilir. g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann manifoldu adi

verilir. (Kobayashi ve Nomizu, 1963).
Tanim 2.2. (M, g) Riemann manifold, g standart metrik ve
X =(X:%:%),Y =(Y1, Y2 Y3 ) € (M) olmak lizere
g(X,Y) = XY, + XY, +%5Ys (2.1)
seklinde yazilir (O’Neil, 1966).
Tanim 2.3. M diferansiyellenebilir bir Riemann manifold olmak tizere
Vix(M)x (M) — x(M)
(X,Y)->V(X)Y)=V Y
bi¢iminde tanimlanan V operatérii, M nin bir U bolgesinde tanimli olup, her bir

C” X,Y e X(U) vektor alan ciftine U Uzerinde V,Y ile ifade edilen Gguncl bir

C” vektor alam karsilik getirir. VX,Y € y(M), Vf eC”(M,R) olmak Uzere;

v, +2)=V,Y+V,Z
ii)V(XmZ =V, Z+V,Z
v,Y=~1fv,yY

V)V, (fY)=fV,Y + X(f)Y

(2.2)

ozelliklerini saghyorsa V ya M iizerinde tanmimli bir Lineer koneksiyon (afin
koneksiyon) veya kovaryant tiirev denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4. (M,g) Riemann manifoldu ve V,M iizerinde tanmimli afin

koneksiyon olsun. ¥X,Y € (M) icin



VY -V, X =[X,Y]
i1)Zg(X,Y)=g(V,X,Y)+g(X,V,Y)

(2.3)

Kosullarint sagliyorsa V ya M nin Levi Civita Koneksiyonu denir (Hacisalihoglu ve
Ekmekgi, 2003).
Tanim 2.5. (M, g) Riemann manifoldu ve V' M iizerinde tanimh Levi Civita
Koneksiyonu olsun. ¥X,Y,Z € y(M) icin:
R: x(M)x x(M)x (M) = »(M)

(X,Y,Z2) >R(X,Y)Z =ViVWZ-V\VZ-V, /L (2.4)
bi¢iminde tanimlanan R fonksiyonu bir tensor alanidir ve M manifoldunun Riemann
egrilik  tensér  alami  olarak  adlandirilir. vX,Y,ZW € y(M) icin
R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) bigiminde tanimlanan tensérede M manifoldunun

Riemann Christoffel egrilik tensorii denir ve asagidaki kosullar1 saglar.

R(X,Y)Z =-R(Y, X)Z
iR(X,Y,Z,W)=-R(X,Y,W,2)
ii)R(X,Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z, X)Y =0
iV)R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)

(2.5)

(O’Neil, 1966).
Tanim 2.6. (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger M nin
egrilik tensori VX,Y,Z,W € y(M) icin

R(X,Y,Z,W)=C{g(Y,Z)g(X,W)-g(X,Z)g(Y, W)} (2.6)
biciminde ise M ye sabit egrilikli uzay adi verilir ve bu uzay M (C) ile gosterilir (O’
Neil, 1966).
Tanim 2.7. M iizerinde manyetik vektor alant F , F "nin Lorentz kuvveti
9(#(X),Y) =F(X.Y) (2.7)
seklinde tanimlidir (Munteanu, 2013).

Tanim 2.8. F nin T -Manyetik yoriingesi M Uzerinde y egrisi olmak tizere

Vo =#(r)=Vxy (2.8)



yazilir (Munteanu, 2012).

Teorem 2.9. ¢ Lorentz kuvveti, g Riemann metrigi olsun. Burada,

%9(7,7') =9(V.7.7r)+9(r.V 7)
=9(¢().7)+9(r . (1))
=9(¢(r).7)-9().7)
=0
||| =V, = sabit (2.9)
olup, manyetik egriler sabit hizlidir (Munteanu, 2012).
Tanim 2.10. y egrisi, V manyetik alanin manyetik yoriingesi olsun. Eger V
Killing ise
d .
5 V.7)=0 (2.10)

dir. Ayica bu esitlikten
d , : .
ag(\/r}/)z g(Vyv,y)Jrg(V,Vy;/) =0

olup manyetik egriler sabit hizli oldugu i¢in » =T, V_y =V x alnr.

%g(v,y')=g(vy.v,T>+g(v,V><y')=o

g(V,Vxy)=det(VxVxy)=0
olup buradan

g(v,v,T)=0 (2.11)
olup, buradan V nin Killing vektor alani elde edilir (Munteanu, 2012).

Tanim 2.11. y M de kesitsel egriligi C ile verilmis bir egri olsun. {T, N, B}
y nin Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri, x egrilik, = burulma fonksiyonlar1 olmak

Uzere asagidaki gibi tanimhidur.

V. T 0 « OfT
V.N|=|-x 0 || N (2.12)
V.B 0 —-r 0||B



(O’Neill, 1966).

Tanim 2.12. y 3 boyutlu reel uzay formu M iizerinde kesitsel egriligi C olan

ve

y:1lcR—->M(C)

s— y(s)

seklinde tanimli regiiler ve “s” de egrinin kendi yay parametresi olsun. Eger

V(V) =V (k) =V () =0 (2.13)

ise V(s)=V vektor alanina y egrisi boyunca Killing vektor alani denir (Barros ve

Romeo, 2007).

Tanim 2.13. y, 3 boyutlu reel uzay formu M iizerinde kesitsel egriligi C olan

regiiler bir egri olsun. V(s) hiz fonksiyonu, ,(s) egrilik fonksiyonu &(s,t),
burulma fonksiyonu 7(s,t) olmak lzere Killing vektor alani i¢in asagidaki esitlikler

tanimlidir.

W) V& =2 (5] = 9(VV.T),

(2) V(x>=2—’§(s,t> wo=9(VIV,N)=-2xg (V;V,T)+g(RV,T)T,N)

@ V-2

t_Ong(viv +R(V,T)T, B)} +g(R(V,T)N,B)+7g(V,V,T)
K S

+xg(V;V,B)

(2.14)

(Barros, 1997).

Tanim 2.14. Bir M yiizeyin birim normal vektor alant N ve V manyetik

vektor alam olsun. M zerindeki her noktada

g(V,N)=0 (2.15)
esitligi saglaniyorsa, M ak: yiizeyi olarak adlandirilir (Barros, 1997).

Tanim 2.15. Bir dogrunun herhangi bir egri boyunca siirekli hareketi ile

meydana gelen ylizeylere Regle yilzey adi verilir. Bu dogruya regle ylizeyin



dogrultmani veya ana dogrusu, egriye ise dayanak egrisi denir. Regle yuzeyin bir

parametrik denklemi;
X (s,V) = a(s) +VR(Ss) (2.16)

seklinde yazilabilir. Burada «(S) yiizeyin dayanak egrisi ve R(S) dogrultman

vektoradur. y = g(Ii X Ii, R ) dogrultman vektoriiniin geodezik egriligidir. Burada

{e,t, g} regle yiizeyin geodezik Frenet ¢atisi olarak adlandirilir.

e= R 129R e goaxi (2.17)
H ds
birim vektor alanlaridir, (Ryuh, 1989), (McCarthy ve Roth, 1981).
X regle yiizeyinin {g*,e*,t*}dbnme catst,
e’ =cosfde—sindg
g =sinfe+cosdg (2.18)
t' =t
seklinde olup, burada,
1+9°
(2.19)

t

1. -
R == (—e+ =F
HR( ;/g)H R?

ve 6 = a9 egrilik ve 1=
ds

R-|

X regle yuzeyinin Lancret egriligi olmak {izere, donme ¢atisinin tiirev formiilleri,

g =0¢
e =—0g +at’ (2.20)
" =—Je"

seklindedir, (Gller ve Kasap, 2018).

Tanmm 2.16. Denklemi X (s,v) = a(s)+VR(S) olan bir regle yiizeyin agilabilir

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul



da@i@)é@xékg)=o (2.21)
olmasidir, (O’Neill, 1966).

Ayrica, acilabilir ylizeyler regle ylizeylerin bir alt kiimesidir. Bu yiizeylerin
dogrultman boyunca ylizey normalleri sabittir. Agilabilir yiizeylerin yiizeyin tim

noktalarinda Gauss egrilikleri sifirdir.
Tanim 2.17. Regle ylizeyin Gauss egriligi

CLN-M?

= 2.22
EG-F? (2.22)

K(s,v)

dir, (Kreyzig, 1959).
Tanim 2.18. X(s,v) bir regle yizey olmak (zere, bu yiizey lzerinde birinci
temel form elemanlari,
2
E=(Xs, Xs)=[Xs]
F=(Xs, Xy)
2

G:<XV’XV>:”XV” (223)
ve ikinci temel form elemanlari,

L =(Xgs, X x X, ) =det(Xg, Xg, X))

N =(X,y, Xs x X, )y =det(X,y, X5, X,)

M :<xsv’xsXXv>:det(xsv’xs'Xv> (2.24)
seklindedir. O halde X(s,v) regle yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlari sirasiyla,
{I = Eds? + 2Fdsdv + Gdv?

— 1 d<? 2

Il = Lds” +2Mdsdv + Ndv (2.25)

denklemleri ile verilir, (O’Neill, 1966).

Tanim 2.19. Eger «(s) ve 7(S), s reel degiskeninin siirekli fonksiyonlar1 ise,

s>0oldugu durumlarda egriligi &, burulmasi 7 olan bir uzay egrisi vardir,

(Willmore, 2013).



3. EGRILIK TEORISINDEN ELDE EDILEN MANYETIK
EGRILER
Bu boliimde, egrilik teorisi yardimiyla elde edilen o egrisi manyetik alanda
incelenecektir. Bu egrinin {g*,e*,t*} Frenet elemanlarinin manyetik egrileri ve bu
egrilerin Killing vektor alanlar1 ile Lorentz kuvvetleri hesaplanacaktir.

3.1. g*-Manyetik Egriler
o =a’(s) egrisi {g*,e*,t*}dt')nme catistyla birlikte g -manyetik egri olsun.
¢ Lorentz kuvveti ve V manyetik alani igin
#9)=V .9 =Vxg (3.1)
esitligi yazilir.

Onerme 3.1.1. o  egrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M,g) Uzerinde birim
hizli bir g"-manyetik egri ve bu egrinin Frenet elemanlar1 {g",e",t",8, 1} olsun.
Bu durumda Lorentz kuvveti denklemleri, s, = g(#(e"),t") olmak iizere asagidaki
gibidir:

*

g9)| [0 6 o0]lg
pE) |=|-0 0 pl||¢€ (3.2)
#(t) 0 -4 0|t

Ispat. o egrisi (M,g) 3-boyutlu Riemann manifoldu Uzerinde bir g’-

manyetik egri ve bu egrinin Frenet elemanlar1 { g* e 1.6, A} olsun.

#(9)esp{g’,e" ,t"} oldugundan
#(9)=a0 +ae +at (3.3)
seklindedir. Burada (2.20) den a,, a,, @, katsayilari
1) 3, =9(#(9').9)=9(V .9".9")=9(V xg",g") =det(v,g",g") =0
2) 3, =9(¢(9").€)=g(V .9".¢)=g(g",e)=g(d¢ e)=0
3) &, =9(#(g)t) =9(V .g" 1) =g(g" ) =g(de 1) =0

dir. Buradan
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#(g)=0¢ (3.4)
seklinde yazilir.
Benzer sekilde g -manyetik egriler icin @(e’) ve @(t") degerleri bulunur,

pe)esp{g”,e",t"} oldugundan

p(e)=bg +he +ht (3.5)
seklindedir. Burada (2.20) esitligi kullanilirsa, b, b,, b, katsayilar:

1) b =9(4(€).9") =-9(4(g).e) =-g(0€" . e)=—0
2) b, =g(s(e"),e") = g(Va*.e*,e*) =gV xe',e") =det(V,e",e)=0
3) by=g(g(e)t) =14
bulunur. O halde,
pe)=-09 +ut (3.6)
bulunur.
pt)esp{g e ,t"} oldugundan
pt)=cg +ce +ct’ (3.7)
seklindedir. Burada (2.20) den c,, c,, ¢, katsayilari
1) ¢ =9((t),9) =-9(#(g")t) =-9(g" 1) =-g (6", t") =0
2) ¢, =g(4(t'). ) =-g(h(e),t) =—g(-0e + ut 1) =4,

3) ¢, =g(g(t"),t)=g(V .t",t") =gV xt",t") =det(V,t",t") =0
olur. Buradan

KU =~ (38)

bulunur.

3.2. g*-Manyetik Egrilerde V Manyetik Alan1’nmin Bulunmasi

Onerme 3.2.1. Birim hizh o, ¢ -manyetik egrisi V manyetik alanin

yoriingesindedir gerek ve yeter sart V manyetik alam « egrisi boyunca
V=pug +0t (3.9)

seklinde yazilabilir. Burada, 1 = g(¢(e’),t") dur.
Ispat. V =ag” +be" +ct” (3.10)

seklinde alalim. Burada a, b, ¢ katsayilarin1 bulalim.

11



Hg)=V .g"=Vxg =g =0¢
oldugu biliniyor.
Vxg =(ag +be +ct)xg =a(g " xg")+b(e xg")+c(t xg")
Vxg =a0+b(-t")+ce =6¢
Vxg =-bt +ce” =0¢
olup burada g", €",t" vektorlerinin katsayilarinim esitliginden:

b=0
c=6 (3.11)
bulunur. Ayrica
#p(V)=0, V. .V=VxV=0 (3.12)

oldugu kullanilirsa

#V)=¢(ag +be" +ct)=0
ag(g’)+bg(e’) +c(t’) =0

olup, g -manyetik egriler icin ¢(g"), ¢(€") ve #(t*) degerleri yerine yazilirsa
ade +b(—-0'g +ut ) +c(—e) =0
ade —bO'g +but —cue =0

olur.
Bu durumda, (3.11) esitliginden b=0 vec =6 olmasi kullanilirsa
a=y (3.13)
olup
V=ug +0t
elde edilir.

Teorem 3.2.2. M , 3 boyutlu reel uzay formu (M(C),g) Uzerinde kesitsel
egriligi C olan bir manifold ve V, M J{zerinde Killing vektdr alani olsun.
(M(C),g,V) nin g -manyetik yoriingelerinin egrilik ve burulmasi asagidaki
esitlikleri saglar.

V(@)=60 (1,—21)—0 21 =0 (3.14)
1, NG
V(1)=[g(9 +0 (1 —A)+co )} +(Ee ):o (3.15)
Ispat. V Killing vektdr alami oldugundan (3.9), (2.13) ve (2.14) deki (1)

esitliginden

12



v :
V)= 60)|0= 0V V0. =0

V=pug +0t
yazilir. Burada,
V V=g +u1g +6t +6t" (3.16)
g(v .V, g)=x =0 (3.17)

elde edilir. (2.20) ve (3.17) degerleri, (3.16) da yerlerine yazilirsa
Va*,V =ule +0t -0 e
ve diizenlenirse
V.= 0w, —A)e +01 (3.18)
elde edilir. (3.18) esitliginde tekrar tiirev alinirsa
VEN =0 (1~ A" +0 (g~ 2) € +6 (44, - e +0t +6t
olup, (2.20)’deki esitlikler ve degerleri yerine yazilirsa
VZ*.V =0 (1, —A)e +0 (i, —A) € +0 (1, —A)(-0g + ) +0t +6 (-A€")
ve diizenlenirse
VAV =-6" (i~ A)g + [(9‘ (m=2)) - 9“1} e +[04(n-2)+0 ] (319)
elde edilir.
V Killing vektor alani oldugundan (2.13) ve (2.14) deki (2) esitliginden

v(6) =%<S,t)

wo=9(V2.V,e)-209(V .V,g)+9g(R(V,g7)g",e) =0

bulunur. Burada,

g(V2.V,e") =(6 ( w—2))~602 (3.20)

g(v .V.9")=0 (3.21)
g(R(V,9)g"e)=R(v,g",9".¢)=C{g(g".9")9(vV.e)-g(V,g")g(g".e)} =0

(3.22)

olup, gerekli islemler yapilirsa

V(@)=(0(1,—2)) -0'4=0
V(0)=6' (1, —2)+6 (1, —2) -0 2=0
V(@)= 1, -0 A+0 1 -6 -0'2=0 (3.23)

elde edilir. (3.23) de (3.17) degeri, yani 4 =0 yerine yazilirsa
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V(@)=60 1, —201-61 =0 (3.24)
olmaktadir. Buradan
V(0)=60 (1, —21)-02 =0
elde edilir.
(2.13) ve (2.14) deki (3) esitliginden

V) =2 60)].

=[59(V;V+R(\/,g )9t )} +9(R(V,g")e", 1) +4g(V .V, g)+0g(V V.t)

S

=0
(3.25)
olup, gerekli degerler sirasiyla hesaplanirsa
gV V) =0 (1, —A)+6 (3.26)
g(R(V.g")g" t)=R(V,g".g" t)=C{g(g".g)g(V,t)-g(V.9")g(g".t)}
=Cg(V.t")
=Co (3.27)
g(R(V,g")e",t) =R, g",e",t) =C{g(g".e)g(V.t)-g(V,e)g(g".t")| =0
(3.28)
g(Va*,V,g*) =9(0 (1, —A)e" +61,97)=0 (3.29)
gV V1) =90 (- A)e +0t ') =6 (3.30)

bulunur. Bulunan (3.26), (3.27), (3.28), (3.29), (3.30) degerleri (3.25) de yerine

yazilirsa
V(/l)={%(9"'+0'/1(yl—1)+c9')} +00 =0 (3.31)
olur. Buradan,
V()= [1(9 +0 A1 —/"t)+c9')] J{EQ'Z ) =0
% 2
elde edilir.

3.3. e*-Manyetik Egriler
a =a (s) egrisi {g*, e*,t*} donme catisiyla birlikte e -manyetik egri olsun. ¢

Lorentz kuvveti ve V manyetik alani i¢in
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\ e =¢(e) =V xe (3.32)

esitligi yazilir.
Onerme 3.3.1. o egrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M,g) tzerinde {g",
e ,t",0,1} Frenet elemanlari ile birlikte bir e -manyetik egri olsun. e -manyetik

egri icin Lorentz kuvveti esitligi, 1, = g(4(g"),t") olmak iizere,

$(9) 0 6 m||g

pE)|=|-0 0 Al|e (3.33)
o) | |-, 2 O Y
seklindedir.

Ispat. o egrisi (M,g) 3-boyutlu Riemann manifoldu Gzerinde bir -

manyetik egri ve bu egrinin Frenet elemanlar1 {g”,e",t",6, 1} olsun.

#(g)esp{g e ,t }oldugundan
#(9)=a9 +ae +at (3.34)
seklindedir. Buradan (2.20) tiirev formiilleri kullanilirsa a,, a,, a, katsayilari
1) a,=9(4(9).9)=9(V .9".9")=9(V=g',g’) =det(V,g",g") =0
2) &, =9(#(g").¢) =-9(#(€) g)=-9(V .¢",g) =-9(",q")
=-g(-0g +t',9)=6
3) a,=9(4(9")t) =14,
olup
#(g)=0e +ut (3.35)
elde edilir. Benzer sekilde e -manyetik egriler i¢in ¢@(e"), @(t") degerleri
hesaplanirsa, ¢(e") esp{g’,e",t"} oldugundan
p(e)=bg +he +ht (3.36)
seklindedir. Buradan (2.20) den b,, b,, b, katsayilari
1) b =g(¢),g)=9(V .¢",g)=g(e",g)=g(-09 +At",g") =0
2) b, =g(4(e"),e") = g(Va*.e*,e*) =g(V xe',e") =det(V,e",e)=0
3) b, =g(4(e) ) =0g(V €' 1) =g .t)=g(-0g +at' t) =2
dir. Buradan
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ge)=—-60g +at’ (3.37)

bulunur.
pt)esp{g e ,t"} oldugundan

pt)=cg +ce +ct’ (3.38)
seklindedir. Buradan (2.20) den c,, c,, ¢, katsayilar1
1) ¢, =9(4(t).9)=-9(¢(9).t) =-g(fe +ut ) =—u,
2) ¢, =g(¢(t"),e)=-9(g(e"),t)=-9g(e",t)=-g(-0 g +At",t') =1
3) ¢, =g(g(t"),t)=g(V .t",t") =gV xt",t") =det(V,t",t") =0

dir. Buradan
Bt = 1,9~ € (3.39)

elde edilir.

3.4. e*-Manyetik Egrilerde V Manyetik Alani’nin Bulunmasi

Onerme 3.4.1. Birim hizhi @', € -manyetik egrisi V manyetik alanin

yoriingesindedir gerek ve yeter sart V manyetik alan1 " egrisi boyunca asagidaki

gibi yazilabilir.
V=49 - e +0t (3.40)
Burada, 1, =g(¢#(g"),t") dur.
Ispat. V =ag +be +ct’ (3.41)

seklinde alalim. Buradan a, b, ¢ katsayilarmi bulalim.
#Ee)=V & =¢ =Vxe =—0g +At"

oldugu biliniyor. Buradan
Vxe =(ag +be" +ct)xe =a(g xe)+b(e" xe)+c(t xe")
Vxe =at'—cg ' =-60g + At
olup buradan g”, e", t" vektorlerinin katsayilarinin esitliginden,

a=41
c=6 (3.42)

bulunur. Ayrica

V)=V .V =VxV =0

oldugu kullanilirsa
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#V)=g¢(ag +be" +ct)=0
$(V)=ag(g") +bg(e) +cg(t’) =0

olup, burada (3.33) degerleri yerine yazilirsa
a(@e + ') +b(-0g" + ") +c(~u,g — 1) =0 (3.43)
bulunur. (3.43) de (3.42) degerleri yerine yazilir ve dlzenlenirse
A0€ + 4t —bO'g +bAt -0 1,9 -0 e =0
At —bO'g" =—bAt" +0 1,9

olup, katsayilarin esitliginden

WA =-DbA
b=—p,
ve
b8 =6,
b=—pu, (3.44)

yazilir. (3.42) ve (3.44) esitlikleri (3.41) de yerine yazilirsa
V=19 - e +6t
elde edilir.
Teorem 3.4.2. M, 3 boyutlu reel uzay formu (M(C),g) Uzerinde kesitsel
egriligi C olan bir manifold ve V, M (zerinde Killing vektér alani olsun.
(M(C),g,V) nin e -manyetik yoriingelerinin egrilik ve burulmasi asagidaki esitligi

saglar.
V(0)=—u, =20 — 11,2) +C(—11,) =0 (3.45)
V(/i){g((e —1,A) — 1,2 +CO )} 100 - 2) =0 (3.46)
Ispat. V, M iizerinde bir Killing vektor alani olsun. (3.40) esitliginden
V=19 - e +6t
olup, bu esitligin s parametresine gore tiirevi alinirsa
VN=A0"+A0" — e — e’ +0t +6t"
bulunur. Buradan (2.20) esitligi yerine yazilir
VV=2g +0€)— 1,6 —1,(-09" + A )+0t +0 (-1e")

ve dizenlenirse
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VV=(A+10)d -1, +(—1,A+0 )t (3.47)
elde edilir.

V Killing vektor alani ise (2.13) ve (2.14) de (1) esitliginden

- 0OV .
V(V) =—(s,0)],=9(V .V,g) =0
0s a v
yazilir. Burada (3.47) esitliginden
9(V V. 9)=0((4 +1,0)9 — 1€ +(~,A+ 6, 9) =0
A+ 1,0 =0 (3.48)

elde edilir. Bu esitlik (3.47) de yerine yazilirsa
V .V=-—ue+(0 — At (3.49)

elde edilir. Burada (3.49) esitliginde tekrar tiirev alinirsa
V2V =—p,'e — i, +(0 = i, At +(0 — ANt (3.50)
olup, (2.20) esitligi (3.50) de yerine yazilir ve diizenlenirse
V2V = _/Uz“E* - :Uz‘ (09 +At)+(0 - luz/’t)'t* -6 - :uz/i)ﬂe*
Vz*.V = ,uz‘@'g* + (_/Jzu -0 — /Jzﬂ“))e* +((0 - :uzl)l - ,Uz'ﬂ)t* (3.51)

bulunur. Ayrica (3.48) esitligi diizenlenirse

A+ w0 =0
A =—u,0
P
=" (352)

elde edilir. Burada, V Killing vektor alani olup, (2.14) de (2) esitliginden
. 00 . - * o x
V(O)=Z-(6D]i=9(V..V.e)-209(V V,g)+g(R(V.g)g"e) =0

yazilir. Burada,

9(VAV €)=t ~ A~ 1,) (3.53)

g(v .V,g")=0 (3.54)
g(R(V,97)g"¢)=R(V,g",9",e)=C{g(g" 99V ,e)-g(V,9")9(g" )}

=C(-1,) (3.55)

olup, gerekli islemler yapilirsa

V(0)=-u, — A0 —11,A)+C(—1,) =0
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elde edilir.

Buradan V Killing vektor alani olup, (2.14) de (3) esitliginden

V(2) =%(s,t)|to

=[59(V}V+R(\/,g )9t )} +9(R(V,g")e", 1) +4g(V .V, g)+0g(V V1)

S

=0

(3.56)
olup, gerekli islemler yapilirsa

9(VAV 1) =(0 ~ 1,2) ~ 1,2 (3.57)

g(RV,9)9" 1) =R(V,g",g"t) =C{g(g".9")9(V.t)-g(V.g")g(g" ")}
—co (3.58)

g(R(V,g")e",t) =RV, g",e",t)=C{g(g".e)g(V.t)-g(V,e)g(g".t")| =0
(3.59)
g(Va*.V,g*) =1 +1,0 =0 (3.60)
oV _V.t)=6 -2 (3.61)

bulunur. (3.57), (3.58), (3.59), (3.60), (3.61) degerleri (3.56) da yerine yazilirsa
V(A) = E((e" —1uA) — 1,2 +CO )} +0(0 - u,2)=0
elde edilir.
3.5. t*-Manyetik Egriler
a =a’(s) egrisi {g*,e*,t*} donme ¢atisiyla birlikte t"-manyetik egri olsun. ¢

Lorentz kuvveti ve V manyetik alan1 olmak iizere, o egrisinin binormal vektor alani
asagidaki Lorentz kuvveti esitligini sagliyorsa o egrisine M {izerinde t” -manyetik
egri denir.

V,;‘t* =g(t") =V xt’ (3.62)

Onerme 3.5.1. a egrisi 3-boyutlu Riemann manifoldu (M,g) izerinde {g",

e ,t",0,1} elemanlari ile birlikte bir t"-manyetik egri olsun. t" -manyetik egri i¢in

Lorentz kuvveti esitligi
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*

#(9") 0 4w O]9
) |=|-, 0 A€ (3.63)
() 0 -1 0}t

seklindedir. Burada, 1, = g(4(g),e")dur.

Ispat. o egrisi (M,g) 3-boyutlu Riemann manifoldu iizerinde bir t" -
manyetik egri ve bu egrinin Frenet elemanlar1 {g”,e",t",6, 1} olsun.
#(g)esp{g e ,t"} oldugundan
#(9)=ag +ae +at (3.64)
seklindedir. Burada (2.20) esitligi kullanilirsa a,, a,, a, katsayilar:
1) a,=9(4(9).9)=9(V .9".9")=9(V=g',g’) =det(v,g",g") =0
2) a,=9(4(9"),€") = 1, alalim.
3) 4, =9(¢(g) ) =-g(#(t).9) =-9(V .t',g)=—g(t",g") =—g(-2¢",¢") =0
dir. Buradan
#(97) = ue” (3.65)
bulunur.
Benzer sekilde t"-manyetik egriler icin @(e”), ¢(t") degerlerini de bulunursa,
pe)esp{g”,e",t"} oldugundan
p(e)=bg +he +ht (3.66)
seklindedir. Burada (2.20) esitliginden b,, b,, b, katsayilar1

1) b =g(4(e).9)=-09(s(g").e) =14
2) b, =g(4(").€)=g(V .€",e)=g(Vxe'e)=det(V,e",e’) =0

3) by=g(g(e).t")=—g(s(t).e) = —Q(Va;t*, e)=—-g(t",e)=-g(-1e" &) =1
dir. Buradan

#(e) =—19" + At (3.67)

bulunur.
pt)esp{g",e ,t"} oldugundan
pt)=cg +ce +ct’ (3.68)

seklindedir. Buradan (2.20) esitligi kullanilirsa c,, c,, C, katsayilar1
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1) ¢ =9(4(t).9)=9(v .t g) =9t ,g)=9(-2¢",g)=0
2) ¢, =g(4(t).€)=g(V .t' &) =g(t’ &) =g(-2¢"e) =2
3) ¢ =g(@(t) ) =g(vV ') =g(t" t)=g(-2e"t) =0
seklindedir. Buradan
d(t)=—1e" (3.69)

elde edilir.

3.6. t*-Manyetik Egrilerde V Manyetik Alan’’nin Bulunmasi

Onerme 3.6.1. Birim hizli o, t -manyetik egrisi V manyetik alaninmn
yoriingesindedir gerek ve yeter sart V manyetik alam1 o egrisi boyunca,

ty=9(4(g7).€") olmak lizere,

V=19 +ut’ (3.70)

esitligi gibi yazilabilir.
Ispat. " egrisi V manyetik vektor alaninin yoriingesi olsun.
V =ag +be +ct” (3.71)
seklinde alalim. Buradan a, b, ¢ katsayilarmi bulalim.
$E)=V = t =V xt =-2¢
oldugu biliniyor.
V xt'=(ag +be" +ct)xt" =a(g xt")+b(e" xt") +c(t" xt")
=—ae +bg =-1¢

olup buradan g”, e" t" vektorlerinin katsayilarinin esitliginden

a=2
b=0 (3.72)

bulunur. Ayrica
p(V)=V V=VxV =0

oldugu kullanilirsa

#(V)=¢(ag” +be" +ct’) =0
#(V)=ag(g") +bg(e’) +cg(t’) =0

olup buradan (3.63) degerleri yerine yazilirsa

aue +b(—1,9" +At)+c(-1e) =0
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olup, (3.72) esitliginden
A€ +0(-1,9" + A7) +c(-1e") =0
A€ =cie’
C= A, (3.73)
bulunur. (3.72) ve (3.73) esitlikleri (3.71) de yerine yazilirsa,
V=19 +ut’

elde edilir.

Teorem 3.6.2. M, 3 boyutlu reel uzay formu (M(C),g) Uzerinde kesitsel
egriligi C olan bir manifold ve V, M iizerinde Killing vektér alani olsun.
(M(C),g,V) nin t -Manyetik yoriingelerinin egrilik ve burulmasi asagidaki

esitlikleri saglar.

V(0)=210"—241 =0, 1, =% (3.74)
1 r 4 . -
V(1) = [E (20 + 1, — A%, +C,u3)} +60 u, =0 (3.75)

Ispat. V, M iizerinde bir Killing vektor alani olsun. (3.70) esitliginden

V=19 +ut’
yazilir. Buradan

VV=ig'+ 29"+t + it (3.76)
olup buradan (2.20) esitlikleri yerlerine yazilirsa
V.= A9 +A0€ +ut — e
V.V= A9+ A0 - )e + Lt (3.77)
bulunur. Buradan (3.77), (2.13) ve (2.14) de (1) esitliginde kullanilirsa
V=2 60)0=9(7 V.g7) =0

9(vV_V.9)=09(Ag + A0 —m)e +ut’,g7) =0

bulunur. Buradan,

A =0 (3.78)
A = Sabit (3.79)

olup, (3.78) esitligi (3.77) de yerine yazilirsa
V V=40 —w1)e +ut (3.80)
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elde edilir. Buradan (3.80) de tekrar turev alinirsa
VEN =20 ~1,)€ + A0 —p1,) € +4(0 - w)e +ut ot (3.81)
bulunur. (3.78) ve (2.20) esitlikleri (3.81) de yerine yazilir ve diizenlenirse
vz*.v =0 — 1) € + A0 — )09 + )+ 1, + 11, (—1€7)
VEN =20'€ ~ € +(A0 — ) (09" + )+ 4t —Apsge’
VIV =20 — e - 0" 29" + 2201 + 0 A, g — A2t + 't — Aue”
VEN = (04~ 0°2)9 + (A0 =241 + (W20 + p, —A2u)t (3.82)
bulunur.

(2.13) ve (2.14) de (2) esitligini kullanirsa

00 « . * o x
V()==-(D)]=9(V..V.€)-209(V V,g)+g(R(V.g)g"e) =0

(3.83)

olup, gerekli degerler hesaplanirsa
g (VZ;V &) =10 -2, (3.84)
g(v .V,g")=0 (3.85)

9(R(V,g)g".e)=R(V,g",0".e)=C{g(g".g)g(V.e)-g(V,g)g(g".e)}=0  (3.86)
bulunur. (3.84), (3.85), (3.86) esitlikleri (3.83) de yerine yazilirsa

V(@)=A160 —22u, =0, 1#0, A=_Sabit (3.87)
A0 =22,
0 =2u,
A
= 3.88

Hy 5 (3.88)

elde edilir. (3.88) esitliginin integrali alinirsa

0 .

Uy = E+ k , k=Sabit (3.89)

elde edilir.
(2.13) ve (2.14) de (3) esitliginden

V(2) =%(s,t)|to

=[59(V;V+R(\/,g )g .t )} +9(R(V,g")e", 1) +4g(V .V, g)+0g(V V.t)

S

=0
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olup,

g(Vi*.V,t*) =220 + p1; — A% 1, (3.90)
g(R(V,9")g"t)=R(V,g",0"t)=C{g(g",.9)9(V,t)-a(V,9")9(g".t")| =Cp
(3.91)

g(R(V,g")e",t) =R, g",e",t)=C{g(g".e)g(V.t)-g(V,e)g(g".t")| =0

(3.92)
9(v .V.g")=0 (3.93)
(v V.t) = (3.94)

bulunur. Burada gerekli islemler yapilirsa,

1,2, R

elde edilir.
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4. MANYETIK EGRILERIN AKI REGLE YUZEYLERI

Bu bolimde egrilik teorisinden elde edilen ortogonal donme catisi ile

tamimlanan o egrisi alind1. Bu ¢at1 tarafindan manyetik alan iginde gizilen manyetik
egriler dayanak egrisi olarak kabul edildi. Bu egrilerin dogrultman vektoriini
manyetik alan egrilerinin Killing manyetik alan vektorleri olarak kabul eden aki regle
yiuzeyleri incelendi. Aki regle yilizeylerinin agilabilirlik kosullar1 agsagidaki gibi elde
edildi ve grafikleri gizildi.

4.1. g*- Aki Regle Yiizeyi

Teorem 4.1.1. o bir g"-manyetik egrisi ve V Killing manyetik vektor alani

olmak iizere, V manyetik alan vektorii o egrisi boyunca hareket ederek bir aki regle

ylizeyi olusturur.

Ispat. Birim hizli ", g -manyetik egrisi V manyetik alanin yoriingesinde
olup,

V=g +0t (4.1)
seklindedir. Bu V manyetik alan vektoriinin o egrisi boyunca hareketiyle olusan
yiizeye aki regle yuzeyi denir ve (2.16) dan bu yizey icin bir parametrizasyon

o(s,V) =a (s)+W (s) (4.2)
seklinde tanimlidir. Buradan
p(s,V)=a (s)+v(wg +61) (4.3)

elde edilir. (2.15) den aki yiizeyi olusturabilmesi igin

g(V,N)=0 (4.4)
olup,
N — ¢SX¢V (4.5)
2. %9,

seklindedir. (4.3) de s parametresine gore tiirev alinirsa
o= +v(u g + g +0T +61") (4.6)
olup, (2.20), (3.17) ve & =g esitlikleri (4.6) da yerine yazilir ve diizenlenirse
o, =9 +V(ube +0t -0 ¢)
o, =9 +v(,@ -0 1) +vot (4.7)
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bulunur. Benzer sekilde (4.3) de v parametresine gore tiirev alinirsa
o, =mg +6t (4.8)
elde edilir. (4.7) ve (4.8) esitlikleri (4.5) de yerine yazilirsa

) g e t

N= 20 oL g w-a) ve

¢5X¢v” @sxq)v” /u]_ O 9
=;(V9'2(,ul—ﬂ),vluit9"—HI,V,LLlQ'(ﬂ—,LLl)) (4.9)

le. x|
elde edilir. (4.1) ve (4.9) esitlikleri (2.15) de yerine yazilirsa

gV, N) =ve0 (1 = A) v (A— 1) =0 (14— A)~vp0 (14— 1) =0

bulunur. Yani aki regle yiizeyi olusturur.

Sonu¢ 4.1.2. &, g - manyetik egrisi, V Killing manyetik vektor alan1 olmak

iizere, V manyetik alan vektoriinin o egrisi boyunca hareketi ile olusan aki regle
yiizeyleri agilabilir yiizeylerdir gerek ve yeter sart
A= (4.10)

olmasidur.

Ispat. ", 9" - manyetik egrisinin V manyetik alani
V=9 +0t
seklinde olup, bir aki yiizeyi olusturdugunu biliyoruz. Yine (2.16) esitliginden V

manyetik alan vektoriniin o egrisi boyunca hareketiyle olusan regle yiizey i¢in bir

parametrizasyon
o(s,v) =a (s) +VWV (s) (4.11)
seklinde tanimlidir. (4.11) esitliginde (3.9) yerine yazilirsa
P(s,V) =a () +V(pg +61) (4.12)

elde edilir. (2.21) ve (2.22) geregince aki regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in

LN -M?
K(s,v)=——=0 4.13
() =g g7 (4.13)
gereklidir. (4.12) de s parametresine bagli tiirev alinirsa,
8¢) * vox * "k Lx
E:(psza +v(w, 9 +19 +0t +01) (4.14)

olup, (2.20), (3.17) ve o = g esitlikleri (4.14) de yerlerine yazilirsa
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Z—f =@, =0 +VO (1y —A)e +VO't (4.15)

bulunur. (4.12) de v ye gore tiirev alinirsa

op s
5 ?, = 9 (4.16)

elde edilir. Buradan (4.15) ve (4.16) de tekrar tiirev alinir ve (2.20) kullanilirsa
0’
0s?

—=q +v(¢9 (1, — ) +0 (1, — 1) +0 (1, — )€ )+v¢9'"t*+v¢9"t*‘

2
Z‘f 0€ +v(0' (1~ A)e +0 (1 —A)e" +0 (1~ A)(-0'9" + At") )+ Vo't —vO Ae”

olup, (3.14) ve (3.17) esitlikleri yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

2
Z‘f 0" (A—p)g +0¢ +v(6 (1~ DA+ ) (4.17)
82(p

99 _ 4.18
Py (4.18)

g
=0 (1, —A)e +0t 4.19
ey (4= ) (4.19)

bulunur. Burada (2.23) ve (2.24) esitliklerinden

0S 0S

op 6¢]
+vO6 4.20
g(as o )t (4.20)

op O 2 2
+0
SEE AR

E=g (6—4”,6—(") =1+V20" (1, — A)? +V?0

F

0" (A-w) 0 V(0 (1, - 2)A+0")

2
=g 0 20 9,99 | _ 1 VO (1, — 1) Vo'
0s®  0s av 0 0

=9‘2(A—M)(v9'z(yl—/1))+e'(ve";ﬁ—e')w(a(yl—z)me"‘)(v;ﬁe‘(/l—yl))
2
N=g 6(20,&0 8(0 0
o' os ov
0 (-1 6
Mg 22 22,900 |1 yg(u—2) vO|=60(s-A)0mb —0)+0vud G- i)
asav as av ILS. 0' /ul /ul /ul /ui
t

=0"(A- )

(4.21)
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elde edilir. O halde, agilabilir olmasi i¢in (2.21) ve (2.22) esitliklerinden

LN —M?
KSN):EETETZO
LN-M?=0
M2=0, M=0
0 (1—14)=0, 6 %0
oldugundan
A—1=0
A=
elde edilir.

4.2. e*- Aki Regle Yiizeyi

Teorem 4.2.1. o bir e -manyetik egrisi ve V Killing manyetik vektor alam

olmak iizere, V manyetik alan vektorii a” egrisi boyunca hareket ederek bir aki regle

ylizeyi olusturur.

Ispat. ", & -manyetik egrisi V manyetik alanin yoriingesinde olup,
V=19 -ue +6t
seklindedir. (2.16) dan bu VV manyetik alan vektériiniin o egrisi boyunca hareketiyle
olusan regle ylizey i¢in bir parametrizasyon
o(s,V) =a (s) +VV (s) (4.22)
seklinde tanimlidir. Buradan
P(s,V) =a () +V(Ag — e +61) (4.23)

elde edilir.Burada (2.15) den aki yiizeyi olusturabilmesi igin

g(v,N)=0 (4.24)
olup,
N = L2 (4.25)
2. %,

seklindedir. (4.23) esitliginde s parametresine bagh tiirev almirsa
o, = o’ (5)+W .V

. ‘ . , , (4.26)
o, =a (S)+V(AQ +A9 — € — e +0t +0t")

bulunur. (4.26) da, (2.20), (3.52) ve & = g  esitlikleri yerine yazilir ve diizenlenirse

0, =9 +V(-0 1,9 +10€ — 1,6 —1,(-0g +A)+0t -6 1)
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o, =09 —Vi,e —V, At +vot
¢, =9 —Vie +V(0 — ) (4.27)

elde edilir. (4.23) de v parametresine bagli tiirev alinirsa

@, =9 — e +6t (4.28)
bulunur. (4.27) ve (4.28), (4.25) esitliginde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa

g € t°
No BXe 1y v, V(O - u,A)
vxo) lexell, —wz g
IQI = ||(PS » (PV|| (VL 0 +Vs, (0" — 1, ) NAO — 11,A) — 6 VA, — 11,) (4.29)

elde edilir. (4.29) ve (3.40) esitlikleri (2.15) de yerine yazilirsa

gV, N) =i, @ +VAu,0 —VA® 1z —VAu,0 +VA 1 + 1,0 +VAiu, 0 — 11,0

g(v.N)=0
esitligi saglanir. O halde, aki regle yiizeyi olusturur.

Sonu¢g 4.2.2. ", & - manyetik egrisinin V Killing manyetik vektor alan1 olmak

lizere, V manyetik alan vektoriinin o egrisi boyunca hareketi ile olusan aki regle

yiizeyleri agilabilir yiizeylerdir gerek ve yeter sart

Y _ () =
(g.j i(g.j . [ Ads—0'=0 (4.30)

olmasidir.

Ispat. o, € - manyetik egrisinin
V=10 — e +0t
killing manyetik vektor alaninin bir aki yiizeyi olusturdugunu biliyoruz. (2.16) dan

bu V manyetik alan vektériiniin o egrisi boyunca hareketiyle olusan regle yiizey icin

bir parametrizasyon
@,(s,V) =a (s)+VWV (s)
seklinde tanimlidir. Buradan
?,(s,V) = () +V(Ag — e +6t) (4.31)

elde edilir. (2.21) ve (2.22) geregince aki regle yiizeyinin agilabilir olmasi igin
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LN-M?
K(S,V) :ﬁ = 0 (432)

saglanmalidir. (4.31) de s parametresine bagli tiirev alinirsa

9P _ o (s)+wW .V (4.33)
0s a
olup, (3.49) ve o =g esitligi (4.33) de yerine yazilir ve diizenlenirse
0 . e .
% =g +V(_,Uze +(0 — A )

aa(zz =g —vu,e +v(0 — A (4.34)

elde edilir. (4.31) de v parametresine bagli tiirev alinirsa

op. " o -
Ezzlg — 1, +0t (4.35)

elde edilir. (4.34) ve (4.35) de tekrar tlrev alinir ve (2.20) esitligi kullanilirsa
62(p2

Op,

e 0 —v(1 e + 1, (-09"+ A))+v(0" — 1, A= 1, A ) +v(60" = g1, 1) (- 7€)

2
aasqzz :Vyz'e'g*+(9' ~v(u, + (0 _/12/1))8*+V(9m —2u, A=A )t (4.36)

bulunur. (3.45) esitligi (4.36) da yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

aZw . , - " . \ L
6522 =V, 09" +(0 +VCu, )&+ (0 — 2 A - 1, )t (4.37)
82
avgozz -0 (4.38)
o’ ‘a* ' *
= (0~ 17) (4.39)
elde edilir. Burada (2.23) ve (2.24) esitliklerinden
_ (99, Op, | _ 20,2 2 (H ?
E=g el =1+Vv (1, ) +v (0 —yzi)
op, 0@ - o
F=g G_;EZ =A+Viu, +V0 (0 — 1,A) (4.40)
6(0 8(0 2 2 2
G=g| 22,22 |=2"+u,+0
g FYREFY Hy
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Vi, 0 0 +vCu, V(O —2u, A— 1)

g, 0@, Op : :
L= 2 2 21=| 1 -V V(@ — A
g( 25?2 ' o5 X ov My ( I/uz )
A — 1Ly 0

=V, 0 (Vi (0" = 11,2) —Vp, 0 ) + (6 +VC 1, ) (VA(O" — 11,2) - 0')
(0" = 2p, A — 1, 2) (Vi A — ) )

N=g 82(p2 a(pz % a(ﬂz -0 (4'41)
ov: ' 8s  ov

0 —u, O -ma

o’p, 0p, Op - .
M = 2 2 2 =11 -v v(@ — A
g[&&/asxav Hy VO~ 1A)

A —u o

=, (0 +VA(11,A = 0'))+ (0" — 1, A) VAL, — 11,)
= #2'6' - /,129" + #22/1

elde edilir. O halde, agilabilir olmasi i¢in (2.21)ve (2.22) esitliklerinden

LN —M?
K(s,V) = ———5=0
=
LN-M2=0
M?=0, M=0

1,0 — 1,0 + 154 =0

()(3)
0 0
/@jlds—elzo
elde edilir.
4.3. t*- Aki Regle Yiizeyi

Teorem 4.3.1. o bir t -manyetik egrisi ve V Killing manyetik vektor alan
olmak Uizere, V manyetik alan vektdrii o egrisi boyunca hareket ederek bir aki regle
yiizeyi olusturur.

Ispat. &, t -manyetik egrisi V manyetik alanin yoriingesinde olup,

V=19 +ut’
seklindedir. (2.16) dan bu V manyetik alan vektoriniin «” egrisi boyunca hareketiyle
olusan regle yiizey i¢in bir parametrizasyon
@(s,V) = o (S)+VV (s) (4.42)

seklinde tanimlidir. Buradan
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p(s,V)=a (s)+V(Ag + ut)) (4.43)

elde edilir. (2.15) den aki yilizeyi olusturabilmesi igin

g(V,N)=0 (4.44)
olup,
N = 2P (4.45)
2. %0,

seklindedir. (4.43) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa
0. =a (5)+ WV
g, =a +V(Ag +20" +ut +ut’) (4.46)
olup, (2.20), (3.78), (3.79) ve & = g esitlikleri (4.46) da yerine yazilirsa
o, =09 +V(A0€ + ut — pAe")
@, =09 +VA(O — )€ +vut (4.47)
elde edilir. (4.43) de v ye gore tiirev alinirsa
@, = A9 + gt (4.48)
elde edilir. (4.47) ve (4.48) esitlikleri (4.45) de yerine yazilirsa

) . g e t"
X . .
N = Zs XZV” = 0. X || 1 Vﬂ,(@ _lus) Vlu3
S \ S v /1 0 ﬂ3
N = (VA (0 = 1) VAaty — 113, VA (11, = 6)) (4.49)
o, %,

elde edilir. (4.49) ve (3.70) esitlikleri (2.15) de yerine yazilirsa
g(V,N)=vA2u,0 —VA* 12 +VA* 12 —vA 0 =0
esitligi saglanir. Bu durumda, aki regle yuzeyidir.

Sonug 4.3.2. o, t" - manyetik egrisinin V Killing manyetik vektor alani olmak
lizere, V manyetik alan vektoriinin o egrisi boyunca hareketi ile olusan aki regle
yiizeyleri agilabilir ylizeylerdir gerek ve yeter sart

0 =pu, (4.50)
olmasdir.

Ispat. o, t" - manyetik egrisinin

V=19 +ut’
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killing manyetik vektor alaninin bir aki yilizeyi olusturdugunu biliyoruz. Yine Tanim

(2.16) den bu V manyetik alan vektoriiniin o egrisi boyunca hareketiyle olusan regle

ylizey icin bir parametrizasyon

@,(s,V) = (s) +VWV (s) (4.51)
seklinde tanimlidir. Buradan
P (s,V) = (8) +V(Ag" + ut) (4.52)
elde edilir. (2.21) ve (2.22) geregince aki regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in
LN -M?
K(s,v)=———=0 4.53
O (4.53)

saglanmalidir. (4.52) de s parametresine bagl tiirev alinirsa

% — &’ () +W WV (4.54)
s a

olup, (3.80) ve o = g’ esitlikleri (4.54) de yerine yazilir ve diizenlenirse

0 . . g .
%ZQ +V(ﬂ(0 — )€ + st )

% =g +VA(O - 1)e" +vit (4.55)
elde edilir. (4.52) de v parametresine gore tiirev alinirsa
op. . .
Es =40 +ut (4.56)

elde edilir. (4.55) de s ye gore tekrar tiirev alinirsa
82(03
0s’
olup, (2.20) den esitlikler (4.57) de yerine yazilirsa

=0 +VA(O - 11)e +VA(O — 1) +VA(O — )e +vt +vut’  (4.57)

2
% =0€ +VA (0 — 11,)e +VA(O —11)e +VA(O — 1,)(~0'Q + A7) +Vu t +vp, (-1€)

2
‘2::3 =—VAO (0~ 1) 9" +(0 +V(AO = A 1y, + 20" = 2241) )€ +V(A* (0 — p1,) + g1 )T
(4.58)
bulunur. Burada (3.74) ve (3.78) esitlikleri (4.58) de yerlerine yazilir ve gerekli

hesaplamalar yapilirsa

2
aa;’f =—VAO' (0 — )9 +0€" +V(A*(0 — ;) + p15" )t (4.59)

elde edilir. (4.55) ve (4.56) da v ye bagl tekrar tiirev alinirsa
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2
¢ (4.60)

aVZ
oo, : o s
@:/1(0 — 15)€ + p1;t (4.61)
elde edilir. Burada acilabilir olma sartlarini kontrol edebilmek icin (2.23) ve (2.24)
esitliklerinden
_ 0p; 0p, _ 2722(p Ty
E—g E,E =1+vA (9 —,Ll3) +V (,Us)
op, 0. .
g s ' ov Ha (4.62)
op;, Op 2 2
G=g|=,2|=4"+
g v ' ov Hs
2 VA (O -) 0 v(A(O-m)+u)
_ [0, Op; Oy | . :
L—g(as;’, 883X avsj_ 1 VZ(H —y3) VL,

A 0 Hy

= VA0 (0 — 1) (VA (0 — 115)) + O (VAL — p15) +V(A*(0 = pas) + 11, ) (VA (11— 0))

2
N :g(a ?s a¢3xa¢3]=0

v es ov
2 0 A(0-m) u
M =g(6 Ps a%xa%): 1 VA(O - ) v,

osov’ 0s  ov
A 0 H
= 1(9- _ﬂs)(Vﬂﬁu?,l —/13) + ﬂslVﬂz(/Js -0)
= Aty (15 — 9)
(4.63)
elde edilir. O halde, agilabilir olmas1 i¢in (2.21) ve (2.22) esitliklerinden
LN -M?
K(s,v)=———=0
(5.v) EG-F?
LN-M?=0
M?=0, M=0
At (45 -0)=0
0 =pu,

elde edilir.
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5. AKI REGLE YUZEYi ORNEKLERI

Ornek 5.1. X(S):(iCOSZS,iSiHZS,%SiHZSjCE3 dogrultman vektdr

N R

olsun. geodezik Frenet ¢atis1 elemanlart,

e(s) = (0052 s,sin®s,+/2 cosssin s),
t(s) = (—«/icos ssins, 2 cosssins, cos 23) ,

g(s) = (—sin2 s,—C0s% s,~/2 cos ssin s)

seklinde olup, (2.18) den {e,t,g} catis; @=6(s)=s Darboux agis1 kadar
dondiriilecek olursa,

g = ((coss —sins)cosssins,sin®s—cos’s, J2 cosssin s(coss+sin s)),

e = (sin3 S+C0s° 5, (COS S +5iNn $) €S sSin s, /2 €os ssin s(Cos s —sin s)),

t = (—\/Ecosssin s,+/2 cosssins, cos 23)

{g*,e*,t*} donme catis elde edilir. Burada egriligi €', burulmas1 A Lancret egriligi

ve ¢ ‘1 teget kabul eden, yani «"(s)=g" olacak sekilde bir « (s) egrisinin

varligindan s6z edebiliriz.
a’(s)=[g'(s)ds

1 . 1. 1 1
—sin3s——sins——Cc0S3s——CO0SS,
12 4 1

1 3. 3 1 .

=| —c0s3s——sinSs——Cc0sSs——sin 3s,
12 4 4

1 . 1 1 1 .
—+/2siNns——+/2c0sSs——+/2 0535 ——A/25In3s
4\/_ 4J— 12\/— 12\/_

Dogrultman vektorii kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilir.

R=|><|=§, y=g(X xX,X)=-1, zzﬂ/(lgf ):gg,

Durum 1. g*- manyetik aki regle yiizeyi

a’(s), g - manyetik egri olsun. (4.10), (3.9) esitligi ve 8 =0(S) =S geregince,
V Killing manyetik vektor alam ¢ - manyetik egrisi boyunca hareket ederek bir ak1
regle yiizeyi olusturur. V Killing manyetik vektor alani,
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(ssinscoss(coss—sins) —J2cosssinss,
V (s) =| /2 cosssins—s(cos®s—sin®s),
C0s 25 +~/25 cos s(coss+sins)sins
seklinde olup, (3.9) ve (4.3) esitligi kullamlip gerekli islemler yapilirsa, ¢ - acilabilir

aki regle yiizeyi i¢cin —1<'S,v <1 araliginda,

1 . 1. 1 1
—SIN3s——SINS——C0S35S——C0SS

12 4 2
—v(ﬁcosssins—<‘/§sinscoss(coss—sins)),
1 3. 3 1 .
—€0535——SINS——C0SS——SIin3s

2 4 4 12

o(s,v)=|1
—v(4/8(cos® s —sin®s) —/2 cosssins),

v(cos2s + J24/8 cos ssin s(coss+sins))

1 1 . 1 1 .
——42C05S+=4/25INS——+/2C0S35——+/25in3s
4J_ 4\/_ 12J_ 12\/_

parametrik formu elde edilir, (Sekil 5.1.1).

Sekil 5.1.1. g"- manyetik agilabilir aki regle yiizeyi
Durum 2. e*- aki regle yiizeyi

a’(s), e - manyetik egri olsun. (4.30), (3.40) esitligi ve 0=06(s)=s

geregince, V Killing manyetik vektor alam1 e - manyetik egrisi boyunca hareket

ederek bir aki regle yiizeyi olusturur. V Killing manyetik vektor alani,
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3
7
4/8sin $c0ss(coss —sin s)—\/fcosssin s—%g—(cos3 s+sin’s),
S
3
4
V(s)= J2 cosssin s—(‘/ﬁ(oos3 s—sin’ s)—%s—coss(coss+sin s)sins,
S
3

:
€05 25 ++/24/8 cos s(cos s +sin s)sins—%\/fs—sin $C0SS(COSS —Sins)
s

seklinde olup, (3.40) ve (4.23) esitliklerinden gerekli islemler yapilirsa, € - acilabilir

1
aki regle yiizeyi i¢in, t, = % ve 1<8,v <3 araliginda,
S

1 . 1. 1 1
—SIiNn3s——SINS——C0S3S——C0S S
12 4 12 4

3

184 : : : :
—v g—(cos3 s+sin®s)+~/2 cosssins—4/8sinscoss(coss—sins) |,
s

1 3 . 3 1 .
—€0s3s——sins—=c0ss——sin3s
12 4 4 12
p(s,v) = e

Y (‘/§(cos3s—sin3s)—\/Ecosssins+§?coss(coss+sins)sins ,

3

:
v| cos2s ++/24/8 cos s(cos s +sin s)sin s—%«/fS—sin $c0SS(COSS —Sin s)
s

1 1 . 1 1 .
——/2C05S+—+/25INS——A/2C0S35——/25In3S
4\/— 4J— 12J— 12\/—

parametrik formu elde edilir, (Sekil 5.1.2).

Sekil 5.1.2. e - manyetik agilabilir aki regle yiizeyi
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Durum 3. t*- aki regle yiizeyi

a’(s), t -manyetik egri olsun. (4.50) ve (3.70) esitligi ve 6=6(S)=S5
geregince, V Killing manyetik vektor alani t™-manyetik egrisi boyunca hareket

ederek bir aki regle yiizeyi olusturur. V Killing manyetik vektor alani,

V()= (‘/g(coss —sins)cosssins —[2sinscoss,\/2sinscoss —(‘/E?(cos3 s—sin®s),
C0S2S +x/§<‘/§(cos S+Sins)cosssins

seklinde olup, (3.70) ve (4.43) esitliklerinden gerekli islemler yapilirsa, t - acilabilir

aki regle yiizeyi i¢in —1<8,V <1 araliginda,

1 . 1. 1 1
—SIin3s——sins—-—C0S3s——C0S$S
12 4 12
—v(ﬁcosssin s—4/8sinscoss(coss —sin s)),
1 3. 3 1 .
—C0S3s——SINS——C0SS——sin3s
o(s.v) =| 12 2T 12
—v((‘/g(cos3 s—sin®s)—~/2 cosssin s),

v(cos 25 ++/24/8 cos s(coss-+sins)sin s)

1 1 . 1 1 .
——+J2C0SS+—=+/2SINS——A+/2C0S3S——+~/25SINn3s
4\/_ 4\/_ 12\/_ 12\/_

parametrik formu elde edilir, (Sekil 5.1.3).

Sekil 5.1.3. t - manyetik agilabilir aki regle ylzeyi
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6. SONUC

Egrilik teorisi yardimiyla 6zellikle robot hareketlerinin diferansiyel 6zellikleri
belirlenmektedir. Robotun yorungesini bir egri ve regle yuzey belirler. Baz fiziksel
sartlar altinda robot yoringehareketini etkileyecek durumlar ile karsilasilabilir ve bu
nedenle yeniden bir yoringe planlamasi gerekebilir. Manyetik alan igerisinde robot
hareketinin etkilendigi bu gibi durumlarda yoriinge degisimi i¢in yeni egriler bulmak
gerekir.

Robot yoriingesi ise regle yiizeyin striksiyon egrisinin merkez noktasinda

kurulan ortogonal ¢at1 olan geodezik Frenet ¢atisi olarak ifade edilebilir. Dolayistyla

bu caligmada regle yiizeyin dogal catismin @ Darboux agisi kadar dondiiriilmesi ile
olusan yeni donme catis1 ve egrilik teorisi geregince elde edilen egriligi 6,
burulmas1 A Lancret egriligi olan « uzay egrisi i¢in yeni yoriinge planlamalar

yapilabilecegi dngdriilmektedir.
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