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OZET

PARA-SASAKI BENZERI RIEMANN MANIFOLDLARI

Piar INSELOZ

Matemtik Bolumii

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ocak, 2024

Danigsman: Prof. Dr. Senay BULUT

Bu tezde hemen hemen parakontak hemen hemen parakompleks Riemann manifold-
larinin 6zel bir sinifi olan para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar: aragtirilmigtir.
Genellestirilmig simetrik metrik konneksiyon ile donatilmig hemen hemen parakon-
tak hemen hemen parakompleks Riemann manifoldlar1 incelenmistir. Ozel olarak
para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar: i¢in Levi-Civita konneksiyonu ile genelleg
tirilmig simetrik metrik konneksiyon arasindaki iligki verilmigtir. Egrilik tensorleri,
Ricci tensort ve skaler egrilik tensorleri arasindaki iligkiler elde edilmistir. Para-
Einstein manifoldlar incelenmis ve para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar iize-
rinde genellesgtirilmis simetrik metrik konneksiyon ile para-Ricci benzeri solitonlar
calisgtlmigtir. Elde edilen teoremleri destekleyen 3 ve 5 boyutlu ornekler verilmistir.
Son boliimde apapR manifoldlar: tizerinde D—homotetik deformasyon tanimlanmig
ozel olarak para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar: i¢in egrilik tensorleri hesap-
lanmigtir. Para-Einstein benzeri manifoldun D—homotetik deformasyonunun yine
para-Einstein benzeri manifold oldugu gosterilmistir. Para-Sasaki benzeri Riemann
manifold, para-Ricci benzeri soliton kabul ediyorsa D—homotetik deformasyonunun
da para-Ricci benzeri soliton kabul ettigi ispatlanmigtir. D—homotetik deformasyona
karsilik gelen bazi diferansiyel operatorler hesaplanmistir. Elde edilen teoremleri des-

tekleyen 5 boyutlu bir 6rnek verilmistir.

Anahtar Sozciikler: ApapR manifold, Para-Sasaki benzeri Riemann Manifold,
Genellegtirilmig simetrik metrik konneksiyon, D—homotetik

deformasyon.
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ABSTRACT

PARA-SASAKI-LIKE RIEMANN MANIFOLDS

Piar INSELOZ

Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Graduate School of Sciences, January, 2024

Supervisor: Prof. Dr. Senay BULUT

In this thesis, para-Sasaki-like Riemannian manifolds, which are a special class of
almost paracontact almost paracomplex Riemannian manifolds, have been investi-
gated. Almost paracontact almost paracomplex Riemann manifolds equipped with
generalized symmetric metric connection have been studied. Specifically, the rela-
tionship between the Levi-Civita connection and the generalized symmetric met-
ric connection for para-Sasaki-like Riemann manifolds is given. Relationships bet-
ween curvature tensor, Ricci tensor and scalar curvature tensor are obtained. Para-
Einstein manifolds are examined and para-Ricci-like solitons with generalized sym-
metric metric connection on para-Sasaki-like Riemannian manifolds are studied. 3
and 5 dimensional examples supporting the obtained theorems are given. In the
last section, D—homothetic deformation is defined on apapR manifolds, and curva-
ture tensors are calculated specifically for para-Sasaki-like Riemannian manifolds. It
is shown that the D—homothetic deformation of the para-Einstein-like manifold is
also a para-Einstein-like manifold. It has been proven that if the para-Sasaki-like Ri-
emannian manifold admits para-Ricci-like soliton, the D—homothetic deformation of
the para-Sasaki-like Riemannian manifold also admits para-Ricci-like soliton. Some
differential operators corresponding to D—homotetic deformation have been calcu-

lated. A 5-dimensional example supporting the obtained theorems is given.

Keywords: ApapR manifolds, Para-Sasaki-like Riemannian manifolds, Generalized

Symmetric Metric Connection, D—homothetic deformation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: (2n+1) boyutlu tiirevlenebilir manifold

: M manifoldunun tanjant demedi

: M manifoldu iizerindeki C'*° vektor alanlarinin modiilii

: x(M) — C*° ye C°-lineer 1—formlarin modiilii

:M — R ye C* (sonsuz kez tiirevlenebilir) fonksiyonlarin uzay1
: Metrik tensor

: D-Homotetik deformasyon ile g den elde edilen metrik tensorii
: g metrigine kargilik gelen Levi-Civita konneksiyonu

: (1,1) tipinde tensor alan

: 1- form

: Reeb vektor alani

: M tizerinde hemen hemen parakontak yapi

: M tizerinde hemen hemen parakontak metrik yapi

: Riemann Egrilik tensorii

: Ricci Tensori

: Lie Ttrevi

: Skaler Egrilik

: Genellegtirilmig simetrik metrik konneksiyonu

: Genellestirilmisg simetrik metrik konneksiyonunun egrilik tensorti
: Genellestirilmisg simetrik metrige kargilik gelen Ricci tensorii

: Genellegtirilmig simetrik metrige kargilik gelen skaler egrilik

: Genellegtirilmig simetrik metrik Lie Tiirevi

: g metrigine kargilik gelen Levi-Civita konneksiyonu

: g metrigine karsilik gelen Riemann egrilik tensori

: g metrigine karsilik gelen Ricci tensori

: g metrigine karsilik gelen skaler egriligi

: g metrigine karsilik gelen Lie tiirevi



1. GIRIS

Manifoldlar diferansiyel geometrinin ve gorelilige dayanan teorik fizigin teme-
lini olugturmaktadir. Diferansiyel geometri alaninda ¢aligilan tek boyutlu tiirevlene-
bilir manifoldlar olan Sasaki manifoldlar 1960 yilinda S. Sasaki tarafindan tanimlan-
mugtir [29]. Hemen hemen parakontak yapilar 1976 yilinda I. Sato tarafindan tanim-
lanmigtir [31,32]. Parakontak ve para-Sasaki metrik manifoldlar hem matematikte
hem de fizikte yaygin olarak cahgilmaktadir [1,13,30,33]. 1979 yilinda Riemann
metrigine sahip hemen hemen parakontak metrik manifoldlar I. Sato tarafindan
ve para-Sasaki manifoldlar K. Matsumoto tarafindan ¢aligilmistir [31, 32, 34]. Pa-
rakontak yapilar ile ilgili énemli ozellikler S. Zamkovoy tarafindan 2009 da ince-
lenmistir [38]. Buradan Zamkovoy, parakontak metrik manifoldlarin D—homotetik
deformasyonlarini ve bir¢cok yapinin deformasyonlar altindaki degigimlerini ince-
lemigtir. Sonrasinda n-Einstein manifold kavrami tanimlanmig ve n-Einstein bir ma-
nifoldun skaler egriliginin sabit oldugu ispatlanmisgtir.

Hemen hemen parakontak hemen hemen para-kompleks Riemann manifoldlar:
caligilmigtir [20-22]. (0, 3) tipinde F' tensor alani kullanilarak hemen hemen para-
kontak hemen hemen parakompleks Riemann manifoldlar: 11 temel sinifa ayrilmigtir
[20]. Bu manifoldlarin 6zel bir sinifi da para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlaridir.
Para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar giiniimiizde yaygin olarak ¢aligilmaktadir
[12]. Bu manifoldlar iizerinde para-Ricci benzeri soliton kavrami tanimlanmigtir
ve diiglik boyutlardaki para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar i¢in 6rnekler ve-
rilmistir [16-18].

Lorentz para-Sasaki manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlar: iizerinde genellestiril-
mig simetrik metrik konneksiyonu tanimlanmistir [3,4,35]. Genellegtirilmisg simetrik
metrik konneksiyona kargilik bu manifoldlarin egrilik tensorii ve Ricci tensori hesap-
lanmigtir. Genellegtirilmis simetrik metrik konneksiyonu ile donatilmig para-Sasaki
benzeri Riemann manifoldlar iizerinde para-FEinstein manifoldlar tanimlanmig ve
baz1 sonuglar elde edilmistir [9]. Ayrica bu konneksiyon ile donatilmig altin-Lorentz
manifoldlar caligilmigtir [15]. Hemen hemen kontak B—metrik manifoldlar tizerinde
genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonun 6zel durumu olan simetrik metrik

konneksiyonlar ve ¢eyrek simetrik metrik konneksiyonlar ¢aligilmigtir [6,7]. Ayrica



farkli tipteki manifoldlar iizerinde de simetrik metrik konneksiyonlar ve ¢eyrek si-
metrik metrik konneksiyonlar incelenmistir [23,24,26,27, 36, 37].

D-homotetik deformasyon kavrami hemen hemen kontak metrik manifoldlar, he-
men hemen kontak B-metrik manifoldlar, Kenmotsu manifoldlar1 ve kontak Lorentz
manifoldlar1 gibi farkl tipteki manifoldlarin D-homotetik deformasyonlar1 aragtiril-
mugtir [8,25]. Hemen hemen kontak B—metrik manifoldlar igin D-homotetik warping
kavrami incelenmistir [8].

Ricci soliton kavrami R.S. Hamilton tarafindan Ricci akig denkleminin 6zel bir
¢Oztimi olarak tammlanmigtir [12, 16-18]. Riemann Ricci solitonlar gahsgildiktan
sonra kontak Riemann geometride Ricci soliton aragtirmalart baglamigtir [2]. Ricci
soliton kavraminin 7-Ricci soliton, *—Ricci soliton, genellestirilmisg Ricci soliton gibi
baz1 genellestirilmeleri hemen hemen kontak metrik manifoldlar igin incelenmistir [5].
Para-Sasaki benzeri manifoldlar iizerinde para-Ricci benzeri solitonlar ve gradyan
Ricci solitonlar gahigilmigtir [11,16-18]. Hemen hemen kontak B—metrik manifold-
lar tizerinde potansiyel Reeb vektor alani ile Ricci benzeri solitonlar tanimlanmis
ve Sasaki benzeri manifoldlar i¢gin bazi sonuclar elde edilmistir. 3 ve 5 boyutta baz
ornekler verilmistir [19].

Bu tezde genellegtirilmis simetrik metrik konneksiyonu ile donatilmig hemen he-
men para-kontak hemen hemen para-kompleks Riemann manifoldlar: incelenmistir
ve bu manifoldlarin D-homotetik deformasyonlari ele alinmistir. Tkinei ve {iiinei bo-
Himde temel kavramlar ele alinmigtir [9, 10]. Dordiincti boliimde genellegtirilmig si-
metrik metrik konneksiyonu ile donatilmig para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar:
distintilmiigtiir. Levi-Civita konneksiyonu ile genellegtirilmis simetrik konneksiyonu
arasindaki iligki verilmistir. Bu iki konneksiyona kargilik gelen egrilik tensorii, Ricci
tensorii ve skaler egrilik tensorii arasindaki iligkiler elde edilmigtir. Besginci boliimde
genellegtirilmis simetrik metrik konneksiyon ile donatilmig para-Sasaki benzeri Ri-
emann manifoldlar iizerinde para-Ricci benzeri solitonlar ele alinmigtir. Altinci bo-
himde elde edilen teoremleri destekleyen 3 boyutlu ve 5 boyutlu 6rnekler verilmistir.
Yedinci boliimde para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar tizerinde D-homotetik
deformasyon tanimlanmigtir. D-homotetik deforme edilmis para-Sasaki benzeri Ri-
emann manifoldlar tizerinde gradyan Ricci benzeri solitonlar distiniilmiistir. D-

homotetik deforme edilmig para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar igin egrilik



tensorii, skaler egrilik tensorii, Ricci egrilik tensorii hesaplanmigtir. Deforme edilmis
metrige karsilik hessian, diverjans, Laplace operatorleri hesaplanmigtir. 5 boyutlu D-
homotetik deforme edilmis para-Sasaki benzeri Riemann manifold 6rnegi verilmistir.
Son boliimde D-homotetik warping kavrami tanimlanmigtir. Son doért boliim tezin

orjinal kismini olugturmaktadir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde tezin genel hatlar: i¢in gerekli olacak bazi temel kavramlara yer

verilmistir.

Tanim 2.0.1. V' reel sayilar cisminde bir n-boyutlu vektor uzayr olsun. Eger

g:VxV =R

dontisiumai
(1) Yu,v € V i¢in g(u,v) = g(v,u),
(2) Yu,v,w € V ve Ya,b € R i¢in
glau + bv, w) = ag(u, w) + bg(v, w)
g(u, av + bw) = ag(u,v) + bg(u, w)
kosullarini saglhyorsa g ye simetrik bilineer form denir [28].

Tanmim 2.0.2. g simetrik bilineer form olsun.

Yo e V vewv #0 igin g(v,v) > 0 ise g ye pozitif tanimls,

g(v,v) < 0 ise g ye negatif taniml,

g(v,v) < 0 ise g ye negatif yari-tanimly(semi-definite),
bazi v ler i¢in g(v,v) > 0, baz v ler i¢in de g(v,v) < 0 oluyorsa g ye indefinite
denir [28].

Tanim 2.0.3. g simetrik bilineer form olsun. Her w € V i¢in g(u,v) = 0 olmast
v = 0 olmasim gerektiriyor ise g ye non-dejeneredir, diger durumda g ye dejeneredir,

denir. [28]

Tanim 2.0.4. g, V wvektor uzay tzerinde simetrik bilineer form olmak tzere

gWw W cCcV SR

donisumi negatif tanamly ise en genis W C V' alt vektor uzayinin boyutuna g bilineer

formunun indeksi denir. Diger bir ifadeyle, V' izerinde g simetrik bilineer formunun

4



indeksi g yi negatif tanwml yapan en genis W C V' alt vektor uzayinin boyutudur ve
index g veya index(V') ile gdsterilir. [14]
Tanim 2.0.5. V' wvektor uzay: tzerinde g simetrik bilineer formu non-dejenere ise

g ye V dzerinde bir skaler ¢arpim ve (V,g) ikilisine de bir skaler ¢arpim uzay

denir. [28]

Onerme 2.0.6. Her (V,g) skaler carpum uzaywnin bir ortonormal bazi var ve (V, g)
skaler ¢arpim uzayinin ortonormal bazi vardwr. (V,g) skaler ¢arpim uzayinin orto-

normal baz {ey, es, ..., e} olsun.
glei ej) = €ibij , € = glei, e5) = £1

dir. Burada 6;; Kronecker deltasidur. [14]

Tanim 2.0.7. M bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p € M
icin tanjant uzayr T,M tzerinde bir sabit indeksli g, skaler ¢arpvm var ise g ye M
manifoldu tzerinde (0,2) tipinde bir metrik tensor ve (M, g) ikilisine de bir yar

Riemann manifold denir. [28]

U kiimesi n-boyutlu M yar1 Riemann manifoldunun acik bir alt kiimesi olmak

tizere U iizerinde bir lokal koordinat sistemi {z1, 25, ..., x,} olsun. O halde g metrik

0

3 olmak tlizere
z;

tensoriiniin bilegenleri 0; =
9ij = 9(9;,05) , 1 <d,j<n

dir. g metrik tensorii (0,2) tipten simetrik tensor alani oldugundan 1 < i,7 < n igin

gij = g;i dir. Buradan U iizerinde g metrik tensori
ij=1

seklinde yazilir. M {izerinde g metrik tensorii pozitif tanimh oldugunda (M, g) ye

Riemann manifold denir. [4]

Tanim 2.0.8. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun.

Vi x(M) x x(M) — x(M)

bt



bilineer dontisimi her z,y,z € x(M), f,g € C>®(M) igin,

1. V(fx_t,_gy)z = fvrz + gVyz,
ii. Vi(fy) = fVey+2(f)y,

kosullarini saghyorsa V dontusumine M dzerinde bir konneksiyon, V,y ye y nin x

e gore kovaryant tirevi denir.

Tanim 2.0.9. M bir diferansiyellenebilir yari-Riemann manifold ve (M,-) grup

olsun.
MxM-—=>M
ve
M- M
r— !

fonksiyonlar: diferansiyellenebilir ise M ye bir Lie grubu denir.

Tanim 2.0.10. M bir diferansiyellenebilir yari-Riemann manifold olsun. M tize-

rindeki vektor alanlarimin uzayr x (M) olmak tzere

[ 1o x (M) x x (M) —= x(M)

(z,y) = [z,]

donisimi Vf € C°(M,R) i¢in

[z, y](f) = x(yf) — y(zf)
seklinde tanimlanan, [.,.] ye bir Lie operatérd denir [1].

Tanim 2.0.11. M dzerindeki (r, s) tipindeki tim tensér alanlarimin T3 (M) kimesi,
C*°(M) dzerinde bir modildir. r = s = 0 durumunda M dzerindeki (0,0) tipindeki

bir tensor alansy bir fonksiyondur.
Tamim 2.0.12. (M, g) yari-Riemann monifoldu olsun. x € x(M) olmak iizere L,,

6



(p,q) tipindeki keyfi bir vektor alanwni, (p,q) tipinde bir vektér alanina gétiren ve

asagidakt kosullar: saglayan bir donusiumdir. Bu donustime Lie tirev dontusumi de-

nir [1].

i. Ly(f) =x(f), Vf € C®(M)
ii. Loy = [x,y], Yy € x(M)
iii. L.g(y, 2) = vg(y, 2) — 9([2,y], 2) — 9([z, 2], y), Vy,z € x(M)

Onerme 2.0.13. V, M dizerinde bir konneksiyon olsun. T € (M), z1,...,x, €

X(M), 0%, ...,0% € x*(M) olmak tizere (r, s) tipindeki T tensoriniin kovaryant tirevi

(V.T)0,...,0% xy,...,2,) = x(TO,,....0°2,,...,2,.))

—ZT(Ql,...,QS,xl,...,Vxxi,...,xr)

i=1

seklinde tanymlanir [28].

0 € x*(M) 1—formunun kovaryant tirevi

(Va0)(y) = 2(6(y)) — 0(Vay) (2.1)

seklinde olur. ¢ : x(M) — x(M) C*°(M)—lineer déniisim ise ¢, (1,1) tipinde bir

tensor olarak disundlebilir. Bu durumda ¢ nin kovaryant tirevi

seklindedir.

Tanim 2.0.14. V, M dzerinde bir konneksiyon olsun. Her x,y € x(M) i¢in

T: (M) x x(M) = (M)
(x,y) — T(x,y) =V,y— Vo —[z,9]

seklinde tanimlanan fonksiyona M nin torsiyon tensoriu denir.

Ozel olarak T = 0 yani [z,y] = Voy — Vyz ise V ya M dizerinde sifir torsiyonlu



konneksiyon denir.

Teorem 2.0.15. (Riemann Geometrinin Temel Teoremsi)
(M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M tzerinde tek tirli be-

lirls bir V' konneksiyonu var oyle ki

iti. [x,y] = Vyy — Vo, (Sifur torsiyonlu olma kosulu) (2.3)

iv. x9(y,2) = g(Vay, 2) + g(y, Vi2) (Metrik uvyumluluk kosulu) (2.4)

kosullar saglaniyorsa V konneksiyonuna M 'nin Levi- Civita konneksiyonu denir ve

bu konneksiyon asagida verilen Kozsul formiili ile karakterize edilir:

29(Vay, 2) = xg(y, 2) +yg9(z, ) — zg(x,y) — 9(=, [y, 2]) + gy, [2,7]) + 9(z, [z,y]).

Tanim 2.0.16. (M, g) bir yar-Riemann manifoldu ve V, M dzerinde bir Levi-
Cwita konneksiyonu olsun. Bu durumda R : x(M) x x(M) x x(M) — x (M)

R(z,y)z = V,Vyz =V, Vo2 — V| 2 (2.5)

ile tansmlanan (1, 3) tipindeki R tensor alanina M nin Riemann egrilik tenséri de-
nr.

Ayrica, her x,y,z,v,w € xX(M) olmak tizere R Riemann egrilik tenséri

i. R($7y)z = —R(y,ZL')Z,

ii. g(R(z,y)v,w) = —g(R(z,y)w,v),
iii. R(z,y)z + R(y, z)x + R(z,z)y = 0,

2. g(R(x, y)?), w) = Q(R(Uv w)a:, y)

dzelliklerini saglar [1].

M n boyutlu Riemann manifold olmak iizere {ej,es, ..., e,} ortonormal vektor
alanlar1 i¢in R Riemann egrilik tensoriiniin bilesenleri R, = g(R(e;, €;)ex, ;) seklinde

yazilir.

Tanim 2.0.17. M, n boyutlu diferansiyellenebilir Riemann manifold olsun.

8



{e1,€ea,...,e,} lokal ortonormal vektér alanlary olsun. Bu durumda Ricci tensori

Ric(z,y) = Zg (ei,2)y, €:) (2.6)

seklinde tanimlanar.

Tanim 2.0.18. M diferansiyellenebilir Riemann manifold olsun. {ey,es, ..., e,} lo-
kal ortonormal vektor alanlar: ve Ric Ricci tensori olmak tzere skaler egrilik fonk-

siyonu
scal = iz(Ric) Z Ric(e;, e;) (2.7)

seklinde tanimlanar.

2.1. BAZI DIFERANSIYEL OPERATORLER

M diferansiyellenebilir Riemann manifoldu iizerinde R? {izerinde vektor hesabi
yapilabilen diferansiyel operatorlerin dogal genellemeleri vardir. Bunlar gradyan,

diverjans, Hessian ve Laplace operatorleridir.

Tanim 2.1.1. Bir f € C®(M) fonksiyonunun gradyani grad f, df € x*(M) dife-

ransiyeline metrik olarak esdeger vektor alanidir yani her x € x(M) i¢in

g(grad f,x) =xf (2.8)

seklinde tanimlanar.

Tanim 2.1.2. A € TX(M) i¢in A’mn diverjansi {ey,es, ..., e,} lokal ortonormal

vektor alanlart olmak tzere
div v =iz(Vz) = Z 9(Ve,x,€;) (2.9)
i=1

seklinde tanimlanar.

Tanim 2.1.3. f € C®°(M) fonksiyonunun Hessiann f’'nin ikinci kovaryant tirevi



H' = V(Vf) seklinde tanimlanir. Bu durumda f nin Hessiama (0,2) tipindeki

tensor alamidir oyle ki,

Hessf(x,y) = g(Vigrad f,y) (2.10)

seklinde tanimlanar.

Tanim 2.1.4. f € C°(M) fonksiyonu icin Af, f nin gradyaninan diverjanse seklinde

tanimlanar oyle ki
Af = div(gradf) € C*(M) (2.11)

seklinde yazilar.

Tanim 2.1.5. M dzerinde (1,1) tipinde
J: x(M) — x(M)

tensor alany J? = I kosulunu saglayacak sekilde var ve her x,y € x(M) i¢in M

tizerinde bir g metrigi var oyle ki

9g(Jz, Jy) = —g(z,y) (2.12)

kosulunu saghyorsa (M, g, J) ye hemen hemen parahermityen manifold denir.

Tanim 2.1.6. M diferansiyellenebilir manifoldu (1,1) tipinde

S x(M) = x(M)

tensor alamy ve g Riemann metrigi ile donatilmas oyle ki

J* =1, g(Jz, Jy) = g(z,y) (2.13)

kosullarini saghyorsa M ye hemen hemen ¢arpim manifoldu denir.
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3.HEMEN HEMEN PARAKONTAK MANIFOLDLAR

Tanim 3.0.1. M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. (1,1) tipinde ¢ tensor

alany, & vektor alani, n 1-form olmak tzere,

i.n(€) =1,
ii. > = Id —n®E,
iti. D = Ker(n),n tarafindan tretilen dagilam

hemen hemen parakompleks yapiya sahiptir.

kosullary saglaniyorsa, (¢,&,n) t¢lisine M izerinde bir hemen hemen parakon-
tak yapr ve bu yapu ile birlikte (M, ¢,&,n) dortlisine bir hemen hemen para-
kontak manifold denir [20].

(3.1)(ii) sikkindan her x € x(M) igin,

¢*(x) =z —n(@)¢ (3.2)

esitligine ulasilr.

Teorem 3.0.2. (M, ¢,&,n) dortlisi hemen hemen parakontak manifold olmak tizere

i 9(§) =0

1. no ¢ =0, (3.3)

1. rankg = 2n,
w. 1z2¢p =0
egitlikleri vardur [1].
Kanat. i. (3.2) egitliginde x gordiigiimiiz yere ¢ koydugumuzda

¢*(€) = & —n(€)¢

bulunur (3.1)(i) den dolay,

¢*(§) =€£-€6=0
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ii.

elde edilir. Son egitlikte her iki tarafa ¢ doniigiimiinii uygulayalim.

$(¢*(€)) = ¢(0) = 0.

Buradan ¢(¢°(€)) = ¢*(€) = ¢2(4(£)) = 0 ulagmz.

(3.2) esitliginde x yerine ¢(§) koyarsak,

¢*(6(8)) = B(§) —n(6(&))€ =0

olacagindan ¢(£) = n(¢(£))¢ bulunur. Diger taraftan ¢*(£) = 0 oldugunu
bulmugtuk. Kabul edelim ki

(&) # 0 olsun. p(o(§)) = 0 esitliginde ¢(€) gordiigiimiiz yere n(¢(€))E yazdigi-

mizda

P(n(9€)€) =0

olur. ¢’nin lineerliginden (n(¢(€)))o(€) burdan ¢(&) gordugiimiiz yere n(p(€))E

yazdigimizda;

(n(n(#(€)E))n(#(€))¢

olur ki son durumda n(n(¢(£)))?¢ = 0 ve £ # 0 ulagirz.

O halde burada n(¢(£)) = 0 olur. Bu durum ¢(§) = n(¢(£))¢ denkleminde
¢ # 0 bildigimizden ¢(§) # 0 olma durumu ile celigir. Buradan ¢(§) = 0

esitligine ulagiriz.

(3.2) esitliginde x yerine ¢(z) yazilirsa

bulunur. Buradan

¢°(x) = 6" (¢x) = 6(¢*(x)) = oz — n(2))§
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olur. ¢ lineer oldugundan

¢ (2) = ¢(x) (3.5)

(3.4) ve (3.5) den n(¢(x))¢ = 0 ve & karakteristik vektor alam sifirdan farklh
oldugundan 7n(¢(z)) = 0 elde edilir. Bu ise (o ¢)(z) = 0(x) yani n o ¢ = 0 olur.

iii. ¢: x(M) —— x(M) doniigiimiintin ¢ekirdegi Ker ¢ olmak {izere;

Ker¢ ={x € x(M) | ¢(z) = 0}

seklindedir. Her z € Ker¢ igin ¢(x) = 0, esitliginin her iki tarafina ¢ uygulamrsa
0 = ¢(p(x)) = z — n(z)€ ve buradan da x = n(x)¢ elde edilir. Boylece Vo € Kerg
icin z € Sp{¢&} olur ki bu da

Ker¢ C Sp{¢} (3.6)

demektir. Her x € Sp{¢} i¢in x = A{ oldugundan (3.3)(i) esitliginden

olur. Boylece her x € Sp{¢{} icin x € Ker¢ olur ki bu da
Sp{&} C Kerg (3.7)
olmasidir. (3.6) ve (3.7) dan Ker¢ = Sp{{} demektir. Sonug olarak
rank¢ + sifirhk ¢ = boyx (M) = 2n+ 1

olur ve sifirhk ¢ = boy(Ker¢) = 1 oldugundan rank¢ = 2n elde edilir. O
(M, ¢,&,m) dortlisii hemen hemen parakontak manifold olmak {izere M mani-
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foldu tizerinde bir g Riemann metrigi var dyle ki her =,y € x(M) igin

g(ox, oy) = g(x,y) — n(x)n(y) (3.8)

esitligini sagliyorsa M manifolduna hemen hemen parakontak hemen hemen
parakompleks Riemann manifold denir. Bu manifoldlar1 kisaca apapR mani-
foldlar olarak gosterecegiz.
(3.8) esitligini
9(z,y) = n(@)n(y) + 9(¢z, dy) (3.9)

seklinde diizenleyebiliriz. Bu esitlikte y yerine ¢ yazilirsa

9(x, &) = n(x)n(§) + g(ox, ¢f)

ve (3.3)(i) ve (3.1)(i) oldugu kullanilirsa

9(x,8) = n(x) (3.10)

bulunur. Ayrica son esitlikte z yerine ¢ yazilirsa

9(&¢) =1 (3.11)

elde edilir. (3.8) esitliginde x yerine ¢z yazlirsa (3.3)(ii) ve (3.2) esitliklerinden
9(z = n(x)&, ¢y) = g(dw,y) — n($x)n(y) olacaktir. Burdan,

9(ox,y) = g(x, ¢y) (3.12)

elde edilir. (2.4) esitliginde x = y = £ yazilirsa ve (3.8) esitligi kullanilirsa
0=2 g(V.¢&, §) olacagindan
n(Vz§) =0 (3.13)

esitligi elde edilir.
(M, ¢,&,1m,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldu {izerinde g ye karsilik
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gelen g metrigi

g(z,y) = gz, ¢y) + n(z)n(y) (3.14)

seklinde tanmimlanir. § metriginin (3.8) esitligini sagladigi kolaylikla gosterilebilir.
(M, 0,&,m, g) apapR manifoldunun ¢, j € {0,...,2n} i¢in

glei, e5) = gldei, pej) = bi; (3.15)
g(ei, (/b(fj) =0 (316)
ozelligine sahip {eg = &, €1, ..., e,, deq, dea, ..., pe, } lokal ortonormal tabam vardir.

Bu tabana ¢—taban da denir [20].

Tanim 3.0.3. (0,3) tipinde F tensor alans

seklinde tanimlanar.

F tensor alanmi agagidaki temel ozelliklere sahiptir:

i. F(z,y,2) = F(z,2,y) (3.18)
= Pz, 09,0%) + 1) F (£, 2) + () Fl,5,6)  (3.19)
it. (Van)(y) = z(n(y)) —n(Vey) = 9(Val,y) = —F(z, ¢y,§).  (3.20)

(3.18) esitligini gosterelim. (3.17), (2.2) ve (2.4) esitlikleri kullanilirsa

F(z,z,y) = g(Va¢z — ¢Vy2,y)
= 9(Vadz,y) — 9(¢V.z,y)
= w9(d2,y) — 9(d2, Vaoy) — 29(z, ¢y) + 9(2, Vo dy)
= —9(¢z,Vay) + 9(z, Vady)
= g(2, Vi0y — ¢V.y)
= F(z,y,2)

kullanilirsa (3.18) esitligi elde edilir.
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Simdi de (3.19) esitligini gosterelim. (3.17), (2.2), (3.2), (2.4) esitlikleri kul-

lanilirsa

F(z, ¢y, 02) = g(Vid®y — ¢V.0y, ¢z)

= 9(Vu(y = n(y)E), 02) — 9(Vaoy, ¢*z)
(Vay, 02) — g(an(y)€ + n(y) Vi, 62) — g(Vady, 2 — n(2) §)
(Vay, 92) = n(y)9(Vak, ¢2) — g(Vady, 2) +n(2)9(Vady, §)

= 9
= 9

elde edilir. (3.17) esitliginde y = £ yazlirsa (2.2) egitliginden

F(l’,f,Z) = g(vx¢5_¢vx£az)
— _g(vxgu(bz)

elde edilir.
(3.17) esitliginde z = £ yazlirsa yazilirsa (2.2) esitliginden

F(I’,y,g) = g(vm¢y_ ¢V$y7€>
= 9(V.oy,§)

(3.21)

elde edilir.
Son {ig egitlikten (3.19) esitligi dogrulanir.
(3.17) de y yerine ¢y koydugumuzda (2.2), (3.2), (3.10) esitlikleri ile

F(a,¢y,€) = 9(Vid’y — 6Va0y,§)
= 9(Valy = n()€), &)
= 9(Vay,§) — 9(Va(n(y)€), €)
(Vay, &) — 2n(y) — n(y)9(Vag.§)
(Vay) — an(y)

= _g(vx€7 y)

=9

=N
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bulunur. F’nin F; alt uzaylarindaki bilegenleri

Fi(y,2) = 5-A{0(0r, 69)0(6%) + g(o, 62)0(6%)
— g(z, y)0(dz) — g(x, 92)0(¢y)}

Fyl,y,2) = J{2F(6%, 6%, %) + F(6%9, 6%, 6%2) + F(6%2, 6%, 6%)
- F<¢y7 (bzv ¢2.CE) - F<¢Zv (byu ng.T)}
— 5-Lalor 69)0(6%) + (67, 62)0(6%)

—g(z, 0y)0(9z) — g(, 92)0(Py)}

F3(:L‘7y’ Z) -y i{2F(¢2{L‘,¢)2y,¢22) r F(¢2y,¢227¢21‘) R F(¢227¢2$7¢2y)

+ F(¢y, ¢z, ¢*x) + F(z, ¢y, ¢*v)}
0(¢)

Fy(v,y,2) = %{g(qﬁx, dy)n(z) + g(dx, pz)n(y)}

0(£)

Fs(z,y,2) = on

{9(x, 9y)n(2) + g(x, 92)n(y)}

F6(5E7yaz) = 1{

+ [F(¢*x, ¢*2,6) + F(¢°2, ¢*x, &) + F(pr, 02,8) + F(dz, bz, €)n(y)}
- %){g(w, oyIn(z) + g(dx, 9z)n(y)}

- 92—5){9(% oyIn(z) + gz, d2)n(y) }

F7($7 Y, Z) = %{[F(gbZl‘: ¢2y7 5) - F(¢2y7 QZ)ZZE, 5) + F(¢$, ¢y7 g) - F(¢y7 qua 5)]77(2)

+ [F(¢2x7¢2275> - F(¢2Z7 ¢2.1',£) + F(¢$,¢Z,f) - F(¢Za¢$,§)]77(y)}

FS(x7y7 Z) = i{[F((be,(b%/;f) + F<¢2y> ¢2IE,€> - F<¢x7¢y7£) - F(¢y7¢$;§)]77(2)
+ [F(¢2$,¢22‘,§> + F<¢2Za ¢2JZ,§) - F(¢$7¢Z,§) - F(¢za¢xa§)]n(y)}
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FQ(xay? Z) = i{[F(QSZx,szy,f) - F(¢2y,¢2$,5) - F(QS'Ta ¢y7€) + F(be,(b%g)]n(z)
+ [F(¢2I7¢2Z7§> - F(¢227 (bQIag) - F(¢I7¢27€) + F(¢27¢$75)]77(y)}

Fio(x,y,2) = n(x)F (£, $%y, $°2)

Fu(z,y,2) = n(z){n(y)w(z) + n(z)w(y)}
seklindedir.
F tensor alan1 kullanilarak apapR manifoldlar: 11 temel sinifa ayrilmigtir ve bu
siniflar F, Fo,..., F11 seklinde gosterilmistir. Bu temel simflarin arakesiti Fy ile
gosterilir ve F' = 0 kosulu ile belirli 6zel bir smuftir [21].

F ye karsilik gelen Lee 1— formlar1 agagidaki sekilde tanimlanir:
0=g"Fleyej,-), 0 =g"F(e,¢ej,-), w=F(E,") (3.22)

Burada (¢"), p € M, T,M tanjant uzaymm {,ey,...,e,, dey,...,¢e,} tabanma

kargilik gelen g metriginin ters matrisidir [21].

3.1. PARA-SASAKI BENZERI RIEMANN MANIFOLDLAR

(M, ¢,€,1m,9) apapR manifold olsun. V, g metrigine karsilik gelen Levi-Civita

konneksiyonu olmak tizere

(Vad)y = —g(2, )€ — n(y)z + 2n(x)n(y)E

(3.23)
= —g(oz, py)& — n(y)¢*(x)

kogulu saglaniyorsa M manifolduna para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu denir.

[12]

Teorem 3.1.1. (M, ¢,&,n,9) para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu olsun. Bu
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durumda asagidaki esitliklert saglanar.

i. V€ = ¢, ii. (Van)y = g(x, ¢y),
iii. R(r,y)§ = —n(y)z +n(r)y, iv. R(Ey)E = ¢y, (3.24)
v. Ric(z,€) = —2n n(x), vi. Ric(&, &) = —2n, '

Vit. Vg€ = oV,€ = v — ()€
Burada R Riemann egrilik tensorii ve Ric Ricci egrilik tensoridiir.

Kanat. i. (3.23) egitliginde y = & konulursa ve (3.3)(i) kullanilirsa

(Va)§ = Vu(9€) — oVl = —n(@)§ — 2+ 2n(x)¢
—¢Vi§ = —z+n(x)é (3.25)

esitligi bulunur. (3.2) ve (3.3)(i) esitliklerini kullanarak agagidaki egitlige ulagilir.

?*(Val) = ¢(¢V.) = ¢(x — n(2)€) = ¢

(3.13) esitliginden dolay1 V& = ¢x esitligi elde edilir.

ii. (2.2) esitligi ile (3.10) kullanarak

(Ven)y = an(y) —n(Vay)
= 29(y,§) — 9(Vay,§)

esitligi elde edilir. (2.4) esitliginde z = £ yazilirsa

z9(y,€) = 9(Vay, &) + 9(y, Vib)

olur. Bu esitlikte (i.) kullanihirsa

zg(y,€) = 9(Vay, &) + 9(y, o)

19



1il.

v.

bulunur. Dolayisiyla

z9(y,&) — 9(Vay, &) = gy, o)

olacagindan (3.12) ve (3.10) esitliklerinden

(Ven)y = g(y, ¢z) = g(x, dy)

elde edilir.

(2.5) esitliginde z yerine & yazilir. (3.24)(i.) ,(2.3), (2.2) ve (3.23) esitlikleri

kullanilirsa

R(z,y){ = V.V, -V, V£~V ¢

= V(oY) — Vy(dz) — ¢z, Y]

= Vi(oy) = Vy(¢z) — ¢(Voy — Vyz)
= Va(dy) — Vy(dz) — ¢(Vay) — ¢(Vy2)
= V.(oy) — d(Vay) — Vy(dz) — ¢(Vy2)

= (Vu9)y — (Vyo)x

= —g(z,y)¢ —n(y)z + 2n(z)n(y)€ + 9y, ©)§ + n(z)y — 2n(z)n(y)€
+9(y,2)& + n(x)y — 2n(z)n(y)§

= n(x)y —n(y)z

olup istenilen esitlik gosterilmig olur.

(3.24)(iii.) esitliginde x yerine £ yazilirsa ve (3.1) de (i.) esitligi kullanilirsa

R(&, ) =&y —n(y)é =y —ny)¢
R(&,y)¢ = ¢°(y)

oldugunu bulmusg oluruz.

v. (2.6) esitliginde y yerine £ koydugumuzda ve (3.24)(iii.) esitliginden,

Ric(z,&) = Zg (e, ), €) Zg x)e; + nle:)z, e;)
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elde edilir. eg = { ve i = 1,...,2n i¢in n(e;) = 0 esitlikleri ve (3.1)(i) esitligi

kullanilirsa
2n
Ric(z,&) = g(—n(x)§+x,8) + Zg(—n(fc)€¢7 e;)
i=1

= 0+ Zg(—ﬁ(l’)eia ei)

= 20 ()

istenilen egitlik gosterilmis olur.

vi. (3.24)(v) deki esitlik ve (3.1)(i) esitligi kullanilirsa

Ric(§,&) = —2n (&) = —2n (3.26)

olur.

vii. (3.25) den ¢V,.£ = x — n(z)€ oldugunu biliyoruz. Diger taraftan (3.24)(i) de

verilen egitlikte = yerine ¢z yazilirsa
Veub = ¢*(x) =z — ()¢

olup ispat tamamlanir.

]

4. GENELLESTIRILMIS SIMETRIK METRIK KONNEKSIYON ILE
PARA-SASAKI BENZERI RIEMANN MANIFOLDLARI

Bu bolimde apapR manifoldlar: tizerinde genellestirilmis simetrik metrik kon-
neksiyonu ele alacagiz.
(M, ¢,&,1m,g) apapR manifold olsun. M iizerinde V genellestirilmis simetrik met-

rik konneksiyonu

Voy = Vey +ad{g(z,y)§ —n(y)r} + B{g(oz, y)§ — n(y)px} (4.1)

seklinde tanmimlanir. Burada V, ¢ nin Levi-Civita konneksiyonudur. V konneksiyo-
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nuna kargilik gelen M nin 7" torsiyon tensorii x,y € x(M) ve «, § diferansiyellenebilir

fonksiyonlar olmak iizere

T(x,y) = Vuy— vyx — [z, 9]
= aofn(x)y —n(y)z} + B{n(x)dy — n(y)oz}

(4.2)

seklinde oldugu kolaylikla dogrulanir. («, 8) = (1,0) ise bu genellegtirilmig simetrik
metrik konneksiyona yar1 simetrik konneksiyon, («, 5) = (0, 1) ise bu genellegtirilmis
simetrik konneksiyona ceyrek simetrik konneksiyon denir. M iizerinde bir Riemann

metrigi var yle ki V konneksiyonu her z,y, z € x(M) icin

(Vag)(y,2) =0 (4.3)

kosulunu sagliyorsa V konneksiyonuna genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu
denir, aksi takdirde genellestirilmig simetrik metrik olmayan konneksiyon denir.
Simdi (4.2) ve (4.3) esitliklerini saglayan konneksiyonun (4.1) ile verilen konnek-
siyon oldugunu gosterelim.
V herhangi bir lineer konneksiyonu x,y € x(M) ve H, (1,2) tipinde bir tensor

alani olmak tizere

Va.y = Voy + H(z,y) (4.4)

esitligi ile belirlidir. Simdi H tensér alanm V konneksiyonu (4.2) ve (4.3) kosullarin
saglayacak gekilde belirleyelim. Torsiyon tensoriiniin tanimim ve (4.2) esitligini kul-

lanirsak her x,y € x(M) igin

T(ZE,y) = H(ZL’,y) - H(y,l’)

esitligi bulunur. Buradan

9(T'(z,y),2) = g(H(x,y),2) — g(H(y,z), 2) (4.5)

olur. (4.3) esitligi kullanilirsa

0=wg(y,2) — 9(Vay,2) — 9(Voz,y) = g(H(x,y), 2) + g(H(z,2),y)
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bulunur. Son esgitlikten

g(H(:L‘,y),Z) = —g(H(SE,Z),y) (46)

bulunur. (4.5) ve (4.6) esitlikleri yardimiyla

9(T(x,y),2) + 9(T(z,2),y) + 9(T(2,y), ) = 29(H(x,y), 2) (4.7)
elde edilir. Son egitlik , (4.2) ve (3.10) esitlikleri kullanilirsa

29(H(z,y),z) = g(T(x,y),2)+9(T(z,2),y) +9(T(zy),)
= an(z)g(y, z) — an(y)g(z, z) + Bn(x)g(¢y, z) — Bn(y)g(¢z, 2)
+an(2)g(z,y) — an(x)g(z,y) + Bn(2)g(¢z,y) — Bn(x)g(dz, y)
+an(2)g(y, ) — an(y)g(z, ) + Bn(2)g(¢y, x) — Bn(y)g(dz, )
= 2an(z)g(z,y) — 2an(y)g(z, z) +28n(2)g(¢z,y) — 260(y)9(dz, 2)
= 2g(alg(z,y)§ —ny)z) + Blg(oz,y)§ — n(y)9z), 2)

—~ o~

bulunur. Buradan g Riemann metrigi oldugundan

H(z,y) = a{g(x,y)§ —n(y)r} + B{g(pz,y)§ — n(y)pz}

olmalidir.

(3.1), (3.2) ve (3.3) esitlikleri kullamlarak agagidaki 6nerme elde edilir:

Onerme 4.0.1. M, genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu ile para-Sasaki

benzeri Riemann manifoldu olsun. Buna gére her x,y € x(M) i¢in

i. Voo = (68— 1{g(dr,0y)¢ +n(y)9*(x)} + alg(x, dy)€ +ny)pz},
ii. Vo€ = (1 — Bz — ad?z,

iii. (Van)y = (1 - B)g(dz,y) — ag(¢x, y)

esitliklery gecerlidur.

23



Kanat. i. (2.2) ve (4.1) egitlikleri daha sonra (3.23) esitligi kullanihirsa

(Vao)y = Vioy—o(V,uy)
= V.oy + ag(x, ¢y)é + Bg(ox, oy)& — ¢Vay + an(y) oz + Bn(y)¢°x
= (8- 1)gloz, oy)¢ + (B — Dn(y)o*z + a(g(x, ¢y) + n(y)ox)

elde edilir.

ii. (4.1) esitliginde y = ¢ yazilir ve (3.1)(i), (3.10), (3.2), (3.24)(i) esitlikleri

sirasiyla kullanilirsa

V.l = V& +a{g(x, )¢ —n(é)x} + Blgldr, ) —n(€)px}
= ¢ +a(n(z)§ —x) - Box
= (1-p)or —ad’x

bulunur.

iii. Ilk 6nce (3.20) ve (4.1) esitlikleri daha sonra (2.1), (3.3)(i) ve (3.24)(ii) esitlikleri
kullanilirsa

(Van)y = @n(y) —n(Vay)
= (Vun)y — ag(z,y) + an(y)n(z) — Bg(oz,y)
= g(z,9y) — ag(z,y) + an(y)n(z) — By(oz,y)
= (1-0)g(z, ¢y) — ag(¢z, ¢y)

olur. O

Onerme 4.0.2. (M, ¢,£,1,9) (2n+1)-boyutlu genellestirilmis simetrik metrik kon-
neksiyonu ile para-Sasaki benzeri Riemann manifold olsun. ¥V, g metrigine karsilik
gelen Levi-Civita konneksiyonu ile V, genellestirilmis simetrik metrik konneksiyo-

nuna karsibk gelen R ve R Riemann egrilik tensorleri arasinda asagidaki iliski
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varder:

R(z,y)z = R(z,y)z+z(a)g(y, 2) + (o — af)g(y, z) oz
—x(a)n(2)y + x(8)g(dy, 2)§ + (268 — B*)g(¢y, 2)px
—x(B)n(2)py + (o + B)g(y, 2)n(x)€ + aBg(y, 2)n(w)€
—a?g(y, 2)r + (& + B)n(y)n(2)z + (a — aB)g(dy, 2)x
+abn(y)n(z)¢r — y(a)g(z, 2)§ + y(a)n(z)z

~y(B)g(¢r, 2)§ + (82 — 28)g(dz, 2)py + y(B)n(2)px
—(@® + B)n(y)g(x, )€ — aBg(dr, 2)n(y)€ + a?g(x, 2)y
—(a? + B)n(z)n(2)y + (af — a)g(pz, 2)y
—apn(@)n(z)ey + (af — a)g(z, z)dy.

(
(

Kanit. M iizerindeki V genellestirilmig simetrik metrik konneksiyonunun R egrilik

tensoru

R(z,y)z = V,Vyz — V,V,2 — V|, 2 (4.8)

sekilde tammlanir. Burada (3.10) esitligi yazilarak ve (3.1)(i), (3.2)(i), (3.10), (3.11),
(3.12), (3.8), (3.24) esitlikleri kullanilarak ispat tamamlanir. O

a, 3 sabit fonksiyonlar olmasi durumunda R egrilik tensorii asagidaki sekle in-

dirgenir:

R(r,y)z = R(z,y)z+ (o —ab)g(y, z)px + (26 — f*)g(¢y, 2)pz

+(@? + B)g(y, 2)n(@)€ + aBg(¢y, 2)n(r)§

—a’g(y, )z + (o® + B)n(y)n(2)z + (o — aB)g(¢y, 2)x
+apBn(y)n(z)ex + (62 — 28)g(¢z, 2)dy (4.9)
—(@® 4 B)n(y)g(z, 2)§ — aBy(dr, 2)n(y)E + a?g(x, 2)y

—(a? + Bn(x)n(2)y + (af — a)g(dz, 2)y

+(af — a)g(z, z)py — aBn(z)n(z)¢y

Yukaridaki esitlikte z = £ yazilirsa, (3.1)(i), (3.3)(i) ve (3.3)(ii) esitlikleri kullamlarak

R(z,y)€§ = an(y)ox + (B —Dn(y)x — (8 = )n(z)y — an(x)dy (4.10)
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elde edilir. Burada = = £ yazilirsa ve (4.10) esitligi kullanilirsa

R(&y)E = (1=p)¢*y —ad(y)

elde edilir.
M apapR manifoldu {izerinde {, ey, ..., es,} lokal ortonormal gat1 alan1 olsun.
R(z,y,2,w) = g(R(x,y)z, w) olmak iizere genellestirilmis simetrik metrik konneksi-

yonuna karsilik gelen Ric Ricci tensorii ve scal skaler egrilik tensorii sirasiyla

Ric(z,y) Zg (e, x,Y), €), (4.11)
2n

scal = Y " Ric(e;, ;) (4.12)
=0

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.0.3. (M, ¢,&,m,9), (2n+1)—boyutlu genellestirilmis simetrik metrik kon-
neksiyonu ile para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu olsun. Bu durumda Ric ve Ric

Ricci egrilikleri arasinda asagidaki egitlik vardur:

Ric(z,y) = Ric(z,y) + [8* — B+ (1 —2n)a?|g(z,y)
+[(2n+1)8 — 8%+ (2n — 1)a?In(z)n(y) (4.13)
+[(aB = a)(2 = 2n) + a]g(z, dy)

Kanat. i # 0 olmak tizere n(e;) = 0 oldugu dikkate alimrsa

R(ei,y)z = Rlei,y)z+ (a—ap)gly, z)pe; + (268 — 5*)g(dy, 2)dei
—ag(y, 2)e; + (@2 + B)n(y)n(2)e; + (o — aB)g(dy, 2)e;
+aBn(y)n(z)ge; + (8% — 28)g(des, 2)dy
—(®+ B)n(y)glei, 2)€ — aBg(dei, 2)n(y)E + a’gles, 2)y

+(aB —a)g(ge, 2)y + (af — a)glei, 2) ¢y

esitligi bulunur. Bu esitlik agagida kullanilirsa ve g(¢e;, e;) = 0, g(e;, e;) = 1, n(e;) =
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0, (3.10) esitlikleri dikkate alimdiginda

9(R(ei,y)z,e:) = g(R(ei,y)z ) — a?g(y, 2) + (o + B)n(y)n(z)
+(a—ap)g(oy, z) + (6% — 28)g(¢ei, 2)g(dei, y) + a®gles, 2)9(y, e:)
+(af — a)g(dei, 2)9(y, ei) + (af — a)g(ei, 2)g(Py, ei)

olur.

i =0, e =¢icin (3.1), (3.31), (3.11), (3.10) esitlikleri kullanildiginda,

9(R(&y)%, &) = g(R(&, )2, 6) — o®g(y, 2) + (o — aB)g(dy, ) + (20° = B)n(2)n(y)

esitligi elde edilir. Ric tanimi kullanildiginda ve elde edilen esitlikler yerine yazilirsa

Ric(y,z) = =g(R(£,y)z,€) + Zg(ﬁ(emy, z), ;)

= Ric(y, z) +[6° — 4+ (1 — 2n)a®|g(y, 2)
+[(2n + 1)B = B2+ (2n — 1)a?n(y)n(2)
+[(af = @)(2 = 2n) + ag(y, ¢2)

istenilen egitlik bulunur. O
scal ve scal skaler egrilikleri arasinda agagidaki iliski vardir:

Teorem 4.0.4. (M, ¢,&,1,9) (2n+1)—boyutlu genellestirilmis simetrik metrik kon-
neksiyon ile para-Sasaki benzeri Riemann manifold olsun. scal ve scal skaler egrilikleri

arasinda

scal = scal +2n[3% + (1 — 2n)a?]
esitligi vardar.

Kanat.
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(4.13) esitliginde i # 0 olmak iizere x = y = e; konuldugunda

Ric(ei,e;) = Ric(es,e;) +[82 = B+ (1 —2n)a?g(e;, e;)
20+ 18— 52+ (20— Daln(en(e)

(@8 — a)(2 — 20) + alg(er, der)

= Ric(es, e;) + B2 — B+ (1 —2n)a?

bulunur. Eger (4.13) esitliginde z = y = £ konulursa

Ric(§,6) = Ric(§,€) +[6* = B+ (1 = 2n)a’]
+[(2n+1)8 — B2+ (2n — 1)a?]
+[(af — a)(2 — 2n) + alg(&, ¢€)

olur. Burada (3.1)i, (3.11), (3.3)i, (4.13) esitlikleri kullanilarak

Ric(,€) = —2n+[8 — B+ (1 —2n)a?
+(2n+1)8 — 82 + (20 — 1)a?]
— 2m(B-1)

esitligi elde edilir. Buradan

2n
scal = 2n(8—1)+2n[8% — B+ (1 —2n)a?| + > Ric(e;, e;)
=1

= scal + 2n[5% + (1 — 2n)a?|

olarak bulunur. O

Teorem 4.0.5. V genellestirilmis simetrik metrik konneksiyona gire diverjans, Hes-

sian ve Laplace operatorleri asagidaki egitlikler ile verilir:

div (z) = div z — 2na n(x)
Hessf(z,y) = Hessf(x,y) +a(zf)n(y) — al&f)g(z,y)
+B(¢x) fn(y) — BES)g(dz,y)
Af = Af—=2na (£f)

Kamt. p € M olacak sekilde 7, M nin ortonormal taban {ey = &, e1, ..., €a,} olsun.
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Bu durumda (2.9)’den
L 2n
div (z) = i2(Vx) = Zg(veix, e;).
i=0

seklinde yazilir. (4.1) esitligi kullanilarak

2n

div (2) = ) [9(Ve,x,e) + agles, )nle;) — anlen)g(e, e;) + Bg(dei x)ne:)]

=0

olur. Buradan (3.1)(i), (3.3)(i), (3.15), (3.16), (3.10) esitlikleri ile
div(z) = div(z) — 2nan(z)

olup ispat tamamlanir.
v = grad f potansiyel vektor alan1 ve V konneksiyonuna karsilik gelen f fonksi-

yonunun Hessian operatori bilineer form olup

Hessf(z,y) = g(Vagrad f,y)

seklinde tanimlanir. (4.1) esitligi V,grad f esitliginde yerine yazilirsa

Vegrad f = Vigrad f+a(g(z, grad f)§ —n(grad f)z)
+B(g9(¢z, grad f)§ —n(grad f)oz)

Hess(z) = ¢(Viugrad f.y) +ag(z,grad f)n(y) —an(grad f)g(z,y)
+B9(¢z, grad f)n(y) — Bn(grad f)g(¢z,y)

g(grad f,x) = z(f) ve n(grad f) = &f olduguna gore

Hess(z) = Hessf(z,y) +azx(f)n(y) — a(&f)g(z,y)
+Box(fInly) — BES)g(oz,y)

bulunur.
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(2.8) de x = grad f olarak degistirilirse

Af = div(grad f)
= div(grad f) — 2nan(grad f)

n(grad f) = £f kullanirsak
Kf = Af — 2na(€f) (1)

olarak bulunur.

5.PARA-RICCI BENZERI SOLITONLARDA GENELLESTIRILMIS
SIMETRIK METRIK KONNEKSIYON ILE PARA-SASAKI BEN-
ZERI RIEMANN MANIFOLDLAR

(M, ¢,&,m,g) apapR manifoldu olmak {izere Ric Ricci tensorii (a, b, c) sabitler

olmak tlizere

Ric=ag+bg+cn®n (5.1)

esitligini sagliyorsa M ye para-Einstein benzeri manifold denir [16].

z,y € x(M) olmak tizere (5.1) esitligi

Ric(w,y) = a g(z,y) + b g(z,y) + c n(z)n(y) (5.2)

seklinde yazilir. (a, b, ¢) sabit oldugu durumda b = 0 kosulu saglandiginda n—Einstein
manifold, b = ¢ = 0 kogulu saglandiginda ise Einstein manifold olarak adlandirilir.
Eger (a,b,c) ler M fizerinde fonksiyonlar ise M manifolduna hemen hemen para-

Einstein benzeri manifold denir.

Teorem 5.0.1. (M, ¢,&,n,g) para-Sasaki benzeri Riemann Manifoldu (a,b,c) sa-
bitleri ile para-FEinstein benzeri manifold olsun. Bu durumda (M,®,&,n,q) apapR

manifoldu NV genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu ile yine para-Einstein
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benzeri manifolddur éyle ki (A, p, v) sabiti

A= B2—-B+(1-2n)a*+a,
pw = 2-2n)(af—a)+a+b
v = 2n-1)a*+ 2n—-2)af+ (1 —2n)a+ 2n+ 1) - %+ ¢

seklindedir.

Kanit. (M, ¢,&,n,g) para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu, (a,b,c) sabitleri ile
para-Einstein benzeri manifold olsun. Bu durumda (5.1) esitligi saglanir. (5.1) esitli-

ginde Ric yerine (4.13) den elde edilen

Ric(z,y) = Ric(z,y) — [82— B+ (1 — 2n)a?g(z,y)
—[(2n+1)B — 8%+ (2n — D)a?n(z)n(y) (5.3)
—[(af — a)(2 = 2n) + alg(z, dy)

esitlik yazildiginda

a g(x,y) +b glz,y) +cnl@)n(y) = Ric(z,y) —[8>— B+ (1 —2n)a?|g(z,y)
—[(2n+1)B = 8%+ (2n — 1)a?In(z)n(y)
—[(aB — a)(2 = 2n) + alg(z, dy)

elde edilir. Buradan

Ric(z,y) = [8* =B+ (1—2n)a*+dlg(z,y)
+[(aB —a)(2 = 2n) + a + blg(z, ¢y)
+[2n +1)8 — B2+ (2n — 1)a® + b+ cn(x)n(y)

olur.(3.14) esitligi yazildiginda

Ric(z,y) = [8* =8+ (1—-2n)a® +dg(z,y)
+[(af — a)(2 —2n) + a + b]g(z,y)
+[(2n — Do + (2n — 2)af
+(1 = 2n)a+ (2n+ 1)B — 52 + dn(x)n(y)

esitliginden istenilen gosterilmis olur. O]
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(M, ¢,&,m, g) apapR manifoldu, ¢ potansiyel vektor alani olmak iizere (A, p, v)

sabitleri ile

1 ~
§£§g+Ric+>\g+ug+my®n:0 (5.4)

esitligi saglaniyorsa M’ ye para-Ricci benzeri soliton kabul eder, denir [14]. Burada
L Lie tiirevine ve Ric Ricci tensoriine karsilik gelir. £ € x(M) olmak tizere ¢g nin &

yonundeki Lie tiirevi

(Leg)(,y) = 9(Va&,y) + g(x, V&) (5.5)

seklinde tanmimlanir. (5.4) esitligi her z,y € x(M) igin

%ﬁgg(x, y) + Ric(z,y) + Ag(z,y) + pg(z,y) +vn(z)n(y) =0 (5.6)

seklinde ifade edilebilir. Eger p = 0 ise M bir n—Riceci soliton, y = v = 0 ise M bir
Ricci soliton olur. Eger A, u, v fonksiyonlar ise M hemen hemen para-Ricci benzeri
soliton denir.

(M, ¢,&, 1, g) bir para-Ricci benzeri soliton, v herhangi bir potansiyel vektor alan

olmak tizere (\, p, ) sabitleriyle
1 . ~
§£vg—|—Rlc+)\g+ug+w7®n:0 (5.7)

esitligi gegerli ise M’ye v potansiyeli ve (A, i, /) sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton

kabul eder. Burada v € x(M) olmak lizere g nin v yoniindeki Lie tiirevi

(Log)(x,y) = g(Vav,y) + g(x, Vo) (5.8)

seklinde tanimlanir.

(M, ¢,&,1m, g) para-Sasaki benzeri Riemann manifold ise

Leg(r,y) = 9(Va&,y) + gz, V&) = 29(z, dy) (5.9)
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esitligi vardir. (5.8) ve (5.9) kullamlarak

Leg(x,y) = Leg(,y) — 209(m, ¢y) — 289(¢,y) (5.10)

oldugu kolaylikla goriiliir.
Para-Ricci benzeri soliton kavramim genellestirebiliriz.(M, ¢, &, n, g) apapR ma-

nifoldu V konneksiyonu ile
1= = ~
§£§g+R1c+>\g+ug+my®n:0 (5.11)

esitligini sagliyorsa M ye V konneksiyonuna karsilik & potensiyeli ve (), , ) sabit-
leri ile para-Ricci benzeri soliton kabul ediyor, denir. Burada £ ve Ric sirasiyla V

konneksiyonuna karsilik gelen Lie tiirevini ve Ricci tensorinti belirtir.

Teorem 5.0.2. (M, ¢,&,n,9) para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu & potansiyeli
ve (a, b, ¢) sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton kabul etsin. Bu durumda (M, ¢,£,n,9),
V genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonuna karsilik & potansiyeli ile para-

Ricci benzeri soliton kabul eder yle ki (X, p, v) sabitleri

A= (2n—1)a’-p3*+a+B+a
p = 2(n—1)af+(1—-2n)a+p+0b
v = B2+ 1-2n)a’+(a—aB)2n—2)— (2n+2)8+c

seklindedir.

Kanat. (M, ¢,&,n,g) para-Sasaki benzeri Riemann manifold olsun ve £ potansiyeli ve
(a, b, c) sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton kabul etsin. Bu durumda (5.4) esitligi

saglanir. (5.10) esitliginden

Leg(x,y) = Leg(z,y) + 2ag(dz, dy) + 289(¢z, y) (5.12)
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elde edilir. Ayrica (5.3), (5.12), (3.8) esitlikleri (5.4) yerine yazilirsa

L Leg(w,y) + 209(9w, ¢y) + 2B9(¢,y)) + Ric(z,y)
—[8% = B+ (1 = 2n)?|g(x,y) — [(2n + 1) — B> + (2n — 1)a?]n(x)n(y)
—[(af — a)(2 = 2n) + alg(z, dy) + ag(z,y) + bg(x,y) + en(z)n(y) = 0

bulunur. Buradan

L(Leg(z,y) + Ric(z,y) + [-B* + B+ (2n — 1)a? + a + alg(z, y)
+(2(aB —a)(n —1) —a+ B +b)g(¢z,y)
+e—2n+ 1B+ B2+ (1 —2n)a? — a)n(z)n(y) =0

seklinde yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa istenilen egitlik elde edilir. O

Teorem 5.0.3. Let (M,¢,&,m,9) , (2n + 1) boyutlu para-Sasaki benzeri Riemann
manifold ve (a,b,c) sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton kabul etsin. v potansi-
yel vektor alany v = k& kosulunu saglasin ve & Reeb vektor alany tim noktalarda
dogrusaldur, burada k M tzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. Bu durumda
V genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonuna para-Ricci benzeri soliton kabul

eder ve (A, u,v) sabitleri

A=a—ak—++2n—1)a?
p=>b—pk+ (o —af)(2n—2)
v=—ak—2n+1)3+ B>+ (1 —2n)a?+c+ Bk + (af —a)(2n — 2)

ile verilir.

Kanit. (5.3) ve (5.7) esitliklerini ele alarak ¢ nin v = k€ boyunca Lie tiirevini he-

saplayalim. V genellestirilmis simetrik metrik konneksiyona karsilik gelen Lie tiirevi

Log(x,y) = Log(z,y) + 2akn(z)n(y) — 2akg(x,y) — 2Bg(z, ¢y)

seklindedir.
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Ikinci esitlikte L,g(x,y) 'yi ¢ekip (5.4) kullanarak

%ng('ray) —i-m(x,y) + [_52 + ﬁ + <2n - 1)0(2 + ak + a]g(x7y>
+(af —a)(2n —2) —a+ B+ blg(z, ¢y)
+=2n+ 1)+ 5%+ (1 —2n)a® — ak + b+ cn(x)n(y) =0

ispat tamamlanir. O

(M, ¢,&,m, g) herhangi bir v potansiyeline sahip para-Ricci benzeri soliton kabul

ediyor ise genellestirilmis simetrik metrik baglantiya gore para-Ricci benzeri soliton

hali ile ¢oztimi olmayabilir.
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5.1. ORNEKLER

Para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu 6rnekleri [12] te ve [27] te ayrintili ola-
rak incelenmisgtir. Bundan haraketle bu manifoldlarin iizerinde genellestirilmis si-
metrik metrik konneksiyon ele alinmig ve bu érnekler iizerinde Teorem (5.0.1) ve

Teorem (5.0.2) desteklenmistir.

5.1.1. Ornek 1

L, 3—boyutlu Lie grubu [18]’te verilen makalede ayrintih olarak galigilmigtir. L
tizerindeki sol invaryant vektor alanlarimin global tabani {€ = e, €1, e2} olmak iizere

karsilik gelen Lie cebirleri
[60761] = —€g, [60762] = —é€1, [61,62] =0

esitlikleri ile verilir. L 3—boyutlu Lie grubu iizerinde (¢, &,n, g) apapR yapisi 4,5 €
{0,1,2} ve i # j kogullar ile

¢<60) = 07 ¢<61) = €2, ¢<62) = €1, 77(60) = 17
g(eo, e0) = gler, e1) = g(ez, e2) = 1, (5.13)
glei,e;) =0

seklinde verilir. ¢ Riemann metrigine kargilik gelen V Levi-Civita konneksiyonunun

sifirdan farkli bilesenleri Kozsul formiilii yardimiyla
V6160 = €2, Ve2€0 = €1, V6162 - vegel = —€o (514)

seklinde hesaplanmir. (5.13), (5.14) ,(2.2) ve (3.23) esitliklerinden (L, ¢, &, n, g) para-

Sasaki benzeri Riemann manifoldu oldugunu gosterelim. ¢ = 0, 1,2 i¢in

(Vey@)ei = Ve, 0e; — dVe e, =0
—g(peo, pe;)E —n(e;)d*eg = 0
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esitligi elde edilir. Benzer sekilde diger bilegenler i¢in de kontrol edelim:

(Vq ¢)€0 = V€1¢60 - ¢v6160 = —€1
—9(¢€1> ¢€o)f - 77(60)¢2€1 = —€

(vel ¢)€1 - ve1 (bel - (bvel €1 = —€g
—g(ger, per)§ — nler)p’er = —eg

(Ve,d)ea = Ve, s — ¢V €0 =0
—g(ger, ge2)§ — n(ez)p’er = 0

(ve2¢)60 = v62¢60 - ¢v6260 - _¢61 = —€3
—9(¢€27 ¢€o)f - 77(€o)¢2€2 = —€3

<v62¢)61 == Ve2¢61 - vaeQGl =0
—g(dez, pe1)€ —nler)pes =0

(Veyd)ea = Ve,dea — 9V, 02 = —eg
—g(pea, pea)§ — nles)p?er = —eg
Boylece {§ = eq, e1, e} tabanm tlizerinden (L, ¢, &, n, g) nin para-Sasaki benzeri Ri-
emann manifold oldugunu gosterilmis olur.
(5.14) buldugumuz sonuglar yardimiyla (2.5) ve (2.6) esitlikleri kullanilarak
R = R(e;, ej, ex, ) egriligi ve Ric;; = Ric(e;, ej) Ricci tensoriiniin sifirdan farklh

temel bilegenleri agagidaki gibi hesaplanir:

Rigo1 = !J(R(ffl, 62)627 61) = g(v€1v62€2 - Vezvel@ - V[el,ez}ez, 61)
- g(v62607 61) - 9(617 61) — 1

Ripor = 9(3(61, 60)60, 61) = g(ve1veoeo — Ve Ve €0 — V[el,eo}eo, 61)
= g(_v6062 - v62607 61) = g<_€l, 61) =-1

Rooo2 = g(R(ea,e0)en, e2) = 9(Ve,Veyeo — Vo Vo — Ve, eo1€0, €2)
= 9(0—Veer — Veege1) = g(—e2,e2) = —1
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Yukaridaki egitlikler yardimiyla Ricci tensoriiniin sifirdan farkl tek bilegeni
Ricog = Ric(eq, e0) = Roooo + Rioo1 + 2002 = —2

seklindedir.
Kabul edelim ki L manifoldu para-Einstein manifold olsun. Bu durumda (5.2)

esitligi saglanir. (5.2) esitliginde = = y = £ yazlirsa
Ricoo = a g(§,§) +b g(&, &) + e n(§)n(§) = —2
olacagindan a + b 4+ ¢ = —2 olmahdir. (5.2) esitliginde © = y = e; yazilirsa
Riciy = a g(er,e1) + b gler,er) + cnler)n(er) =a=0
elde edilir. (5.2) esitliginde x = ey, y = ey yazilirsa
Ricis = a g(ey,ea) + b gler,ea) + ¢ nler)n(es) =b =0

bulunur. a + b+ c= —2, a =0, b = 0 esitliklerinden a = —2 elde edilir. Dolayisiyla
L manifoldu (a, b, c) = (0,0, —2) sabitleri ile para-Einstein benzeri manifold oldugu
elde edilir.

Kabul edelim ki L manifoldu para-Ricci benzeri soliton kabul etsin. O halde (5.6)

esitligi gecerlidir. Bu esitlikte x = y = £ yazlirsa

3Leg(€.€) + Ric(&,€) + Ag(&, ) + (&, &) +vn(§)n(€) =0

olacagindan

Atpu+v=2 (5.15)

esitligi bulunur. (5.6) esitliginde x = y = ¢;, i # 0 yazilirsa

sLeg(ei, e;) + Ric(es, €;) + Agles, e;) + pg(es, e;) + vn(e)n(e;) = 0
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olup buradan A = 0 elde edilir. z = ey, y = ey yazilirsa

TLeg(er, e0) + Ric(er, o) + Ag(er, e0) + pgler, eo) + vnler)n(ey) =0

olacagindan p = —1 bulunur. (5.15) esitliginde bulunan A\ ve p degerleri yerine
yazildiginda v = 3 elde edilir. O halde (5.15) esitligini saglayacak sekilde (A, p, v)
sabitleri var oldugundan L, (0,—1,3) sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton kabul
eder. g Riemann metriginin { yoniindeki Lie tiirevinin bilesenleri, (L¢g)(e;, e;) =
(Le¢g)ij olmak fizere L manifoldu tizerinde g nin £ yoniindeki Lie tiirevinin sifirdan
farkhi tek bilegeni, (5.5) esitliginde z = e;, y = ey yazlirsa ve (5.14) esitlikleri

kullanilirsa

(Leg)(er,e2) = g(Ve & ea) + gler, V)
= 9(62762)"‘9(61761)
= 2

olarak bulunur. Diger durumlar i¢in bakildiginda (L¢g);; = 0 oldugu goriiliir.
L iizerindeki V genellestirilmis simetrik metrik konneksiyonu dikkate alindiginda

(4.1) ve (5.14) esitlikleri yardimi ile V nin sifirdan farkh bilegenleri

Veeo = Veeo+afgler,en) —nleo)er} + B{g(der, e0)§ — nleo)der }
= (1—-7p)ey —ae

Ve,eo = Veeo +afgles, e0)§ —nleo)ea} + B{g(dea, e0)€ — nleo)pea}
= (1-7p)e; — aey

Ve = Vees+afgler, e —nlex)er} + B{g(ger, e2)€ — n(es)der }
= (F—1Deo

Veer = Veer+afgley e) —nler)ea} + Blg(des, e1)€ — n(er)der}
= (B—1eo

Veer = Veer+afgler,e) —nler)er} + B{g(ger, e1)§ —nler)der }

= Q€
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Ve,e2 = Veea+ afg(es, e2)6 — nlex)ea} + B{g(pea, e2)€ — n(es)des}

= Q€

seklinde hesaplanir. Yukarida elde edilen esitlikler diizenlendiginde V konneksiyo-

nunun sifirdan farkh bilegenleri

Vele:1— ey — aeq, VeQezl— €1 — aeg,
0= (1—0B)es 1 0= ( B)es 2 (5.16)

e1€2 = v@el = (5 - 1)60, velel = Ve2€2 = Q€

<

seklinde bulunur.
(2.5) ve (5.16) esitlikleri yardimiyla Ry = R(es, €5, ex,e1) = g(R(ei, ej)ex, er)
egrilik tensoriintin sifirdan farkli bilegenleri simetriler ve anti simetriler diginda

agsagidaki gibi elde edilir:

f_30101 = g

VeoVero — Ve, V0 — V[eo,02]€05 €2)

Ve (1 = B)er — aes) + (1 — Bley — aeq,en) =1 —f
Veo Ve €0 — Ve, Vo — V[emeﬂeo, es)

Ve, (1 = Beg — aey) + (1 — Ber — aey, e3) = —a
Ve, Veer — Ve, Ve 1 — v[eheﬂel, es)

= 9(Ve, (B —1)eg — Ve, (aeq), e2)
= g((B—=1)((1 = B)ea — aer) —a((1 = Ber — aey),e2) = a® — (B —1)°

f_%0202 = g

R0102 = g

Risia = ¢

Yukaridaki esitlikler ve (2.6) de verilen esitlik kullamlarak Ricci tensoriiniin sifirdan

farkli bilegenleri

Ricoy = Roooo + Rioor + Raooz = 2(8 — 1)
Ric;i = Roio + Rinng + Rope = B(B—1)—a?
Ricyy = Rogeo + Rioon + Rogos = BB —1)— o?
Ricis = Roizo + Riio1 + Roros =
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seklinde hesaplanir. Sonug olarak

Ricgy = 2(68 - 1), Ricy; = Ricyy = B(B—1)—a? Ricy = (5.17)

seklinde bulunur.
(5.17) ve (2.7) esitlikleri kullanilarak V konneksiyonuna karsiik gelen skaler
egrilik )
sl = Y R,
i=0
= Ricgo + Ricyy + Ricag
= 28-1)+B8(B-1)—a®+p(B-1)—a
— 2 —at-1)
seklinde elde edilir.
Eger (L, ¢,&,1, g) manifoldu V konneksiyonuna karsilik (A, u1, v) sabitleri ile para-

Einstein manifold ise (5.2) esitligini saglayacagindan

RiCOO =

RiCn =

Riclg =

esitliklerinden (A, p, ) sabitlerinin
)\:5<B—1>—062, H =&,

olmas1 gerektigi elde edilir.

2B—1)=A+pu+v
BB —1)—a? =\
a=p

V konneksiyonuna kargilik gelen g nin ¢ yéniindeki Lie tiirevi Le¢g'nin, (5.9)

egitligi ile sifirdan farkli bilesenleri

Zé'g(ela € )

1) =49
259(62, e2) = g(Veye0, €2) + glez
2) =4

ng(eh € )

(vqeo’ er1) + 9(€1>ve1€0) = 2
’ve260) = —206
(vqeo’ 62) + 9(61766260) = 2(]‘ - B)
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bulunur. Sonug olarak

(Leg)n = (Leg)a2 = =2, (Leg)a = 2(1 — B) (5.19)

seklindedir.
(5.17) ve (5.19) esitlikleri kullanarak, L manifoldunun V konneksiyonu ile para-

Ricci benzeri soliton kabul ediyorsa (A, i, v) sabitleri agagidaki sekilde hesaplanir:

1Leg(er, e1) + Ric(er, 1) + Ag(er, e1) + pgler, ex) + vnler)n(er) =0
—a+B(B—-1)—a’?+A=0

1Leg(er, e2) + Ric(er, e2) + Agler, e2) + pgler, e2) + vnley)n(ez) = 0
1-8)+a+p=0

%Zgg(eo, eo) + Ric(eo, e0) + Ag(eo, €0) + 1g(eo, o) + vn(eq)n(eq) = 0
2-1D)4+A+p+v=0

esitlikleri yardimiyla (\, u, v) sabitleri

A=a’+a+p-p% pu=p-a-1, v=B-1(E-3)—-a®> (5.20)

seklinde bulunur.
Sonug olarak, 3—boyutlu (L, ¢, £, 7, g) manifoldu V konneksiyonuna kargilik (5.18),
(5.14) esitlikleri ile Teorem (5.0.1) ve Teorem (5.0.2) desteklenir.

5.1.2. Ornek 2

5—boyutlu G para-Sasaki benzeri Riemann manifoldunun 6rnegi [12] de ayrintili

olarak verilmigtir. G Lie grubu tizerindeki sol invaryant vektor alanlarimin global

tabani {eg, ..., es} olsun Oyle ki Lie cebiri p, ¢ € R olmak {izere agagidaki egitliklerle
belirlidir:

leo, e1] = aey — e3 + Pey, [0, €2] = —ae; — Bes — ey,

leo, e3] = —e1 + Bey + aey, [0, e4] = —Be1 — ez — aes,
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G Lie grubu tizerinde (¢, &, n, g) apapR yapisi

E=eg, ¢er=e3, o@ea=ey4, ¢egz=e1, @Qeq= ey,

g(eiaei)zla g(6i76j>:()a 27]6{0717’4}7 27&.7

seklinde verilir. V, Levi-Civita konneksiyonunun sifirdan farkli bilegenleri Kozsul

formiili yardimiyla asagidaki sekilde hesaplanir:

Ve0€1 = aeg + 5647 Veleo = €3, V6062 = —ae; — 563, vegeo = €4,
Vo3 = Bea + ey, Veeg=e1, Veeq=—PBe; —aes3, Veo= e,
Ve e3 =Ve,eq4 =Ve,er = Ve,e0 = —ep.
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Rijri = R(e;, ej, ek, e;) = g(R(e;, ej)ex, e;) nin sifirdan farkh bilegenleri bilinen simet-

riler ve anti-simetriler digindakiler agagidaki sekilde verilebilir:

Roiio = g(VeuVee1 — Velveoel_v[eg,el]el>60)

el (0462 + 664) VCM62763+664617 60)

€, €0) = 1

=49

=g
R0 = g Veove2€2 vegve()eQ_v[eo,eg]e2760)
ex(—aer — Bez) — V_ae,—e,—pes €2, €0)

€, €0) = —1

=49
=49
Rozz0 = 9(VeyVes€3 — Ve, Vegez — V[eo,e3]€3760)
es(Bes + aes) = V_c 4 8estaes€3:€0)

e, €0) = —1

(

(=V

(=

(

(=V

(=

(

= g(=V

= g(-

Roso = 9(VeVeseq — ve4veoe4_v[eo,64]e47€0)

= g(—Ve,(—Ber — ae3) — V_ge,—e;—aes€4, €0)

= g(=ep,e0) = —1

Rig34 = g(ve1v6263 Ve, Vees = Vi, es1€3, €4)
(=Ve,(—e )64)

= gles,eq) =

Ruzs = g(Ve,Ve,e3 — Ve4ve1€3—v[e1,e4]€37€2)
(=V
(
(
(=V
(
(
(=V
(

=9

ei(—€ ) €2)
= glez,e2) =
Rizz1 = g(VeyVezes — Ve, Ve ez — V[el,eg,]e?nel)
es(—€ ) €1)
= gler,en) =
Rossz = g(Ve,Ve,e4 — V64V62€4_v[62,e4]€4762)

=9

=49

es(—e€ )62)

= g(ez,e2) =

=9

Yukarida elde edilen esitlikler kisaca

Ro110 = Ro220 = Rosz0 = Roaso = —1,

Rig34 = Rz = Rigz1 = Rogar = 1

(5.21)
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seklinde yazilir.

Ric Ricci tensoriintin sifirdan farkl tek bilegeni

Ricog = Roooo + Rioo1 + 2002 + R3003 + Ragos = —4

seklindedir. L¢g Lie tiirevinin sifirdan farkl bilesenleri agagidaki gibi hesaplanir:

(Leg)1z = 9(Vei&o€3) + 9(Ve, € e1) = gles, e3) + gler, e1) = 2
(Leg)2a = 9(Ver§sea) + 9(Ve,&s e2) = glea, ea) + glez, e2) =2
(Leg)sr = 9(Ve,€,e1) +9(Ve, € e3) = gler, en) + gles, e3) =2
(Leg)az = 9(Ve,&s€2) + 9(Veo€, ea) = glea, e2) + gleq, €4) = 2

Buradan
(Leg)iz = (Leg)oa = (Leg)a = (Leg)az = 2

seklinde yazilir. (G, ¢, &, 7, g) apapR manifoldunun bir para-Sasaki benzeri Riemann
manifoldu oldugunu {ey, ey, €2, €3, €4} ortonormal gatisi iizerinden kontrol edelim,
ancak (3.23) esitliginin her iki tarafimin sifir gitkmasi durumu atlanmgtir.

T =1y = €y icin

(Vep®)eo = —glen, e0)§ — nleo)eo + 2n(eo)n(eg)§ = =€ —§+26 =0

ve

Vady — ¢Vay = Veeg — dVepeg = 0

i # 0 olacak bi¢cimde x = y = ¢; igin

(Ve 9)er = —gl(ei, e)€ — nlei)e; + 2n(ei)n(e;)§ = =€

ve

Vaoy — oVay = Ve, 0€; — 9Vee; = = — 0= =¢

T = e Ve y = eg icin

(Ve 9)eo = —g(e1, e0)€ — n(eo)er + 2n(er)n(en)é = —e

ve

Vody — ¢Vaoy = Ve, 0eq — dVe 69 = 0 — ¢(e3) = —ex

T = ey Ve Yy = e igin

(Ve,0)eo = —g(e2,€0)§ — n(eo)e2 + 2n(e2)n(eg)§ = —e2

ve
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Vapy — ¢Vay = Ve, de0 — 9V 60 = 0 — dles) = —en

T = ez ve y = e i¢in

(Ves@)eo = —g(es, e0)§ — n(eo)es + 2n(es)n(eo) = —es

ve

Vay — ¢V,y = Ve,deg — dVe,e0 = 0 — d(er) = —e3

T = e4 Ve y = € i¢in

(Vesd)eo = —g(ea, e0)§ — n(eo)es + 2n(ea)n(eo) = —es

ve

Vody — ¢Vay = Ve,0€0 — ¢Ve,e0 = 0 — d(e2) = —e4

Boylece yukaridaki egitliklerden {eg, 1, €2, e3} tabani i¢in (3.23) esitliginin saglan-
dig1 goriilebilir. Bu nedenle (G, ¢,£, 7, g) apapR manifoldu para-Sasaki benzeri Ri-
emann manifoldudur.

(G,0,&,1m,9) apapR manifoldu bir para-Einstein manifoldu olabilmesi igin (5.2)

esitliginin saglanmasi gerekir. Ric egriliginin sifirdan farkh bilegenleri

Ricoy = ag(eo,en) + bg(eo, eq) + cnleg)n(eg) =a+b+c=—4
Ric;y = ag(er,er) +bgler,er) +en(er)n(er) =a=0
Ricio = ag(ey,es) +bgler,ea) +en(er)n(ea) =b=0

bulunur. Buradan (G, ¢,&, 7, g) apapR manifoldunun (a,b,c) = (0,0, —4) sabitleri
ile n—Einstein oldugu elde edilir.
(G, 9,&,7,g) nin € potansiyeli ile para-Ricci benzeri soliton kabul edebilmesi i¢in

(5.6) esitliginin saglanmasi gerekir. Bu durumda

1Leg(€,€) + Ric(&,€) + Ag(€,€) + 1g (&, &) +vn(&n(€) =0

olmasi gerekeceginden A + p + v = 4 esitligi saglanmalidir. + = y = e; i¢in

$Leg(e1, e1) + Ric(er, e1) + Ag(er, er) + pgler, er) + vnler)n(er) =0

olacagindan A = 0 olmalidir. x = e; ve y = e3 i¢in

1Leg(er, e3) + Ric(er, e3) + Ag(er, e3) + pglen, es3) + vnler)n(es) =0
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olmasi gerektiginden p = —1 olmas1 gerektigi elde edilir. Buradan A + py+v = 4
esitliginde yerine koydugumuzda v = 5 bulunur. Diger durumlar i¢in de bakildiginda
bulunan (A, i, ) sabitleri igin istenilen esitligin saglandigi goriiliir. O halde
(G, 9,&,1, g) para-Ricci benzeri Riemann manifoldunun, (0, —1,5) sabitleri ile para-
Ricci benzeri soliton kabul ettigi elde edilir.

(G, 0,&,1m, g) apapR manifoldu tizerinde genellestirilmis simetrik metrik konnek-
siyonu diisiiniildiigiinde bu V konneksiyonunun sifirdan farkli bilesenleri agagidaki

sekilde hesaplanir:

Veie; = aey, (i #0)

Veer = Veer +a(gleo, en)eo — n(er)eo) + B(g(deo, er)eo — nler)deo)
= V.1 = aes+ fey

Vees = Vs +al(gleo, ea)en — n(ez)eo) + B(g(¢eo, e1)en — nlez)deo)
= Ve = —aer — fes

Vees = Vees +algleo, ez)eo — nies)eo) + B(g(¢eo, e3)eo — n(es)geo)
= V.3 = aes+ fey

Veer = Vees+alg(eo, es)eo — nles)eo) + Bg(geo, ea)eo — nlea)geo)
= Vg4 = —Per — aes

Ve o = Veeo+ algler,en)eo —nleg)er) + B(g(per, eo)eq — nleg)per)
= ez t+a(—e) + B(—¢er) = (1 — Bes — aer

Vees = Vees+a(gler,es)eo —nles)er) + flg(der, es)eo — nles)der)

= (B—1)eo
Veeo = Veeo+ afg(es eo)eq — n(eg)ez) + B(g(des, eo)eo — n(en)pes)
= (1—p)es — aey
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V€4€0

ve462

Veeq +alglez, ea)e — nlea)ex) + B(g(dez, ex)eq — nle)dez)
(B—1)eg

Veseo + algles, eo)eo — n(eo)es) + B(g(des, eo)eo — nleo)des)
(1—p)er — ey

Veser + a(g(es, er)eo — nler)es) + B(g(ges, e1)eo — n(er)ges)
(8 —1eg

Veseo + afg(eq, e0)eo — nleo)es) + B(g(des, eo)eo — n(eo)dea)
(1 —B)es — aey

Vesea + alg(eq, e2)eg — nlea)e) + B(g(des, e2)eo — nlez)des)
(B —1)e

Yukarida elde edilen esitlikler diizenlendiginde V konneksiyonunun sifirdan farkl

bilesenleri

Veie; = aeg, (i #0)

veoel = ey + /8647 v6062 = —ae; — /8637

ieoes = aey + fes, 76064_2 —fBer — aes, (5.22)
Veeo=(1—p)es —aer, Veeo=(1—p)es — aes

Veeo = (1 — B)er —aes, Ve =(1—pes — ey

seklindedir. (4.8) esitligi ve (5.22) degerleri kullanilarak R egrilik tensériiniin sifirdan

farkli bilegenleri agagidaki sekilde hesaplanir.

R010 = —Eloo = veovel €y — velveoeﬂ - v[eo,el]eo

= Ve l(1—Bes — aer] — V aes—es+8e4 €0

= (1 —B)(aes + Bey) — ey + fes) — af(1 — Bey — cves]
+[(1 = B)er — aes] — B(1 = B)es — aed]

= (1—-pB)e;r —aes

oldué;undan EOlOl = —Rlool = (1 —ﬁ) ve R(]l[)g = —Ewog = — e§1thkler1 elde edilir.

Benzer iglemler yapilarak (4.8) ve (5.21) esitlikleri kullanilarak sifirdan farklh

Riju = Rlei, e, ex,e) = g(R(es, ej)ex, e;) degerleri simetriler ve anti-simetriler
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disinda asagidaki gibi elde edilir:

Roi01 = —Roaao = Ro2o2 = —Roszo = 1 — 5,
Roos = Roaz = —0,

Risa = —Rsuo3 = —Raun = —Rosio = a(f —1),
f_%3434 = }_32323 = Riy1q = Rio1z = o,

Risis = Rosgs = o — (8 —1),

Rigss = —Rosua = (B —=1)%

Yukaridaki esitlikler kullanilarak Ric Ricci tensoriiniin sifirdan farklh bilesenlerini
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hesaplayalim:

%(60, 60)

%(61, 61)

%(62, 62)

m(eg, 63)

m(&;, 64)

m(eg, 64)

m(eg, 61)

m(el, 63)

%(64, 62)

Roooo + Rioo1 + Raooz + Roos + Raoos
B-D+E-)+@E-1)+(@-1)
Rorio + Riii1 + Ratiz + Rans + Raiu
B—1—a’+(B-1)?2*—a?

B? =B —3a?

Rozoo + Rizo1 + Razss + Rizos + Ragau
B—1—a*+(f—1)*—a?

B? =B —3a?

Rosso + Risst + Rasss + Rasss + Rassa
B—1—0a?+(B—1)*—a?

B2~ B — 30

Roso + Ruaar + Rosss + Rsas + Rasu
B—1—0a?+(8—1)*—a?

B? =B —3a?

Rooao + Rizar + Rasas + Raas + Ragua
a—af+a—af+a

3o — 2a8

Rosio + Risin + Ragiz + Rasis + Rz
a—af+a—af+a

3a — 2af3

Roso + Riis1 + Raisz + Raiss + Rais
a—af+a—af+a

3a — 2af3

Rouzo + Riz1 + Rosss + Raaos + Rusoa
a—af+a—af+a

3a — 2a3
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O halde elde edilen esitlikler diizenlendiginde

Ricoy = 4(8 — 1),
Ricn = RiCQQ = Rngg = RiC44 = ﬁQ — ﬁ — 30(2,
mlg = R_’iC24 =3a — QOéﬁ

(5.23)

egitlikleri bulunur. (5.23) esitlikleri yardimiyla da asagidaki gibi skaler egriligi he-

saplayabiliriz:

EZ.CQO + }_%Z.CH + EiCQQ + E’L.ng + m44
A(B—1) +4(8% — B — 30?)
4(8% = 3a% — 1)

scal

L¢g, V konneksiyonuna kargilik g nin ¢ yoniinde Lie tiirevinin simetriler digindaki

sifirdan farkli bilesenleri agagidaki gibi hesaplanir:

cgler,er) = g(Veeo 1)+ gler, Ve, o) = —2a
Leg(ea,es) = 9(Veseo,€2) + g(ea, Ve,e0) = —2a
Leg(es,ez) = g(Vesen, e3) + gles, Veeo) = —2a
Legles,eq) = g(Vesen,eq) + gles, Ve,e0) = —2a
Legler,ez) = g(Veen,e3) + gles, Veeo) = 2(1 — )
Leg(ea,es) = 9(Veyeo,ea) + g(ea, Veyeo) = 2(1 = )

(5.24)

egitlikleri elde edilir. (5.23) ve (5.24) esitlikleri kullanilarak (G, ¢, £, n, g) nin agagida

verilen (\, i, v) sabitleri ile para-Einstein benzeri manifold ise (5.2) esitligini sagla-

yacagindan
Ricoy = 4B—-1)=A+pu+v
Ric;; = B(B—1)—3a%=\
Ricis = 3a—2af =p
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esitliklerinden (A, i, v) sabitlerinin

A= B - B - 307,
p = —2apf + 3a, (5.25)
v=3a>+2aB -3a+53—-p3>—4

oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayrica (G, ¢,€,n, g) asagida verilen (A, u, v) sabitleri

ve & potansiyeli ile para-Ricci benzeri soliton kabul ediyorsa

sLeg(er, e1) + Ric(er, 1) + Ag(er, e1) + pgler, e1) + vnler)n(er) = 0
H(—20)+ B =B =32+ A=0
A=a— %+ 6+ 3a?

I
o

SLeg(er, e3) + Ric(er, e3) + Ag(er, e2) + pg(er, e3) + vnler)n(es)
12(1—8)) +3a — 228+ p =0
w=p0—-1-3a+2ap

2Leg(eo, €0) + Ric(eg, eo) + Ag(eo, e0) + 1g(eo, €o) + vnleg)n(eg) = 0
AB—-1)+A+p+v=0
v=41-8)—B+1+3a—2aB8—-3a>—a+ 3> -7

esitliklerinden
A=3a*+a- 6%+,
w=2af+p—3a—1, (5.26)
v=[%-3a®—-2a8—-68+2a+5

olmasi gerektigi bulunur. Dolayisiyla elde edilen (G, ¢, &, 1, g) manifoldu igin (5.25)
ve (5.26) esitlikleri Teorem (5.0.1) ve (5.0.2) yi destekler.
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6. PARA-SASAKI BENZERI RIEMANN MANIFOLDLARIN
D-HOMOTETIK DEFORMASYONLARI

(M, ¢,&,m, g) apapR manifold ve A > 0 olmak tizere

G=Xg+XA—1nan, (6.1)
esitlikleri ile M fizerinde (¢, &, 7, §) yapisi diisiinelim.

Teorem 6.0.1. M dzerinde (¢2 £, J) yapist i¢in

1. Ker n = Ker n,
iti. §(z,§) = Ng(z,§) = \?
esitliklers saglanar.

Kanat. i. A > 0 sabit oldugu icin Ker 71 = Ker A\np = Ker n

(6.1) de = = £ konuldugunda (3.1)(i), (3.10) esitlikleri kullanilarak

g, >—Ag<f, z) + A = Dn(€)n(x)
§(E ) = Mg(56.7) + MO~ (€
(8, 7) = nx) + (A — Dn(z) = An(z) = i(z)

ispat tamamlanir.

iii. (i) ve (ii) esitliginden
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iv. (6.1) ,(3.3)(ii), (3.8) esitliklerinden

9(@,y) —n(@)ily) = Aglz,y) + AA = Dn(z)n(y) — (An(z))(An(y))
= Ag(z,y) + Nn(x)n(y) — An(@)n(y) — Nn(z)n(y)
= Mg(z,y) —n(z)n(y))
= Ag(ow, dy)

ilom, dy) = §(dz,dy)
= Ag(oz, oy) + A\ — 1)n(éz)n(¢y)
= Ag(¢z, dy)

oldugundan istenlien esitlik elde edilir.

O

Teoremde ispatlanan esitliklerden dolayr M iizerindeki (¢, £, ), §) yapisi bir apapR
yapidir. Dolayisiyla (M, qg, f .7, §) apapR manifolddur. Bu gekilde tanimlanan
(M, b, &, 7, §) apapR manifolduna (M, ¢, £, 1, g)'nin D—Homotetik deformasyonu de-
nir. Boylece D—homotetik deformasyon kullanilarak yeni apapR manifoldlar1 inga
edilebilir.

c? = a + b olmak iizere deformasyonu

=, §=-¢ 6=¢, gJ=agt+bp®n,  a,b>0 (6.3)

seklinde aldigimizda M iizerinde yine bir apapR yapist elde edilir.

(6.1) deformasyonu igin Kozsul formiilii kullanilarak

9(Vay,2) = 9(Vay,2) + 25320(2)[9(y, Vi) + g(z, V&)
+ 00 (2) In(@)g(y. Ve€) + ny)g(x, Vee)]
T[??(iv)(g(z V&) — 9y, V:E))
+n(y)(9(2, Vi) — g(2,V.€))]

esitligi bulunur.
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¢ paralel karakteristik vektor alani yani her x € y(M) igin V. = 0 ise §
metrigine kargilik gelen V Levi-Civita konneksiyonu ile g Riemann metrigine karsilik
gelen V Levi-Civita konneksiyonu ortiigtr. (M, ¢, &, n, g) apapR manifoldu Fy, Fa, Fs3,
Fio simflarma ait olmasi durumunda yine V ve V konneksiyonlar: drtiisiir.

(6.4)’te verilen esitlik kullanilarak V Levi-Civita konneksiyonuna kargihk gelen

(0,3) tipindeki F' tensorii

A

F(r,y,z) = AF(2,y,2) + AA = 1)n(2)g(z, V&)
+@[Q<Z7 V¢y€ - ¢Vyf) + g(y7 v¢>z€ - ¢vz€] (65)
+n(y)g(¢z, V&) — g(x, V4]

seklinde bulunur. ¢ paralel karakterislik vektor alam icin F (x,y,2) = AF(z,y,2)
oldugu gortiliir.

glei,e;) = 6, 4,5 = {0,1,...,2n} olmak iizere {eg = £, e1,...,€n,€p41 =
der, ... e = den} (6,&, 1, g) yapisina gore lokal ortonormal tabam ise i € {1,...,2n}
i¢in €; = %ei ve £ = %f alindiginda {é, €1,-..,62,} tabani da (&,é,ﬁ,g) yapisl i¢in
bir lokal ortonormal tabandir.

(M, 9,&,m, g) para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu olmasi durumunda (3.23)
esitligi kullanilarak (6.5) esitligi

A

F(z,y,2) = AF(z,y,2) + A\ = Dn(2)lg(@,y) — n(@)n(y)] (6.6)
esitligine indirgenir.

Teorem 6.0.2. (M, ¢,£,n,g) para-Sasaki benzeri Riemann manifold, § metrigine
karsilik gelen V Levi-Civita konneksiyonu ile g metrigine karsilik gelen V- Levi-Civita

konneksiyonu arasindaki iliski

. A—1 _
V=V Gonen et (6.7)

seklindedir.
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Kamit. (3.10), (3.11), (3.12), (3.13), (3.24)(i) ve (6.4) esitlikleri ile

9(Vay,z) = ( xy, 2) + 520(2)[9(y, Val) + gz, V,€)]
Q) n(@)g(y, Ve€) + n(y)g(x, Ve€)]
AT[ (@)(g9(2, Vy&) — 9(y, V2E))
+n(y )(g(z,Vx ) = g(z, V:))]
= g(V. ) n( )29(, ¢y)
= g(z, (T, ¢y)€)

Esitligin sag ve sol tarafi birlegtirildiginde

1

A —
9(2, Voy — Vo — Tg(w Py)§) =0

olur. Her z € x(M) i¢in non dejenere oldugundan

~

A —
Vey = Vey + 2ol oy)é (63

elde edilir. O

Teorem 6.0.3. M para-Sasaki benzeri Riemann manifold dzerinde (6.1) de verilen
D—homotetik deformasyon ele alindiginda asagidaki esitlikler gecerlidir.
Her x,y € x(M) ig¢in

it.(Van)y = 19(x, ¢y) (6.9)
iii.(Vo0)y = —19(, 1) + 20 ()n(y)€ — n(y)z

dir.

Kanat. i. (6.8) da y = & koydugumuzda (3.24)(i) ve (3.3)(i) esitliklerinden

A A —
Vab = Vb + S (e, 06)6 = o

bulunur.
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ii. (2.1), (3.24)(ii), (3.1)(i), (6.8) esitliklerinden

(Van)y = z(n(y) — n(Vey)
= z(n(y)) — n(Vay + 22 9(x, oy)§)

= (Van)y — 2g(x, dy)
= g(z, 0y) — 252g(x, dy)
= 19(z, dy)

bulunur.

iii. (2.2), (6.8), (3.2), (3.3)(i), (3.10), (3.23) esitlikleriyle

(Vad)y = Valoy) — cb( V)
= Vaoy+ 252g(x, 0*y)E + o(Vay + 22 g(x, ¢y)E)
= (Vad)y + 25tg(z, y — n(y)€)E
= (Vao)y + 257 (g9(x, y) — n(y)n(x))§
= —g(z,9)€ = n(y)x + 2n(x)n(y)€ + 25 (g(z, y) — n(y)n(z))é
= —39(z, )€ + n(@)n(y)E — n(y)z

bulunur.

O

M manifoldu para-Sasaki benzeri Riemann manifold olmak tizere M nin D—homotetik
deformasyonu A # 1 durumunda para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu degildir.

Clinki (6.9)(iii) esitliginden

(Ved)y = —39(z,y)é —n(y)z + (A2) n(z)n(y)¢

(z, ! (6.10)
= L(—g(a,9)€ — i)z + 27(2)i(y)E)

elde edilir.

V Levi-Civita konneksiyonuna karsilik gelen egrilik tensorii R
R(z,y)z = @I@yz - @y@xz — @[%y]z

seklinde tanimlanir.
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Teorem (6.0.2) de verilen V ve V konneksiyonlar: arasmdaki iligki ve (3.24) de

verilen egitlikler kullanilarak RveR egrilik tensorleri arasimdaki

A

R(z,y)z = R(z,y)z+ 22 [—g(z, 2)ny)E + g(y, 2)n(x)§
+9(y, pz)ox — g(x, p2)dy]

iligkisi elde edilir. (6.11) esitliginde z = £ yazilirsa

~ A —

esitligi elde edilir. Yine i # 0 olmak iizere x = e; yazilirsa

A—1

Rei,y)z = Rlei,y)z + ——[=glen )& + 9ly, 02)6ei = glei, 62)y]

bulunur. (6.11) esitliginde y = £ yazilirsa

. 1—A

R(r, )2 = Rz, )z + = 2 g(6r,02)¢
elde edilir. (6.11) esitliginde z = £ yazilirsa

R(z,y)¢ = R(z,y)¢ = n(z)y —n(y)x

elde edilir.

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(2.6), (6.1),(6.12) ve (6.13) esitlikleri yardimiyla Ric ve Ric egrilik tensérlerinin
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esitligi

Ric(x,y) = Z 9(R(é, 7)Y, €)

=1
A\ —
= g(R(& 2)y, &) + Tlg oz, dy)
2n
5D Ag(R(er 2y, e0) + (1= Ngler, 69)g(6w, €0
=1
2n )\ B . )\ 2n
= > g(R(e,z)y,e) + Tlg(céx, oy) + 179(2 9(px, e:)ei, dy)
i=0 1=0
A — )
= Ric(z,y) + Tlg(cbx, dy) + 1Tg(¢x, dy)
= Ric(z,y)
elde edilir. Yani
Ric = Ric (6.14)

olur.(2.7) esitligi ile scal ve scal egrilik tensorleri arasinda asagidaki iligki gecerlidir:
2n
scal = Z Ric(é;,¢€;)
i=0

L1 1 ‘
= 2 Rielen Jre) = 3 Riel s Jre)

Boylece skaler egrilik tensorleri icin
~ 1
scal = Xscal (6.15)

esitligi vardir.

Teorem 6.0.4. f € C°(M) i¢in § ye karsilik gelen Hessian, gradyan, diverjans ve
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Laplace operatorleri

LA 1 1—=A
i gradf = Soradf + —€(f)6
. 1—A
ii. Hessf = Hessf+ —— g—nemn),
‘ f fr—=—¢Ng—nen) (6.16)
11, div = div,
A 1 1—A
w. A(f) = SAf+—/7-¢(f)
A A
esitliklers ile verilir.
Kanat. i. (6.1), (6.8) esitlikleri ve (2.8) tanimi ile
g(gradf,z) = xf, (6.17)
Ag(gradf, ) + AA = Dn(gradf)n(z) = o f (6.18)

bulunur. (6.17) de x = & koyarak n(gradf) = 12€(f) elde edilir. Buldugumuz
esitlik (6.18) de yerine yazildiginda

Ag(gradf,z) + 22E(f)n(x) = xf = g(gradf, z)
g(Agradf + 22E(F)E — gradf, z) = 0

olur. g non-dejenere oldugundan
~ A—1
Agradf + = —&())¢ — gradf =0

olup istenilen gosterilmis olur.

ii. g yerine (6.1)'deki esitlik yazilirsa

Hessf(z,y) = §(Vigradf,y)
= Mg(Vogradf,y) + A\ — 1)n(Vegradf)n(y) (6.19)

bulunur. (6.8) esitligi kullanilirsa
. . N—1 .
Vagradf = Vegradf + ——g(z, ¢gradf)¢
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olur. (i) de verilen esitlik yukarida yerine yazilirsa

1 1—A A—1
V.gradf = 1V SAVLENE) + A gl dgradfe
bulunur. Bu esitlik (6.19) esitliginde yerine yazldiginda

Hessf(x,y) = Ag(Vegradf,y) — 32 @(E())ny) + £()g(dz,y))
+25g(9, gradfyn(y)] + A = 1) [5n(Vegradf )n(y)
——l‘(ff) (y) + 2z 9(oz, gradf )n(y))
= Hessf(z,y) — (A= Dz(f)nly) — 25E()g(pz,y)
+(A = 1)g(¢z, gradf)n(y) + (A = 1)n(Vagradf)n(y)
= Hessf(z,y) — (A = D)a(Ef)nly) — 252y, v)
+(A = Dn(y)(g (¢fc gradf) + g(V.gradf,¢))
= Hessf(x,y) — 5€(f)g(dv,y)

olup istenilen gosterilmis olur.

iii. (2.9), (6.1), (6.7) ve (i.) esitlikleri kullanilirsa

d%UZL’ = Zg(ﬁébxvéz)

2n

= Z(Ag(@@x, éz) + )\()\ - 1)77(@621')77(61))
o
= A g(Ver + 2 g(é0n).6) + (- Da(Var)
1=0
2n
= A (9(Vaz, ) + (A= 1)g(é;, px)n(é))
=0
+210(Var) + 252 g(e0, ¢y)n(€)
2n
= [Mg(Vez,e0) + )\;g (Vez,€)| + Aol 3 19(Veox,€o)

2n

A —
- %g(VEUQ;»e(J) +Zg(veix7€i> +— \ (VEO Z, )
=1

= Zg(veix, e;) =divx

elde edilir.
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iv. (2.11) (i.) ve (iii.) yardim ile A operatérii

A(f) = div(gradf) = div(gradf)
2n

=Y 9(Vegradf,e)
=0

1—A

2n
= 3 6(Ve (g oradf + 1 E()6), )
=0

2n

=3 (GolVegrads,e) + e n(e)

1
=1 Zg(veigmdf, e;) +

=0

= 3Af + 52¢(f)

- A
22

§(f)

bulunur.

O

Teorem 6.0.5. (M, ¢,&,n,9) para-Sasaki benzeri Riemann manifold ve (a,b, c) sa-
bitleri ile para-Einstein benzeri manifold olmak tizere M nin D—homotetik defor-
masyonu (M, qg, f, n,§) yine para-FEinstein benzeri manifolddur oyle ki sabitleri

ab (1-=XN(a+b)+c
Gxy e )

seklindedir.

Kanit. (M, ¢,&,n, g) para-Einstein benzeri manifold ise (5.1) 6zdegligi saglanir. (6.14)
esitliginden dolay1 (5.1) esitliginde Ric yerine Ric, g yerine (6.1) ve § yerine

9=79-(A-1mnen (6.20)
esitligi yazilirsa

Ric=Ric = a(2g+(1-Nn@n) +big—A-1non +mon
= 4G+t (a(1-N)+b1 - N +enen

62



1
elde edilir. Son esitlikte n ® n yerine ﬁﬁ ® 1 konulursa

Ric=~§+

olup ispat tamamlanir. O

Tanim 6.0.6. M apapR manifoldu olmak tzere f € C*°(M) ve a 1—formu igin

esitligi gecerli ise & ye burulmaly vektor alani denir.

n(V€) = 0 oldugundan

0 =n(V8) = n(fz + a(x)f) = fn(z) + a(z) = (a + f1)()

esitligi ile M iizerindeki o 1— formu a = — fn ile belirlidir. Bu durumda

Vil = fo+a() = fr— fn(2)§ = fz —n(2)§) = f¢’x (6.21)

esitligi bulunur.

(Van)y = zn(y) —n(Vay)
= 29(y,&) — 9(Vay.§)
= g(y, Vi)
= g(y, f¢°x)
= f9(¢z, py)
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(6.4) kullanarak y gordiigiimiiz yere £ koyarsak

9(Val,2) = < &,2) + 520(2)[9(&, Val) + gz, Ve€)]
O n(2) In(@)g(€, Veg) + n()g(x, Veb)]
%[ (2)(g(2, Ve€) — g(&, V2€))
+n(§)(9(z, Ve ) 9(x,V.€))]
= ( ,z + 55t g(x, Vet)
z)g(z, Veb)

—|—)‘T[77<I)g<2, ng) + g(Z, vmf) - g(l‘, sz)]

)
(

elde edilir. Bu durumda (6.21) esitligini son buldugumuz esitlikte yerine koydugumuzda

9(Vaé,2) = (f¢2r1: 2) + 25 g(x, f6%)
+ O n(2)g(x, F%€)
+232 n(2)g(z, F0%6) + g(2, fo?x) — g(x, f¢*2)]
= g(fo’z, 2)
= 9(V.&,2)

Diger taraftan

AV.E = fo— fié

= fx— fan5€
= fo— fn(x)
= fo'x

oldugundan yine burulma vektor alani oldugu goriiliir.

Teorem 6.0.7. M para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu, £ potansiyeli ve (o, B,7)

sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton kabul ediyorsa (M, ¢E, é,ﬁ,g) D—homothetik

a B y+(A=N(a+p)

N 2 ) sabitleri ile para-Ricci benzeri

deformasyonu, é potansiyeli ve (

soliton kabul eder.

Kanat. M para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu, £ potansiyeli ve («a, 3, 7) sabitleri

ile para-Ricci benzeri soliton kabul etsin. O halde (5.4) esitligi saglanir. ﬁég Lie turevi
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hesaplanirsa

= g(¢z,y) + g(z, ¢y) (6.22)

bulunur. (6.1), (6.22), (6.14) esitliklikleri (5.4)’de yerine yazilirsa,
S 14 1. 1~
Ric+ SLeg+alyg—A=n@n+Bl1g—A-Dnen+ymen=0 (6.23)

egitligi bulunur. Yukaridaki denklemin her iki tarafim1 A ile carpip yeniden diizenle-

nirse

g’r (7"’_(1_)‘)(@—1_6)),’7@7?:0 (624)

22
elde edilir. O

Teorem 6.0.8. M para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu, v € Kern potansiyeli ve
(o, B,7) sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton kabul etsin. Bu durumda (M, b, &, n,9)
8 y+(0=N(e+p)

D—homotetik deformasyonu, v = %y potansiyeli ve (5,5, =z ) sabitleri ile

para-Ricci benzeri soliton kabul eder.

Kanat. M para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu, v € Kern potansiyeli ve («, 3,7)

sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton ediyorsa (5.8) esitligi saglanir. v € Kern ve
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n(v) = 0 oldugundan £,§ = ALyg esitligi (6.1),(6.8),(2.1) esitlikleri ile

Log(z,y) = §(Vaei,y) + §(z, VD)

)
+(A = 1)*n(y)g(x, o) + Ag(z, Vo) + (X = 1)g(y, ov)n(x)
+

+AA = Dn(@)n(Vy0)
= Ag(V.0,y) + AN = Dn(y)g(x, o7) + AA = D)n(y)n(V.v)
+Ag(x, Vo) + AN = D)n(2)g(y, ¢7) + A(A — Dn(z)n(V,0)
= ALog)(z,y) + A(A = Dn(y)zn(@) + A(A — )n(z)yn(D)
= MLog)(z,y)

bulunur. Sonug olarak 6nceki ispat yontemleri ile teoremi istenilen sekilde sonuclandiririz.

]

(M, ¢,&,1m,g) bir apapR manifoldu igin

Hess f + Ric+ag+ Sg+me@n=0 (6.25)

esitligi saglaniyorsa v = grad f potansiyeli ve (o, 3, ) sabitleri ise bir gradyan Ricci
soliton kabul eder, denir. Burada Hess terimi, g’'ye gére Hessian operatoriinii ifade

eder, yani, operator asagidaki gibi tanimlanir:

(Hess f)(z,y) = (Vi df)y = g(Vagrad f,y) (6.26)

Eger a, 5,y M fiizerinde fonksiyonlarsa buna gradyan hemen hemen para-Ricci ben-
zeri soliton denir.

(6.26) esitligi (6.25) esitligi yerine konulursa

Vou = =Qu — ax — fox — (B + y)n(x)¢ (6.27)

egitligi elde edilir. Bu egitlikte @@ Ricci operatoriinii ve v = grad f”’yi ifade eder.
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Teorem 6.0.9. (M, ¢,&, 1, g) (2n+1)-boyutlu para-Sasaki benzeri Riemann manifold
olsun. Eger M, v = gradf potansiyeli ve («, 3,7) fonksiyonlar: ile gradyan hemen

hemen Ricci benzeri solitonu kabul ediyorsa M ‘nin deformasyonu da v = grAad f po-

a PAA-1)ESf (I—A)(a+,3+€(f))+7)
A \2 ) \2

tansiyeli ve ( fonksiyonlar: ile gradyan hemen hemen

Ricei benzeri soliton kabul eder.

Kamt. M, v = gradf potansiyeli ve («,[3,v) fonksiyonlar1 olan gradyan hemen
hemen Ricci benzeri solitonu kabul ediyorsa (6.25) esitligi saglanir. Ayrica (6.16)(ii)
esitliginden

Hess f(r,y) = Hessf(r,) + 5 €(Pg(6,y) (6.28)

olur. (6.1)’deki ¢ esitligi ile (6.20) esitligi elde edilir. (6.25) denkleminde (6.14),
(6.28), (6.20), (6.1) ve (3.14) esitlikleri yazilirsa

Hess f + Ric+ag+08g+m®@n=0
Hessf(z,y) — 524(f)g(¢z, y) + Ric(z,y) + a(+g(z,y) — (A — 1)5i(2)i(y))

)

HéSSf(LIZ’,y) = % (f)
g )
)

elde edilir. Gerekli kisaltmalar yapilirsa

Hessf + Ric + g+ H@7H=0

A

(Bt00Er) 5, (WAt s e )

bulunur. O

6.1. ORNEK-3

Ornek-2 de (G, 0,&,n, g) para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu incelenmistir ve
(0,0, —4) sabitleri ile 7-Einstein manifold oldugu gosterilmistir. G nin (G, ¢, &, %, §)
D—homotetik deformasyonu A # 1 i¢in para-Sasaki benzeri Riemann manifold
degildir. Teorem 6.0.5 kullamlarak (G, ngS, é,ﬁ,g) manifoldu igin a = %, b =
A=NO+0)+(=4) _ _ 4 4

A2 -

1z olacagindan (0,0, —3) sabitleri ile n—Einstein ma-

>|o

ve ¢ =

nifolddur. Deforme edilmis yapimm V Levi-Civita konneksiyonunun sifirdan farkl
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bilesenleri

<
S
o
S,
I
3
3
[\
_|_
<
)
=
<
o
o
)
o
I
o
@
<
o
o
&)
[N}
I
|
=
3
S
|
<
)
@

626 —
Veo€s = qes +pes, Veeo=e1, Vees = —qer —pes, Ve,eo=
@6163 - @6264 - @6361 = ¢e4€2 = _%60
cklinde hesaplamr. (G, $,€,7,§)" nin Ricci egriligi Ornek-2 den Ricgy = —4 ve

§
(6.14) kullanilirsa

. 4 .
ch:—ﬁn@)n

esitligi elde edilir. (6.29) kullanilarak,

2n
scal = ZRic(éi,éi)
i=0

= —4[(eo)Mnleo) + Y (Aner) Mn(e:))]

olur. Dolayisiyla (3.1)(i) esitligi ve n(e;) = 0 ile
scal = —4\

bulunur. ﬁgg 'nin sifirdan farkl bilegenleri

(ﬁsg)lza = (ﬁgg)m = (ﬁfg)iﬂ = (Leg)az = 2X

=1

A

(6.29)

(6.30)

bulunur. (G, ¢,&,17,§) D—homotetik deformasyonu, & potansiyeli ve (a,3,7) =

(’ 1 24

—%, %z ) sabitleri ile para-Ricci benzeri soliton kabul eder.

Sonu¢ olarak, (G,QAS, f,ﬁ,g), D—homotetik olarak deformasyonu (6.29), (6.30)

esitlikleri ile Teorem (6.0.7)’i destekler.
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7. D—-HOMOTETIK WARPING

(M, ¢,&,m) hemen hemen parakontakt hemen hemen para kompleks yap1 olsun.

R x M manifoldu tizerinde

T(ady, x) = (fn(x)d,, dx + %o (7.1)

seklinde parakompleks bir yap1 tanimlanir. Burada a fonksiyon, f pozitif fonksiyon,
0 ile (ady, x) sirasiyla R 'nin birim teget vektor alanmi ve R x M tizerindeki vektor

alanimi gosterir. J? = I oldugu (3.3)(ii), (3.1)(i), (3.2) esitlikleri ile

J(J(ady,z)) = J(fn(z)d, oz + 4€)
(fr(p, 40y, $(dx + 48) + L42¢)
= (f40, = — ()¢ +n(x)¢)

(a0, x)

seklinde gosterilir.

Herhangi bir f pozitif fonksiyon i¢in R x M manifoldu tizerinde

g=dt*+ fg+ f(f —Dn®n (7.2)

seklinde ¢ metrigini tanimlayabiliriz. Buna D—Homothetik Warping denir. (ad, )

ve (b0, y) vektor alanlar igin § metrigi

9((ady, ), (b0y, y)) = ab+ f g(x,y) + f(f — L)n(z)n(y) (7.3)

seklinde yazilir. Bu durumda

9(J(ady, x), J (b0, y)) = §((adk, ), (b0, y)) (7.4)
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oldugunu gosterelim.

§(J (a0, 2), J (b, y)) = G((fn(2)dh, px + $), (fn(y)d, by + 7€)
= fu(x)fny) + fg(ox + $&, ¢y + 3)
A = (o + €y + 26)
= Pn(@)n(y) + f(9(ox,¢y) + f5 + (f = 1)%)
= ab+ fg(z,y) + f(f = Dn(@)n(y)
= 9((ad, x), (b0, y))

olup (7.4) saglanir. Dolayisiyla (R x M, J, g) bir Riemann hemen hemen g¢arpim
manifoldu olur.

(M, ¢,&,m) hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun. R x M c¢arpim
manifoldu tizerinde (7.1) de verilen J parakompleks yapisi ve f pozitif fonksiyonu
i¢in

g=—d’ — fg+ f(f+1)non (7.5)

¢ metrigi kullamlarak parakompleks metrik yapi inga edilebilir. (a0, x) ve (b0, y)

vektor alanlari i¢in ¢ metrigi

9((ady, x), (b0y, y)) = —ab— f g(x,y) + f(f + D)n(z)n(y) (7.6)

seklinde yazilir. Simdi

g(J<aat7 .’L'), J(bata y)) - _g<<aat7 Qf), (bab y)) (77)
oldugunu gosterelim.

§(J (a0, 2), J (b0, y)) = —g((fn(@)d, px + $€), (fn(y)0r, by + 3€))
= —fn(x)fnly) — fo(ox + $&, oy + $€)
+(f + Vn(dx + 2E)n(dy + 48)
= = n(x)n(y) — f(g(oz, dy) + [+ (f +1)%)
= ab+ fy(z,y) — f(f + Dn(z)n(y)
= —9((ady, ), (b0, y))
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Dolayisiyla (R x M, J, §) hemen hemen parahermityen manifold olur.

8.SONUC

Bu tezde apapR manifoldlar tizerinde genellestirilmig simetrik metirk konnek-
siyonu tanimlanmistir. Para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlar iizerinde V ge-
nellestirilmig simetrik metrik konneksiyonu ile V Levi-Civita konneksiyonu arasinda
bir iligki elde edilmistir. Bundan hareketle V konneksiyonuna karsilik gelen R egrilik
tensorii, Ric Ricci tensorii, scal skaler egrilik tensorii hesaplanmigtir. Para-Sasaki
benzeri Riemann manifoldu para-Einstein benzeri ise V genellestirilmis simetrik
metrik konneksiyonu ile donatilmig M manifoldu da para-Einstein benzeri mani-
fold oldugu ispatlanmigtir. M para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu, para-Ricci
benzeri soliton kabul ediliyorsa V konneksiyonu ile M manifoldunun da para-Ricci
soliton kabul ettigi ispatlanmigtir. Diigik boyutlarda ornekler verilerek teoremler
dogrulanmgtur.

Para-Sasaki benzeri Riemann manifoldlarinin D—homotetik deformasyonu ta-
mmlanmistir. M nin V Levi-Civita konneksiyonu ile deformasyonun V Levi-Civita
konneksiyonu arasindaki iligki verilmistir. Para-Einstein benzeri manifoldunun
D—homotetik deformasyonunun yine para-Einstein benzeri manifold oldugu goste-
rilmigtir. M para-Sasaki benzeri Riemann manifoldu, para-Ricci benzeri soliton ka-
bul ediyorsa
D—homotetik deformasyonun da para-Ricci benzeri soliton kabul ettigi gosterilmistir.
M para-Sasaki benzeri Riemann manifold gradient Ricci benzeri soliton kabul edi-
yorsa M nin deformasyonunun da gradient Ricci benzeri solitonun kabul ettigi ispat-
lanmigtir. Elde edilen sonuglar1 destekleyen 5 boyutlu 6rnek verilmistir. Elde edilen

sonuclar makaleye dontstiriilerek yayinlanmigtir.
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