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DOKTORA TEZİ
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Danışman: Prof. Dr. Kazım İLARSLAN İmza
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yerine getirdiğini onaylıyorum.

Prof. Dr. Recep ÇALIN

Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürü
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Halil İbrahim ARICI

21.02.2024



ÖZET

3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA MANNHEIM EĞRİLERİN

GEOMETRİSİNE YENİ BİR YAKLAŞIM

ARICI, Halil İbrahim

Kırıkkale Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı, Doktora Tezi

Danışman:Prof. Dr. Kazım İLARSLAN

Şubat 2024, 67 sayfa

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bö-

lümde tezde gerekli olan kavramlar ve tanımlar verilmiştir. Üçüncü, dördüncü ve be-

şinci bölümlerde Minkowski 3-uzayında yeni bir yaklaşım kullanılarak sırasıyla spa-

celike, timelike ve Cartan null ile pseudo null eğrilerin Mannheim eğri olma şartları

elde edilmiştir. Bu eğrilerin ve Mannheim eşlenik eğrilerin Frenet vektörleri ile eğri-

lik fonksiyonları arasındaki bağıntılar ifade edilmiştir. Bu tip Mannheim eğriler için

örnekler inşa edilmiş ve grafikleriyle birlikte verilmiştir. Altıncı bölüm ise tartışma ve

sonuç için ayrılmıştır.

Anahtar Kelimeler: Öklid uzayı, Minkowski 3-uzay, Cartan null eğri, pseudo

null eğri, spacelike, timelike ve null eğri, Mannheim eğri,

Mannheim eşlenik eğri.
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ABSTRACT

A NEW APPROACH TO THE GEOMETRY OF MANNHEIM CURVES IN

MINKOWSKI 3-SPACE

ARICI, Halil İbrahim

Kırıkkale University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, Doctorate Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Kazım İLARSLAN

February 2024, 67 pages

This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. The

second chapter contains concepts and definitions which are needed throughout the the-

sis. In the third, fourth and fifth sections, using a new approach in Minkowski 3-space,

the Mannheim curve conditions of spacelike, timelike and Cartan null and pseudo null

curves are obtained, respectively. The relations between Frenet vectors and curvature

functions of these curves and Mannheim mate curves are expressed. Examples for this

type of Mannheim curves are constructed and given with their graphs. The sixth chap-

ter is devoted to the discussion and conclusion.
Key Words: Euclidean space, Minkowski 3-space, Cartan null curves, pseudo

null curves, spacelike, timelike and null curves, Mannheim cur-

ves, Mannheim mate curves.
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1 . GİRİŞ

Diferensiyel geometrinin önemli bir çalışma alanı olan eğriler teorisinin tarihi Huy-

gens (1629-1695), Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un düzlemsel eğriler

üzerine yaptıkları araştırmalara kadar dayanmaktadır. Bir düzlemsel veya uzay eğri-

sinin diferensiyel geometrisinin çalışılmasında önemli bir aşama Frenet-Serret denk-

lemlerinin inşa edilmesidir. Bu denklemler Frenet (1847) ve Serret (1851) tarafından

ayrı ayrı tanımlanmıştır (Bununla birlikte bu denklemlerin aslında ilk olarak Karl E.

Senff(1810-1917) tarafından verildiği bilinmektedir.). Günümüzde genellikle Frenet

denklemleri olarak bilinmektedir. T (teğet), N (asli normal), B (binormal) ile göster-

diğimiz ve Frenet vektörleri olarak bilinen bu vektörler yardımıyla eğrinin birçok ge-

ometrik özelliği incelenebilmektedir. Bunların başında da eğrinin eğrilik fonksiyonla-

rının elde edilmesi gelmektedir. Bir eğrinin eğrilik fonksiyonlarının eğriyi temsil eden

fonksiyonun türevleri yardımıyla bulunması 1671 yılında Newton (1643-1727) tara-

fından verilmiştir. 1775 yılında Monge (1746-1818), üç boyutlu Öklid uzayında bir

eğrinin birinci ve ikinci eğriliğini tanımlamış ve birinci eğrilik fonksiyonunun anali-

tik ifadesini elde etmiştir. Fakat torsiyon (burulma) eğriliğinin analitik ifadesini vere-

memiştir. Torsiyon (burulma) eğriliğinin analitik ifadesi 1806 yılında Lancret (1774-

1807) tarafından verilmiştir. Sonrasında 1826 yılında Cauchy (1789-1857) ilk olarak

bir uzay eğrisini sistematik olarak ardışık türevler yardımıyla çalışmıştır ( [1–4]). Eğri

üzerinde hareketli çatı kavramını, günümüzde kullanıldığı gibi, tanımlayan kişi de G.

Darboux(1824-1917) dır. Günümüzde birim hızlı bir uzay eğrisinin birinci ve ikinci

eğriliklerini Frenet vektörleri ve bunların türevleri yardımıyla kolayca ifade edilebil-

mektedir.

Diferensiyel geometride, çok çalışılan konulardan biri de eğriler teorisidir. Eğriler te-

orisinde karşımıza çıkan ana problemlerden birisi, eğrinin karakterizasyonu problemi-

dir. Bu problemin çözümünde eğrinin eğrilik fonksiyonları olan κ1 (eğrinin eğriliği) ve

κ2 (eğrinin burulması)’nin önemli bir rolü vardır.
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Eğrilerin eğrilikleri ve torsiyonlarından arasındaki ilişkilerden faydalanarak bazı özel

eğriler belirlenebilir. Örneğin; κ1 = κ2 = 0 ise eğri bir geodeziktir. Eğer κ1 sıfırdan

farklı bir sabit ve κ2 = 0 ise eğri bir çemberdir. Eğrilik ve torsiyonun her ikisi de sıfır-

dan farklı sabit ise eğri bir dairesel helistir. Eğer κ1 ve κ2 eğrilikleri sabit değil fakat
κ2
κ1

oranı sabit ise eğri bir genel helistir. Eğer κ2
κ1

= as+ b şeklinde yay parametresine

bağlı lineer bir fonksiyon şeklinde yazılabiliyorsa eğri bir rektifiyan eğridir. Ayrıca

κ1 eğriliği sabit ve κ2 torsiyonu değişken olan eğriye Salkowski, κ1 eğriliği değiş-

ken ve κ2 torsiyonu sabit olan eğriye ise anti-Salkowski eğri adı verilir. Bu şekilde 3-

boyutlu Öklid uzayında eğrilik ve burulma fonksiyonları yardımıyla bazı özel eğrile-

rin karakterizasyonları mevcuttur. Eğrilerin karakterizasyonunda rol alan diğer aktör

eğrinin Frenet vektörleri ve eğrinin Frenet vektörleri tarafından belirlenen oskülatör

düzlemleridir. Uzay eğrilerinin Frenet vektörleri arasındaki ilişkiler de eğri çiftlerinin

karakterizasyonunda önemli bir etkendir ( [5]). Uzay eğrilerinin Frenet vektörleri ara-

sındaki ilişkiler sonucunda diferansiyel geometrinin çok iyi bilinen eğri çiftleri ortaya

çıkmaktadır. Bu eğri çiftleri arasında Bertrand eğrileri ( [6,7]), involüt-evolüt eğri çift-

leri ( [8, 9]) ifade edilebilir. Tezimizin konusunu oluşturan Mannheim eğrileri de bu

sınıfta yer almaktadır.

3-boyutlu Öklid uzayında Mannheim eğri kavramı Mannheim (1831-1906) tarafından

çalışılmış ve bu eğrilere "Mannheim eğri" adı Wöllffing (1899) tarafından verilmiştir.

Mannheim eğriler şu şekilde tanımlanmıştır. E3, <,> standart iç çarpımı ile verilen

üç boyutlu Öklid uzayı olsun. Bu uzayda bulunan bir ϕ : I ⊂ R−→ E3 uzay eğrisinin

asli normal vektör alanı ile ϕ∗ : I∗ ⊂ R −→ E3 eğrisinin binormal vektör alanı lineer

bağımlı ise ϕ eğrisi bir Mannheim eğrisi, ϕ∗ eğrisi de ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik

eğrisi ve (ϕ,ϕ∗) da Mannheim eğri çiftidir. 1878 yılında Mannheim eğrilerinin ka-

rakterizasyonu olarak, herhangi bir eğrinin Mannheim eğrisi olabilmesi için gerek ve

yeter şartın

κ1 = λ
(
κ

2
1 +κ

2
2
)
, λ ̸= 0 (sabit)

olduğu gösterilmiştir. Mannheim eğrilerinin bilinen en meşhur örneği Bertrand eğri-

lerinde olduğu gibi dairesel helis eğrileridir. Mannheim eğri örneğinin ilk parametrik

ifadesi 1960 yılında Eisenheart ( [10]) tarafından verilmiştir. Genel bir denklem ifade

edilen bu çalışmanın özel hallerinden birisi olarak helis eğrileri karşımıza çıkmaktadır.
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Mannheim eğriler üzerine bir çok çalışma yapılmıştır. Öklid uzayında yapılan çalış-

malara benzer çalışmalar Minkowski 3-uzayında, 4-boyutlu, 2-indeksli yarı-Öklidyen

uzayında ve uzay formlarda yapılmıştır. Ayrıca yüksek boyutlu Öklid uzayındada ça-

lışmaların varlığını bilmekteyiz. 2008 yılında Liu ve Wang ( [11]), Mannheim eğri

çiftlerini üç boyutlu Öklid uzayı E3 ve üç boyutlu Minkowski uzayı E3
1 de çalışmışlar

ve E3 uzayında şu önemli karakterizasyonu elde etmişlerdir. Bir ϕ∗ eğrisinin ϕ nın

Mannheim eşleniği olması için gerek ve yeter şart ϕ∗ eğrisinin eğriliği κ∗
1 , burulması

κ∗
2 ve λ ∈ R0 olmak üzere aşağıdaki denklemi sağlamasıdır.

κ
′
2 =

κ∗
1

λ

(
1+λ

2
κ
∗2
2
)

. (1.1)

E3
1 Minkowski 3-uzayında null Mannheim eğriler 2014 yılında Grbovic, İlarslan ve

Nesovic tarafından çalışılmış ve bu uzayda null Mannheim eğrilerin olmadığını, sadece

pseudo null Mannheim eğrilerin varlığından söz edilebileceğini ortaya koymuşlardır (

[12]). Ayrıca pseudo null Mannheim eğrilerin, eğri çifti pseudo null doğru olan, pseudo

null doğru ve pseudo null çember olduğunu göstermişlerdir.

4-boyutlu Öklid uzayında yapılan çalışmalarda, 3-boyutlu uzayda olduğu gibi klasik

anlamda bir Mannheim eğrinin olamayacağı Matsuda ve Yorozu tarafından 2009 yı-

lında ispatlanmış ve genelleştirilmiş Mannheim eğri kavramı 4-boyutlu Öklid uzayında

yine bu yazarlar tarafından şu şekilde tanımlanmıştır. ϕ , E4 de özel bir Frenet eğrisi ol-

sun. ϕ eğrisinin her noktasındaki asli normal doğruları aynı uzayda bulunan başka bir

özel Frenet eğrisi olan ϕ∗ eğrisinin f dönüşümü altında karşılık gelen noktalarındaki

birinci ve ikinci binormallerin gerdiği düzlemde yatıyorsa ϕ eğrisine genelleştirilmiş

Mannheim eğrisi adı verilir. Burada f : I → I∗ bir diffeomorfizmdir. ϕ∗ eğrisine ϕ

eğrisinin genelleştirilmiş Mannheim eşleniği adı verilir ( [13]).

Minkowski uzay-zamanda ise ilk çalışma 2010 yılında Ersoy, Tosun ve Matsuda tara-

fından yapılmıştır ( [14]). Bu uzayda genelleştirilmiş spacelike Mannheim eğriler, sa-

dece null olmayan vektörler içeren Frenet çatısı ile karakterize edilmiştir. Devamında

spacelike, timelike, null ve pseudo null ve partially null Mannheim eğrileri Minko-

wski uzay-zamanda farklı yazarlar tarafından çalışılmıştır ( [15–18]). 4-boyutlu ve 2-

indeksli yarı-Öklidyen uzaylarda Manhheim eğriler İlarslan, Kılıç Aslan tarafından

çalışılmıştır ( [19, 20]). Bu eğriler günümüzde Bishop çatılı eğriler ve Framed çatılı
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eğriler için de çalışılmaktadır ( [21, 22]).

E3
1 Minkowski 3-uzayında ϕ : I ⊂R−→E3

1 bir Mannheim eğri ve ϕ (s) nin Mannheim

eğri çifti ϕ∗ (s∗) eğrisi olsun. f : I → I∗ bir diffeomorfizm ve ϕ(s) eğrisinin asli normal

vektörü N(s) olmak üzere literatürde ϕ∗(s) eğrisi,

ϕ
∗ ( f (s)) = ϕ (s)+λ (s)N (s) (1.2)

olarak ifade edilir. (1.2)’e göre,
−−→
ϕ∗ϕ vektörü N’ye paralel olmalıdır. (1.2)’ifadesini

bundan sonra Mannheim eğrilerinin klasik yaklaşımı olarak adlandıracağız.

Ç. Camcı, A. Uçum ve K.İlarslan tarafından yapılan çalışmada ( [23])
−−→
ϕ∗ϕ vektörü ile

N(s) asli normal vektörünün paralel olması gerekmediği, bu durumun bir özel durum

olduğu ifade edilmiş ve Mannheim eğrilerine yeni bir yaklaşım getirilmiştir. Bu yak-

laşıma göre: {T (s),N(s),B(s)}, ϕ : I ⊂ R −→ E3
1 eğrisinin Frenet çatısı olmak üzere

ϕ∗ : I∗ ⊂ R−→ E3
1 Mannheim eşlenik eğrisinin

ϕ
∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (1.3)

şeklinde verileceği ifade edilmiştir. Burada ν1(s),ν2(s) ve ν3(s), ϕ ve ϕ∗’ın causal ka-

rakterlerine bağlı olarak belirli şartları sağlayan diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

Şekil 1.1: Mannheim ϕ eğrisi ve Mannheim eşleniği ϕ∗ eğrisinin birlikte yer aldığı
grafik. Burada X(s) = ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) dir.

Buna göre Mannheim eğri olma karakterizasyonları elde edilmiştir. Bu yaklaşım saye-
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sinde de birçok Mannheim eğri örneği elde edilmiştir.

Eğer ν1(s) = ν3(s) = 0 alınırsa (1.2) de ifade edilen klasik yaklaşım elde edileceği

aşikardir. Bu tez çalışmasında yukarıda ifade edilen yeni yaklaşım kullanılarak Min-

kowski 3-uzayında spacelike, timelike, Cartan null ve pseudo null eğrilerin Mannheim

eğrisi olması için gerekli ve yeterli koşullar elde edilmiş ve bu eğriler için örnekler inşa

edilmiştir. Elde edilen sonuçlar çeşitli bilimsel dergilerde yayınlanmıştır [24–26].

1.1. Kaynak Özetleri

Bu tez çalışmasında temel kavramlar için başlıca O’Neill (1983), Kuhnel (1999), Dug-

gal ve Bejancu (1996), Montiel ve Ros (1998), Eisenheart (1960) kitapları ile Camcı ve

diğerleri (2020, 2023) makaleleri ve Walrave (1995) doktora tezinin yanı sıra Mann-

heim eğriler ve bu eğrilerin eşlenik eğrileri için referans listesinde adı geçen makaleler

ve kitaplardan yararlanılmıştır.

5



2 . TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tanımlar verilecektir.

Tanım 2.1 (Simetrik Bilineer Form) Bir reel vektör uzayı V için

g : V ×V → R

dönüşümü ∀a,b ∈ R ve ∀u,v,w ∈V için

(i) g(u,v) = g(v,u)

(ii) g(au+bv,w) = ag(u,w)+bg(v,w)

g(u,av+bw) = ag(u,v)+bg(u,w)

şartları sağlanıyorsa g dönüşümüne V reel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form

denir [3, 27, 28].

Tanım 2.2 V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) 0 ̸= v ∈V olmak üzere ∀u ∈V için

g(u,v) = 0

ise g ye V üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir. Bu

tanıma göre g nin non-dejenere olması için gerek ve yeter şart ∀v ∈V için

g(u,v) = 0 iken u = 0

olmasıdır.

(ii) (Skalar çarpım) Non-dejenere simetrik bilineer form, skalar çarpım olarak adlan-

dırılır.

(iii) Eğer her 0 ̸= v∈V için g(v,v)> 0 ise g simetrik bilineer formu pozitif tanımlı, eğer

her 0 ̸= v ∈V için g(v,v)< 0 ise g simetrik bilineer formu negatif tanımlıdır [28, 29].

Tanım 2.3 (İndeks) V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
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Bu durumda,

g|W : W ×W → R

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna g’ nin indeksi

denir ve q ile gösterilir [29].

Tanım 2.4 n-boyutlu q-indeksli yarı-Öklidyen uzay En
q uzayının bir dik koordinat sis-

temi (x1,x2,x3, . . . ,xn) olmak üzere

ds2 =−
q

∑
i=1

dx2
i +

n

∑
i=q+1

dx2
i

olarak tanımlanan non-dejenere metrik ile donatılmış n boyutlu Öklid uzayıdır. En
q

uzayının skalar çarpımını g ile gösterelim. Özel olarak n= 3 ve q= 1 alınırsa 3-boyutlu

Minkowski uzayı elde edilir. Bu uzay Lorentz-Minkowski uzayı olarak da adlandırılır

ve genellikle E3
1 ile gösterilir [28, 29].

Tanım 2.5 v ∈ E3
1\{0} olmak üzere, eğer

(i) g(v,v)> 0 ise, v spacelike (uzaysı) vektör

(ii) g(v,v)< 0 ise, v timelike (zamansı) vektör

(iii) g(v,v) = 0 ise, v null veya lightlike (ışıksı) vektör

olarak adlandırılır [27–29].

Tanım 2.6 u ∈ E3
1\{0} olmak üzere, E3

1 uzayında u vektörünün normu

||u||=
√
|g(u,u)|

olarak tanımlanır. ||u||= 1 ise u vektörüne birim vektör denir [29].

Tanım 2.7 u, v ∈ E3
1 olmak üzere, u ve v vektörlerinin dik olması için gerek ve yeter

şart g(u,v) = 0 olmasıdır [3–7, 13, 23, 29, 31–33].

Tanım 2.8 E3
1’de herhangi iki vektör u = (u1,u2,u3) ve v = (v1,v2,v3) olmak üzere,

u∧ v = (u3v2 −u2v3,u3v1 −u1v3,u1v2 −u2v1)
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vektörüne u ve v vektörlerinin vektörel çarpımı denir [29].

δi j =

 1, i = j ise

0, i ̸= j ise

ve ei = (δi1,δi2,δi3) olmak üzere,

u∧ v = det


−e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3


şeklinde verilir. Burada aşağıdaki eşitlikler mevcuttur:

e1 ∧ e2 = e3, e2 ∧ e3 =−e1, e3 ∧ e1 = e2

Tanım 2.9 I, R’nin bir açık aralığı olmak üzere, ϕ : I ⊂ R → E3
1 şeklinde tanımlı

diferensiyellenebilir bir dönüşüm ise ϕ’ye 3-boyutlu Minkowski uzayında bir eğri de-

nir [3, 30].

Tanım 2.10 ϕ : I ⊂R→E3
1 bir eğri olsun. Eğer ϕ eğrisinin ∀s∈ I için hız vektörü ϕ ′(s)

sırasıyla spacelike, timelike veya null vektör ise ϕ eğrisi sırasıyla spacelike, timelike

veya null eğri olarak adlandırılır [30].

Tanım 2.11 ϕ : I ⊂ R→ E3
1 bir eğri olsun.

(i) ϕ null bir eğri olmak üzere, eğer ∀s ∈ I için ⟨ϕ ′′(s),ϕ ′′(s)⟩= 1 şartı sağlanıyorsa ϕ

eğrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmiştir denir. Bu durumda ϕ null

eğrisi Cartan null eğri olarak adlandırılır.

(ii) ϕ null olmayan bir eğri olmak üzere, eğer ∀s ∈ I için ⟨ϕ ′(s),ϕ ′(s)⟩ = ±1 şartı

sağlanıyorsa ϕ eğrisine yay uzunluğu parametresi ile parametrelendirilmiştir denir [27,

28, 30].

Aşağıdaki tanımlar, örnekler kısmında ihtiyaç duyulduğundan verilmiştir.

Tanım 2.12 ϕ : I ⊂ R→ E3
1 birim hızlı bir eğri olsun. ϕ eğrisinin konum vektörü her

zaman kendi rektifiyen düzleminde kalıyorsa, ϕ eğrisine Minkowski 3-uzayında bir

rektifiyen eğri adı verilir [34].

Tanım 2.13 ϕ : I ⊂ R → E3
1 birim hızlı bir eğri olsun. Eğer sıfırdan farklı sabit bir
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vektör alanı U için g(N(s),U) fonksiyonu sabit ise ϕ eğrisine slant helis adı verilir.

Burada N(s) eğrinin asli normal vektör alanıdır. [49].

Tezimizin ana konusu olan Minkowski 3-uzayında Mannheim eğrilerinin genel tanı-

mını şu şekilde verebiliriz:

Tanım 2.14 Minkowski 3-uzayında sıfırdan farklı eğriliklere sahip bir ϕ : I ⊂R−→E3
1

eğrisinin asli normal vektör alanı ile ϕ∗ : I∗ ⊂ R −→ E3
1 eğrisinin binormal vektör

alanı lineer bağımlı ve s ∈ I , s∗ ∈ I∗ noktalarında s∗ = f (s) olacak şekilde bir f :

I → I∗ diffeomorfizmi varsa ϕ eğrisine Mannheim eğrisi denir. Bu durumda, ϕ∗ eğrisi,

ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik eğrisi olarak adlandırılır. Ayrıca (ϕ,ϕ∗) eğri çiftine

Mannheim eğri çifti adı verilir.

{T,N,B} kümesi, teğet vektör T , asli normal vektör N ve binormal vektör B’den olu-

şur ve E3
1’deki bir ϕ eğrisi boyunca hareketli Frenet çatısı olarak adlandırılır. Verilen

eğrinin causal karakterine göre, Frenet vektörlerinin türevlerini, bu vektörler ve eğ-

rilik fonksiyonlarına bağlı olarak ifade edilen denklemlerine Frenet denklemleri de-

nir [28, 34, 36]. Bu denklemleri şu şekilde verebiliriz:

Durum 2.1 Eğer ϕ spacelike ya da timelike bir eğri ise, Frenet denklemleri, κ1 ve κ2

sırasıyla birinci ve ikinci eğrilikleri olmak üzere


T ′

N′

B′

=


0 ε2κ1 0

−ε1κ1 0 ε3κ2

0 −ε2κ2 0




T

N

B

 (2.1)

olarak verilir. Ayrıca, g(T,T ) = ε1 = ±1,g(N,N) = ε2 = ±1,g(B,B) = ε3 = ±1 ve

g(T,N) = g(T,B) = g(N,B) = 0 koşulları da sağlanır.

Durum 2.2 Eğer ϕ null (lightlike) bir eğri ise, κ1 ve κ2 sırasıyla birinci ve ikinci

eğrilikleri olmak üzere, eğer ϕ bir doğru ise birinci eğriliği κ1 = 0 dır. Diğer tüm

durumlar için κ1 = 1 dir. Bu durumda Frenet denklemleri


T ′

N′

B′

=


0 κ1 0

κ2 0 −κ1

0 −κ2 0




T

N

B

 (2.2)

olarak verilir. Ayrıca, g(T,T ) = g(B,B) = g(T,N) = g(N,B) = 0,g(N,N) = g(T,B) =

1 koşulları da sağlanır.
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Durum 2.3 Eğer ϕ pseudo null bir eğri ise, κ1 ve κ2 sırasıyla birinci ve ikinci eğrilikleri

olmak üzere, eğer ϕ bir doğru ise birinci eğriliği κ1 = 0 dır. Diğer tüm durumlar için

κ1 = 1 dir. Bu durumda Frenet denklemleri


T ′

N′

B′

=


0 κ1 0

0 κ2 0

−κ1 0 −κ2




T

N

B

 (2.3)

olarak verilir. Ayrıca, g(N,N) = g(B,B) = g(T,N) = g(T,B) = 0,g(T,T ) = g(N,B) =

1 koşulları da sağlanır.
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3 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA SPACELIKE MANNHEIM EĞRİLER

Bu bölümde, E3
1 Minkowski 3−uzayında, bir spacelike eğri için Camcı ve arkadaşları

tarafından verilen yeni yaklaşım kullanılarak bu eğrinin bir Mannheim eğri olma ka-

rakterizasyonlarını veren teorem ve sonuçlar ifade edilip örnekler grafikleriyle birlikte

verilecektir.

Kabul edelim ki E3
1’de ϕ : I ⊂ R −→ E3

1, Frenet çatısı {T (s),N(s),B(s)} ve sıfırdan

farklı eğrilikleri κ1(s),κ2(s) olan bir spacelike Mannheim eğrisi ve ϕ∗ : I∗ ⊂R−→E3
1,

Frenet çatısı {T ∗(s∗),N∗(s∗),B∗(s∗)} ve κ∗
1 (s

∗),κ∗
2 (s

∗) eğriliklerine sahip ϕ eğrisinin

bir Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu yeni yaklaşıma göre ν1(s),ν2(s) ve ν3(s), ϕ ve

ϕ∗’ın causal karakterlerine bağlı olarak belirli şartları sağlayan diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak üzere, ϕ∗ eğrisi,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s)

olarak yazılabilir. Bu spacelike ϕ eğrisinin asli normal vektörü N spacelike ya da ti-

melike olduğunda ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik eğrisi ϕ∗ için aşağıdaki durumlardan

birisi mümkündür:

(i) ϕ eğrisinin asli normal vektörü N spacelike ise ϕ∗ timelike asli normal vektöre

sahip bir spacelike eğridir,

(ii) ϕ eğrisinin asli normal vektörü N spacelike ise ϕ∗ spacelike asli normal vek-

töre sahip bir timelike eğridir,

(iii) ϕ eğrisinin asli normal vektörü N timelike ise ϕ∗ spacelike asli normal vektöre

sahip bir spacelike eğridir.

Aşağıdaki teoremlerde olabilecek tüm bu durumlar ayrı ayrı ele alınmıştır.

Teorem 3.1. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ1, κ2 eğrilikleri sıfırdan ve birbirinden farklı

asli normal vektörü N spacelike olan birim hızlı bir spacelike eğri olsun. Bu durumda

ϕ , Minkowski 3-uzayında yeni yaklaşıma göre bir Mannheim eğrisidir ancak ve ancak
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aşağıdaki durumlardan birisi sağlanır:

(i) |κ1|< |κ2| olmak üzere

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (3.1)

ν
′
3 −ν2κ2 ̸= 0, (3.2)(

1+ν
′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
κ2 (3.3)

eşitliklerini sağlayan ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır. Bu

durumda ϕ’nın Mannheim eşleniği olan ϕ∗ eğrisi de asli normali N∗ timelike olan

spacelike Mannheim eğridir.

(ii) |κ2|< |κ1| olmak üzere

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (3.4)

ν
′
3 −ν2κ2 ̸= 0, (3.5)(

1+ν
′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
κ2 (3.6)

eşitliklerini sağlayan ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır. Bu

durumda ϕ’nın Mannheim eşleniği olan ϕ∗ eğrisi de asli normali N∗ spacelike olan

timelike Mannheim eğridir.

İspat. (i) ϕ : I →E3
1, Minkowski 3-uzayında |κ1|< |κ2| olacak şekilde κ1,κ2 eğrilikleri

sıfırdan ve birbirinden farklı birim hızlı bir spacelike Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3
1

da ϕ’nın spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗ (s∗) = ϕ

∗ ( f (s)) = ϕ (s)+ν1 (s)T (s)+ν2 (s)N (s)+ν3 (s)B(s) (3.7)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

(3.7) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν1κ1 +ν

′
2 −ν3κ2

)
N +

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
B (3.8)
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elde edilir. Elde edilen bu (3.8) denklemini N ile skalar çarparsak

ν1κ1 +ν
′
2 −ν3κ2 = 0 (3.9)

elde edilir. (3.9) , (3.8) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
B (3.10)

bulunur. (3.10) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

(
f ′
)2

= (1+ν
′
1 −ν2κ1)

2 −
(
ν
′
3 −ν2κ2

)2 (3.11)

elde edilir. Her taraf ( f ′)2’ne bölünürse,

1 =

(
1+ν ′

1 −ν2κ1

f ′

)2

−
(

ν ′
3 −ν2κ2

f ′

)2

(3.12)

bulunur. Eğer

δ =
1+ν ′

1 −ν2κ1

f ′
ve γ =

ν ′
3 −ν2κ2

f ′
(3.13)

olarak gösterirsek (3.10) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (3.14)

buluruz. Bu (3.14) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp (2.1) deki Frenet eşitliklerini kul-

lanırsak,

− f ′κ∗
1 N∗ = δ

′T +(δκ1 − γκ2)N + γ
′B (3.15)

buluruz. (3.15) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

δκ1 − γκ2 = 0 (3.16)

buluruz. δ ve γ’yı yerine yazarsak

(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
κ2 (3.17)

13



elde ederiz. Burada ν ′
3 − ν2κ2 ̸= 0 dır. Aksi halde (3.10)’ten T ∗ ile T lineer bağımlı

olur. T ∗ ile T lineer bağımlı ise eğriler denk eğrilerdir ve paralel çatı vardır. Yani N∗ ile

N ve B∗ ile B paralel olur. Bu durumda N = B∗ ile çelişir. Yani eğri Mannheim olamaz.

(3.17) eşitliğini (3.11) de kullanırsak |κ1|< |κ2| olduğu kolayca görülebilir.

Tersine, ϕ , κ1 ve κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı, yay uzunluğu s ile parametrize

edilen birim hızlı bir spacelike eğri ve

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (3.18)

ν
′
3 −ν2κ2 ̸= 0, (3.19)(

1+ν
′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
κ2 (3.20)

|κ1| < |κ2| (3.21)

olacak şekilde ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Öyleyse

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (3.22)

şeklinde bir ϕ∗ eğrisi tanımlayabiliriz.

(3.22)’un s’ye göre türevini alırsak

dϕ∗

ds
=
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
B (3.23)

buluruz. Bu eşitlik yardımıyla

f ′ =

√〈
dϕ∗

ds
,
dϕ∗

ds

〉
=

m1
(
ν ′

3 −ν2κ2
)√

κ2
2 −κ2

1

κ1
(3.24)

buluruz. Burada m1 = sgn
(
ν ′

3 −ν2κ2
)

dir.

(3.23)’u tekrar yazarsak,

T ∗ =
m1√

κ2
2 −κ2

1

(κ2T +κ1B) , g(T ∗,T ∗) = 1 (3.25)
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buluruz.

λ1 =
m1κ2√
κ2

2 −κ2
1

ve λ2 =
m1κ1√
κ2

2 −κ2
1

(3.26)

alırsak (3.25)’yi

T ∗ = λ1T +λ2B (3.27)

şeklinde yazabiliriz.

(3.27)’ün s’ye göre türevini alırsak

dT ∗

ds∗
=

λ ′
1

f ′
T +

λ ′
2

f ′
B (3.28)

buluruz ki bu da,

κ
∗
1 =

∥∥∥∥dT ∗

ds∗

∥∥∥∥=
√(

λ ′
1
)2 −

(
λ ′

2
)2

f ′
=

m2 (κ2κ ′
1 −κ1κ ′

2)

f ′
(
κ2

2 −κ2
1
) =

−m2κ2
1

(
κ2
κ1

)′
f ′
(
κ2

2 −κ2
1
) (3.29)

olduğunu gösterir. Burada m2 = sgn
(

κ2κ ′
1−κ1κ ′

2
κ2

2−κ2
1

)
’dir. Şimdi N∗’ı

N∗ =
−m1m2√
κ2

2 −κ2
1

(κ1T +κ2B) , g(N∗,N∗) =−1 (3.30)

bulabiliriz. Buradan

B∗ = T ∗×N∗ = m2N, g(B∗,B∗) = 1 (3.31)

dir. Son olarak

κ
∗
2 =−g

(
dB∗

ds
,N∗
)
=

m1

√
κ2

2 −κ2
1

f ′
̸= 0 (3.32)

dır. Bu durumda ϕ∗, ϕ’nın Mannheim eşlenik eğrisidir. Bu yüzden ϕ , bir Mannheim

eğrisidir. Eğer Teorem (3.1) (i)’de ν1 = ν3 = 0 alınırsa ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisinin

literatürdeki klasik Mannheim eğrisi sonucunu elde ederiz.

(ii) ϕ : I → E3
1, Minkowski 3-uzayında |κ2| < |κ1| olacak şekilde κ1,κ2 eğrilikleri

sıfırdan ve birbirinden farklı birim hızlı bir spacelike Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3
1

15



da ϕ’nın timelike Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (3.33)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

(3.33) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν1κ1 +ν

′
2 −ν3κ2

)
N +

(
ν
′
3 − vκ2

)
B (3.34)

elde edilir. Elde edilen bu (3.34) denklemini N ile skalar çarparsak

ν1κ1 +ν
′
2 −ν3κ2 = 0 (3.35)

elde edilir. (3.35) , (3.34) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
B (3.36)

bulunur. (3.36) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

−
(

f ′
)2

= (1+ν
′
1 − vκ1)

2 −
(
ν
′
3 −ν2κ2

)2 (3.37)

elde edilir. Her taraf ( f ′)2’ne bölünürse,

−1 =

(
1+ν ′

1 −ν2κ1

f ′

)2

−
(

ν ′
3 −ν2κ2

f ′

)2

(3.38)

bulunur. Eğer

δ =
1+ν ′

1 −ν2κ1

f ′
ve γ =

ν ′
3 −ν2κ2

f ′
(3.39)

olarak gösterirsek (3.36) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (3.40)

buluruz. Bu (3.40) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet denklemlerini kullanırsak,

f ′κ∗
1 N∗ = δ

′T +(δκ1 − γκ2)N + γ
′B (3.41)
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buluruz. (3.41) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

δκ1 − γκ2 = 0 (3.42)

buluruz. δ ve γ’yı yerine yazarsak

(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
κ2 (3.43)

elde ederiz. Burada ν ′
3 − ν2κ2 ̸= 0 dır. Aksi halde (3.36)’ten T ∗ ile T lineer bağımlı

olur. T ∗ ile T lineer bağımlı ise eğriler denk eğrilerdir ve paralel çatı vardır. Yani N∗ ile

N ve B∗ ile B paralel olur. Bu durumda N = B∗ ile çelişir. Yani eğri Mannheim olamaz.

(3.43) eşitliğini (3.37) de kullanırsak |κ2|< |κ1| olduğu kolayca görülebilir.

Tersine, κ1 ve κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı, yay uzunluğu s ile parametrize edilen

birim hızlı bir spacelike eğri ve

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (3.44)

ν
′
3 −ν2κ2 ̸= 0, (3.45)(

1+ν
′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
κ2 (3.46)

|κ2| < |κ1| (3.47)

olacak şekilde ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Öyleyse

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (3.48)

şeklinde bir ϕ∗ eğrisi tanımlayabiliriz.

(3.48)’un s’ye göre türevini alırsak

dϕ∗

ds
=
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 −ν2κ2

)
B (3.49)

buluruz. Bu eşitlik yardımıyla

f ′ =

√〈
dϕ∗

ds
,
dϕ∗

ds

〉
=

m1
(
ν ′

3 −ν2κ2
)√

κ2
1 −κ2

2

κ1
(3.50)
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buluruz. Burada m1 = sgn
(
ν ′

3 −ν2κ2
)

dir.

(3.49)’u tekrar yazarsak,

T ∗ =
m1√

κ2
1 −κ2

2

(κ2T +κ1B) , g(T ∗,T ∗) =−1 (3.51)

buluruz.

λ1 =
m1κ2√
κ2

1 −κ2
2

ve λ2 =
m1κ1√
κ2

1 −κ2
2

(3.52)

alırsak (3.51)’yi

T ∗ = λ1T +λ2B (3.53)

şeklinde yazabiliriz.

(3.53)’ün s’ye göre türevini alırsak

dT ∗

ds∗
=

λ ′
1

f ′
T +

λ ′
2

f ′
B (3.54)

buluruz ki bu da,

κ
∗
1 =

∥∥∥∥dT ∗

ds∗

∥∥∥∥=
√(

λ ′
1
)2 −

(
λ ′

2
)2

f ′
=

m2 (κ
′
2κ1 −κ2κ ′

1)

f ′
(
κ2

1 −κ2
2
) =

m2κ2
1

(
κ2
κ1

)′
f ′
(
κ2

1 −κ2
2
) (3.55)

olduğunu gösterir. Burada m2 = sgn
(

κ ′
2κ1−κ2κ ′

1
κ2

1−κ2
2

)
’dir. Şimdi N∗’ı

N∗ =
m1m2√
κ2

1 −κ2
2

(κ1T +κ2B) , g(N∗,N∗) = 1 (3.56)

bulabiliriz. Buradan

B∗ = T ∗×N∗ = m2N, g(B∗,B∗) = 1 (3.57)

dir. Son olarak

κ
∗
2 =−g

(
dB∗

ds
,N∗
)
=

m1

√
κ2

1 −κ2
2

f ′
̸= 0 (3.58)

dır. Bu durumda ϕ∗, ϕ’nın Mannheim eşlenik eğrisidir. Bu yüzden ϕ , bir Mannheim

eğrisidir. Eğer Teorem (3.1) (ii)’de ν1 = ν3 = 0 alınırsa ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisinin
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literatürdeki klasik Mannheim eğrisi sonucunu elde ederiz.

Teorem 3.2. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ1, κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı asli normal

vektörü N timelike olan birim hızlı bir spacelike eğri olsun. Bu durumda ϕ , Minkowski

3-uzayında yeni yaklaşıma göre bir Mannheim eğrisidir ancak ve ancak

ν1κ1 −ν
′
2 = ν3κ2, (3.59)

ν
′
3 +ν2κ2 ̸= 0, (3.60)(

1+ν
′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2 (3.61)

eşitliklerini sağlayan ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır. Bu

durumda ϕ’nın Mannheim eşleniği olan ϕ∗ eğrisi de asli normali N∗ spacelike olan

spacelike Mannheim eğridir.

İspat. ϕ : I → E3
1, Minkowski 3-uzayında κ1,κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı asli normali

timelike olan birim hızlı bir spacelike Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3
1 da ϕ’nın asli

normali spacelike olan spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (3.62)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

(3.62) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp (2.1) deki Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
−ν1κ1 +ν

′
2 +ν3κ2

)
N +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (3.63)

elde edilir. Elde edilen bu (3.63) denklemini N ile skalar çarparsak

ν1κ1 −ν
′
2 −ν3κ2 = 0 (3.64)

elde edilir. (3.64) , (3.63) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (3.65)
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bulunur. (3.65) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

(
f ′
)2

= (1+ν
′
1 −ν2κ1)

2 +
(
ν
′
3 +ν2κ2

)2 (3.66)

elde edilir. Her taraf ( f ′)2’ne bölünürse,

1 =

(
1+ν ′

1 −ν2κ1

f ′

)2

+

(
ν ′

3 +ν2κ2

f ′

)2

(3.67)

bulunur. Eğer

δ =
1+ν ′

1 −ν2κ1

f ′
ve γ =

ν ′
3 +ν2κ2

f ′
(3.68)

olarak gösterirsek (3.65) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (3.69)

buluruz. Bu (3.69) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

f ′κ∗
1 N∗ = δ

′T +(−δκ1 + γκ2)N + γ
′B (3.70)

buluruz. (3.70) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

−δκ1 + γκ2 = 0 (3.71)

buluruz. δ ve γ’yı yerine yazarsak

(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2 (3.72)

elde ederiz. Burada ν ′
3 + ν2κ2 ̸= 0 dır. Aksi halde (3.65)’ten T ∗ ile T lineer bağımlı

olur. T ∗ ile T lineer bağımlı ise eğriler denk eğrilerdir ve paralel çatı vardır. Yani N∗ ile

N ve B∗ ile B paralel olur. Bu durumda N = B∗ ile çelişir. Yani eğri Mannheim olamaz.

Tersine, ϕ , κ1ve κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı, yay uzunluğu s ile parametrize edilen
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birim hızlı bir spacelike eğri ve

ν1κ1 −ν
′
2 = ν3κ2, (3.73)

ν
′
3 +ν2κ2 ̸= 0, (3.74)(

1+ν
′
1 −ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2 (3.75)

olacak şekilde ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Öyleyse

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (3.76)

şeklinde bir ϕ∗ eğrisi tanımlayabiliriz.

(3.76)’un s’ye göre türevini alırsak

dϕ∗

ds
=
(
1+ν

′
1 −ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (3.77)

buluruz. Bu eşitlik yardımıyla

f ′ =

√〈
dϕ∗

ds
,
dϕ∗

ds

〉
=

m1
(
ν ′

3 +ν2κ2
)√

κ2
2 +κ2

1

κ1
(3.78)

buluruz. Burada m1 = sgn
(
ν ′

3 +ν2κ2
)

dir.

(3.77)’u tekrar yazarsak,

T ∗ =
m1√

κ2
2 +κ2

1

(κ2T +κ1B) , g(T ∗,T ∗) = 1 (3.79)

buluruz.

λ1 =
m1κ2√
κ2

1 +κ2
2

ve λ2 =
m1κ1√
κ2

1 +κ2
2

(3.80)

alırsak (3.79)’yi

T ∗ = λ1T +λ2B (3.81)

şeklinde yazabiliriz.
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(3.81)’ün s’ye göre türevini alırsak

dT ∗

ds∗
=

λ ′
1

f ′
T +

λ ′
2

f ′
B (3.82)

buluruz ki bu da,

κ
∗
1 =

∥∥∥∥dT ∗

ds∗

∥∥∥∥=
√(

λ ′
1
)2

+
(
λ ′

2
)2

f ′
=

m2 (κ
′
2κ1 −κ2κ ′

1)

f ′
(
κ2

2 +κ2
1
) =

m2κ2
1

(
κ2
κ1

)′
f ′
(
κ2

2 +κ2
1
) (3.83)

olduğunu gösterir. Burada m2 = sgn(κ ′
2κ1 −κ2κ ′

1)’dir. Şimdi N∗’ı

N∗ =
m1m2√
κ2

2 +κ2
1

(κ1T −κ2B) , g(N∗,N∗) = 1 (3.84)

bulabiliriz. Buradan

B∗ = T ∗×N∗ =−m2N, g(B∗,B∗) =−1 (3.85)

dir. Son olarak

κ
∗
2 =−g

(
dB∗

ds
,N∗
)
=

−m1

√
κ2

2 +κ2
1

f ′
̸= 0 (3.86)

dır. Bu durumda ϕ∗, ϕ’nın Mannheim eşlenik eğrisidir. Bu yüzden ϕ , bir Mannheim

eğrisidir. Eğer Teorem (3.2)’de ν1 = ν3 = 0 alınırsa ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisinin

literatürdeki klasik Mannheim eğrisi sonucunu elde ederiz.

Sonuç 3.1 ϕ : I ⊂ R→ E3
1, Frenet çatısı {T,N,B}, asli normal vektörü timelike olan

bir spacelike Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ ⊂ R → E3
1, Frenet çatısı {T ∗,N∗,B∗} olan ϕ

eğrisinin spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olsun. O halde ϕ∗ bir genel helistir ancak

ve ancak ϕ bir slant helistir.

İspat.ϕ : I ⊂ R → E3
1, Frenet çatısı {T,N,B}, asli normal vektörü timelike olan bir

spacelike Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ ⊂ R→ E3
1, Frenet çatısı {T ∗,N∗,B∗} olan ϕ eğ-

risinin spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Eğer ϕ eğrisinin asli normal vektörü

spacelike ise (3.29) ve (3.32)’den

κ∗
1

κ∗
2
=−m1m2

(
κ2

κ1

)′
κ2

1(
κ2

2 −κ2
1
)3/2
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(3.55) ve (3.58)’den
κ∗

1
κ∗

2
=−m1m2

(
κ2

κ1

)′
κ2

1(
κ2

1 −κ2
2
)3/2

dir. Eğer ϕ eğrisinin asli normal vektörü timelike ise (3.83) ve (3.86)’dan

κ∗
1

κ∗
2
=−m1m2

(
κ2

κ1

)′
κ2

1(
κ2

1 +κ2
2
)3/2

dir. Bu durumda ( [35])’den ϕ∗ bir genel helistir ancak ve ancak ϕ bir slant helistir.

3.1. Örnekler

Bu bölümde, yukarıda açıklanan yeni yaklaşıma göre Mannheim eğrileri ve bu eğrile-

rin Mannheim eşlenik eğrileri için örnekler oluşturulmuştur. Spacelike rektifiyen eğri

örnekleri [38] makalesinden alınmıştır.

Örnek 3.1 ϕ , Minkowski 3-uzayında κ1, κ2 eğrilikleri sıfırdan ve birbirinden farklı

asli normal vektörü N timelike olan birim hızlı bir spacelike eğri olsun. Bu durumda

Teorem (3.2)’in koşulları sağlanır. Kabul edelim ki ν2 = v0 ∈ R olsun. Bu durumda

ν1κ1 = ν3κ2, (3.87)

ν
′
3 +ν0κ2 ̸= 0, (3.88)(

1+ν
′
1 −ν0κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν0κ2

)
κ2, (3.89)

yazılabilir. Böylece

ν3 =
v0
(
κ2

1 +κ2
2
)
−κ1

κ1

(
κ2
κ1

)′ ve ν1 =
κ2
(
v0
(
κ2

1 +κ2
2
)
−κ1

)
κ2

1

(
κ2
κ1

)′
elde edilir. Bu eşitlikler kullanılarak ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisi

ϕ
∗ = ϕ +

κ2
(
v0
(
κ2

1 +κ2
2
)
−κ1

)
κ2

1

(
κ2
κ1

)′ T + v0N +
v0
(
κ2

1 +κ2
2
)
−κ1

κ1

(
κ2
κ1

)′ B

olarak elde edilir.
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Örnek 3.2 E3
1 Minkowski 3-uzayında eğrilikleri

κ1 =

√
3

(−1+ s2)
3
2
,

κ2 =

√
3s

(−1+ s2)
3
2

ve Frenet vektörleri

T (s) =

(
− 1

(−1+ s2)
3
2
,−

√
3s

2(−1+ s2)
1
2
,−

s
(
−3+ s2)

2(−1+ s2)
1
2

)
,

N(s) =

( √
3s

−1+ s2 ,
1
2
,−

√
3
(
1+ s2)

2(−1+ s2)

)
,

B(s) =

(
s3

(−1+ s2)
3
2
,

√
3

2(−1+ s2)
1
2
,

1−3s2

2(−1+ s2)
3
2

)
olarak verilen asli normal vektörü N spacelike olan

ϕ (s)=

(
1
2

√
−1+ s2 sinh(2arccoth(s)),−

√
3

2

√
−1+ s2,−1

2

√
−1+ s2 cosh(2arccoth(s))

)

spacelike rektifyen slant helis eğrisini ele alalım. Eğer Teorem (3.1) (i)’de

ν1 =
−1−4s2 +2s4 − s

√
−1+ s2

√
−1+ s2

,

ν2 =
√

3s,

ν3 = −6s−3s3 +
√
−1+ s2

√
−1+ s2

olarak alınırsa ϕ∗ eğrisini

ϕ
∗ (s∗)=



1
2(−1+s2)

(
−2−4s2 +6s4 −2s

√
−1+ s2 +

(
−1+ s2) 3

2 sinh(2arccoth(s))
)
,

−
√

3s
(
−1+ s2) ,

1
2(−1+s2)

 −6s−4s3 −2s5 +
√
−1+ s2 + s2

√
−1+ s2

−
(
−1+ s2) 3

2 cosh(2arccoth(s))





24



olarak elde ederiz. Buradan eğriliklerini

κ
∗
1 =

1

6(−1+ s2)
2 ,

κ
∗
2 =

1

2
√

3(−1+ s2)
2

ve Frenet vektörlerini de

T ∗(s∗) =

(
s

−1+ s2 ,−
√

3
2

,
1+ s2

−2−2s2

)
,

N∗(s∗) =
(

1+ s2

−1+ s2 ,0,−
2s

−1+ s2

)
,

B∗(s∗) =

(
−

√
3s

−1+ s2 ,−
1
2
,

√
3
(
1+ s2)

2(−1+ s2)

)
olarak elde ederiz. Buradan N =−B∗ olduğu kolayca görülür. Bu da ϕ’nin Mannheim

eşlenik eğrisi ϕ∗ olan bir Mannheim eğrisi olduğunu gösterir. Burada ϕ∗ asli normal

vektörü timelike olan spacelike bir genel helistir.

Şekil 3.1: Örnek 3.2’de verilen ϕ eğrisi ve bu eğriye ait olan Mannheim eşlenik eğ-
rilerinin grafikleri; kırmızı grafik ϕ spacelike eğrisi, mavi grafik asli normal vektörü
timelike olan spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olarak gösterilmiştir.
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Örnek 3.3 E3
1 Minkowski 3-uzayında eğrilikleri

κ1 =
1+ e

(−1+ e)(1− s2)
3
2
,

κ2 =
(1+ e)s

(−1+ e)(1− s2)
3
2

ve Frenet vektörleri

T (s) =


− scosh( 1

2 )√
1−s2 ,

sin(arctanh(s)csch( 1
2 ))+scos(arctanh(s)csch( 1

2 ))sinh( 1
2)√

1−s2 ,

−cos(arctanh(s)csch( 1
2 ))+ssin(arctanh(s)csch( 1

2 ))sinh( 1
2)√

1−s2

 ,

N(s) =


−−1+e

2
√

e ,

1
1+e(−1+ e)cos(arctanh(s)csch(1

2))(csch(1
2)+ sinh(1

2)),

1
1+e(−1+ e)sin(arctanh(s)csch(1

2))(csch(1
2)+ sinh(1

2))

 ,

B(s) =



cosh( 1
2 )√

1−s2 ,(
−(−1+ e)cos

(
2
√

earctan(s)
−1+e

)
−2

√
essin

(
2
√

earctan(s)
−1+e

))
/2
√

e− es2,

1
s
√

1−s2 ((−1+ s2)cos
(

2
√

earctan(s)
−1+e

)
+cos(arctanh(s)csch(1

2))

−ssin(arctanh(s)csch(1
2))sinh(1

2))


olarak verilen asli normal vektörü N spacelike olan

ϕ (s) =


√

1− s2 cosh(1
2),

−
√

1− s2 cos(arctanh(s)csch(1
2))sinh

(1
2

)
,

−
√

1− s2 sin(arctanh(s)csch(1
2))sinh

(1
2

)


spacelike rektifyen slant helis eğrisini ele alalım. Eğer Teorem (3.1) (ii)’de

ν1 = −s+

(
1+ e2)s2

(−1+ e)2√1− s2
−3s2

√
1− s2 −

(
1− s2) 3

2 ,

ν2 =
(1+ e)s
−1+ e

,

ν3 = −1+
(1+ e)2 s

(−1+ e)2√1− s2
−3s

√
1− s2
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olarak alınırsa ϕ∗ eğrisini

ϕ
∗ (s∗)=


(1+ e)s

(
−1+ s2 −2e

(
−2+ s2)+ e2 (−1+ s2))/((−1+ e)2√e),

− 1√
e

(
−1+ s2)((−1+ e)scos

(
2
√

earctan(s)
−1+e

)
+
√

esin
(

2
√

earctan(s)
1−e

))
,

− 1√
e

(
−1+ s2)((−1+ e)ssin

(
2
√

earctan(s)
−1+e

)
+
√

ecos
(

2
√

earctan(s)
−1+e

))


olarak elde ederiz. Buradan eğriliklerini

κ
∗
1 =

(−1+ e)2

2(−1+ s2)(1−3s2 + e2 (1−3s2)+ e(−4+6s2))
,

κ
∗
2 =

(
−1+ e4)

2(−1+ s2)(1+3s2 + e4 (1+3s2)+ e2 (4+6s2))

ve Frenet vektörlerini de

T ∗(s∗) =
(
−1− e
2
√

e
,
−1+ e
2
√

e
cos
(

2
√

earctan(s)
−1+ e

)
,
−1+ e
2
√

e
sin
(

2
√

earctan(s)
−1+ e

))
,

N∗(s∗) =
(

0,sin(
2
√

earctan(s)
−1+ e

),−cos(
2
√

earctan(s)
−1+ e

)

)
,

B∗(s∗)=
(
−sinh

(
1
2

)
,cos(

2
√

earctan(s)
−1+ e

)cosh
(

1
2

)
,sin(

2
√

earctan(s)
−1+ e

)cosh
(

1
2

))
olarak elde ederiz. Buradan N = B∗ olduğu görülebilir. Bu da ϕ’nin Mannheim eşlenik

eğrisi ϕ∗ olan bir Mannheim eğrisi olduğunu gösterir. Burada ϕ∗ asli normal vektörü

spacelike olan timelike bir genel helistir.
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Şekil 3.2: Örnek 3.3’te verilen ϕ eğrisi ve bu eğriye ait olan Mannheim eşlenik eğ-
risinin grafikleri; kırmızı grafik ϕ spacelike eğrisi, mavi grafik spacelike asli normal
vektöre sahip timelike Mannheim eşlenik eğrisi olarak gösterilmiştir.

Örnek 3.4 E3
1 Minkowski 3-uzayında eğrilikleri

κ1 =
−1+ e2

(1+ e2)(1+ s2)
3
2
,

κ2 =

(
−1+ e2)s

(1+ e2)(1+ s2)
3
2

ve Frenet vektörleri

T (s) =


−(−1+e2)s

2e
√

1+s2 ,

(1+e2)scos( 2earctan(s)
1+e2 )−2esin( 2earctan(s)

1+e2 )

2e
√

1+s2 ,

(1+e2)ssin( 2earctan(s)
1+e2 )+2ecos( 2earctan(s)

1+e2 )

2e
√

1+s2

 ,

N(s) =

1+ e2

2e
,−
(
−1+ e2)cos(2earctan(s)

1+e2 )

2e
,−
(
−1+ e2)sin(2earctan(s)

1+e2 )

2e

 ,
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B(s) =


1
e−e

2
√

1+s2 ,((
1+ e2)cos

(
2earctan(s)

1+e2

)
+2essin

(
2earctan(s)

1+e2

))
/2e

√
1+ s2,((

1+ e2)sin
(

2earctan(s)
1+e2

)
−2ecos

(
2earctan(s)

1+e2

))
/2e

√
1+ s2


olarak verilen asli normal vektörü N timelike olan

ϕ (s) =


√

1− s2 cosh(1
2),

−
√

1− s2 cos(arctanh(s)csch(1
2))sinh

(1
2

)
,

−
√

1− s2 sin(arctanh(s)csch(1
2))sinh

(1
2

)


spacelike rektifyen slant helis eğrisini ele alalım. Eğer Teorem (3.2)’de

ν1 = −s+

(
−1+ e2)2 s2

(1+ e2)
2√1+ s2

−3s2
√

1+ s2 +
(
1+ s2) 3

2 ,

ν2 =

(
−1+ e2)s

1+ e2 ,

ν3 = −1+

(
−1+ e2)2 s

(1+ e2)
2√1+ s2

−3s
√

1+ s2

olarak alınırsa ϕ∗ eğrisini

ϕ
∗ (s∗) =


1

e(1+e2)
2

(
−1+ e2)s

(
1+ s2 + e4 (1+ s2)+2e2 (2+ s2)) ,

−1
e

(
1+ s2)((1+ e2)scos

(
2earctan(s)

1+e2

)
+ esin

(
2earctan(s)

1+e2

))
,

−1
e

(
1+ s2)((1+ e2)ssin

(
2earctan(s)

1+e2

)
− ecos

(
2earctan(s)

1+e2

))


olarak elde ederiz. Buradan eğriliklerini

κ
∗
1 =

(
1+ e2)2

2(1+ s2)(1+3s2 + e4 (1+3s2)+ e2 (4+6s2))
,

κ
∗
2 =

(
−1+ e4)

2(1+ s2)(1+3s2 + e4 (1+3s2)+ e2 (4+6s2))

ve Frenet vektörlerini de

T ∗(s∗) =

(−1+ e2)

2e
,−

(1+ e2)cos(2earctan(s)
1+e2 )

2e
,−

(1+ e2)sin(2earctan(s)
1+e2 )

2e

 ,
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N∗(s∗) =
(

0,sin(
2earctan(s)

1+ e2 ),−cos(
2earctan(s)

1+ e2 )

)
,

B∗(s∗) =

−1+ e2

2e
,

(
−1+ e2)cos(2earctan(s)

1+e2 )

2e
,

(
−1+ e2)sin(2earctan(s)

1+e2 )

2e


olarak elde ederiz. Buradan N = −B∗ olduğu görülebilir. Bu da ϕ’nin Mannheim eş-

lenik eğrisi ϕ∗ olan bir Mannheim eğrisi olduğunu gösterir. Burada ϕ∗ asli normal

vektörü spacelike olan spacelike bir genel helistir.

Şekil 3.3: Örnek 3.4’te verilen ϕ eğrisi ve bu eğriye ait olan Mannheim eşlenik eğrisi-
nin grafikleri; kırmızı grafik asli normal vektörü timelike olan ϕ spacelike eğrisi, mavi
grafik spacelike asli normal vektöre sahip spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olarak
gösterilmiştir.
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4 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA TIMELIKE MANNHEIM EĞRİLER

Bu bölümde, E3
1 Minkowski 3-uzayında bir timelike eğri için literatürde yapılan işlem-

lerden farklı olan önceki bölümde anlatılan yeni yaklaşım kullanılarak Mannheim eğri

olma karakterizasyonlarını veren teorem ve sonuçlar ifade edilip örnekler grafikleriyle

birlikte verilecektir.

Kabul edelim ki E3
1’de ϕ : I ⊂ R −→ E3

1, Frenet çatısı {T (s),N(s),B(s)} ve sıfırdan

farklı eğrilikleri κ1(s),κ2(s) olan bir timelike Mannheim eğrisi olsun. Bu durumda

ϕ∗ : I∗ ⊂ R −→ E3
1, Frenet çatısı {T ∗(s∗),N∗(s∗),B∗(s∗)} ve κ∗

1 (s
∗),κ∗

2 (s
∗) eğrilik-

lerine sahip ϕ eğrisinin bir Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu yeni yaklaşıma göre

ν1(s),ν2(s) ve ν3(s), ϕ ve ϕ∗’ın causal karakterlerine bağlı olarak belirli şartları sağ-

layan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere, ϕ∗ eğrisi,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s)

olarak yazılabilir. Bu timelike ϕ eğrisinin asli normal vektörü N spacelike olduğunda

ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik eğrisi ϕ∗ için aşağıdaki durumlardan birisi mümkündür:

(i) ϕ∗ timelike asli normal vektöre sahip bir spacelike eğridir,

(ii) ϕ∗ spacelike asli normal vektöre sahip bir timelike eğridir,

Aşağıdaki teoremde olabilecek tüm bu durumlar ayrı ayrı ele alınmıştır.

Teorem 4.1. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ1, κ2 eğrilikleri sıfırdan ve birbirinden farklı

asli normal vektörü N spacelike olan birim hızlı bir timelike eğri olsun. Bu durumda

ϕ , Minkowski 3-uzayında yeni yaklaşıma göre bir Mannheim eğrisidir ancak ve ancak

aşağıdaki durumlardan birisi sağlanır:
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(i) |κ2|< |κ1| olmak üzere

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (4.1)

ν
′
3 +ν2κ2 ̸= 0, (4.2)(

1+ν
′
1 +ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2 (4.3)

eşitliklerini sağlayan ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır. Bu

durumda ϕ’nın Mannheim eşleniği olan ϕ∗ eğrisi de asli normali N∗ timelike olan

spacelike Mannheim eğridir.

(ii) |κ1|< |κ2| olmak üzere

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (4.4)

ν
′
3 +ν2κ2 ̸= 0, (4.5)(

1+ν
′
1 +ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2 (4.6)

eşitliklerini sağlayan ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır. Bu

durumda ϕ’nın Mannheim eşleniği olan ϕ∗ eğrisi de asli normali N∗ spacelike olan

timelike Mannheim eğridir.

İspat. (i) ϕ : I → E3
1, Minkowski 3-uzayında |κ2| < |κ1| olacak şekilde κ1,κ2 eğrilik-

leri sıfırdan farklı birim hızlı bir spacelike Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3
1 de ϕ’nin

spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (4.7)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

(4.7) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
T +

(
ν1κ1 +ν

′
2 −ν3κ2

)
N +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (4.8)

elde edilir. Elde edilen bu (4.8) denklemini N ile skalar çarparsak

ν1κ1 +ν
′
2 −ν3κ2 = 0 (4.9)
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elde edilir. (4.9) , (4.8) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (4.10)

bulunur. (4.10) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

(
f ′
)2

=−(1+ν
′
1 +ν2κ1)

2 +
(
ν
′
3 +ν2κ2

)2 (4.11)

elde edilir. Her taraf ( f ′)2’ne bölünürse,

1 =−
(

1+ν ′
1 +ν2κ1

f ′

)2

+

(
ν ′

3 +ν2κ2

f ′

)2

(4.12)

bulunur. Eğer

δ =
1+ν ′

1 +ν2κ1

f ′
ve γ =

ν ′
3 +ν2κ2

f ′
(4.13)

olarak gösterirsek (4.10) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (4.14)

buluruz. Bu (4.14) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

− f ′κ∗
1 N∗ = δ

′T +(δκ1 − γκ2)N + γ
′B (4.15)

buluruz. (4.15) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

δκ1 − γκ2 = 0 (4.16)

buluruz. δ ve γ’yı yerine yazarsak

(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2 (4.17)

elde ederiz. Burada ν ′
3 − ν2κ2 ̸= 0 dır. Aksi halde (4.10)’ten T ∗ile T lineer bağımlı

olur. T ∗ile T lineer bağımlı ise eğriler denk eğrilerdir ve paralel çatı vardır. Yani N∗ile

N ve B∗ile B paralel olur. Bu durumda N = B∗ ile çelişir. Yani eğri Mannheim olamaz.
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(4.17) eşitliğini (4.11) de kullanırsak |κ2|< |κ1| olduğu kolayca görülebilir.

Tersine, ϕ , κ1ve κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı, yay uzunluğu s ile parametrize edilen

birim hızlı bir spacelike eğri ve

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (4.18)

ν
′
3 +ν2κ2 ̸= 0, (4.19)(

1+ν
′
1 +ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2, (4.20)

|κ2| < |κ1| (4.21)

olacak şekilde ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Öyleyse

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (4.22)

şeklinde bir ϕ∗ eğrisi tanımlayabiliriz.

(4.22)’un s’ye göre türevini alırsak

dϕ∗

ds
=
(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (4.23)

buluruz. Bu eşitlik yardımıyla

f ′ =

√〈
dϕ∗

ds
,
dϕ∗

ds

〉
=

m1
(
ν ′

3 +ν2κ2
)√

κ2
1 −κ2

2

κ1
(4.24)

buluruz. Burada m1 = sgn
(
ν ′

3 +ν2κ2
)

dir.

(4.23)’u tekrar yazarsak,

T ∗ =
m1√

κ2
1 −κ2

2

(κ2T +κ1B) , g(T ∗,T ∗) = 1 (4.25)

buluruz.

λ1 =
m1κ2√
κ2

1 −κ2
2

ve λ2 =
m1κ1√
κ2

1 −κ2
2

(4.26)

alırsak (4.25)’yi

T ∗ = λ1T +λ2B (4.27)
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şeklinde yazabiliriz.

(4.27)’ün s’ye göre türevini alırsak

dT ∗

ds∗
=

λ ′
1

f ′
T +

λ ′
2

f ′
B (4.28)

buluruz ki bu da,

κ
∗
1 =

∥∥∥∥dT ∗

ds∗

∥∥∥∥=
√(

λ ′
1
)2 −

(
λ ′

2
)2

f ′
=

m2 (κ1κ ′
2 −κ2κ ′

1)

f ′
(
κ2

1 −κ2
2
) =

m2κ2
1

(
κ2
κ1

)′
f ′
(
κ2

1 −κ2
2
) (4.29)

olduğunu gösterir. Burada m2 = sgn(κ2κ ′
1 −κ1κ ′

2)’dir. Şimdi N∗’ı

N∗ =
−m1m2√
κ2

1 −κ2
2

(κ1T +κ2B) , g(N∗,N∗) =−1 (4.30)

bulabiliriz. Buradan

B∗ = T ∗×N∗ =−m2N, g(B∗,B∗) = 1 (4.31)

dir. Son olarak

κ
∗
2 =−g

(
dB∗

ds
,N∗
)
=

m1

√
κ2

1 −κ2
2

f ′
̸= 0 (4.32)

dır. Bu durumda ϕ∗, ϕ’nın Mannheim eşlenik eğrisidir. Bu yüzden ϕ , bir Mannheim

eğrisidir. Eğer Teorem (4.1) (i)’de ν1 = ν3 = 0 alınırsa ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisinin

literatürdeki klasik Mannheim eğrisi sonucunu elde ederiz.

(ii) ϕ : I →E3
1, Minkowski 3-uzayında |κ1|< |κ2| olacak şekilde κ1,κ2 eğrilikleri sıfır-

dan farklı birim hızlı bir spacelike Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3
1 de ϕ’nın spacelike

Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (4.33)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

(4.33) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
T +

(
ν1κ1 +ν

′
2 −ν3κ2

)
N +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (4.34)
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elde edilir. Elde edilen bu (4.34) denklemini N ile skalar çarparsak

ν1κ1 +ν
′
2 −ν3κ2 = 0 (4.35)

elde edilir. (4.35) , (4.34) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (4.36)

bulunur. (4.36) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

−
(

f ′
)2

=−(1+ν
′
1 +ν2κ1)

2 +
(
ν
′
3 +ν2κ2

)2 (4.37)

elde edilir. Her taraf ( f ′)2’ne bölünürse,

−1 =

(
1+ν ′

1 +ν2κ1

f ′

)2

−
(

ν ′
3 +ν2κ2

f ′

)2

(4.38)

bulunur. Eğer

δ =
1+ν ′

1 +ν2κ1

f ′
ve γ =

ν ′
3 + vκ2

f ′
(4.39)

olarak gösterirsek (4.36) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (4.40)

buluruz. Bu (4.40) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet denklemlerini kullanırsak,

f ′κ∗
1 N∗ = δ

′T +(δκ1 − γκ2)N + γ
′B (4.41)

buluruz. (4.41) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

δκ1 − γκ2 = 0 (4.42)

buluruz. δ ve γ’yı yerine yazarsak

(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2 (4.43)
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elde ederiz. Burada ν ′
3 + ν2κ2 ̸= 0 dır. Aksi halde (4.36)’ten T ∗ ile T lineer bağımlı

olur. T ∗ ile T lineer bağımlı ise eğriler denk eğrilerdir ve paralel çatı vardır. Yani N∗ ile

N ve B∗ ile B paralel olur. Bu durumda N = B∗ ile çelişir. Yani eğri Mannheim olamaz.

(4.43) eşitliğini (4.37) de kullanırsak |κ1|< |κ2| olduğu kolayca görülebilir.

Tersine, ϕ , κ1 ve κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı, yay uzunluğu s ile parametrize

edilen birim hızlı bir spacelike eğri ve

ν1κ1 +ν
′
2 = ν3κ2, (4.44)

ν
′
3 +ν2κ2 ̸= 0, (4.45)(

1+ν
′
1 +ν2κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
κ2, (4.46)

|κ1| < |κ2| (4.47)

olacak şekilde ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Öyleyse

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (4.48)

şeklinde bir ϕ∗ eğrisi tanımlayabiliriz.

(4.48)’un s’ye göre türevini alırsak

dϕ∗

ds
=
(
1+ν

′
1 +ν2κ1

)
T +

(
ν
′
3 +ν2κ2

)
B (4.49)

buluruz. Bu eşitlik yardımıyla

f ′ =

√〈
dϕ∗

ds
,
dϕ∗

ds

〉
=

m1
(
ν ′

3 +ν2κ2
)√

κ2
2 −κ2

1

κ1
(4.50)

buluruz. Burada m1 = sgn
(
ν ′

3 +ν2κ2
)

dir.

(4.49)’u tekrar yazarsak,

T ∗ =
m1√

κ2
2 −κ2

1

(κ2T +κ1B) , g(T ∗,T ∗) =−1 (4.51)
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buluruz.

λ1 =
m1κ2√
κ2

2 −κ2
1

ve λ2 =
m1κ1√
κ2

2 −κ2
1

(4.52)

alırsak (4.51)’yi

T ∗ = λ1T +λ2B (4.53)

şeklinde yazabiliriz.

(4.53)’ün s’ye göre türevini alırsak

dT ∗

ds∗
=

λ ′
1

f ′
T +

λ ′
2

f ′
B (4.54)

buluruz ki bu da,

κ
∗
1 =

∥∥∥∥dT ∗

ds∗

∥∥∥∥=
√(

λ ′
1
)2 −

(
λ ′

2
)2

f ′
=

−m2 (κ
′
2κ1 −κ2κ ′

1)

f ′
(
κ2

2 −κ2
1
) =

−m2κ2
1

(
κ2
κ1

)′
f ′
(
κ2

2 −κ2
1
) (4.55)

olduğunu gösterir. Burada m2 = sgn
(

κ ′
2κ1−κ2κ ′

1
κ2

2−κ2
1

)
’dir. Şimdi N∗’ı

N∗ =
m1m2√
κ2

2 −κ2
1

(κ1T +κ2B) , g(N∗,N∗) = 1 (4.56)

bulabiliriz. Buradan

B∗ = T ∗×N∗ =−m2N, g(B∗,B∗) = 1 (4.57)

dir. Son olarak

κ
∗
2 =−g

(
dB∗

ds
,N∗
)
=

m1

√
κ2

2 −κ2
1

f ′
̸= 0 (4.58)

dır. Bu durumda ϕ∗, ϕ’nın Mannheim eşlenik eğrisidir. Bu yüzden ϕ , bir Mannheim

eğrisidir. Eğer Teorem (4.1) (i)’de ν1 = ν3 = 0 alınırsa ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisinin

literatürdeki klasik Mannheim eğrisi sonucunu elde ederiz.

Sonuç 4.1 ϕ : I ⊂ R → E3
1, κ1, κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı bir null olmayan genel

helis olsun. O halde ϕ , E3
1’de bir Mannheim eşlenik eğrisine sahip değildir.

İspat.ϕ : I ⊂R→ E3
1, κ1, κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı bir genel helis olsun. O halde κ2

κ1

oranı sabittir. Bu da (3.29), (3.55), (3.83), (4.29) ve (4.55)’deki κ∗
1 = 0 olduğunu ifade
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eder. O halde ϕ∗ bir doğrudur.

4.1. Örnekler

Örnek 4.1. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ1, κ2 eğrilikleri sıfırdan ve birbirinden farklı

asli normal vektörü N spacelike olan birim hızlı bir timelike eğri olsun. Bu durumda

Teorem (4.1)’in koşulları sağlanır. Kabul edelim ki ν2 = v0 ∈ R olsun. Bu durumda

ν1κ1 = ν3κ2, (4.59)

ν
′
3 +ν0κ2 ̸= 0, (4.60)(

1+ν
′
1 +ν0κ1

)
κ1 =

(
ν
′
3 +ν0κ2

)
κ2 (4.61)

yazılabilir. Böylece

ν3 =
v0
(
κ2

2 −κ2
1
)
−κ1

κ1

(
κ2
κ1

)′ ve ν1 =
κ2
(
v0
(
κ2

2 −κ2
1
)
−κ1

)
κ2

1

(
κ2
κ1

)′
elde edilir. Bu eşitlikler kullanılarak ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisi

ϕ
∗ = ϕ +

κ2
(
v0
(
κ2

2 −κ2
1
)
−κ1

)
κ2

1

(
κ2
κ1

)′ T + v0N +
v0
(
κ2

2 −κ2
1
)
−κ1

κ1

(
κ2
κ1

)′ B

olarak elde edilir. Burada ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisi, |κ1| < |κ2| veya |κ1| > |κ2|

olması durumunda sırasıyla timelike veya spacelike eğridir.

Örnek 4.2. E3
1 Minkowski 3-uzayında eğrilikleri

κ1 =

√
3

(1− s2)
3
2
,

κ2 =

√
3s

(1− s2)
3
2

ve Frenet vektörleri

T (s) =

(
1

(1− s2)
3
2
,

√
3

2(1− s2)
3
2
,

3
(
1+ s2)

2(1− s2)
3
2

)
,
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N(s) =

( √
3

1− s2 ,
1
2
,
−
√

3
(
1+ s2)

2(−1+ s2)

)
,

B(s) =

(
−s3

(1− s2)
3
2
,

−3
2
√

3−3s2
,

1−3s2

2(1− s2)
3
2

)
olarak verilen asli normal vektörü N spacelike olan

ϕ (s) =


√

1− s2 cosh(1
2),

−
√

1− s2 cos(arctanh(s)csch(1
2))sinh

(1
2

)
,

−
√

1− s2 sin(arctanh(s)csch(1
2))sinh

(1
2

)


timelike rektifyen slant helis eğrisini ele alalım. Eğer Teorem (4.1) (i)’de

ν1 =
−1−4s2 +2s4 − s

√
1− s2

√
1− s2

,

ν2 =
√

3s,

ν3 = −6s−3s3 +
√

1− s2
√

1− s2

olarak alınırsa ϕ∗ eğrisini

ϕ
∗ (s∗) =

(
−1−3s2,−

√
3s(−3+ s2),−s(3+ s2)

)
olarak elde ederiz. Buradan eğriliklerini

κ
∗
1 =

1

6(−1+ s2)
2 ,

κ
∗
2 =

1

2
√

3(−1+ s2)
2

ve Frenet vektörlerini de

T ∗(s∗) =

(
−s

−1+ s2 ,
−
√

3
2

,
1+ s2

2−2s2

)
,

N∗(s∗) =
(

1+ s2

1− s2 ,0,−
2s

−1+ s2

)
,

B∗(s∗) =

(
−

√
3

1− s2 ,−
1
2
,

√
3
(
1+ s2)

2(−1+ s2)

)
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olarak elde ederiz. Buradan N = −B∗ olduğu görülebilir. Bu da ϕ’nin Mannheim eş-

lenik eğrisi ϕ∗ olan bir Mannheim eğrisi olduğunu gösterir. Burada ϕ∗ asli normal

vektörü timelike olan spacelike bir genel helistir.

Şekil 4.1: Örnek 4.2’de verilen ϕ eğrisi ve bu eğriye ait olan Mannheim eşlenik eğ-
rilerinin grafikleri; kırmızı grafik asli normal vektörü spacelike olan ϕ timelike eğrisi,
mavi grafik asli normal vektörü timelike olan spacelike Mannheim eşlenik eğrisi ola-
rak gösterilmiştir.

Örnek 4.3. E3
1 Minkowski 3-uzayında eğrilikleri

κ1 = 15sinh(17s),

κ2 = 15cosh(17s)

ve Frenet vektörleri

T (s) =


1

16(25cosh(9s)+9cosh(25s)),
1

16(−25sinh(9s)+9sinh(25s)),
15
8 cosh(17s)

 ,

N(s) =


15
8 cosh(8s),

15
4 (cosh(s)+ cosh(3s)+ cosh(5s)+ cosh(7s))sinh(s),

17
8

 ,
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B(s) =


1

16(−25sinh(9s)−9sinh(25s),
1
16(25cosh(9s)−9cosh(25s)),

−15
8 sinh(17s)


olarak verilen asli normal vektörü N spacelike olan

ϕ (s) =


25
144 sinh(9s)+ 9

400 sinh(25s),

− 25
144 cosh(9s)+ 9

400 cosh(25s),
15
136 sinh(17s)


timelike slant helis eğrisini ele alalım. Eğer Teorem (4.1) (ii)’de

ν1 =
1

17
cosh(17s)(−15+ sinh(17s))

ν2 = 1

ν3 =
1

17
sinh(17s)(−15+ sinh(17s))

olarak alınırsa ϕ∗ eğrisini

ϕ
∗ (s∗) =



17
1800(25sinh(9s)+9sinh(25s)),

17
225 cosh3(s)(−226+444cosh(2s)−420cosh(4s)

+380cosh(6s)−324cosh(8s)+252cosh(10s)

−189cosh(12s)+135cosh(14s)−90cosh(16s)

+54cosh(18s)−27cosh(20s)+9cosh(22s)),
1

68(32+15sinh(17s))


olarak elde ederiz. Buradan eğriliklerini

κ
∗
1 = 17sech(17s)

κ
∗
2 =

15
2

sech(17s)
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ve Frenet vektörlerini de

T ∗(s∗) =


17
8 cosh(8s),

17
4 (−sinh(s)+ sinh(3s)− sinh(5s)+ sinh(7s))cosh(s),

15
8

 ,

N∗(s∗) = (sinh(8s),cosh(8s),0) ,

B∗(s∗) =
(
−15

8
cosh(8s),−15

8
sinh(8s),−17

8

)
olarak elde ederiz. Buradan N = −B∗ olduğu görülebilir. Bu da ϕ’nin Mannheim eş-

lenik eğrisi ϕ∗ olan bir Mannheim eğrisi olduğunu gösterir. Burada ϕ∗ asli normal

vektörü spacelike olan timelike bir genel helistir.

Şekil 4.2: Örnek 4.3’te verilen ϕ eğrisi ve bu eğriye ait olan Mannheim eşlenik eğrile-
rinin grafikleri; kırmızı grafik asli normal vektörü spacelike olan ϕ eğrisi, mavi grafik
asli normal vektörü spacelike olan timelike Mannheim eşlenik eğrisi olarak gösteril-
miştir.
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5 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA CARTAN NULL VE PSEUDO NULL

MANNHEIM EĞRİLER

E3
1 Minkowski 3-uzayında null Mannheim eğriler 2014 yılında Grbovic, İlarslan ve Ne-

sovic tarafından çalışılmış ve bu uzayda null Mannheim eğrilerin olmadığını, sadece

pseudo null Mannheim eğrilerin varlığından söz edilebileceğini ortaya koymuşlardır

([12]). Ayrıca pseudo null Mannheim eğrilerin, eğri çifti pseudo null doğru olan, pse-

udo null doğru ve pseudo null çember olduğunu göstermişlerdir.

Bu bölümde, E3
1 Minkowski 3-uzayında Cartan null ve pseudo null eğriler için ön-

ceki bölümlerde uygulanan yeni yaklaşım kullanılarak Mannheim eğri olma karakte-

rizasyonlarını veren teorem ve sonuçlar ifade edilip literatürde olmayan yeni örnekler

grafikleriyle birlikte verilecektir.

5.1. Cartan Null Mannheim Eğri

Kabul edelim ki, E3
1 Minkowski 3-uzayında ϕ : I ⊂R−→E3

1, Frenet çatısı{T (s),N(s),B(s)}

ve κ1(s) = 1,κ2(s) sıfırdan farklı eğrilikleri olan bir Cartan null Mannheim eğrisi

ve ϕ∗ : I∗ ⊂ R −→ E3
1, Frenet çatısı {T ∗(s∗),N∗(s∗),B∗(s∗)} ve κ∗

1 (s
∗),κ∗

2 (s
∗) eğri-

liklerine sahip ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu yeni yaklaşıma göre

ν1(s),ν2(s) ve ν3(s), ϕ ve ϕ∗’ın causal karakterlerine bağlı olarak belirli şartları sağ-

layan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere, ϕ∗ eğrisi,

ϕ
∗ (s∗) = ϕ

∗ ( f (s)) = ϕ (s)+ν1 (s)T (s)+ν2 (s)N (s)+ν3 (s)B(s) .

Bu Cartan null ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik eğrisi, ϕ∗ için aşağıdaki durumlardan

birisi mümkündür:

(i) ϕ∗ timelike asli normal vektöre sahip bir spacelike eğridir,

(ii) ϕ∗ spacelike asli normal vektöre sahip bir timelike eğridir.

Aşağıdaki teoremde olabilecek tüm bu durumlar ayrı ayrı incelenecektir.
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Teorem 5.1. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ2 eğriliği sıfırdan farklı birim hızlı bir Cartan-

null eğri olsun. Bu durumda ϕ , Minkowski 3-uzayında yeni yaklaşıma göre bir Mann-

heim eğrisidir ancak ve ancak aşağıdaki durumlardan birisi sağlanır:

(i) 0 < κ2 olmak üzere

ν1 +ν
′
2 = ν3κ2, (5.1)

1+ν
′
1 +ν2κ2 =

(
ν
′
3 −ν2

)
κ2, (5.2)

1+ν
′
1 +ν2κ2 ̸= 0, (5.3)

ν
′
3 −ν2 ̸= 0 (5.4)

eşitliklerini sağlayan ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır. Bu

durumda ϕ’nın Mannheim eşleniği olan ϕ∗ eğrisi de asli normali N∗ timelike olan

spacelike Mannheim eğridir.

(ii) κ2 < 0 olmak üzere

ν1 +ν
′
2 = ν3κ2, (5.5)

1+ν
′
1 +ν2κ2 =

(
ν
′
3 −ν2

)
κ2, (5.6)

1+ν
′
1 +ν2κ2 ̸= 0, (5.7)

ν
′
3 −ν2 ̸= 0 (5.8)

eşitliklerini sağlayan ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonları vardır. Bu

durumda ϕ’nın Mannheim eşleniği olan ϕ∗ eğrisi de asli normali N∗ spacelike olan

timelike Mannheim eğridir.

İspat. (i) ϕ : I → E3
1, Minkowski 3-uzayında 0 < κ2 olacak şekilde birim hızlı bir

Cartan-null Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3
1 de ϕ’nın asli normali N∗ timelike olan

spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (5.9)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.
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(5.9) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ2

)
T +

(
ν1 +ν

′
2 −ν3κ2

)
N +

(
ν
′
3 −ν2

)
B (5.10)

elde edilir. Elde edilen bu (5.10) denklemini N ile skalar çarparsak

ν1 +ν
′
2 −ν3κ2 = 0 (5.11)

elde edilir. (5.11) , (5.10) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ2

)
T +

(
ν
′
3 −ν2

)
B (5.12)

bulunur. (5.12) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

(
f ′
)2

= 2(1+ν
′
1 +ν2κ2)

(
ν
′
3 −ν2

)
(5.13)

elde edilir. Her taraf ( f ′)2’ne bölünürse,

1 = 2
(

1+ν ′
1 +ν2κ2

f ′

)(
ν ′

3 −ν2

f ′

)
(5.14)

bulunur. Eğer

δ =
1+ν ′

1 +ν2κ2

f ′
ve γ =

ν ′
3 −ν2

f ′
(5.15)

olarak gösterirsek (5.12) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (5.16)

buluruz. Bu (5.16) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

− f ′κ∗
1 N∗ = δ

′T +(δ − γκ2)N + γ
′B (5.17)

buluruz. (5.17) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

δ − γκ2 = 0 (5.18)
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buluruz. δ ve γ’yı yerine yazarsak

1+ν
′
1 +ν2κ2 =

(
ν
′
3 −ν2

)
κ2 (5.19)

elde ederiz. Burada ν ′
3 −ν2 ̸= 0 dır. Aksi halde (5.12)’ten T ∗ile T lineer bağımlı olur.

T ∗ile T lineer bağımlı ise eğriler denk eğrilerdir ve paralel çatı vardır. Yani N∗ile N

ve B∗ile B paralel olur. Bu durumda N = B∗ ile çelişir. Yani eğri Mannheim olamaz.

Ayrıca 1+ν ′
1 +ν2κ2 ̸= 0 dır. Aksi halde (5.12)’den T ∗ =

(
ν ′

3−ν2
f ′

)
B olur. Her tarafı N

ile çarparsak 1 = 0 çıkar. Bu da bir çelişkidir.

Tersine, ϕ , κ2 eğriliği sıfırdan farklı, yay uzunluğu s ile parametrize edilen birim

hızlı bir Cartan-null eğri ve

ν1 +ν
′
2 = ν3κ2, (5.20)

1+ν
′
1 +ν2κ2 =

(
ν
′
3 −ν2

)
κ2, (5.21)

1+ν
′
1 +ν2κ2 ̸= 0, (5.22)

ν
′
3 −ν2 ̸= 0 (5.23)

olacak şekilde ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Öyleyse

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (5.24)

şeklinde bir ϕ∗ eğrisi tanımlayabiliriz.

(5.24)’ün s’ye göre türevini alırsak

dϕ∗

ds
=
(
1+ν

′
1 +ν1κ2

)
T +

(
ν
′
3 −ν2

)
B (5.25)

buluruz. Bu eşitlik yardımıyla

f ′ =

√〈
dϕ∗

ds
,
dϕ∗

ds

〉
= m1

(
ν
′
3 −ν2

)√
2κ2 (5.26)

buluruz. Burada m1 = sgn
(
ν ′

3 −ν2
)

dir.
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(5.25)’i tekrar yazarsak,

T ∗ =
m1√
2κ2

(κ2T +B) , g(T ∗,T ∗) = 1 (5.27)

buluruz.

λ1 =
m1κ2√

2κ2
ve λ2 =

m1√
2κ2

(5.28)

alırsak (5.27)’yi

T ∗ = λ1T +λ2B (5.29)

şeklinde yazabiliriz.

(5.29)’ün s’ye göre türevini alırsak

dT ∗

ds∗
=

λ ′
1

f ′
T +

λ ′
2

f ′
B (5.30)

buluruz ki bu da,

κ
∗
1 =

∥∥∥∥dT ∗

ds∗

∥∥∥∥=
√

2λ ′
1λ ′

2
f ′

=
m2κ ′

2
f ′2κ2

̸= 0 (5.31)

olduğunu gösterir. Burada m2 = sgn
(

κ ′
2

κ2

)
’dir. Şimdi N∗’ı

N∗ =
−m1m2√

2κ2
(κ2T −B) , g(N∗,N∗) =−1 (5.32)

bulabiliriz. Buradan

B∗ = T ∗×N∗ =−m2N, g(B∗,B∗) = 1 (5.33)

dir. Son olarak

κ
∗
2 =−g

(
dB∗

ds
,N∗
)
=

m1
√

2κ2

f ′
̸= 0 (5.34)

dır. Burada 0 < κ2 dır. Bu durumda ϕ∗, ϕ’nın Mannheim eşlenik eğrisidir. Bu yüzden

ϕ , bir Mannheim eğrisidir. Eğer Teorem (5.1) (i)’de ν1 = ν3 = 0 alınırsa ϕ∗ Mannheim

eşlenik eğrisinin literatürdeki klasik Mannheim eğrisi sonucunu elde ederiz.

(ii) ϕ : I → E3
1, Minkowski 3-uzayında κ2 < 0 olacak şekilde birim hızlı bir Cartan-

null Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3
1 de ϕ’nın asli normali N∗ spacelike olan timelike
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Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (5.35)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

(5.61) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ2

)
T +

(
ν1 +ν

′
2 −ν3κ2

)
N +

(
ν
′
3 −ν2

)
B (5.36)

elde edilir. Elde edilen bu (5.62) denklemini N ile skalar çarparsak

ν1 +ν
′
2 −ν3κ2 = 0 (5.37)

elde edilir. (5.72) , (5.62) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 +ν2κ2

)
T +

(
ν
′
3 −ν2

)
B (5.38)

bulunur. (5.64) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

−
(

f ′
)2

= 2(1+ν
′
1 +ν2κ2)

(
ν
′
3 −ν2

)
(5.39)

elde edilir. Her taraf ( f ′)2’ne bölünürse,

−1 = 2
(

1+ν ′
1 +ν2κ2

f ′

)(
ν ′

3 −ν2

f ′

)
(5.40)

bulunur. Eğer

δ =
1+ν ′

1 +ν2κ2

f ′
ve γ =

ν ′
3 −ν2

f ′
(5.41)

olarak gösterirsek (5.64) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (5.42)

buluruz. Bu (5.67) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet denklemlerini kullanırsak,

f ′κ∗
1 N∗ = δ

′T +(δκ1 − γκ2)N + γ
′B (5.43)
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buluruz. (5.68) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

δ − γκ2 = 0 (5.44)

buluruz. δ ve γ’yı yerine yazarsak

1+ν
′
1 +ν2κ2 =

(
ν
′
3 −ν2

)
κ2 (5.45)

elde ederiz. ν ′
3 −ν2 ̸= 0 dır. Aksi halde (5.64)’ten T ∗ile T lineer bağımlı olur. T ∗ile T

lineer bağımlı ise eğriler denk eğrilerdir ve paralel çatı vardır. Yani N∗ile N ve B∗ile

B paralel olur. Bu durumda N = B∗ ile çelişir. Yani eğri Mannheim olamaz. Ayrıca

1+ ν ′
1 + ν2κ2 ̸= 0 dır. Aksi halde (5.64) den T ∗ =

(
ν ′

3−ν2
f ′

)
B olur. Her tarafı N ile

çarparsak 1 = 0 çıkar. Bu da bir çelişkidir.

Tersine, ϕ , κ2 eğriliği sıfırdan farklı, yay uzunluğu s ile parametrize edilen birim

hızlı bir Cartan-null eğri ve

ν1 +ν
′
2 = ν3κ2, (5.46)

1+ν
′
1 +ν2κ2 =

(
ν
′
3 −ν2

)
κ2, (5.47)

1+ν
′
1 +ν2κ2 ̸= 0, (5.48)

ν
′
3 −ν2 ̸= 0 (5.49)

olacak şekilde ν1(s),ν2(s),ν3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Öyleyse

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (5.50)

şeklinde bir ϕ∗ eğrisi tanımlayabiliriz.

(5.50)’un s’ye göre türevini alırsak

dϕ∗

ds
=
(
1+ν

′
1 +ν2κ2

)
T +

(
ν
′
3 −ν2

)
B (5.51)

buluruz. Bu eşitlik yardımıyla

f ′ =

√〈
dϕ∗

ds
,
dϕ∗

ds

〉
= m1

(
ν
′
3 −ν2

)√
−2κ2 (5.52)
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buluruz. Burada m1 = sgn
(
ν ′

3 −ν2
)

dir.

(5.51)’u tekrar yazarsak,

T ∗ =
m1√
−2κ2

(κ2T +B) , g(T ∗,T ∗) =−1 (5.53)

buluruz.

λ1 =
m1κ2√
−2κ2

ve λ2 =
m1√
−2κ2

(5.54)

alırsak (5.53)’yi

T ∗ = λ1T +λ2B (5.55)

şeklinde yazabiliriz.

(5.55)’ün s’ye göre türevini alırsak

dT ∗

ds∗
=

λ ′
1

f ′
T +

λ ′
2

f ′
B (5.56)

buluruz ki bu da,

κ
∗
1 =

∥∥∥∥dT ∗

ds∗

∥∥∥∥=
√

2λ ′
1λ ′

2
f ′

=
m2κ ′

2
f ′ (−2κ2)

̸= 0 (5.57)

olduğunu gösterir. Burada m2 = sgn
(

κ ′
2

κ2

)
’dir. Şimdi N∗’ı

N∗ =
−m1m2√
−2κ2

(κ2T −B) , g(N∗,N∗) = 1 (5.58)

bulabiliriz. Buradan

B∗ = T ∗×N∗ = m2N, g(B∗,B∗) = 1 (5.59)

dir. Son olarak

κ
∗
2 =−g

(
dB∗

ds
,N∗
)
=

m1
√
−2κ2

f ′
̸= 0 (5.60)

dır. Burada 0 > κ2 dır. Bu durumda ϕ∗, ϕ’nın Mannheim eşlenik eğrisidir. Bu yüzden

ϕ , bir Mannheim eğrisidir. Eğer Teorem (5.1) (ii)’de ν1 = ν3 = 0 alınırsa ϕ∗ Mannheim

eşlenik eğrisinin literatürdeki klasik Mannheim eğrisi sonucunu elde ederiz.

Sonuç 5.1 ϕ : I ⊂R→ E3
1, Frenet çatısı {T,N,B} olan bir Cartan null Mannheim eğri
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olsun. Eğer ϕ eğrisinin κ2 eğriliği c1√
c2s+c3

şeklinde ise ϕ∗ spacelike Mannheim eşlenik

eğrisi bir genel helis eğrisidir. Burada c1,c2 ∈ R0 ve c3 ∈ R.

Sonuç 5.2 ϕ : I ⊂R→ E3
1, Frenet çatısı {T,N,B} olan bir Cartan null Mannheim eğri

olsun. Eğer ϕ eğrisinin 2. eğriliği κ2 sabit ise ϕ∗ spacelike Mannheim eşlenik eğrisi

bir doğrudur.

5.2. Pseudo Null Mannheim Eğri

Kabul edelim ki, E3
1 Minkowski 3-uzayında ϕ : I ⊂R−→E3

1, Frenet çatısı{T (s),N(s),B(s)}

ve κ1(s) = 1,κ2(s) sıfırdan farklı eğrilikleri olan bir pseudo null Mannheim eğrisi

ve ϕ∗ : I∗ ⊂ R −→ E3
1, Frenet çatısı {T ∗(s∗),N∗(s∗),B∗(s∗)} ve κ∗

1 (s
∗),κ∗

2 (s
∗) eğri-

liklerine sahip ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu yeni yaklaşıma göre

ν1(s),ν2(s) ve ν3(s), ϕ ve ϕ∗’ın causal karakterlerine bağlı olarak belirli şartları sağ-

layan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere, ϕ∗ eğrisi,

ϕ
∗ (s∗) = ϕ

∗ ( f (s)) = ϕ (s)+ν1 (s)T (s)+ν2 (s)N (s)+ν3 (s)B(s) .

Bu pseudo null ϕ eğrisinin Mannheim eşlenik eğrisi, ϕ∗ için aşağıdaki durumlardan

birisi mümkündür:

(i) ϕ∗ bir pseudo null eğridir,

(ii) ϕ∗ bir Cartan null eğridir.

Aşağıdaki teoremde olabilecek tüm bu durumlar ayrı ayrı incelenecektir.

Teorem 5.2. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ2 eğriliği sıfırdan farklı birim hızlı bir pseudo

null eğri olsun. Bu durumda ϕ eğrisinin Minkowski 3-uzayında yeni yaklaşıma göre

pseudo null Mannheim eşlenik eğrisi yoktur.

İspat. ϕ : I → E3
1, Minkowski 3-uzayında pseudo null Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3

1

de ϕ’nın psuedo null Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (5.61)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.
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(5.61) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν3

)
T +

(
ν1 +ν

′
2 +ν2κ2

)
N +

(
ν
′
3 −ν3κ2

)
B (5.62)

elde edilir. Elde edilen bu (5.62) denklemini N ile skalar çarparsak

ν
′
3 −ν3κ2 = 0 (5.63)

elde edilir. (5.72) , (5.62) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν3

)
T +

(
ν1 +ν

′
2 +ν2κ2

)
N (5.64)

bulunur. (5.64) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

(
f ′
)2

=
(
1+ν

′
1 −ν3

)2 (5.65)

elde edilir. Eğer

δ =
1+ν ′

1 −ν3

f ′
ve γ =

ν1 +ν ′
2 +ν2κ2

f ′
(5.66)

olarak gösterirsek (5.64) eşitliğinden

T ∗ = δT + γB (5.67)

buluruz. Burada (5.65)’den δ =−1 veya δ = 1 dir. (5.67) eşitliğinin s’ye göre türevini

alıp Frenet denklemlerini kullanırsak,

T ∗′ =

(
δ + γ ′+ γκ2

f ′

)
N (5.68)

buluruz. (5.68) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

g(N,N) = 1 (5.69)

buluruz. Bu durum g(N,N) = 0 ile çelişir. Yani ϕ∗ eğrisi pseudo null olamaz.

Teorem 5.3. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ2 eğriliği sıfırdan farklı birim hızlı bir pseudo
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null eğri olsun. Bu durumda ϕ eğrisinin Minkowski 3-uzayında yeni yaklaşıma göre

Cartan null Mannheim eşlenik eğrisi olması için gerek ve yeter şart κ2 = 0 olmasıdır.

Bu durumda Mannheim eşlenik eğrisi bir null kubik eğridir(Yani κ∗
2 = 0 dır).

İspat. ϕ : I → E3
1, Minkowski 3-uzayında pseudo null Mannheim eğri ve ϕ∗ : I∗ → E3

1

de ϕ’nın Cartan null Mannheim eşlenik eğrisi olsun. Bu durumda ϕ∗,

ϕ
∗(s∗) = ϕ

∗( f (s)) = ϕ(s)+ν1(s)T (s)+ν2(s)N(s)+ν3(s)B(s) (5.70)

olarak yazılabilir. Burada ν1(s),ν2(s),ν3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

(5.70) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet eşitliklerini kullanırsak,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν3

)
T +

(
ν1 +ν

′
2 +ν2κ2

)
N +

(
ν
′
3 −ν3κ2

)
B (5.71)

elde edilir. Elde edilen bu (5.62) denklemini N ile skalar çarparsak

f ′ = ν
′
3 −ν3κ2 (5.72)

elde edilir. (5.72) , (5.71) de yerine yazılırsa,

T ∗ f ′ =
(
1+ν

′
1 −ν3

)
T +

(
ν1 +ν

′
2 +ν2κ2

)
N + f ′B (5.73)

bulunur. (5.73) denklemini kendisiyle skalar çarparsak,

f ′ =−
(1+ν ′

1 −ν3)
2

2(ν1 +ν ′
2 +ν2κ2)

(5.74)

elde edilir. Eğer

δ =
1+ν ′

1 −ν3

f ′
ve γ =

ν1 +ν ′
2 +ν2κ2

f ′
(5.75)

olarak gösterirsek (5.73) eşitliğinden

T ∗ = δT + γN +B (5.76)
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buluruz. (5.76) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet denklemlerini kullanırsak,

T ∗′ f ′ =
(
δ
′−1

)
T +

(
δ + γ

′+ γκ2
)

N −κ2B (5.77)

buluruz. (5.77) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

κ2 = 0 (5.78)

buluruz. (5.78)eşitliği, (5.72) ve (5.73)’de yerine yazılırsa,

T ∗ =

(
1+ν ′

1 −ν3

ν ′
3

)
T +

(
ν1 +ν ′

2
ν ′

3

)
N +B (5.79)

dir. Her tarafın türevi alınırsa

N∗ =

(
δ ′−1

ν ′
3

)
T +

(
δ + γ ′

ν ′
3

)
N (5.80)

buluruz. Eğer

σ =
δ ′−1

ν ′
3

ve ψ =
δ + γ ′

ν ′
3

(5.81)

olarak gösterip (5.80) eşitliğinin s’ye göre türevini alıp Frenet denklemlerini kullanır-

sak,

κ
∗
2 T ∗ f ′−B∗ f ′ = σ

′T +
(
σ +ψ

′)N (5.82)

buluruz. (5.82) eşitliğini N ile skalar çarparsak,

κ
∗
2 = 0 (5.83)

buluruz. Bu durumda ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisi bir null kubik eğridir.

5.3. Örnekler

Aşağıdaki Cartan null örnekleri literatürde olmayan yeni örneklerdir.

Örnek 5.1. ϕ , Minkowski 3-uzayında κ2 eğrilikleri sıfırdan farklı birim hızlı bir Cartan-

null eğri olsun. Bu durumda Teorem (5.1)’in koşulları sağlanır. Kabul edelim ki ν2 =
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v0 ∈ R olsun. Bu durumda

ν1 = ν3κ2, (5.84)

1+ν
′
1 +ν0κ2 =

(
ν
′
3 −ν0

)
κ2, (5.85)

1+ν
′
1 +ν0κ2 ̸= 0, (5.86)

ν
′
3 −ν0 ̸= 0 (5.87)

yazılabilir. Böylece

ν3 =
−2v0κ2 −1

κ ′
2

ve ν1 =

(
−2v0κ2 −1

κ ′
2

)
κ2

elde edilir. Bu eşitlikler kullanılarak ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisi

ϕ
∗ = ϕ +

(
−2v0κ2 −1

κ ′
2

)
κ2T + v0N +

(
−2v0κ2 −1

κ ′
2

)
B

olarak elde edilir. Burada ϕ∗ Mannheim eşlenik eğrisi, 0 < κ2 olması durumunda asli

normal vektörü timelike olan spacelike bir eğri, 0 > κ2 olması durumunda asli normal

vektörü spacelike olan timelike bir eğridir.

Örnek 5.2. E3
1 Minkowski 3-uzayında eğrilikleri

κ1 = 1,

κ2 =
3

2s2

ve Frenet vektörleri

T (s) =
(

1
4
(
1
s
+ s3),

s
2
,
−1+ s4

4s

)
,

N(s) =
(
−1+3s4

4s
,
1
2
,
1+3s4

4s

)
,

B(s) =
(
−1−9s4

8s3 ,
3
4s
,
1−9s4

8s3

)
olarak verilen

ϕ (s) =
(

1
16(s

4 +4log(s)), s2

4 ,
1
16(s

4 −4log(s))
)
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Salkowski Cartan null eğrisini ele alalım. Eğer Teorem (5.1) (i)’de

ν1 =
3+ s2

2s
ν2 = 1

ν3 = s+
s3

3

olarak alınırsa ϕ∗ eğrisini

ϕ
∗ (s∗) =

(
1
48

(4−9s4 +12log(s)),2+
3s2

4
,

1
48

(−4−9s4 −12log(s))
)

olarak elde ederiz. Buradan eğriliklerini

κ
∗
1 =

1√
3s2

κ
∗
2 =

1
s2

ve Frenet vektörlerini de

T ∗(s∗) =

(
s
(
1−3s4)
4
√

3s3
,

√
3

2
,−

s
(
1+3s4)
4
√

3s3

)
,

N∗(s∗) =
(

1+3s4

2
√

3s2
,0,

−1+3s4

2
√

3s2

)
,

B∗(s∗) =
(
−1+3s4

4s2 ,
1
2
,
1+3s4

4s2

)
olarak elde ederiz. Buradan N = B∗ olduğu görülebilir. Bu da ϕ’nin Mannheim eşlenik

eğrisi ϕ∗ olan bir Mannheim eğrisi olduğunu gösterir. Burada ϕ∗ asli normal vektörü

timelike olan spacelike bir genel helistir.
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Şekil 5.1: Örnek 5.2’de verilen ϕ eğrisi ve bu eğriye ait olan Mannheim eşlenik eğri-
lerinin grafikleri; kırmızı grafik ϕ Cartan null eğrisi, mavi grafik asli normal vektörü
timelike olan spacelike Mannheim eşlenik eğrisi olarak gösterilmiştir.

Örnek 5.3. E3
1 Minkowski 3-uzayında eğrilikleri

κ1 = 1,

κ2 = − 3
8s2

ve Frenet vektörleri

T (s) =
(
−
√

s(1+ s),−2s,−
√

s(−1+ s)
)
,

N(s) =
(
−1−3s

2
√

s
,−2,

1−3s
2
√

s

)
,

B(s) =
(

1+9s

8s
3
2

,
3
4s
,
−1+9s

8s
3
2

)
olarak verilen

ϕ (s) =
(

− 2
15s

3
2 (5+3s),−s2, 2

15s
3
2 (5−3s)

)
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Salkowski Cartan null eğrisini ele alalım. Eğer Teorem (5.1) (ii)’de

ν1 =
−3+4s2

8s
,

ν2 = 1,

ν3 = s− 4s3

3

olarak alınırsa ϕ∗ eğrisini

ϕ
∗ (s∗) =

(
− 4

15
s

3
2 (5+9s),−1

2
−3s2,

4
15

s
3
2 (5−9s)

)

olarak elde ederiz. Buradan eğriliklerini

κ
∗
1 =

1
2
√

3s2
,

κ
∗
2 =

1
4s2

ve Frenet vektörlerini de

T ∗(s∗) =

(
−1+3s√

3s
,−

√
3√
s
,
1−3s√

3s

)
,

N∗(s∗) =
(

1−3s
2
√

3s
,0,−1−3s

2
√

3s

)
,

B∗(s∗) =
(

1+3s
2
√

s
,2,

−1+3s
2
√

s

)
olarak elde ederiz. Buradan N = −B∗ olduğu görülebilir. Bu da ϕ’nin Mannheim eş-

lenik eğrisi ϕ∗ olan bir Mannheim eğrisi olduğunu gösterir. Burada ϕ∗ asli normal

vektörü spacelike olan timelike bir genel helistir.
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Şekil 5.2: Örnek 5.3’de verilen ϕ eğrisi ve bu eğriye ait olan Mannheim eşlenik eğri-
lerinin grafikleri; kırmızı grafik ϕ Cartan null eğrisi, mavi grafik asli normal vektörü
spacelike olan timelike Mannheim eşlenik eğrisi olarak gösterilmiştir.
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6 . TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalışmasında, Minkowski 3-uzayında sırasıyla spacelike, timelike, Cartan

null ve Pseudo null eğriler için yeni bir yaklaşım kullanılıp bu eğrilerin Mannheim

eğrisi olma karakterizasyonları verilerek yeni Mannheim eğri örnekleri inşa edilmiştir.

Örneğin klasik yaklaşımda genel helis eğrileri Mannheim eğrisi olamazken, ele aldığı-

mız yeni yaklaşıma göre bu eğriler Mannheim eğri olabilmektedir.

Tezimizin ilgili bölümlerinde Minkowski 3-uzayında, eğriler causal karakterle-

rine göre ayrılıp Mannheim eğri olma karakterizasyonları ifade edildikten sonra ilgili

örnekler ve grafikleri verilmiştir. Bu tez çalışmasıyla, literatürde çok sınırlı olan Mann-

heim eğri örneklerine yeni örnekler eklenmiştir.

Bu tezde kullanılan yeni yaklaşım yardımıyla Mannheim eğrileri farklı uzaylarda,

farklı boyutlarda tekrar ele alınabileceği gibi Mannheim offset yüzeyleri de yeniden

çalışarak yüzeyler teoresine katkılar sağlayacağına inanıyoruz.
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Eğitim Durumu
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Araştırma Alanları : Minkowski 3-uzayı, Mannheim eğrileri, Eğrilerin causal karakterleri.
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