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1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin onemli bir ¢alisma alani olan egriler teorisinin tarihi Huy-
gens (1629-1695), Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un diizlemsel egriler
lizerine yaptiklar1 arastirmalara kadar dayanmaktadir. Bir diizlemsel veya uzay egri-
sinin diferensiyel geometrisinin calisilmasinda onemli bir asama Frenet-Serret denk-
lemlerinin inga edilmesidir. Bu denklemler Frenet (1847) ve Serret (1851) tarafindan
ayr1 ayri tantmlanmigtir (Bununla birlikte bu denklemlerin aslinda ilk olarak Karl E.
Senff(1810-1917) tarafindan verildigi bilinmektedir.). Giiniimiizde genellikle Frenet
denklemleri olarak bilinmektedir. T (teget), N (asli normal), B (binormal) ile goster-
digimiz ve Frenet vektorleri olarak bilinen bu vektorler yardimiyla e8rinin bir¢ok ge-
ometrik 6zelligi incelenebilmektedir. Bunlarin baginda da egrinin egrilik fonksiyonla-
rinin elde edilmesi gelmektedir. Bir egrinin egrilik fonksiyonlarinin egriyi temsil eden
fonksiyonun tiirevleri yardimiyla bulunmasi 1671 yilinda Newton (1643-1727) tara-
findan verilmistir. 1775 yilinda Monge (1746-1818), ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir
egrinin birinci ve ikinci egriligini tamimlamig ve birinci egrilik fonksiyonunun anali-
tik ifadesini elde etmistir. Fakat torsiyon (burulma) egriliginin analitik ifadesini vere-
memistir. Torsiyon (burulma) egriliginin analitik ifadesi 1806 yilinda Lancret (1774-
1807) tarafindan verilmistir. Sonrasinda 1826 yilinda Cauchy (1789-1857) ilk olarak
bir uzay egrisini sistematik olarak ardisik tiirevler yardimiyla calismistir ( [1H4]). Egri
tizerinde hareketli cati kavramini, giiniimiizde kullanildig: gibi, tanimlayan kisi de G.
Darboux(1824-1917) dir. Giiniimiizde birim hizli bir uzay egrisinin birinci ve ikinci
egriliklerini Frenet vektorleri ve bunlarin tiirevleri yardimiyla kolayca ifade edilebil-

mektedir.

Diferensiyel geometride, cok ¢alisilan konulardan biri de egriler teorisidir. Egriler te-
orisinde karsimiza ¢ikan ana problemlerden birisi, egrinin karakterizasyonu problemi-
dir. Bu problemin ¢oziimiinde egrinin egrilik fonksiyonlar1 olan k; (e8rinin egriligi) ve

K> (egrinin burulmasi)’nin énemli bir rolii vardir.
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Egrilerin egrilikleri ve torsiyonlarindan arasindaki iligkilerden faydalanarak bazi 6zel
egriler belirlenebilir. Ornegin; k] = k, = 0 ise egri bir geodeziktir. Eger ki sifirdan
farkli bir sabit ve k» = 0 ise egri bir cemberdir. Egrilik ve torsiyonun her ikisi de sifir-
dan farkl sabit ise egri bir dairesel helistir. Eger k; ve k; egrilikleri sabit degil fakat
% orani sabit ise egri bir genel helistir. Eger % = as+ b seklinde yay parametresine
bagh lineer bir fonksiyon seklinde yazilabiliyorsa egri bir rektifiyan egridir. Ayrica
k1 egriligi sabit ve K, torsiyonu degisken olan egriye Salkowski, k7 egriligi degis-
ken ve K, torsiyonu sabit olan egriye ise anti-Salkowski egri ad1 verilir. Bu sekilde 3-
boyutlu Oklid uzayinda egrilik ve burulma fonksiyonlar1 yardimiyla baz1 dzel egrile-
rin karakterizasyonlar1 mevcuttur. Egrilerin karakterizasyonunda rol alan diger aktor
egrinin Frenet vektorleri ve egrinin Frenet vektorleri tarafindan belirlenen oskiilator
diizlemleridir. Uzay egrilerinin Frenet vektorleri arasindaki iliskiler de egri ciftlerinin
karakterizasyonunda énemli bir etkendir ( [S]). Uzay egrilerinin Frenet vektorleri ara-
sindaki iligkiler sonucunda diferansiyel geometrinin ¢ok iyi bilinen egri ¢iftleri ortaya
cikmaktadir. Bu egri ciftleri arasinda Bertrand egrileri ( [6,/7]]), involiit-evoliit egri ¢ift-
leri ( [8,9]]) ifade edilebilir. Tezimizin konusunu olusturan Mannheim egrileri de bu

siifta yer almaktadir.

3-boyutlu Oklid uzayinda Mannheim egri kavrami Mannheim (1831-1906) tarafindan
calisilmis ve bu egrilere "Mannheim egri" adi Wollffing (1899) tarafindan verilmistir.
Mannheim egriler su sekilde tanimlanmistir. B3, <,> standart i¢ carpimu ile verilen
ii¢c boyutlu Oklid uzay1 olsun. Bu uzayda bulunan bir ¢ : I C R — 3 uzay egrisinin
asli normal vektor alani ile ¢* : I* C R — E? egrisinin binormal vektor alani lineer
bagimli ise ¢ egrisi bir Mannheim egrisi, ¢* egrisi de ¢ egrisinin Mannheim eglenik
egrisi ve (¢, ¢*) da Mannheim egri ¢iftidir. 1878 yilinda Mannheim egrilerinin ka-
rakterizasyonu olarak, herhangi bir egrinin Mannheim egrisi olabilmesi icin gerek ve
yeter sartin

Ki=A(ki+K3), A#O0 (sabit)

oldugu gosterilmistir. Mannheim egrilerinin bilinen en meshur 6rnegi Bertrand egri-
lerinde oldugu gibi dairesel helis egrileridir. Mannheim egri 6rneginin ilk parametrik
ifadesi 1960 yilinda Eisenheart ( [10]]) tarafindan verilmistir. Genel bir denklem ifade

edilen bu ¢calismanin 6zel hallerinden birisi olarak helis egrileri karsimiza ¢ikmaktadr.
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Mannheim egriler iizerine bir ¢ok calisma yapilmistir. Oklid uzayinda yapilan ¢alis-
malara benzer calismalar Minkowski 3-uzayinda, 4-boyutlu, 2-indeksli yar1-Oklidyen
uzayinda ve uzay formlarda yapilmistir. Ayrica yiiksek boyutlu Oklid uzayindada ca-
lismalarin varligini bilmekteyiz. 2008 yilinda Liu ve Wang ( [11]), Mannheim egri
ciftlerini ii¢ boyutlu Oklid uzay1 E3 ve ii¢ boyutlu Minkowski uzay1 ]E? de calismiglar
ve B3 uzayinda su dnemli karakterizasyonu elde etmislerdir. Bir ¢* egrisinin ¢ nin
Mannheim eslenigi olmas icin gerek ve yeter sart @* egrisinin egriligi ], burulmas:
K5 ve A € Ry olmak tizere agagidaki denklemi saglamasidir.

*
K

o= (1+2%K3%). (L.1)

E% Minkowski 3-uzayinda null Mannheim egriler 2014 yilinda Grbovic, Ilarslan ve
Nesovic tarafindan ¢alisilmig ve bu uzayda null Mannheim egrilerin olmadigini, sadece
pseudo null Mannheim egrilerin varlifindan s6z edilebilecegini ortaya koymuslardir (
[12]). Ayrica pseudo null Mannheim egrilerin, egri ¢ifti pseudo null dogru olan, pseudo

null dogru ve pseudo null cember oldugunu gostermislerdir.

4-boyutlu Oklid uzayinda yapilan ¢alismalarda, 3-boyutlu uzayda oldugu gibi klasik
anlamda bir Mannheim egrinin olamayacagi Matsuda ve Yorozu tarafindan 2009 y1-
linda ispatlanmis ve genellestirilmis Mannheim egri kavrani 4-boyutlu Oklid uzayinda
yine bu yazarlar tarafindan su sekilde tanimlanmistir. @, E* de 6zel bir Frenet egrisi ol-
sun. ¢ egrisinin her noktasindaki asli normal dogrular1 ayn1 uzayda bulunan bagka bir
ozel Frenet egrisi olan @* egrisinin f doniisiimii altinda karsilik gelen noktalarindaki
birinci ve ikinci binormallerin gerdig8i diizlemde yatiyorsa ¢ egrisine genellestirilmis
Mannheim egrisi ad1 verilir. Burada f : I — I bir diffeomorfizmdir. ¢* egrisine ¢

egrisinin genellestirilmis Mannheim eslenigi ad1 verilir ( [[13]]).

Minkowski uzay-zamanda ise ilk calisma 2010 yilinda Ersoy, Tosun ve Matsuda tara-
findan yapilmistir ( [[14]]). Bu uzayda genellestirilmis spacelike Mannheim egriler, sa-
dece null olmayan vektorler iceren Frenet ¢atisi ile karakterize edilmistir. Devaminda
spacelike, timelike, null ve pseudo null ve partially null Mannheim egrileri Minko-
wski uzay-zamanda farkli yazarlar tarafindan caligtlmistir ( [15H18]]). 4-boyutlu ve 2-
indeksli yar1-Oklidyen uzaylarda Manhheim egriler Ilarslan, Kili¢ Aslan tarafindan

calistimigtir ( [19,20]). Bu egriler giiniimiizde Bishop catili egriler ve Framed catili
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egriler icin de ¢alistlmaktadir ( [21,22]]).
E3 Minkowski 3-uzayinda ¢ : I C R — E3 bir Mannheim egri ve ¢ (s) nin Mannheim
edri ¢ifti @* (s*) egrisi olsun. f : I — I* bir diffeomorfizm ve ¢(s) egrisinin asli normal

vektorii N(s) olmak iizere literatiirde ¢*(s) egrisi,

@*(f(s)) = @(s)+A(s)N(s) (1.2)

olarak ifade edilir. (|1.2))’e gore, m vektorii N’ye paralel olmalidir. (|1.2))’ifadesini
bundan sonra Mannheim egrilerinin klasik yaklasimi olarak adlandiracagiz.

C. Camci, A. Ugum ve K.Ilarslan tarafindan yapilan calismada ( [23]]) q)T>g0 vektorii ile
N(s) asli normal vektoriiniin paralel olmasi gerekmedigi, bu durumun bir 6zel durum
oldugu ifade edilmis ve Mannheim egrilerine yeni bir yaklagim getirilmistir. Bu yak-
lasima gore: {T(s),N(s),B(s)}, ¢ : I C R — E3 egrisinin Frenet catist olmak iizere

" :I"CR— E? Mannheim eslenik egrisinin
@*(f(s)) = @(s) + Vi (s)T (s) + va(s)N(s) + v3(s)B(s) (1.3)

seklinde verilecegi ifade edilmistir. Burada v (s), v2(s) ve vi(s), ¢ ve @*’1n causal ka-

rakterlerine bagl olarak belirli sartlar1 saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

B

Sekil 1.1: Mannheim ¢ egrisi ve Mannheim eslenigi ¢* egrisinin birlikte yer aldig1
grafik. Burada X (s) = vi(s)T (s) + va(s)N(s) 4+ v3(s)B(s) dir.

Buna gore Mannheim egri olma karakterizasyonlari elde edilmistir. Bu yaklasim saye-
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sinde de birgok Mannheim egri drnegi elde edilmistir.

Eger vi(s) = va(s) = 0 alimirsa de ifade edilen klasik yaklasim elde edilecegi
agikardir. Bu tez calismasinda yukarida ifade edilen yeni yaklasim kullanilarak Min-
kowski 3-uzayinda spacelike, timelike, Cartan null ve pseudo null egrilerin Mannheim
egrisi olmasi icin gerekli ve yeterli kogullar elde edilmis ve bu egriler i¢in 6rnekler insa

edilmigtir. Elde edilen sonuglar cesitli bilimsel dergilerde yayinlanmistir [24-26]].

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez ¢alismasinda temel kavramlar icin baglica O’Neill (1983), Kuhnel (1999), Dug-
gal ve Bejancu (1996), Montiel ve Ros (1998), Eisenheart (1960) kitaplar1 ile Camci ve
digerleri (2020, 2023) makaleleri ve Walrave (1995) doktora tezinin yani sira Mann-
heim egriler ve bu egrilerin eslenik egrileri icin referans listesinde ad1 gegen makaleler

ve kitaplardan yararlanilmistir.



2 . TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilecektir.

Tanim 2.1 (Simetrik Bilineer Form) Bir reel vektor uzay1 V i¢in

g:VxV =R

dontistimii Va,b € R ve Yu,v,w € V icin
(i) g (u,v) =g (v,u)
(ii) g (au+bv,w) = ag (u,w) +bg (v,w)
g(u,av+bw) =ag(u,v)+bg (u,w)
sartlar1 saglaniyorsa g doniisiimiine V reel vektor uzayi tizerinde simetrik bilineer form
denir [3,27,128]].
Tanim 2.2 V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) 0 # v € V olmak iizere Vu € V igin

gu,v)=0

ise g ye V lizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir. Bu

tanima gore g nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vv € V i¢in

g(u,v)=0ikenu =0

olmasidir.

(ii) (Skalar carpim) Non-dejenere simetrik bilineer form, skalar ¢carpim olarak adlan-
dirtlir.

(iii) Eger her 0 £ v € V i¢in g (v,v) > O ise g simetrik bilineer formu pozitif tanimli, eger
her 0 # v € V i¢in g (v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formu negatif tanimlidir [28,[29].

Tamm 2.3 (Indeks) V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

6



Bu durumda,

gw WxW—=R

negatif tamimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g’ nin indeksi

denir ve ¢ ile gosterilir [29].

Tanim 2.4 n-boyutlu g-indeksli yar1-Oklidyen uzay [Ef uzaymin bir dik koordinat sis-

temi (x,x2,X3,...,X,) olmak iizere

q n
ds? = — delz+ Z dx?
i=1 i=q+1

olarak tanimlanan non-dejenere metrik ile donatilmis n boyutlu Oklid uzayidir. Ey
uzayimin skalar carpimini g ile gosterelim. Ozel olarak n = 3 ve ¢ = 1 alinirsa 3-boyutlu
Minkowski uzayi elde edilir. Bu uzay Lorentz-Minkowski uzayi olarak da adlandirilir

ve genellikle E? ile gosterilir [28,129]].

Tamm 2.5 v € E3\ {0} olmak iizere, eger

(i) g(v,v) > 0 ise, v spacelike (uzaysi) vektor
(ii) g(v,v) < 0 ise, v timelike (zamansi1) vektor

(iii) g(v,v) = O ise, v null veya lightlike (11ks1) vektor
olarak adlandirilir [27-29].

Tamm 2.6 u € E3\{0} olmak iizere, E3 uzayinda u vektriiniin normu

||l [ = /1 (ut, )]

olarak tanimlanr. ||u|| = 1 ise u vektoriine birim vektor denir [29].

Tanim 2.7 u, v € E? olmak iizere, u ve v vektorlerinin dik olmas1 icin gerek ve yeter

sart g(u,v) = 0 olmasidir [3+7,/13L123,2931-33].

Tamim 2.8 E3’de herhangi iki vektor u = (uy,ua,u3) ve v = (v1,v2,v3) olmak iizere,

uAv = (u3vy — upv3,u3vy — uiv3,ujvy — Vi)
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vektoriine u ve v vektorlerinin vektorel carpimi denir [29].

I,i=jise
oj=q
0,i+# jise
ve e; = (81,0, 0;3) olmak iizere,
—€1 ey ée3

I/t/\V:det ui uy uj3

Vi v2 V3

seklinde verilir. Burada agagidaki esitlikler mevcuttur:
eiNey=e3,epNe3 = —e1,ez3/Nel = e

Tanim 2.9 /, R’nin bir acik arali§1 olmak iizere, ¢ : I C R — E% seklinde tanimli
diferensiyellenebilir bir doniisiim ise ¢’ye 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir egri de-
nir [[3}/30].

Tanm 2.10 ¢ : [ C R — E3 bir egri olsun. Eger ¢ egrisinin Vs € [ igin hiz vektorii ¢/ (s)
sirastyla spacelike, timelike veya null vektor ise ¢ egrisi sirastyla spacelike, timelike

veya null egri olarak adlandirilir [30].

Tanim 2.11 ¢: /I CR — E? bir egri olsun.

(i) @ null bir egri olmak iizere, eger Vs € I i¢in (@” (s), 9" (s)) = 1 sart1 saglaniyorsa ¢
egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir. Bu durumda ¢ null

egrisi Cartan null egri olarak adlandirilir.
(i) @ null olmayan bir egri olmak iizere, eger Vs € I i¢in (@'(s),@’(s)) = £1 sart1
saglaniyorsa @ egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmistir denir [27,

28.,30].
Asagidaki tammlar, 6rnekler kisminda ihtiya¢ duyuldugundan verilmistir.

Tanmm 2.12 ¢ : I C R — ]E? birim hizli bir egri olsun. ¢ egrisinin konum vektorii her
zaman kendi rektifiyen diizleminde kaliyorsa, ¢ egrisine Minkowski 3-uzayinda bir
rektifiyen egri adi verilir [34]].

Tanmm 2.13 ¢ : /I C R — ]E? birim hizli bir egri olsun. Eger sifirdan farkli sabit bir
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vektor alan1 U igin g(N(s),U) fonksiyonu sabit ise ¢ egrisine slant helis ad1 verilir.
Burada N(s) egrinin asli normal vektor alanidir. [49].

Tezimizin ana konusu olan Minkowski 3-uzayinda Mannheim egrilerinin genel tani-
mini su sekilde verebiliriz:

Tanim 2.14 Minkowski 3-uzayinda sifirdan farkli egriliklere sahip bir ¢ : I C R — E%
egrisinin asli normal vektor alani ile ¢* : I* C R — E? egrisinin binormal vektor
alani lineer bagimhi ve s € I , s* € I noktalarinda s* = f(s) olacak sekilde bir f :
I — I diffeomorfizmi varsa ¢ egrisine Mannheim egrisi denir. Bu durumda, ¢* egrisi,
¢ egrisinin Mannheim eglenik egrisi olarak adlandirilir. Ayrica (¢, ¢*) egri ciftine
Mannheim egri ¢ifti ad1 verilir.

{T,N,B} kiimesi, teget vektor T, asli normal vektor N ve binormal vektor B’den olu-
sur ve E?’deki bir ¢ egrisi boyunca hareketli Frenet catis1 olarak adlandirilir. Verilen
egrinin causal karakterine gore, Frenet vektorlerinin tiirevlerini, bu vektorler ve eg-
rilik fonksiyonlarina bagli olarak ifade edilen denklemlerine Frenet denklemleri de-
nir [28}34,36]. Bu denklemleri su sekilde verebiliriz:

Durum 2.1 Eger ¢ spacelike ya da timelike bir egri ise, Frenet denklemleri, K ve K,

strastyla birinci ve ikinci egrilikleri olmak iizere

T’ 0 K] 0 T
N’ — —&1K] 0 &K N (2-1)
B 0 —&6K) 0 B

olarak verilir. Ayrica, g(7,T) = & = +1,g(N,N) =& = +1,¢(B,B) =& ==+1 ve
g(T,N) =g(T,B) = g(N,B) = 0 kosullar1 da saglanur.

Durum 2.2 Eger ¢ null (lightlike) bir egri ise, K] ve k» sirasiyla birinci ve ikinci
egrilikleri olmak {iizere, eger ¢ bir dogru ise birinci egriligi k3 = 0 dir. Diger tiim

durumlar i¢in x; = 1 dir. Bu durumda Frenet denklemleri

T’ 0 K1 0 T
Nl l=|lr 0 -k N 2.2)
B’ 0 - K 0 B

olarak verilir. Ayrica, g(7,T) = g(B,B) =g(T,N) =g(N,B) =0,g(N,N) =g(T,B) =

1 kosullar1 da saglanir.



Durum 2.3 Eger ¢ pseudo null bir egri ise, k] ve K sirastyla birinci ve ikinci egrilikleri
olmak iizere, eger ¢ bir dogru ise birinci egriligi k1 = 0 dir. Diger tiim durumlar icin

k1 = 1 dir. Bu durumda Frenet denklemleri

T’ 0 K1 0 T
N | = 0 x» O N (2.3)
B’ -1 0 —K B

olarak verilir. Ayrica, g(N,N) =g(B,B) =g(T,N) =¢(T,B) =0,8(T,T) = g(N,B) =
1 kosullar1 da saglanir.

10



3 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA SPACELIKE MANNHEIM EGRILER

Bu boliimde, IE? Minkowski 3—uzayinda, bir spacelike egri i¢in Camci ve arkadaslari
tarafindan verilen yeni yaklasim kullanilarak bu egrinin bir Mannheim egri olma ka-
rakterizasyonlarini veren teorem ve sonuclar ifade edilip 6rnekler grafikleriyle birlikte
verilecektir.

Kabul edelim ki E3’de ¢ : 1 € R — E3, Frenet catist {T(s),N(s),B(s)} ve sifirdan
farkli egrilikleri k; (s), k»(s) olan bir spacelike Mannheim egrisi ve ¢* : I* C R — E3,
Frenet gatis1 {77(s*),N*(s*),B*(s*)} ve K (s*), x5 (s*) egriliklerine sahip ¢ egrisinin
bir Mannheim eglenik egrisi olsun. Bu yeni yaklagima gore v (s), v2(s) ve v3(s), @ ve
¢*’1n causal karakterlerine baglh olarak belirli sartlar1 saglayan diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak iizere, ¢* egrisi,

@*(s") = @ (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (s) + va(s)N(s) + v3(s)B(s)

olarak yazilabilir. Bu spacelike ¢ egrisinin asli normal vektorii N spacelike ya da ti-
melike oldugunda ¢ egrisinin Mannheim eslenik egrisi ¢* i¢in asagidaki durumlardan
birisi miimkiindiir:

(1) @ egrisinin asli normal vektorii N spacelike ise ¢* timelike asli normal vektore
sahip bir spacelike egridir,

(ii) @ egrisinin asli normal vektorii N spacelike ise ¢* spacelike asli normal vek-
tore sahip bir timelike egridir,

(iii) @ egrisinin asli normal vektorii N timelike ise ¢* spacelike asli normal vektore
sahip bir spacelike egridir.

Asagidaki teoremlerde olabilecek tiim bu durumlar ayr1 ayri ele alinmstir.

Teorem 3.1. ¢, Minkowski 3-uzayinda k7, x; egrilikleri sifirdan ve birbirinden farkli
asli normal vektorii N spacelike olan birim hizli bir spacelike egri olsun. Bu durumda

¢, Minkowski 3-uzayinda yeni yaklagima gore bir Mannheim egrisidir ancak ve ancak
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asagidaki durumlardan birisi saglanir:

() |x1| < |k | olmak iizere

VIKI +V, = V3K, (3.1)
Vi—wiky # 0, (3.2)
(1 + V{ — V2K'1) K1 = (Vé — V2K'2) K 3.3)

esitliklerini saglayan v;(s), va(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari vardir. Bu
durumda ¢@’nin Mannheim eslenigi olan ¢@* egrisi de asli normali N* timelike olan

spacelike Mannheim egridir.

(ii) | k2| < |x1| olmak tizere

V1K‘1-|—V£ = V3K, (3.4)

Vé—Vsz 7& 0, 3.5

(1+vi —vaki) Ky (vi—wna) ko (3.6)

esitliklerini saglayan vi(s), va(s), va(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari vardir. Bu
durumda ¢’nin Mannheim eslenigi olan ¢@* egrisi de asli normali N* spacelike olan

timelike Mannheim egridir.

Ispat. (i) ¢ : I — E3, Minkowski 3-uzayinda | k; | < |k»| olacak sekilde ki, &, egrilikleri
stfirdan ve birbirinden farkli birim hizli bir spacelike Mannheim egri ve ¢* : I* — E?

da ¢’nin spacelike Mannheim eslenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,

¢"(s") = 0" (f(5) = @ () + Vi ()T (s) + V2 (s) N (s) + V3 (s) B(s) 3.7

olarak yazilabilir. Burada v, (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(3.7)) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,

T*f/ = (1 + V{ — V2K']) T+ (V] K1 + Vé — V3K'2)N+ (Vé - V2K2> B (3.8)
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elde edilir. Elde edilen bu denklemini N ile skalar ¢arparsak
ViKL + V) — 3k =0
elde edilir. , de yerine yazilirsa,
T*f = (14+vi—wak) T+ (V3 — v2k) B
bulunur. denklemini kendisiyle skalar carparsak,
(f’)2 =(1+Vv{—vaK1)* = (V4 — V2K'2)2

elde edilir. Her taraf (f')*’ne béliiniirse,
- 1+v vk \? [(Vi—wmi)?
o f o T

1+ V] — WK Vi — Wi
= — ve ’}/:—

f! f!
olarak gosterirsek (3.10)) esitliginden

bulunur. Eger

0

T* = 8T +yB

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

buluruz. Bu (3.14)) esitliginin s’ye gore tiirevini alip (2.1]) deki Frenet esitliklerini kul-

lanirsak,

—f'k{N*=8'T + (6x; —yKo)N+YB

buluruz. (3.15)) esitligini N ile skalar ¢arparsak,
ok — Yk =0
buluruz. § ve y’y1 yerine yazarsak

(1 —f—V{ —VzK'l) K| = (Vé —V2K2) K
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elde ederiz. Burada V; — v»k; # 0 dir. Aksi halde (3.10)’ten 7% ile T lineer bagiml
olur. T* ile T lineer bagimli ise egriler denk egrilerdir ve paralel ¢at1 vardir. Yani N* ile

N ve B* ile B paralel olur. Bu durumda N = B* ile ¢elisir. Yani egri Mannheim olamaz.
(3.17)) esitligini (3.11]) de kullanirsak |k} | < | k| oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine, ¢, k1 ve Kk egrilikleri sifirdan farkli, yay uzunlugu s ile parametrize

edilen birim hizli bir spacelike egri ve

ViKI+V, = V3K, (3.18)
Vi—Wwky # 0, (3.19)
(1+vi—-wk)k = (i—nk)k (3.20)
x| < |x (3.21)

olacak sekilde vi(s), v2(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleyse

¢*(s") = @ (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (5) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s) (3.22)
seklinde bir @* egrisi tanimlayabiliriz.

(3.22])’un s’ye gore tiirevini alirsak

do*
ds

= (1+vi—wk) T+ (V53— V2k2) B (3.23)

buluruz. Bu esitlik yardimiyla

, do* do*\ ™M (vi—vak) /K5 — Kk} o
S= <ds’ds>_ K (3-24)
buluruz. Burada m; = sgn (vé -V Kz) dir.
(3.23))’u tekrar yazarsak,
"= —"1 _ (oT+KxB), g(T*,T")=1 (3.25)
22
2K
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buluruz.

K: K
M=—222 e pp=—2EL (3.26)
K — K7 K3 — K7
alirsak (3.23))yi
T =MT+ B (3.27)
seklinde yazabiliriz.
(3.27))’tin s”ye gore tiirevini alirsak
ars A A
=—T+-=:B 3.28
ds* f/ + f/ ( )
buluruz ki bu da,
2 2 2 ()
o V)T (R)T ma (o —kikg) ™2 (E) (3.29)
Collas | f A CEE RN C R '
oldugunu gosterir. Burada m, = sgn <%> "dir. Simdi N**1
F 1
N = 2 0T+ B), g(N*,N*)=—1 (3.30)
K — K2
2 7K
bulabiliriz. Buradan
B*=T*xN'=mN, g(B",B*)=1 (3.31)
dir. Son olarak
22
dB* miy/ Ky — K
f— o — N | =— Y~ A£0 3.32

dir. Bu durumda ¢*, ¢’ nin Mannheim eslenik egrisidir. Bu yiizden ¢, bir Mannheim
egrisidir. Eger Teorem (3.1)) (i)’de v; = v3 = 0 alinirsa ¢* Mannheim eslenik egrisinin

literatiirdeki klasik Mannheim egrisi sonucunu elde ederiz.

(i) @ : [ — E%, Minkowski 3-uzayinda |k;| < |kj| olacak sekilde ki, k> egrilikleri

sifirdan ve birbirinden farkli birim hizli bir spacelike Mannheim egri ve ¢* : I* — E?
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da ¢’nin timelike Mannheim eslenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,

¢*(s") = @ (f(s)) = @(s) + Vi()T (5) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s) (3.33)

olarak yazilabilir. Burada v, (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(13.33]) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
T*f = (1+v{—vaki) T+ (Viki + V5 — v3k2) N+ (V3 — vi ) B (3.34)
elde edilir. Elde edilen bu denklemini N ile skalar ¢arparsak
VIKI +Vy— 3k =0 (3.35)
elde edilir. , de yerine yazilirsa,
T*f' = (1+vi—wk) T+ (v;—v2k) B (3.36)
bulunur. denklemini kendisiyle skalar carparsak,
()= (v v = (Vs var) (3.37)

elde edilir. Her taraf (f/ )Z’ne boliiniirse,

14V — v\ 2 Vi— w2
—1= <1f—’ — 37 (3.38)
bulunur. Eger
14+Vv —wK Vi — Wi
0= lf—’ ve Y= 3T (3.39)

olarak gosterirsek ((3.36]) esitliginden
T*=6T+YyB (3.40)
buluruz. Bu (3.40) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet denklemlerini kullanirsak,

fiiN*=8'T+ (6x) —yko) N+ VB (3.41)
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buluruz. esitligini N ile skalar ¢arparsak,
0K — YKy =0 (3.42)
buluruz. § ve y’y1 yerine yazarsak
(1+Vvi—wk) ki = (Vi —Vakn) K» (3.43)

elde ederiz. Burada v — v»k» # 0 dir. Aksi halde (3.36])ten 7* ile T lineer bagimli
olur. T* ile T lineer bagimli ise egriler denk egrilerdir ve paralel ¢at1 vardir. Yani N* ile
N ve B* ile B paralel olur. Bu durumda N = B* ile ¢elisir. Yani egri Mannheim olamaz.

(3.43]) esitligini (3.37)) de kullanirsak |x»| < || oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine, K ve K, egrilikleri sifirdan farkli, yay uzunlugu s ile parametrize edilen

birim hizl1 bir spacelike egri ve

VIKI+V, = V3K, (3.44)
Vi—wky # 0, (3.45)
(1+vi—-wk)k = (i—nk)k (3.46)
| < |k (3.47)

olacak sekilde vi(s), v2(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleyse

O (s") =0 (f(s) = @(s) + vi(s)T(s) + va(s)N(s) + v3(s)B(s) (3.48)

seklinde bir @* egrisi tanimlayabiliriz.
(13.48|)’un s ye gore tiirevini alirsak

do*
ds

= (1+vi—wk) T+ (v3—v2k0) B (3.49)

buluruz. Bu esitlik yardimiyla

f/ _ d(p* d(p* _ mq (Vé — V2K'2) K'12 — K'22 (3.50)
N ds ' ds | K] ’

17



buluruz. Burada m; = sgn (V} — v2k) dir.

(3.49) u tekrar yazarsak,
* np -
= (T +x1B), g(I",T")=-1 (3.51)
22
17K
buluruz.
PR, S L, . 55
K — K5 K? — K3
alirsak (3.51))’yi
I"=MT+M0B (3.53)

seklinde yazabiliriz.

(3.53])’iin s’ ye gore tiirevini alirsak

dT* QLI’ /12’
=—T+—=B 3.54
ds* f/ + f/ ( )
buluruz ki bu da,
2 2 2 (1)
* dr* ()L{) - ()LZI) my (KéKl — KQK{) maKj (K_1>
K = = 7 TR, R, ) WPV, R (3.55)
ds f £kt —x3) f1 (k= K3)
oldugunu gosterir. Burada my = sgn <:<§:2;sz{) "dir. Simdi N*’1
7=
N =2 (0T 4 0B), g(N*.NT)=1 (3.56)
K2 _ 12
1 2
bulabiliriz. Buradan
B*=T"xN"=mN, g(B*,B")=1 (3.57)
dir. Son olarak
2 2
dB* mi\/ Ky — K
K= — N|]=—Y_ = +4£0 3.58
2 g( ds ) f/ 7£ ( )

dir. Bu durumda ¢*, ¢’ nin Mannheim eslenik egrisidir. Bu yiizden ¢, bir Mannheim

egrisidir. Eger Teorem (3.1) (ii)’de v; = v3 = 0 alinirsa ¢* Mannheim eslenik egrisinin
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literatiirdeki klasik Mannheim egrisi sonucunu elde ederiz. [

Teorem 3.2. ¢, Minkowski 3-uzayinda ki, k» egrilikleri sifirdan farkli asli normal
vektoril N timelike olan birim hizl bir spacelike egri olsun. Bu durumda ¢, Minkowski

3-uzayinda yeni yaklasima gore bir Mannheim egrisidir ancak ve ancak

VIKI — V) = V3K, (3.59)
Vi+wik # 0, (3.60)

(1 -I-V{ — VzK']) K1

(Vé-l-Vsz) K (3.61)

esitliklerini saglayan v;(s), va(s), va(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 vardir. Bu
durumda ¢’nin Mannheim eslenigi olan ¢@* egrisi de asli normali N* spacelike olan

spacelike Mannheim egridir.

Ispat. ¢ : I — E3, Minkowski 3-uzayinda &, &, egrilikleri sifirdan farkli asli normali
timelike olan birim hizli bir spacelike Mannheim egri ve ¢@* : I* — E% da @’nin asli

normali spacelike olan spacelike Mannheim eslenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,

¢*(s") = 9" (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (5) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s) (3.62)

olarak yazilabilir. Burada v (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(13.62]) esitliginin s’ye gore tiirevini alip deki Frenet esitliklerini kullanirsak,
T*f = (14 vi—vak)) T+ (—Viki + V3 + v3ka) N+ (V3 + V2o ) B (3.63)
elde edilir. Elde edilen bu denklemini N ile skalar carparsak
ViKi — Vj— W3k =0 (3.64)
elde edilir. , de yerine yazilirsa,

T*f' = (14 vi—wak)) T + (V3 + v2k2) B (3.65)

19



bulunur. (3.65)) denklemini kendisiyle skalar garparsak,
(1) = (1+ V) = vax1)? + (Vs + vaka)? (3.66)

elde edilir. Her taraf (f')*’ne béliiniirse,

14V — vk \2 Vi vt \ 2
1 = (lf—’ + ST (3.67)
bulunur. Eger
14+ Vv —wk Vi + Wi
0= lf—’ ve Y= 3T (3.63)
olarak gosterirsek (3.63)) esitliginden
T*=8T+YyB (3.69)

buluruz. Bu (3.69) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
f'x{N*=6'T +(-6Kx; +yK2) N+ VB (3.70)
buluruz. (3.70)) esitligini N ile skalar ¢arparsak,
—0Kk1+yK, =0 (3.71)
buluruz. 6 ve y’y1 yerine yazarsak
(1+vi—vaki) k1 = (Vi + k) Ko (3.72)

elde ederiz. Burada v§ + v2k, # 0 dir. Aksi halde (3.65)’ten T* ile T lineer bagiml
olur. T* ile T lineer bagimli ise egriler denk egrilerdir ve paralel ¢at1 vardir. Yani N* ile
N ve B* ile B paralel olur. Bu durumda N = B* ile ¢elisir. Yani egri Mannheim olamaz.

Tersine, @, Kjve k» egrilikleri sifirdan farkli, yay uzunlugu s ile parametrize edilen
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birim hizli bir spacelike egri ve

VIKI—V, = V3K, (3.73)

Vi+wky # 0, (3.74)

(1+vi —vaky) K (Vi+wnak) K (3.75)

olacak sekilde v;(s), v2(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleyse
@*(s7) = @*(f(s)) = @(s) +Vi(s)T (s) + V2 (s)N(s) + v3(s)B(s) (3.76)
seklinde bir @* egrisi tanimlayabiliriz.

(3.76])un s’ye gore tiirevini alirsak

do*
ds

= (1+vi—wk) T+ (V5 +V2k2) B (3.77)

buluruz. Bu esitlik yardimiyla

=

. my (Vi4+ i) /K2 + K2
<d(p dgo> (V3 v2ke) (/15 + K 478

ds ' ds - Ki

buluruz. Burada m; = sgn (V4 + v2k) dir.

(13.77)u tekrar yazarsak,

T*=—"1 (T +KB), g(T"T")=1 (3.79)
\/ K5+ KF
buluruz.
K
A = _ ik ve A= _mKk (3.80)
NI \/ KE+ K3
alirsak (3.79)’yi
T" =MT+ B (3.81)

seklinde yazabiliriz.
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(3.81))’tin s”ye gore tiirevini alirsak

ar* A{ A
=—T+-=B 3.82
dS* f/ + f/ ( )
buluruz ki bu da,
2 2 2 (1)
. ||4T* (A1) +(A)"  my(ih —ok])  M2Ki (,71)
Ky = <= 7 T T 22 (22 (3.83)
ds f f1(3 +x7) f1(3 + K1)
oldugunu gosterir. Burada my = sgn (k) k) — Ky k7 ) dir. $imdi N*’1
N =" T —10B), g(N*,N*)=1 (3.84)
\/ K5+ KF
bulabiliriz. Buradan
B*=T*xN*'=—mN, g(B",B")=—1 (3.85)

dir. Son olarak

2 2
§ dB* [\ M/ K K
( N ) = 7 #0 (3.86)
dir. Bu durumda ¢*, ¢’nin Mannheim eslenik egrisidir. Bu yiizden ¢, bir Mannheim
egrisidir. Eger Teorem (3.2)’de v; = v3 = 0 alinirsa ¢* Mannheim eslenik egrisinin

literatiirdeki klasik Mannheim egrisi sonucunu elde ederiz. [

Sonuc 3.1 ¢ : 1 C R — E3, Frenet catis1 {T,N, B}, asli normal vektorii timelike olan
bir spacelike Mannheim egri ve ¢* : I* C R — [E3, Frenet catis1 {T*,N*,B*} olan ¢
egrisinin spacelike Mannheim eslenik egrisi olsun. O halde ¢* bir genel helistir ancak

ve ancak ¢ bir slant helistir.

Ispat.p : I C R — E3, Frenet catis1 {T,N,B}, asli normal vektorii timelike olan bir
spacelike Mannheim egri ve ¢* : I* C R — E3, Frenet catis1 {T*,N*,B*} olan ¢ eg-
risinin spacelike Mannheim eslenik egrisi olsun. Eger ¢ egrisinin asli normal vektorii
spacelike ise (3.29) ve (3.32)’den

2

R mmz(Kz)/ ki

il N 2y M
K K 2 2\3/2
2 1/ (k5 —xt)
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(3.55) ve (3.58)’den
K o) K2
= (_2> e
* 2 2\3
2 K1/ (k- x3)

dir. Eger ¢ egrisinin asli normal vektorii timelike ise (3.83)) ve (3.86)’dan

ki e (K2> Ki
K K 2 2)3/2
2 1/ (ki +K3)

dir. Bu durumda ( [35])’den ¢@* bir genel helistir ancak ve ancak ¢ bir slant helistir.

3.1. Ornekler

Bu boliimde, yukarida aciklanan yeni yaklagima gére Mannheim egrileri ve bu egrile-

rin Mannheim eglenik egrileri i¢in 6rnekler olusturulmustur. Spacelike rektifiyen egri

ornekleri [38] makalesinden alinmistir.

Ornek 3.1 ¢, Minkowski 3-uzayinda ki, k, egrilikleri sifirdan ve birbirinden farkli

asli normal vektorii N timelike olan birim hizli bir spacelike egri olsun. Bu durumda

Teorem (3.2)’in kosullar1 saglanir. Kabul edelim ki v, = vy € R olsun. Bu durumda

ViKT = V3K,

Vé + VoKa 7& 0,

(1+vi—voki) ki = (Vi+WwK) Kk,
yazilabilir. Boylece
() —x 2 (v0 (12 + 13) — )

ve V| =

/ /
[ 2 (K

olarak elde edilir.
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Ornek 3.2 Ei’ Minkowski 3-uzayinda egrilikleri

V3
KT = ——3
(—1+s2)2
V/3s
K = ——5
(—1+52)2
ve Frenet vektorleri
1 V/3s S(—3+s2)
T(S): - 30 10 1]
(—1+4+s2)2  2(=1+4s2)2 2(—1+s2)2

NEs) = [ 2 VAL TS)
=T 2 20059

s3 _S2

3
1462)3 2(—1482)7 2(—1452)

(\/§s 1 \/§(l+s2))’

olarak verilen asli normal vektorii N spacelike olan

Q(s)= (%\/ —1 + s2sinh(2arccoth(s)), —?\/ —1+s2, —%\/ —1+s2 cosh(2arcc0th(s))>

spacelike rektifyen slant helis egrisini ele alalim. Eger Teorem (3.1)) (i)’de

—1—4s% 25 — 5/~ 1452

Vi = )

V—_l+s2
Vo, = \/§S,
v = _6s—3s3+v—1+s2
Vo

olarak alinirsa @* egrisini

3
2(711“2) (_2 — 452 465" =25V~ 1+ 52+ (—1+52)? sinh(2arccoth(S))> :
B _ 2
0" (s°) = \/§s( 1+s),
| —65— 45> =258 + v/~ 1+ 52 +52V—1+5
PYSREERAY 3
2(~1+57) — (—=1+4s%)2 cosh(2arccoth(s))
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olarak elde ederiz. Buradan egriliklerini

o
6(—1+s2)*

1
2V3(=1+s2)*

Kl —

ve Frenet vektorlerini de

T (s%) s V3 1482
s)=|—F——,——F%—F=——=>
—1+s27 27-2-2s)"

s 1+s° 2s
N (S ): <—1—|—S2’ ,_—1—|—S2>’

( V3s 1\/3(1+s2)>

B* * — _ _
(s°) 1452 22(-1+92)

olarak elde ederiz. Buradan N = —B* oldugu kolayca goriiliir. Bu da ¢’nin Mannheim
eslenik egrisi @* olan bir Mannheim egrisi oldugunu gosterir. Burada ¢@* asli normal

vektoril timelike olan spacelike bir genel helistir.

Sekil 3.1: Ornek 3.2°de verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Mannheim eslenik eg-
rilerinin grafikleri; kirmiz1 grafik ¢ spacelike egrisi, mavi grafik asli normal vektorii
timelike olan spacelike Mannheim eslenik egrisi olarak gosterilmistir.
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Ornek 3.3 Ei’ Minkowski 3-uzayinda egrilikleri

1+e
K1 = )

(~1+4e)(1-s2)}
(I+e)s

(—1+e)(1—s52)

K =

[ST[o%}

ve Frenet vektorleri

scosh(%)
V1-s2’
sin(arctan A(s) Csch(%))Jrscos(arctanh(s) csch(%)) sinh(%)
Vi1-s2 ! ’
—cos(arctan(s) csc (1)) +ssin(arctan(s) esch(4)) sinh( 1 )

V1=s2

T(s) =

_—l+te
2\/e ’

N(s)=| 1 (—1+e)cos(arctanh(s) csch(

1+ (—1+e)sin(arctanh(s) csc h(

))(eseh(
))(csch

) + sinA(
) + sinA(

)s |
)

N — D=
N — D=
= B—

cosh(%)

Vi
(—(—l—i-e)cos (—zﬁaicfen ) 2\/_ssm<2‘[aﬁ1n )) /2 e —es?,
B(s) = ﬁ(( 1 +s%)cos <M%Cf:())
+ cos(arctani(s) csch(%))

—ssin(arctan h(s) csch(%)) Sinh(%))

olarak verilen asli normal vektorii N spacelike olan

V1—s? cosh(%),
¢ (s)=| —+/1—s2cos(arctanh(s) csch(%))sinh(%),
—+/1—sZsin(arctan(s) csch(%)) sinh (%)

spacelike rektifyen slant helis egrisini ele alalim. Eger Teorem (3.1) (ii)’de

Vi = —s+ (l-l—e)s 352\/1—s2 (1—s )%

(—1+e)*V1—
v — (l—i—.e)s7
—1+e
1 2
vy = 1 UEOS LA

(—14e)*V1—s2
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olarak alinirsa ¢@* egrisini

(I+e)s(—14+s*—2e(-2+5%) +e* (—1+s%)) /(-1 +e)*/e),
0" (s") = —% ( 1+ ) ((—1 +e)scos (—zﬁaﬁaen ) ++/esin (2\[aman( ))> ,
—\l[ (—1+s5?) ((—1 + ) ssin (2\/&1532“ ) + \/ecos (Zﬁaﬁ?( )>)

olarak elde ederiz. Buradan egriliklerini

o (—1+e)?

L 2(—1+82) (1 =352+ €2 (1 —3s%) + e (—4+652))’
) (=1+¢%)

K2 -

2(—1482) (14352 +¢* (1 +352) + €2 (4 +652))

ve Frenet vektorlerini de

Ty (—l—e “1te (2\/Earctan(s)),—1+e . (2\/zarctan(s)))7

2/ 2e O\ “ite 2ve T\ Tiye
2 t 2 t
N*(s) = ( 0,sin( \/Earcan(s)),_cos( \/Earcan(s)) ,
—1+4+e —1+e

B*(s")= (—sinh (%) cos(2Yearctan(s)y oo (%) sin(2Yearean(s)y o (%))

—1+e —1+e
olarak elde ederiz. Buradan N = B* oldugu goriilebilir. Bu da ¢’nin Mannheim eglenik
egrisi @* olan bir Mannheim egrisi oldugunu gosterir. Burada ¢* asli normal vektorii

spacelike olan timelike bir genel helistir.
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Sekil 3.2: Ornek 3.3’te verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Mannheim eslenik eg-
risinin grafikleri; kirmiz1 grafik ¢ spacelike egrisi, mavi grafik spacelike asli normal
vektore sahip timelike Mannheim eglenik egrisi olarak gosterilmistir.

Ornek 3.4 E% Minkowski 3-uzayinda egrilikleri

—14€?
K1 = R

(14¢2) (1+52)2
(—1 -|—ez)s

(1+e2)(1+52)}

K>

ve Frenet vektorleri

(—H—ez)s
23?/14—7 ’
(1+32)SCOS( 2earctan(s) ) (Zearctan(s) )

T(S) — 12 —2esin T2 7
2ev/1+s2 )
(1+ez)ssin(2e%f§(s))+zec03(w)

1+¢2
2eV/1+52

2 .2
M) = | € (—1+¢) cos(240)) (142 sin(2e4ele))

2e 2e ’ 2e ’
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1
E*E

2V 1452’
B(s) = <<1+€2) cos (%) + 2essin <2e%f§(s))> /2eV/1+ 52,

((1 + %) sin (M) —2ecos <26Lm(s)>> /2e/1+52

14¢2 1+¢2

olarak verilen asli normal vektorii N timelike olan

V1—s? cosh(%),
o(s)=| —V1 —szcos(arctanh(s)csch(%))sinh (%),
—/1—s2sin(arctan/i(s) csc/(3)) sinh (3)

spacelike rektifyen slant helis egrisini ele alalim. Eger Teorem ((3.2))’de

2
—1+e€%)"s? 3
Vi = —s+ ( 5 —3s2V 1452+ (1+5%)2,
(14+€2)"V1+s?
(—1+e2)s
v, = ~—— 71
2 1—|—€2 )

W 2)2
vi = —1+ (z1+e)s _35y/1+ 52

(14€2)*V1+s2

olarak alinirsa ¢* egrisini

1 (—1+e2)s(1+s2+e4(1+s2)+2e2(2+s2)),

e(1+¢2)’
¢ (s") = ~1(1++?) ((1 +¢?) scos (—zeaﬁtg(s» +esin <—2ealrit2§(s))> ,
—é (1 —I—s2) ((1 + ez) ssin <—Zea]rjf§?(s)> —ecos (—zeirf:?(s))>
olarak elde ederiz. Buradan egriliklerini
. (1+e%)°
K e
! 2(1452) (14352 +e*(1+352) + €2 (4 +652))
* <—1 +€4)
Kz -

2(1+452) (14352 +e* (14 352) + €2 (4 +652))
ve Frenet vektorlerini de

2 Zearctan(s) 2\ ... ¢ 2earctan(s)
T*(S*): (_1+e2) (1+€ )COS(T) (1+e )Sln(H—ez)

2e 2e ’ 2e
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2earctan (s)

W (57 = (0sin L), - cos 2L, ),

+e 1+ ¢2

Zearct . 2earct
B*(s*) = _1+62 (—1+€2)COS(%2§(S)) (—1+62)Sln( ealrizelg(s))

Qe ’ 2e ’ 2e

olarak elde ederiz. Buradan N = —B* oldugu goriilebilir. Bu da ¢’nin Mannheim es-
lenik egrisi ¢* olan bir Mannheim egrisi oldugunu gosterir. Burada ¢* asli normal

vektorii spacelike olan spacelike bir genel helistir.

Sekil 3.3: Ornek 3.4’te verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Mannheim eslenik egrisi-
nin grafikleri; kirmiz1 grafik asli normal vektorii timelike olan ¢ spacelike egrisi, mavi
grafik spacelike asli normal vektore sahip spacelike Mannheim egslenik egrisi olarak
gosterilmigtir.
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4 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA TIMELIKE MANNHEIM EGRILER

Bu boliimde, E% Minkowski 3-uzayinda bir timelike egri i¢in literatiirde yapilan iglem-
lerden farkli olan 6nceki boliimde anlatilan yeni yaklasim kullanilarak Mannheim egri
olma karakterizasyonlarini veren teorem ve sonuclar ifade edilip ornekler grafikleriyle

birlikte verilecektir.

Kabul edelim ki E3’de ¢ : 1 C R — E3, Frenet catist {T(s),N(s),B(s)} ve sifirdan
farkli egrilikleri k(s), k> (s) olan bir timelike Mannheim egrisi olsun. Bu durumda
@* : I* C R — E3, Frenet catist {T*(s*),N*(s*),B*(s*)} ve k}(s*), &5 (s*) egrilik-
lerine sahip @ egrisinin bir Mannheim eglenik egrisi olsun. Bu yeni yaklagima gore
vi(s),va(s) ve v3(s), @ ve @*’1n causal karakterlerine bagli olarak belirli sartlar1 sag-

layan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, @* egrisi,

@*(s") = 9" (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (s) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s)
olarak yazilabilir. Bu timelike ¢ egrisinin asli normal vektorii N spacelike oldugunda
¢ egrisinin Mannheim eglenik egrisi @* i¢in agagidaki durumlardan birisi miimkiindiir:
(i) ¢* timelike asli normal vektore sahip bir spacelike egridir,
(ii) ¢* spacelike asli normal vektore sahip bir timelike egridir,

Asagidaki teoremde olabilecek tiim bu durumlar ayr1 ayr ele alinmagtir.

Teorem 4.1. ¢, Minkowski 3-uzayinda k1, k; egrilikleri sifirdan ve birbirinden farkli
asli normal vektorii N spacelike olan birim hizli bir timelike egri olsun. Bu durumda
¢, Minkowski 3-uzayinda yeni yaklasima gore bir Mannheim egrisidir ancak ve ancak

asagidaki durumlardan birisi saglanir:
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(i) |k2| < |x1| olmak iizere

V1K1—|-Vé = V3K, “4.1)
Vi+wik # 0, (4.2)

(14 Vi +vaki) i

(Vi+wn) K 4.3)

esitliklerini saglayan vi(s), va(s), va(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari vardir. Bu
durumda ¢’nin Mannheim eslenigi olan ¢* egrisi de asli normali N* timelike olan

spacelike Mannheim egridir.

(i) |k | < || olmak iizere

VIKI+V, = V3K, (4.4)

Vit wik # 0, (4.5)

(1+Vvi+vaki) K (V3 +Wi0) ks (4.6)

esitliklerini saglayan vi(s), va(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar: vardir. Bu
durumda ¢’nin Mannheim eslenigi olan ¢@* egrisi de asli normali N* spacelike olan

timelike Mannheim egridir.

Ispat. i) ¢ : I — Eﬂ?, Minkowski 3-uzayinda |k»| < |kj| olacak sekilde ki, k» egrilik-
leri sifirdan farkli birim hizli bir spacelike Mannheim egri ve ¢* : I* — E? de @’nin

spacelike Mannheim eslenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,

@*(s") = @ (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (5) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s) (4.7)

olarak yazilabilir. Burada v, (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(4.7)) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
T*f = (1+vi+vaki) T+ (Viki + V5 — v3i0) N+ (V3 + V2 k2 ) B (4.8)
elde edilir. Elde edilen bu (4.8)) denklemini N ile skalar ¢arparsak

ViKI +V,— 3k =0 (4.9)

32



elde edilir. ) de yerine yazilirsa,

T*f = (1+Vvi+wKk) T+ (v;+v2k) B (4.10)
bulunur. denklemini kendisiyle skalar carparsak,

() = —(1+ V] +vox1) 2+ (Vi 4+ vaka)” @.11)

elde edilir. Her taraf (f')*’ne béliiniirse,

14+ v/ 2 Vit 2
1:_ +V1+V2K1 + 3+ 282 (412)
/! /!

bulunur. Eger
1+ Vv 4wk Vi +Wnio
- — ve ’}/ = —

o 7 7 (4.13)
olarak gosterirsek (4.10)) esitliginden
T"=08T+YyB (4.14)

buluruz. Bu (4.14]) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
—f'k{N* = 8T+ (6x1 — yk2)N+YB (4.15)
buluruz. (4.15)) esitligini N ile skalar ¢arparsak,
oK —yKr =0 (4.16)
buluruz. 6 ve y’y1 yerine yazarsak
(1+vi+vaki) ki = (V3 + V) K 4.17)

elde ederiz. Burada V5 — v2k, # O dir. Aksi halde (4.10)’ten 7*ile T lineer bagiml
olur. T*ile T lineer bagimli ise egriler denk egrilerdir ve paralel ¢at1 vardir. Yani N*ile

N ve B*ile B paralel olur. Bu durumda N = B* ile celisir. Yani egri Mannheim olamaz.

33



(4.17)) esitligini (4.11]) de kullanirsak |x»| < || oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine, @, K] ve Kk egrilikleri sifirdan farkli, yay uzunlugu s ile parametrize edilen

birim hizli bir spacelike egri ve

VIKI+V, = V3K, (4.18)
Vi+wik, # 0, (4.19)
(1+vi+wk)k = (Vi+wnn)k, (4.20)
| < x| (4.21)

olacak sekilde vi(s), v2(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleyse

¢*(s") = 9" (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (5) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s) (4.22)

seklinde bir @* egrisi tanimlayabiliriz.
(4.22))’un s’ye gore tiirevini alirsak

do*
ds

= (1+vi+wKk) T+ (Vs+V2k2) B (4.23)

buluruz. Bu esitlik yardimiyla

, do* do* m (Vé + V2K'2) K‘12 — K‘22 y
f= <ds’ds>_ Ki (4.24)
buluruz. Burada m; = sgn (v§ + v, Kz) dir.
(4.23))’u tekrar yazarsak,
T* = L (kT +KB), g(T*T*) =1 (4.25)
212
)
buluruz.
K K
M= v pp= Bl (4.26)
K?— K3 kP — K3
alirsak (4.23))’yi
T " =MT+ LB 4.27)
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seklinde yazabiliriz.

(4.27])’iin s ye gore tiirevini alirsak

ars A A
=—T+—-—=B 428
ds* f! f! ( )

buluruz ki bu da,

/
ar* ()“1/)2 - (%)2 _ omy (KK —10K)) myk} (%)

K = — — - (4.29)
=% 7 P 7E-x)
oldugunu gosterir. Burada my = sgn (kxk| — ki k) dir. Simdi N*’1
N =" T 4 10B), g(N*,N*)=—1 (4.30)
22
1%
bulabiliriz. Buradan
B* =T*xN*=—mN, g(B*,B")=1 4.31)

dir. Son olarak

/2 42
> <d—B*,N*> % #0 (4.32)
dir. Bu durumda ¢*, ¢’ ’nin Mannheim eslenik egrisidir. Bu yiizden ¢, bir Mannheim
egrisidir. Eger Teorem (i)’de vi = v3 = 0 alinirsa ¢* Mannheim eglenik egrisinin
literatiirdeki klasik Mannheim egrisi sonucunu elde ederiz.

i) e:1— [E3, Minkowski 3-uzayinda | k|| < |k | olacak sekilde k7, k» egrilikleri sifir-
dan farkli birim hizli bir spacelike Mannheim egri ve ¢* : [* — E{’ de ¢’nin spacelike

Mannheim eglenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,
@*(s") = 9" (f(s)) = @(s) + Vi()T (5) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s) (4.33)

olarak yazilabilir. Burada v (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(4.33]) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,

T*f = (1+ v+ ki) T+ (Viki + V5 — v3i0) N+ (V3 + V2 k2 ) B (4.34)
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elde edilir. Elde edilen bu denklemini N ile skalar ¢arparsak
VIKI +V,— 3k =0 (4.35)
elde edilir. , de yerine yazilirsa,
T*f = (14 v+ vak) T + (V3 + v2k2) B (4.36)
bulunur. denklemini kendisiyle skalar carparsak,
— (") = (14 V] +vax1) 2+ (Vi + vako)” 4.37)

elde edilir. Her taraf (f )z’ne boliiniirse,

1+v! 4 Vi v\ 2
/! /!

bulunur. Eger
1+ V] + vk Vi +vio
=———=— ve Y=

B 7 7 (4.39)
olarak gosterirsek (4.36)) esitliginden
T =0T +YB (4.40)

buluruz. Bu esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet denklemlerini kullanirsak,
f'KiN*=8'T + (6k; — Yk )N+ VB (4.41)
buluruz. (4.41)) esitligini N ile skalar ¢arparsak,
oK1 — YKk =0 (4.42)
buluruz. 6 ve y’y1 yerine yazarsak

(1+vi+vak) ki = (Vi+ k) K (4.43)
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elde ederiz. Burada Vj + v,k» # O dir. Aksi halde (4.36])’ten 7* ile T lineer bagimli
olur. T* ile T lineer bagimli ise egriler denk egrilerdir ve paralel ¢at1 vardir. Yani N* ile
N ve B* ile B paralel olur. Bu durumda N = B* ile ¢elisir. Yani egri Mannheim olamaz.

(4.43]) esitligini (4.37)) de kullanirsak |x;| < |k>| oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine, ¢, k7 ve Ky egrilikleri sifirdan farkli, yay uzunlugu s ile parametrize

edilen birim hizl1 bir spacelike egri ve

VIKI+V, = V3K, (4.44)
Vi+wik # 0, (4.45)
(1+vi+wk)k = (Vi+wnk)k, (4.46)
x| < |x 4.47)

olacak sekilde v;(s), v2(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleyse

¢*(s7) = " (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (s) + va(s)N(s) + v3(s)B(s) (4.48)

seklinde bir @* egrisi tanimlayabiliriz.

(4.48])’un s’ye gore tiirevini alirsak

do*
ds

= (1+Vvi+wk) T+ (v;+Wvk)B (4.49)

buluruz. Bu esitlik yardimiyla

) d(p* ng* my (Vé + V2K2) K22 — Klz 450
f= ds ' ds | Ki (4.50)
buluruz. Burada m; = sgn (V}+ v2k) dir.
(4.49))’u tekrar yazarsak,
yA— T + kB T*T) = —1 451
—ﬁ(Kz +KxiB), g(T",T")=-— 4.51)
K —K



buluruz.

K K
=8 g, = R
iy — K iy — K
alirsak (4.51))’yi
T =MT+ 1,B
seklinde yazabiliriz.
(4.53])’iin s ye gore tiirevini alirsak
dr* A A
=174 22p
ds* f/ f/
buluruz ki bu da,
2 2 2 (k)
/ / _ 22
= ‘ arr| _ (A1) = (%) y —my (K5 K| — Ko K]) _ maK; <K1)
& 7 FE-)  7(E-x)
o " . . KK — 12K \ 5 4 F o
oldugunu gosterir. Burada my = sgn <W> dir. Simdi N*’1
27 ™M

N* = m;mzz(KlTJerB), g(N*,N*) = 1
K —K

bulabiliriz. Buradan
B*=T*xN"=—-mN, g(B*,B")=1

dir. Son olarak
2 2

. dB* .\ "M/ KK
Kzz—g(—s,N)ZT%O

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

dir. Bu durumda ¢*, ¢’ nin Mannheim eslenik egrisidir. Bu yiizden ¢, bir Mannheim

egrisidir. Eger Teorem (4.1)) (i)’de v; = v3 = 0 alinirsa ¢* Mannheim eslenik egrisinin

literatiirdeki klasik Mannheim egrisi sonucunu elde ederiz.

O

Sonu¢ 4.1 ¢:ICR— E?, K1, k» egrilikleri sifirdan farkli bir null olmayan genel

helis olsun. O halde ¢, E?’de bir Mannheim eslenik egrisine sahip degildir.

Ispat.p: I CR— E?, K1, K» egrilikleri sifirdan farkli bir genel helis olsun. O halde %
oran1 sabittir. Bu da (3.29), (3.55), (3.83), (4.29) ve (4.55)’deki ki" = 0 oldugunu ifade
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eder. O halde ¢* bir dogrudur.

4.1. Ornekler

Ornek 4.1. ¢, Minkowski 3-uzayinda ki, k, egrilikleri sifirdan ve birbirinden farkli

asli normal vektorii N spacelike olan birim hizli bir timelike egri olsun. Bu durumda

Teorem (4.1)’in kosullar1 saglanir. Kabul edelim ki v, = vy € R olsun. Bu durumda

ViKi
Vé + VoKa

/
(1+Vvi +voki) ki

yazilabilir. Boylece

V()(

V3 =

# 0, (4.60)
= (vi+twk)k (4.61)

elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak ¢* Mannheim eslenik egrisi

*

k2 (vo (5 — K7) — 1)

o =0+ Klz(%>/

14
T +voN +

2 .2
Ky —Kj

o

o

) - ki

y

Ly
K1

olarak elde edilir. Burada ¢* Mannheim eslenik egrisi, |k1| < |k»| veya |k1| > ||

olmas1 durumunda sirasiyla timelike veya spacelike egridir.

Ornek 4.2. ]E% Minkowski 3-uzayinda egrilikleri

V3
Kl = —»
(1—s52)2
\/gs
K = 3
(1—s52)2
ve Frenet vektorleri
2
T(S):( 1 V3 3(1—|—s)>
37 3 3 ?
(1—52)2 2(1—5%)2 2(1—s2)2



_ V3 1—\/§(1—|—s2)
N(s)_<l—s2’§’ 2(—1+s?) >’

B(s) —5 -3 1 — 352
s — ) )
(1-s2)3 2V3=32"2(1—g2)3

olarak verilen asli normal vektorii N spacelike olan

V1 —sZcosh(3),
@(s)=| —v1—s%cos(arctanh(s)csch(s))sinh (3),

1 1
2 2
—+/1—s2sin(arctan/(s) csc/(3)) sinh (3)
timelike rektifyen slant helis egrisini ele alalim. Eger Teorem (4.1) (i)’de

—1— 452+ 25% — 53/1 — 52

Vi =

V1—s2 ’
Vo, = \/§S,
6s—3s3+m
BT e

olarak alinirsa ¢@* egrisini
0" (s*) = (—1 —35%,—v/35(—3 +s2),—s(3+s2))

olarak elde ederiz. Buradan egriliklerini

1
6(—1 —l—sz)27

1
2v3(—=1+52)?

ve Frenet vektorlerini de

T (s%) —s =3 145
S g
—1+4s27 2 '2-2s2 ]

1+s2 2
N*(s*)z( +s 0 S ),

1—-s2" —1+s2

( V3 1\/§(1+s2)>

B*(s") =

T1—=s2 272(—1+442)
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olarak elde ederiz. Buradan N = —B* oldugu goriilebilir. Bu da ¢’nin Mannheim es-
lenik egrisi ¢* olan bir Mannheim egrisi oldugunu gosterir. Burada ¢* asli normal

vektorii timelike olan spacelike bir genel helistir.

Sekil 4.1: Ornek 4.2°de verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Mannheim eslenik eg-
rilerinin grafikleri; kirmizi grafik asli normal vektorii spacelike olan ¢ timelike egrisi,
mavi grafik asli normal vektorii timelike olan spacelike Mannheim eslenik egrisi ola-
rak gosterilmisgtir.

Ornek 4.3. E? Minkowski 3-uzayinda egrilikleri

ki = 15sinh(17s),
Kk, = 15cosh(17s)
ve Frenet vektorleri

% (25cosh(9s) 4+ 9cosh(25s)),
T(s)=| L(-25sinh(9s)+9sinh(25s)), |,
13 cosh(17s)

% cosh(8s),

N(s) = [ L(cosh(s)+ cosh(3s) + cosh(5s) + cosh(7s))sinh(s), |,
17
B
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e (—255sinh(9s) — 9sinh(25s),
B(s)=| L (25cosh(9s) —9cosh(25s)),
— B sinh(17s)

olarak verilen asli normal vektorii N spacelike olan

% sinh(9s) + % sinh(25s),
@(s)=| —2&;cosh(9s)+ 705 cosh(25s),

11356 sinh(17s)

timelike slant helis egrisini ele alalim. Eger Teorem (4.1)) (ii)’de

1
v = ﬁcosh(17s)(—15—|—sinh(17s))
v, = 1

1
vz = ﬁsinh(17s)(—15+sinh(17s))

olarak alinirsa ¢@* egrisini

1805 (25 sinh(9s) + 9sinh(25s)),

225 T cosh?(s)(—226 + 444 cosh(2s) — 420 cosh (4s)
+380cosh(6s) — 324 cosh(8s) + 252 cosh(10s)
—189cosh(12s) + 135cosh(14s) —90cosh(16s)
+54 cosh(18s) —27 cosh(20s) 4+ 9 cosh(22s)),
6l (32+ 15sinh(17s))

olarak elde ederiz. Buradan egriliklerini

ki = 17sech(17s)

15
K = 5 sech(17s)

42




ve Frenet vektorlerini de

% cosh(8s),

T*(s") = | (- sinh(s)+sinh(3s) — sinh(5s) + sinh(7s)) cosh(s), |
15
8
N*(s*) = (sinh(8s),cosh(8s),0),
15 15 17
B*(s*) = <—§ cosh(8s), ry sinh(8s), —§>
olarak elde ederiz. Buradan N = —B* oldugu goriilebilir. Bu da ¢’nin Mannheim es-

lenik egrisi ¢* olan bir Mannheim egrisi oldugunu gosterir. Burada ¢@* asli normal

vektorii spacelike olan timelike bir genel helistir.

Sekil 4.2: Ornek 4.3’te verilen ¢ egrisi ve bu egriye ait olan Mannheim eslenik egrile-
rinin grafikleri; kirmiz1 grafik asli normal vektorii spacelike olan ¢ egrisi, mavi grafik
asli normal vektorii spacelike olan timelike Mannheim eslenik egrisi olarak gosteril-
mistir.
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5 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA CARTAN NULL VE PSEUDO NULL
MANNHEIM EGRILER

E% Minkowski 3-uzayinda null Mannheim egriler 2014 yilinda Grbovic, Ilarslan ve Ne-
sovic tarafindan c¢alisilmis ve bu uzayda null Mannheim egrilerin olmadigini, sadece
pseudo null Mannheim egrilerin varligindan s6z edilebilecegini ortaya koymuslardir
([12]). Ayrica pseudo null Mannheim egrilerin, egri ¢ifti pseudo null dogru olan, pse-
udo null dogru ve pseudo null cember oldugunu gostermislerdir.

Bu boliimde, E? Minkowski 3-uzayinda Cartan null ve pseudo null egriler i¢in 6n-
ceki boliimlerde uygulanan yeni yaklagim kullanilarak Mannheim egri olma karakte-
rizasyonlarini veren teorem ve sonuglar ifade edilip literatiirde olmayan yeni 6rnekler

grafikleriyle birlikte verilecektir.

5.1. Cartan Null Mannheim Egri

Kabul edelim ki, E} Minkowski 3-uzayinda ¢ : ] C R — E3, Frenet catisi{T (s), N(s), B(s) }
ve Ki(s) = 1,x(s) sifirdan farkli egrilikleri olan bir Cartan null Mannheim egrisi
ve @* : I* C R —» E3, Frenet catist {T*(s*),N*(s*),B*(s*)} ve kj(s*), K} (s*) egri-
liklerine sahip ¢ egrisinin Mannheim eglenik egrisi olsun. Bu yeni yaklagima gore
vi(s),va(s) ve v3(s), @ ve @*’1n causal karakterlerine bagli olarak belirli sartlar1 sag-

layan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, ¢* egrisi,

¢ (s") = 0" (f(5) = @ () + Vi ()T (s) + V2 ()N (s) + V3 (5) B(s).

Bu Cartan null ¢ egrisinin Mannheim eglenik egrisi, ¢* i¢in asagidaki durumlardan
birisi miimkiindiir:

(i) ¢* timelike asli normal vektore sahip bir spacelike egridir,

(ii) @™ spacelike asli normal vektore sahip bir timelike egridir.

Asagidaki teoremde olabilecek tiim bu durumlar ayr1 ayr incelenecektir.
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Teorem 5.1. ¢, Minkowski 3-uzayinda k; egriligi sifirdan farkli birim hizli bir Cartan-
null egri olsun. Bu durumda ¢, Minkowski 3-uzayinda yeni yaklasima gore bir Mann-

heim egrisidir ancak ve ancak asagidaki durumlardan birisi saglanir:

(1) 0 < k» olmak iizere

Vi+V = vk, 5.1
1+vi+win = (Vi—Wn)k, (5.2)
1+Vi+wnk # 0, (5.3)

Vi—va # 0 (5.4)

esitliklerini saglayan v;(s), va(s), vs(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari vardir. Bu
durumda ¢@’nin Mannheim eglenigi olan ¢@* egrisi de asli normali N* timelike olan

spacelike Mannheim egridir.

(i1) k» < 0 olmak iizere

Vi+V, = vk, (5.5)
l+vi+wnk = (vi—wn) K, (5.6)
1+Vvi+wnk # 0, (5.7)

Vi—va # 0 (5.8)

esitliklerini saglayan v;(s), va(s), vs(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari vardir. Bu
durumda ¢’nin Mannheim eslenigi olan ¢@* egrisi de asli normali N* spacelike olan

timelike Mannheim egridir.

ispat. Q) e:1— [E3, Minkowski 3-uzayinda 0 < k» olacak sekilde birim hizli bir
Cartan-null Mannheim egri ve ¢@* : I* — E? de @’nin asli normali N* timelike olan

spacelike Mannheim eslenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,
@°(s7) = @*(f(s)) = @(s) + Vi (s)T (s) + V2 (s)N(s) + v3(s)B(s) (5.9)

olarak yazilabilir. Burada v (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
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(15.9) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
T*f = (1+Vvi+ )T+ (Vi+Vv;—vsko) N+ (V53— o) B
elde edilir. Elde edilen bu denklemini N ile skalar carparsak
VI+V)—Vvikp =0
elde edilir. , de yerine yazilirsa,
T*f' = (14+Vvi+ k) T+ (v;—v2)B
bulunur. denklemini kendisiyle skalar carparsak,
(f’)2 =2(1+ Vi + W) (V53— W)

elde edilir. Her taraf (f )z’ne boliiniirse,
4w, 1+V|+wni Vi—vy
B f f

1+ Vi +WK
= f/ ve ’}/ f/
olarak gosterirsek ((5.12)) esitliginden

bulunur. Eger

0

T* = 8T + B

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

buluruz. Bu ([5.16]) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,

—f'k{N*=8'T+ (6 —yxs)N+YB
buluruz. ((5.17)) esitligini N ile skalar garparsak,

0—vKr=0
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buluruz. § ve y’y1 yerine yazarsak
1+V1+V2K2= (Vé—Vz) K (5.19)

elde ederiz. Burada v§ — v, # 0 dir. Aksi halde ((5.12))’ten 7*ile T lineer bagimli olur.
T*ile T lineer bagiml ise egriler denk egrilerdir ve paralel ¢ati vardir. Yani N*ile N
ve B*ile B paralel olur. Bu durumda N = B* ile ¢elisir. Yani egri Mannheim olamaz.

Ayrica 1+ V] + vpk; # 0 dir. Aksi halde (5.12)’den T* = <#> B olur. Her tarafi N

ile carparsak 1 = 0 ¢ikar. Bu da bir ¢eligkidir.

Tersine, @, k> egriligi sifirdan farkli, yay uzunlugu s ile parametrize edilen birim

hizl bir Cartan-null egri ve

VitV = wk, (5.20)
1+vi+win = (vi—Wn)k, (5.21)
1+Vvi+wk # 0, (5.22)

Vi—va # 0 (5.23)

olacak sekilde vi(s), v2(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleyse

@*(s") = @ (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (5) + Va(s)N(s) + v3(s)B(s) (5.24)

seklinde bir @* egrisi tanimlayabiliriz.

(15.24])’iin s ye gore tiirevini alirsak

do*
ds

=(14+Vvi+vike) T+ (v;—v2)B (5.25)

buluruz. Bu esitlik yardimiyla

/ do* do* /
f = < 9 @ >=m1 (Vs —v2) V210, (5.26)

ds ’ ds

buluruz. Burada m; = sgn (vé — vz) dir.
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(15.25])’1 tekrar yazarsak,

T = KT + B T T*) =1 5.27
\/2—1(,2 ( 21+ ) ) g( ) ) ( )

buluruz.
A =2 e g, = (5.28)

alirsak (5.27))’yi
T" =MT + B (5.29)

seklinde yazabiliriz.

(5.29))’tin s”ye gore tiirevini alirsak

ar* A A
—— =—-T4+-—=B 5.30
dS* f/ + f/ ( )
buluruz ki bu da,
dT* 2/1/2’/ /
= ||| = YO MG (5.31)
ds f 2K

oldugunu gosterir. Burada my = sgn (%) "dir. Simdi N*’1

—miny

N* = KT —B), N* N*)=—1 5.32
bulabiliriz. Buradan
B*=T"xN"=—-mN, g(B*,B")=1 (5.33)

dir. Son olarak

N <dB*7N*) _ miv/2Ka 20 (5.34)

f/
dir. Burada 0 < k, dir. Bu durumda ¢*, ¢ ’nin Mannheim eslenik egrisidir. Bu yiizden
@, bir Mannheim egrisidir. Eger Teorem (5.1)) (i)’de v; = v3 = 0 alinirsa ¢* Mannheim

eslenik egrisinin literatiirdeki klasik Mannheim egrisi sonucunu elde ederiz.

(ii) @ : I — E3, Minkowski 3-uzayinda k» < 0 olacak sekilde birim hizli bir Cartan-

null Mannheim egri ve ¢* : I* — ]E? de @’nin asli normali N* spacelike olan timelike
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Mannheim eglenik egrisi olsun. Bu durumda ¢,

@*(s7) = @7 (f(s)) = @(s) +Vi(s)T (s) + V2 (s)N(s) + v3(s)B(s)

(5.35)

olarak yazilabilir. Burada v (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(5.61]) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
T*f/ — (] —|—V{ —|—V2K'2) T + (V] +V£—V3K'2)N—|— (Vé —Vz)B

elde edilir. Elde edilen bu (5.62)) denklemini N ile skalar ¢arparsak

Vi+V)—vikp =0
elde edilir. , de yerine yazilirsa,
T*f'= (14 v+ W) T+ (V;—V2)B
bulunur. denklemini kendisiyle skalar ¢arparsak,
— (f’)2 =2(14+ V] + k) (V53— W)

elde edilir. Her taraf () ne boliiniirse,
L —» 1+ Vi +wnik Vi—V)
o 7 f

I+ vi+wnig ve y— Vi—Ww

f! f!
olarak gosterirsek ((5.64) esitliginden

bulunur. Eger

0

T* = 8T +yB

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

buluruz. Bu (5.67) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet denklemlerini kullanirsak,

KN =8'T+ (8x —yxo) N+ VB
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buluruz. esitliini N ile skalar carparsak,
S—yk =0 (5.44)
buluruz. 8 ve y’y1 yerine yazarsak
14+ v+ = (V;— W) Kk (5.45)

elde ederiz. V§ — v # 0 dur. Aksi halde (5.64))’ten T*ile T lineer bagimli olur. T*ile T
lineer bagimli ise egriler denk egrilerdir ve paralel ¢ati vardir. Yani N*ile N ve B*ile
B paralel olur. Bu durumda N = B* ile celisir. Yani egri Mannheim olamaz. Ayrica

1+ V{ + vk # 0 dir. Aksi halde (5.64) den T* = (vé;,v2> B olur. Her tarafi N ile

carparsak 1 = 0 cikar. Bu da bir ¢eligkidir.
Tersine, ¢, Kk, egriligi sifirdan farkli, yay uzunlugu s ile parametrize edilen birim

hizl bir Cartan-null egri ve

Vi+V, = vk, (5.46)
1+vi+vik = (Vi—W)k, (5.47)
1+vi+wik # 0, (5.48)

Vi—Vva # 0 (5.49)

olacak sekilde vi(s), v2(s), v3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleyse

@*(s*) = @ (f(5)) = @(s) + Vi(s)T (s) + V2 (s)N(s) + v3(s)B(s) (5.50)
seklinde bir @* egrisi tanimlayabiliriz.
(5.50) un s’ye gore tiirevini alirsak

do*
ds

= (1+Vvi+W)T+(vV;—V2)B (5.51)

buluruz. Bu esitlik yardimiyla

ds  ds

, do* do* ,
f= < 4 L >:m1 (V3—V2) vV —2K (5.52)
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buluruz. Burada m; = sgn (V4 — v») dir.

(5.51))u tekrar yazarsak,

7" ="\ (T +B), ¢(T*,T")=—1
—21(2

buluruz.

K

A =8 e A=
—2K —2K

alirsak (5.53))’yi

T =MT+ A,B

seklinde yazabiliriz.

(5.55))’tin s”ye gore tiirevini alirsak

* / /
4 :ﬁT—F&B
ds* f/ f/

buluruz ki bu da,

aT*
ds*

o \/Zl{lé o mﬂ(’é

Py

Kf:‘

K.l
K

oldugunu gosterir. Burada my = sgn <—§> "dir. Simdi N*’1

—mny
—2K

N* =

(T —B), g(N*,N")=1

bulabiliriz. Buradan

B*=T*xN*=mN, g(B*,B*)=1

dir. Son olarak

% dB* " mp —21(2
s () I

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

dir. Burada 0 > k3 dir. Bu durumda ¢*, ¢’nin Mannheim eslenik egrisidir. Bu yiizden

¢, bir Mannheim egrisidir. Eger Teorem (5.1)) (ii)’de v; = v3 = 0 alinirsa ¢* Mannheim

eslenik egrisinin literatiirdeki klasik Mannheim egrisi sonucunu elde ederiz.

]

Sonuc 5.1 ¢ : 1 C R — E3, Frenet catis1 {T,N, B} olan bir Cartan null Mannheim egri
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olsun. Eger ¢ egrisinin k, egriligi

\/CZCSITC:; seklinde ise ¢* spacelike Mannheim eglenik
egrisi bir genel helis egrisidir. Burada cy,c; € Ry ve ¢3 € R.

Sonu¢ 5.2 ¢ : 1 C R — [E3, Frenet catis1 {7, N, B} olan bir Cartan null Mannheim egri
olsun. Eger ¢ egrisinin 2. egriligi k, sabit ise ¢* spacelike Mannheim eslenik egrisi

bir dogrudur.

5.2. Pseudo Null Mannheim Egri

Kabul edelim ki, E} Minkowski 3-uzayinda ¢ : / C R — E3, Frenet catsi{T (s),N(s), B(s)}
ve K1(s) = 1,k (s) sifirdan farkli egrilikleri olan bir pseudo null Mannheim egrisi
ve ¢* : I* C R — E3, Frenet catist {T*(s*),N*(s*),B*(s*)} ve ki (s*), K} (s*) egri-
liklerine sahip ¢ egrisinin Mannheim eglenik egrisi olsun. Bu yeni yaklagima gore
vi(s),va(s) ve v3(s), ¢ ve @*"1n causal karakterlerine bagli olarak belirli sartlar1 sag-

layan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, ¢* egrisi,
¢*(s") =@  (f(s)) = @ (s) + Vi ()T (s) + V2 (s) N (s) + V3 (s) B(s).

Bu pseudo null ¢ egrisinin Mannheim eslenik egrisi, ¢* icin asagidaki durumlardan
birisi miimkiindiir:

(i) ¢ bir pseudo null egridir,

(ii) ¢* bir Cartan null egridir.

Asagidaki teoremde olabilecek tiim bu durumlar ayr1 ayri incelenecektir.

Teorem 5.2. ¢, Minkowski 3-uzayinda k; egriligi sifirdan farkli birim hizli bir pseudo
null egri olsun. Bu durumda ¢ egrisinin Minkowski 3-uzayinda yeni yaklasima gore

pseudo null Mannheim eslenik egrisi yoktur.

Ispat. ¢ : [ — ]E?, Minkowski 3-uzayinda pseudo null Mannheim egri ve ¢* : I* — E%

de ¢’nin psuedo null Mannheim eslenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,
@*(s") = @7 (f(s)) = @(s) +Vi(s)T (s) + V2 (s)N(s) + v3(s)B(s) (5.61)

olarak yazilabilir. Burada v (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
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(5.61]) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
T f' = (14vi=v3) T+ (Vi+Vy+vaka) N+ (V3 — v3k2) B (5.62)
elde edilir. Elde edilen bu denklemini N ile skalar ¢arparsak
Vi — V3K =0 (5.63)
elde edilir. , de yerine yazilirsa,
T f'=(14+vi—v3) T+ (Vi+Vy+Vvaia) N (5.64)

bulunur. (5.64)) denklemini kendisiyle skalar carparsak,

(f) = (1+vi—vs)° (5.65)
elde edilir. Eger
1 ! /
S = % ve Y= w (5.66)

olarak gosterirsek ((5.64)) esitliginden
T* = 8T+ B (5.67)

buluruz. Burada (5.65)’den 6 = —1 veya 6 = 1 dir. (5.67)) esitliginin s’ye gore tiirevini

alip Frenet denklemlerini kullanirsak,

/ 0
T = (#)N (5.68)
buluruz. ((5.68)) esitligini N ile skalar garparsak,

g(N,N)=1 (5.69)

buluruz. Bu durum g(N,N) = 0 ile celigir. Yani ¢* egrisi pseudo null olamaz. [

Teorem 5.3. ¢, Minkowski 3-uzayinda x; egriligi sifirdan farkli birim hizli bir pseudo
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null egri olsun. Bu durumda ¢ egrisinin Minkowski 3-uzayinda yeni yaklagima gore
Cartan null Mannheim eslenik egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart k» = 0 olmasidir.

Bu durumda Mannheim eglenik egrisi bir null kubik egridir(Yani x5 = 0 dur).

Ispat. ¢ : [ — ]E*;’, Minkowski 3-uzayinda pseudo null Mannheim egri ve ¢* : [I* — E?

de ¢’nin Cartan null Mannheim eslenik egrisi olsun. Bu durumda ¢*,

¢°(s7) = 9" (f(s)) = @(s) + Vi(s)T (s) + va(s)N(s) + v3(s)B(s) (5.70)

olarak yazilabilir. Burada v (s), v2(s), v3(s) I’da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

(15.70)) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet esitliklerini kullanirsak,
T*f = (1+vi=v3) T+ (Vi+ V4 + Vaio) N+ (V5 — v3k2) B (5.71)
elde edilir. Elde edilen bu denklemini N ile skalar carparsak
f =vi—wvikp (5.72)
elde edilir. : de yerine yazilirsa,
T f = (14vi—=v3) T+ (vi+ Vs +Waka) N+ f'B (5.73)

bulunur. ((5.73]) denklemini kendisiyle skalar carparsak,

(1 —|—V{ — V3)2

= — 5.74
U 2(vi+ V) + i) (5.74)
elde edilir. Eger
14+Vv —w Vi+ Vv
B TEUSY e yoMEBLENE (5.75)
olarak gosterirsek ((5.73)) esitliginden
T*=0T+YyN+B (5.76)
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buluruz. esitliinin s’ye gore tiirevini alip Frenet denklemlerini kullanirsak,
T f = (8 1) T+ (8 +7 +vK) N — k2B (5.77)
buluruz. esitligini N ile skalar ¢carparsak,
k=0 (5.78)

buluruz. (5.78)) esitligi, (5.72)) ve (5.73))’de yerine yazilirsa,

1+vVv —v Vi +V,
T = (#)TJF( 1+, 2>N+B (5.79)
V3 V3

dir. Her tarafin tiirevi alinirsa

—1
N*:(5 - )T+(5+,7/)N (5.80)
V3 V3
buluruz. Eger
& —1 o+Y
o= VI ve Y= VI (5.81)

olarak gosterip ((5.80)) esitliginin s’ye gore tiirevini alip Frenet denklemlerini kullanir-
sak,

T f'—B*f =0T+ (c+y)N (5.82)

buluruz. ((5.82)) esitligini N ile skalar garparsak,
K} =0 (5.83)

buluruz. Bu durumda ¢@* Mannheim eglenik egrisi bir null kubik egridir. [

5.3. Ornekler

Asagidaki Cartan null 6rnekleri literatiirde olmayan yeni drneklerdir.
Ornek 5.1. ¢, Minkowski 3-uzayinda ; egrilikleri sifirdan farkli birim hizli bir Cartan-

null egri olsun. Bu durumda Teorem (5.1)’in kosullar1 saglanir. Kabul edelim ki v, =
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vo € R olsun. Bu durumda

Vi = W3Ko, (5.84)
1+vi+wik = (vi—W)k, (5.85)
1+Vvi+wk # 0, (5.86)

Vi—vy # 0 (5.87)

yazilabilir. Boylece

—2vokpr — 1 —2vpkr — 1
WVV=—FF" V& Vi=|—"FT"]K
/ /
L)

elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak ¢* Mannheim eglenik egrisi

* —2vokpr — 1 —2voky — 1
O =0+|—F7F— | KT +vWWN+|—7—|B
") ")

olarak elde edilir. Burada ¢* Mannheim eslenik egrisi, 0 < k» olmasi durumunda asli
normal vektorii timelike olan spacelike bir egri, 0 > k> olmasi durumunda asli normal
vektorii spacelike olan timelike bir egridir.

Ornek 5.2. E% Minkowski 3-uzayinda egrilikleri

Kt = 1,

K = —

ve Frenet vektorleri

11 s —1+4s*
r6)= (G575,

—1+43s* 1 1435
N(S) - + > P + a 9
4s 2 4s
—1— 4 1— 4
B(s) = Os , i 7 Os
853 4s’  8s3

olarak verilen
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Salkowski Cartan null egrisini ele alalim. Eger Teorem (5.1)) (i)’de

v = 3452
2s
v, = 1
S3
V3 = S + ?

olarak alinirsa @* egrisini

3s? 1

0 (s") = <i(4—9s4+1210g(s)),2+77&(_

J— 4_
13 4 —09s 1210g(s)))

olarak elde ederiz. Buradan egriliklerini

—_—

K =
2

*

KZ —

th’_‘&I
|98}

ve Frenet vektorlerini de

T*(s*) — s(1—3s4) V3 s(1+3s4)
O={"0ae 2 e )

N (s") (1+3s4 —1+3s4)
s = Y ) b
2+/3s2 2+/3s2

. —143s* 1 1435
B(s") = 452 727 452

olarak elde ederiz. Buradan N = B* oldugu goriilebilir. Bu da ¢’nin Mannheim eslenik
egrisi @* olan bir Mannheim egrisi oldugunu gosterir. Burada ¢* asli normal vektorii

timelike olan spacelike bir genel helistir.
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Sekil 5.1: Ornek 5.2’de verilen ¢ egrisi ve bu egriye ait olan Mannheim eslenik egri-
lerinin grafikleri; kirmizi grafik ¢ Cartan null egrisi, mavi grafik asli normal vektorii
timelike olan spacelike Mannheim eslenik egrisi olarak gosterilmistir.

Ornek 5.3. E? Minkowski 3-uzayinda egrilikleri

Kt = 1,

B 3
Kz — —@

ve Frenet vektorleri

T(s) = (—V/s(1+5), =25, —V/s(=1+5)),

—1—-3s 1-—3s
N(s) = 2
0= (G2 ).
(1+9s i —1+9s>
SS% T4s’ 88%

B(s) =

olarak verilen
¢ (s) = ( —%s%(S +3s5), —s2, f—ss%(S —3s) )
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Salkowski Cartan null egrisini ele alalim. Eger Teorem (5.1)) (ii)’de

s T3 452
1 = s )
v, = 1,
453
io= sy
olarak alinirsa ¢@* egrisini
4 1 4
0" (s*) = <—Es§ (5+9s), —5= 357, Bs% (5— 9s))
olarak elde ederiz. Buradan egriliklerini
K = :
1 2\/§S2 )
K, = !
27 482

ve Frenet vektorlerini de

T*(s*):< 1+3s /3 1—3s>’

RV

- -
N*(s*) = ( Sy 3s),

2/3s 2/3s
14—3s2 —143s
25 2

olarak elde ederiz. Buradan N = —B* oldugu goriilebilir. Bu da ¢’nin Mannheim es-

B )= (

lenik egrisi ¢* olan bir Mannheim egrisi oldugunu gosterir. Burada ¢* asli normal

vektoril spacelike olan timelike bir genel helistir.
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—100

Sekil 5.2: Ornek 5.3’de verilen ¢ egrisi ve bu egriye ait olan Mannheim eslenik egri-
lerinin grafikleri; kirmiz1 grafik ¢ Cartan null e8risi, mavi grafik asli normal vektorii
spacelike olan timelike Mannheim eglenik egrisi olarak gosterilmistir.
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6 . TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, Minkowski 3-uzayinda sirasiyla spacelike, timelike, Cartan
null ve Pseudo null egriler icin yeni bir yaklagim kullanilip bu egrilerin Mannheim
egrisi olma karakterizasyonlari verilerek yeni Mannheim egri 6rnekleri inga edilmistir.
Ornegin klasik yaklasimda genel helis egrileri Mannheim egrisi olamazken, ele aldig1-
miz yeni yaklagima gore bu egriler Mannheim egri olabilmektedir.

Tezimizin ilgili boliimlerinde Minkowski 3-uzayinda, egriler causal karakterle-
rine gore ayrilip Mannheim egri olma karakterizasyonlari ifade edildikten sonra ilgili
ornekler ve grafikleri verilmistir. Bu tez calismasiyla, literatiirde ¢ok sinirli olan Mann-
heim egri orneklerine yeni ornekler eklenmistir.

Bu tezde kullanilan yeni yaklagim yardimiyla Mannheim egrileri farkli uzaylarda,
farkli boyutlarda tekrar ele alinabilece8i gibi Mannheim offset yiizeyleri de yeniden

calisarak yiizeyler teoresine katkilar saglayacagina inaniyoruz.
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