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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır. İkinci
bölümde çalı̧smamızla ilgili bazıtanım ve teoremler verilmi̧stir. Üçüncü bölümde
ise Mp,ψ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında Mα kesirli maksimal operatörleri ve
Iα Riesz potansiyeli için sınırlılık koşulları verilmi̧stir. Dördüncü bölümde b ∈
BMO(Rn) durumundaMb,α ve [b, Iα] komütatör operatörlerininMp,ψ1

denMq,ψ2
ye

(Spanne tipi) sınırlıolduğu; ayrıca Mb,α ve [b, Iα] nin M
p,ψ

1
p
den M

q,ψ
1
q
ye (Adams

tipi) sınırlı olduğu gösterilmi̧stir. Beşinci bölümde ise komütatörler ve sıfırlayan
Morrey uzaylarıbir araya getirilerek (V∞) ve (V ∗) özelliklerinin maksimal komü-
tatörlerin ve BMO katsayılı kesirli integral operatörlerin komütatörlerinin etkisi
altında korunduğu gösterilmi̧stir. Son olarak kesirli maksimal komütatörler ve Riesz
potansiyelinin komütatör operatörlerine göre Morrey normunda C∞0 (Rn) kapanı̧sının
deği̧smezliği gösterilmi̧stir.

Şubat 2024, 43 sayfa

Anahtar Kelimeler: Morrey uzayları, Genelleştirilmi̧s Morrey uzayları, Kesirli Mak-
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This thesis consists of five chapters. The first section is devoted to the introduction.
In the second chapter, some definitions and theorems related to our study are given.
In the third chapter, boundedness conditions for Mα fractional maximal operators
and Iα Riesz potential on Mp,ψ generalized Morrey spaces are given. In the fourth
chapter, in the case of b ∈ BMO(Rn), it is shown that the commutator operators
Mb,α and [b, Iα] are bounded from Mp,ψ1

to Mq,ψ2
(Spanne type) and also Mb,α

and [b, Iα] are bounded from M
p,ψ

1
p
to M

q,ψ
1
q
(Adams type). In the fifth chapter,

commutators and vanishing Morrey spaces are brought together and it is shown that
the vanishing properties (V∞) and (V ∗) are preserved under the action of maximal
commutators and also of commutators of fractional integral operators with BMO
coeffi cients. Finally, the invariance of the closure C∞0 (Rn) in the Morrey norm
according to fractional maximal commutators and commutator operators of the
Riesz potential is shown.
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Mp,ψ(Rn) Genelleştirilmi̧s Morrey uzayı
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1. GİRİŞ

Mp,λ Morrey uzaylarıMorrey (1938) tarafından eliptik kısmi diferensiyel denklem-

ler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya çıkarılmı̧stır.

Morrey uzaylarının kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin regülerlik özellik-

lerinin çalı̧smasıve kesin ön eşitsizliklerin bulunmasıgibi konularda önemli uygu-

lamaları vardır. Özellikle Riesz potansiyelleri ve singüler integrallerin özellikleri

yardımıyla eliptik ve hipoeliptik (quazieliptik) kısmi diferensiyel denklemlerin çözüm-

leri için ön eşitsizlikler elde edilebilmektedir. Daha sonra bu uzayların Navier-

Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsayılıeliptik diferensiyel denklemler

ve potansiyel teorisinde önemli uygulamalarıortaya çıkmı̧stır. Morrey uzaylarının

uygulamalarda oynadı̆gı rol hakkında daha fazla ayrıntıve referanslar için (Kato

2003, Softova 2011, Triebel 2013, 2015, Lemarie-Rieusset 2016) çalı̧smalarına bakıla-

bilir. Bu uzayların temel özellikleri ve tarihsel açıklamaları(Giaquinta 1983, Taylor

2000, Triebel 2013, Pick vd. 2013, Adams 2015) kitaplarında ve (Rafeiro and Samko

2013) deki genel bakı̧sta bulunabilir.

Mp,λ(Rn) Morrey uzayları, 1 ≤ p <∞, 0 < λ < n ve h ∈ Llocp (Rn) olmasışartıyla

‖h‖Mp,λ
= sup

κ∈Rn,τ > 0
τ−

λ
p ‖h‖Lp(B(κ,τ))

sonlu olacak biçimdeki bütün fonksiyonların sınıflarının uzayıdır, burada B(κ, τ), κ

merkezli τ yarıçaplıyuvarıbelirtmektedir. Ayrıca cB(κ, τ) ile bu yuvarın tümleyenini,

|B(κ, τ)| ile lebesgue ölçüsü ifade edilir. Mp,ψ(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzayları,

1 ≤ p <∞ ve h ∈ Llocp (Rn) olmak üzere

‖h‖Mp,ψ
= sup

κ∈Rn,τ > 0
ψ(κ, τ)−1|B(κ, τ)|−

1
p‖h‖Lp(B(κ,τ))

sonlu olacak biçimdeki fonksiyonların uzayıdır, burada ψ(κ, τ), Rn × (0,∞) da

negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlarıbelirtmektedir.

Maksimal fonksiyon ve Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konularıarasın-

dadır. Maksimal fonksiyonRn nin standart kümelerinde n = 1 için Hardy-Littlewood

tarafından tanımlanmı̧s veWiener tarafından n− boyutluRn Öklid uzayına geni̧sletilmi̧stir.
1



h ∈ Lloc1 (Rn) ve 0 ≤ α < n olmasışartıyla Mα kesirli maksimal operatörü

(Mαh)(κ) = sup
τ>0
|B(κ, τ)|−1+α

n

∫
B(κ,τ)

|h(y)| dy

şeklindedir. α = 0 alındı̆gında

Mh(κ) = sup
τ>0

1

|B(κ, τ)|

∫
B(κ,τ)

|h(y)| dy

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu elde edilir.

Iαh Riesz potansiyeli de, 0 < α < n olmak üzere

(Iαh)(κ) =

∫
Rn

h(y)

|κ − y|n−α
dy

olarak tanımlanır. Morrey uzaylarında Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve

Riesz potansiyelinin varlık ve sınırlılık koşulları, Morrey (1938), Peetre (1969), Fef-

ferman and Stein (1971), Adams (1975), Chiarenza and Frasca (1987), Fazio and

Ragusa (1993), Guliyev (2009), Guliyev and Shukurov (2013) ve birçok matematikçi

tarafından çalı̧sılmı̧stır.

T bir lineer operatör ve b ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere, T ile b nin komü-

tatörü [b, T ]h = bT (h)−T (bh) ile tanımlanır. Komütatör teorisi ilk olarak Coifman

vd. (1976) tarafından incelenmi̧stir. Komütatörler süreksiz katsayılıbirçok diver-

jans olmayan eliptik denklemlerde oldukça kullanı̧slıdır. Komütatör kestirimlerinin

harmonik analiz ve kısmi diferensiyel denklemlerdeki bir çok uygulamada önemli bir

rol oynadı̆gıbilinmektedir (Li 1993, Coifman vd. 1993, Rochberg 2007, Grafakos

2009).

Bu tez çalı̧smasının 3. bölümündeMp,ψ genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında 0 < α <

n olmak üzere,Mα kesirli maksimal operatörleri ve Iα Riesz potansiyeli için sınırlılık

koşullarıverilmi̧stir. Şöyle kiMα ve Iα operatörlerinin Mp,ψ1
genelleştirilmi̧s Morrey

uzaylarından bir diğer Mq,ψ2
ye 1 < p < q <∞, ve M1,ψ1

den WMq,ψ2
uzayına 1 <

q <∞, Spanne tipi sınırlılı̆gı, ayrıca bu operatörlerin 1 < p < q <∞ içinM
p,ψ

1
p
den

M
q,ψ

1
q
ya ve 1 < q < ∞ için M1,ψ den WM

q,ψ
1
q
ya Adams tipi sınırlılı̆gıispatlandı.

4. bölümde b ∈ BMO(Rn) olmasıdurumunda

Mb,αh(κ) = sup
t>0

1

|B(κ, t)|1−
α
n

∫
B(κ,t)

|b(κ)− b(y)| |h(y)| dy, 0 < α < n

2



olmak üzere Mb,α komütatör operatörünün ve [b, Iα]h(κ) = b(κ)Iαh(κ)− Iα(bh)(κ)

olmak üzere [b, Iα] komütatörünün

i) Spanne tipi sınırlılık: Mb,α ve [b, Iα] operatörlerinin Mp,ψ1
den Mq,ψ2

ye sınırlı

olduğunu gösterip (ψ1, ψ2) çifti üzerindeMb,α ve [b, Iα] nın sınırlılı̆gınısağlayan yeter

koşullar verildi.

ii) Adams tipi sınırlılık: Mb,α ve [b, Iα] operatörlerinin M
p,ψ

1
p
den M

q,ψ
1
q
ya sınırlı

olduğu gösterilip ψ üzerinde Mb,α ve [b, Iα] nin sınırlılı̆gınısağlayan yeter koşullar

verildi.

Beşinci bölümde komütatörler ve V0Mp,λ(Rn) sıfırlayan Morrey uzaylarınıbir araya

getirerek (V∞) ve (V ∗) özelliklerinin maksimal komütatörlerinin ve BMO kat-

sayılıkesirli integral operatörlerinin komütatörlerinin etkisi altında korunduğu gös-

terildi. Mp,λ(Rn) Morrey uzayıüzerinde böyle operatörler için norm eşitsizliklerinin

ve V0Mp,λ(Rn) alt uzayında sınırlılıklarının bilindiğine dikkat ederiz (Ragusa 2008,

Deringoz vd. 2015, Guliyev vd. 2019). V (∗)Mp,λ(Rn) uzayının maksimal komütatöre

göre deği̧smezliğini elde etmek özellikle zordur. Son olarak kesirli maksimal komü-

tatörler ve Riesz potansiyelinin komütatör operatörlerine göre Morrey normunda

C∞0 (Rn) (Rn üzerinde kompakt destekli, sonsuz diferensiyellenebilir tüm kompleks

değerli fonksiyonların sınıfı) kapanı̧sının deği̧smezliği gösterildi.

Tez boyunca B(κ, τ) yuvarıRn içinde κ ∈ Rn merkezli ve τ > 0 yarıçaplıaçık yuvarı

gösterecektir. Ölçülebilir bir E ⊆ Rn kümesinin (Lebesgue) ölçüsü |E| ile gösterilir

ve κE de E nin karakteristik fonksiyonunu belirtir. C pozitif bir sabit olarak alalım

öyle ki bu her görünüşte farklıdeğerde olabilir. A . B ifadesi bir C > 0 sabiti için

A ≤ CB ve A ≈ B ifadesi A . B . A anlamına gelir.

3



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lebesgue Uzayları

"h : Rn → C Lebesgue ölçülebilir fonksiyon ve 0 < p <∞ olmak üzere

Lp(Rn) =

h : Rn → C :

∫
Rn

|h(κ)|p dκ <∞


sınıfına mutlak değerin p. kuvveti integrallenebilen fonksiyonların sınıfıdenir.

h fonksiyonunun Lp normu

‖h‖p =



∫
Rn

|h(κ)|p dκ

 1
p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
κ∈Rn

|h(κ)| , p =∞


ile tanımlanır ve bu norm ile Lp ye Lebesgue uzayıdenir, burada

ess sup
κ∈Rn

|h(κ)| = inf {λ : |{κ ∈ Rn : |h(κ)| > λ}| = 0}

dir.

Lp uzaylarının ara kesiti boş değildir. Yani her p, q ≥ 1 için LP ∩ Lq 6= ∅ dır."

2.2 Morrey Uzayları

"Mp,λ klasik Morrey uzayları, 2. mertebeden eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin

çözümlerinin lokal davranı̧slarınıçalı̧sırken Morrey tarafından bulunmuştur.

1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ ≤ n olmak üzere Mp,λ ≡ Mp,λ(Rn) Morrey uzayı

‖h‖Mp,λ
= sup

κ∈Rn,τ > 0
τ−

λ
p ‖h‖Lp(B(κ,τ))

sonlu qazinormlu tüm h ∈ Llocp (Rn) fonksiyonlarının kümesidir.

Not edelim ki Mp,0 = Lp(Rn) ve Mp,n = L∞(Rn) dir. Eğer λ < 0 ya da λ > n

ise bu durumda Θ, Rn üzerinde sıfıra denk tüm fonksiyonların kümesi olmak üzere

Mp,λ = Θ dır.

4



WMp,λ ≡ WMp,λ(Rn) ile de

‖h‖WMp,λ
= sup

κ∈Rn,τ > 0
τ−

λ
p ‖h‖WLp(B(κ,τ)) <∞

olacak biçimde tüm h ∈ WLlocp (Rn) fonksiyonlarının zayıf Morrey uzayınıgösteririz.

Burada WLp(B(κ, τ)),

‖h‖WLp(B(κ,τ)) ≡
∥∥hχB(κ,τ)

∥∥
WLp(Rn)

= sup
t > 0

t |{y ∈ B(κ, τ) : |h(y)| > t}|
1
p

olacak biçimde ölçülebilir h fonksiyonlarının zayıf Lp uzayınıgösterir."

Teorem 2.1 " i) 1 ≤ p ≤ ∞, h ∈Mp,λ, için Mh, Rn de h.h.y. sonludur.

ii) 1 < p <∞ olsun. Bu durumda

‖Mh‖Mp,λ
≤ C ‖h‖Mp,λ

gerçeklenir, burada C, h den bağımsız bir sabittir.

iii) p = 1 olsun. Bu durumda

t| {Mh > t} ∩Bτ (κ)| ≤ Cτλ ‖h‖1,λ

gerçeklenir, buradaC sabiti κ, τ , t ve h den bağımsızdır (Chiarenza and Frasca 1987)."

Hardy-Littlewood-Sobolev klasik sonucu belirtir ki 1 < p < q < ∞ için Iα opera-

törün Lp(Rn) den Lq(Rn) e sınırlıolmasıiçin gerek ve yeter şart α = n(1
p
− 1

q
) dır

ve p = 1 < q < ∞ için Iα operatörünün L1(Rn) den WLq(Rn) e sınırlı olması

için gerek ve yeter şart α = n(1 − 1
q
) dır. Spanne and Adams (1975)’de Morrey

uzaylarında Riesz potansiyelinin sınırlılı̆gınıçalı̧smı̧stır. Onların sonuçlarıaşağıdaki

şekilde özetlenebilir:

Teorem 2.2 " 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n− αp, 1

p
− 1

q
= α

n
ve λ

p
= µ

q
olsun.

Bu durumda p > 1 için Iα operatörü Mp,λ dan Mq,µ ye ve p = 1 için Iα M1,λ dan

WMq,µ ye sınırlıdır."

Teorem 2.3 "0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp ve 1

p
− 1

q
= α

n−λ olsun.

Bundan dolayıp > 1 için Iα operatörü Mp,λ dan Mq,λ ya ve p = 1 için Iα M1,λ dan

WMq,λ ya sınırlıdır.

5



Hatırlayalım ki 0 < α < n olmak üzere Mαh(κ) ≤ ν
α
n
−1

n Iα(| h |)(κ) dir, burada

νnRn deki birim yuvarın hacmidir. Buradan Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 Mα kesirli

maksimal operatörünün sınırlılı̆gınıda gerektirir."

Genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarıGuliyev tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmı̧stır:

Tanım 2.1 "ψ(κ, τ), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve 1 ≤

p < ∞ olsun. Mp,ψ ≡ Mp,ψ(Rn) ile

‖ h ‖Mp,ψ
= sup

κ∈Rn,τ > 0
ψ(κ, τ)−1 |B(κ, τ)|−

1
p ‖h‖Lp(B(κ,τ))

sonlu quasinormlu tüm h ∈ Llocp (Rn) fonksiyonlarının genelleştirilmi̧s Morrey uzayını

gösteririz.

WMp,ψ ≡ WMp,ψ(Rn) ile

‖ h ‖WMp,ψ
= sup

κ∈Rn,τ > 0
ψ(κ, τ)−1 |B(κ, τ)|−

1
p ‖h‖WLp(B(κ,τ)) <∞

olacak biçimde tüm h ∈ WLlocp (Rn) fonksiyonlarının zayıf genelleştirilmi̧s Morrey

uzayınıgösteririz.

Bu tanıma göre ψ(κ, τ) = τ
λ−n
p alındı̆gında

Mp,λ = Mp,ψ|
ψ(κ,τ)=τ

λ−n
p

ve

WMp,λ ≡ WMp,ψ|
ψ(κ,τ)=τ

λ−n
p

elde edilir."

2.3 BMO Uzayları

Bir h ∈ L1
loc(Rn) fonksiyonuna eğer

‖h‖BMO = ‖h‖∗ = sup
κ∈Rn,τ>0

1

|B(κ, τ)|

∫
B(κ,τ)

∣∣h(y)− hB(κ,τ)

∣∣ dy <∞
oluyorsa sınırlıortalama değerlidir denir burada,

hB =
1

|B|

∫
B

h(y)dy
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h’nın B yuvarı üzerindeki ortalamasıdır. BMO(Rn) uzayı, Rn üzerinde ‖h‖∗ <

∞ olacak biçimde böyle tüm h fonksiyonlarının topluluğudur, bu uzay ‖.‖BMO

normuna göre bir Banach uzayıdır. Bir sonraki lemma BMO fonksiyonlarının daha

sonra faydalıolacak bazıözelliklerini bir araya getirmektedir.

Lemma 2.1 i) John-Nirenberg eşitsizliği: ∀h ∈ BMO(Rn ) ve β > 0 için

|{κ ∈ B : |h(κ)− hB| > β}| ≤ C1 |B| e−C2β‖h‖∗ ,∀B ⊂ Rn

olacak şekilde C1, C2 > 0 sabitleri vardır.

ii) 1 < p <∞ için John-Nirenberg eşitsizliği gerektirir ki

‖h‖∗ ≈ sup
κ∈Rn,τ>0

 1

|B(κ, τ)|

∫
B(κ,τ)

∣∣h(y)− hB(κ,τ)

∣∣p dy


1
p

(2.1)

iii) h ∈ BMO(Rn ) olsun. Bir C > 0 sabiti vardır öyle ki

∣∣hB(κ,τ) − hB(κ,t)
∣∣ ≤ C ‖h‖∗ ln

t

τ
, 0 < 2τ < t

dır, burada C h,κ, τ ve t den bağımsızdır.

Daha fazla ayrıntıve ispat (Grafakos 2009, Bölüm 7) de bulunur.

2.4 Maksimal Operatörler, Riesz Potansiyeli ve Komütatörleri

Bir b ∈ L∞loc(Rn) fonksiyonu ile lineer olmayan bir T operatörünün komütatörü

[b, T ]h = bT (h)−T (bh) şeklinde tanımlanır. Komütatörlerin kısmi diferensiyel denk-

lemler ve Jacobiyenlerinin incelenmesi de dahil olmak üzere bazı uygulamalarda

önemli araçlar olduğu bilinmektedir (Coifman vd. 1993, Grafakos 2009). Litera-

türde çeşitli fonksiyon uzaylarında klasik operatörlerin komütatörleri ile ilgilenen

bir çok makale bulunmaktadır. Komütatörler BMO normu için de karakterizasyon-

lar sağlar. Bu tezde inceleyeceğimiz operatörler şunlardır:

h ∈ Lloc1 (Rn) ve 0 ≤ α < n olmasışartıyla

(Mαh)(κ) = sup
τ>0
|B(κ, τ)|−1+α

n

∫
B(κ,τ)

|h(y)| dy

7



Mα kesirli maksimal operatörü, α = 0 alındı̆gında

Mh(κ) = sup
τ>0

1

|B(κ, τ)|

∫
B(κ,τ)

|h(y)| dy

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu olur. Bazıuygun b fonksiyonlarıiçin

Mbh(κ) = sup
t>0

1

|B(κ, t)|

∫
B(κ,t)

|b(κ)− b(y)| |h(y)| dy

maksimal komütatörü ve

Mb,αh(κ) = sup
t>0

1

|B(κ, t)|1−
α
n

∫
B(κ,t)

|b(κ)− b(y)| |h(y)| dy, 0 < α < n

kesirli maksimal komütatörünü ele alacağız. Maksimal komütatörler Garcia-Cuerva,

Harboure, Segovia and Torre (1991) de belirli singüler integrallerin komütatörlerini

kontrol etmek için de kullanılmı̧stır. Eğer b ∈ BMO(Rn) ise bu durumda Mb

nin Lp(Rn) üzerinde sınırlıolduğu bilinmektedir (Segovia 1989, Garcia-Cuerva vd.

1991). Ayrıca Mb Morrey uzaylarıüzerinde de sınırlıdır (Guliyev vd. 2011, Guliyev

and Shukurov 2013). Sırasıyla [b,M ] ve [b,Mα] komütatörlerinin her ikisi de kaŗsılıklı

gelen maksimal komütatörleri tarafından kontrol edilebilir. Gerçekten eğer b negatif

olmayan bir fonksiyon ise her h ∈ L1
loc(Rn) için

|[b,M ]h(κ)| ≤Mbh(κ) ve |[b,Mα]h(κ)| ≤Mb,αh(κ) (2.2)

dir.

Ayrıca,

Iαh(κ) =

∫
Rn

h(y)

|κ − y|n−α
dy

Riesz potansiyel operatörünün [b, Iα]h(κ) = b(κ)Iαh(κ)− Iα(bh)(κ) komütatörünü

gözönüne alacağız.

Aşikar olarak, Mb ve [b,M ] komütatörleri esaslı olarak birbirinden farklıdır. Mb

pozitiftir ve alt lineerdir fakat [b,M ] ne pozitiftir ne de alt lineerdir. [b,M ] oper-

atöründe H1 Hardy uzayındaki bir fonksiyon ile bir BMO fonksiyonunun çarpımı

olan çalı̧smalarda kullanılır.
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Tanım 2.2 "(Kuvvetli ve Zayıf Tip Sınırlılık ) 1 ≤ p, q ≤ ∞ olmak üzere

T : Lp(Rn)→ Lq(Rn)

bir operatör olsun. Eğer ∀h ∈ Lp(Rn) için

‖Th‖q ≤ A ‖h‖p

olacak biçimde h den bağımsız bir A > 0 sabiti varsa T operatörüne kuvvetli (p, q)

tipindedir denir.

µ bir ölçü olmak üzere ∀α > 0 için

µ {κ : |Th(κ)| > α} ≤
(
A ‖h‖p
α

)q
, q <∞

olacak şekilde α ve h den bağımsız bir A sabiti varsa T dönüşümüne zayıf (p, q)

tipindendir denir (Sadosky 1979)."

Teorem 2.4 "(Riesz-Thorin) 1 ≤ p0, 1 ≤ p1, q0 ≤ ∞ ve q1 ≤ ∞ olmak üzere T,

(p0, q0) ve (p1, q1) tipli bir operatör olsun. Bu durumda

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

, (0 < θ < 1)

olmak üzere T , kuvvetli (p, q) tipli bir operatördür."

Teorem 2.5 "(Marcinkiewicz Ara Değer Teoremi ) p0 < q0, p1 ≤ q1 ve q0 6= q1

olmak üzere T operatörü zayıf (p0, q0) ve zayıf (p1, q1) tipli operatör olsun. Ayrıca

p ve q

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

, (0 < θ < 1)

biçiminde tanımlansın. Bu durumda T operatörü (p, q) tipli operatördür."

Tanım 2.3 "X bir Hausdorff topolojik uzayıolsun. Eğer X×X ve C×X topolojik

çarpım uzaylarından X uzayının içine olan

(x, y)→ x+ y ve (c, x)→ cx

9



dönüşümleri sürekli ise bu durumda X uzayına bir topolojik vektör uzayıdır denir.

Burada C, Öklidyen metriği tarafından belirlenmi̧s olan alı̧sılmı̧s topolojiye sahiptir

(Adams and Fournier 2003)."

Tanım 2.4 "Bir X vektör uzayıüzerinde tanımlanan skaler-değerli bir fonksiyona

fonksiyonel adıverilir. Eğer x, y ∈ X ve a, b ∈ C olmak üzere

f (ax+ by) = af (x) + bf (y)

ise f lineerdir denir. X bir topolojik vektör uzayıolsun. Eğer bir fonksiyonel X

uzayından C içine sürekli ise X üzerinde süreklidir denir."

Tanım 2.5 "Bir X topolojik vektör uzayıüzerindeki bütün sürekli, lineer fonksi-

yonellerin kümesi X in duali olarak adlandırılır ve X
′
ile gösterilir. Noktasal toplam

ve skalerle çarpma altında X
′
bir vektör uzayıdır: f, h ∈ X ′ , x ∈ X, c ∈ C olmak

üzere

(f + h) (x) = f (x) + h (x) , (cf) (x) = cf (x)

ile tanımlanır."

Tanım 2.6 "X normlu bir uzay ve S ⊂ X olsun. Eğer her bir x ∈ X noktasıS

nin elemanlarının bir dizisinin limiti ise S ye X te yoğundur denir."

Tanım 2.7 "Eğer bir X normlu uzayısayılabilir yoğun bir alt kümeye sahip ise

ayrılabilirdir denir."
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3. MP,ψ(RN) GENELLEŞTİRİLMİŞ MORREY UZAYLARINDA KE-

SİRLİ MAKSİMAL OPERATÖRLER VE RIESZ POTANSİYELİNİN

SINIRLILIĞI

3.1 Mp,ψ Uzaylarında Kesirli Maksimal Operatörler

Mp,ψ(Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarında M ve Mα nın sınırlılı̆gı için ψ ü-

zerindeki yeterli koşullar (Mizuhara 1991, Nakai 1994, Burenkov and Guliyev 2004,

2006, Guliyev 2009, Akbulut vd. 2010, Burenkov and Guliyev 2010, Guliyev vd.

2010, Burenkov vd. 2010) çalı̧smalarında elde edilmi̧stir.

Spanne Tipi Sonuç

Lemma 3.1 " 1 ≤ p < ∞, 0 < α < n
p
, 1

q
= 1

p
− α

n
olsun. Rn deki herhangi

B = B(κ, τ) açık yuvarıve h ∈ Llocp (Rn ) için

‖Mαh‖Lq(B(κ,τ)) .‖ h ‖Lp(B(κ,2τ)) +τ
n
q sup
t>2τ

t−n+α ‖ h ‖L1(B(κ,t)) (3.1)

eşitsizliği sağlanır. Üstelik her h ∈ Lloc1 (Rn ) için

‖Mαh‖WLq(B(κ,τ)) .‖ h ‖L1(B(κ,2τ)) +τ
n
q sup
t>2τ

t−n+α ‖ h ‖L1(B(κ,t)) (3.2)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. 1 < p < q <∞ ve 1
p
− 1

q
= α

n
olsun. Keyfi bir B = B(κ, τ) yuvarıiçin h1 =

hχ2B
ve h2 = hχc(2B)

olmak üzere h = h1 + h2 alalım. Bu durumda

‖Mαh‖Lq(B) ≤ ‖Mαh1‖Lq(B) + ‖Mαh2‖Lq(B)

dir. Mα : Lp (Rn)→ Lq (Rn) operatörünün sürekliliğinden ‖Mαh1‖Lq(B) .‖ h ‖Lp(2B)elde

ederiz. y ∈ B olmak üzere eğer B(y, t) ∩c (2B) 6= ∅ ise bu durumda t > τ dir.

Gerçekten, eğer z ∈ B(y, t) ∩c (2B)) ise bu durumdan t > |y − z| ≥ |κ − z| −

|κ − y| > 2τ − τ = τ olur.

Diğer taraftan B(y, t)∩c (2B) ⊂ B(κ, 2t) dir. Eğer z ∈ B(y, t)∩c (2B) ise |κ − z| ≤
11



|y − z|+ |κ − y| < t+ τ < 2t elde ederiz. O halde

Mαh2 = sup
t>0

1

|B(y,t)|1−α/n
∫
B(y,t)∩c(2B)

|h(z)| dz

≤ 2n−α sup
t>τ

1

|B(κ,2t)|1−α/n
∫
B(κ,2t) |h(z)| dz

= 2n−α sup
t>2τ

1

|B(κ,t)|1−α/n
∫
B(κ,t) |h(z)| dz

dir. Dolayısıyla ∀y ∈ B için

Mαh2(y) ≤ 2n−α sup
t>2τ

1

|B(κ, t)|1−α/n
∫
B(κ,t)

|h(z)| dz (3.3)

elde ederiz. Böylece

‖Mαh‖Lq(B) .‖ h ‖Lp(2B) + |B|
1
q

(
sup
t>2τ

1

|B(κ, t)|1−α/n
∫
B(κ,t)

|h(z)| dz
)

olur. p = 1 olsun. Herhangi bir B = B(κ, τ) için

‖Mαh‖WLq(B) . ‖Mαh1‖WLq(B) + ‖Mαh2‖WLq(B)

olduğu aşikardır.

Mα : L1 (Rn)→ WLq (Rn) bu operatörün sürekliliğinden

‖Mαh1‖WLq(B) .‖ h ‖L1(2B)

elde edilir. O halde (3.3) den (3.2) eşitsizliği sağlanır."

Lemma 3.2 "1 ≤ p <∞, 0 ≤ α < n
p
, 1

q
= 1

p
− α

n
olsun. O halde Rn deki herhangi

bir B = B(κ, τ) yuvarıve her h ∈ Llocp (Rn ) için

‖Mαh‖Lq(B) . τ
n
q sup
t>2τ

t−
n
q ‖ h ‖Lp(B(κ,t)) (3.4)

eşitsizliği sağlanır. Üstelik, her h ∈ Lloc1 (Rn ) için

‖Mαh‖WLq(B) . τ
n
q sup
t>2τ

t−
n
q ‖ h ‖Lp(B(κ,t)) (3.5)

eşitsizliği sağlanır.
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İspat. 1 < p <∞, 0 < α < n
p
, 1

q
= 1

p
− α

n
olsun.

M1 := |B|
1
q

(
sup
t>2τ

1

|B(κ,t)|1−α/n
∫
B(κ,t) |h(z)| dz

)
M2 : ‖ h ‖Lp(2B)

diyelim. Hölder eşitsizliğini uygularsak

M1 . |B|
1
q

(
sup
t>2τ

1

|B(κ, t)|
1
q

(∫
B(κ,t)

|h(z)|p dz
)

1
p

)
elde ederiz. Diğer taraftan

|B|
1
q

(
sup
t>2τ

1

|B(κ,t)|
1
q

(∫
B(κ,t) |h(z)|p dz

)
1
p

)
& |B|

1
q

(
sup
t>2τ

1

|B(κ,t)|
1
q

)
‖ h ‖Lp(2B) ≈M2

dir. Lemma 3.1 den

‖Mαh‖Lq(B) ≤M1 +M2

olduğundan (3.4) eşitsizliğini elde ederiz."

p = 1 durumunda (3.2) den direkt olarak (3.5) eşitsizliğini buluruz.

Teorem 3.1 " 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ α < n
p
, 1

q
= 1

p
− α

n
olsun ve

(
ψ1, ψ2

)
sup

τ<t<∞
tαψ1 (κ, t) ≤ Cψ2 (κ, τ) (3.6)

koşulunu sağlasın, burada C, κ ve τ dan bağımsızdır. Bu durumda Mα operatörü

p > 1 için Mp,ψ1
den Mq,ψ2

ye ve p = 1 için M1,ψ1
den WMq,ψ2

ye sınırlıdır.

İspat. Lemma 3.2 den dolayıeğer p ∈ (1,∞) ise

‖Mαh‖Mq,ψ2
(Rn) . sup

κ∈Rn,τ>0
ψ2 (κ, τ)−1

(
sup
t>τ

t−
n
q ‖ h ‖Lp(B(κ,t))

)
. sup

κ∈Rn,τ>0
ψ2 (κ, τ)−1 sup

t>τ
t
n
p
−n
q ψ1 (κ, t)

(
ψ1 (κ, τ)−1t−

n
q ‖ h ‖Lp(B(κ,t))

)
. ‖h‖

Mp,ψ1
(Rn)

sup
κ∈Rn,τ>0

ψ2 (κ, τ)−1 sup
t>τ

tαψ1 (κ, t)

. ‖h‖
Mp,ψ1

(Rn)

ve p = 1ise

‖Mαh‖WMq,ψ2
(Rn) . sup

κ∈Rn,τ>0
ψ2 (κ, τ)−1

(
sup
t>τ

t−
n
q ‖ h ‖L1(B(κ,t))

)
. ‖h‖

M1,ψ1
(Rn)

sup
κ∈Rn,τ>0

ψ2 (κ, τ)−1 sup
t>τ

tαψ1 (κ, t)

. ‖h‖
M1,ψ1

(Rn)

elde ederiz."
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Sonuç 3.1 "1 ≤ p < ∞ olsun ve
(
ψ1, ψ2

)
sup

τ<t<∞
tαψ1 (κ, t) ≤ Cψ2 (κ, τ)

koşulunu sağlasın, burada C, κ ve τ den bağımsızdır. Bu durumda M operatörü

p > 1 için Mp,ψ1
den Mq,ψ2

ye ve p = 1 için M1,ψ1
den WMq,ψ2

ye sınırlıdır."

Adams Tipi Sonuç

Teorem 3.2 " 1 ≤ p < q <∞, 0 < α < n
p
olsun ve ψ (κ, t)

sup
τ<t<∞

ψ (κ, t) ≤ Cψ (κ, τ) (3.7)

ve

sup
τ<t<∞

tαψ (κ, t)
1
p ≤ Cτ−

αp
q−p (3.8)

koşullarınısağlasın, burada C κ ∈ Rn ve τ > 0 a bağlıdeğildir. Bu durumda Mα

operatörü p > 1 için M
p,ψ

1
p
den M

q,ψ
1
q
ya ve p = 1 için M1,ψ1

den WMq,ψ 1
q
ya

sınırlıdır.

İspat. 1 < p < q <∞, 0 < α < n
p
ve h ∈ M

p,ψ
1
p
olsun. h = h1 + h2 alalım, burada

B = B(κ, τ) , h1 = hχ2B
ve h2 = hχc(2B)

dir. Mαh2(κ) için ve ∀y ∈ B için (3.3)

den
Mα(h2)(y) ≤ 2n−α sup

t>2τ

1

|B(κ,t)|1−α/n
∫
B(κ,t) |h(z)| dz

. sup
t>2τ

t−
n
q ‖ h ‖Lp(B(κ,t))

(3.9)

elde ederiz. (3.8) ve (3.9) koşullarından

Mαh(κ) . ταMh (κ) + sup
t>2τ

tα−
n
p ‖ h ‖Lp(B(κ,t))

≤ ταMh (κ) + ‖h‖M
p,ψ

1
p

sup
t>2τ

tαψ (κ, t)
1
p

. ταMh (κ) + τ−
αp
q−p ‖h‖M

p,ψ
1
p

elde ederiz. Sonuç olarak ∀κ ∈ Rn için

τ =

‖h‖Mp,ψ
1
p

Mh (κ)


q−p
αq

seçtiğimizde

|Mαh(κ)| . (Mh (κ))
p
q ‖h‖1− p

q

M
p,ψ

1
p
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elde ederiz. Buradan teoremin ifadesi (3.7) koşulu ı̧sı̆gında Sonuç 3.1 den M maksi-

mal operatörünün M
p,ψ

1
p
deki sınırlılı̆gından görülür.

Eğer 1 < p < q <∞ ise

‖Mαh‖M
q,ψ

1
q

= sup
κ∈Rn,t>0

ψ (κ, t)−
1
q t−

n
q ‖Mαh‖Lq(B(κ,t))

. ‖h‖1− p
q

M
p,ψ

1
p

sup
κ∈Rn,t>0

ψ (κ, t)−
1
q t−

n
q ‖Mh‖

p
q

Lp(B(κ,t))

= ‖h‖1− p
q

M
p,ψ

1
p

(
sup

κ∈Rn,t>0
ψ (κ, t)−

1
q t−

n
q ‖Mh‖Lp(B(κ,t))

) p
q

= ‖h‖1− p
q

M
p,ψ

1
p

‖Mh‖
p
q

M
q,ψ

1
q

. ‖h‖1− p
q

M
p,ψ

1
p

ve 1 < q <∞ ise

‖Mαh‖WM
q,ψ

1
q

= sup
κ∈Rn,t>0

ψ (κ, t)−
1
q t−

n
q ‖Mαh‖WLq(B(κ,t))

. ‖h‖1− 1
q

M1,ψ
sup

κ∈Rn,t>0
ψ (κ, t)−

1
q t−

n
q ‖Mh‖

1
q

WL1(B(κ,t))

= ‖h‖1− 1
q

M1,ψ

(
sup

κ∈Rn,t>0
ψ (κ, t)−1t−n ‖Mh‖WL1(B(κ,t))

) 1
q

= ‖h‖1− 1
q

M1,ψ
‖Mh‖

1
q

WM1,ψ

. ‖h‖M1,ψ

elde edilir."

ψ (κ, t) = tλ−n, 0 < λ < n durumunda Teorem 3.2 den kesirli maksimal operatör

için Adams tipi aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 3.2 "0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp ve 1

p
− 1

q
= α

n−λ olsun. Bu

durumda p > 1 için Mα operatörü Mp,λ dan Mq,λ ya ve p = 1 için Mα M1,λ dan

WMq,λ ya sınırlıdır."

3.2 Mp,ψ Uzaylarında Riesz Potansiyeli

Spanne Tipi Sonuç

Teorem 3.3 "1 ≤ p < ∞, 0 < α < n
p
, 1

q
= 1

p
− α

n
olsun ve

(
ψ1, ψ2

)
∫ ∞
t

ταψ1(κ, τ)
dτ

τ
≤ Cψ2(κ, t) (3.10)
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koşulunu sağlasın, burada C κ ve t den bağımsızdır. Bu durumda Mα ve Iα o-

peratörleri p > 1 için Mp,ψ1
den Mq,ψ2

ye ve p = 1 için M1,ψ1
den WMq,ψ2

ye

sınırlıdır. (Guliyev 2009)"

Adams Tipi Sonuç

Teorem 3.4 " 1 ≤ p < ∞, 0 < α < n
p
, q > p olsun ve ψ(κ, t)

sup
τ < t < ∞

ψ(κ, t) ≤ Cψ(κ, τ) (3.11)

ve ∫ ∞
τ

tαψ(κ, t)
1
p
dt

t
≤ Cτ−

αp
q−p (3.12)

koşullarınısağlasın, burada C, κ ∈ Rn ve τ > 0 a bağlıdeğildir. Bu durumda

Iα operatörü p > 1 için Mp,ψ 1
p
den Mq,ψ 1

q
ya ve p = 1 için M1,ψ den WMq,ψ 1

q
ya

sınırlıdır. (Guliyev and Shukurov 2013)

İspat. 1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, q > p ve h ∈M

p,ψ
1
P
olsun. h = h1+ h2 yazalım,

burada B = B(κ, τ), h1 = hχ2B
h2 = hχc(2B)

dir. Iαh2(κ) için

| Iα h2(κ) |≤
∫
cB(κ,2τ)

| κ − y |α−n| h(y) | dy

.
∫
cB(κ,2τ)

| h(y) | dy
∫ ∞
|κ−y|

tα−n−1 dt

.
∫ ∞

2τ

(∫
2τ <|κ−y|< t

| h(y) | dy
)
tα−n−1 dt

.
∫ ∞
τ

tα−
n
p
−1 ‖ h ‖Lp(B(κ,t)) dt (3.13)

dir. (3.12) koşulu ve (3.13) eşitsizliğinden

| Iα h(κ) | . ταMh(κ) + ταMh(κ) +

∫ ∞
τ

tα−
n
p
−1 ‖ h ‖Lp(B(κ,t)) dt

≤ ταMh(κ)+ ‖ h ‖Mp,ψ

∫ ∞
τ

tαψ(κ, t)
1
p
dt

t

. ταMh(κ) + τ−
αp
q−p ‖ h ‖M

p,ψ
1
p

(3.14)

elde edilir. Buradan ∀κ ∈ Rn için τ =

(
‖h‖M

p,ψ
1
p

Mh(κ)

) q−p
αq

seçtiğimizde

| Iα h(κ) |. (Mh(κ))
p
q ‖ h ‖1− p

q

M
p,ψ

1
p
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bulunur. Sonuç olarak teoremin ifadesi (3.11) koşulu ı̧sı̆gında

sup
τ < t < ∞

ψ1(κ, t) ≤ Cψ2(κ, τ)

den elde edilen M maksimal operatörünün M
p,ψ

1
p
deki sınırlılı̆gından görülür.

Eğer 1 < p < q <∞ ise

‖ Iαh ‖M
q,ψ

1
q

= sup
κ∈Rn t > 0

ψ(κ, t)−
1
q t−

n
q ‖ Iαh ‖Lq(B(κ,t))

. ‖ h ‖1− p
q

M
p,ψ

1
p

sup
κ∈Rn t > 0

ψ(κ, t)−
1
q t−

n
q ‖Mh ‖

p
q

Lp(B(κ,t))

= ‖ h ‖1− p
q

M
p,ψ

1
p

( sup
κ∈Rn t > 0

ψ(κ, t)−
1
p t−

n
p ‖Mh ‖Lp(B(κ,t)))

p
q

. ‖ h ‖M
p,ψ

1
p

‖Mh ‖
p
q

M
p,ψ

1
p

.‖ h ‖M
p,ψ

1
p

eğer 1 < q <∞ ise

‖ Iαh ‖
WMq,ψ

1
q

= sup
κ∈Rn t > 0

ψ(κ, t)−
1
q t−

n
q ‖ Iαh ‖WLq(B(κ,t))

. ‖ h ‖
M

1− 1
q

1,ψ

sup
κ∈Rn t > 0

ψ(κ, t)−
1
q t−

n
q ‖Mh ‖

1
q

WL1(B(κ,t))

= ‖ h ‖
M

1− 1
q

1,ψ

(
sup

κ∈Rn t > 0
ψ(κ, t)−1t−n ‖Mh ‖WL1(B(κ,t))

) 1
q

= ‖ h ‖
M

1− 1
q

1,ψ

‖Mh ‖
1
q

WM1,ψ
.‖ h ‖M1,ψ

olur böylece ispat tamamlanır."
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4. MP,ψ(RN) GENELLEŞTİRİLMİŞ MORREY UZAYLARINDA RIESZ

POTANSİYELİ VEKESİRLİ MAKSİMALOPERATÖRLERİNKOMÜ-

TATÖRLERİNİN SINIRLILIĞI

4.1 Mp,ψ Uzaylarında Kesirli Maksimal Operatörlerin Komütatörleri

Spanne Tipi Sonuç

Teorem 4.1 "1 < p <∞ , 0 < λ < n
p
,1
q

= 1
p
− α

n
, b ∈ BMO(Rn) olsun ve herhangi

bir B(κ0, τ) yuvarıve her h ∈ Lploc(Rn) için

‖Mb,αh‖Lq(B(κ0,τ)) . ‖b‖∗ τ
n
q sup
t>2τ

(1 + ln
t

τ
)t
−n
q ‖h‖Lp(B(κ0,t))

eşitsizliği sağlanır (Guliyev and Shukurov 2013).

İspat. 1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
,olsun. h1 = hχ2B

ve h2 = hχc
(2B)

B = B(κ0, τ) olan h = h1 + h2 yazalım.

Buradan

‖Mb,αh‖Lq(B) ≤ ‖Mb,αh1‖Lq(B) + ‖Mb,αh2‖Lq(B)

dır. Mb,α nın sınırlılı̆gından, Lq(Rn) den Lp(Rn) e sınırlıdır ve aşağıdaki sonucu elde

ederiz :

‖Mb,αh1‖Lq(B) ≤ ‖Mb,αh1‖Lq(Rn)

. ‖b‖∗ ‖h1‖Lp(Rn) = ‖b‖∗ ‖h‖Lp(2B) .

κ ∈ B için

Mb,αh2(κ) . sup
t>0

1

|B(κ,t)|1−
α
n

∫
B(κ,t)

|b(y)− b(κ)|h2(y)dy

= sup
t>0

1

|B(κ,t)|1−
α
n

∫
B(κ,t)∩c(2B)

|b(y)− b(κ)|h(y)dy

dır. κ, B noktasından keyfi bir nokta olsun. Eğer B(κ, t) ∩c {c(2B)} = ∅ ise, o

halde t > τ dir. Gerçekten eğer y ∈ B(κ, t) ∩c {c(2B)} ise o halde

t > |κ − y| ≥ |κ0 − y| − |κ0 − κ| > 2τ − τ = τ

18



dır. Öte yandan B(κ, t) ∩c (2B) ⊂ B(κ0, 2t) dır. y ∈ B(κ, t) ∩c (2B) o halde

|κ0 − y| ≤ |κ − y|+ |κ0 − κ| < t+ τ < 2t

elde ederiz. Buradan

Mb,αh2(κ) = sup
t>0

1

|B(κ,t)|1−
α
n

∫
B(κ,t)∩c(2B)

|b(y)− b(κ)|h(y)dy

≤ 2n−α sup
t>τ

1

|B(κ0,2t)|1−
α
n

∫
B(κ0,t)

|b(y)− b(κ)|h(y)dy

≤ 2n−α sup
t>2τ

1

|B(κ0,t)|1−
α
n

∫
B(κ0,t)

|b(y)− b(κ)|h(y)dy

dır. Bu nedenle tüm κ ∈ B için

Mb,αh2(κ) ≤ 2n−α sup
t>2τ

1

|B(κ0, t)|1−
α
n

∫
B(κ0,t)

|b(y)− b(κ)|h(y)dy (4.1)

elde edilir. Daha sonra

‖Mb,αh2‖Lq(B)
.

∫
B

sup
t>2τ

1

|B(κ0,t)|1−
α
n

∫
B(κ0,t)

|b(y)− b(κ)| |h(y)| dy


q

dκ


1
q

≤

∫
B

sup
t>2τ

1

|B(κ0,t)|1−
α
n

∫
B(κ0,t)

|b(y)− bB| |h(y)| dy


q

dκ


1
q

+

∫
B

sup
t>2τ

1

|B(κ0,t)|1−
α
n

∫
B(κ0,t)

|b(κ)− bB| |h(y)| dy


q

dκ


1
q

= J1 + J2

dir. J1 i değerlendirelim

J1 = τ
n
q sup
t>2τ

1

|B(κ0,t)|1−
α
n

∫
B(κ0,t)

|b(y)− bB| |h(y)| dy

≈ sup
t>2τ

tα−n
∫

B(κ0,t)

|b(y)− bB| |h(y)| dy

dir. Hölder eşitsizliği ve

‖h‖∗ ≈ sup
κ∈Rn,τ>0

 1

|B(κ, τ)|

∫
B(κ,τ)

∣∣h(y)− hB(κ,τ)

∣∣p dy


1
p
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ve ∣∣hB(κ,τ) − hB(κ,t)
∣∣ ≤ C ‖h‖∗ ln

t

τ
, C > 0, 0 < 2τ < t

uygulanırsa

J1 . sup
t>2τ

tα−n
∫

B(κ0,t)

∣∣b(y)− bB(κ0,t)

∣∣ |h(y)| dy

+ sup
t>2τ

tα−n
∣∣bB(κ0,τ) − bB(κ0,t)

∣∣ ∫
B(κ0,t)

|h(y)| dy

. τ
n
q sup
t>2τ

tα−
n
p

 1
|B(κ0,t)|

∫
B(κ0,t)

∣∣b(y)− bB(κ0,t)

∣∣p′ dy


1

p
′

‖h‖Lp(B(κ0,t))

+τ
n
q sup
t>2τ

tα−
n
p

∣∣bB(κ0,τ) − bB(κ0,t)

∣∣ ‖h‖Lp(B(κ0,t))

. ‖b‖∗ τ
n
q
(
1 + ln t

τ

)
‖h‖Lp(B(κ0,t))

elde edilir. J2 i değerlendirelim

J2 =

∫
B

|b(κ)− bB|q dκ

 1
q

sup
t>2τ

tα−n
∫

B(κ0,t)

|h(y)| dy

. ‖b‖∗ τ
n
q sup
t>2τ

t
n
q ‖h‖Lp(B(κ0,t))

dır. J1 ve J2 tüm p ∈ (1,∞) için

‖Mb,αh2‖Lq(B)
. ‖b‖∗ τ

n
q sup
t>2τ

t
n
q

(
1 + ln

t

τ

)
‖h‖Lp(B(κ0,t))

(4.2)

elde ederiz. Sonuç

‖Mb,αh‖Lq(B)
. ‖b‖∗ ‖h‖Lp(2B)

+ ‖b‖∗ τ
n
q sup
t>2τ

t
n
q
(
1 + ln t

τ

)
‖h‖Lp(B(κ0,t))

. ‖b‖∗ τ
n
q sup
t>2τ

t
n
q
(
1 + ln t

τ

)
‖h‖Lp(B(κ0,t))

dır."

Teorem 4.2 "1 < p <∞, 0 ≤ α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
, b ∈ BMO(Rn) olsun ve (ψ1, ψ2)

sup
τ<t<∞

(
1 + ln

t

τ

)
tαψ1(κ, t) ≤ Cψ2(κ, τ) (4.3)

koşulunu sağlasın, burada C κ ve τ ye bağlıdeğildir. Bu durumda Mb,α operatörü

Mp,ψ1
den Mq,ψ2

ye sınırlıdır. Üstelik

‖Mb,αh‖Mq,ψ2
.‖ b ‖? ‖h‖Mp,ψ1

dir (Guliyev and Shukurov 2013)."
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α = 0 ve p = q durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1 1 < p < ∞, b ∈ BMO(Rn) olsun ve (ψ1, ψ2)

sup
τ<t<∞

(
1 + ln

t

τ

)
ψ1(κ, t) ≤ Cψ2(κ, τ) (4.4)

olmak üzere, burada C κ ve τ ye bağlıdeğildir. Böylece Mb operatörü Mp,ψ1
den

Mp,ψ2
ye sınırlıdır. Üstelik,

‖Mbh‖Mp,ψ2
.‖ b ‖? ‖h‖Mp,ψ1

dir.

Adams Tipi Sonuç

Teorem 4.3 1 < p < q <∞, 0 < α < n
p
, b ∈ BMO(Rn) olsun ve ψ(κ, t)

sup
τ<t<∞

(
1 + ln

t

τ

)p
ψ(κ, t) ≤ Cψ(κ, τ) (4.5)

ve

sup
τ<t<∞

(
1 + ln

t

τ

)p
tαψ(κ, t)

1
p ≤ Cτ

−αp
q−p (4.6)

koşullarınısağlasın, C κ ∈ Rn den bağımsız ve τ > 0 dır. Bu durumda Mb,α, M
p,ψ

1
p

den M
p,ψ

1
p
ya sınırlıdır.

İspat. 1 < p < q < ∞, 0 < α < n
p
olsun. κ0 ∈ Rn keyfi noktasıiçin merkezi κ0

yarıçapıτ olan B = B(κ0, τ) alalım. h1 = hχ2B
, h2 = hχc

(2B)
ve h = h1 +h2 olarak

yazalım. κ ∈ B için

|Mb,αh2(κ)| . sup
t>0

tα−n
∫

B(κ,t)

|b(y)− b(κ)| |h2(y)| dy

≈ sup
t>2τ

tα−n
∫

B(κ,t)

|b(y)− b(κ)| |h2(y)| dy
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dir. Hölder eşitsizliğini uygulayarak

‖h‖∗ ≈ sup
κ∈Rn,τ>0

 1
|B(κ,τ)|

∫
B(κ,τ)

∣∣h(y)− hB(κ,τ)

∣∣p dy


1
p

∣∣hB(κ,τ) − hB(κ,t)
∣∣ ≤ C ‖h‖∗ ln t

τ
0 < 2τ < t

|Mb,αh2(κ)| . sup
t>2τ

tα−n
∫

B(κ0,t)

∣∣b(y)− bB(κ0,t)

∣∣ |h(y)| dy

+ sup
t>2τ

tα−n
∣∣bB(κ0,τ) − bB(κ0,t)

∣∣ |h(y)| dy

. sup
t>2τ

tα−n

 1
|B(κ0,t)|

∫
B(κ0,t)

∣∣b(y)− bB(κ0,t)

∣∣p′ dy


1

p
′

‖h‖Lp(B(κ0,t))

+ sup
t>2τ

tα−
n
p

∣∣bB(κ0,τ) − bB(κ0,t)

∣∣ ‖h‖Lp(B(κ0,t))

. ‖b‖∗ sup
t>2τ

tα−
n
p
(
1 + ln t

τ

)
‖h‖Lp(B(κ0,t))

elde ederiz.

Sonuç olarak tüm p ∈ (1,∞) ve κ ∈ B için

|Mb,αh2(κ)| . ‖b‖∗ sup
t>2τ

tα−
n
p

(
1 + ln

t

τ

)
‖h‖Lp(B(κ0,t))

(4.7)

dır.

Bu durumda (4.6) ve (4.7) koşullarından

Mb,αh(κ) . ‖b‖∗ ταMbh(κ) + ‖b‖∗ sup
t>2τ

tα−
n
p
(
1 + ln t

τ

)
‖h‖Lp(B(κ0,t))

≤ ‖b‖∗ ταMbh(κ) + ‖b‖∗ ‖h‖M
p,ψ

1
p

sup
t>τ

(
1 + ln t

τ

)
tαψ(κ, t)

1
p

. ‖b‖∗ ταMbh(κ)+ τ−
αp
q−p ‖b‖∗ ‖h‖M

p,ψ
1
p

(4.8)

elde edilir.

Buradan ‖h‖Mp,ψ
1
p

Mbh(κ)


q−p
αq

her κ ∈ B seçersek

|Mb,αh(κ)| . ‖b‖∗ (Mbh(κ))
p
q ‖h‖1− p

q

M

p,ψ
1
p

elde edilir.
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Buradan teoremin ifadesi (4.5) koşulu sayesinde

sup
τ<t<∞

(
1 + ln

t

τ

)
ψ1(κ, t) < Cψ(κ, τ)

‖Mb,αh‖
Mp,ψ2

. ‖b‖∗ ‖h‖Mp,ψ1

olduğundanMb operatörüMp,ψ1
denMp,ψ2

ye sınırlıdır, tarafından sağlanan M
p,ψ

1
p

de

ki maksimal Mb operatörünün komütatörünün sınırlılı̆gıgözönüne alındı̆gında elde

edilir.

‖Mb,αh‖
M

p,ψ
1
p

= sup
κ∈Rn,τ>0

ψ (κ, τ)−
1
q τ−

n
q ‖Mb,αh‖

Lq(B(κ,τ))

. ‖b‖∗ ‖h‖
1− p

q

M

p,ψ
1
p

sup
κ∈Rn,τ>0

ψ (κ, τ)−
1
q τ−

n
q ‖Mbh‖

p
q

Lp(B(κ,τ))

= ‖b‖∗ ‖h‖
1− p

q

M

p,ψ
1
p

(
sup

κ∈Rn,τ>0
ψ (κ, τ)−

1
q τ−

n
q ‖Mbh‖

Lp(B(κ,τ))

) p
q

= ‖b‖∗ ‖h‖
1− p

q

M

p,ψ
1
p

‖Mbh‖
p
q

M

p,ψ
1
p

. ‖b‖∗ ‖h‖M
p,ψ

1
p

Sonuç 4.2 "0 < α < n, 1 < p < n
α
, 0 < λ < n − αp, 1

p
− 1

q
= α

n−λ , b ∈ BMO(Rn)

olsun. Bu durumda Mb,α operatörü Mp,λ dan Mq,λ ya sınırlıdır."

4.2 Mp,ψ Uzaylarında Riesz Potansiyelinin Komütatörleri

Spanne Tipi Sonuç

Lemma 4.1 (Guliyev Eşitsizliği) :1 < p <∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
, b ∈ BMO(Rn)

olsun. Bu durumda herhangi bir B(κ0, τ) yuvarıve ∀h ∈ Llocp (R) için

‖ [b, Iα]h ‖Lq(B(κ0,τ)).‖ b ‖? τ
n
q

∫ ∞
2τ

(
1 + ln

t

τ

)
t−

n
q
−1 ‖ h ‖Lp(B(κ0,t)) dt

eşitsizliği sağlanır.

İspat. 1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
olsun. h = h1 + h2 yazalım, burada

B = B(κ0, τ), h1 = hχ2B
ve h2 = hχc(2B)

dir. Buradan

‖ [b, Iα]h ‖Lq(B)≤‖ [b, Iα]h1 ‖Lq(B) + ‖ [b, Iα]h2 ‖Lq(B)

23



dır. [b, Iα] nın Lp(Rn) den Lq(Rn) ye sınırlılı̆gından

‖ [b, Iα]h1 ‖Lq(B) . ‖ [b, Iα]h1 ‖Lq(Rn)

. ‖ b ‖?‖ h1 ‖Lp(Rn)

= ‖ b ‖?‖ h ‖Lp(2B)

elde edilir. κ ∈ B için

| [b, Iα]h2(κ) | .
∫
Rn
|b(y)−b(κ)|
|κ−y|n−α | h(y) | dy

≈
∫
c(2B)

|b(y)−b(κ)|
|κ0−y|n−α | h(y) | dy

dir. Bu durumda

‖ [b, Iα]h2 ‖Lq(B) .
(∫

B

(∫
c(2B)

|b(y)−b(κ)|
|κ0−y|n−α | h(y) | dy

)q
dκ
) 1
q

≤
(∫

B

(∫
c(2B)

|b(y)−bB |
|κ0−y|n−α | h(y) | dy

)q
dκ)

) 1
q

+
(∫

B

(∫
c(2B)

|b(y)−bB |
|κ0−y|n−α | h(y) | dy

)q
dκ
) 1
q

= J1 + J2

dır.

J1 i değerlendirelim

J1 = τ
n
q

∫
c(2B)

| b(y)− bB |
| κ0 − y |n−α

| h(y) | dy

≈ τ
n
q

∫
c(2B)

| b(y)− bB || h(y) |
∫ ∞
|κ0−y|

dt

tn+1−αdy

≈ τ
n
q

∫ ∞
2τ

∫
2τ ≤ |κ0−y| ≤ t

| b(y)− bB || h(y) | dy dt

tn+1−α

. τ
n
q

∫ ∞
2τ

∫
B(κ0,t)

| b(y)− bB || h(y) | dy dt

tn+1−α

dır. Hölder eşitsizliğinin uygulamasıve

‖ h ‖?≈ sup
κ∈Rn τ > 0

(
1

| B(κ, τ) |

∫
B(κ,t)

| h(y)− hB(κ,τ) |p dy
) 1

p

(4.9)

h ∈ BMO(Rn) olsun. Bir C > 0 sabiti vardır öyle ki

| hB(κ,τ) − hB(κ,τ) |≤ C ‖ h ‖? ln t
τ
için 0 < 2τ < t (4.9) bu koşullardan dolayı

J1 . τ
n
q
∫∞

2τ

∫
B(κ0,t)

| b(y)− bB(κ0,t) || h(y) | dy dt
tn+1−α

+τ
n
q
∫∞

2τ
| bB(κ0,τ) − bB(κ0,t) | dt

tn+1−α

∫
B(κ0,t)

| h(y) | dy

. τ
n
q
∫∞

2τ

(∫
B(κ0,t)

| b(y)− bB(κ0,t) |p
p
dy
) 1
pp ‖ h ‖Lp(B(κ0,t))

dt
tn+1−α

+τ
n
q
∫∞

2τ
| bB(κ0,τ) − bB(κ0,t) |‖ h ‖Lp(B(κ0,t))

dt

t
n
p+1−α

. ‖ b ‖? τ
n
q
∫∞

2τ

(
1 + ln t

τ

)
‖ h ‖Lp(B(κ0,t))

dt

t
n
p+1−α

24



elde edilir.

J2 yi değerlendirmek için not edelim ki

J2 =

∫
B

(| b(κ)− bB |q dκ)
1
q

∫
c(2B)

| h(y) |
| κ0 − y |n−α

dy

dir. (4.9) dan

J2 .‖ b ‖? τ
n
q

∫
c(2B)

| h(y) |
| κ0 − y |n−α

dy

elde edilir.

Fubini teoreminden dolayı∫
c(2B)

| h(y) |
| κ0 − y |n−α

dy ≈
∫
c(2B)

| h(y) |
∫ ∞
|κ0−y|

dt

tn+1−αdy

≈
∫ ∞

2τ

∫
2τ ≤ |κ0−y| ≤ t

| h(y) | dy dt

tn+1−α

.
∫ ∞

2τ

∫
B(κ0,t)

| h(y) | dy dt

tn+1−α

sağlanır. Hölder eşitsizliğini uygularsak∫
c(2B)

| h(y) |
| κ0 − y |n−α

dy .
∫ ∞

2τ

‖ h ‖Lp(B(κ0,t))
dt

t
n
q

+1
(4.10)

elde ederiz. Böylece (4.10) dan

J2 .‖ b ‖? τ
n
q

∫ ∞
2τ

‖ h ‖Lp(B(κ0,t))
dt

t
n
q

+1

olur. J1 ve J2 yi toplandı̆gında ∀p ∈ (1,∞) için

‖ [b, Iα]h2 ‖Lq(B).‖ b ‖? τ
n
q

∫ ∞
2τ

(
1 + ln

t

τ

)
‖ h ‖Lp(B(κ0,t))

dt

t
n
q

+1
(4.11)

elde edilir. Son olarak

‖ [b, Iα] ‖Lq(B) . ‖ b ‖?‖ h ‖Lp(2B) + ‖ b ‖? τ
n
q
∫∞

2τ

(
1 + ln t

τ

)
‖ h ‖Lp(B(κ0,t))

dt

t
n
q +1

. ‖ b ‖? τ
n
q
∫∞

2τ

(
1 + ln t

τ

)
‖ h ‖Lp(B(κ0,t))

dt

t
n
q +1 .

elde edilir.

Teorem 4.4 1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
b ∈ BMO(Rn) olsun ve (ψ1, ψ2)∫ ∞

τ

(
1 + ln

t

τ

)
tαψ1(κ, t)

dt

t
≤ Cψ2(κ, τ) (4.12)
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koşulunu sağlasın, burada C κ ve τ ye bağlıdeğildir. Bu durumda [b, Iα] operatörü

Mp,ψ1
den Mq,ψ2

ye sınırlıdır.

Üstelik,

‖[b, Iα]h‖Mq,ψ2
.‖ b ‖?‖ h ‖Mp,ψ1

dir (Guliyev and Shukurov 2013).

İspat. Lemma 4.1 den

‖[b, Iα]h‖Mq,ψ2
= sup

κ∈Rn τ > 0
ψ2(κ, τ)−1τ−

n
q ‖ [b, Iα]h ‖Lq(B(κ,τ))

. ‖ b ‖? sup
κ∈Rn τ > 0

ψ2(κ, τ)−1

∫ ∞
2τ

(
1 + ln

t

τ

)
‖ h ‖Lp(B(κ0,t))

dt

t
n
q

+1

. ‖ b ‖?‖ h ‖Mp,ψ1
sup

κ∈Rn τ > 0
ψ2(κ, τ)−1

∫ ∞
2τ

(
1 + ln

t

τ

)
tαψ2(κ, t)

dt

t

. ‖ b ‖?‖ h ‖Mp,ψ1
.

Adams Tipi Sonuç

Teorem 4.5 1 < p < q < ∞, 0 < α < n
p
, b ∈ BMO(Rn) olsun ve ψ(κ, t)

sup
τ < t < ∞

(
1 + ln

t

τ

)p
ψ(κ, t) ≤ Cψ(κ, τ)

ve ∫ ∞
τ

(
1 + ln

t

τ

)
tαψ(κ, t)

1
p
dt

t
≤ Cτ−

αp
q−p (4.13)

koşullarısağlasın, burada C κ ∈ Rn ve τ > 0 bağlıdeğildir. Bu durumda [b, Iα]

operatörü M
p,ψ

1
p
den M

q,ψ
1
q
ye sınırlıdır (Guliyev and Shukurov 2013).

İspat. 1 < p < q < ∞, 0 < α < n
p
ve h ∈ M

p,ψ
1
p
olsun. Keyfi κ0 ∈ Rn için κ0

merkezli τ yarıçaplıyuvar, B = B(κ0, τ) ile gösterelim. h1 = hχ2B
ve h2 = hχc(2B)

olmak üzere h = h1 + h2 alalım. κ ∈ B için

| [b, Iα]h2(κ) | .
∫
Rn
|b(y)−b(κ)|
|κ0−y|n−α | h2(y) | dy

≈
∫
c(2B)

|b(y)−b(κ)|
|κ0−y|n−α | h(y) | dy

elde ederiz. Spanne tipi sonuçta olduğu gibi ∀p ∈ (1,∞) ve κ ∈ B için

| [b, Iα]h2(κ) |.‖ b ‖?
∫ ∞

2τ

(
1 + ln

t

τ

)
tα−

n
p
−1 ‖ h ‖Lp(B(κ0,t)) dt (4.14)
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dır. (4.13) ve (4.14) koşullarından

| [b, Iα]h(κ) | . ‖ b ‖? ταMbh(κ)+ ‖ b ‖?
∫∞
τ

(
1 + ln t

τ

)
tα−

n
p
−1 ‖ h ‖Lp(B(κ,t)) dt

≤ ‖ b ‖? ταMbh(κ)+ ‖ b ‖?‖ h ‖M
p,ψ

1
p

∫∞
τ

(
1 + ln t

τ

)
tαψ(κ, t)dt

t

. ‖ b ‖? ταMbh(κ)+ ‖ b ‖? τ−
αp
q−p ‖ h ‖M

p,ψ
1
p

(4.15)

elde ederiz. Buradan ∀κ ∈ B için

τ =

‖ h ‖Mp,ψ
1
p

Mbh(κ)


q−p
αq

seçersek

| [b, Iα]h(κ) |.‖ b ‖? (Mbh(κ))
p

q
‖ h ‖1− p

q

M
p,ψ

1
p

elde ederiz. Teorem ifadesi

sup
τ < t < ∞

(
1 + ln

t

τ

)p
ψ(κ, t) ≤ Cψ(κ, τ)

koşulu ve

sup
τ < t < ∞

(
1 + ln

t

τ

)
ψ1(κ, t) ≤ Cψ2(κ, τ)

sonucundan elde edilenMb maksimal operatörünün komütatörününM
p,ψ

1
p
deki sınır-

lılı̆gından görülür:

‖ [b, Iα]h ‖M
q,ψ

1
q

= sup
κ∈Rn τ > 0

ψ(κ, τ)−
1
q τ−

n
q ‖ [b, Iα]h ‖Lq(B(κ,τ))

. ‖ b ‖?‖ h ‖
1− p

q

M
p,ψ

1
p

sup
κ∈Rn τ >0

ψ(κ, τ)−
1
q τ−

n
q ‖Mbh ‖

p
q

Lq(B(κ,τ))

= ‖ b ‖?‖ h ‖
1− p

q

M
p,ψ

1
p

(
sup

κ∈Rn τ > 0
ψ(κ, τ)−

1
q τ−

n
q ‖Mbh ‖Lq(B(κ,τ))

) p
q

= ‖ b ‖?‖ h ‖
1− p

q

M
p,ψ

1
p

‖Mbh ‖
p
q

M
p,ψ

1
p

. ‖ b ‖?‖ h ‖M
p,ψ

1
p

.
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5. V0MP,λ(RN) SIFIRLAYAN MORREY UZAYLARINDA MAKSİMAL

KOMÜTATÖRLERVERIESZ POTANSİYELİNİNKOMÜTATÖRLERİ

Mp,λ(Rn) Morrey uzaylarıile çalı̧smadaki esas zorluklardan biri, λ > 0 olduğunda

bu uzayların ayrılabilir olmamasıdır. Bu bağlamda uygun fonksiyonlarla yaklaşım

problemi, uygun alt uzayların ortaya çıkmasına neden olmuştur (Zorko 1986, Vitanza

1990, 1993, Almeida and Samko 2017). Bu tezin son bölümü olan 5. bölümde

Mp,λ(Rn) nin aşağıdaki alt uzaylarınıele alıyoruz:

Tanım 5.1 V0Mp,λ(Rn) sıfırlayan Morrey uzayıtüm h ∈ Mp,λ(Rn) fonksiyonların-

dan oluşur, öyle ki

lim
τ→0

sup
κ∈Rn

Mp,λ (h;κ, τ) = 0 ( V0)

dır, burada

Mp,λ (h;κ, τ) :=
1

τλ

∫
B(κ,τ)

| h(y) |p dy, κ ∈ Rn , τ > 0

dır. Benzer şekilde V∞Mp,λ(Rn) tüm h ∈Mp,λ(Rn) kümesidir öyle ki

lim
τ→∞

sup
κ∈Rn

Mp,λ (h;κ, τ) = 0 (V∞)

dır. Ayrıca, V (∗)Mp,λ(Rn) kümesi de

lim
N−→∞

AN,p(h) := lim
N→∞

sup
κ∈Rn

∫
B(κ,1)

| h(y) |p χN(y)dy = 0 (V ∗)

sıfırlayan özelliğine sahip tüm h ∈Mp,λ(Rn) fonksiyonlarından oluşur, burada

χN := χRn\B(0, N), N ∈ N

dir.

Yukarıda tanımladı̆gımız üç sıfırlayan sınıflar h ∈Mp,λ(Rn) nin normuna göre kapalı

kümelerdir. V0Mp,λ(Rn) sıfırlayan Morrey uzayıaşikar olmayan bir uzaydır çünkü

kompakt destekli sınırlıfonksiyonlar bu uzaya aittir. V0Mp,λ(Rn) uzayı, eliptik den-

klemlerin düzgünlük sonuçları ile ilgili olarak Vitanza 1990, 1993, Chiarenza and
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Franciosi 1992’de tanıtılmı̧stır. V∞Mp,λ(Rn) ve V (∗)Mp,λ(Rn) alt uzaylarıyakın za-

manda Almeida and Samko 2017 da uygun fonksiyonların Morrey fonksiyonlarının

yaklaşımıile ilgili problemin çalı̧sılmasında tanıtıldı.

V∞Mp,λ(Rn) nin Yuan vd. (2015)’de interpolasyon problemleri çalı̧smalarında bağım-

sız olarak ele alındı̆gınıhatırlatalım. V (∗)
0,∞Mp,λ(Rn) alt uzayıMorrey fonksiyonlarının

bir topluluğudur öyle ki tüm (V0), (V∞) ve (V ∗) sıfırlayan özelliklerine sahip ve Mor-

rey normunda C∞0 (Rn) nin kapanı̧sının kesin bir tanımınısağlar (Almeida and Samko

2017, Almeida 2020).

Literatürde klasik Morrey uzaylarında harmonik analizin klasik operatörlerin davranı̧sı

üzerine birçok makale bulunmaktadır. Bunlardan çok azıgenelleştirilmi̧s paramet-

reler durumu da dahil olmak üzere V0Mp,λ(Rn) de ki operatörlerin sınırlılı̆gına ayrılmı̧stır,

(Ragusa 2008, Persson vd. 2012, Samko 2013a,b, Lukkassen 2015, Deringoz vd.

2015, Long 2016, Guliyev vd. 2019). V∞Mp,λ(Rn) ve V (∗)Mp,λ(Rn) sıfırlayan Morrey

uzaylarındaki klasik operatörlerin incelenmesi sadece yakın zamanda Alabalik vd.

(2019) makalesinde gerçekleştirilmi̧stir.

5.1 V0Mp,λ Sıfırlayan Morrey Uzaylarında Maksimal Komütatörler

Bu kesimde Mb maksimal komütatörünün farklıV0Mp,λ(Rn) ve V (∗)Mp,λ(Rn) sıfır-

layan Morrey uzaylarıüzerinde sınırlılı̆gınıçalı̧sacağız ve genel olarak Almeida 2020

çalı̧smasınıtakip edilecektir.

Lemma 5.1 1 < p <∞ ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda her h ∈ Lploc(Rn) ve

herhangi bir B(κ0, τ) yuvarıiçin

‖Mbh‖Lp(B(κ0,τ)) . ‖b‖∗ τ
n
p sup
t>τ

(1 + ln
t

τ
)t−

n
p ‖h‖Lp(B(κ0,t))

dir.

Bu lemmanın ispatınıSonuç 4.1 de verdik, bu lemma V∞Mp,λ(Rn) nin Mb a göre

deği̧smezliğini belirlememizi sağlar.

Teorem 5.1 1 < p <∞ ve 0 ≤ λ < n olsun. Eğer b ∈ BMO(Rn) ise bu durumda

Mb operatör V∞Mp,λ(Rn) den kendi içine sınırlıdır.
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İspat. Mb için Morrey norm eşitsizlikleri zaten bilindiğinden geriye V∞Mp,λ(Rn) ın

Mb ye göre deği̧smez olduğunu göstermek kalır:

lim
τ→0

sup
κ∈Rn

Mp,λ(h;κ, τ) = 0 =⇒ lim
τ→∞

sup
κ∈Rn

Mp,λ(Mb;κ, τ) = 0.

Eğer h ∈ V∞Mp,λ(Rn) ise herhangi bir ε > 0 için τ = τ(ε) > 0 vardır öyle ki her bir

t > τ için

sup
κ∈Rn

Mp,λ(h;κ, t) < ε

olur. Modüler formdaki (5.1) eşitsizliğini kullanarak ve s� (1+ln s)p

sn−λ fonksiyonunun

(1,∞) daki sınırlılı̆gını dikkate alarak herhangi bir κ ∈ Rn ve her τ > R için

(κ, τ den bağımsız sabitlerle)

Mp,λ(Mbh;κ, τ) . ‖b‖p∗ sup
t>τ

(1 + ln
t

τ
)p(

t

τ
)λ−nMp,λ(h;κ, t) . ε ‖b‖pBMO

elde ederiz. Bu nedenle

lim
τ−→∞

sup
κ∈Rn

Mp,λ(Mbh;κ, τ) = 0

ve dolayısıyla Mbh ∈ V∞Mp,λ(Rn) dir.

Buradan maksimal operatörün komütatörü için aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 5.1 1 < p < ∞ ve 0 ≤ λ < n olsun. Eğer b ∈ BMO(Rn) negatif olmayan

ise bu durumda [b,M ], V∞Mp,λ(Rn) üzerinde sınırlıdır.

Aşağıda görebileceğimiz gibi (V ∗) nın korunumunun ispatıçok daha zordur.

Teorem 5.2 1 < p <∞ ve 0 ≤ λ < n olsun. Eğer b ∈ BMO(Rn) ise bu durumda

Mb operatörü V ∗Mp,λ(Rn) dan kendi içine sınırlıdır;

İspat. Mb nin Mp,λ(Rn) üzerindeki sınırlılı̆gını hatırlayarak şimdi şunu göster-

meliyiz;

lim
N−→∞

AN,p(h) = 0 =⇒ lim
N−→∞

AN,p(Mbh) = 0.

Adım 1: κ ∈ Rn ve N ∈ N için h yi h = h1 + h2 öyle ki h1 = hχΩκ ,N/2
ve h2 =

hχRn/Ωκ ,N/2

Ωκ,M := B(κ, 2) ∩ (Rn\B(0,M)), M > 0
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gösterimini kullanarak iki parçaya ayıralım. Mb altlineer olduğundan şu sonuca

varırız:

AN,p(Mbh) . AN,p(Mb(h1)) + AN,p(Mb(h2)) (5.1)

Daha sonra (5.2) nin sağ tarafındaki her iki niceliğin de N −→∞ iken sıfıra gittiğini

göstereceğiz Mb nin Lp(Rn) üzerindeki sınırlılı̆gından:∫
B(κ,1)

(Mb(h1)(y))pχN(y)dy ≤
∫
Rn

(Mb(h1)(y))pdy

.
∫
Rn

|h1(y))|p dy

=

∫
Ωκ,N/2

|h(y))|p dy

elde edilir, burada sabitler κ, N ve h den bağımsızdır. h ∈ V (∗)Lp,λ(Rn) olduğundan

yukarıdaki sağ taraf N −→∞ iken κ üzerinde düzgün olarak sıfıra yaklaşır (hatır-

latalım ki (V ∗) özelliği alınan κ merkezli yuvarların yarıçaplarının özel değerine bağlı

değildir. Dolayısıyla limN−→∞AN,p(Mb(h1)) = 0 dır.

Adım 2: Şimdi (5.2) deki toplamın ikinci terimiyle ilgileneceğiz:∫
B(κ,1)

(Mb(h2)(y))pχN(y)dy . I(κ, N, t0) + II(κ, N, t0)

elde ederiz öyle ki

I(κ, N, t0) :=

∫
B(κ,∞)

χN(y) sup
0<t<t0

 1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)

|b(y)− b(z)| |h(z)|χRn\Ωκ,N\2(z)dz


p

dy

ve

II(κ, N, t0) :=

∫
B(κ,∞)

χN(y) sup
t≥t0

 1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)

|b(y)− b(z)| |h(z)|χRn\Ωκ,N\2(z)dz


p

dy

dir, burada t0 > 0 belirili bir sabit sayıdır.

Adım 3: II(κ, N, t0) için kestirim bulacağız. ε > 0 keyfi olsun

II(κ, N, t0) ≤ II1(κ, N, t0) + II2(κ, N, t0)
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dır, öyle ki

II1(κ, N, t0) :=

∫
B(κ,1)

χN(y) sup
t≥t0

 1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)

∣∣b(y)− bB(y,t)

∣∣ |h(z)|χRn\Ωκ,N\2(z)dz


p

dy

ve

II2(κ, N, t0) :=

∫
B(κ,∞)

χN(y) sup
t≥t0

 1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)

∣∣b(z)− bB(y,t)

∣∣ |h(z)|χRn\Ωκ,N\2(z)dz


p

dy

dır. Hölder eşitsizliği ve (2.3) karakterizasyonundan her t ≥ t0 için tλ−n < ε olacak

şekilde yeterince büyük t0 > 1 seçtikten sonra

II2(κ, N, t0) ≤ ‖b‖p∗
∫

B(κ,1)

χN(y) sup
t≥t0

1

|B(y, t)|

∫
B(y,t)

|h(z)|p dz . ‖b‖p∗ ‖h‖
p
p,λ ε (5.2)

elde ederiz (λ < n olduğunu hatırlayalım). Şimdi II1(κ, N, t0) niceliği ile ilgileneceğiz.

II1(κ, N, t0) daki integrali

∣∣b(y)− bB(y,t)

∣∣ ≤ ∣∣b(y)− bB(κ,1)

∣∣+
∣∣bB(κ,1) − bB(y,2)

∣∣+
∣∣bB(y,2) − bB(y,t)

∣∣
biçiminde parçalayarak yukarıda olduğu gibi

II1(κ, N, t0) . ‖b‖p∗ ‖h‖
p
p,λ ε+ ‖h‖pp,λ

∫
B(κ,1)

sup
t≥t0

∣∣bB(y,2) − bB(y,t)

∣∣p tλ−ndy
elde ederiz. Her t ≥ t0 ≥ 2 için B(y, 2) ⊂ B(y, t) olduğundan son integralde eğer

ek olarak her t ≥ t0 için logp(1 + t
2
)tλ−n ≤ ε olacak şekilde yeteri kadar büyük t0

alırsak ∣∣bB(y,2) − bB(y,t)

∣∣p tλ−n . logp(1 +
t

2
) ‖b‖p∗ tλ−n ≤ ‖b‖

p
∗ ε

elde ederiz. Dolayısıyla

II1(κ, N, t0) . ‖b‖p∗ ‖h‖
p
p,λ ε

elde edilir. Bunu (5.3) ile birleştirerek görürüz ki t0 ın bir uygun seçimi için κ ∈

Rn(ve N) üzerinde düzgün olarak

II(κ, N, t0) . ‖b‖p∗ ‖h‖
p
p,λ ε
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dır.

Adım 4: Bu adımda I(κ, N, t0) ile ilgileniyoruz. z /∈ Ωκ,N/2(ve z ∈ B(y, t))

olduğunda dikkate alınmasıgereken iki farklıdurum vardır. Eğer z ∈ B(0, N/2)

ise bu durumda t > |z − y| ≥ |y| − |z| > N/2 olur. Böylece N ≥ 2t0 için

t ∈ (0, t0) üzerinde supremuma hiçbir katkısıyoktur. Eğer z /∈ B(κ, 2) ise bu du-

rumda t > |z − y| ≥ |z − κ| − |y − κ| ≥ 1 olur. Buradan supremum her t ∈ (1, t0)

üzerinden alındı̆gından I(κ, N, t0) ele almak kalır.

O halde

I1(κ, N, t0) .
∫

B(κ,1)

χN(y)

 ∫
B(y,t0)

|b(y)− b(z)| |h(z)| dz


p

dy

= : I1(κ, N, t0) + I2(κ, N, t0) + I3(κ, N, t0)

dir, burada

I1(κ, N, t0) : =

∫
B(κ,1)

χN(y)

 ∫
B(y,t0)

∣∣b(y)− bB(κ,1)

∣∣ |h(z)| dz


p

dy

I2(κ, N, t0) : =

∫
B(κ,1)

χN(y)

 ∫
B(y,t0)

∣∣bB(κ,1) − bB(y,t0)

∣∣ |h(z)| dz


p

dy

I3(κ, N, t0) : =

∫
B(κ,1)

χN(y)

 ∫
B(y,t0)

∣∣bB(y,t0) − b(z)
∣∣ |h(z)| dz


p

dy

ile verilir. I3(κ, N, t0) da s ∈ (1, p) üssüne Hölder eşitsizliğini uygularız ve

∫
B(y,t0)

∣∣bB(y,t0) − b(z)
∣∣ |h(z)| dz ≤

∥∥bB(y,t0) − b(.)
∥∥
Ls
′
(B(y,t0))

‖h‖Ls(B(y,t0))

. ‖b‖∗ t
n/s
′

0 ‖h‖Ls(B(y,t0))

≈ ‖b‖∗ ‖h‖Ls(B(y,t0))
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elde ederiz. Bir deği̧sken deği̧simi ve p
s
üssünün Minkowski eşitsizliğinden

I3(κ, N, t0) . ‖b‖p∗
∫

B(κ,1)

∫
Rn

χN(y)χB(0, t0)(z) |h(y − z)|s dz


p
s

dy

≤ ‖b‖p∗


∫
Rn

 ∫
B(κ,1)

χN(y)χB(0, t0)(z) |h(y − z)|p dy


s
p

dz


p
s

≤ ‖b‖p∗


∫
Rn

χB(0, t0)(z)

 sup
v∈Rn

∫
B(v,1)

χN − |z| (u) |h(u)|p du


s
p

dz


p
s

elde edilir öyle ki burada eğer a ≤ 0 ise

χa = 1 ve eğer a > 0 ise χa = χR\B(0,a) (5.3)

dır. Dolayısıyla h ∈ Lp,λ(Rn) olduğunuda dikkate alarak Lebesgue yakınsaklık teo-

reminden N −→ ∞ iken (κ ∈ Rn üzerinde düzgün olarak) I3(κ, N, t0) −→ 0 elde

ederiz.

N −→∞ iken (κ ∈ Rn üzerinde düzgün olarak) I2(κ, N, t0) −→ 0 olduğunu göster-

mek için öncelikle belirtelim ki y ∈ B(κ, 1) ve t0 ≥ 2 içinB(κ, 1) ⊂ B(y, t0) olduğun-

dan
∣∣bB(κ,1) − bB(y,t0)

∣∣ ≤ tn0 ‖b‖BMO dır, sonra deği̧skenleri deği̧stirip Minkowski eşit-

sizliğini (̧simdi p üssü ile ) I3(κ, N, t0) daki gibi uygularız.

Son olarak I1(κ, N, t0) ile ilgileniyoruz. Bu durumda |y| > N olmak üzere her

z ∈ B(y, t0) için χN(y) ≤ χN−t0(z) dir. Üstelik y ∈ B(κ, 1) için B(y, t0) ⊂ B(κ, 2t0)

dır. Dolayısıyla Hölder eşitsizliğini de uygulayarak

I1(κ, N, t0) ≤
∫

B(κ,1)

∣∣b(y)− bB(κ,1)

∣∣p
 ∫
B(y,t0)

χN − t0(z) |h(z)| dz


p

dy

≤
∫

B(κ,1)

∥∥∥b(.)− bB(κ,1)

∥∥∥p
Lp(B(κ,1))

∫
B(κ,2t0)

χN − t0(z) |h(z)|p dz

≈ ‖b‖p∗
∫

B(κ,2t0)

χN − t0(z) |h(z)|p dz

elde ederiz. (V ∗) sıfırlayan özelliği belirlediğimiz κ merkezli yuvarın yarıçapının

ölçüsüne bağlıolmadı̆gından

I1(κ, N, t0) . ‖b‖p∗AN−t0,p(h)
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olur (t0 ın sabit olduğunu hatırlayın ), buradan şunu elde ederiz: N −→∞ iken (κ ∈

Rn üzerinde düzgün olarak ) I1(κ, N, t0) −→ 0 dır. 2-4 adımlarından elde edilen tüm

tahminleri birleştirdiğimizde N −→∞ olarak AN,p(Mb(h2))→ 0 olduğunu görürüz.

Şimdi bunu Adım 1 deki sonuçla birleştirerek (5.2) ile görürüz ki N −→ ∞ iken

AN,p(Mb(h2))→ 0 dır. İspat tamamlanmı̧stır.

Buradan aşağıdaki sonuca elde ederiz:

Sonuç 5.2 1 < p < ∞ ve 0 ≤ λ < n olsun. Eğer b ∈ BMO(Rn) negatif olmayan

ise bu durumda [b,M ], V ∗Mp,λ(Rn) üzerinde sınırlıdır.

5.2 V0Mp,λ Sıfırlayan Morrey Uzaylarında Kesirli Maksimal Komütatör-

ler ve Riesz Potansiyelinin Komütatörleri

Aşağıdaki teoremi Sonuç 4.2 de ispatladık.

Teorem 5.3 0 < α < n , 0 ≤ λ < n , 1 < p < (n− λ)/α ve 1
q

= 1
p
− α

(n−λ)
olsun. O

halde Mb,α Mp,λ(Rn) den Mq,λ(Rn) ye sınırlıdır.

Lemma 5.2 α, λ, p, q yukarıdaki teoremdeki gibi olsun.Herhangi bir h ∈ Lp.λ(Rn),

τ > 0 ve κ ∈ Rn için

|Mb,αh(κ)| . ‖b‖BMO (Mbh(κ))
p
q ‖h‖1− p

q

p,λ (5.4)

dır.

Aşağıdaki teorem Mb,α komütatörünün (V0), (V∞) ve (V ∗) sıfırlayan özelliklerinin

tümünü koruduğunu göstermektedir.

Teorem 5.4 0 < α < n , 0 ≤ λ < n , 1 < p < (n − λ)/α ve 1
q

= 1
p
− α

(n−λ)
olsun.

Eğer b ∈ BMO(Rn) ise bu durumda Mb,α komütatörü V0Mp,λ(Rn) den V0Mq,λ(Rn)

ye , V∞Mp,λ(Rn) den V∞Mq,λ(Rn) ye ve V ∗Mp,λ(Rn) den V ∗Mq,λ(Rn) ye sınırlıdır.

İspat. Norm eşitsizlikleri Teorem 5.3 den açıkça anlaşılmaktadır. Sıfırlayan özellik-

lerinin korunduğunu göstermek için (5.5) özelliğini kullanacağız.O zaman τ > 0 ve

κ ∈ Rn için şunu elde ederiz:

Mq,λ(Mb,αh;κ, τ) . ‖b‖q∗ ‖h‖
q−p
p,λ Mp,λ(Mbh;κ, τ).
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Buradan eğer h ∈ V∞Mp,λ(Rn) ise Teorem 5.1 den dolayıMbh ∈ V∞Mq,λ(Rn)

olur. Sonuç olarak Mb,αh ∈ V∞Mq,λ(Rn) olur. V0Mp,λ(Rn) üzerinde kaŗsılık gelen

sınırlılık, Mbh nin (V0) ıkoruduğuna dikkat edilerek benzer argümanlar kullanılarak

elde edilebilir, (Deringoz 2015, Teorem 5.7, Corollary 58).(V ∗) sıfırlayan özelliği ile

ilgili olarak (5.5) den dolayı

AN,q(M
α
b h) . ‖b‖q∗ ‖h‖

q−p
p,λ AN,q(Mbh)

elde ederiz, buradaki sabit h ve N ∈ N den bağımsızdır. Eğer h ∈ V (∗)Mp,λ(Rn)

ise bu durumda Teorem 5.2 den dolayıMbh ∈ V (∗)Mp,λ(Rn) olur. Sonuç olarak

Mb,αh ∈ V (∗)Mq,λ(Rn) olur.

Şimdi de Riesz potansiyelinin komütatörlerinin sıfırlayan Morrey uzaylarıüzerindeki

etkisini tartı̧sacağız. [Guliyev and Shukurov 2013, s.193-194] de gösterildiği gibi,

Morrey fonksiyonlarının Riesz potansiyellerinin komütatörü (5.5) deki kesirli mak-

simal komütatör gibi kesirli maksimal komütatör tarafından kontrol edilebilir:

|[b, Iα]h(κ)| . ‖b‖∗ (Mbh(κ))
p
q ‖h‖1− p

q

p,λ , (5.5)

buradaki sabit h ∈Mp,λ(Rn), b ∈ BMO(Rn), τ > 0 ve κ ∈ Rn den bağımsızdır. Bu-

radanMb,α operatörünün durumunda olduğu gibi aşağıdaki ifadeyi formüle edebiliriz

:

Teorem 5.5 0 < α < n, 0 ≤ λ < n, 1 < p < n−λ
α
ve 1

q
= 1

p
− α

n−λ olsun. Eğer

b ∈ BMO(Rn) ise bu durumda [b, Iα] komütatörü V0Mp,λ(Rn) den V0Mq,λ(Rn) ye

V∞Mp,λ(Rn) den V∞Mq,λ(Rn) ye ve V ∗Mp,λ(Rn) den V ∗Mq,λ(Rn) ye sınırlıdır.

5.3 C∞0 (Rn) nin Kapanı̧sıÜzerinde Komütatörler

Mp,λ(Rn) nin 0 ≤ λ < n olduğunda ayrılabilir olmadı̆gı bilinmektedir (açık bir

ispat Rosenthal 2015 de bulunabilir.) Mo,p,λ(Rn) ile C∞0 (Rn) nin ‖.‖p,λ normundaki

kapanı̧sınıgösterelim. Almeida and Samko 2017 de böyle bir kapanı̧sının üç sıfırlayan

alt uzayın kesi̧simi ile açıkça tanımlanabileceği gösterilmi̧stir:

Mo,p,λ(Rn) = V
(∗)

0,∞Mp,λ(Rn) := V0Mp,λ(Rn) ∩ V∞Mp,λ(Rn) ∩ V ∗Mp,λ(Rn)
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(ayrıca, Yuan vd. 2015). Bu kapanı̧s harmonik analizde Morrey uzaylarıüzerinde

önemli bir rol oynar çünkü C∞0 (Rn) (Mo,p,λ(Rn))′ içinde yoğundur ve üstelik onun

duali Morrey uzaylarıiçin bir ön uzay sağlar :

(Mo,p,λ(Rn))
′′

= (Mo,p,λ(Rn)
′
)
′
= Mp,λ(Rn)

Ayrıca

V
(∗)

0,∞Mp,λ(Rn) $ V0Mp,λ(Rn) ∩ V∞Mp,λ(Rn) & V0Mp,λ(Rn) &Mp,λ(Rn)

tam gömmelerin de sağlandı̆gınınot edelim. Önceki sonuçlarıve yine sıfırlayan uza-

ylar üzerinde bilinen sınırlılık sonuçlarınıkullanarak C∞0 (Rn) un kapanı̧sıüzerinde

maksimal komütatörlerin kapanı̧s üzerindeki etkisine ili̧skin aşağıdaki sonuçlarıvere-

biliriz.

Sonuç 5.3 1 < p < ∞ ve 0 ≤ λ < n olsun. Eğer b ∈ BMO(Rn) ise bu durumda

Mb maksimal komütatörü Mo,p,λ(Rn) den kendi içine sınırlıdır.

Sonuç 5.4 1 < p < ∞, 0 ≤ λ < n , 1 < p < n−λ
α
ve 1

q
= 1

p
− α

n−λ olsun. Eğer

b ∈ BMO(Rn) ise bu durmdaMb,α operatörüMo,p,λ(Rn) denMo,q,λ(Rn) ye sınırlıdır.
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