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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

GRAND LEBESGUE UZAYLARINDA MAKSİMAL, POTANSİYEL VE SİNGÜLER
İNTEGRAL OPERATÖRLERİN SINIRLILIĞI

Zeynep ÇAKIR

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. Ayhan ŞERBETÇİ

Tez altıbölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde temel kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde maksimal operatör, Calderón-Zygmund operatörü ve Riesz potan-
siyeli tanımlanmı̧s ve bu operatörlerin Lebesgue uzayındaki sınırlılıklarının ispatları
verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde grand Lebesgue uzaylarıtanıtılmı̧s ve bu uzayların temel özellik-
leri incelenmi̧stir. Bu bölümün birinci kesiminde Banach fonksiyon uzaylarıtanıtıla-
rak bazı temel özellikleri verilmi̧stir. İkinci kesimde grand Lebesgue uzaylarının
tanımı verilmi̧s ve bu uzayların Banach fonksiyon uzayları olduğu gösterilmi̧stir.
Daha sonra bu uzayların çeşitli topolojik özellikleri incelenmi̧stir. Dördüncü bölümün
son kesiminde grand Lebesgue uzaylarının ili̧sik uzayları(small Lebesgue uzayları)
tanımlanmı̧s ve bu uzayların bazıözellikleri verilmi̧stir.

Beşinci bölümde maksimal operatör, Calderón-Zygmund operatörü ve Riesz potan-
siyelinin grand Lebesgue uzaylarında sınırlılı̆gıispatlanmı̧stır.

Son bölümde ise elde edilen sonuçların analizi yapılmı̧stır.

Haziran 2016, 60 sayfa

Anahtar Kelimeler: Maksimal operatör, Calderón-Zygmund singüler integral oper-
atörler, Riesz potansiyeli, grand Lebesgue uzayları.
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ABSTRACT

Master Thesis

THE BOUNDEDNESS OF MAXIMAL, POTENTIAL AND SINGULAR INTEGRAL
OPERATORS IN GRAND LEBESGUE SPACES

Zeynep ÇAKIR

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ayhan ŞERBETÇİ

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts and theorems are given.

In the third chapter, maximal operator, Calderón-Zygmund operator and Riesz po-
tential are defined and the proofs of the boundedness of these operators in Lebesgue
spaces are given.

In the fourth chapter, grand Lebesgue spaces are defined and basic properties of
these spaces are investigeted. In the first section of this chapter, Banach function
spaces are defined and basic properties of these spaces are given. In the second
section, definition of the grand Lebesgue spaces is given and it is shown that these
spaces are Banach function spaces. Then various topological properties of the grand
Lebesgue spaces are investigeted. At the end of the fourth chapter, associate spaces
of the grand Lebesgue spaces (small Lebesgue spaces) are defined and some basic
properties of small Lebesgue spaces are given.

In the fifth chapter, the boundedness of maximal operator, Calderón-Zygmund o-
perator and Riesz potential in the grand Lebesgue spaces is proved.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the obtained results.

June 2016, 60 pages

Key Words: Maximal operator, Calderón-Zygmund singular integral operators, Riesz
potential, grand Lebesgue spaces.
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TEŞEKKÜR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv
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ÖZGEÇMİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

v
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Lp),ϕ(.) Genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzayı
L(p′ YardımcıBanach uzayı
Lp)

′
Small Lebesgue uzayı

M Maksimal operatör
Iα Riesz potansiyeli
T Calderón-Zygmund operatörü
f ∗ f nin azalan yeniden düzenlemesi

vi



1. GİRİŞ

Fonksiyon uzaylarının modern teorisi S.L. Sobolev, A. Zygmund, S.M. Nikolskii, A.

Calderon, V. Maz’ya, L.D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E.M. Stein, O.V. Besov, P.I.

Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov ve diğerleri gibi dünyaca ünlü matematikçiler

tarafından incelenmi̧stir. Bu teori reel ve fonksiyonel analizin birçok konusuna ve

diğer matematiksel disiplinler içinde kısmi diferensiyel denklemler ve matematiksel

fizik gibi bir çok alanlara başarıyla uygulanmı̧stır. Ayrıca ortaya çıkan yeni prob-

lemlerin çözülebilmesi ve fonksiyon uzaylarındaki bazı boşlukların giderilebilmesi

için yeni tip fonksiyon uzaylarının tanımlanmasıve araştırılmasıgerekmektedir. İn-

tegral ve diferensiyel operatörlerin farklı norm eşitsizlikleri fonksiyon uzaylarının

teorisinde ve onların uygulamalarında esaslıöneme sahiptir. Özellikle diferensiyel-

lenebilir fonksiyonların klasik uzaylarıteorisi (Sobolev uzayları, Besov uzayları, ağır-

lıklıBesov tipi uzaylar, vb.) bu eşitsizlikler üzerine esaslıolarak inşa edilirler. Yakın

zamanlarda integral ve diferensiyel operatörler için norm eşitsizlikleri ile ilgili birçok

zor problemler çözülmüştür. Bu sonuçlar fonksiyonel analizin özellikle geni̧s ola-

rak lineer ve lineer olmayan kısmi diferensiyel denklemlere uygulamalarıiçin temel

araçlar olmuştur.

Lp) (Ω) grand Lebesgue uzayları, n ≥ 2 için Ω ⊂ Rn Lebesgue ölçüsü sonlu bir küme

ve 1 < p <∞ olmak üzere

‖f‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<∞

olacak biçimde f ∈ M0 fonksiyonlarının sınıfından oluşur, buradaM0, Ω üzerinde

tanımlıreel değerli ve sonlu ölçülü fonksiyonların kümesidir. Lp) (Ω) grand Lebesgue

uzaylarıT. Iwaniec ve C. Sbordone tarafından 1992 yılında Jacobian’in integral-

lenebilme özelliklerini çalı̧sırken ortaya çıkarılmı̧stır. Lp) (Ω) grand Lebesgue u-

zaylarının yapısal özelliklerini C. Capone ve A. Fiorenza incelemi̧stir. Lp) (Ω) uza-

yının ili̧sik uzayıolan Lp)
′
(Ω) small Lebesgue uzaylarıA. Fiorenza (Fiorenza 2000)

tarafından ortaya konulmuştur. Lp) (Ω) grand Lebesgue uzaylarıteorisi çeşitli uygu-

lamalarından dolayıson yıllarda yoğun olarak çalı̧sılmaktadır.
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Lp) (Ω) grand Lebesgue uzaylarıkısmi türevli denklemler teorisinde (Iwaniec ve Sbor-

done 1994, Iwaniec ve Sbordone 1998, Sbordone 1994, Sbordone 1998), maksimal

operatörlerin çalı̧sılmasında ve daha genel olarak quasilineer operatörler ve interpo-

lasyon teorisinde önemli uygulamalara sahip olan rearrangement invariant (yeniden

düzenleme altında deği̧smeyen) Banach uzaylarıdır. Özel olarak, kısmi türevli den-

klemler teorisinde bazı lineer olmayan denklemlerin çözümlerinin araştırılmasında

grand Lebesgue uzaylarıuygun uzaylar olmaktadır.

Lp) (Ω) grand Lebesgue uzaylarının genelleştirmesi olan Lp),ϕ(.) (Ω) uzayıϕ (x) = xθ

özel durumu L. Greco, T. Iwaniec, C. Sbordone tarafından verilmi̧stir. Lp),ϕ(.) (Ω)

genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzaylarıkısmi türevli denklemler teorisinde çeşitli

lineer olmayan denklemlerin çözümlerinin varlık ve tekliği ve düzgünlük problem-

lerinin çalı̧smalarında kullanı̧slıdır.

Harmonik analizin klasik operatörleri olan maksimal fonksiyon, Riesz potansiyeli ve

singüler integral operatörleri de Fourier dönüşümü teorisinde, kısmi türevli denk-

lemler teorisinde, olasılık teorisinde (Markov süreçleri için potansiyel fonksiyonlar

ve durağan rasgele süreçlerin spektral yoğunluk fonksiyonlarıçalı̧smasında), fonksi-

yonel analizde özel olarak operatörlerin interpolasyonu teorisinde geni̧s uygulamalara

sahiptir.

Bu çalı̧smada grand Lebesgue uzaylarının temel özellikleri incelenecek ve daha sonra

bu uzaylarda maksimal operatör, Riesz potansiyeli ve singüler integral operatör-

lerinin sınırlılı̆gıincelenecektir.

Tezin ikinci bölümünde temel kavramlara ve teoremlere yer verilmi̧stir. Üçüncü

bölümde harmonik analizin klasik integral operatörleri olan maksimal operatör,

Calderón-Zygmund operatörü ve Riesz potansiyeli tanımlanmı̧s ve bu operatör-

lerin Lp (Rn) Lebesgue uzayındaki sınırlılıklarının ispatları verilmi̧stir. Dördüncü

bölümde grand Lebesgue uzaylarıtanıtılmı̧s ve bu uzayların temel özellikleri ince-

lenmi̧stir. Bu bölümün birinci kesiminde Banach fonksiyon uzaylarıtanıtılarak bazı
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temel özellikleri verilmi̧stir. Dördüncü bölümün ikinci kesiminde grand Lebesgue

uzaylarının tanımıverilmi̧s ve bu uzayların Banach fonksiyon uzaylarıolduğu göste-

rilmi̧stir. Daha sonra bu uzayların çeşitli topolojik özellikleri incelenmi̧stir. Dördüncü

bölümün son kesiminde grand Lebesgue uzaylarının ili̧sik uzaylarıolan small Lebesgue

uzaylarının tanımıyapılarak bu uzayların bazıözellikleri verilmi̧stir.

Beşinci bölümde maksimal operatör, Calderón-Zygmund operatörü ve Riesz potan-

siyelinin grand Lebesgue uzaylarında sınırlılı̆gıispatlanmı̧stır. Son bölümde ise elde

edilen sonuçların analizi yapılmı̧stır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 2.1 X bir F cismi üzerinde bir vektör uzayıolsun. Eğer bir

‖.‖ : X → R, x→ ‖x‖

dönüşümü ∀x, y ∈ X ve ∀a ∈ F için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ve ‖x‖ = 0⇔ x = θ

(N2) ‖ax‖ = |a| ‖x‖

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X üzerinde norm adıverilir. (X, ‖.‖) ikilisine

bir normlu vektör uzayıdenir. (X, ‖.‖) normlu uzayıkısaca X ile gösterilir.

Tanım 2.2 X ve Y iki lineer uzay ve T : DT ⊂ X → Y bir fonksiyon olsun.

Bu durumda T fonksiyonuna operatör denir. Burada DT , T nin tanım kümesi ve

T (DT ) ⊂ Y de T nin görüntü kümesidir. Eğer DT , X in bir alt uzayıve her x,

y ∈ DT ve her α, β ∈ R (veya C) için

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y)

ise T ye lineer dönüşüm denir.

Tanım 2.3 X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T ) → Y

lineer operatör olsun. Eğer her x ∈ D (T ) için, ‖Tx‖ ≤ A ‖x‖ olacak şekilde bir A

reel sayısıvarsa, T operatörüne sınırlıdır denir.

Bir T operatörünün normu ‖T‖ = sup
x∈D(T )
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖ ile tanımlanır.

Tanım 2.4 X ve Y normlu uzaylar, D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T ) → Y bir

operatör ve x0 ∈ D (T ) olsun. Eğer verilen her ε > 0 sayısına kaŗsılık, ‖x− x0‖ < δ

koşulunu gerçekleyen her x ∈ D (T ) için, ‖Tx− Tx0‖ < ε olacak şekilde bir δ > 0

sayısıvarsa T ye x0 da süreklidir denir.
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Tanım 2.5 X ve Y normlu uzaylar ve D (T ) ⊂ X olmak üzere, T : D (T ) → Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmasıiçin gerek ve yeter koşul T

nin sınırlıolmasıdır.

Tanım 2.6 (Cebir ve σ- Cebir)X bir küme olsun. Eğer X in alt kümelerinin bir

A sınıfıiçin aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa bu durumda A sınıfına X üzerinde bir

cebirdir denir:

(i) X ∈ A

(ii) Her E ∈ A için Ec = X\E ∈ A

(iii) k = 1, 2, ..., n için Ek ∈ A ise
n
∪
k=1

Ek ∈ A

Eğer (iii) şartıyerine

”Her n ∈ N için En ∈ A ⇒
∞
∪
n=1

En ∈ A”

şartıkonulursa A cebirine bir σ− cebiri adıverilir.

Tanım 2.7 (Borel Cebiri) Bir K sınıfınıkapsayan σ-cebirlerinin en küçüğüne K

nın ürettiği (doğurduğu) σ-cebiri denir. Rn deki bütün açık (a, b) aralıklarının doğur-

duğu σ-cebirine Borel cebiri denir veB(Rn) ile gösterilir. n = 1 olmasıhalindeB(R1)

Borel cebiri B(R) ile gösterilir. B(R) nin her bir elemanına Borel kümesi denir. X

bir lokal kompakt Hausdorf uzayıve B(x), X in açık kümelerini içeren en küçük

σ-cebir olsun.Bu durumda B(x) Borel kümesinin σ-cebiri olarak ve Borel kümesinde

tanımlıherhangi bir µ ölçüsü ise Borel ölçüsü olarak adlandırılır.

Tanım 2.8
(
Ölçü

)
(X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tanımlıgeni̧sletil-

mi̧s reel değerli bir µ fonksiyonu

(i) µ (∅) = 0

(ii) Her A ∈ A için µ (A) ≥ 0

(iii) Her ayrık (An) dizisi için µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ (An)

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona ölçü denir. Eğer her A ∈ A için µ (A) <∞ ise

µ ye sonlu ölçü adıverilir.
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Tanım 2.9
(
Dı̧s Ölçü

)
X bir küme ve P (X) de X in kuvvet kümesi olsun. P (X)

üzerinde tanımlı, geni̧sletilmi̧s reel değerli bir µ∗ fonksiyonu

(i) µ∗ (∅) = 0

(ii) Her E ∈ P (X) için µ∗ (E) ≥ 0

(iii) A ⊂ B ⊂ X için µ∗ (A) ≤ µ∗ (B)

(iv) Her bir n ∈ N için An ∈ P (X) ise µ∗
( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ∗ (An)

şartlarınısağlarsa µ∗ fonksiyonuna X üzerinde bir dı̧s ölçüdür denir.

Tanım 2.10
(
Ölçü Uzayı

)
Bir X kümesi, X in alt kümelerinin bir A σ-cebiri ve

A üzerinde tanımlıbir µ ölçüsünden oluşan (X,A, µ) üçlüsüne bir ölçü uzayıA daki

her bir kümeye de A-ölçülebilir küme veya kısaca ölçülebilir küme adıverilir.

Tanım 2.11
(
Ölçülebir Fonksiyon

)
(X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R

bir fonksiyon olsun. Eğer ∀α ∈ R için

f−1 (]α,+∞[) = {x ∈ X : f (x) > α} ∈ A

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların

ailesiM (X,A) ile.gösterilir.

Tanım 2.12 (Ölçüde Yakınsaklık) (X,A, µ) bir ölçü uzayı, {fn} ölçülebilir fonk-

siyonların bir dizisi ve f reel değerli ve µ−ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Eğer ∀ε > 0

için

lim
n→∞

µ∗ ({x ∈ X : |fn (x)− f (x)| ≥ ε}) = 0

oluyorsa bu durumda {fn} dizisi f fonksiyonuna ölçüde yakınsaktır denir.

Tanım 2.13
(
Lebesgue Dı̧s Ölçüsü

)
(Ik), R nin sınırlıve açık alt aralıklarının

bir dizisi,

τA =
{

(Ik) : A ⊂
⋃

Ik

}
olsun. P (R) üzerinde

m∗ (A) = inf

{ ∞∑
k=1

l (Ik) : (Ik) ∈ τA

}
6



biçiminde tanımlanan m∗ bir dı̧s ölçüdür. Bu dı̧s ölçüye Lebesgue dı̧s ölçüsü denir.

Lebesgue dı̧s ölçüsü R nin her bir alt aralı̆gına onun uzunluğunu kaŗsılık getirir.

n−boyutlu Rn uzayında Lebesgue dı̧s ölçüsünü tanımlamak için

I = {x : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, ..., n}

n−boyutlu kapalıaralıklarınıgöz önüne alalım. Bu aralıkların hacimleri

v (I) =
n∏
i=1

(bi − ai)

biçimindedir. Keyfi bir E ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dı̧s ölçüsü

m∗ (E) = inf

{ ∞∑
k=1

v (Ik) : E ⊂
∞⋃
k=1

Ik, Ik bir aralık

}

ile tanımlanır. ∀A ⊂ Rn için eğer

m∗ (A) = m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ (Rn − E))

ise E kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir.

Rn üzerindeki Lebesgue dı̧s ölçüsü, her bir aralı̆ga onun hacmini kaŗsılık getirir.

Tanım 2.14 Eğer bir X topolojik uzayının her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü

varsa, bu durumda X ’e “kompakttır”denir. Rn Öklid uzayının kapalıve sınırlıbir

alt kümesinin her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü vardır. Yani, Rn de kapalıve

sınırlıher alt küme kompakttır.

Tanım 2.15 Bir f fonksiyonunun desteği f (x) 6= 0 şartınısağlayan x noktalarının

oluşturduğu kümenin kapanı̧sıdır ve suppf = {x ∈ Rn : f (x) 6= 0} ile gösterilir.

Eğer suppf sınırlıbir küme ise f kompakt desteğe sahiptir denir.

Tanım 2.16 (X,µ) bir ölçü uzayıolsun. Eğer bir önerme (veya özellik) ölçüsü sıfır

olan bir küme dı̧sında doğru ise o önerme (veya özellik) hemen her yerde doğrudur

denir.
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Tanım 2.17 (Lebesgue Uzayı) (X,µ) bir ölçü uzayıveM, f : X → C tanımlı

µ−ölçülebilir fonksiyonların kümesi olsun. 0 < p <∞ olmak üzere

Lp(X) =

f ∈M :

∫
X

|f |p dµ <∞


sınıfına mutlak değerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonların sınıfıdenir.

f fonksiyonunun Lp normu

‖f‖p =


(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
x∈X
|f(x)| , p =∞

ile tanımlanır ve bu norm ile Lp ye Lebesgue uzayıdenir, burada

ess sup
x∈X
|f(x)| = inf {λ : µ ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) = 0}

dir.

Bir E ⊂ X ölçülebilir kümesinin ölçüsü µ(E) =
∫
E

dµ ile tanımlanır. Özel olarak

E ⊂ Rn ölçülebilir kümesinin Lebesgue ölçüsü |E| =
∫
E

dx dir.

E ⊂ Rn olmak üzere Lp(E) uzayındaki norm tanımınıdeği̧stirerek benzer Lebesgue

uzaylarıtanımlayabiliriz. Eğer |E| <∞ ise Lp(E) uzayındaki klasik norm yerine

Ap [f ] =

 1

|E|

∫
E

|f |p
 1

p

ortalamasınıalırsak Lp(E) uzayıyukarıda tanımladı̆gımız Lebesgue uzayı ile aynı

özellikleri sağlar.

Teorem 2.1 Eğer 1 ≤ p <∞ ise Lp deki basit fonksiyonların kümesi Lp de yoğun-

dur.

Tanım 2.18 (Karakteristik Fonksiyon) A ⊂ Rn olsun.

χA =

 1 , x ∈ A

0 , x /∈ A

ile tanımlanan χA fonksiyonu A nın karakteristik fonksiyonu olarak adlandırılır.
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Tanım 2.19 Bir s fonksiyonunun görüntü kümesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

s : X → {a1, a2,...,an} ⊂ R

x → s (x) = ak, 1 ≤ k ≤ n

Tanım 2.20 f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompaktK ⊂ X alt kümesi

üzerinde ∫
K

|f | dµ <∞

ise f fonksiyonuna lokal (yerel) integrallenebilirdir denir. X üzerinde lokal integral-

lenebilen fonksiyonların uzayıLloc(X) ile gösterilir.

Teorem 2.2 (Hölder eşitsizliği) p > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere f ∈ Lp, g ∈ Lq

olsun. Bu durumda f g ∈ L1 ve

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq

sağlanır (Neri 1971).

Teorem 2.3 (Minkowski eşitsizliği) p ≥ 1 için eğer f , g ∈ Lp ise (f + g) ∈ Lp

ve

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

dir (Neri 1971).

Teorem 2.4 (Fubini) µ ≥ 0, υ ≥ 0 olmak üzere (X,µ) ve (Y, υ) ölçü uzaylarıve

µ ⊗ υ, X × Y üzerinde tanımlıçarpım ölçüsü olsun. Bu durumda F (x, y), µ ⊗ υ-

integrallenebilir ise

∫ ∫
X×Y

F (x, y)dµ⊗ υ =

∫
X

∫
Y

F (x, y)dµ

 dυ

=

∫
Y

∫
X

F (x, y)dυ

 dµ

9



eşitliği sağlanır. Burada X = Y = R ise µ = υ Lebesgue ölçüsüdür. Bu durumda

R2 de µ⊗ υ = dx1dx2 dir (Sadosky 1979).

Tanım 2.21 (Kuvvetli ve Zayıf Tip Sınırlılık) 1 ≤ p, q ≤ ∞ olmak üzere

(X,µ), (Y, υ) ölçü uzaylarıve T : Lp(X,µ)→ Lq(Y, υ) bir operatör olsun. Eğer ∀ f

∈ Lp(X,µ) için

‖Tf‖Lq ≤ A ‖f‖Lp

olacak biçimde f den bağımsız bir A > 0 sabiti varsa T operatörüne kuvvetli (p, q)

tipindedir denir.

Eğer ∀ λ > 0 için

υ ({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
A ‖f‖Lp

λ

)q
, q <∞

olacak şekilde λ ve f den bağımsız bir A sabiti varsa T dönüşümüne zayıf (p, q)

tipindendir denir (Duandikoetxea 2001).

Teorem 2.5 (Riesz-Thorin) 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ olmak üzere T, (p0, q0) ve

(p1, q1) tipli bir operatör olsun. Bu durumda

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

, (0 < θ < 1) ,

olmak üzere T, kuvvetli (p, q) tipli bir operatördür.

Teorem 2.6 (Marcinkiewicz Ara Değer Teoremi) p0 < q0, p1 ≤ q1 ve q0 6= q1

olmak üzere T operatörü zayıf (p0, q0) ve zayıf (p1, q1) tipli operatör olsun. Ayrıca

p ve q
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

(0 < θ < 1)

biçiminde tanımlansın. Bu durumda T operatörü (p, q) tipli operatördür.

Lemma 2.1
(
Vitali Örtü Lemması

)
E, sınırlıçaplıolan {Bj} küreler ailesinin

birleşimi tarafından örtülen Rn nin ölçülebilir bir alt kümesi olsun.
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O halde, B1, B2, ..., Bk, ... (sonlu veya sonsuz) ayrık dizilerini seçtikten sonra öyle ki

∑
k

m(Bk) ≥ Cm(Eα)

sağlanır.

Buradaki C sadece n ye bağlıolan pozitif bir sabittir. C = 5−n olacaktır

(Stein 1970).

Tanım 2.22 (X, µ) bir ölçü uzayıve f : X → R (veya C) ölçülebilir bir fonksiyon

olsun.

αf (λ) = µ ({x ∈ X : |f (x)| > λ})

şeklinde tanımlanan

αf : (0,∞)→ [0,∞]

fonksiyonuna f fonksiyonunun dağılım fonksiyonu denir.

Tanım 2.23 (f ∗ Azalan Yeniden Düzenleme)

f fonksiyonunun f ∗ : [0,∞)→ [0,∞] yeniden düzenlemesi

f ∗(t) = inf {λ ≥ 0 : αf (λ) ≤ t}

şeklinde tanımlanır (Kristiansson 2002).

Tanım 2.24 (Eş Ölçülebilir Fonksiyon) f ∈ M0(R, µ), g ∈ M0(S, υ) olmak

üzere f ve g aynıdağılım fonksiyonuna sahip ise, yani ∀t ≥ 0 için αf (t) = αg(t)

eşitliği sağlanıyorsa f ve g ye eş ölçülebilir fonksiyonlar denir

(Bennett ve Sharpley 1988).

Tanım 2.25 (Yeniden Düzenleme Altında Deği̧smeyen (Rearrengement-

Invariant) Uzaylar) ρ (X,Σ, µ) σ- sonlu bir ölçü uzayıüzerinde bir norm olsun.

f ve g eş ölçülebilir fonksiyonlar ve f, g ∈ M+
0 (X,µ) olmak üzere ρ(f) = ρ(g)

sağlanıyorsaX = X(ρ) uzayına yeniden düzenleme altında deği̧smeyen (rearrengement-

invariant) uzay denir (Bennett ve Sharpley 1988).
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3. MAKSİMAL OPERATÖR, CALDERÓN-ZYGMUND

OPERATÖRÜ VE RIESZ POTANSİYELİ

Bu bölümde harmonik analizin klasik integral operatörleri olan maksimal operatör,

Calderón-Zygmund operatörü ve Riesz potansiyeli tanımlanacak ve bu operatörlerin

Lp (Rn) Lebesgue uzaylarındaki sınırlılıklarının ispatlarıverilecektir.

3.1 Maksimal Operatör

Tanım 3.1 f : Rn −→ R ve f ∈ Lloc (Rn) olmak üzere, Mf : Rn −→ [0,∞]

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0
|B (x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

biçiminde tanımlanır (Stein 1970).

Teorem 3.1 Rn üzerinde tanımlanan f fonksiyonu için

(i) f ∈ Lp (Rn) , 1 < p ≤ ∞ iseMf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(ii) Eğer f ∈ L1 (Rn) ise ∀α > 0 için

m {x : Mf (x) > α} ≤ A

α

∫
Rn

|f (x)| dx

sağlanır, burada A sadece boyuta bağlıbir sabittir ve m Lebesgue ölçüsüdür.

(iii) f ∈ Lp (Rn) , 1 < p ≤ ∞ ise Mf ∈ Lp (Rn) olur ve

‖Mf‖p ≤ Ap ‖f‖p

eşitsizliği gerçeklenir (Stein 1970).

İspat. Öncelikle teoremin (ii) ifadesini ispatlayalım. Eα = {x : Mf (x) > α} olsun.

∀x ∈ Eα için Bx = B (x, r) , x merkezli yuvarıEα da bulunsun. Bu durumda

Mf (x) = sup
r>0

1

m (Bx)

∫
Bx

|f (y)| dy
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olduğundan

Mf (x) > α⇒
∫
Bx

|f (y)| dy > αm (Bx) (3.1)

elde edilir. Buradan m (Bx) < 1
α
‖f‖1 elde ederiz. {Bk} , Eα da bulunan ayrık

yuvarların bir dizisi olsun. Bu durumda

∞∑
k=0

m (Bk) ≥ cm (Eα) (3.2)

olur. (3.1) eşitsizliğinde Bx yerine
⋃
k

Bk alınırsa bu durumda∫
⋃
k
Bk

|f (y)| dy > α
∑
k

m (Bk) ≥ αcm (Eα)

elde edilir. Bu eşitsizlikten ∫
Rn

|f (y)| dy > αcm (Eα)

elde edilir ki buradan Eα = {x : Mf (x) > α} yerine yazılırsa

m {x : Mf (x) > α} < 1

αc

∫
Rn

|f (y)| dy

olduğu görülür. Burada A = 1/c seçilirse (ii) ispatlanır.

Şimdi 1 ≤ p ≤ ∞ için (i) ve (iii) ifadelerini ispatlayalım.
∫
Rn
|Mf |p dx in sonlu

olduğunu gösterelim. Rn üzerinde tanımlıbir g (x) fonksiyonunun dağılım fonksi-

yonu

g∗ (α) = m {x ∈ Rn : |g (x)| > α}

ile tanımlanır. g ∈ Lp (Rn) iken∫
Rn

|g (y)| dy = −
∞∫

0

αpdg∗ (α)

dır. Şimdi

m (Eα) = m {x : |Mf (x)| > α} = g∗ (α)

alınırsa

‖Mf‖pp =

∫
Rn

(Mf)p dx = p

∞∫
0

αp−1m (Eα) dα (3.3)
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elde edilir. Bu integrali hesaplayabilmek için m (Eα) için bir eşitsizlik elde edelim.

Bunun için f1 fonksiyonunu

f1 (x) =

 f (x) , |f (x)| ≥ α
2

0 , |f (x)| < α
2

biçiminde tanımlayalım. Bu durumda

|f (x)| ≤ |f1 (x)|+ α

2
⇒Mf (x) ≤Mf1 (x) +

α

2

sağlanır. Buradan

m (Eα) = m {x : |Mf (x)| > α} ⊂ m
{
x : Mf1 (x) >

α

2

}
elde edilir. Dolayısıyla

m (Eα) ≤ m
{
x : Mf1 (x) >

α

2

}
≤ 2A

α

∫
Rn

f1 (x) dx

duğu görülür. Sonuç olarak

m (Eα) ≤ 2A

α

∫
|f |>α

2

|f (x)| dx

eşitsizliği sağlanır. Bu son eşitsizliği (3.3) de yerine yazarsak

‖Mf‖pp = p

∞∫
0

αp−1m (Eα) dα ≤ p

∞∫
0

αp−1

 ∫
|f |>α

2

|f (x)| dx

 dα

elde edilir. Bu iki integralin değerini hesaplamak için integrasyon sırasınıdeği̧stire-

lim. İlk integrali α ya göre alırız. İçteki integral p > 1 olduğundan

2|f(x)|∫
0

αp−2dα =
1

p− 1
|2f (x)|p−1

olur. Katlıintegralin değeri

2Ap
p− 1

∫
Rn

|f | |2f |p−1 dx = (Ap)
p

∫
Rn

|f |p dx

olarak elde edilir. Böylece teoremin (iii) ifadesi ispatlanmı̧s olur. Burada Ap;

Ap = 2

(
5pp

p− 1

) 1
p

, 1 < p <∞

ile verilir.
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3.2 Calderón-Zygmund Operatörü

Tanım 3.2

Tf (x) =

∫
Rn

K (x, y) f (y) dy, x ∈ Rn\suppf

Calderón-Zygmund operatörü T : C∞0 → Lloc (Rn) sürekli lineer operatördür ve

L2 (Rn) uzayından L2 (Rn) uzayına sınırlıdır, burada K (x, y),

{(x, y) ∈ Rn × Rn : x = y} dı̧sında sürekli bir fonksiyondur ve c1 > 0 ve 0 < ε ≤ 1

için aşağıdaki eşitsizlikleri sağlar:

(i) Her x, y ∈ Rn, x 6= y için

|K (x, y)| ≤ c1 |x− y|−n .

(ii) 2 |x− x′| ≤ |x− y| için

|K (x, y)−K (x′, y)|+ |K (y, x)−K (y, x′)| ≤ c1

(
|x− x′|
|x− y|

)ε
|x− y|−n

(Burenkov vd. 2008).

T Calderón-Zygmund operatörü Lp (Rn), 1 < p < ∞ üzerinde sınırlıdır ve zayıf

(1, 1) tiplidir (Dyn’kin 1991).

Teorem 3.2
(
Marcinkiewicz İnterpolasyon Teoremi

)
(X,µ) ve (Y, υ) ölçü uzayı, 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, T Lp0 (X,µ) + Lp1 (X,µ) den Y ye

zayıf (p0, p0) ve zayıf (p1, p1) tipli ve alt lineer operatör olsun. O halde p0 < p < p1

için T kuvvetli (p, p) tiplidir (Duandikoetxea 2001).

İspat. f ∈ Lp olsun. ∀λ > 0 için

f0 = fχ{x: |f(x)|>cλ}

f1 = fχ{x: |f(x)|≤cλ}

olmak üzere f = f0 + f1 şeklinde yazılabilir. O halde f0 ∈ Lp0 (µ) ve f1 ∈ Lp1 (µ)

olur. Ayrıca

|Tf (x)| = |T (f0 + f1) (x)| ≤ |Tf0 (x) + Tf1 (x)| ≤ |Tf0 (x)|+ |Tf1 (x)|
15



sağlanır. Böylece

αTf (λ) ≤ αTf0 (λ/2) + αTf1 (λ/2)

gerçeklenir.

1. Durum: p1 =∞ olsun. A1 ‖Tg‖∞ ≤ A1 ‖g‖∞ olmak üzere c = 1
2A1

seçelim.

O halde αTf1 (λ/2) = 0 olur. Zayıf (p0, p0) eşitsizliğinden

αTf0 (λ/2) ≤
(

2A0

λ
‖f0‖p0

)p0

sağlanır. Dolayısıyla

‖Tf‖pp ≤ p

∞∫
0

λp−1αTf0 (λ/2) dλ

≤ p

∞∫
0

λp−1

(
2A0

λ

)p0
∫

{x: |f(x)|>cλ}

|f (x)|p0 dµdλ

= p

∞∫
0

λp−1−p0 (2A0)p0

∫
{x: |f(x)|>cλ}

|f (x)|p0 dµdλ

= p (2A0)p0

∫
X

|f (x)|p0

f(x)/c∫
0

λp−1−p0dλdµ

= p (2A0)p0

∫
X

|f (x)|p0

(
λp−p0

p− p0

∣∣∣∣f(x)(2A1)

0

)
dµ

=
p

p− p0

(2A0)p0 (2A1)p−p0 ‖f‖pp

elde edilir.

2. Durum: p1 <∞ olsun.

αTfi (λ/2) ≤
(

2Ai
λ
‖fi‖pi

)pi
, i = 0, 1

olur, buradan

‖Tf‖pp ≤ p

∞∫
0

λp−1−p0 (2A0)p0

∫
{x: |f(x)|>cλ}

|f (x)|p0 dµdλ

+p

∞∫
0

λp−1−p0 (2A1)p1

∫
{x: |f(x)|≤cλ}

|f (x)|p1 dµdλ

=

(
p2p0

p− p0

Ap0

0

cp−p0
+

p2p1

p1 − p
Ap1

1

cp−p1

)
‖f‖pp
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elde edilir.

Teorem 3.3 T Calderón-Zygmund operatörü olsun. Bu durumda p ye bağlı ol-

mayan c > 0 sabiti için

‖Tf‖Lp(Rn) ≤ c

(
p

p− 1
+

p

2− p

)
‖f‖Lp(Rn) , 1 < p < 2,

‖Tf‖Lp(Rn) ≤ c

(
p+

p

p− 2

)
‖f‖Lp(Rn) , p > 2

gerçeklenir (Meskhi 2011).

İspat. T zayıf (1, 1) ve kuvvetli (2, 2) tipli olduğundan Marcinkiewicz İnterpolasyon

Teoremi (Teorem 3.2) gereğince

‖Tf‖Lp(Rn) ≤
(

2p

p− 1

A0

cp−1
+

4p

2− p
A2

1

cp−2

) 1
p

‖f‖Lp(Rn) , 1 < p < 2

sağlanır, burada A0 ve A1 sırasıyla T operatörünün zayıf (1, 1) ve kuvvetli (2, 2) tipli

eşitsizliklerinden ortaya çıkan sabitlerdir.[
2p

p− 1

A0

cp−1
+

4p

2− p
A2

1

cp−2

]1/p

≤ 21/p

(
p

p− 1

)1/p
A

1/p
0

c(p−1)/p
+ 41/p

(
p

2− p

)1/p
A

2/p
1

c(p−2)/p

≤ c

(
p

p− 1
+

p

2− p

)
,

burada c pozitif sabiti p ye bağlıdeğildir.

Şimdi p > 2 olsun. K ′ (x, y) := K (y, x) in Calderón—Zygmund çekirdeği olduğunu

göz önüne alınıp yukarıda bahsedilen düşünce kullanılırsa

‖T‖Lp→Lp = ‖T‖Lp′→Lp′ ≤
(

p′

p′ − 1
+

p′

2− p′

)
= c

(
p+

p

p− 2

)
olduğu görülür.

3.3 Riesz Potansiyeli

Tanım 3.3 f ∈ L1
loc (Rn) ve 0 < α < n olmak üzere Iα Riesz potansiyeli

(Iαf)(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

olarak tanımlanır (Stein 1970).
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Teorem 3.4 Ω ⊂ Rn, d =çap(Ω) = sup {|x− y| ; x, y ∈ Ω} 1 < p <∞,

0 < α < n
p
, 1
p
− 1

q
= α

n
olsun. Bu durumda

‖Iαf‖Lq(Ω) ≤ c̄ (p, α, n) ‖f‖Lp(Ω)

gerçeklenir, burada c̄ (p, α, n) pozitif sabiti

c̄ (p, α, n) = c
n

α [n− αp] (p′)
1/q

şeklindedir ve c > 0 sabiti p ve α ya bağlıdeğildir (Meskhi 2011).

İspat. 1 < p < q <∞ olsun. Hedberg’s tipi eşitsizliğinden (Hedberg 1972)

|Iαf (x)| ≤ cp,n,α (Mf)1− pα
n (x) ‖f‖

αp
n

Lp(Ω) (3.4)

sağlanır, burada cp,n,α =
2
(

1+b1/p
′)
n

α(n−αp) ve b sabiti |B (x, r)| ≤ brn eşitsizliğini sağlar.

(3.4) ü ispatlamak için

fr (x) :=
1

rn

∫
B(x,r)

|f (y)| dy

olsun.

|x− y| ≤ 2

2|x−y|∫
|x−y|

tα−n−1dt, 0 < |x− y| < d (3.5)

eşitsizliği sağlanır. (3.5) i kullanarak

|Iαf (x)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f (y) |x− y|α−n dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|f (y)| |x− y|α−n dy

≤ 2

∫
Ω

|f (y)|
2|x−y|∫
|x−y|

tα−n−1dt

= 2

2d∫
0

tα−γ−1

 ∫
t
2
<|x−y|<t

|f (y)| dµ (y)

 dt ≤ 2

2d∫
0

tα−1ft (x) dt.

elde edilir. ε > 0 olsun.

|Iαf (x)| ≤ 2

 ε∫
0

tα−1ft (x) dt+

2d∫
ε

tα−1ft (x) dt

 =: 2
[
J

(ε)
1 (x) + J

(ε)
2 (x)

]
18



gerçeklenir.

J
(ε)
1 (x) ≤ (Mf) (x)

ε∫
0

tα−1dt =
(Mf) (x)

α
εα

olduğu açıktır. Hölder eşitsizliğinden ve |B (x, r)| ≤ brn koşulundan

ft (x) =
1

tn

∫
B(x,t)

|f (y)| dy ≤ 1

tn

 ∫
B(x,t)

|f (y)|p dy


1
p
 ∫
B(x,t)

dy


1
p′

≤ 1

tn

∫
Ω

|f (y)|p dy

 1
p

(btn)
1
p′

= b
1
p′ t

pn
p−1−n ‖f‖Lp(Ω)

= b
1
p′ t
−n
p ‖f‖Lp(Ω)

sağlanır. Dolayısıyla

J
(ε)
2 (x) =

2d∫
ε

tα−1ft (x) dt

≤ b
1
p′ ‖f‖Lp(Ω)

2d∫
ε

t−
n
p

+α−1dt

olur. −n
p

+ α < 0 koşulundan

|Iαf (x)| ≤ 2

(Mf) (x)

α
εα + b

1
p′

 2d∫
ε

t−
n
p

+α−1dt

 ‖f‖Lp(Ω)


≤ 2

[
(Mf) (x)

α
εα − b1/p′ ε

−n
p

+α

α− n
p

‖f‖Lp(Ω)

]
19



gerçeklenir. ε =
[‖f‖Lp(Ω)

(Mf)(x)

] p
n
seçelim. O halde

|Iαf (x)| ≤ 2

(Mf) (x)

α

[
‖f‖Lp(Ω)

]αp
n

[(Mf) (x)]
αp
n

− b
1
p′

α− n
p

[
‖f‖Lp(Ω)

(Mf) (x)

] p
n(α−np )

‖f‖Lp(Ω)


= 2

[
[(Mf) (x)]1−

αp
n

α
‖f‖

αp
n

Lp(Ω) −
b

1
p′

α− n
p

[(Mf) (x)]1−
αp
n ‖f‖

αp
n

Lp(Ω)

]

= 2

[
1

α
− pb1/p′

αp− n

]
‖f‖

αp
n

Lp(Ω) [(Mf) (x)]1−
αp
n

= 2

[
αpb1/p′ − αp+ n

α (n− αp)

]
‖f‖

αp
n

Lp(Ω) [(Mf) (x)]1−
αp
n

≤ 2
(

1 + b1/p′
) n

α (n− αp) ‖f‖
αp
n

Lp(Ω) [(Mf) (x)]1−
αp
n

olur. Sonuç olarak 1
p
− 1

q
= α

n
koşulu ve Teorem 3.1 den

 1

tn

∫
B(x,t)

|(Iαf) (y)|q dy


1
q

≤ t−
n
q

2
(
1 + b1/p′

)
n

α (n− αp)

 ∫
B(x,t)

(Mf (y))q[1−
αp
n ] dy


1
q

‖f‖
αp
n

Lp(Ω)

=
2
(
1 + b1/p′

)
n

α (n− αp)

 1

tn

∫
B(x,t)

(Mf (y))p dµ (y)


1
q

‖f‖
αp
n

Lp(Ω)

≤
2
(
1 + b1/p′

)
n

α (n− αp) ‖Mf‖p/qLp(Ω) ‖f‖
αp
n

Lp(Ω)

≤
2
(
1 + b1/p′

)
n

α (n− αp)

(
c0 (p′)

1
p

)p/q
‖f‖p/qLp(Ω) ‖f‖

αp
n

Lp(Ω)

=
2
(
1 + b1/p′

)
n

α (n− αp)

(
c0 (p′)

1
p

)p/q
‖f‖Lp(Ω)

=
2
(
1 + b1/p′

)
n

α (n− αp) c
p/q
0 (p′)

1/q ‖f‖Lp(Ω)

≤ 2 (1 + b) c0
n

α (n− αp) (p′)
1/q ‖f‖Lp(Ω)

sağlanır.
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4. GRAND LEBESGUE UZAYLARI

Bu bölümde grand Lebesgue uzaylarıtanıtılacak ve bu uzayların temel özellikleri

incelenecektir. Bu bölümün birinci kesiminde Banach fonksiyon uzaylarıtanıtılarak

bazıtemel özellikleri verilecek, ikinci kesimde de grand Lebesgue uzaylarının tanımı

verilip bu uzayların Banach fonksiyon uzaylarıolduğu gösterilecektir. Daha sonra

bu uzayların çeşitli topolojik özellikleri incelenecektir. Son olarak üçüncü kesimde

grand Lebesgue uzaylarının ili̧sik uzaylarıolan small Lebesgue uzaylarının tanımı

yapılarak bu uzaylar ve grand Lebesgue uzaylarının bazıözellikleri incelenecektir.

4.1 Banach Fonksiyon Uzayları

Tanım 4.1 (Banach Fonksiyon Normu)

(R, µ) bir ölçü uzayı, M+, f : R → [0,∞] tanımlı µ−ölçülebilir fonksiyonların

kümesi ve ρ :M+ → [0,∞] bir fonksiyon olsun. M+ daki f, g, fn, (n = 1, 2, 3, ...)

fonksiyonları, ∀a ≥ 0 sabiti ve µ−ölçülebilir E ⊂ R kümesi için

(P1) ρ (f) = 0⇔ h.h.y.f = 0,

(P2) ρ (af) = aρ (f) ,

(P3) ρ (f + g) ≤ ρ (f) + ρ (g) ,

(P4) h.h.y. 0 ≤ g ≤ f ⇒ ρ (g) ≤ ρ (f) ,

(P5) h.h.y. 0 ≤ fn ↑ f ⇒ ρ (fn) ↑ ρ (f) ,

(P6) µ (E) <∞ ⇒ ρ (χE) <∞,

(P7) µ (E) < ∞ ⇒
∫
E

fdµ ≤ CEρ (f) , (burada CE, 0 < CE < ∞, E ve ρ ya bağlı

fakat f ye bağlıdeğildir)

özellikleri sağlanıyorsa ρ ya Banach fonksiyon normu (fonksiyon normu) denir

(Bennett ve Sharpley 1988).

Tanım 4.2 (Banach Fonksiyon Uzayları) (R, µ) bir ölçü uzayı,M, R üzerinde

tanımlıgeni̧sletilmi̧s skaler değerli (reel ya da kompleks) µ−ölçülebilir fonksiyonların

sınıfıve ρ bir fonksiyon normu olsun. Bu durumda ρ (|f |) < ∞ olacak biçimdeM
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deki f fonksiyonlarının X = X (ρ) sınıfına Banach fonksiyon uzayıdenir ve ∀f ∈ X

için

‖f‖X = ρ (|f |)

dir (Bennett ve Sharpley 1988).

Örneğin; 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere Lp Lebesgue uzayıbir Banach fonksiyon uzayıdır.

Teorem 4.1 ρ bir fonksiyon normu, X = X (ρ) Banach fonksiyon uzayıve ‖.‖X
Tanım 4.2 deki gibi tanımlanmı̧s olsun. Bu durumda vektör uzay i̧slemleri altında

(X, ‖.‖X) normlu lineer uzaydır ve

S ⊂ X ↪→M0 (4.1)

içermeleri sağlanır, burada S, R üzerinde tanımlıµ-basit fonksiyonların kümesidir.

Özel olarak, X te fn → f ise sonlu ölçülü kümeler üzerinde fn → f ölçüde yakın-

saktır ve fn in bir alt dizisi h.h.y. f ye µ-noktasal yakınsaktır

(Bennett ve Sharpley 1988).

Lemma 4.1 X = X (ρ) bir Banach fonksiyon uzayıve fn ∈ X (n = 1, 2, ...) olsun.

(i) (Fatou Özelliği)0 ≤ fn ↑ f (µ-h.h.y.) ise ya f /∈ X ve ‖fn‖X ↑ ∞ ya da f ∈ X

ve ‖fn‖X ↑ ‖f‖X dir.

(ii) (Fatou Lemması) fn → f (µ-h.h.y.) ve lim inf
n→∞

‖fn‖X <∞ ise

‖f‖X ≤ lim inf
n→∞

‖fn‖X

sağlanır (Bennett ve Sharpley 1988).

Teorem 4.2 X bir Banach fonksiyon uzayı, fn ∈ X (n = 1, 2, ...) ve

∞∑
n=1

‖fn‖X <∞ (4.2)

olsun. Bu durumda
∞∑
n=1

fn X te f ∈ X e yakınsaktır ve

‖f‖X ≤
∞∑
n=1

‖fn‖X (4.3)
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gerçeklenir. Özel olarak X tamdır (Bennett ve Sharpley 1988).

İspat. t =

∞∑
n=1

|fn|, tN =

N∑
n=1

|fn| (N = 1, 2, ...) olsun. Bu durumda 0 ≤ tN ↑ t dir.

‖tN‖X ≤
∥∥∥∥∥

N∑
n=1

|fn|
∥∥∥∥∥
X

≤
N∑
n=1

‖fn‖X ≤
∞∑
n=1

‖fn‖X

olduğu için (4.2) ve Lemma 4.1 (i) den t ∈ X dir. (4.1) den
∞∑
n=1

|fn| ve
∞∑
n=1

fn h.h.y.

µ-noktasal yakınsaktır. Eğer

f =

∞∑
n=1

fn, sN =
N∑
n=1

fn, (N = 1, 2, ...)

ise h.h.y. µ-ölçüsüne göre sN → f dir. Herhangi bir M için N → ∞ iken h.h.y.

µ-ölçüsüne göre sN − sM → f − sM dir.

lim inf
n→∞

‖sN − sM‖X ≤ lim inf
n→∞

N∑
n=M+1

‖fn‖X =
∞∑

n=M+1

‖fn‖X

(4.2) den M → ∞ iken
∞∑

n=M+1

‖fn‖X → 0. Fatou lemmasından (Lemma 4.1 (ii))

f − sM ∈ X ⇒ f ∈ X ve M → ∞ iken ‖f − sM‖X → 0 dir. "Normlu bir uzayın

Banach uzayıolmasıiçin gerek ve yeter koşul mutlak yakınsak her serinin yakınsak

olmasıdır" önermesi gereğince X tamdır.

Her M = 1, 2, ... için

‖f‖X ≤ ‖f − sM + sM‖X ≤ ‖f − sM‖X + ‖sM‖X ≤ ‖f − sM‖X +

M∑
n=1

‖fn‖X

M →∞ iken ‖f‖X ≤
∞∑
n=1

‖fn‖X gerçeklenir.

Tanım 4.3 (Mutlak Sürekli Norm) X bir Banach fonksiyon uzayı, {En}∞n=1 X

in ölçülebilir altkümelerinin bir dizisi ve f X uzayında bir fonksiyon olsun. Eğer

µ − h.h.y. En → ∅ olacak biçimde her {En}∞n=1 dizisi için
∥∥fχEn∥∥X → 0 oluyorsa

bu durumda f fonksiyonuna mutlak sürekli norma sahiptir denir

(Bennett ve Sharpley 1988).
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4.2 Grand Lebesgue Uzayları

Tanım 4.4 (Grand Lebesgue uzayı) Lp) grand Lebesgue uzayın ≥ 2 için

Ω ⊂ Rn Lebesgue ölçüsü sonlu bir küme ve 1 < p <∞ olmak üzere

‖f‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<∞

olacak biçimde f ∈ M0 fonksiyonlarının sınıfından oluşur, buradaM0, Ω üzerinde

tanımlıreel değerli ve sonlu ölçülü fonksiyonların kümesidir (Capone vd. 2013).

Tanım 4.5 (Genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzayı) 1 < p <∞ olmak üzere

ϕ, (0, p− 1) üzerinde tanımlısürekli pozitif bir fonksiyon ve lim
x→0+

ϕ (x) = 0 olsun.

Lp),ϕ(.) genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzayı

‖f‖Lp),ϕ(.)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ϕ (ε)

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<∞

olacak biçimde f : Ω→ R fonksiyonlarının sınıfından oluşur.

Özel olarak, θ ≥ 0 olmak üzere ϕ (ε) = εθ alınırsa grand Lebesgue uzayının genelleş-

tirmesi

‖f‖Lp),θ(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
θ
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<∞

olacak biçimde f ∈M0 fonksiyonlarının sınıfıdır (Kokilashvili 2012).

Bu uzaya Riesz potansiyelinin sınırlılı̆gının ispatında ihtiyaç duyacağız.

Teorem 4.3

ρ (f) = ‖f‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

olmak üzere Lp) (Ω) grand Lebesgue uzayıbir Banach fonksiyon uzayıdır

(Capone vd. 2013).
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İspat. (P1) ρ (f) = 0 ⇔ h.h.y. f = 0 :

(⇒:) ρ (f) = 0 olsun. Bu durumda

‖f‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= 0⇒

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= 0

⇒ h.h.y. f = 0 dır.

(⇐:) Kaŗsıt olarak h.h.y. f = 0 olsun. Bu durumda bir A ⊆ Ω vardır öyleki |A| = 0

ve ∀x ∈ Ω\A için f (x) = 0 dır. Buradan

‖f‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω\A

|f (x)|p−ε dx+

∫
A

|f (x)|p−ε dx




1
p−ε

= 0

elde edilir.

(P2) ρ (af) = aρ (f) :

ρ (af) = ‖af‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|af (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= a sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= a ‖f‖Lp)(Ω)

= aρ (f)

olur.

(P3) ρ (f + g) ≤ ρ (f) + ρ (g) :

ρ (f + g) = ‖f + g‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x) + g (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε ‖f + g‖Lp−ε(Ω)

≤ sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε
(
‖f‖Lp−ε(Ω) + ‖g‖Lp−ε(Ω)

)
≤ sup

0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω) + sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε + ‖g‖Lp−ε(Ω)

= ‖f‖Lp)(Ω) + ‖g‖Lp)(Ω)

= ρ (f) + ρ (g)

25



elde edilir.

(P4) h.h.y. 0 ≤ g ≤ f ⇒ ρ (g) ≤ ρ (f) :

h.h.y. 0 ≤ g ≤ f ⇒
∫
Ω

|g (x)|p−ε dx ≤
∫
Ω

|f (x)|p−ε dx ve buradan

ρ (g) = ‖g‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|g (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤ sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= ‖f‖Lp)(Ω) = ρ (f)

bulunur.

(P5) h.h.y. 0 ≤ fn ↑ f ⇒ ρ (fn) ↑ ρ (f) :

h.h.y. 0 ≤ fn ↑ f ⇒ ‖fn‖Lp−ε(Ω) ↑ ‖f‖Lp−ε(Ω) ve buradan

ρ (fn) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|fn (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε ‖fn‖Lp−ε(Ω) ↑ sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω)

= ρ (f)

elde edilir.

(P6) |E| <∞ ⇒ ρ (χE) <∞ :

|E| <∞ ise açık olarak

ρ (χE) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|χE (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
E

dx

 1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1 |E|

) 1
p−ε <∞

olduğu görülür.
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(P7) |E| <∞ ⇒
∫
E

fdx ≤ CEρ (f) :

|E| <∞ olsun. Hölder eşitsizliği kullanılarak

∫
E

fdx =

∫
Ω

fχEdx

≤

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε
∫

Ω

|χE (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

=

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε
∫
E

dx

 1
(p−ε)′

= |E|
p−ε−1
p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤ ε−
1
p−ε |Ω|1−

1
p−ε ε

1
p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤ ε−
1
p−ε |Ω| sup

0<σ<p−1
σ

1
p−σ

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−σ dx

 1
p−σ

= CE ‖f‖Lp)(Ω)

= CEρ (f)

elde edilir.

Örnek 4.1 1 < p < ∞ olmak üzere f (x) = x−
1
p olsun. f ∈ L

p)
(0,1)\L

p
(0,1) dir.

Gerçekten;

‖f‖p
Lp

(0,1)
=

1∫
0

|f (x)|p dx =

1∫
0

dx

x

= lim
t→0+

1∫
t

dx

x
= lim

t→0+
lnx|1t

= lim
t→0+

(ln 1− ln t) =∞
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dır. Diğer taraftan

‖f‖
L
p)
(0,1)

= sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|(0, 1)|

1∫
0

|f (x)|p−ε dx


1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1∫
0

x−
p−ε
p dx


1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 lim
t→0+

1∫
t

x−
p−ε
p dx


1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

(
p

ε
lim
t→0+

x
ε
p

∣∣∣1
t

) 1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

(p
ε

) 1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

p
1
p−ε < p <∞

olduğundan f ∈ Lp)(0,1)\L
p
(0,1) dir.

Teorem 4.4 1 < p <∞ ve 0 < ε ≤ p− 1 olmak üzere

Lp (Ω) ⊂ Lp) (Ω) ⊂ Lp−ε (Ω)

gerçeklenir.

İspat. (i) Hölder eşitsizliğinden

‖f‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

; q → p

p− ε, q
′ → p

ε

≤ sup
0<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p dx

 1
p

|Ω|
ε
p

= ‖f‖Lp(Ω) sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε |Ω|

ε
p
− 1
p−ε

≤ cp ‖f‖Lp(Ω)

elde edilir. Buradan Lp (Ω) ⊂ Lp) (Ω) olur.
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(ii) ‖f‖Lp−ε(Ω) =

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

=
(
ε |Ω|−1)− 1

p−ε
(
ε |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤
(
ε |Ω|−1)− 1

p−ε sup
0<σ<p−1

σ
1

p−σ

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−σ dx

 1
p−σ

= cp ‖f‖Lp)(Ω)

olduğundan Lp) (Ω) ⊂ Lp−ε (Ω) elde edilir.

Teorem 4.5 1 < p <∞, 0 < ε ≤ p− 1, ve 0 < θ1 < θ2 olmak üzere

Lp (Ω) ⊂ Lp),θ1 (Ω) ⊂ Lp),θ2 (Ω) ⊂ Lp−ε (Ω)

bağıntılarıgerçeklenir.

İspat. (i) Hölder eşitsizliğinden

‖f‖Lp),θ1 (Ω) = sup
0<ε<p−1

(
εθ1 |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

; q → p

p− ε, q
′ → p

ε

≤ sup
0<ε<p−1

(
εθ1 |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p dx

 1
p

|Ω|
ε
p

= ‖f‖Lp(Ω) sup
0<ε<p−1

ε
θ1
p−ε |Ω|

ε
p
− 1
p−ε

≤ cp ‖f‖Lp(Ω)

elde edilir. Buradan Lp (Ω) ⊂ Lp),θ1 (Ω) olur.

(ii) ‖f‖Lp),θ2 (Ω) = sup
0<ε<p−1

(
εθ2 |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

; θ1 < θ2 ⇒ εθ2 < εθ1

≤ sup
0<ε<p−1

(
εθ1 |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= ‖f‖Lp),θ1 (Ω)
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elde edilir. Buradan Lp),θ1 (Ω) ⊂ Lp),θ2 (Ω) olur.

(iii) ‖f‖Lp−ε(Ω) =

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

=
(
εθ2 |Ω|−1)− 1

p−ε
(
εθ2 |Ω|−1) 1

p−ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤
(
εθ2 |Ω|−1)− 1

p−ε sup
0<σ<p−1

σ
θ2
p−σ

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−σ dx

 1
p−σ

= cp ‖f‖Lp),θ2 (Ω)

olduğundan Lp),θ2 (Ω) ⊂ Lp−ε (Ω) elde edilir.

Önerme 4.1 C∞0 uzayıLp) de yoğun değildir ve onun kapanı̧sıolan [Lp]p)

lim
ε→0

ε

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx = 0 (4.4)

olacak biçimde f ∈ Lp) fonksiyonlarından oluşur.

İspat. İlk olarak f ∈ [Lp]p) ise (4.4) ün f için sağlandı̆gınıgöstereceğiz.

f ∈ [Lp]p) olduğundan

‖f − fn‖Lp)(Ω) → 0

olacak biçimde fn ∈ Lp fonksiyon dizisinin vardır. δ > 0 olsun. fn0 ∈ Lp ve

‖f − fn0‖Lp)(Ω) <
δ
2
olacak şekilde n0 seçelim. Hölder eşitsizliğinden fn0 için ε

|Ω|

∫
Ω

|fn0 (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤ ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|fn0 (x)|p dx

 1
p

→ 0, ε→ 0

sağlanır. Dolayısıyla ε0 > 0 vardır öyle ki ε < ε0 olduğu zaman ε

|Ω|

∫
Ω

|fn0 (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<
δ

2

sağlanır.
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Son olarak ε < ε0 olduğu zaman ε

|Ω|

∫
Ω

|fn0 (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤

 ε

|Ω|

∫
Ω

|f (x)− fn0 (x)|p−ε dx

 1
p−ε

+

 ε

|Ω|

∫
Ω

|fn0 (x)|p−ε dx

 1
p−ε

≤ ‖f − fn0‖Lp)(Ω) +
δ

2

≤ δ

2
+
δ

2
= δ

gerçeklenir.

Ω = (0, 1) ve f (t) = t−
1
p olsun O halde f ∈ Lp)\ [Lp]p) sağlanır. Gerçekten; Örnek

4.1 den f ∈ Lp) olur. Diğer taraftanε 1∫
0

|f (t)|p−ε dt


1
p−ε

=

ε 1∫
0

t−
p−ε
p dt


1
p−ε

= p
1
p−ε 9 0, ε→ 0

gerçeklenir.
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4.3 Grand Lebesgue Uzayının İli̧sik Uzayı(Small Lebesgue

Uzayları)

4.3.1 L(p′ yardımcıBanach uzayı

Bu kesimde A. Fiorenza (Fiorenza 2000) tarafından ortaya konan Lp)
′
small Lebesgue

uzaylarınıtanıtacağız.

Lemma 4.2 n ≥ 1 olmak üzere Ω ⊂ Rn Lebesgue ölçüsü sonlu bir küme olsun.

Eğer f, g ∈ M+
0 ve ∀k ∈ N için fk ≥ 0 olmak üzere g ≤ f =

∞∑
k=1

fk ise bu durumda

Ω da

hk =

[
fk −maks

(
g −

k−1∑
j=1

fj, 0

)]
χ{ k∑

j=1
fj>g

}, ∀k ∈ N

ile tanımlanan hk fonksiyonları

0 ≤ hk ≤ fk (4.5)

ve

g =
∞∑
k=1

(fk − hk) (4.6)

özelliklerini sağlar.

İspat. Hemen her x ∈ Ω için g (x) = f (x) ise ∀k ∈ N için hk (x) = 0 olur ve böylece

(4.5) ve (4.6) sağlanır.

Hemen her x ∈ Ω için g (x) < f (x) ve

k̂ = k̂x = min

{
k :

k∑
j=1

fj (x) > g (x)

}

olsun.

Eğer k < k̂ ise bu durumda
k∑
j=1

fj (x) ≤ g (x) olur. Dolayısıyla hk (x) = 0 dır ve

buradan (4.5) sağlanır.

Eğer k = k̂ ise
k̂−1∑
j=1

fj (x) ≤ g (x) ve
k̂∑
j=1

fj (x) > g (x) olur. Dolayısıyla

hk̂ (x) = fk̂ (x)−

g (x)−
k̂−1∑
j=1

fj (x)


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fonksiyonu (4.5) eşitsizliğini sağlar.

Eğer k > k̂ ise hk (x) = fk (x) olur ve dolayısıyla (4.5) sağlanır.

Böylece herhangi bir k ∈ N için (4.5) ispatlanmı̧s olur.

Diğer taraftan (4.6) gerçeklenir çünkü hemen her x ∈ Ω için g (x) < f (x) ise
∞∑
k=1

(fk (x)− hk (x)) =
∑
k<k̂

(fk (x)− hk (x)) + fk̂ (x)− hk̂ (x)

+
∑
k>k̂

(fk (x)− hk (x))

=
∑
k<k̂

fk (x) + fk̂ (x)−

fk̂ (x)− g (x) +
∑
k<k̂

fk (x)


+
∑
k>k̂

(fk (x)− fk (x))

= g (x)

sağlanır.

g ∈ M+
0 olsun. Bu durumda 1 < p < ∞, p′ = p

p−1
ve gk ∈ M0 (∀k ∈ N) olmak

üzere

‖g‖L(p′ (Ω) = inf
g=
∞∑
k=1

gk


∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′


diyelim.

Sonuç 4.1 Her bir g ∈M+
0 için

‖g‖L(p′ (Ω) = inf
g=

∞∑
k=1
gk≥0

gk


∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

(gk (x))(p−ε)′ dx

 1
(p−ε)′


eşitliği sağlanır.

İspat. M0 daki herhangi bir (gk) dizisi için

S ((gk)) =
∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

(4.7)
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olsun.

g ∈ M+
0 ve gk ∈ M0 olmak üzere herhangi bir g =

∞∑
k=1

gk ayrı̧sımıiçin γk ∈ M+
0

(∀k ∈ N) ve S ((gk)) ≥ S ((γk)) olacak biçimde g =
∞∑
k=1

γk ayrı̧sımının var olduğunu

göstermeliyiz.

fk yıher k ∈ N için g+
k = maks {gk, 0} alarak Lemma 4.2 yi uygulayalım. Her k ∈ N

için γk = g+
k − hk olsun. g−k = min {gk, 0} olmak üzere

∣∣g+
k + g−k

∣∣ =
∣∣g+
k +

(
−g−k

)∣∣
olduğundan

S ((gk)) = S
((
g+
k + g−k

))
= S

((
g+
k +

(
−g−k

)))
≥ S

((
g+
k

))
≥ S

((
g+
k − hk

))
= S ((γk))

sağlanır.

Teorem 4.6

L(p′ (Ω) =
{
g ∈M0 : ‖|g|‖L(p′(Ω) <∞

}
uzayıbir Banach fonksiyon uzayıdır.

İspat. ‖|.|‖L(p′ normunun özelliklerinin birçoğu L(p′ uzayının Banach fonksiyon uzayı

olmasınıgerektirir, bunların ispatıaşikar ya da kolaydır. Burada sadeceM+
0 daki

f, g, g(n) (n ∈ N) için aşağıdaki özelliklerin sağlandı̆gınıgöstereceğiz.

(i)

∥∥∥∥ ∞∑
n=1

g(n)

∥∥∥∥
L(p′ (Ω)

≤
∞∑
n=1

∥∥g(n)
∥∥
L(p′ (Ω)

,

(ii) Ω da h.h.y. g ≤ f ise ‖g‖L(p′ (Ω) ≤ ‖f‖L(p′ (Ω) .

(i) nin ispatı: g(n)
k ∈M+

0 fonksiyonlarıiçin

∞∑
n=1

∥∥g(n)
∥∥
L(p′ (Ω)

<∞, ∀n ∈ N

olsun aksi durumda iddia aşikardır.

ε > 0 ve g(n)
k ∈M+

0 olsun öyle ki Sonuç 4.1 den

g(n) =

∞∑
k=1

g
(n)
k , ∀n ∈ N
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ve

∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

∣∣∣g(n)
k (x)

∣∣∣(p−ε)′ dx
 1

(p−ε)′

<
∥∥g(n)

∥∥
L(p′ (Ω)

+
ε

2n

gerçeklenir.∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

g(n)

∥∥∥∥∥
L(p′ (Ω)

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

∞∑
k=1

g
(n)
k

∥∥∥∥∥
L(p′ (Ω)

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n,k=1

g
(n)
k

∥∥∥∥∥
L(p′ (Ω)

≤
∞∑

n,k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

∣∣∣g(n)
k (x)

∣∣∣(p−ε)′ dx
 1

(p−ε)′

=
∞∑
n=1

∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

∣∣∣g(n)
k (x)

∣∣∣(p−ε)′ dx
 1

(p−ε)′

≤
∞∑
n=1

(∥∥g(n)
∥∥
L(p′ (Ω)

+
ε

2n

)
=
∞∑
n=1

∥∥g(n)
∥∥
L(p′ (Ω)

+ ε
∞∑
n=1

1

2n

=
∞∑
n=1

∥∥g(n)
∥∥
L(p′ (Ω)

+ ε,∀ε > 0

(ii) nin ispatı: fk ∈ M+
0 (∀n ∈ N) olmak üzere f =

∞∑
k=1

fk ayrı̧sımı için Lemma

4.2 den g =
∞∑
k=1

(fk − hk) olacak biçimde hk ∈ M+
0 (∀n ∈ N) vardır. Sonuç 4.1 i

kullanarak

‖f‖L(p′ (Ω) = inf
f=

∞∑
k=1
fk≥0

fk

S ((fk)) ≥ inf
f=

∞∑
k=1
fk≥0

fk

S ((fk − hk)) ≥ inf
g=

∞∑
k=1
gk≥0

gk

S ((gk)) = ‖g‖L(p′ (Ω)

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.6 dan ∀k ∈ N için gk ∈M0 olmak üzere

‖g‖L(p′ (Ω) = inf
|g|=

∞∑
k=1

gk


∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′


normu ile L(p′ (Ω) Banach uzayıdır. Sağ taraftaki |g| yi g ile deği̧stirebiliriz.
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Önerme 4.2 gk ∈M0 (∀k ∈ N) ve herhangi bir g ∈ L(p′ (Ω) için

‖g‖L(p′ (Ω) = inf
g=
∞∑
k=1

gk


∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′


gerçeklenir.

İspat. |g| =
∞∑
k=1

hk, |g| ninM+
0 daki herhangi bir ayrı̧sımıolsun.

sgn = χ]0,∞[ − χ]−∞,0[ olmak üzere Ω da h.h.y. g (x) = sgn (g (x)) |g (x)| olur.

Böylece Ω da h.h.y.

g (x) = sgn (g (x))

∞∑
k=1

hk =
∞∑
k=1

sgn (g (x))hk

ise S ((gk)) (4.7) deki gibi olmak üzere

inf
g=

∞∑
k=1

gk∈M0

gk

S ((gk)) ≤ S ((sgn (g)hk)) = S ((hk))

sağlanır. Dolayısıyla

inf
g=

∞∑
k=1

gk∈M0

gk

S ((gk)) ≤ inf
|g|=

∞∑
k=1

hk∈M+
0

hk

S ((hk)) = inf
|g|=

∞∑
k=1

hk∈M0

hk

S ((hk))

olur.

Diğer taraftan g =
∞∑
k=1

gk M0 da g nin herhangi bir ayrı̧sımıve

γ (gk) =
∞∑
k=1

|gk|

olsun. O halde |g| ≤ γ (gk) olur. Dolayısıyla

inf
|g|=

∞∑
k=1

hk∈M0

hk

S ((hk)) ≤ inf
γ(gk)=

∞∑
k=1

hk∈M0

hk

S ((hk)) ≤ S ((gk))

ise

inf
|g|=

∞∑
k=1

hk∈M0

hk

S ((hk)) ≤ inf
g=

∞∑
k=1

gk∈M0

gk

S ((gk))
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sağlanır ve böylece ispat tamamlanır.

∀ε > 0 için

Lp
′+ε (Ω) ⊂ L(p′ (Ω) ⊂ Lp

′
(Ω)

içerme bağıntılarısağlanır. Özel olarak L∞ (Ω) ⊂ L(p′ (Ω) gerçeklenir.

Teorem 4.7 Her f ∈ Lp) (Ω), g ∈ L(p′ (Ω) için aşağıdaki

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx ≤ ‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖L(p′ (Ω)

Hölder tipi eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. ∀k ∈ N için gk ≥ 0 olmak üzere |g| =
∞∑
k=1

gk herhangi bir ayrı̧sım ve f ∈ Lp)

olsun. Her k ∈ N ve her 0 < ε < p− 1 için

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) gk (x) dx ≤

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε
 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

=

 ε

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

≤ ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

‖f‖Lp)(Ω)

ve buradan

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) gk (x) dx ≤ inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

‖f‖Lp)(Ω)
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olur ve

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx ≤ 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|
∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

gk (x)

∣∣∣∣∣ dx
≤

∞∑
k=1

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) gk (x) dx

≤
∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|gk (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

‖f‖Lp)(Ω)

sağlanır. Böylece

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx ≤ ‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖L(p′ (Ω)

gerçeklenir.

Lemma 4.3 ∀n ∈ N için Fn ⊂ Ω fonksiyonlarınıΩ da h.h.y. χFn ↓ 0 olacak biçimde

seçelim ve g ∈ L(p′ (Ω) olsun. Bu durumda∥∥gχFn∥∥L(p′ (Ω)
→ 0

gerçeklenir.

İspat. Genelliği bozmadan g nin negatif olmayan bir fonksiyon olduğunu kabul

edebiliriz. ∀k ∈ N için gk ≥ 0 olmak üzere g =
∞∑
k=1

gk olsun öyle ki

∞∑
k=1

inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

(gk (x))(p−ε)′ dx

 1
(p−ε)′

<∞

sağlansın. Şimdi

αk,n = inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

(gk (x))(p−ε)′ χFndx

 1
(p−ε)′

, ∀k, n ∈ N

olsun. Bu durumda ∥∥gχFn∥∥L(p′ (Ω)
≤

∞∑
k=1

αk,n <∞, ∀n ∈ N

gerçeklenir.
∞∑
k=1

αk,1 <∞ ve ∀k ∈ N için αk,n ↓ 0 olduğundan ispat tamamlanır.
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Sonuç 4.2 n ∈ N için En ⊂ Ω fonksiyonlarınıΩ da h.h.y. χEn ↑ χΩ olacak biçimde

seçelim ve g ∈ L(p′ (Ω) olsun. Bu durumda L(p′ de

gχEn → g

gerçeklenir.

İspat. Lemma 4.3 te Fn = Ω− En alınırsa istenilen elde edilir.

Sonuç 4.3 g ≥ 0, L(p′ (Ω) da herhangi bir fonksiyon ve (gn) Ω da h.h.y. g ye

yakınsayan negatif olmayan fonksiyonların bir artan dizisi olsun. Bu durumda

‖gn‖L(p′ (Ω) ↑ ‖g‖L(p′ (Ω)

gerçeklenir.

İspat. ‖.‖L(p′ normunun sıra koruma özelliğinden dolayı‖gn‖L(p′ (Ω) artan dizidir ve

lim
n→∞

‖gn‖L(p′ (Ω) ≤ ‖g‖L(p′ (Ω) sağlanır.

Diğer taraftan Sonuç 4.2 den her ε > 0 için bir M vardır öyle ki

‖g‖L(p′ (Ω) − ε ≤ ‖min {M, g}‖L(p′ (Ω) ≤ ‖g‖L(p′ (Ω)

gerçeklenir.

Ω da h.h.y. 0 ≤ min {M, gn} ↑ min {M, g} ve min {M, g} ∈ L∞ (Ω) olduğundan

Lp
′+1 (Ω) da

min {M, gn} → min {M, g} olur. Böylece L(p′ (Ω) da min {M, gn} → min {M, g}

sağlanır. O halde υ ∈ N vardır öyle ki

‖min {M, g}‖L(p′ (Ω) − ε ≤ ‖min {M, gυ}‖L(p′ (Ω) ≤ ‖min {M, g}‖L(p′ (Ω)

gerçeklenir. Dolayısıyla ∀ε > 0 için ∃υ ∈ N öyle ki

‖g‖L(p′ (Ω) − 2ε ≤ ‖min {M, gυ}‖L(p′ (Ω) ≤ ‖gυ‖L(p′ (Ω) ≤ ‖g‖L(p′ (Ω)

sağlanır.

39



Lemma 4.4 f ∈ L∞ (Ω) olsun. Bu durumda

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx = ‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖L(p′ (Ω)

olacak biçimde g ∈ L∞ (Ω) fonksiyonu vardır.

İspat. Eğer f ∈ L∞ (Ω) ise bu durumda

lim
ε→0

 ε

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

= 0

olur. Dolayısıyla σ = σ (f) ∈ ]0, p− 1[ olmak üzere

sup
0<ε<p−1

 ε

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

=

 σ

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−σ dx

 1
p−σ

= ‖f‖Lp)(Ω)

gerçeklenir.

g ∈ L∞ (Ω) olsun. Bu durumda

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx =

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−σ dx

 1
p−σ
 1

|Ω|

∫
Ω

|g (x)|(p−σ)′ dx

 1
(p−σ)′

sağlanır. Buradan

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx ≤ ‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖L(p′ (Ω)

≤ ‖f‖Lp)(Ω) inf
0<ε<p−1

ε−1/(p−ε)

 1

|Ω|

∫
Ω

|g (x)|(p−ε)
′
dx

 1
(p−ε)′

≤ ‖f‖Lp)(Ω) σ
−1/(p−σ)

 1

|Ω|

∫
Ω

|g (x)|(p−σ)′ dx

 1
(p−σ)′

= σ1/(p−σ)

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−σ dx

 1
p−σ

σ−1/(p−σ)

 1

|Ω|

∫
Ω

|g (x)|(p−σ)′ dx

 1
(p−σ)′

=
1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Aşağıda vereceğimiz sonuçta literatürde
∑p ile gösterilen L∞ un Lp) deki kapanı̧sını

göz önüne alacağız. Banach fonksiyon uzayıteorisindekine benzer bir notasyon kul-

lanmak için bu uzayıLp)b ile gösterelim. L
p)
b nin L

p) de kapsanmadı̆gıbilinmektedir.

Bu yüzden Lp)b bir Banach fonksiyon uzayıdeğildir.

Sonuç 4.4 f ∈ Lp)b olsun. Bu durumda

‖f‖Lp)(Ω) = sup
g 6=0

g∈L(p′ (Ω)

1
|Ω|
∫
Ω

f (x) g (x) dx

‖g‖L(p′ (Ω)

gerçeklenir.

İspat. Teorem 4.7 den

sup
g 6=0

g∈L(p′ (Ω)

1
|Ω|
∫
Ω

f (x) g (x) dx

‖g‖L(p′ (Ω)

≤ sup
g 6=0

g∈L(p′ (Ω)

‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖L(p′ (Ω)

‖g‖L(p′ (Ω)

= ‖f‖Lp)(Ω)

elde edilir. Lemma 4.4 ten

sup
g 6=0

g∈L(p′ (Ω)

1
|Ω|
∫
Ω

f (x) g (x) dx

‖g‖L(p′ (Ω)

≥ sup
g 6=0

g∈L(p′ (Ω)

‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖L(p′ (Ω)

‖g‖L(p′ (Ω)

= ‖f‖Lp)(Ω)

bulunur ve böylece ispat tamamlanır.

4.3.2 Small Lebesgue uzayları

Tanım 4.6 Small Lebesgue uzayıLp)
′

=
{
g ∈M0 : ‖g‖p)′ <∞

}
ile tanımlanır,

burada ψ ∈ L(p′ (Ω) olmak üzere ‖g‖p)′ normu

‖g‖Lp)′ (Ω) = sup
0≤ψ≤|g|
ψ∈L(p′ (Ω)

‖ψ‖L(p′ (Ω)

ile verilir.
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Bu tanıma göre

‖g‖Lp)′ (Ω) ≤ ‖g‖L(p′ (Ω) , ∀g ∈M0

‖g‖Lp)′ (Ω) = ‖g‖L(p′ (Ω) , ∀g ∈ L(p′

gerçeklenir (Capone ve Fiorenza 2005).

Önerme 4.3 Lp)
′
small Lebesgue uzayıbir Banach fonksiyon uzayıdır.

İspat. Lp)′ nin Banach fonksiyon uzayıolmasıiçin ‖g‖Lp)′ nin sağlamasıgereken

bütün özelliklerini Teorem 4.6 kullanılarak ispatlamak kolaydır. Geriye sadece Lp)
′

uzayının

Ω da h.h.y. 0 ≤ gn ↑ g ⇒ ‖gn‖Lp)′ (Ω) ↑ ‖g‖Lp)′ (Ω)

Fatou özelliğini sağladı̆gınıgöstermek kalır.

‖.‖Lp)′ (Ω) normunun sıra koruma özelliğinden dolayı‖gn‖Lp)′ (Ω) artan dizidir ve

lim
n→∞

‖gn‖Lp)′ (Ω) ≤ ‖g‖Lp)′ (Ω)

gerçeklenir.

Şimdi g ∈ Lp)′ (Ω) ve g /∈ Lp)′ (Ω) olma durumlarınıgöz önüne alalım.

1. Durum: g ∈ Lp)′ (Ω) olsun. ε > 0 ve ψ ∈ L(p′ (Ω) için

0 ≤ ψ ≤ |g| ve ‖g‖Lp)′ (Ω) − ε ≤ ‖ψ‖L(p′ (Ω) ≤ ‖g‖Lp)′ (Ω)

gerçeklenir.

Ω da h.h.y. 0 ≤ min {ψ, gn} ↑ ψ olur. Böylece Sonuç 4.3 ten

‖min {ψ, gn}‖L(p′ (Ω) ↑ ‖ψ‖L(p′ (Ω) sağlanır. υ ∈ N için

‖ψ‖L(p′ (Ω) − ε ≤ ‖min {ψ, gυ}‖L(p′ (Ω) ≤ ‖ψ‖L(p′ (Ω)

olur. O halde ∀ε > 0 için υ ∈ N vardır öyle ki

‖g‖Lp)′ (Ω) − 2ε ≤ ‖min {ψ, gυ}‖L(p′ (Ω) ≤ ‖g‖Lp)′ (Ω)

gerçeklenir.
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2. Durum: g /∈ Lp)
′
(Ω) olsun. M > 0 sabiti ve ψ ∈ L(p′ (Ω) için 0 ≤ ψ ≤ |g| ve

‖ψ‖L(p′ (Ω) > M olur.

Ω da h.h.y. 0 ≤ min {ψ, gn} ↑ ψ sağlanır. Böylece Sonuç 4.3 ten

‖min {ψ, gn}‖L(p′ (Ω) ↑ ‖ψ‖L(p′ (Ω) gerçeklenir. υ ∈ N için ‖min {ψ, gυ}‖L(p′ (Ω) > M

olur. O halde ∀ε > 0 için υ ∈ N vardır öyle ki

‖gυ‖Lp)′ (Ω) ≥ ‖min {ψ, gυ}‖L(p′ (Ω) > M

sağlanır.

Şimdi grand Lebesgue uzaylarıiçin Hölder tipi eşitsizliği ispatlayacağız.

Teorem 4.8 1 < p < ∞ ve n ≥ 1 için Ω ⊂ Rn Lebesgue ölçüsü sonlu bir küme

olsun. ∀f ∈ Lp), g ∈ Lp)′

1

|Ω|

∫
Ω

f (x) g (x) dx ≤ ‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖Lp)′ (Ω)

Hölder tipi eşitsizliği sağlanır.

İspat. Herhangi bir f ∈ Lp) ve g ∈M0 için Teorem 4.7 den

1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)| |g (x)| dx = sup
0≤ψ≤|g|
ψ∈L∞(Ω)

1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|ψ (x) dx

≤ sup
0≤ψ≤|g|
ψ∈L(p′ (Ω)

1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|ψ (x) dx

≤ sup
0≤ψ≤|g|
ψ∈L(p′ (Ω)

‖f‖Lp)(Ω) ‖ψ‖L(p′ (Ω) = ‖f‖Lp)(Ω) ‖g‖Lp)′ (Ω)

elde edilir.

Sonuç 4.5 f ∈ Lp)b olsun. O halde

‖f‖Lp)(Ω) = sup
g 6=0

g∈Lp)′ (Ω)

1
|Ω|
∫
Ω

f (x) g (x) dx

‖g‖Lp)′ (Ω)

= ‖f‖(Lp)′)′(Ω)

gerçeklenir.
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Önerme 4.4 Lp)
′
ve
(
Lp)

′)′
yeniden düzenleme altında deği̧smez uzaylardır. Ayrıca(

Lp)
′)′

= Lp) gerçeklenir.

İspat. Yeniden düzenleme altında deği̧smez uzayın ili̧sik uzayı yeniden düzen-

leme altında deği̧smez uzay olduğundan (Bennett ve Sharpley 1988)
(
Lp)

′)′
uzayının

yeniden düzenleme altında deği̧smez olduğunu göstermek yeterlidir.

f ∈
(
Lp)

′)′
ve fn = min {n, f} ∈ L∞ olsun. O halde

Ω da h.h.y. 0 ≤ fn ↑ f (4.8)

olur. Böylece

[0, |Ω|) da h.h.y. 0 ≤ (fn)∗ ↑ f ∗

sağlanır, burada (fn)∗ ve f ∗ sırasıyla fn ve f in azalan yeniden düzenlemesidir.(
Lp)

′)′
Fatou özelliğini sağladı̆gından (4.8) gereğince

‖fn‖(Lp)′ (Ω))
′ ↑ ‖f‖(Lp)′ (Ω))

′ (4.9)

olur. Diğer taraftan

‖(fn)∗‖Lp)(0,|Ω|) ↑ ‖f ∗‖Lp)(0,|Ω|) (4.10)

gerçeklenir. Sonuç 4.5 ten

‖fn‖(Lp)′ (Ω))
′ = ‖fn‖Lp)(Ω) = ‖(fn)∗‖Lp)(0,|Ω|) (4.11)

elde edilir. (4.9), (4.10), (4.11) den ‖f‖(Lp)′ (Ω))
′ = ‖f ∗‖Lp)(0,|Ω|) sağlanır. Böylece

ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 4.9 (Lorentz-Luxemburg Teoremi) Her X Banach fonksiyon uzayıX ′′

ikinci ili̧sik uzayıile çakı̧sır. Başka bir deği̧sle f ∈ X ⇐⇒ f ∈ X ′′ dir ve bu durumda

‖f‖X = ‖f‖X′′

sağlanır (Bennett ve Sharpley 1988).
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Önerme 4.4 ve klasik Lorentz-Luxemburg Teoreminin sonucu olarak aşağıdaki teo-

rem elde edilir.

Teorem 4.10 Lp) uzayıLp)
′
uzayının ili̧sik uzayıdır ve tersine Lp)

′
uzayıda Lp)

uzayının ili̧sik uzayıdır.

Şimdi Lp) uzayının yansımalıolup olmadı̆gınıinceleyelim.

Lemma 4.5 X Banach fonksiyon uzayının yansımalı olması için gerek ve yeter

koşul X ve X ′ uzayının mutlak sürekli norma sahip olmasıdır

(Bennett ve Sharpley 1988).

Önerme 4.5 Lp) uzayıyansımalıdeğildir.

İspat. Lp) uzayıyansımalıolmadı̆gınıgöstermek için mutlak sürekli norma sahip

olmayan bir fonksiyon oluşturmak yeterlidir.

Genelliği bozmadan Lp) (0, 1) uzayınıve f (x) = x−1/p fonksiyonunu ele alalım.

f fonksiyonu mutlak sürekli norma sahip değildir. Böylece ispat tamamlanır.
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5. GRAND LEBESGUE UZAYLARINDA MAKSİMAL,

POTANSİYEL VE SİNGÜLER İNTEGRAL OPERATÖRLERİN

SINIRLILIĞI

Bu bölümde maksimal operatör ve Calderón-Zygmund operatörünün grand Lebesgue

uzaylarında sınırlılı̆gıispatlanacaktır. Ayrıca Iα Riesz potansiyeli grand Lebesgue

uzaylarında sınırlıolmadı̆gından (Teorem 5.4)

‖f‖Lp),θ(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
θ
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

olmak üzere Lp),θ (Ω) genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzaylarında Iα nın sınırlılı̆gı

ispat edilecektir.

İlk olarak

Mf(x) = sup
x∈Ω

0≤r<d

|B (x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

ile verilen Mf : Rn −→ [0,∞] Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun grand

Lebesgue uzaylarında sınırlılı̆gınıispatlayalım, burada f ∈ Lloc (Rn), ve d =çap(Ω) =

sup {|x− y| ; x, y ∈ Ω} dır.

Teorem 5.1 1 < p < ∞ ve d < ∞ olsun. Bu durumda M Hardy-Littlewood

maksimal operatörü Lp) (Ω) grand Lebesgue uzaylarında sınırlıdır (Meskhi 2011).

İspat. Grand Lebesgue uzaylarındaki norm tanımından

‖Mf‖Lp)(Ω) = max

 sup
0<ε≤σ

 ε

|Ω|

∫
Ω

|Mf (y)|p−ε dy

 1
p−ε

; sup
σ<ε<p−1

 ε

|Ω|

∫
Ω

|Mf (y)|p−ε dy

 1
p−ε


= : max {A1, A2}
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elde ederiz.

sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε = p− 1, 1

p−ε >
1

p−σ (σ < ε < p− 1 iken) ve Hölder eşitsizliğinden

A2 = sup
σ<ε<p−1

(
ε |Ω|

−1
) 1
p−ε ‖Mf‖Lp−ε(Ω)

= sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε

|Ω|−1

∫
Ω

|Mf (y)|p−ε dy

 1
p−ε

; q → p− σ
p− ε , q

′ → p− σ
ε− σ

≤ sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε


|Ω|−1

∫
Ω

|Mf (y)|p−σ dy


p−ε
p−σ
∫

Ω

dy

 ε−σ
p−σ


1
p−ε

= sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε


|Ω|−1

|Ω|
ε−σ
p−σ
∫
Ω

|Mf (y)|p−σ dy


p−ε
p−σ


1
p−ε

= sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε


|Ω|− p−εp−σ

∫
Ω

|Mf (y)|p−σ dy


p−ε
p−σ


1
p−ε

= sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε

(
|Ω|

−1
) 1
p−σ ‖Mf‖Lp−σ(Ω)

≤ (p− 1) |Ω|−
1

p−σ σ−
1

p−σσ
1

p−σ ‖Mf‖Lp−σ(Ω)

≤ (p− 1)σ−
1

p−σ sup
0<ε≤σ

ε
1
p−ε |Ω|−

1
p−ε ‖Mf‖Lp−ε(Ω)

olur. Buradan Teorem 3.1 i kullanarak

‖Mf‖Lp)(Ω) ≤ pσ−
1

p−σ sup
0<ε≤σ

ε
1
p−ε |Ω|−

1
p−ε ‖Mf‖Lp−ε(Ω)

≤ c0 pσ
− 1
p−σ sup

0<ε≤σ

(
p− ε

p− ε− 1

) 1
p−ε (

ε |Ω|−1) 1
p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω)

≤ c0 pσ
− 1
p−σ

[
sup

0<ε≤σ

(
p− ε

p− ε− 1

) 1
p−ε
]
‖f‖Lp)(Ω)

elde ederiz. σ, yeterince küçük olduğu için

Cp,σ := c0 pσ
− 1
p−σ

[
sup

0<ε≤σ

(
(p− ε)′

) 1
p−ε

]
sonludur. Yani Cp,σ ≤ c0 pσ

− 1
p−σ (p− σ)′ gerçeklenir.

Dolayısıyla M Hardy-Littlewood maksimal operatörü Lp) (Ω) da sınırlıdır.
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Şimdiki teoremde Calderón-Zygmund operatörünün grand Lebesgue uzaylarında

sınırlılı̆gınıinceleyeceğiz.

Teorem 5.2 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda T Calderón-Zygmund operatörü

Lp) (Ω) grand Lebesgue uzaylarında sınırlıdır (Meskhi 2011).

İspat. 0 < σ < p− 1 olsun. Bu durumda

‖Tf‖Lp)(Ω) = max

 sup
0<ε≤σ

ε |Ω|−1

∫
Ω

|Tf (y)|p−ε dy

 1
p−ε

;

sup
σ<ε<p−1

ε |Ω|−1

∫
Ω

|Tf (y)|p−ε dy

 1
p−ε


= : max {A1, A2}

olur. Hölder eşitsizliğinden

A2 = sup
σ<ε<p−1

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε ‖Tf‖Lp−ε(Ω)

= sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε

|Ω|−1

∫
Ω

|Tf (y)|p−ε dy

 1
p−ε

≤ sup
σ<ε<p−1

ε
1
p−ε

|Ω|−1

∫
Ω

|Tf (y)|p−σ dy

 1
p−σ

≤ (p− 1)σ−
1

p−σσ
1

p−σ

|Ω|−1

∫
Ω

|Tf (y)|p−σ dy

 1
p−σ

≤ (p− 1)σ−
1

p−σ sup
0<ε≤σ

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε
‖Tf‖Lp−ε(Ω)

bulunur. Sonuç olarak Teorem (3.3) den

‖Tf‖Lp)(Ω) ≤
[
(p− 1)σ−

1
p−σ + 1

]
sup

0<ε≤σ

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε
‖Tf‖Lp−ε(Ω)

≤
[
(p− 1)σ−

1
p−σ + 1

]
sup

0<ε≤σ
Cp,ε

(
ε |Ω|−1) 1

p−ε
‖f‖Lp−ε(Ω)

=
[
(p− 1)σ−

1
p−σ + 1

]
‖f‖Lp)(Ω) sup

0<ε≤σ
Cp,ε
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bulunur, burada

Cp,ε =

{ p−ε
p−ε−1

+ p−ε
2−p+ε , 1 < p < 2

p− ε+ p−ε
p−ε−2

, p > 2.

ve

sup
0<ε≤σ

Cp,ε ≤
{ p−σ

p−σ−1
+ p

2−p , 1 < p < 2,
p−σ
p−σ−1

+ p−σ
p−σ−2

, p > 2,

dir. Dolayısıyla T Calderón-Zygmund operatörü Lp) (Ω) grand Lebesgue uzayında

sınırlıdır.

Riesz potansiyelinin grand Lebesgue uzaylarında sınırlıolmadı̆gıbilindiğinden

(Meskhi 2010)

‖f‖Lp),θ(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
θ
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

olmak üzere Lp),θ genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzaylarında Riesz potansiyelinin

sınırlılı̆gınıinceleyeceğiz.

Teorem 5.3 1 < p <∞, 0 < α < n
p
, 1
p
− 1

q
= α

n
ve

θ2 ≥
[
1 + αq

n

]
θ1, θ1 > 0 olsun. Bu durumda Iα Riesz potansiyeli Lp),θ1 genelleştir-

ilmi̧s grand Lebesgue uzaylarından Lq),θ2 ye sınırlıdır (Meskhi 2011).

İspat. İspatı θ2 =
[
1 + αq

n

]
θ1 için yapmak yeterlidir. Çünkü θ2 >

[
1 + αq

n

]
θ1 ve

yeterince küçük ε için εθ2 ≤ ε[1+αq
n ]θ1 dir.

ϕ (u) :=

[
p+

(u− q)n
n− α (u− q)

]n−(u−q)α
n

olsun. Bu durumda t→ 0+ için ϕ (t) ∼ t1+αq
n dir. Gerçekten,

lim
t→0+

[
p+

(t− q)n
n− α (t− q)

]n−(t−q)α
n

=

[
p− qn

n+ αq

]1+αq
n

;
1

p
− 1

q
=
α

n
⇒ p =

qn

n+ αq

=

[
qn

n+ αq
− qn

n+ αq

]1+αq
n

= 0

ve

lim
t→0+

t1+αq
n = 0
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dır. Dolayısıyla ψ (t) := ϕ
(
tθ1
)
olmak üzere Iα, Riesz potansiyelinin Lp),θ1 den

Lq),ψ(.) ye sınırlı olduğunu ispatlamak yeterlidir. σ > 0 yeterince küçük bir sayı

olsun. Bu durumda

‖Iαf‖Lq),ϕ(Ω) = max

{
sup

0<ε≤σ

(
ψ (ε) |Ω|−1) 1

q−ε ‖Iαf‖Lq−ε(Ω) ;

sup
σ<ε<q−1

(
ψ (ε) |Ω|−1) 1

q−ε ‖Iαf‖Lq−ε(Ω)

}
= : max {A1, A2}

olur. Hölder eşitsizliğinden ve σ < ε olduğundan

A2 = sup
σ<ε<q−1

(ψ (ε))
1
q−ε

|Ω|−1

∫
Ω

|Iαf (y)|q−ε dy

 1
q−ε

≤
[

sup
σ<ε<q−1

(ψ (ε))
1
q−ε
]|Ω|−1

∫
Ω

|Iαf (y)|q−σ dy

 1
q−σ

=

[
sup

σ<ε<q−1
(ψ (ε))

1
q−ε
]
ψ (σ)

− 1
q−σ

ψ (σ)
1

q−σ

|Ω|−1

∫
Ω

|Iαf (y)|q−σ dy

 1
q−σ

≤
[

sup
σ<ε<q−1

(ψ (ε))
1
q−ε
]
ψ (σ)

− 1
q−σ

sup
0<ε≤σ

ψ (ε) |Ω|−1

∫
Ω

|Iαf (y)|q−ε dy

 1
q−ε

elde ederiz.

Şimdi 0 < ε ≤ σ olsun. ε için 1
p−η −

1
q−ε = α

n
olacak biçimde η tanımlayabiliriz.

σ yeterince küçük iken η da yeterince küçük pozitif sayıdır; ayrıca u → 0+ iken

ϕ (u) ∼ u1+αq
n dir; dolayısıyla ψ (ε)

1
q−ε η−

θ1
p−η = 1 dir. Gerçekten,

1

p− η −
1

q − ε =
α

n
⇒ 1

p− η =
α

n
+

1

q − ε

⇒ 1

p− η =
α (q − ε) + n

n (q − ε) ⇒ 1

p− η = −n− α (ε− q)
n (ε− q)

⇒ p− η = − n (ε− q)
n− α (ε− q) ⇒ η = p+

n (ε− q)
n− α (ε− q)

olduğundan

ψ (ε)
1
q−ε η−

θ1
p−η = ψ (ε)

1
q−ε

[
p+

n (ε− q)
n− α (ε− q)

][n−α(ε−q)
n ](− θ1

q−ε)

=
[
ϕ
(
εθ1
)] 1

q−ε ϕ (ε)−
θ1
q−ε

∼
[(
εθ1
)1+αq

n

] [
ε−(1+αq

n ) θ1
q−ε

]
= 1
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olur. Bu durumda Teorem 3.4 den

(
ψ (ε) |Ω|−1) 1

q−ε ‖Iαf‖Lq−ε(Ω) ≤ c̄ (p− η, α, n)
(
ψ (ε) |Ω|−1) 1

q−ε ‖f‖Lp−η(Ω)

= c̄ (p− η, α, n)ψ (ε)
1
q−ε

η−
θ1
p−η |Ω|−

1
q−ε η

θ1
p−η ‖f‖Lp−η(Ω)

= c̄ (p− η, α, n) |Ω|
α
n
− 1
p−η η

θ1
p−η ‖f‖Lp−η(Ω)

≤
[

sup
0<η≤σ1

c̄ (p− η, α, n)

]
|Ω|

α
n ‖f‖Lp),θ1 (Ω)

dır. Dolayısıyla

‖Iαf‖Lq),θ2 (Ω) ≤
[

sup
0<η≤σ1

c̄ (p− η, α, n)

]
|Ω|

α
n ‖f‖Lp),θ1 (Ω) ,

burada

c̄ (p− η, α, n) = c
n

α [n− α (p− η)]

[
p− η

p− η − 1

] 1
q−ε

,

c, p, η ve α dan bağımsız bir sabit; σ1 yeterince küçük pozitif sayıdır. Eğer σ1

yeterince küçük ise 0 < η ≤ σ1 olduğunda η0 için n− α (p− η) ≥ η0 > 0,

p−η
p−η−1

≤ p′ + 1 dir.

θ2 <
[
1 + αq

n

]
θ1, θ1 > 0 olduğunda Iα Riesz potansiyeli Lp),θ1 genelleştirilmi̧s grand

Lebesgue uzaylarından Lq),θ2 ye sınırlıolmaz. Aşağıdaki teoremde n = 1, Ω = [0, 1]

özel durumu için Iα nın sınırlıolmadı̆gınıgöstereceğiz.

Teorem 5.4 0 < α < 1, 1 < p < 1
α
, q = p

1−αp ve θ1 ve θ2 de

θ2 < (1 + αq) θ1 olacak biçimde pozitif sayılar olsun. Bu durumda Iα Riesz potan-

siyeli Lp),θ1 genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzaylarından Lq),θ2 ye sınırlı değildir

(Meskhi 2010).

İspat. Aksini kabul edelim, yani Iα Lp),θ1 den Lq),θ2 ye sınırlıolsun. Buradan c f

ye bağlıolmayan pozitif sabit olmak üzere

‖Iαf‖Lq),θ2 ([0,1]) ≤ c ‖f‖Lp),θ1 ([0,1]) (5.1)

eşitsizliği sağlanır.
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J ⊂ [0, 1] olacak biçimde bir aralık olmak üzere (5.1) de f = χJ alalım. Bu durumda

|J | =

∣∣∣∣∣∣
∫
J

dy

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫
J

dy

|x− y|1−α
|x− y|1−α

∣∣∣∣∣∣
≤

∫
J

dy

|x− y|1−α
; 0 < |x− y| < 1

≤

∫
J

dy

|x− y|1−α

1/α

; 0 < α < 1

olur ve

(Iαf) (x) =

∫
J

dy

|x− y|1−α
≥ |J |α , x ∈ J

elde edilir. Sonuç olarak

‖Iαf‖Lq),θ2 ([0,1]) ≥ |J |
α ‖χJ‖Lq),θ2 ([0,1])

gerçeklenir. (5.1) den

|J |α ‖χJ‖Lq),θ2 ([0,1]) ≤ ‖χJ‖Lp),θ1 ([0,1]) (5.2)

olur, burada c J ye bağlıolmayan pozitif sabittir.

0 < εJ < p− 1 olmak üzere

sup
0<ε≤p−1

(
εθ1 |J |

) 1
p−ε =

(
εθ1
J |J |

) 1
p−ε (5.3)

eşitliği sağlansın. İddia ediyoruz ki

lim
|J |→0

εJ = 0

olur. Aksini kabul edersek |Jn| → 0 ve ∀n ∈ N için εJn ≥ λ > 0 olacak biçimde Jn

aralıklarının bir dizisi ve bir λ pozitif sayısıvardır. Açık olarak

|Jn0|
1
θ1 (p− 1)

e
< e−

p
λ/2

olacak biçimde Jn0 seçebiliriz. f (x) =
(
xθ1 |Jn0|

) 1
p−x olmak üzere her x ∈ [λ/2, p− 1]

için f ′ (x) < 0 olduğunu iddia ediyoruz. Gerçekten λ/2 ≤ x ≤ p− 1 için

|Jn0|
1
θ1 x

e
≤ |Jn0 |

1
θ1 (p− 1)

e
< e−

p
λ/2 ≤ e−

p
x
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eşitsizliklerinin sağlandı̆gıkolayca görülür. Buradan

ln f (x) =
1

p− x ln
(
xθ1 |Jn0|

)
f ′ (x)

f (x)
= (p− x)−2 ln

(
xθ1 |Jn0|

)
+

1

p− x
θ1x

θ1−1 |Jn0|
xθ1 |Jn0|

f ′ (x) = f (x)
1

p− x

[
ln
(
xθ1 |Jn0|

)
p− x +

θ1

x

]
formülünü ve

f ′ (x) < 0⇔ |Jn0|
1
θ1 x

e
< e−

p
x

olduğunu kullanırsak f ′ (x) < 0 olduğunu elde ederiz.

lim
x→0

f (x) = 0 eşitliği ile birlikte yukarıdaki hesaplamalar εJn0
< λ olduğunu gösterir,

burada εJn0

sup
0<ε≤p−1

(
εθ1 |Jn0|

) 1
p−ε =

(
εθ1
Jn0
|Jn0 |

)1/(p−εJn0
)

ile tanımlanır. Bu ise her n için εJn ≥ λ > 0 olmasıyla çeli̧sir. Ayrıca

α =
1

p
− 1

q
=

1

p− εJ
− 1

q − ηJ
olacak biçimde ηJ seçelim. Buradan

q − ηJ =
p− εJ

1− α (p− εJ)

ηJ = q − p− εJ
1− α (p− εJ)

(5.4)

olur. (5.2) ve (5.3) ten

|J |α sup
0<η≤q−1

(
ηθ2 |[0, 1]|−1) 1

q−η |J |
1
q−η ≤ c sup

0<ε≤p−1

(
εθ1 |[0, 1]|−1) 1

p−ε |J |
1
p−ε

|J |α η
θ2

q−ηJ
J |J |

1
q−η ≤ cε

θ1
p−εJ
J |J |

1
p−εJ (5.5)

elde edilir, burada eğer εJ yeterince küçük ise bu durumda 0 < ηJ < q − 1 olması

gerçeğini kullandık.(5.5) eşitsizliğinden

η
θ2

q−ηJ
J ε

− θ1
p−εJ

J ≤ c (5.6)

sağlanır. Ayrıca (5.4) ve (5.6) eşitsizlikleri(
q − p− εJ

1− α (p− εJ)

) θ2
p−εJ

−αθ2

ε
− θ1
p−εJ

J ε
θ2

p−εJ
−αθ2

J ε
−
(

θ2
p−εJ

−αθ2

)
J ≤ c
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(
q − p−εJ

1−α(p−εJ )

εJ

) θ2
p−εJ

−αθ2

ε
− θ1
p−εJ

+
θ2

p−εJ
−αθ2

J ≤ c (5.7)

olmasınıgerektirir. |J | → 0 iken limit alınırsa (5.7) nin sol tarafı sonsuza gider

çünkü birinci çarpanın limiti
[

1
(1−αp)2

] θ2
p
−αθ2

dir ve

lim
|J |→0

ε
θ2−θ1
p−εJ

−αθ2

J = lim
|J |→0

ε
θ2−θ1
p−ε −αθ2

J =∞

dur, burada θ2

θ1
< 1 + αq ⇔ θ2−θ1

p
− αθ2 < 0 ifadelerini göz önüne aldık. Böylece

ispat tamamlanır.

Teorem 5.4 de Ω ⊂ Rn, 0 < α < n, 1 < p < n
α
, q = np

n−αp ve θ1 = θ2 = 1

alındı̆gında θ2 <
(
1 + αq

n

)
θ1 bağıntısı1 <

(
1 + αq

n

)
olarak kaŗsımıza çıkar bu ise Iα

Riesz potansiyelinin Lp) (Ω) grand Lebesgue uzayından Lq) (Ω) ya sınırlıolmadı̆gını

gösterir.
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6. SONUÇ

T. Iwaniec ve C. Sbordone tarafından 1992 yılında Jacobian’in integrallenebilme

özelliklerini çalı̧sırken ortaya çıkan Lp) (Ω) grand Lebesgue uzayları, n ≥ 2 için

Ω ⊂ Rn Lebesgue ölçüsü sonlu bir küme ve 1 < p <∞ olmak üzere

‖f‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
1
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<∞

olacak biçimde f ∈ M0 fonksiyonlarının sınıfından oluşur, buradaM0, Ω üzerinde

tanımlıreel değerli ve sonlu ölçülü fonksiyonların kümesidir. Bu çalı̧smada Lp) grand

Lebesgue uzaylarının temel özellikleri incelenmi̧stir. Ardından, maksimal operatör

ve Calderón-Zygmund operatörlerinin Lp) grand Lebesgue uzaylarında sınırlılı̆gıis-

patlanmı̧stır. Daha sonra Iα Riesz potansiyeli grand Lebesgue uzaylarında sınırlı

olmadı̆gından (Teorem 5.4) ϕ (0, p− 1), 1 < p <∞, üzerinde tanımlısürekli pozitif

bir fonksiyon ve lim
x→0+

ϕ (x) = 0 olmak üzere

‖f‖Lp),ϕ(.)(Ω) = sup
0<ε<p−1

ϕ (ε)

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<∞

olacak biçimde f : Ω→ R fonksiyonlarının sınıfından oluşan Lp),ϕ(.) genelleştirilmi̧s

grand Lebesgue uzayıtanımlanmı̧s; θ ≥ 0 ve ϕ (ε) = εθ olmak üzere

‖f‖Lp),θ(Ω) = sup
0<ε<p−1

ε
θ
p−ε

 1

|Ω|

∫
Ω

|f (x)|p−ε dx

 1
p−ε

<∞

özel durumunda Riesz pontansiyelinin sınırlılı̆gıispatlanmı̧stır.

Teorem 6.1 1 < p < ∞ ve d < ∞ olsun. Bu durumda M Hardy-Littlewood

maksimal operatörü Lp) (Ω) grand Lebesgue uzaylarında sınırlıdır (Meskhi 2011).

Teorem 6.2 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda T Calderón-Zygmund operatörü

Lp) (Ω) grand Lebesgue uzaylarında sınırlıdır (Meskhi 2011).
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Teorem 6.3 1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
p
− 1

q
= α

n
ve θ2 ≥

[
1 + αq

n

]
θ1, θ1 > 0 olsun.

Bu durumda Iα Riesz potansiyeli Lp),θ1 genelleştirilmi̧s grand Lebesgue uzaylarından

Lq),θ2 ye sınırlıdır (Meskhi 2011).
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