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Tez alt1 boliimden olugsmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde temel kavramlar ve teoremler verilmistir.

Uctincii boliimde maksimal operator, Calderén-Zygmund operatorii ve Riesz potan-
siyeli tanimlanmis ve bu operatorlerin Lebesgue uzayindaki sinirliliklarinin ispatlar:
verilmigtir.

Dordiincii boliimde grand Lebesgue uzaylari tanitilmig ve bu uzaylarin temel 6zellik-
leri incelenmistir. Bu boliimiin birinci kesiminde Banach fonksiyon uzaylar: tanitila-
rak bazi temel ozellikleri verilmistir. Ikinci kesimde grand Lebesgue uzaylarmin
tanimi verilmis ve bu uzaylarin Banach fonksiyon uzaylari oldugu gosterilmistir.
Daha sonra bu uzaylarin cesitli topolojik 6zellikleri incelenmistir. Dordiincii boliimiin
son kesiminde grand Lebesgue uzaylarmin iligik uzaylar1 (small Lebesgue uzaylari)
tanimlanmig ve bu uzaylarin baz 6zellikleri verilmistir.

Besinci boliimde maksimal operator, Calderén-Zygmund operatorii ve Riesz potan-
siyelinin grand Lebesgue uzaylarinda sinirlilig ispatlanmigtir.

Son boliimde ise elde edilen sonuglarin analizi yapilmigtir.
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This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, some basic concepts and theorems are given.

In the third chapter, maximal operator, Calderén-Zygmund operator and Riesz po-
tential are defined and the proofs of the boundedness of these operators in Lebesgue
spaces are given.

In the fourth chapter, grand Lebesgue spaces are defined and basic properties of
these spaces are investigeted. In the first section of this chapter, Banach function
spaces are defined and basic properties of these spaces are given. In the second
section, definition of the grand Lebesgue spaces is given and it is shown that these
spaces are Banach function spaces. Then various topological properties of the grand
Lebesgue spaces are investigeted. At the end of the fourth chapter, associate spaces
of the grand Lebesgue spaces (small Lebesgue spaces) are defined and some basic
properties of small Lebesgue spaces are given.

In the fifth chapter, the boundedness of maximal operator, Calderén-Zygmund o-
perator and Riesz potential in the grand Lebesgue spaces is proved.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the obtained results.
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1. GIRIiS

Fonksiyon uzaylarinin modern teorisi S.L. Sobolev, A. Zygmund, S.M. Nikolskii, A.
Calderon, V. Maz’ya, L.D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E.M. Stein, O.V. Besov, P.I.
Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov ve digerleri gibi diinyaca iinlii matematikciler
tarafindan incelenmistir. Bu teori reel ve fonksiyonel analizin bircok konusuna ve
diger matematiksel disiplinler i¢inde kismi diferensiyel denklemler ve matematiksel
fizik gibi bir ¢ok alanlara bagariyla uygulanmigtir. Ayrica ortaya ¢ikan yeni prob-
lemlerin ¢oziilebilmesi ve fonksiyon uzaylarindaki bazi bosluklarin giderilebilmesi
icin yeni tip fonksiyon uzaylarmin tanimlanmasi ve aragtirilmasi gerekmektedir. In-
tegral ve diferensiyel operatorlerin farkli norm esitsizlikleri fonksiyon uzaylarinin
teorisinde ve onlarin uygulamalarinda esash éneme sahiptir. Ozellikle diferensiyel-
lenebilir fonksiyonlarm klasik uzaylar: teorisi (Sobolev uzaylari, Besov uzaylari, agir-
ikl Besov tipi uzaylar, vb.) bu egitsizlikler iizerine esash olarak insa edilirler. Yakin
zamanlarda integral ve diferensiyel operatorler i¢cin norm egitsizlikleri ile ilgili bircok
zor problemler coziilmiistiir. Bu sonuclar fonksiyonel analizin 6zellikle genis ola-
rak lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere uygulamalar: i¢in temel

aracglar olmugtur.

LP) (Q) grand Lebesgue uzaylari, n > 2 icin Q C R" Lebesgue 6l¢iisii sonlu bir kiime

ve 1 < p < oo olmak iizere

1
p—€

a1 .
ey =, s &7 | o7 / F@PFde| <o
Q

O<e<p—1

olacak bicimde f € M, fonksiyonlarinin simnifindan olugur, burada My, 2 tizerinde
tanimli reel degerli ve sonlu olciilii fonksiyonlarin kiimesidir. LP) () grand Lebesgue
uzaylar1 T. Iwaniec ve C. Sbordone tarafindan 1992 yilinda Jacobian’in integral-
lenebilme o6zelliklerini calisirken ortaya cikarilmistir. LP) () grand Lebesgue u-
zaylarmin yapisal ozelliklerini C. Capone ve A. Fiorenza incelemistir. L?) (Q) uza-
yinmn iligik uzay1 olan L?) (©2) small Lebesgue uzaylar1 A. Fiorenza (Fiorenza 2000)
tarafindan ortaya konulmustur. L?) (Q) grand Lebesgue uzaylar teorisi cesitli uygu-

lamalarindan dolay1 son yillarda yogun olarak caligilmaktadir.
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LP) (Q) grand Lebesgue uzaylari kismi tiirevli denklemler teorisinde (Iwaniec ve Sbor-
done 1994, Iwaniec ve Sbordone 1998, Sbordone 1994, Sbordone 1998), maksimal
operatorlerin calisilmasinda ve daha genel olarak quasilineer operatorler ve interpo-
lasyon teorisinde énemli uygulamalara sahip olan rearrangement invariant (yeniden
diizenleme altinda degismeyen) Banach uzaylaridir. Ozel olarak, kismi tiirevli den-
klemler teorisinde bazi lineer olmayan denklemlerin c¢oziimlerinin arastirilmasinda

grand Lebesgue uzaylar1 uygun uzaylar olmaktadir.

LP) (Q) grand Lebesgue uzaylarmin genellestirmesi olan LP)¢() (Q) uzay1 ¢ (z) = 2*

ozel durumu L. Greco, T. Iwaniec, C. Sbordone tarafindan verilmistir. LP)#() (Q)
genellegtirilmis grand Lebesgue uzaylar1 kismi tiirevli denklemler teorisinde cesitli
lineer olmayan denklemlerin ¢oziimlerinin varhik ve tekligi ve diizgiinliik problem-

lerinin caligmalarinda kullanighdir.

Harmonik analizin klasik operatorleri olan maksimal fonksiyon, Riesz potansiyeli ve
singiiler integral operatorleri de Fourier doniisiimii teorisinde, kismi tiirevli denk-
lemler teorisinde, olasilik teorisinde (Markov siirecleri igin potansiyel fonksiyonlar
ve duragan rasgele siireclerin spektral yogunluk fonksiyonlar1 ¢aligmasinda), fonksi-
yonel analizde 6zel olarak operatorlerin interpolasyonu teorisinde genis uygulamalara

sahiptir.

Bu calismada grand Lebesgue uzaylarinin temel 6zellikleri incelenecek ve daha sonra
bu uzaylarda maksimal operator, Riesz potansiyeli ve singiiler integral operator-

lerinin smirlilig1 incelenecektir.

Tezin ikinci boliimiinde temel kavramlara ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii
bolimde harmonik analizin klasik integral operatorleri olan maksimal operator,
Calderon-Zygmund operatorii ve Riesz potansiyeli tanimlanmig ve bu operator-
lerin L? (R™) Lebesgue uzayindaki simirhilhiklarimin ispatlart verilmigtir. Dordiincii
boliimde grand Lebesgue uzaylar1 tanitilmig ve bu uzaylarin temel ozellikleri ince-

lenmistir. Bu boliimiin birinci kesiminde Banach fonksiyon uzaylar: tanitilarak baz
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temel oOzellikleri verilmistir. Dordiincii boliimiin ikinci kesiminde grand Lebesgue
uzaylarinin tanimi verilmis ve bu uzaylarin Banach fonksiyon uzaylar: oldugu goste-
rilmigtir. Daha sonra bu uzaylarin cegitli topolojik 6zellikleri incelenmistir. Dérdiincii
boliimiin son kesiminde grand Lebesgue uzaylarinin ilisik uzaylar: olan small Lebesgue

uzaylarinin tanimi yapilarak bu uzaylarin bazi 6zellikleri verilmistir.

Beginci boliimde maksimal operator, Calderén-Zygmund operatorii ve Riesz potan-
siyelinin grand Lebesgue uzaylarinda sinirliligi ispatlanmigtir. Son boliimde ise elde

edilen sonuclarin analizi yapilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1 X bir F' cismi tizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir
X =R, z— |z

doniisiimii Vo, y € X ve Va € F igin

(N1) ||z|| >0 ve ||z]|=0<2=10

(N2) [laz|| = |a] ||z

(N3) [l +yll < [lzll + [yl

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||.||) ikilisine

bir normlu vektor uzay1 denir. (X, |.]|) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir.

Tanim 2.2 X ve Y iki lineer uzay ve 7' : Dy C X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda 7" fonksiyonuna operatoér denir. Burada Dp, T nin tanim kiimesi ve
T (Dr) C Y de T nin goriintii kiimesidir. Eger Dy, X in bir alt uzayi ve her z,
y € Dy ve her , 8 € R (veya C) igin

T (ox + By) = oT (x) + 5T (y)

ise T ye lineer doniisiim denir.

Tanim 2.3 X ve Y normlu uzaylar ve D (7)) C X olmak tizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Eger her # € D (T') igin, ||Tz|| < Aljz|| olacak sekilde bir A

reel sayis1 varsa, 1" operatoriine sinirlidir denir.

[T

T ile tamimlanir.

Bir T operatoriiniin normu ||T'|| = sup
zeD(T)

x#0
Tanim 2.4 X ve Y normlu uzaylar, D (T) C X olmak iizere, T : D (T)) — Y bir
operator ve xg € D (T) olsun. Eger verilen her € > 0 sayisina karsilik, ||z — xo|| < 0

kosulunu gergekleyen her x € D (T) igin, ||T'z — T'zo|| < e olacak sekilde bir 6 > 0

sayis1 varsa 1" ye xg da siireklidir denir.



Tanim 2.5 X ve Y normlu uzaylar ve D (T) C X olmak tizere, T : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T’

nin smirh olmasidir.

Tanim 2.6 (Cebir ve o- Cebir) X bir kiime olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir
A smifi i¢in agagidaki ozellikler saglaniyorsa bu durumda A siifina X iizerinde bir
cebirdir denir:

(i) X e A

(i1) Her E € Aigin E°= X\F € A

(iid) k= 1,2, ...,n icin Ej, € A ise kglEk €A

Eger (ii7) sart1 yerine
"Hern € N i¢in E, € A= OL_len €A

sart1 konulursa A cebirine bir o— cebiri adi1 verilir.

Tanim 2.7 (Borel Cebiri) Bir K smifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine K
nin iirettigi (dogurdugu) o-cebiri denir. R™ deki biitiin acik (a, b) araliklarinin dogur-
dugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi halinde B(R)
Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin her bir elemanina Borel kiimesi denir. X
bir lokal kompakt Hausdorf uzay1 ve B(z), X in acik kiimelerini igeren en kiigiik
o-cebir olsun.Bu durumda B(z) Borel kiimesinin o-cebiri olarak ve Borel kiimesinde

tanimh herhangi bir p 6lciisii ise Borel 6l¢iisii olarak adlandirilir.

Tanim 2.8 (Glgﬁ) (X, A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. A {izerinde tanimh genisletil-
mis reel degerli bir ;1 fonksiyonu

(i) n (@) =0

(7i) Her A € Aigin u(A) >0

(73i) Her ayrik (A,) dizisi i¢in u (Ej An) = i w(Ay)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyoﬁzlélgﬁ den?ilEger her A € Aigin 1 (A) < oo ise

1 ye sonlu olcii adi verilir.



Tanim 2.9 (Dig Olgii) X bir kitme ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P (X)
iizerinde tanimli, genisletilmis reel degerli bir u* fonksiyonu

(i) p= (@) =0

(ii) Her £ € P (X) i¢in u* (E) >0

(i) A C B C X igin p* (A) < p*(B)

(iv) Her bir n € N igin A,, € P (X) ise p* ( Ej1 An> < §1 w(Ay)

sartlarini saglarsa p* fonksiyonuna X fizerinde bir dig dl¢iidiir denir.

Tanim 2.10 (Olgﬁ Uzayl) Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve
A tizerinde tanmiml bir y 6lgiisiinden olusan (X, A, p1) tigliisiine bir 6l¢ii uzay1 A daki

her bir kiimeye de 4-6lgiilebilir kiime veya kisaca 6lgiilebilir kiime ad1 verilir.

Tanim 2.11 ((")lgﬁlebir Fonksiyon) (X, A) bir 6lgiilebilir uzay ve f: X — R

bir fonksiyon olsun. Eger Vo € R igin
f o too) ={z€X: f(z)>a} €A

oluyorsa f ye olgiilebilir fonksiyon denir. X {izerindeki 6lciilebilir fonksiyonlarin

ailesi M (X, A) ile.gosterilir.

Tanim 2.12 (Olgiide Yakinsaklik) (X, A, x) bir 6l¢ii uzay1, { f,} élciilebilir fonk-
siyonlarin bir dizisi ve f reel degerli ve u—ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Eger Ve > 0
icin

Tim p* ({z € X2 [fo (2) = f(2)]| 2 €}) =0

oluyorsa bu durumda {f,,} dizisi f fonksiyonuna 6lgiide yakinsaktir denir.

Tanim 2.13 (Lebesgue D1s Olgﬁsﬁ) (Ix), R nin smirh ve acik alt araliklarimin
bir dizisi,
TpA = {(Ik) A C U]k}

olsun. P (R) tizerinde
k=1

6



bi¢iminde tanimlanan m* bir dig 6lciidiir. Bu dis 6lgiiye Lebesgue dig 6lgiisii denir.
Lebesgue dig 6lciisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis 6lciisiinii tanimlamak icin
I={z:a;<a;<Vb;, i=1,...n}

n—boyutlu kapali araliklarim1 goz oniine alalim. Bu araliklarin hacimleri
v(I) =[] (b - a)
i=1
bicimindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dis 6l¢iisii

m* (F) = inf {ZU (Iy) : E C U Iy, I} bir arahk}
k=1 k=1

ile tamimlanir. VA C R" i¢in eger
m*(A)=m*(ANE)+m* (AN (R" - E))

ise I/ kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir.

R™ tizerindeki Lebesgue dig olgiisii, her bir araliga onun hacmini karsilik getirir.

Tanim 2.14 Eger bir X topolojik uzayimin her agik ¢rtiisiiniin sonlu bir alt ortiisii
varsa, bu durumda X ‘e “kompakttir” denir. R" Oklid uzayinin kapali ve smirl bir
alt kiimesinin her acik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir. Yani, R de kapal ve

sinirhi her alt kiime kompakttir.

Tanim 2.15 Bir f fonksiyonunun destegi f (z) # 0 sartin1 saglayan x noktalarinin

olugturdugu kiimenin kapamsidir ve suppf = {x € R*: f(x) # 0} ile gosterilir.
Eger suppf sinirhi bir kiime ise f kompakt destege sahiptir denir.

Tanim 2.16 (X, ) bir 6l¢ii uzay: olsun. Eger bir 6nerme (veya 6zellik) 6lgiisii sifir
olan bir kiime diginda dogru ise o 6nerme (veya 6zellik) hemen her yerde dogrudur

denir.



Tanim 2.17 (Lebesgue Uzay1) (X, u) bir 6lgii uzayr ve M, f : X — C tammh

pu—olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 < p < oo olmak tizere
LP(X) = fEM:/\f]pd,u<oo
b's

sinifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

f fonksiyonunun LP normu

Qlf\pdu)p,1§p<oo

esssup | f(z)], p =00
rzeX

1A, =

ile tanimlanir ve bu norm ile L? ye Lebesgue uzay1 denir, burada

esssup |f(x)] =inf{\: p({x € X : |f(x)] > A\}) =0}

zeX
dir.
Bir £ C X olgiilebilir kiimesinin &lgiisti 4(E) = [ dp ile tanimlanir. Ozel olarak
E C R dlgiilebilir kiimesinin Lebesgue 6lgiisii |E)| E: [ dx dir.
E C R™ olmak iizere LP(E) uzayimdaki norm tanlmmfJ degistirerek benzer Lebesgue

uzaylar1 tamimlayabiliriz. Eger |E| < oo ise LP(FE) uzaymndaki klasik norm yerine

1 :
A1) = E/'f'p
E

ortalamasii alirsak LP(FE) uzay1 yukarida tamimladigimiz Lebesgue uzay: ile aym

ozellikleri saglar.

Teorem 2.1 Eger 1 < p < oo ise L, deki basit fonksiyonlarin kiimesi L, de yogun-

dur.

Tanim 2.18 (Karakteristik Fonksiyon) A C R" olsun.

1, z€eA
0, z¢ A

XA =

ile tanimlanan x , fonksiyonu A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.



Tanim 2.19 Bir s fonksiyonunun goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana geli-

yorsa s ye bir basit fonksiyondur denir.

s X —=Aa,a

.....

r — s(z) = ag, 1<k<n

Tanmim 2.20 f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K C X alt kiimesi

tlizerinde

I[\f\du<oo

ise f fonksiyonuna lokal (yerel) integrallenebilirdir denir. X iizerinde lokal integral-

lenebilen fonksiyonlarin uzayi Li..(X) ile gosterilir.

Teorem 2.2 (Holder esitsizligi) p > 1 ve 117 + % = 1 olmak tizere f € LP, g € L9

olsun. Bu durumda f g € L! ve

1£gll e < 1 fllze 1191l 2o

saglanir (Neri 1971).

Teorem 2.3 (Minkowski esitsizligi) p > 1 icin eger f, g € LP ise (f +g) € L?
ve

1f =+ gl < U Fllge + gl

dir (Neri 1971).

Teorem 2.4 (Fubini) 1 > 0, v > 0 olmak iizere (X, u) ve (Y, v) olgii uzaylar1 ve
p® v, X XY iizerinde tamimlh garpim 6lgiisii olsun. Bu durumda F(z,y), g ® v-

integrallenebilir ise

//F(x,y)d,u@v _

XxY

F(z,y)du | dv

N\
%\

F(z,y)dv | du

I
%\
N\



esitligi saglanir. Burada X =Y = R ise u = v Lebesgue ol¢iisiidiir. Bu durumda

R? de 1 ® v = dxydxy dir (Sadosky 1979).

Tanim 2.21 (Kuvvetli ve Zayif Tip Smirlilik) 1 < p, ¢ < oo olmak iizere
(X, p), (Y,v) olgti uzaylar1 ve T': LP(X, u) — L%(Y,v) bir operator olsun. Eger V f
€ LP(X, p) igin

ITf e < AllSI L
olacak bigimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T" operatoriine kuvvetli (p, q)

tipindedir denir.
Eger V A > 0 icin

vievsirsl> ) < (He) g <o

olacak gekilde A ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa 7' doniigiimiine zayif (p, q)

tipindendir denir (Duandikoetxea 2001).

Teorem 2.5 (Riesz-Thorin) 1 < pgy,p1,9,¢1 < oo olmak iizere T, (po,qo) ve

(p1,q1) tipli bir operator olsun. Bu durumda

1 1-6 46

1 1-6 0
, - = +—, (0<fb<1),
p DPo 4 q qo a1

olmak iizere T', kuvvetli (p, q) tipli bir operatordiir.

Teorem 2.6 (Marcinkiewicz Ara Deger Teoremi) py < qo, p1 < q1 Ve qo # @1

olmak iizere T' operatorii zayif (po, qo) ve zayif (p1,q1) tipli operator olsun. Ayrica

pvegq

1 1-6 0 1 1-0 0

- = +—, -—-= +— (0<d<1)
b Do P q qo q1

bigiminde tanimlansin. Bu durumda 7" operatorii (p, ¢) tipli operatordiir.

Lemma 2.1 (Vitali Ortii Lemmas1) E, simrh ¢aph olan {B;} kiireler ailesinin

birlesimi tarafindan ortiilen R™ nin o¢lgiilebilir bir alt kiimesi olsun.

10



O halde, By, Ba, ..., By, ... (sonlu veya sonsuz) ayrik dizilerini sectikten sonra dyle ki

> m(By) > Cm(E,)

saglanir.
Buradaki C' sadece n ye bagl olan pozitif bir sabittir. C'= 57" olacaktir
(Stein 1970).

Tanim 2.22 (X, p) bir 6l¢ii uzayi ve f : X — R (veya C) olgiilebilir bir fonksiyon
olsun.

ar(A) =p({ze X :|f(2)]>A})
seklinde tanimlanan

ay : (0,00) — [0, 0]

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir.

Tanim 2.23 (f* Azalan Yeniden Diizenleme)

f fonksiyonunun f* : [0, 00) — [0, 0] yeniden diizenlemesi
fft)=inf{A>0:0a;(\) <t}

seklinde tanimlamr (Kristiansson 2002).

Tanim 2.24 (Es Olgiilebilir Fonksiyon) f € M(R,pu), g € Mo(S,v) olmak
tizere f ve g ayni dagihm fonksiyonuna sahip ise, yani V¢ > 0 igin ay(t) = (%)
egitligi saglaniyorsa f ve g ye es olciilebilir fonksiyonlar denir

(Bennett ve Sharpley 1988).

Tanim 2.25 (Yeniden Diizenleme Altinda Degismeyen (Rearrengement-
Invariant) Uzaylar) p (X, X, u) o- sonlu bir 6lgii uzayi iizerinde bir norm olsun.
f ve g es olgiilebilir fonksiyonlar ve f,g € M{ (X, u) olmak iizere p(f) = p(g)
saglaniyorsa X = X (p) uzayma yeniden diizenleme altinda degismeyen (rearrengement-

invariant) uzay denir (Bennett ve Sharpley 1988).

11



3. MAKSIMAL OPERATOR, CALDERON-ZYGMUND
OPERATORU VE RIESZ POTANSIYELI

Bu boliimde harmonik analizin klasik integral operatorleri olan maksimal operator,
Calderén-Zygmund operatorii ve Riesz potansiyeli tanimlanacak ve bu operatorlerin

LP (R™) Lebesgue uzaylarindaki simirhliklarimin ispatlar1 verilecektir.
3.1 Maksimal Operator

Tanim 3.1 f : R" — R ve f € L (R") olmak iizere, Mf : R* — [0, 0]

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(w) = sup |B (z,1)] /|f )l dy

bigiminde tanimlanir (Stein 1970).

Teorem 3.1 R" iizerinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in
(1) fe LP(R"), 1 < p < o0 ise M f maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.
(ii) Eger f € L' (R") ise Va > 0 igin

m{x:Mf<x>>a}§§/|f<x>|dx

saglanir, burada A sadece boyuta bagh bir sabittir ve m Lebesgue ol¢iisiidiir.

(1i1) fe LP(R"), 1 <p<ooise Mf e LP(R") olur ve
IMAN, < Al f1l,

esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

Ispat. Oncelikle teoremin (i) ifadesini ispatlayahm. E, = {z : M f (x) > o} olsun.

Vx € E, i¢in B, = B (z,r), x merkezli yuvarn E, da bulunsun. Bu durumda

Mf () = sup ——— /If )| dy

>0 m



oldugundan

Mf(z)>a= [|f(y)ldy>am(B;) (3.1)

elde edilir. Buradan m (B,) < = ||f|l, elde ederiz. {B:}, E, da bulunan ayrk

yuvarlarin bir dizisi olsun. Bu durumda

> m(By) > em (E,) (3.2)

k=0

olur. (3.1) esitsizliginde B, yerine | J By alimirsa bu durumda
k

[ 1 wldy > a > m (B = aem(E.)

U Bx
%

elde edilir. Bu egitsizlikten
15 )ldy > acm (£,
Rn
elde edilir ki buradan E, = {z : M f (z) > a} yerine yazilirsa

m{a: Mf (@) > a} < o [ IF@ldy

oldugu goriiliir. Burada A = 1/c¢ segilirse (i7) ispatlanr.
Simdi 1 < p < oo i¢in (i) ve (#ii) ifadelerini ispatlayalm. [ |M f|” dz in sonlu
oldugunu gosterelim. R™ iizerinde tanimh bir g (x) fonksiyon]ﬁrrzmn dagilim fonksi-
yonu

g« (@) =m{z € R" : [g ()] > a}
ile tamimlanir. g € LP (R") iken

/|g(y)!dy = —7ozpdg* (a)

dir. Simdi
m (Eq) =mA{x : [Mf(2)] > a} = g (a)

alinirsa

sl = [ Gapyds

Rn

p/o/"lm (E,) do (3.3)

13



elde edilir. Bu integrali hesaplayabilmek igin m (E,) igin bir esitsizlik elde edelim.

Bunun igin f; fonksiyonunu

o
=
&
AN
R NR

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda
o o
@ <A@+ S = Mf () < Mf @)+
saglanir. Buradan
a
m(E,) =m{x: |Mf ()] > a} Cm{x:Mfl(x) > 5}
elde edilir. Dolayisiyla

m(Ea)gm{x:Mfl(x)>%}S%/fl(:c)d:c

dugu goriiliir. Sonug olarak

m(Ba) < 22 G
I[fI>5

esitsizligi saglanir. Bu son esitsizligi (3.3) de yerine yazarsak

IMAIE = p / ' (Ey) da < p / o1 / () de | da
0 0 f1>%

elde edilir. Bu iki integralin degerini hesaplamak icin integrasyon sirasini degistire-

lim. Ilk integrali @ ya gore alinz. Icteki integral p > 1 oldugundan
2|f()] )
P2da = —— 2f ()P
oo = = 2 (o)
0

olur. Kath integralin degeri

24, p=1 g __ p p
=2 [t de = 4,y 157 do

R™ R"

olarak elde edilir. Boylece teoremin (4ii) ifadesi ispatlanmig olur. Burada A,;

1

57p \ 7

1%=2( p)p, 1<p< oo
p—1

ile verilir. m

14



3.2 Calderén-Zygmund Operatorii

Tanim 3.2
Tf(2) = / K(e.y)f(y)dy, o€ R\suppf
R’ﬂ

Calderén-Zygmund operatorit T : Cg° — L' (R™) siirekli lineer operatordiir ve
L? (R") uzaymdan L? (R™) uzayma simrhdir, burada K (x,v),

{(z,y) € R" x R" : x = y} diginda siirekli bir fonksiyondur ve ¢; > 0 ve 0 < e <1
icin agagidaki esitsizlikleri saglar:

(1) Her z, y € R", x # y igin
K (z,9)| <erle—y[".

(17) 2|z — 2’| < |z — y| igin

x—2'\° .
K (@)~ K@)l 1K (r0) = K ) < (221 ) =)

(Burenkov vd. 2008).

T Calderén-Zygmund operatorii LP (R™), 1 < p < oo iizerinde simirhdir ve zayif
(1,1) tiplidir (Dyn’kin 1991).

Teorem 3.2 (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi)

(X, p) ve (Y,v) olgii uzayr, 1 < py < p1 < oo, T LP° (X, u) + LP* (X, ) den Y ye
zayif (po, po) ve zayif (p1,p1) tipli ve alt lineer operator olsun. O halde pg < p < p;
icin 7" kuvvetli (p, p) tiplidir (Duandikoetxea 2001).

Ispat. f € L? olsun. ¥\ > 0 icin

Jo = X f@)>en
1 = X f@)i<eny

olmak iizere f = fo + fi seklinde yazilabilir. O halde fy € LP° (u) ve f; € LP' (u)

olur. Ayrica

ITf (@) =T (fo+ f1) (@) < |Tfo(z) + T (2)] < |Tfo(x)] +[Tf1(z)|
15



saglanir. Boylece
ars (A) < arg (A/2) +arp (A/2)

gerceklenir.

1. Durum: p; = oo olsun. A4, ||Tg| < A1 ||g]|,, olmak tizere ¢ = segelim.

1
24,

O halde ary, (A/2) = 0 olur. Zayif (po, po) esitsizliginden
2A Po
arsy /2 < (52 15l

saglanir. Dolayisiyla

IN

A < / Ny, (A/2)d
o/

(2’4“) [ @

{z: |f(@)|>cA}

_ / P10 (2 40)P0 / I ()" dpud
0 {z: [f(z)[>cA}
f(@)/c

= p(24y) / If (z)[7 / NP g

» , )\p Do f(z)(241)
= p(24 0/ x)["° d
(240) X|f(ﬂ Pl 1t

P _
= LA a1

elde edilir.

2. Durum: p; < oo olsun.

2141 pi .
ary, (A/2) < (T ||fz‘||pi) ;=01

olur, buradan

[e.e]

ITrE < p / N (24, / F () dyud
0 {z: | f(z)|>cA}
+p / AP0 (2,4, )P / \f (2)P* dud
0 {z: | f(z)|<cA}

p2po APo p2p1 APt
- (S g

— Do cP—Ppo pPL—Dp cP—p1
16



elde edilir. =

Teorem 3.3 T Calderén-Zygmund operatorii olsun. Bu durumda p ye bagh ol-
mayan ¢ > 0 sabiti i¢in

p p
iy < ¢(S27+ 52 ) Wl s 1< <2,

p
Ty < (04 =25 ) Wy 952
gergeklenir (Meskhi 2011).

Ispat. T zayif (1,1) ve kuvvetli (2,2) tipli oldugundan Marcinkiewicz Interpolasyon

Teoremi (Teorem 3.2) geregince

I hargey < (527 5+ 528 ) Wy 10 <2

saglanir, burada Ay ve A; sirasiyla T operatoriiniin zayif (1, 1) ve kuvvetli (2, 2) tipli

esitsizliklerinden ortaya c¢ikan sabitlerdir.

1 1 1 1 2
2 A . 4p A% /p < g D /p Ao/p g p /p A1/p
p—1 cp—1 2—0p cp—2 - p—1 clp=1)/p 2—p cp—2)/p

D D
< I A T
B C(p—1+2—p)’

burada ¢ pozitif sabiti p ye bagh degildir.

Simdi p > 2 olsun. K’ (z,y) := K (y,z) in Calderén—Zygmund ¢ekirdegi oldugunu

goz oniine alinip yukarida bahsedilen diisiince kullanilirsa

I 4 P
1Tl oo = Tl o < <p/ 113 —p’) — e (p e 2)

oldugu goriiliir. m
3.3 Riesz Potansiyeli

Tanim 3.3 f € L}, (R") ve 0 < a < n olmak iizere I, Riesz potansiyeli
fy
) = [ Dy
|z —y|
Rn
olarak tanimlanir (Stein 1970).
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Teorem 3.4 Q2 C R", d =¢ap(Q) =sup{|z —y|; z,y € Q} 1 < p < o0,

O<a< >— % = = olsun. Bu durumda

Haf Loy < €0 n) [1Fll oo

gergeklenir, burada ¢ (p, o, n) pozitif sabiti

n

()"

¢(p,a,n) = cm

seklindedir ve ¢ > 0 sabiti p ve « ya bagh degildir (Meskhi 2011).

Ispat. 1 < p < ¢ < 0o olsun. Hedberg’s tipi esitsizliginden (Hedberg 1972)

of @)] < cpma (M @) 11l 2o (3.4)
y 2146/ )n » e o
saglanr, burada cpna = —55—5,— ve b sabiti |B (z,7)| < br™ esitsizligini saglar.
(3.4) ii ispatlamak i¢in
1
@)= [ 1f 0l
B(z,r)
olsun.
2[z—y|
r—y| <2 / Ponlge 0 —y| < d (3.5)
|z—yl

esitsizligi saglanir. (3.5) i kullanarak

If ()] = / F@)le —yl" ™ dy| < / @) |z — o dy

Q
2|z—y|
<2 firwl [ e
Q |z—y|
2d 2d
= 2fe | [l | de<2 [et @
0 L<le—y|<t 0
elde edilir. € > 0 olsun.
5 2d
Lof ()] <2 / £ fy () di + / eyt | =2 [ I (@) + I ()]
0 £

18



gerceklenir.

79 @) < 01 @) frrtar = B e

«

oldugu agiktir. Holder esitsizliginden ve | B (z,7)| < br" kogulundan

1
1 1 »
fule) = o [ IfWldy = o [F W) dy dy
B(z,t) B(z,t) B(x,t)
1 p ! n i/
< | fWldy | (@)
Q
= 07"l
L5
= 0"t | fllpee
saglanir. Dolayisiyla
2d

JE (z) = / L, () dt
) 2d

S Mg
bp'ufuLp“nL/E a1 gy

£

IN

olur. —% + a < 0 kosulundan

B 2d
M 1 n
L@l < o | B st g
(Mf)(2) o e ™
< 9 [T el
< o =z e

19



gerceklenir. € = [

(o f (2)|

olur. Sonug olarak

saglanir. m

IN

IA

IN

2

2

%} G secelim. O halde
(Mf) (z) [Hfl\m(m}T o [l (e3) "
o [(Mf) @) a—g [(Mf)(2) (@)
s 1-<2 ap b e w
S8 ((yx)] 11l oy = = (M) ()] HfHL”p(Q)]
:1 pi/e’ ap o
= 211 (00 @
aph” —ap+n] = L
ety e 17 @
P’ n &k —ep
(1487) s Ul 01 )]
,%) — % = % kosulu ve Teorem 3.1 den

q

= [ i

B(z,t)

2(1+06"")n
a(n—ap)

n
q

B(x,t)

1

tn
B(z,t)

ap
M F I 11 oy

2(1+0"7)n
“a(n—ap)

a(n — ap)

2 (1+b1/p’)n A1\ P/d p/a

e (@) I

2(1+bl/p/)n Nl p/q

) (0 )" 1o

2 (1 + bl/p/) N pia s A1/a

ch @) o)
n /

2(1+0) oo )7 1
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4. GRAND LEBESGUE UZAYLARI

Bu boltimde grand Lebesgue uzaylari tanitilacak ve bu uzaylarin temel ozellikleri
incelenecektir. Bu boliimiin birinci kesiminde Banach fonksiyon uzaylar1 tanitilarak
baz1 temel ozellikleri verilecek, ikinci kesimde de grand Lebesgue uzaylarinin tanimi
verilip bu uzaylarin Banach fonksiyon uzaylari oldugu gosterilecektir. Daha sonra
bu uzaylarin cesitli topolojik 6zellikleri incelenecektir. Son olarak iiciincii kesimde
grand Lebesgue uzaylariin ilisik uzaylar:1 olan small Lebesgue uzaylarinin tanimi

yapilarak bu uzaylar ve grand Lebesgue uzaylarinin bazi tzellikleri incelenecektir.

4.1 Banach Fonksiyon Uzaylari

Tanim 4.1 (Banach Fonksiyon Normu)

(R, ) bir dl¢ii uzayiy, M*, f : R — [0,00| tammh p—olgiilebilir fonksiyonlarin
kiimesi ve p : MT — [0, oo] bir fonksiyon olsun. M™* daki f, g, f., (n =1,2,3,...)
fonksiyonlari, Va > 0 sabiti ve p—olgiilebilir £ C R kiimesi i¢in

(P)p(f) =0« h.h.y.f =0,

(P2)p(af) =ap(f),

(P3) p(f+9) <p(f)+r(9),

(P4) hohy. 0<g<f=plg) <p(f),

(P5) hohoy. 0< fu T f=p(fa) To(f),

(P6) pu(E) < o0 = p(xp) < oo,

(PT) p(E) < oo = [ fdu<Cgp(f), (burada Cp, 0 < Cg < o0, E ve p ya bagh
fakat f ye bagh degiﬁﬁr)

ozellikleri saglaniyorsa p ya Banach fonksiyon normu (fonksiyon normu) denir

(Bennett ve Sharpley 1988).

Tanim 4.2 (Banach Fonksiyon Uzaylar1) (R, p1) bir 6l¢ii uzayi, M, R iizerinde
taniml genigletilmig skaler degerli (reel ya da kompleks) u—olgiilebilir fonksiyonlarin

smifi ve p bir fonksiyon normu olsun. Bu durumda p (| f|) < oo olacak bigimde M
21



deki f fonksiyonlarinin X = X (p) simfina Banach fonksiyon uzay: denir ve Vf € X
icin
1fllx = (17D

dir (Bennett ve Sharpley 1988).

Ornegin; 1 < p < oo olmak iizere L? Lebesgue uzay1 bir Banach fonksiyon uzayidir.

Teorem 4.1 p bir fonksiyon normu, X = X (p) Banach fonksiyon uzay1 ve ||.|y
Tanim 4.2 deki gibi tanimlanmig olsun. Bu durumda vektor uzay islemleri altinda

(X, |-l x) normlu lineer uzaydir ve
SCX — M, (4.1)

icermeleri saglanir, burada S, R tizerinde tanimh p-basit fonksiyonlarin kiimesidir.
Ozel olarak, X te f, — f ise sonlu olciilii kiimeler {izerinde f, — f ¢lciide yakin-
saktir ve f,, in bir alt dizisi h.h.y. f ye p-noktasal yakinsaktir

(Bennett ve Sharpley 1988).

Lemma 4.1 X = X (p) bir Banach fonksiyon uzay1 ve f,, € X (n =1,2,...) olsun.
(i) (Fatou Ozelligi)0 < f, T f (u-h.hy.)iseya f & X ve ||fullx T oo yada f € X

ve || fullx T dir.
(1) (Fatou Lemmasi) f,, — f (p-h.h.y.) ve iminf || ||y < oo ise

£l < timinf ||,

saglanir (Bennett ve Sharpley 1988).

Teorem 4.2 X bir Banach fonksiyon uzayi, f, € X (n=1,2,...) ve

D fally <0 (4.2)

olsun. Bu durumda Z fn X te f € X e yakinsaktir ve

n=1

Il < D fallx (4.3)
n=1
22



gerceklenir. Ozel olarak X tamdir (Bennett ve Sharpley 1988).

0 N
Ispat. t = Z | fuls tn = Z |ful (N =1,2,...) olsun. Bu durumda 0 < ¢y T ¢ dir.
n=1 n=1

N N o)
lexll < D CIA <D Il <D Iy
n=1 X n=1 n=1

oldugu icin (4.2) ve Lemma 4.1 (i) den ¢t € X dir. (4.1) den Z | fn] ve Z fn h.h.y.
n=1 n=1

pu-noktasal yakinsaktir. Eger

0o N
f = an; SN = an, (N: 172,)
n=1 n=1

ise h.h.y. p-olgiisiine gore sy — f dir. Herhangi bir M i¢cin N — oo iken h.h.y.

p-olciistine gore sy — sy — f — sy dir.

N 00
liminf sy — sully <Hmint 3 [fulle= 3 il
(4.2) den M — oo iken Z | fullx — 0. Fatou lemmasimdan (Lemma 4.1 (47))
n=M+1

f—sueX=feXveM— ooiken ||f —sy|y — 0 dir. "Normlu bir uzaymn
Banach uzay1 olmasi icin gerek ve yeter kogul mutlak yakinsak her serinin yakinsak
olmasidir" 6nermesi geregince X tamdir.

Her M =1,2,... i¢in

M
1l < IS = sar+sallx < I = sarllx +llsarllx S IF = sllx + D I fallx

n=1

M — oo iken || f]|y < Z | fnll x gerceklenir. m

n=1
Tanim 4.3 (Mutlak Siirekli Norm) X bir Banach fonksiyon uzayi, {E,} -, X
in olciilebilir altkiimelerinin bir dizisi ve f X uzayinda bir fonksiyon olsun. Eger
p — h.hy. E, — @ olacak bi¢imde her {E,} > | dizisi igin ||fXEnHX — 0 oluyorsa
bu durumda f fonksiyonuna mutlak siirekli norma sahiptir denir

(Bennett ve Sharpley 1988).
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4.2 Grand Lebesgue Uzaylari

Tanmim 4.4 (Grand Lebesgue uzay1) L?) grand Lebesgue uzay1 n > 2 icin

) C R™ Lebesgue 6lciisii sonlu bir kiime ve 1 < p < co olmak {izere

1
p—e

a1 —e
ey = s o7 | o [ I @F 7 de | <o
Q

O0<e<p—1

olacak bicimde f € M, fonksiyonlarinin sinifindan olusur, burada My, €2 iizerinde

tamml reel degerli ve sonlu 6l¢iilii fonksiyonlarin kiimesidir (Capone vd. 2013).

Tanim 4.5 (Genellestirilmis grand Lebesgue uzay1) 1 < p < oo olmak iizere
¢, (0,p — 1) tizerinde tanimh siirekli pozitif bir fonksiyon ve lim (x) = 0 olsun.
z—0

LP)#() genellestirilmis grand Lebesgue uzay1

1
p—e

©(e .
oo = sup | 28 [ir@rea) <o
Q

O<e<p—1 |§“

olacak bicimde f : {2 — R fonksiyonlarinin sinifindan olusur.
Ozel olarak, § > 0 olmak iizere ¢ (¢) = £’ alinirsa grand Lebesgue uzaymim genelles-

tirmesi )

p—€

o [ 1 B
oy =, s &5 | o [ 1@ ar ) <o
Q

O<e<p—1

olacak bigimde f € M, fonksiyonlarimn simfidir (Kokilashvili 2012).

Bu uzaya Riesz potansiyelinin sinirliliginin ispatinda ihtiyag duyacagiz.

Teorem 4.3

1
p—e

1 1 e
PN =Sl = 5w 7 | / @) de

O<e<p—1

olmak iizere LP) (Q) grand Lebesgue uzay1 bir Banach fonksiyon uzayidir

(Capone vd. 2013).
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Ispat. (P1) p(f) =0 h.hy. f=0:
(=:) p(f) =0 olsun. Bu durumda

p—¢ p—e
1

a1 . .
1l = sup er= | = [ |f(@)" " dx =0= |f ()[P~° da =0
el J

O<e<p—1

= h.h.y. f =0 dir.
(«<:) Kargit olarak h.h.y. f = 0 olsun. Bu durumda bir A C Q vardir dyleki |[A] =0
ve Vo € Q\A i¢in f () = 0 dir. Buradan

L 1 —& —&
£l = s =7 | | [ 1s@P e [lr@peas || <o
O<e<p—1 | | oA 4
elde edilir.
(P2) p(af) =ap(f) :
-
o [ 1 .
plaf) = laflim@ = sup er= | o [ laf (@) do
0<e<p—1 ‘ ‘
Q
=
a1 p—e
= a sup er—= [ — [ |f ()] " dx
O<e<p—-1 ‘(“
Q
= aHfHLP)(Q)
= ap([)
olur.
(P3) p(f+9)<p(f)+plg):
1
(1 e\
p(f+9) = If+ gl = sup e | o= [ |f (@) +g(2)[" " dz
0<e<p—1 ‘ ‘Q

1
-1\ p—¢
= sup (e|Q7)? 1f + 9l ()

O<e<p—1

—1\
< swp (1T (I ey + 19l

O<e<p—1

1\ —1\
< sup (e1Q7) " I fllpe + sup (1) gl ey

O<e<p—-1 O<e<p—1

= ||f||LP)(Q) + ||9||Lp)(s2)

= p(f)+pr(9)
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elde edilir.

(P4) hohy. 0<g<f=p(g) <p(f):

hhy 0<g<f :>/|g(x)|p_€d:v§/|f(x)|p_adx ve buradan
0 Q

1
p—e

<e<p—1

a1 [ 1 _
p@) = ol = 5w 7 | [la@l o
Q
1

p—e

1 1
< sup ot | & / (@) de
al/

O<e<p—1

= ||f||LP)(Q) =p(f)

bulunur.

(P5) hohy. 0< fu T f = p(fa) To(f):
hhy 0< fol f=|fallpo-2@) T 1fllzo-2q) Ve buradan

1
p—e

O<e<p—1

1 1 P g
p(fa) = sup e7 @Q/m(xﬂ d

1 L
= sup (el27) 7 fallppeey T sup (10477 (£l —eo
) (@)

O<e<p—1 O0<e<p—1

= p(f)

elde edilir.

(P6) |E| <00 = p(xp) <oo:

|E| < oo ise acik olarak

p—e
1 1 _
p(xg) = sup er—= —/IXE(x)!p “dx
O<e<p—1 |Q’
Q
1
p—e
1 1 /d
= sup er—< | — [ dx
0<e<p—1 |Q’
E
_1
= sup (5|Q|71|E|)p*6 < 0
O<e<p—1

oldugu goriiliir.
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(PT) |E| < 00 = [ fda < Cip(f)
E

|E| < oo olsun. Holder esitsizligi kullamlarak

[rie = [ pxpas

Q
= =
< | fr@rra] | @ e
Q Q
1 1
p—e (p—e)’
_ /|f(a:)\p_€d3: /d:c
Q E
=

— 1B | [ @F

Q

1
p—e

1 1
€

< e |l

= / @) da

1
p—o

0<o<p—1

_1 a1 b
< Al sw o | o / @) da
Q

- CEHfHLp)(Q)
= Cpp(f)

elde edilir. =

Ornek 4.1 1 < p < oo olmak iizere f(z) = 277 olsun. f e Lﬁ)Ll)\LY(”O’l) dir.

Gergekten;

1

IR fd

P
. -
0 0
1
= lim [ % = lim In |,
t—o+ ) = t-0+

t

= lim (Inl1—Int) =00
t—0t
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dir. Diger taraftan

1 1 p—e
1 p—c
) = sup e&p= T dx
Hf”L?OJ) 0<€<1]?71 ’(0>1)‘/|f( )‘
0
1
1 p—e
1 _p=c
= sup ¢er= /a: r dx
O<e<p—1
0
1 pis
1 _p=c
= sup er—= | lim [z » dx

0<e<p—1 t—0+

1

_ (p- :
= sup er—= (—lim x»

O<e<p—1

gt—0t

1
= sup pr— <p < o0

O<e<p—1

oldugundan f € L?()M)\Lfojl) dir.

Teorem 4.4 1 <p<oove0<e<p—1olmak iizere

LP(Q) C LV (Q) C LP= ()

gerceklenir.

Ispat. (i) Holder esitsizliginden

_1
[fllzm@ = sup (5|Q|71)p_6

O<e<p—1

1
< sup (e|07)7
0<e<p—1
e
= Hf”LP(Q) sup ev-< [Q[r 7=
<e<p—1
< Cp“fHLP(Q)

1
p—e

[1r@Pras

Q
/ @) |
Q

elde edilir. Buradan L? (2) C L?) (Q2) olur.
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1
p—e

(i) 1l reiey = / (@) de
Q

1 L1 . e
= (1Y) T (el / f (@) de
Q
1
-1 75%5 _1_ 1 p—0o ’
< (1) sup o | L / @) da
0<o<p—1 H2|Q
= CPHfHLP)(Q)

oldugundan LP () C LP~¢ (Q2) elde edilir. m

Teorem 4.5 1 <p<o0,0<e<p—1, ve0 <0 <0y olmak iizere
LP(Q) C LPP (Q) C PP (Q) C LP~= (Q)
bagintilar gergeklenir.

Ispat. (i) Holder esitsizliginden

1

p—e
9 1\ o - ) D P
||f||LP)’91(Q) = 0<§;1<15—1 (5 Y )p |f (@) dx aqﬁp_gaq,%g
Q
1
P
1 e
< s o) | [ir@ra) o
<p—
8 Q
01 e_ 1
[fll o) sup er=e |Qf» o=
O<e<p—1
< G Hf”Lp(Q)
elde edilir. Buradan L? (2) C LP1 (Q) olur.
1
1 P
@) Wlinoney = s (1077 | [Ir@Prde] o <tiseh<eh
<e<p—

Q

b
m

< sw ()| i@

O<e<p—1
Q

- ||f||LP)’91(Q)
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elde edilir. Buradan LP%1 (Q) C LP2 (Q) olur.

1
p—e

(iid) 1oy = / @) da
Q

= ) )| [ @
Q

)

L o [ 1 .
< (@) T sw o (g [ @P
Q

O<o<p—1

= & Hf“LP)ﬂz(Q)

oldugundan LP%2 (Q) C LP=¢ (Q) elde edilir. =

Onerme 4.1 C° uzay1 L”) de yogun degildir ve onun kapanigi olan [L?] »)
lin(l)é‘/ |f (@) "de =0 (4.4)
Q

olacak bicimde f € L?) fonksiyonlarmdan olugur.

Ispat. Ik olarak f € [L?] p) ise (4.4) tn f icin saglandiin gosterecegiz.
f € [L7], oldugundan
1f = anLP)(Q) —0

olacak bicimde f, € LP fonksiyon dizisinin vardir. § > 0 olsun. f,, € L? ve

1f = frollpw ) < ¢ olacak sekilde ng segelim. Holder esitsizliginden f,, igin

1 =
—
1

€ e : 1
@/ oo @)/ " da | < v @/ o (@)[Pdzx | —0, e—0
Q Q

saglanir. Dolayisiyla €9 > 0 vardir dyle ki € < ¢y oldugu zaman

1
p—e

a / oo @S de| <
Q

NS>,

saglanir.
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Son olarak € < ¢ oldugu zaman

1 1

. . —€ B p—e
T ~ o ()P d
B 9
' -
PSd
o / oo (2)P*
<A~ Funlloney +
o 0
< -4+ ==
- 2+2

gerceklenir.
Q=(0,1) ve f(t) = t77 olsun O halde f e LP\ [LP],) saglanir. Gergekten; Ornek
4.1 den f € LP olur. Diger taraftan

1
5/|f(t)|p_5dt = 5/t_ppedt —pre»0, e—0
0

gerceklenir. m
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4.3 Grand Lebesgue Uzaymn ilisik Uzayi (Small Lebesgue
Uzaylar1)

4.3.1 L% yardimci Banach uzay:

Bu kesimde A. Fiorenza (Fiorenza 2000) tarafindan ortaya konan L) small Lebesgue

uzaylarini tanitacagiz.

Lemma 4.2 n > 1 olmak iizere {2 C R" Lebesgue olgiisii sonlu bir kiime olsun.

Eger f,g € M{ve Vk € N igin f,, > 0 olmak iizere g < f = Y f ise bu durumda
k=1

k—1
hy = [fk — maks (g — ij,())

ile tanmimlanan h; fonksiyonlar:

X( & , VkeN
(B

0<hi < fi (4.5)

ve

9= (fr— ) (4.6)

k=1
ozelliklerini saglar.

Ispat. Hemen her z € Q icin g (z) = f () ise Vk € Nigin Ay, (2) = 0 olur ve baylece
(4.5) ve (4.6) saglanir.

Hemen her x € Q i¢in g (z) < f (z) ve

l%:l%x:min{k:z:fj(x)>g(x)}

j=1
olsun.

R k
Eger k < k ise bu durumda Y f; (z) < g (z) olur. Dolaysiyla hy (x) = 0 dir ve

7=1
buradan (4.5) saglanir.

R k-1 k
Eger k =kise Y f;(z) <g(z) ve Y f;(x) > g(x) olur. Dolayisiyla
j=1 j=1

hi (@) = fi (x) = | g (x) = ) fi (%)

j=1



fonksiyonu (4.5) esitsizligini saglar.

Eger k > k ise hy (z) = fi () olur ve dolayisiyla (4.5) saglanir.

Boylece herhangi bir £ € N igin (4.5) ispatlanmus olur.

Diger taraftan (4.6) gerceklenir ¢iinkii hemen her x € €2 i¢in g (x) < f (z) ise

Do) =t (2) = Y (fu(@) = hi (@) + fi (2) = by (2)

k=1 k<k

+> (fr (@) = i (2)

k>k

— ka r)+ fi (@ f,;(:v)—g(:v)+2fk(£)

k<k k<k

+> (fe (@) = fu(2))
= g(z)

saglanir. m

g € M{ olsun. Bu durumda 1 < p < oo, p' = 2= ve gp € My (Vk € N) olmak

p—1
lizere
1
> 1 (p—e)’
loll oy = inf > inf e/ @/ o ()| " da
g=> gk | k=1 J
k=1
diyelim.

Sonug 4.1 Her bir g € M{ i¢in

s =)
. . 1/ (p—e 1 v
Wl = 8 138 0 gy f o)
9= 2 gk | k=1 P 4
k=1
9,20
esitligi saglanir.
Ispat. M, daki herhangi bir (g;,) dizisi icin
a 1 (P*E)’
S = inf —1/(p—¢) _/ (p—a)’d 47
((g5)) ;0<§<1p—16 |Q|Q |gr ()] T (4.7)
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olsun.

g € Mg ve g € My olmak iizere herhangi bir g = Y g ayrigimi icin v, € M
k=1

(VE € N) ve S ((gx)) > S ((74)) olacak bigimde g = > v, ayrigimimin var oldugunu
k=1
gostermeliyiz.

fx yiher k € Nigin g;” = maks {gx, 0} alarak Lemma 4.2 yi uygulayalim. Her k € N
igin v, = g — hy olsun. g, = min{gx, 0} olmak iizere |g,j +gk_| = ‘g,j + (—g,:)|

oldugundan

So) = Saf +9r)) =S (9 + (=)

saglanir. m

Teorem 4.6
L9 (9) = {g.€ Mo+ gl ooy < o0}

uzay1 bir Banach fonksiyon uzayidir.

Ispat. ||.||| o normunun 6zelliklerinin birgogu L®" uzaymin Banach fonksiyon uzay1
olmasini gerektirir, bunlarin ispat1 agikar ya da kolaydir. Burada sadece Mg daki

f,9,9™ (n € N) icin asagidaki ozelliklerin saglandigini gosterecegiz.

(1) HZ g(n)H <y Hg(”)Hm'(m’
n=1 L(p’(Q) n=1

(12) Q@dahhy g < fise gl <1l -

() nin ispat: g,(cn) € M{ fonksiyonlar igin

Z ||g(n)HL(P’(Q) <oo, VnéeN
n=1

olsun aksi durumda iddia agikardir.

e>0ve g,g") € M olsun 6yle ki Sonug 4.1 den

k=1
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ve

= 1 (p—e)’ (p_ls)/
; =1/(p—e) | __ (n) B (n) <
>t =09 (e [l @ e ) <l e+ 5
k=1 A
gerceklenir.

> g

f: g(n)
n=1

> 0
n=1 k=1

L' () L' (Q) k=1 L' (Q)
1
o0 ’ (pfi)/
1 (p—e)
< Y inf e Ve ‘ (n) d
- 0<esp-1" Q] 9" () v
n,k=1 Q
1
00 00 , (p—e)’
1 (p—e)
_ : —1/(p—e) (n)
Z Z 0<;2}f,,1g Q| / ’gk (z) dx
n=1 k=1 Q

IN

00 . = oo . 0o 1
>~ (I Mooy + 55) = 2 N9 ooy + 220 55
n=1 n=1

n=1

4 Zl 19| o ) + €5 Ve > 0

(ii) nin ispati: f, € M{ (Vn € N) olmak iizere f = Y f; ayrigim igin Lemma

k=1
4.2 den g = Y (fx — hi) olacak bigimde hy € M, (Vn € N) vardir. Sonug 4.1 i
k=1

kullanarak

[fllpor = f S((fs) = inf S((fi—h))= nf S(gr) = llgllLe o

=3 fe f=> fr 9= > Gk
k=1 k=1 k=1
fx=>0 fx=>0 9k>0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.6 dan Vk € N i¢in g, € M olmak iizere

1
00 (p—e)’
. . o 1 L
ooy = nf 43 inf e 079 (on lge()* do
|9|:k¥19k k=1 P A

normu ile L% (Q) Banach uzayidir. Sag taraftaki |g| yi g ile degistirebiliriz.
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Onerme 4.2 g, € M, (Vk € N) ve herhangi bir g € L#' (Q) igin

1
) (p—e)’

: . 1/ (p—s 1 iy
HgHL(p’(Q) = inf Z inf g Y2 @/’gk (x)‘(P €) dx
Q

e.5) O<e<p—1
g=> gk | k=1
k=1

gerceklenir.

Ispat. |g| = 3 Ay, |g| nin M{ daki herhangi bir ayrigimi olsun.

k=1
S9N = Xjoco| — X]-ooo| Olmak iizere  da h.h.y. g(z) = sgn(g(x))[g(z)| olur.
Boylece €2 da h.h.y.

g (@) =sgn(g(x))> he=>_sgn(g(x))hs
k=1 k=1

ise S ((gx)) (4.7) deki gibi olmak iizere

inf S ((gr) < S((sgn(g) b)) = S ((he))
9= > gk

k=1

grEMo

saglanir. Dolayisiyla

inf  S((gr)) < inf  S((hw))= inf  S((7w))
9= > 9k lgl= > P& lgl=" > hx
k=1 k=1 k=1
gLE€EMo hpeME hreMo

olur.

Diger taraftan g = > gr My da g nin herhangi bir ayrigimi ve
k=1

v (gx) = Z |9k |

olsun. O halde |g| < 7 (gx) olur. Dolayisiyla

inf S ((he)) < inf S ((h)) < S((gr))

o0 oo
lgl=" > hi Yge)= > hk
k=1 k=1
hpeMg hreEMo

ise

inf S ((hg)) < inf S ((gx))

(o)
lgl=" > hk 9= > 9
k=1 k=1
hirEMg grEMo



saglanir ve boylece ispat tamamlanir. =

Ve > 0 igin

LP*(Q) c L¥ (Q) c L (Q)
icerme bagntilar saglanir. Ozel olarak L> () C L% (Q) gerceklenir.
Teorem 4.7 Her f € LP) (Q), g € L% (Q) icin asagidaki
1
@ f(2)g(z)dr < ||f||LP)(Q) ||g||L(p’(Q)
Q
Holder tipi esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Vk € N icin g; > 0 olmak iizere |g| = > gi herhangi bir ayrisim ve f € LP)
k=1

olsun. Her £ € N ve her 0 < ¢ < p—1 icin

1
p—e (p—e)’

1 1 1 ,
— [ f@)gr(x)de < | —= [ |f(x) “dz — | g (2)|" dw
@ Q/ g Q/ @ Q/

€ e 1 (p—e
= | fir@par | e
Q

1
(p—e)’

1 Y,
@/m ($)|(p " dx
Q

_ 1
(p—e)’

e 1 —e)’
< e Y- W/qu (x)|(p ) do ||f||LP)(Q)
Q

ve buradan

1
(p—e)

1 e e | L (p—<
o [t @@ e < it e (e fla @ ) Ul
Q Q
7

7

<e<p—1

3



olur ve

1 1 >
@!ﬂmmmms]myﬂmgywwm

IN
()¢
3|~
SR
—
—
=
NS
bl
—
=
=
8

k=1
1
o0 1 (;Dfs)/
i -1/(p—e) | —_ (p—e)’
S D e g [l @ | Wl
- Q

saglanir. Boylece

1
9] f (@) g (@) de < ||fllw o) 191 Lo (@)

SEAN

gerceklenir. m

Lemma 4.3 Vn € Nigin F,, C  fonksiyonlarim1 (2 da h.h.y. xr | 0 olacak bi¢imde

secelim ve g € L® (Q) olsun. Bu durumda

HgXFnHL(p’(Q) —0

gerceklenir.

Ispat. Genelligi bozmadan ¢ nin negatif olmayan bir fonksiyon oldugunu kabul

edebiliriz. Vk € N igin g > 0 olmak iizere g = ) g olsun &yle ki

k=1
_1
- 1 (p—e)’
. —1/(p—¢) - (p*E)/
ZO<;I<1£—1(€ 8] /(gk (7)) dx < 00
k=1 J
saglansin. Simdi
1
=2y
1 ,
= * —1/(p—€) _ (p—E)
ann = inf =09 | [ @) T vmds ] ke
Q

olsun. Bu durumda

(e e]
HgXFn L& () < Zak,n < oo, VneN
k=1

gergeklenir. > g1 < oo ve VEk € N igin ag,, | 0 oldugundan ispat tamamlanir. m
k=1
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Sonug 4.2 n € Nigin F, C  fonksiyonlarim €2 da h.h.y. xp T xq olacak bicimde

secelim ve g € L (Q) olsun. Bu durumda L®" de

9XE, — 9

gerceklenir.

ispat. Lemma 4.3 te F,, = Q) — E,, alinirsa istenilen elde edilir. =

Sonug 4.3 g > 0, L (Q) da herhangi bir fonksiyon ve (g,) © da h.h.y. g ye

yakinsayan negatif olmayan fonksiyonlarin bir artan dizisi olsun. Bu durumda

||gnHL(P’(Q) T Hg“L(p’(Q)

gerceklenir.

Ispat. |||, normunun sira koruma szelliginden dolay1 ||g,|| L (o) artan dizidir ve

T g2 00y < 1150y seilanir.

Diger taraftan Sonug 4.2 den her € > 0 i¢in bir M vardir 6yle ki

91l Lo ) — & < [min {M, g}| o' ) < 9/l Lo (@)

gerceklenir.

2 da hhy 0 < min{M,g,} T min{M, g} ve min{M, g} € L*(Q) oldugundan
LP+1(Q) da

min {M, g,} — min {M, g} olur. Boylece L* (Q) da min{M,g,} — min{M, g}
saglanir. O halde v € N vardir 6yle ki

|min {Mag}HL(p’(Q) — & < [|min {M, gv}HL(p’(Q) < [Jmin {M, g}HL(P’(Q)
gerceklenir. Dolayisiyla Ve > 0 igin Jv € N oyle ki
||gHL(P'(Q) — 2¢ < ||min {M, QU}HLW(Q) < ||gv||L(P'(Q) < ”gHL(P’(Q)
saglanir. m

39



Lemma 4.4 f € L*(Q) olsun. Bu durumda

o / £ #) 9 (2) dr = | £l ooy 9l e

olacak bicimde g € L* () fonksiyonu vardur.

Ispat. Eger f € L (Q) ise bu durumda

. £ p—¢ —
tim (57 [ @p~ar | =0
Q

olur. Dolayisiyla o = o (f) € ]0,p — 1] olmak iizere

p—¢ p—o

3 l o .
su — T dx = | = x dx = »
s (g 1@ & 1@ [
Q Q
gerceklenir.
g € L™ () olsun. Bu durumda
. 1L 1
1 1 T ooy
o [ f@e@da= (o [lrera) (o [lo@
|Q|Q/ o) o)

saglanir. Buradan

1
@/f(x)g(x)dx < |l 19l 2o @
Q

1 =l
< HfHLP)(Q)O<ir<1£_15*1/(p*5) |Q|/‘g($)‘(ps) du
Q
1
1 , (P*U)’
< Wl 7 (g7 [ ot

= gli/p=o) ﬁ/”(ﬂ?)’pﬁd?ﬁ g~/ (p=o)

1
/ ‘(p o)
Q
1

(p—0o)’
= [z
Q] |
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Asagida verecegimiz sonucta literatiirde Y7 ile gosterilen L> un LP) deki kapanigini
goz oniine alacagiz. Banach fonksiyon uzay1 teorisindekine benzer bir notasyon kul-

)

lanmak i¢in bu uzay1 L’ ile gosterelim. le)) nin LP) de kapsanmadig1 bilinmektedir.

Bu yiizden Lé’) bir Banach fonksiyon uzay1 degildir.

Sonug 4.4 f € Lé’) olsun. Bu durumda

w ) (@) g(@)de

o

1 fllzp ) = sup
Lr)(Q) g#£0 ||gHL(P’(Q)
geL’ (@)
gerceklenir.
Ispat. Teorem 4.7 den
1
= z) g (x)dz
AT DIDE e ol _ i
< - )
970 ”g”L(p’(Q) 970 HgHL(p'(Q) Fe
geL’ (@) geLl’ (@)
elde edilir. Lemma 4.4 ten
1
= T ) dx
oy S0 i Iy _
> = )
g#0 191l o Q) g7#0 gl L&' (Q) e
geL’ (@) ger® ()

bulunur ve boylece ispat tamamlanir. =
4.3.2 Small Lebesgue uzaylari

Tanim 4.6 Small Lebesgue uzay1 [P = {g € Mo :lgll,y < OO} ile tanmlanir,

burada ¢ € L% () olmak iizere ||g|| py lormu

HgHLP)'(Q): sup Hw“L(P’(Q)
0<y<lg]

peLP (@)

ile verilir.
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Bu tanima gore
||9||Lp)’(9) < ||g||L(P'(Q) ) Vg € Mo
||g||LP)'(Q) = ||9||L(p’(9) ) Vg € L

gerceklenir (Capone ve Fiorenza 2005).

Onerme 4.3 L?’ small Lebesgue uzay: bir Banach fonksiyon uzayidur.

Ispat. LP’ nin Banach fonksiyon uzay1 olmasi icin 9]l ;» nin saglamas: gereken
biitiin 6zelliklerini Teorem 4.6 kullanilarak ispatlamak kolaydir. Geriye sadece L?)

uzayinin

Q0 dahhy. 0<gnTg= gl T l9llr@q

Fatou ozelligini sagladigimi gostermek kalir.

|-l () normunun sira koruma 6zelliginden dolay1 [|g, || 1,y (o) artan dizidir ve

nh_{gOHQnHLp)’(Q) < HQHLW(Q)

gerceklenir.
Simdi g € L' (Q) ve g ¢ LP' () olma durumlarim goz 6niine alalim.
1. Durum: g € LP" (Q) olsun. £ > 0 ve 1) € L% (Q) igin

0<¢ <|g| ve HgHLP)'(Q) —€= IWHW(Q) < HQHLP)’(Q)

gerceklenir.

2 da h.hy. 0 <min{v, g,} T ¥ olur. Boylece Sonug 4.3 ten

[min {), gn}H o) T 191 Lo oy saglanir. v € N igin

||¢||L<p’(s2) — € < |lmin {ﬂ)agv}HL(p’(Q) < ||¢||L(p’(g)
olur. O halde Ve > 0 i¢in v € N vardir 6yle ki

HQHLP)’(Q) — 2¢ < ||min {¢a9v}|‘L(p’(Q) < HgHLP)'(Q)

gerceklenir.
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2. Durum: ¢ ¢ L? (Q) olsun. M > 0 sabiti ve ¢ € L (Q) icin 0 < ¢ < |g] ve
H¢||L(p’(9) > M olur.
Q2 da h.h.y. 0 <min {1, g,} T ¢ saglamr. Boylece Sonug 4.3 ten

[min {), gn} o0y T 1Yl 0 () gergeklenir. v € N igin [[min {¢, gu}| o) > M
olur. O halde Ve > 0 igin v € N vardir oyle ki

||9u||Lp>’(Q) 2> |/min {wagv}”L(p’(Q) > M

saglanir. m

Simdi grand Lebesgue uzaylar: i¢cin Holder tipi egitsizligi ispatlayacagiz.

Teorem 4.8 1 < p < oo ven > 1 igin (2 C R" Lebesgue olgiisii sonlu bir kiime
olsun. Vf € L), g € LV

< /
& / £ ) @) dr < [ fllpoien N9l o

Holder tipi esitsizligi saglanir.

Ispat. Herhangi bir f € L) ve g € M, icin Teorem 4.7 den

m V@@l = s o 17 @) i

PEL>(Q)

1
< s oo (@l
o<p<lgl [
peLP’ (@) Q
< sup | fll ey 1¥loer ) = 11w 191l o o
0<y<lg|
peL’ (@)

elde edilir. =

Sonug 4.5 f € LIZ) olsun. O halde

2 f () g () de
HfHLP)(Q) = =sup £

970 HgHLP)’(Q)

= ”f”(Lp)’)’(Q)

gerceklenir.
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Onerme 4.4 L” ve (Lp)')/ yeniden diizenleme altinda degismez uzaylardir. Ayrica

(Lp)'), = LP) gerceklenir.

Ispat. Yeniden diizenleme altinda degismez uzaym ilisik uzay1 yeniden diizen-
leme altinda degismez uzay oldugundan (Bennett ve Sharpley 1988) (Lp)/), uzayinin
yeniden diizenleme altinda degismez oldugunu gostermek yeterlidir.

fe (Lp)/)/ ve f, = min{n, f} € L™ olsun. O halde
Qdahhy 0< fu 1 f (4.8)

olur. Boylece

[0,12]) dah.hy. 0<(fa)" T f

saglanir, burada (f,)" ve f* swrasiyla f, ve f in azalan yeniden diizenlemesidir.

(Lp)/), Fatou ozelligini sagladigindan (4.8) geregince

1l oy T 10 oy (4.9
olur. Diger taraftan
1) W ogan T 1 oo ey (4.10)
gerceklenir. Sonug 4.5 ten
ol v yy = Ml ) = 1(Fa) im0 ) (4.11)

elde edilir. (4.9), (4.10), (4.11) den Hf|]< r = |[f*ll 1w oq saglamr. Boylece

L)' ()

ispat tamamlanmig olur. m
Teorem 4.9 (Lorentz-Luxemburg Teoremi) Her X Banach fonksiyon uzay1 X"
ikinci iligik uzayi ile gakigir. Bagka bir degigle f € X <= f € X" dir ve bu durumda

11 = 11l

saglanir (Bennett ve Sharpley 1988).
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Onerme 4.4 ve klasik Lorentz-Luxemburg Teoreminin sonucu olarak asagidaki teo-

rem elde edilir.

Teorem 4.10 LP) uzay1r L)' uzaymin ilisik uzayidir ve tersine LP)' uzay1 da L)

uzayinin iligik uzayidir.

Simdi LP uzaymm yansimali olup olmadigini inceleyelim.

Lemma 4.5 X Banach fonksiyon uzaymin yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul X ve X’ uzayimmin mutlak siirekli norma sahip olmasidir

(Bennett ve Sharpley 1988).

Onerme 4.5 L uzay1 yansimah degildir.

Ispat. LP) uzay1 yansimal olmadigim gostermek icin mutlak siirekli norma sahip
olmayan bir fonksiyon olusturmak yeterlidir.
Genelligi bozmadan LP) (0, 1) uzaym ve f (v) = v~/ fonksiyonunu ele alalim.

f fonksiyonu mutlak siirekli norma sahip degildir. Boylece ispat tamamlanir. =
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5. GRAND LEBESGUE UZAYLARINDA MAKSIiMAL,
POTANSIYEL VE SINGULER INTEGRAL OPERATORLERIN
SINIRLILIGI

Bu boliimde maksimal operator ve Calderén-Zygmund operatoriiniin grand Lebesgue
uzaylarinda sinirlihg ispatlanacaktir. Ayrica I, Riesz potansiyeli grand Lebesgue

uzaylarinda sinirli olmadigindan (Teorem 5.4)

1
p—e

o [ 1 e
ey =, w07 | o 17 @P "o
Q

O<e<p—1

olmak tizere LPY (Q) genellestirilmis grand Lebesgue uzaylarinda I, nin smirlilig

ispat edilecektir.

ilk olarak
Mf(z) = sup |B (z,r)| / () dy

zeQ
0<r<d B(z,r)

ile verilen M f : R" — [0, 0o] Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun grand
Lebesgue uzaylarinda sinirhiligini ispatlayalim, burada f € Lie. (R™), ve d =gap(2) =
sup{|z —y|; z,y € Q} dir.

Teorem 5.1 1 < p < o0 ve d < 0o olsun. Bu durumda M Hardy-Littlewood

maksimal operatorii LP) () grand Lebesgue uzaylarinda sinirhdir (Meskhi 2011).

Ispat. Grand Lebesgue uzaylarindaki norm tanimindan

0<e<o

€ —&
Moy = maxq s | e / M ()" dy
Q

1
p—¢

€ —€
; sup @/|Mf(y)|p dy
Q

o<e<p—1

= :max{A;, 4>}
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elde ederiz.
1

sup er—< =p—1, jﬁ > ]ﬁ (0 <& <p—1iken) ve Holder esitsizliginden
o<le<p—1

1

—1 e
Ay = sw (=10 )M o)
o<e<p—1
1
p—e
1 “1 _ p—o0 p—0
= sup er= | [Qf /|Mf(y)|p “dy ;g — , q
o<e<p—1 p—c E—O0
Q
_1
B p—¢ E—0o p—e
p—o p—o
1 -1 o
< swp e (0 [r@ra )| [
o<e<p—1
Q Q
) _1
p—e
- p—e
p—0o
1 —1 =2 o
= swp o | (0 sy
o<e<p—1
Q
- 1
p—e
— p—e
p—o
1 - = .
= swp o= | (j T 1wy
o<e<p—1
Q
1 “1\ o
= swp =7 (19) 7Mooy
o<e<p—1
1 _ 1 1
< (p=DIQ o reor [[Mfll -0
1 11
< (p—1)o ve sup er= Q7= | Mf|o-c(q)
0<e<
olur. Buradan Teorem 3.1 i kullanarak
_1 1,1
M [l < po 7= sup ev== [Q 7= | M f|| -2 (q)
0<e<o
_1
1 D—¢€ p=e 1\
< ¢y po P su _— |0 p=e .
< apo 7 s (L) R Ul

1
__1 p_ £ p—e
< C g P—oO su s = )
a °r [0<€£0’ (p—g_l) ] ||f||L)(Q)

elde ederiz. o, yeterince kiiciik oldugu icin

1

Cpo 1= Co po_ »=7 [ sup ((p — 5)’) ”15}

0<e<o

sonludur. Yani C,, < ¢ pa_p—% (p — o)’ gergeklenir.

Dolayisiyla M Hardy-Littlewood maksimal operatorii LP) (Q) da siirhdir. m
47




Simdiki teoremde Calderén-Zygmund operatoriiniin grand Lebesgue uzaylarinda

sinirliligini inceleyecegiz.

Teorem 5.2 1 < p < oo olsun. Bu durumda 7' Calderén-Zygmund operatorii

LP) (Q) grand Lebesgue uzaylarinda sinirhdir (Meskhi 2011).

Ispat. 0 < ¢ < p — 1 olsun. Bu durumda

1

ITf ey = max{ sup [e]o)™ / TPy |
0<e<o
1
sup [ el / ITF ()"~ dy
o<e<p—1
Q
= :maX{Al,Ag}
olur. Holder egitsizliginden
Ay = sup (€|Q|71)E”Tf||[/p—a(g)
o<e<p—1
1
L — —&
= swp e (10 [ [Tl
o<e<p—1
1
L - -0
< swp e ([0 / T ()" dy
o<e<p—1
%
< (p-1o o |er [z ay

_ P €
S (p_1 o p 7 sup <€|Q’ 1) ”TfHLp (
0<e<o

bulunur. Sonug olarak Teorem (3.3) den

1

[ __1 ] _q\ P—¢
1T fll @) < _(p—l)a v +1| sup (]9 1) A [P

-4 0<e<o

1
[ 1 i _1\ P ¢
_(p —1)o 77 +1| sup Cp. (]9 1) 1f -

4 0<e<o

IN

_ L .
= _(p —1)o 7 + 1_ ||f||LP)(Q) sup Cp.

0<e<o

48



bulunur, burada

o _{1%4—23;;, l<p<?2
- p—e+-=, p>2

p—e—2’
ve
pb—o p
+5=, 1<p<?2
—o—1 2_p? )
Sup Cp,e S { pp_; p_:
O<e<o + p >’2,

p—o—1 p—o—2"

dir. Dolayisiyla T' Calderén-Zygmund operatorii LP) (€2) grand Lebesgue uzayinda

simrhidir. =

Riesz potansiyelinin grand Lebesgue uzaylarinda sinirli olmadig1 bilindiginden

(Meskhi 2010)

1
p—€

4

0 1 e
1 llroey = sup =7 W/|f<x>|p d
Q

O<e<p—1

olmak tizere LP)? genellestirilmis grand Lebesgue uzaylarinda Riesz potansiyelinin

sinirliligini inceleyecegiz.

Teorem 5.3 1<p<oo,0<oz<§, %—%zﬁve
0y > [1 + %} 61, 61 > 0 olsun. Bu durumda I, Riesz potansiyeli LP)?* genellestir-

ilmig grand Lebesgue uzaylarindan L9 ye siirhdir (Meskhi 2011).

Ispat. Ispati 0, = [1 + %} 0, icin yapmak yeterlidir. Ciinkii 65 > [1 + %] 0, ve

yeterince kiiciik € icin %2 < lstlon iy,

n—(u—q)a
(u—q)n ]fl

@@*:P+n_aw_@

olsun. Bu durumda t — 0% icin ¢ (t) ~ t'+5" dir. Gergekten,

n—(t—q)a agq
, (t—q)n o an S T Y qn
lim |p+ ——— = — Ll =—_=p=
107" n—a(t-q) n+aq p ¢ n n+aq
1+
_ g qn
LHrozq n+aq}
=0
ve

lim t't5% =0
t—0+
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dir.  Dolayisiyla ¢ (t) := ¢ (t‘gl) olmak {izere I,, Riesz potansiyelinin L”%1 den
LO¥0) ye simrh oldugunu ispatlamak yeterlidir. o > 0 yeterince kiiciik bir say

olsun. Bu durumda

_1
H]oszLq)»cp(Q) = max{ sup (¢ (5) |Q|71)q_‘E ||Iaf||quf(Q) ;

O0<e<o

sup (¢ (€) |Q|_1)E HIafHqu(Q)}
o0<e<q—1
= :max{A], As}

olur. Holder egitsizliginden ve o < ¢ oldugundan

1
q—¢

1

A4 = s @E) |l / L f ()" dy

o<e<qg—1
i (S
= 1 y
< | sw @@ | (17 [ s @I
o<e<q—1 1
Q
1
- Ay 4
= | sup ((e)) |¥(o) ¢ (o) Q1 [ Haf ()" dy
o<e<q—1 1
Q
1
— qis_ 7(]7% ) q—¢
< | sw @) [0 sw (w07 [ d
lo<e<qg—1 1 0<e<o
Q
elde ederiz.
Simdi 0 < € < o olsun. ¢ igin p%n — q%g = 2 olacak bigimde 7 tanimlayabiliriz.

o yeterince kiiciik iken 1 da yeterince kiigiik pozitif sayidir; ayrica u — 01 iken

agq . I .
¢ (u) ~u'w dir; dolayisiyla 1) (5)(1; n =1 dir. Gergekten,

1 1 o« 1 _a+ 1
p—n gqg—¢ n p—n n qg—e¢
1 — 1 — —
N :a(q ef:)—l—n:> _n a(e —q)
p—n  n(g—e) p—1 n(e—q)
n(e—q ne—q
= p_n:_¥:>77:]9+¥
n—ae—q n—al—q)
oldugundan

L e L n(e—gq 10
O = v pr ]
= [ () el
[ [ =
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olur. Bu durumda Teorem 3.4 den

(?/f (8) |Q|71)q7i5 ||‘[Oéf||L<Z*E(Q) S 5(]9 - naavn) (’17/) (6) |Q|7l)ﬁ ||f||LP*7I(Q)

1

_ q—e¢ _ 01 _ 1 01
= clp—nan)v(e) n v |Q = nr || fl oo
= c(p—na,n) Q" P"nP"IIfIILpn

B T

0<n<o1

n

fHLp%Hl(Q)

dir. Dolayisiyla

||Iaf||L<1)»92(Q) S |: sup E(p - 7770%”)} |S2|Z ||f||LP)’91(Q)7

0<n<o1

burada
qis

C(P—”’O"mzca[n—o?(p—n)] {pﬁgﬁl] |

¢, p,n ve a dan bagimsiz bir sabit; o; yeterince kiigiik pozitif sayidir. Eger o,
yeterince kiigiik ise 0 < 7 < oy oldugunda 7, igin n — a (p —n) > 1y > 0,

pnl<p—|—1d1r [

0y < [1 + %} 61, 61 > 0 oldugunda I, Riesz potansiyeli LP)¥1 genellestirilmis grand
Lebesgue uzaylarindan L9 ye siirl olmaz. Asagidaki teoremde n =1, Q = [0, 1]

ozel durumu icin I, nin sinirh olmadigimi gosterecegiz.

Teorem 5.4 O<a<1,1<p<é,q:1+;pve91ve92de
02 < (1 4 aq) 6, olacak bigimde pozitif sayilar olsun. Bu durumda I, Riesz potan-

siyeli LP91 genellestirilmis grand Lebesgue uzaylarmdan L9 ye smirl degildir

(Meskhi 2010).

Ispat. Aksini kabul edelim, yani I, L”?* den L??2 ye siirh olsun. Buradan ¢ f

ye bagl olmayan porzitif sabit olmak iizere

||]Oéf||L‘1)792([0,1]) <c ||f||LP)’91([O,1}) (5.1)

esitsizligi saglanir.
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J C [0, 1] olacak bi¢imde bir aralik olmak tizere (5.1) de f = x; alahm. Bu durumda

| = /dy

J
— dy -«
T
J
dy
< /|$—y|1a’ O<lzr—y| <1
J
1/«
d
< | y|1a ;o 0<ax<l
r—Yy

olur ve

dy r
1) @) = [ =2, wey
|z —y|
J
elde edilir. Sonug olarak

HIafHLq%Gz([o,u) > |J]* ||XJ||L4)792([0,1})

gergeklenir. (5.1) den

" HXJHL‘?)v92([0,1]) < HXJHLPWl([O,l}) (5.2)

olur, burada ¢ J ye bagh olmayan pozitif sabittir.
0 < ey <p—1 olmak iizere
1 1
sup (" |J])7F = (e?}l | J]) 7= (5.3)
0<e<p—1

esitligi saglansm. Iddia ediyoruz ki

lim EJ — 0
|J|—0

olur. Aksini kabul edersek |.J,| — 0 ve Vn € N i¢in 5, > A > 0 olacak bicimde .J,

araliklarinin bir dizisi ve bir A pozitif sayis1 vardir. Acik olarak

1
Il (=1 _ g,
(&

olacak bi¢imde J,,, secebiliriz. f (z) = (2% [J,]) 7% olmak {izere her & € (A/2,p—1]
icin f' (z) < 0 oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten \/2 < z < p — 1 i¢in
a2 _ ual® (0= 1)

(& €
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esitsizliklerinin saglandig) kolayca goriiliir. Buradan

1
1 - In (2% |J,,
0f (@) = —=—In (" )
I (z) —2 0 1 012 |,
= (p—2)2In (2 | ],
(@) (p—x) n(a: | °|)+p—x 200 [T |
1 | Oy g, 0
1) =1 @) [“(f” | °')+—1]
p—x p—x T
formiiliinii ve )
J |ﬁ$ P
f’(x)<0<:>|n°—<e_5

oldugunu kullanmirsak f’(z) < 0 oldugunu elde ederiz.
iii% f (%) = 0 esitligi ile birlikte yukaridaki hesaplamalar ¢, < A oldugunu gosterir,

burada e,
) 1/(17_5""0)

1
sup (e g )77 = (<52, 1l
0<e<p—1

ile tanimlanir. Bu ise her n i¢in €;, > A > 0 olmasiyla celigir. Ayrica

1
O =48

1 1 1
p q p—& q—1ny

olacak bicimde 7; se¢elim. Buradan

7 l—a(p—cey)
p—e&y
=q— ——F— 54
/r’J q 1_a<p_5j> ( )

olur. (5.2) ve (5.3) ten

I sup ([0, 17T 7 < e sup (€7 [[0,1)] )7 ||

0<n<g—1 0<e<p—1
0o 1 61 1
"y | < eel [ ] (5.5)

elde edilir, burada eger ¢; yeterince kiigiik ise bu durumda 0 < 7; < ¢ — 1 olmasi

gergegini kullandik.(5.5) esitsizliginden

62 01

ny e, <e (5.6)

saglanir. Ayrica (5.4) ve (5.6) esitsizlikleri

Oy )
poes  \TI G et (5 -an)
L gy e e ¢
- —cJ
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__pes N\ 2,
q— =2 T
( 1 a(p EJ)) ng—EJ p—eyg oty S c (5.7)
€J
olmasim gerektirir. |J| — 0 iken limit almirsa (5.7) nin sol tarafi sonsuza gider
a—z—aﬁz
ciinkii birinci carpanin limiti [m} ! dir ve
92=91 .0 92=01 _ 9
lim e ;™ ¥ = lime ,”* S
|J]—0 |J]—0
dur, burada Z—j <l+aq & 92%91 — afly < 0 ifadelerini goz oniine aldik. Boylece
ispat tamamlanir. m
Teorem 54 de Q C R, 0 < a < n, 1 <p< 2 qg=-"L vel =0, =1
« n—ap

alindiginda 0, < (1 + %) 0, bagintis1 1 < (1 + %) olarak kargimiza ¢ikar bu ise /,,
Riesz potansiyelinin L?) (Q) grand Lebesgue uzayindan L% () ya siirh olmadigini

gosterir.
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6. SONUC

T. Iwaniec ve C. Sbordone tarafindan 1992 yilinda Jacobian’in integrallenebilme
ozelliklerini calisirken ortaya cikan LP) () grand Lebesgue uzaylari, n > 2 igin

Q) C R"™ Lebesgue 6lciisii sonlu bir kiime ve 1 < p < oo olmak iizere

1
p—e

a1 —e
ey = s o7 | o [ I @Fde | <o
Q

O<e<p—1

olacak bicimde f € M, fonksiyonlarinin sinifindan olusur, burada My, €} iizerinde
taniml reel degerli ve sonlu ol¢iilii fonksiyonlarn kiimesidir. Bu calismada LP) grand
Lebesgue uzaylarinin temel ozellikleri incelenmigtir. Ardindan, maksimal operator
ve Calderén-Zygmund operatorlerinin L”) grand Lebesgue uzaylarmda smirhhg: is-
patlanmigtir. Daha sonra I, Riesz potansiyeli grand Lebesgue uzaylarinda sinirh
olmadigindan (Teorem 5.4) ¢ (0,p — 1), 1 < p < o0, lizerinde tanimh siirekli pozitif

bir fonksiyon ve lim ¢ (x) = 0 olmak iizere
z—0

1
p—¢

€ —€
Flimeog = s |28 [ir@rea] <o

O<e<p—1 |§H
Q

olacak bicimde f : Q — R fonksiyonlarmn smifindan olugan LP»¥() genellestirilmis

grand Lebesgue uzay1 tanimlanmus; € > 0 ve ¢ (¢) = £ olmak {izere

1
p—e

6 1 e
e el / F@P | <o
Q

O<e<p—1

0zel durumunda Riesz pontansiyelinin sinirhiligi ispatlanmigtir.

Teorem 6.1 1 < p < o0 ve d < oo olsun. Bu durumda M Hardy-Littlewood

maksimal operatorii LP) () grand Lebesgue uzaylarinda sinirhdir (Meskhi 2011).

Teorem 6.2 1 < p < oo olsun. Bu durumda 7' Calderén-Zygmund operatorii

LP) () grand Lebesgue uzaylarinda sinirhdir (Meskhi 2011).

%)



Teorem 6.3 1<p<oo,0<04<%,]%—%:%ve922 [1+%]91,01>0018un.
Bu durumda I,, Riesz potansiyeli L”?1 genellestirilmis grand Lebesgue uzaylarindan

L992 ye simirhdir (Meskhi 2011).
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